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一 、 数 学 基础 和 数理 逻辑 


数学 基础 [Ж foundations of mathematics 法 
fondements des mathématiques Ф Grundlagen der 
Mathematik 4A основания математики 日 数学 
基础 论 ] 十 九 世纪 末 引 入 的 集合 的 概念 虽 则 不 
久 即 引起 了 众所周知 的 悖 论 ', 却 逐 渐 地 被 认为 
是 最 基本 和 最 有 用 的 数学 概念 之 一 例如， 和 
作为 自然 数 的 基本 性 质 的 综合 而 提出 的 Peano 
公理 系统 + 相对 ，Dedekind 在 自然 数理 论 C[4]) 
中 从 集合 与 对 应 出 发 而 把 自然 数 的 体系 构造 出 
ЖТ. Dedekind 的 无 理 数理 论 ([5]), 则 把 实 
数 作为 有 理 数 的 特殊 集合 (分割) 来 定义 。 因 
此 ， 数 学 上 的 概念 的 建立 由 于 使 用 集合 概念 而 
变 得 完善 并 且 统一 起 来 了 . 

但 是 ， 集 合 论 中 某 些 最 常 使 用 的 论证 方法 
(这 些 论证 方法 同时 也 是 数学 中 最 有 用 的 并 且 
几乎 属于 形式 逻辑 本 身 的 基本 框架 的 ) 与 导致 
性 论 的 那些 论证 方法 十 分 相似 ， 而 悖 论 几乎 可 
以 在 形式 逻辑 范围 内 出 现 ， 这 就 促使 人 们 对 数 
学 中 的 概念 构成 法 以 及 数学 论证 方法 进行 数学 
WES. 于 是 在 本 世纪 初 , 便 产生 了 一 个 新 的 
数学 领域 一 数学 基础 (foundations of mathe- 
matics), 相应 于 数学 究竟 是 什么 这 个 问题 的 回 
答 ， 数 学 基础 从 产生 的 初期 开始 便 分 成 三 个 不 
同 的 流派 ，L. E. J. Brouwer 的 直觉 主义 ，B. 
Russell 的 逻辑 主义 , D. Hilbert 的 形式 主义 . 关 
于 数学 基础 产生 的 根源 , 即 集合 概念 ,人 们 认为 
G. Cantor 所 给 出 的 “定义 ”过 于 朴素 ， 从 而 提 
出 对 集合 论 应 根据 公理 主义 + 的 观点 来 处 理 (一 
ABRAR). 

GEREN] BAEN Clogicism) 认为 数 
学 为 逻辑 学 的 一 个 分 支 , 这 主要 是 由 Rusel 提 
出 的 。 他 还 主张 迟 论 来 自 对 各 种 概念 的 “类 型 ” 
的 忽视 ， 运 辑 主义 不 外 以 这 个 主张 为 背景 

按 知 他 的 主张 ,数学 乃 是 对 任意 的 东西 、 任 
意 的 性 质 都 能 成 立 的 事项 进行 形式 的 《与 内 容 


无 关 的 ?处 理 的 学 问 。 但 是 ,形式 地 研究 对 任意 
的 东西 \ 任 意 的 性 质 都 能 成 立 的 事项 的 学 问 , 自 
古 以 来 便 称 为 逻辑 学 .根据 这 一 点 ， 他 便 主 张 
数学 不 外 是 逻辑 学 的 一 个 分 支 .他 说 “逻辑 学 是 
数学 的 青年 时 代 而 数学 是 逻辑 学 的 壮年 时 代 ”. 
Russell 从 这 种 观点 而 构造 数学 时 ， 曾 作 下 
述 考虑 .通常 的 语言 既 元 长 又 不 精确 , 当 在 逻辑 
学 中 使 用 它们 时 ， 常 常 导致 错误 .为 了 对 这 个 
问题 进行 正确 而 完全 的 处 理 ， 使 用 “符号 "是 绝 
对 必要 的 。 因此 , 从 这 种 观点 出 发 ，Russell 试 
图 用 所 谓 符号 逻辑 ' 的 形式 来 重新 构造 数学 . 
为 把 数学 完全 符号 化 而 进行 的 努力 ， 可 以 
追 调 到 G. W。，Leibniz， 他 对 此 写 出 了 “Dis- 
sertatio de arte combinatoria” (1666) 等 论文 , 以 
JA, A. de Morgan, G. Boole, C. S. Peirce, E. 
Schröder 等 均 研究 过 ， 但 与 今日 的 符号 逻辑 相 
近 的 内 容 ， 则 是 由 G. Frege 及 С. Peano Jf 
始 建立 的 ，Russell 整理 他 们 的 研究 结果 而 作为 
他 自己 研究 的 基础 ， 他 的 成 果 发 表 在 与 A. N. 
Whitehead 合 著 的 杰作 《数学 原理 》 (Principia 
Mathematica, 三 着 ,初版 1910 一 1913, 再 版 1925 
一 1927) 一 书 中 .在 这 里 ,他 从 逻辑 学 的 基本 法 
则 出 发 建立 了 自然 数理 论 、 实 数理 论 以 及 解析 
几何 学 等 . 
如 果 他 的 这 个 尝试 能 够 理想 地 进行 ， 那 末 
悖 论 的 问题 便 可 得 到 完全 的 处 理 。 既然 逻辑 学 
研究 的 是 对 任意 的 东西 、 任 意 的 性 质 都 经 常 成 
立 的 事项 , 那 末 ,当然 可 以 认为 不 可 能 出 现 悖 论 . 
但 是 ， 作 者 从 这 个 观点 构造 数学 时 ， 不 得 
不 假设 了 一 些 “ 不 满意 ”的 公理 。 他 按 下 述 方 
式 引入 了 类 型 的 概念 : 使 用 直到 当时 为 止 的 对 
象 全 体 的 概念 所 定义 的 对 象 ， 应 该 比 直到 当时 
为 止 的 对 象 具有 更 高 的 类 型 ,从 而 , 售 论 的 发 生 
便 是 由 于 无 视 这 种 类 型 的 缘故 . 照 他 所 说 ， 设 
给 出 某 些 对 象 的 集合 M , 用 M 所 定义 的 对 象 将 


2 至 学 基础 
比 M 的 元 素 具 有 更 高 的 类 型 ， 从 而 不 可 能 作为 
мА. 各 种 的 悖 论 便 是 违背 这 个 原理 的 结 
Rm. 
根据 这 种 观点 ， 他 所 使 用 的 符号 逻辑 系统 

便 是 今日 所 谓 的 分 歧 类 型 论 +。 {Н Ж, 这 却 带 
来 了 不 便 。 试 举 一 例 ， 设 我 们 把 有 理 数 的 理论 
在 类 型 论 中 展开 ， 于是， 每 个 实数 可 认为 是 关 
于 有 理 数 的 谓词 '。 如 果 表 达 这 个 谓词 的 公式 
只 包含 以 全 体 有 理 数 为 变 域 的 变 元 的 量词 *, 则 
相应 的 实数 称 为 直 亩 的 《predicative), 否则 ， 该 
实数 便 是 非 直 谓 的 (impredicative)。 按 照 Russell 
的 说 法 ， 非 直 谓 的 实数 应 当 比 直 谓 的 实数 具有 
更 高 的 类 型 ,这 就 使 实数 理论 非常 复杂 . 因此 ， 
Russell 提出 了 可 化 归 性 公理 (axiom of reducibil- 
ig)。 即 对 于 任何 谓词 都 存在 一 个 等 价 的 直 谓 
谓词 。 但 这 个 公理 却 给 人 们 一 个 人 为 的 印象 
Russell 本 人 也 对 它 表示 不 满意 。 要 把 它 作 为 逻 
辑 学 的 基本 原理 总 是 很 费解 的 . 

Russell 还 假设 了 无 穷 公理 ?和 选择 公理 ?, 而 
这 也 是 很 成 问题 的 ， 人 们 要 问 : 把 它们 作为 根 
本 原理 到 底 有 什么 依据 呢 ? 在 考察 了 《数学 原 
理 》 一 书 的 哲学 背景 之 后 ，H- Weyl 对 该 书 作 
如 下 的 评论 “与 其 说 数学 是 建立 在 逻辑 之 上 
的 ， 还 不 如 说 是 建立 在 逻辑 学 家 所 创造 的 天 堂 
之 上 的 *， 然 而 ,该 书 中 所 定型 化 的 远 辑 以 及 后 
来 的 逻辑 主义 者 F. P. Ramsay 所 定型 化 的 类 
型 论 ,仍然 是 数理 逻辑 的 一 个 重要 课题 . 

【直觉 主义 】 直觉 主义 Cintitionism》 主张 
数学 的 对 象 及 真理 并 不 能 脱离 数学 的 理性 或 直 
觉 而 独立 存在 ， 它 们 应 当 能 够 通过 理性 的 活动 
或 直 党 的 活动 而 直接 得 到 。 持 这 种 观点 的 数学 
ж, 以 前 有 十 九 世纪 的 L. Kronecker, Н. Poin- 
cart。 本 世纪 初 的 É. Borel, Н. Lebesgue, H. H. 
Лузин 亦 给 出 类 似 的 数学 批判 ,但 是 ,由 于 下 述 
理由 ,他 们 的 学 说 常 被 说 成 是 半 直 觉 主义 (semi- 
intuitionism) 或 法 国 经 验 主义 (French empiri- 
cism), Brouwer 更 狭义 地 解释 直觉 主义 , 很 明 
确 地 规定 其 立场 。 他 坚决 反对 Hilbert 的 形式 
主义 ， 与 之 作 激 烈 的 争论 。 因 此 ， 现 在 “直觉 
主义 ”这 个 名 词 都 是 指 Brouwer 的 学 说 而 言 . 


Brouwer 对 数学 中 常用 的 逻辑 采取 批判 的 
眼光 ， 其 结果 认为 不 允许 无 限制 地 使 用 排 中 律 
Claw of excluded middle) PV 一 P。 按照 他 的 观 
点 ,命题 “具有 性 质 P 的 自然 数 或 者 存在 或 者 
不 存在 ", 仅 当 实 际 给 出 了 具有 性 质 P 的 自然 数 
时 ， 或 实际 上 证 明了 如 果 假 设 存 在 具有 性 质 P 
的 自然 数 则 导致 矛盾 时 , 才 可 以 认为 它 成 立 . 当 
未 能 确定 是 哪 一 种 情况 时 ， 上 述 命题 既 不 真 又 
不 假 , 亦 即 排 中 律 未 必 成立 , 更 不 能 作为 一 般 的 
逻辑 法 则 。 又 如 果 由 假定 某 一 命题 P 的 否定 而 
SERCFIR RATED f Р ORM AE Р, Ж 
时 通常 便 断 定 了 成立 ( 反 证 法 ), 但 是 Brouwer 拒 
绝 这 种 推论 .例如 , 设 P 为 存在 命题 IAC), 
它 的 双重 否定 一 一 ar4(x) 是 指 : 如 果 没有 x* 
满足 4(x)， 将 导致 矛盾 。 但 由 此 并 不 能 得 到 
实际 作出 满足 4(x) 的 * 的 方法 . 因此 ,他 拒绝 
承认 一 一 P 一 P 为 逻辑 法 则 ， 拒 绝 承认 排 中 律 
PV 一 P 及 (实际 上 是 一 样 的 ) ITP OP, ХЖ 
Brouwer 逻辑 与 传统 数学 中 的 逻辑 的 主要 差异 
点 ,其 他 的 差异 都 是 由 此 派生 出 来 的 . 

当 由 这 种 观点 重新 构造 数学 时 ， 哪 些 部 分 
可 以 保留 ,哪些 部 分 有 待 修正 ,这 将 是 很 有 兴趣 
的 问题 。 看 来 是 不 会 得 出 十 分 完美 的 理论 的 。 
但 是 ,直觉 主义 逻辑 ! 仍 将 是 数理 逻辑 研究 中 的 
一 个 重要 的 课题 

【形式 主义 】 为 了 要 解决 以 集合 论 中 的 个 
论 为 出 发 点 的 数学 基础 的 问题 ，Hilbert 使 用 他 
把 数学 作为 形式 的 东西 而 考虑 的 公理 化 方法 . 
就 公理 主义 ! 而 言 , 是 把 数学 看 作为 由 公理 系统 
所 规定 的 形式 演绎 系统 .但 是 ， 在 其 基础 中 却 
假定 了 包括 初等 数论 和 朴素 集合 论 在 内 的 “ 逻 
辑 *。 现 在 的 问题 是 ， 对 数学 的 公理 系统 而 言 ， 
已 经 在 集合 论 和 逻辑 中 出 现 了 悖 论 ， 因此， 应 
该 包括 逻辑 与 集合 论 方法 在 内 把 数学 公理 化 ， 
而 对 它 加 以 考察 。 对 在 这 种 意义 下 彻底 形式 化 
了 的 数学 来 证 明 其 相 容 性 从 而 解决 问题 ， 这 便 
是 Hiber 的 规划 。 这 种 考虑 方法 称 为 形式 主 
X. (formalism), 

依 公理 主义 的 观点 。 例如 。 在 证 明 Eudid 
几何 的 公理 系统 的 相 容 性 时 ， 作 为 其 证 明 的 手 


В, В ТЭО; 亦 即 通常 所 说 “Euclid 几何 无 
矛盾 ”, 其 内 容 实际 是 :“ 和 如 果实 数理 论 无 矛盾 ， 
MU Euclid 几何 亦 无 矛盾 ”。 这 里 所 表示 的 事实 
是 Euclid 几何 学 关于 实数 理论 的 相对 相 容 性 
relative. consistency) .我 们 所 证 的 相 容 性 ,一 般 都 
是 相对 相 容 性 .所 谓 相 客 性 的 证 明 (consistency 
proof), 不 外 是 把 关于 所 讨论 的 数学 理论 的 相 容 
性 ,用 一 般 的 方法 还 原 到 更 确实 的 基础 上 去 . 几 
平一 切 数学 证 明 都 以 逻辑 及 集合 论 方法 为 根 
据 , 对 这 两 者 进行 公理 化 的 数学 ,其 相 容 性 应 该 
还 原 于 什么 基础 呢 ? 其 方法 又 是 什么 呢 ? 这 些 
当然 是 成 问题 的 。Hilbert 的 回答 是 : 提出 有 穷 
观点 ( 英 finite standpoint /& finite Einstellung) 与 
TWP (È metamathematics Ф Metamathema- 
tik), 

所 谓 有 穷 观点 只 以 能 够 由 有 限 次 运算 得 出 
的 事实 为 基础 ， 实 质 上 与 直觉 主义 的 基本 观点 
是 相同 的 。 有 穷 观点 所 容许 的 方法 ， 现 在 亦 称 
为 构造 性 方法 (constructive method), 

元 数学 又 称 为 证 明 论 ( 传 Beweistheorie), 它 
的 研究 对 象 是 数学 证 明 本 身 。 Hilbert 首先 强 
调 了 它 的 重要 性 .但 这 个 理论 不 仅 对 数学 系统 
的 相 容 性 证 明 是 有 用 的 ， 而 且 ， 其 方法 实际 上 
远 在 出 现形 式 主义 以 前 很 久 就 已 在 数学 中 使 用 
T. 例如 , 射影 几何 ' 中 的 对 侦 原 理 ' 便 是 关于 
射影 几何 的 证 明 论 定理 《把 射影 几何 的 公理 及 
证 明 作为 考察 对 象 所 得 到 的 定理 ) 而 不 是 射影 
几何 的 定理 《由 射影 几何 的 公理 推导 所 得 到 的 
定理 ). 

按照 Hilbert 规划 , 人 们 必须 用 有 穷 观点 所 
容许 的 方法 来 发 展 证 明 论 ， 从 而 证 明 公理 化 了 
的 数学 的 相 容 性 . 为 此 目的 。 人 们 必须 把 作为 
证 明 论 的 对 象 的 各 个 公理 化 的 数学 理论 用 符号 
逻辑 1 的 方法 进行 形式 化 。 今后 我 们 把 这 样 地 
用 符号 逻辑 的 方法 形式 化 的 理论 称 为 形式 系统 
(formal system), 

【形式 主义 的 数学 基础 中 的 若干 结果 】 直 
到 现在 为 止 ， 根 据 关于 数学 相 容 性 的 证 明 的 
Hilbert 规划 而 获得 的 最 卓越 成 果 之 一 ,是 1936 
年 发 表 的 G. Gentzen 的 纯 数论 的 相 容 性 证 明 
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(191). 不 但 如 此 ,作为 在 这 个 方向 上 获得 的 明 
显 结果 ， 这 个 相 容 性 证 明 还 包括 了 迄今 的 相 容 
性 证 明 的 最 大 范围 。 然而， 形式 主 义 证 明 论 的 
方法 已 表明 在 研究 数学 理论 的 逻辑 结构 中 是 非 
常 有 效 的 ,并 且 已 在 数学 的 形式 化 方法 方面 ,在 
相 容 性 的 证 明 方法 方面 ， 得 出 很 多 含有 重要 启 
示 的 结果 ， 而 且 在 符号 逻辑 的 研究 以 及 公理 化 
集合 论 的 研究 等 方面 ,这 个 方法 也 是 不 可 少 的 。 
我 们 给 出 一 些 例子 . 

1) Gödel 的 不 完备 性 定理 (Gadel's incom- 
pleteness theorem), K. Godel (1931, [8]) 证 
明了 如 果 对 自然 数理 论 形式 化 而 获得 的 系统 是 
相 容 的 ， 则 该 系统 必 人 包含 一 逻辑 公式 A, 使 得 
4 和 它 的 否定 — 4 在 系统 中 都 不 能 证 明 。 他 
原先 是 在 系统 为 w WENE consistent, W 
w-widerspruchsfrei) 假定 之 下 证 明 这 条 定理 的 . 
这 个 条 件 , 对 形式 系统 而 言 , 比 简单 相 容 性 条 件 
更 强 ， 但 是 ，J. B. Rosser (1936, [15]) 成 功 
地 用 简单 相 容 性 代替 了 名 相 容 性 。 这 个 定理 不 
仅 表 明 作为 自然 数理 论 的 公理 而 言 通常 的 公理 
系统 是 不 完备 的 ， 而 且 表 明 对 自然 数理 论 的 形 
式 化 系统 (在 有 穷 观点 下 )， 在 相 容 性 的 范围 内 
无 论 怎样 添加 公理 , 它 仍然 是 不 完备 的 . 

Godel 在 获得 上 述 结果 时 还 研究 了 所 用 的 
方法 ， 从 而 得 到 了 以 下 重要 结果 : ks 为 包含 
自然 数理 论 的 形式 化 系统 (在 有 穷 观点 下 )， 如 
RS 是 相 容 的 ， 则 只 利用 S 中 可 形式 化 的 论证 
不 可 能 证 明 5 的 相 容 性 .这 就 是 说 ,例如 ,要 从 
有 穷 观点 来 证 明 自然 数理 论 的 形式 化 系统 的 相 
容 性 ， 就 不 能 不 用 到 一 些 有 穷 观点 容许 的 但 形 
式 化 自然 数理 论 所 不 容许 的 某 些 论证 .但 是 ,这 
个 所 谓 相 容 性 的 概念 , 当 用 形式 命题 表示 时 ,是 
和 表示 的 内 容 有 关系 的 , 对 此 西村 敏 男 ([11]) 
作 了 研究 . 

2) 纯 数论 的 相 容 性 的 证 明 (consistency 
proof of pure number theory), G. Gentzen ([9]) 
所 说 的 纯 数论 ( 英 pure number theory Ё reine 
Zahlentheorie) 是 指 不 使 用 解析 中 的 辅助 手段 
《例如 ,无 理 数 和 无 穷 级 数 ) 的 自然 数 的 理论 . 因 
此 , 它 和 基于 以 集合 论 为 背景 的 Peano 公理 系 
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统 ! 的 自然 数理 论 是 不 同 的 (一 数 )。 

对 纯 数 论 的 完全 系统 相 容 性 的 证 明 首 先 
是 由 G. Gentzen (1936, [9]) 给 出 的 。 №. 
Ackermann (1940, [16]) 对 使 用 Hilbert AY £ ff 
号 + 的 系统 给 出 了 另 一 证 明 。 PTAA (1955, 
(171) 证 明了 关于 一 级 谓词 逻辑 的 Gentzen Ж 
本 定理 * 对 于 某 种 特殊 的 类 型 论 ' 仍然 成 立 , fE 
为 推论 便 得 到 了 自然 数理 论 的 相 容 性 . 

按照 1) 中 提 到 的 Godel 的 第 二 个 结果 , 在 
纯 数 论 的 相 容 性 的 证 明 中 ， 必 须 使 用 纯 数论 以 
外 的 某 种 论证 方法 ， 在 上 面 提 到 的 纯 数 论 的 三 
种 相 容 性 证 明 中 , 使 用 了 直到 е, 为 止 的 超 限 归 
纳 法 ,这 里 s6 为 第 一 个 8 数 ', 但 是 , 除 这 个 论证 
外 ,所 用 的 其 他 论证 均 可 在 纯 数论 中 表示 出 来 . 
这 就 间接 地 表明 了 ， 直 到 е, 为 止 的 超 限 归纳 
法 的 正确 性 在 纯 数论 中 是 无 法 证 明 的 . 的 确 ， 
Gentzen《[18]) 给 出 了 这 一 事实 的 直接 证 明 . 
另 一 方面 ,直到 序数 < ss 为止 的 超 限 归纳 法 的 
正确 性 却 可 以 在 纯 数论 范围 内 还 原 于 数学 归纳 
ж. 

再 说 ， 纯 数论 相 容 性 的 证 明 方 法 不 限于 超 
限 归 纳 法 。 事实 上 ，Gadel (1958, [19]) Ж] 
用 了 “自然 数 域 上 有 穷 类 型 的 可 计算 函数 ”( 优 
berechenbare Funktion endlichen Typs über den 
naturlichen Zahlen》 而 对 自然 数论 的 相 容 性 给 出 
了 另 一 种 证 明 . 

进一步 限制 纯 数论 ， 我 们 便 可 以 得 到 较 弱 
的 自然 数理 论 ， 它 们 的 相 容 性 可 不 必 使 用 直到 
8 为 止 超 限 归纳 法 这 种 特殊 论证 ， 而 只 使 用 有 
穷 方 法 便 可 以 证 明 . 例 如 , M. Presburger ([20]) 
证 明了 只 以 数 的 加 法 为 其 唯一 运算 的 系统 的 相 
容 性 ，Ackermann (1924, [21]), J. von Neu- 
mann (1927, [22]), J. Herbrand (1931, [23]) 
和 小 野 膀 次 《1938，[24]) 证 明了 对 数学 归 
纳 法 "公理 的 使 用 加 以 各 种 限制 的 系统 的 相 容 
в. 

作为 推广 有 穷 观点 的 一 例 ，K. Schütte 
《[25]) 给 出 了 包括 “无 穷 归纳 ”( 德 unendliche 
Induktion) 的 数论 系统 的 相 容 性 的 证 明 . 他 设 
法 找到 一 种 观点 以 使 这 种 证 明成 为 可 能 . 


3) 分 析 学 的 相 容 性 (сопамепсу of analy- 
ss). 在 这 个 领域 里 , 虽然 作 了 许多 探索 工作 ， 
但 是 ， 从 形式 主义 观点 看 还 没有 获得 十 分 满意 
的 结果 ,最 近 得 到 的 C. Spector (1962, [26]) 的 
成 果 是 这 种 尝试 之 一 。 

4) 公理 集合 论 '。 存在 各 种 不 同类 型 的 公 
理 系统 (一 公理 集合 论 )。 要 给 出 任何 一 个 集合 
论 公理 系统 全 体 的 相 容 性 证 明 被 认为 是 很 困难 
的 问题 ,但 是 ,已 经 得 到 了 有 关 这 些 公理 系统 的 
相对 相 容 性 或 独立 性 等 的 许多 有 趣 结 果 . 

5) Skolem-Lówenheim 定理 .这 是 指 下 
述 的 元 数学 定理 :在 一 阶 谓词 逻辑 ' 中 已 给 出 至 
多 为 可 数 多 个 公理 ,如 果 该 公理 系统 是 相 容 的 ， 
则 便 存 在 一 个 个 体 域 ', 它 满足 所 有 这 些 公理 且 
具有 可 数 多 个 个 体 . 

例如 ， 可 以 认为 公理 集合 论 是 在 一 阶 谓词 
逻辑 中 的 ,具有 可 数 多 个 公理 的 形式 系统 ,因此 ， 
根据 这 个 定理 ， 如 果 集 合 论 的 公理 是 相 容 的 ， 
那么 , 便 有 一 个 具有 可 数 多 个 元 素 的 个 体 域 , 它 
满足 所 有 这 些 公理 .这 样 的 域 称 为 公理 集合 论 
的 可 数 模型 (enumerable model), 另 一 方面 ,从 集 
合 论 的 公理 可 以 证 明 集合 的 个 数 比 可 数 多 个 更 
多 . 这 对 于 上 述 的 可 数 模型 当然 也 成 立 . 但 是 ， 
把 集合 论 翻译 为 模型 时 ， 所 谓 集合 不 过 就 是 模 
型 的 元 素 , 从 而 其 全 体 只 有 可 数 多 个 .假定 集合 
论 无 矛盾 而 得 到 的 这 个 事实 通常 称 为 Skolem 
АФ (Skolem’s paradox) 
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论 含有 矛盾 .事实 上 , 当 我 们 说 “存在 比 可 数 多 
个 更 多 的 集合 "时 ,可 数 多 个 "一 词 是 数学 的 术 
语 ， 应 作为 公理 集合 论 这 个 形式 系统 中 的 形式 
谓词 来 理解 。 然而 , 当 我 们 说 可 数 模型 时 “可 
数 "一 词 是 当 我 们 考察 公理 集合 论 时 所 使 用 的 
元 数学 术语 ,是 按 实质 内 容 使 用 的 太 语 .这 两 者 
当然 应 该 区 别 。 丙种 不 同 解释 的 混淆 便 导 致 
"т. 

6) 关于 自然 数 不 可 能 刻 划 的 Skolem = 
E. Th. Skolem (1291) 证 明 : “在 一 阶 谓词 
还 辑 中 用 至 多 为 可 数 多 个 公理 的 系统 来 刻 划 自 
然 数 系统 是 不 可 能 的 ”。 更 确切 地 说 ,给 定 对 自 


然 数 成 立 的 至 多 为 可 数 多 个 公理 ， 恒 存在 另 一 
个 线性 有 序 集 *， 满 足 所 有 这 些 公理 , 并 且 作 为 
有 序 集 而 言 不 与 自然 数 全 体 同 构 . 

Fk, Godel 的 不 完备 定理 ，Skolem ВЕ 
以 及 上 述 结果 似乎 暗示 了 对 数学 理论 的 形式 化 
方法 存在 某 种 限制 . 
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公理 LK axiom 法 axiome ЖФ Axiom iÑ 
аксиома Н 公理 ]【 历 史 】 数学 中 的 各 种 理 
论 都 是 以 某 些 命题 作为 前 提 ， 只 用 它们 不 用 其 
他 假设 而 展开 的 .这 些 命题 便 称 为 该 理论 的 公 
B. 下 面 将 叙述 此 概念 的 历史 发 展 并 把 它 的 意 
XMARA. 

Thales 到 埃及 旅行 从 那里 学 回来 了 测量 
术 ， 并 添加 了 一 些 新 结果 。 埃 及 测量 术 所 用 的 
事实 都 是 经 验 的 知识 , 而 Thales 则 是 使 用 所 谓 
“由 已 知 结果 进行 推导 ”的 方法 得 到 了 他 的 一 些 
结果 。 这 就 是 希腊 几何 的 开端 。 以 后 ,经 过 了 
Pythagoras 学 派 及 Plato 学 院 (Academy) 的 学 者 
们 的 努力 ,几何 学 得 到 显著 的 发 展 ,而 同时 ,“ 由 
已 知 结果 导出 新 结果 ”的 方法 也 有 了 进展 ,结果 
便 产 生 了 下 述 思 想 :“ 由 若干 个 可 认为 完全 自 
BY 的 命题 而 推出 一 切 ”。 根 据 这 一 想法 把 希腊 
几何 系统 化 了 的 是 Euclid 的 《几何 原本 ?一 书 . 
文艺 复兴 时 期 以 后 ，Euclid 的 工作 成 为 进一步 
发 展 的 基础 ,因而 ,人 们 把 希腊 几何 称 为 Euclid 
几何 。 在 《几何 原本 》 中 ，Euclid 把 可 以 认为 是 
完全 自明 的 命题 中 那些 为 几何 学 所 特有 的 称 为 
公设 (postulate), 而 把 具有 更 一 般 特 性 的 称 为 公 
理 . 也 有 人 把 公设 与 公理 两 者 都 称 为 普通 公理 
(common axiom) ， 后 来 则 统称 为 公理 
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在 《几何 原本 》 中 第 五 公设 是 “平行 公理 ”。 
它 比 别 的 公设 、 公理 叙述 更 长 , 并 且 更 复杂 些 . 
因此 ， 从 十 便 有 人 努力 想 从 其 他 公理 导出 这 条 
公理 来 . 但 是 ,这 些 尝试 都 失败 了 .H. H. Jlo- 
бачевский ЖП J. Bolyai 等 人 转 而 用 第 五 公设 的 否 
定 命题 作为 公理 而 发 展 了 一 种 新 的 几何 学 ， 即 
所 谓 非 Euclid 几何 学 .这 样 的 事态 变化 自然 使 
数学 家 对 于 所 谓 公 理 的 性 质 有 个 重新 考察 的 机 
会 ,于 是 ,人 们 便 从 把 公理 当 作 “自明 的 ”想法 ， 
逐渐 改变 为 把 公理 作为 “一 个 理论 的 前 提 假设 ” 
这 种 新 的 理解 。 把 这 作为 公理 的 性 质 ， 由 此 而 
发 展 其 理论 ， 是 亩 数学 , REE D. Hilbert 的 
EK CUD, 这 种 观点 称 为 公理 主义 《axio- 
тайт). 它 是 支配 近代 数学 的 根本 思想 .Hil- 
bert 按照 这 个 想法 重新 整理 了 Euclid 几何 而 写 
成 了 《几何 基础 》 (Grundlagen der Geometrie, 
1899) 一 书 . 

【公理 系统 】 如 上 所 述 ， 在 公理 主义 数学 
中 各 公理 都 不 外 是 作为 某 个 理论 的 出 发 点 的 假 
їй. 这 些 公 理 集 合 起 来 便 得 到 这 个 理论 的 公理 
Ж (system of axioms), 根据 公理 的 性 质 , 其 
中 出 现 的 基本 术语 是 不 加 定义 的 ， 这 些 就 称 为 
无 定义 的 术语 《undefined term) 或 无 定义 的 概 
5 (undefined concept)， 其 他 所 有 的 术语 则 由 
它们 来 定义 。 对 一 个 给 定 的 理论 如 果 用 公理 主 
义 的 观点 来 整理 ， 便 说 是 对 该 理论 进行 了 公理 
化 (axiomatize), 还 需 注意 ,公理 系统 确定 了 一 
个 结构 (一 结构 ). 

但 是 ,公理 系统 只 是 理论 的 假设 ,因此 ， 它 
的 取 法 具有 相当 的 任意 性 ， 为 了 使 得 该 理论 合 
乎 实际， 至 少 公理 系统 必须 不 含有 有 矛盾。 不 含 
矛盾 便 称 为 公理 系统 的 相 容 性 《 甘 consistency, 
non-contradiction, 4È Widerspruchsfreiheit)、 也 可 
要 求 公理 系统 具有 相互 独立 性 (independence); 
所 谓 公 理 4 对 公理 As AA. 是 独立 的 , 系 
HAWES A, Ay, A, 所 成 的 公理 
系统 是 相 容 的 . 由 公理 A, As A, 所 成 的 
公理 系统 是 独立 的 ， 系 指 这 些 公理 中 任意 一 个 
都 与 其 他 的 公理 相互 独立 .不 独立 的 公理 系统 
含有 多 余 公 理 ， 所 以 可 从 其 中 删除 多 祭 的 公理 


来 简化 该 系统 。 

当 一 个 公理 系统 的 任意 两 个 模型 都 相互 同 
BN, 我 们 便 说 该 系统 是 完备 的 Complete) 或 
范畴 的 〈categorical) 〈 一 结构 )。 例如 , 由 Hil- 
ber 提出 的 Euclid 几何 的 公理 系统 (ID) 一 (V) 
是 完备 的 (一 几何 基础 )， 但 是 , 群 '\ 环 '、 域 ' 等 
理论 的 公理 系统 却 不 是 完备 的 ,因为 ,存在 着 不 
同 构 的 群 \ 环 \ 域 等 等 。 对 一 个 给 定 的 理论 ( 例 
如 ,实数 + 理论 ，Euclid 几何 等 ?进行 公理 化 时 ， 
虽然 所 得 的 公理 系统 最 好 是 完备 的 ,但 是 ,把 该 
公理 系统 分 成 几 个 阶段 、 而 对 于 由 中 间 阶 段 的 
不 完备 的 公理 系统 于 确定 的 各 结构 进行 研究 ， 
这 也 是 很 重要 的 (一 数学 基础 ). 


(5] [1] D. Hilbert, Axiomatishes Осаке, 
Math. Ann., 78 (1918), 405—415 (Gesammelte Ab- 
handlungen Ш, Springer, 1935, р. 146—156): [2] N. 
Bourbaki, Théorie des 
ensembles, ch. 1—4 and fascicule de résultats), Actua- 
litër Sci. Ind., 1212e, 12436, 12584, 11414, Her- 
mann, 1960, 1967, 1966, 1964. 


Eléments de mathématique, 


悖 论 [Ж paradox 法 paradoxe 他 Paradoxie 
А парадокс Н RE) 一 个 论证 能 够 导出 
与 一 般 判 断 相反 的 结果 ， 而 要 推翻 它 又 很 难 给 
出 正当 的 根据 时 ,这 种 论证 称 为 悖 论 (paradox)。 
特别 是 ， 如 果 一 个 命题 及 其 否定 均 可 用 逻辑 上 
等 效 的 推理 加 以 证 明 ， 而 对 其 推导 又 无 法 明确 
指出 错误 时 ,这 种 矛盾 便 称 为 课 论 (antinomy)。 
但 是 ， 在 实用 中 并 未 将 “ 悖 论 ” 和 “谬论 ” 严 加 
区 别 , 而 把 它们 当 作 同 义 语 使 用 .〈 译 者 注 : A 
此 ,通常 两 词 均 译 为 “ 悖 论 ”.) 

这 里 我 们 将 叙述 与 数学 有 关 的 悖 论 , 

CRA PAH] (1) Russell Hit 
(1903). 我 们 把 集合 分 成 两 类 : ” 凡 不 以 自身 
作为 元 素 的 集合 称 为 第 一 类 集合 ， 凡 以 自身 作 
为 元 素 的 集合 称 为 第 二 类 集合 每 个 集合 或 者 
为 第 一 类 集合 或 者 为 第 二 类 集合 . BUM RA 
第 一 类 集合 全 体 所 成 的 集合 .如 果 对 为 第 一 类 
集合 , 则 M 本 身 不 能 为 M 的 元 素 。 但 是 ,根据 M 
MEX, A-RRAMLUGABMBTR. 这 
是 矛盾 的 。 另 一 方面 ,如 果 M 为 第 二 类 集合 , 则 


M 本 身 必须 为 M 的 元 素 , 但 是 ,根据 M 的 定义 
第 二 类 集合 M 不 可 能 为 M 的 元 素 . 也 就 是 说 , 
不 论 M 为 第 一 类 还 是 为 第 二 类 都 导致 矛盾 ， 这 
是 不 合理 的 。 

因为 在 这 个 悖 论 中 所 使 用 的 论证 方法 是 很 
简单 的 ， 并 且 是 数学 中 常用 的 ， 所 以 ， 它 在 集 
合 论 中 是 有 名 的 .为 了 从 集合 论 中 排除 这 个 停 
10, В. Russell 便 提出 了 分 歧 类 型 论 *. 但 是 , 根 
据 这 个 理论 ， 甚 至 想 发 展 通常 的 实数 理论 也 变 
得 很 困难 (一 数学 基础 )， 另 一 方面 ， 这 个 停 论 
以 及 下 述 Burali-Forti 悖 论 都 表明 对 于 集合 的 定 
义 方法 应 当 加 以 限制 ， 从 而 导致 公理 集合 论 ' 
的 产生 。 

Q) Burali-Forti ў (1897). W 5 
由 序数 + 全体 构成 的 集合 : W = (0, 1, 2,075 
өз}. Ww 亦 为 良 序 集 '《 一 序数 【序数 的 定 
XD. 又 设 0 为 W 的 序数 .作为 Ww 的 元 素 的 序 
数 都 比 2 小 ， 但 是 ,W 是 一 切 序数 的 集合 , 故 序 
数 8 亦 为 WW 的 元 素 。 Ait, 0 <9. 而 这 是 
矛盾 的 。 

(3) Richard 悖 论 (1905)。Richard 悖 论 
是 下 述 类 型 的 个 论 : “不 可 用 少 于 100 个 字 而 
定义 的 最 小 自然 数 ”实际 上 可 由 本 语句 而 在 
100 个 字 以 内 定义 之 ， 这 是 一 个 矛盾 。 AI 


是 下 列 ( 古 希腊 的 ) 悖 论 的 发 展 : Epimenides 
(本 人 为 Cree 岛 的 人 》 说 所 有 的 Crete 岛 的 人 
都 是 说 谎话 的 人 . 


【关于 连续 性 的 悖 论 】 连续 性 的 问题 在 数 
学 上 和 在 哲学 上 都 是 重要 的 问题 之 一 。 关 于 这 
个 问题 的 几 个 Zeno 悖 论 都 是 有 名 的 , 其 中 最 
有 名 的 是 下 列 两 个 : 

(1) 假设 Achilleus 和 乌 他 同时 分 别 从 А, 
B 两 点 出 发 , Achilleus 在 后 面 追 乌龟 ， 当 Achil- 
leus 到 达 B 点 时 , 乌 他 前 进 到 B, 点 。 当 Achil- 
leus 到 达 B, 点 时 , 乌龟 又 前 进 到 B; 点 。 因 此 ， 
Achilleus 永远 追 不 上 乌龟 . 

(2) 一 支 飞 往 每 一 瞬间 均 占 着 一 定 的 位 
置换 句 话说 ， 每 个 瞬间 箭 都 是 在 其 位 置 上 停 
着 的 。 所 以 , 箭 永 远 不 能 运动 。 
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[2] [1] RAS, BEM, 共立 出 版 ， 1935， 
SEE, [2] BASH, божоп, Жей, 
1951; [3] 吉田 洋 一 , BORA, AWB, 修订 版 1965; 
[4] А. N. Whitehead-B. Russell, Principia mathematica 
1, second edition, Cambridge Univ. Press, 1925; [5] S- 
C. Kleene, Introduction to metamathematics, van 
Nostrand, 1952; [6] E. Mendelson, Introduction to 
mathematical logic, van Nostrand, 1966, 


符号 逻辑 [3 symbolic logic 
bolique ¿E symbolische Logik А символическая 
логика 日 本 号 前 理 ] 符号 逻辑 是 逻辑 学 的 一 
个 分 支 ， 在 其 中 我 们 使 用 数学 符号 来 研究 数学 
各 领域 公共 使 用 的 逻辑 推理 。 它 又 名 数理 逻辑 
(mathematical logic) 或 理论 逻辑 (他 theoretische. 
Logik), 

由 G. Boole ([1]) 和 A. de Morgan ([2]) 
所 创始 的 逻辑 代数 (algebra of logic) 实际 上 
是 集合 逻辑 或 关系 逻辑 ; 它 与 今天 的 符号 逻辑 
MAERA. 首先 使 用 符号 逻辑 方法 的 是 G. 
Frege。 他 不 仅 研究 了 命题 逻辑 而 且 使 用 量词 
研究 了 今日 的 所 谓 一 阶 谓词 逻辑 (一 [让 由 变 
元 与 约束 变 元 1)。 但是， 在 一 个 时 期 内 ， 人 们 
尚未 认识 Frege 的 工作 。 继 Frege 之 后 , C. S. 
Peirce, E. Schröder 和 G. Peano 等 人 主要 是 进 
行 了 关于 命题 逻辑 的 研究 ， 他 们 立足 于 古典 的 
观点 ， 并 没有 发 展 Frege 的 工作 。 发 展 Frege 
工作 的 是 B. Russell, 随即 编 集 而 成 Whitehead- 
Russell 的 《数学 原理 》 (Principia mathematica, 
1910, (4). 一 书 。 由 此 , 才能 认为 符号 逻辑 
的 方法 已 完全 建立 . 

CERES) E “A R B, “A B. B”, 
“WRAN B” 以 及 “ 非 4” 分 别 用 符号 表示 为 : 

ANB, AAB, A->B, 14, 

我 们 把 一 4 称 为 命题 4 HB (negation), 
把 AVB Ал В {Яй (logical sum) 
(RUA (disjunction), 把 AAB 称 为 命题 4 
与 也 的 逻辑 积 (logical product) (RAW Ccon- 
juncion))。 把 4 一 了 3 称 为 蕴涵 (implication) 
(或 由 4 Eh B) RAH A 8 表示 命题 
(4 — вул CB — A), 并 且 读 作 “4 与 8 等 价 
在 数学 上 ,4 V BHA, B 中 至 


法 logique sym- 


equivalent)", 


5 HSER 


少 有 一 个 成 立 ， 命 题 “ 对 所 有 z, 命题 F(x) EJ 
成 立 ” 以 及 命题 “存在 x 使 得 命题 F(x) 成 立 ” 
分 别 表 为 
VxF(x), 3xF (x) 
我 们 把 形 如 УХЕ (x) 的 命题 称 为 全 称 命题 ( 美 
universal proposition {È Allaussage), #272 40 ax F(x) 
的 命题 称 为 存在 命题 CR existential proposition 
4k Existenzaussage)， 两 者 合 称 为 超 限 命题 〔 伦 
transfinite Aussage), #9 Л, Vo 一 一， 7 
У, ЗЗР РӘ (logical symbol), 
有 各 种 表示 还 辑 符号 的 记号 ， 比 较 常用 的 
如 下 : 
ANB: 
ANB: 
AB; 
A= B: 


AxB, А-В 
# +B 
ADB, AmB 
A= B, A= В, A~B, 
ADCB, A@B, 
TA: ~A, А 
WF (x): GOF (ж), ПхЕ(ж), NF) 
axF(x); CEx)FGO , ErF (8), VxF GO) 
【自由 变 元 与 约束 变 元 】 以 命题 为 值 的 函 
数 称 为 命题 函数 (propositional function), Wz 
和 ax 可 以 看 作 由 命题 函数 F(z) 分 别 构成 全 
题 YxF(x) 和 3xF(x) WRF. Ve 和 3x 称 为 
HAA (quantifier) 或 量词 符号 (quantifying sym- 
bol); 前 者 称 为 全 称 量词 universal quantifier), 
后 者 称 为 存在 量词 (existential quantifier), 由 
命题 函数 F (z) 构成 YrF (x) B Sx F (x) , 就 好 
像 由 函数 JG) 构成 定 积分 


NS 


那样 ， 所 得 的 结果 命题 YzF(z) 和 SE F GO 不 
再 为 x 的 函数 .在 这 个 意义 之 下 ，YxF(=) 和 
az F (z) 中 的 变 元 * 便 称 为 约束 变 元 (bound 
variable), ЕЖ Ух 或 Эх 约束 之 前 ,，F (=) 中 
的 变 元 x 称 为 自由 变 元 (free variable), 有 些 
人 为 了 避免 混淆， 对 自由 变 元 和 约束 变 元 用 不 
同 的 符号 表示 . 

【命题 的 形式 表示 】 用 逻辑 符号 等 对 命题 
所 作 的 形式 表达 称 为 公式 (formula)。 更 确切 


地 说 ， 公 式 是 根据 以 下 形成 规则 (formation 
rule) 而 构成 的 : 

а) 若 % 是 公式 , 则 一 % 也 是 公式 . BA, 
BRAK, IAS. AVB, % B, % — SB 
EAR. 

(2) Ж SCa) 是 含 自由 变 元 “ 但 不 含 约束 
变 元 x 的 公式 , 则 Yx3(x) 和 ax3(x) MAA 
X. 其 中 , S) fiie Sa) 中 的 a。 处 处 代 以 * 
所 得 到 的 结果 . 

按照 不 同 的 目的 ， 我 们 使 用 不 同 范围 的 公 
式 . 为 了 指明 公式 的 范围 ,我 们 固定 一 组 公式 ， 
其 中 的 每 个 公式 称 为 原始 公式 《prime formula) 
(或 原子 公式 (atomic formula)), 原始 公式 确 
定 了 之 后 ,由 它们 出 发 ,反复 应 用 上 述 的 (1) 和 
(2) 便 得 出 公式 ,并 且 公式 也 只 限于 这 些 , 从 而 
便 可 确定 公式 的 范围 . 因此 ,上 述 O) 和 (2) 是 
作为 规定 公式 的 范围 的 方法 而 使 用 的 ， 可 以 称 
为 由 原始 公式 而 构成 公式 的 形成 规则 . 

【命题 逻辑 和 谓词 逻辑 】 在 符号 逻辑 中 ， 
特别 注意 于 五 个 称 为 命题 联结 词 《propositional 
connectives) 的 逻辑 符号 Л, Vo — 1> RD 
研究 范围 , 称 为 命题 远 辑 (Propositional logic); 5 
之 相对 ， 若 考虑 还 含有 全 称 符号 Y《〈 德 Allzei- 
chen) 及 存在 符号 3 (4 Seinszeichen) 的 一 般 
情况 , 则 称 为 亩 词 远 辑 Cpredicate logic) 

在 纯粹 的 命题 逻辑 中 ,我 们 只 研究 用 命题 
联结 词 所 表示 的 逻辑 算 子 《logical operator) 的 
作用 ,并 不 研究 具体 的 命题 。 因 此 ,只 把 命题 变 
元 《proposition variable) ， 即 表示 任意 命题 的 变 
元 ,作为 原始 公式 ,只 考虑 由 它们 根据 命题 联结 
词 (当然 , 不 用 V 及 з) 构成 的 公式 .我 们 研究 
如 下 问题 ” 当 用 各 种 命题 代替 命题 变 元 时 , 什 
么 样 的 公式 是 永 为 真 的 什么 样 的 公式 有 了 时候 
为 真 ? 《一 命题 逻辑 ). 

在 谓词 逻辑 中 主要 是 讨论 命题 函数 ， 从 严 
格 的 意义 上 说 ， 只 有 一 个 变 元 的 命题 函数 才 称 
HABA (predicate), 182, 也 经 常 使 用 n ЖАЙ 
38 (predicate of n arguments 或 predicate of n 
variables) 来 表示 = 个 变 元 的 命题 函数 ， 单 变 元 
的 谓词 (一 元 谓词 ) 也 称 为 性 质 〈propery). 如 


果 由 性 质 下 构成 的 命题 FG) 为 真 ， 则 我 们 说 
4。 具有 性 质 F. 两 个 变 元 的 谓词 称 为 二 元 关系 
(binary relation), 由 二 元 关系 R 构成 的 命题 
R (a, 人)。 有 时 候 也 表 为 aR. 一 般 地 ,个 
变 元 的 谓词 称 为 n 元 关系 Cary relation)。 一 
元 谓词 的 定义 域 称 为 个 体 域 (object domain), 
个 体 域 的 元 素 称 为 个 体 Cobject), 以 个 体 域 为 
变 域 的 变 元 称 为 个 体 变 元 Cobject variable), 4E 
这 里 我 们 假定 个 体 域 非 空 。 当 我 们 同时 处 理 许 
多 谓词 ( 变 元 数目 未 必 相 等 ) 时 ， 我 们 常常 把 其 
定义 域 适当 扩大 ， 使 得 其 中 出 现 的 所 有 自 变 元 
都 具有 相同 个 体 域 ， 这 是 谓词 逻辑 中 最 常用 的 
方法 。 

在 纯粹 的 意义 下 ,谓词 逻辑 仅仅 处 理 量词 
的 (和 命题 联结 词 有 关联 的 ) 一 般 性 质 ， 对 于 具 
体 的 调 词 和 具体 的 个 体 一 概 不 去 研究 ， 它 所 使 
用 的 仅仅 是 表达 在 某 个 公共 个 体 域 上 定义 的 任 
意 谓词 的 谓词 变 元 (predicate variable) 和 表达 属 
于 该 域 的 任意 个 体 的 个 体 变 元 (object variable) , 
当然 ， 命 题 变 元 作为 零 个 变 元 的 谓词 ， 亦 包括 
在 其 中 。 命 F 为 元 谓词 变 元 , 而 osts an 
为 自由 个 体 变 元 《被 指定 为 自由 变 元 的 个 体 变 
元 )， 把 所 得 的 表达 式 Flas +++, a.) 看 作 原 
BAR (n= 0, 1,…)。 我 们 只 处 理由 这 些 
原始 公式 产生 的 公式 ， 其 中 约束 变 元 限定 为 具 
有 公共 域 的 个 体 变 元 。 因 此 ， 除 了 个 体 域 是 个 
体 变 元 的 公共 域外 ,对 于 个 体 域 不 加 限定 . 

指定 一 个 个 体 域 并 对 一 个 公式 中 的 每 个 谓 
词 变 元 均 代 以 在 该 域 上 定义 的 谓词 ,这 时 ,该 公 
式 变 成 一 个 命题 .进而 ,把 命题 中 的 每 个 自由 个 
体 变 元 均 代 以 个 体 域 中 的 一 个 个 体 〈 常 个 体 )， 
我 们 便 得 到 一 个 可 以 确定 其 真 假 值 的 命题 。 当 
我 们 指定 一 个 个 体 域 并 且 把 每 个 谓词 变 元 和 每 
个 个 体 变 元 与 所 代 人 的 谓词 或 个 体 联系 起 来 
时 ,我们 把 这 个 个 体 域 和 这 种 联系 合 称 为 模 
B®) (model), 对 每 个 模型 均 为 真 命题 的 公式 称 
为 永 真 公式 (使 immer richtige Forme) 或 有 效 
公式 (valid formula), 永 真 公式 的 研究 是 谓词 
逻辑 中 最 重要 的 问题 (一 谓词 逻辑 ). 

【高 阶 谓词 逻辑 】 在 通常 的 谓词 逆 辑 中 ， 


符号 逻辑 >? 
量词 中 所 使 用 的 约束 变 元 只 限于 个 体 变 元 .在 
这 个 意义 之 下 ， 通 常 的 谓词 逻辑 称 为 一 阶 谓词 
iESECX predicate logic of first order 德 Pridi- 
katenlogik der ersten Stufe), 与 之 相对 ,如 果 考 
虑 使 用 谓词 变 元 P 的 量词 YP 及 3Pp， 则 相应 的 
谓词 逻辑 称 为 二 阶 谓词 逻辑 (predicate logic of 
second order). 

再 进一步 推广 ,我们 还 可 以 引入 所 谓 三 阶 
谓词 逻辑 (predicare logic of third order), if 
先 ,我 们 固定 一 个 个 体 域 Do. 然后 ,如 果 考 虑 全 
fÉ n 元 谓词 的 类 Dr, 它 的 每 个 变 元 都 以 个 体 域 
D, 为 变 域 ， 则 可 引进 以 DY 作为 其 个 体 域 的 谓 
词 .这 样 的 亩 词 称 为 关于 原 个 体 域 D, 的 二 阶 谓 
词 (predicate of second order), 即使 我 们 把 二 
阶 谓 词 限于 一 个 变 元 ,它们 仍然 分 为 各 种 类 型， 
对 多 于 两 个 变 元 的 情况 ， 各 自 变 元 的 变 域 更 未 
必 一 致 .与 此 相对 ,以 D, 作为 其 个 体 域 的 亩 词 
称 为 一 阶 调 词 predicate of first order), - Р 
具有 一 阶 谓词 变 元 的 量词 的 谓词 逻辑 ， 称 为 二 
阶 谓词 逻辑 ， 容 许 具 有 直到 二 阶 为 止 的 谓词 变 
元 的 量词 的 谓词 逻辑 , 称 为 三 阶 谓词 逻辑 。 类 
似 地 ,我 们 可 以 进一步 定义 高 阶 谓词 逻辑 
(predicate logic of higher order), 

高 阶 谓词 逻辑 也 称 为 类 型 论 ( 甘 theory of 
types 4È Typentheorie)。 这 是 因为 其 中 出 现 分 
成 各 种 类 型 的 谓词 。 类 型 论 又 分 为 简单 类 型 论 
СЖ simple theory of types Ё einfache Typen- 
theorie) 和 分 野 娄 型 论 СЖ ramified theory of 
types Ф verzweigte Typentheorie), 

为 简单 起 见 ， 我 们 只 限于 讨论 表示 一 阶 一 
元 谓词 的 变 元 ， 并 且 设 P 是 相应 的 约束 谓词 变 
元 。 于 是 ， 对 任意 的 公式 Na) Ca 为 自由 个 体 
变 元 ), 公 式 

BPVx(P(=) +> 3(x)) 
表示 的 命题 被 认为 是 永 真 的 。 这 是 简单 类 型 论 
的 观点 . 

与 此 相对 ，Russell 首先 主张 : 如 果 对 于 谓 
词 变 元 的 量词 出 现在 S C) 中 , 则 使 用 这 个 公式 
是 不 正当 的 。 他 的 主张 基于 这 样 的 观点 
段 中 的 公式 断言 SG) 为 一 阶 谓词 ,因此 ,在 引 
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入 一 阶 谓词 (x) 的 时 候 , 不 应 该 使 用 关于 一 阶 
谓词 变 元 的 量词 《在 这 些 谓词 变 元 的 量词 中 已 
假定 了 全 体 一 阶 谓词 )。 为 此 ，Russell 把 一 阶 
谓词 再 按照 层 Corder) 而 进一步 加 以 分 类 ,作为 
关于 层 谓词 变 元 P 的 公理 ,可 用 下 式 : 
3PtVx(Pt(z)<*S(z)). 
这 里 ,对 于 任何 出 现在 3(x) 中 的 自由 谓词 变 元 
的 层 i 均 有 i 过 ,而 对 于 任何 出 现在 SCx) 中 
的 约束 谓词 变 元 的 层 i 均 有 ij 二， 这 就 是 分 
歧 类 型 论 的 观点 。 当 我 们 考虑 高 阶 的 谓词 或 多 
变 元 的 谓词 时 ， 我 们 还 必须 进一步 细 分 类 型 . 
JEDE, HA Russell 〈 他 本 来 是 从 分 支 类 型 论 出 
发 的 )， 也 不 得 不 引进 可 化 归 性 公理 Caxiom 
of reducibility) 并 把 他 的 理论 还 原 到 简单 类 型 
ie. 

【逻辑 系统 】 在 通常 意义 下 的 逻辑 ， 即 承 
认 每 个 命题 原则 上 可 以 判定 或 为 真 或 为 假 的 排 
中 律 ( 英 law of the excluded middle 4% tertium. 
поп datur) 的 逻辑 , 称 为 古典 逻辑 《classical 
logic), 通常， 命题 逻辑 、 谓词 逻辑 和 类 型 论 都 
是 在 古典 逻辑 的 观点 之 下 讨论 的 。 但是， 不 承 
认 排 中 律 的 直觉 主义 ?数学 所 用 的 推理 也 可 用 
符号 逻辑 来 研究 (一 数学 基础 )， 作 为 这 种 研究 
的 对 象 的 逻辑 称 为 直觉 主义 逻辑 Cintuitionistic 
logic)。 直 党 主义 过 辑 又 按照 其 中 所 应 用 的 命 
题 (公式 ) 的 范围 而 分 成 命题 逻辑 、 谓 词 逻 辑 等 
等 。 

为 了 在 符号 逻辑 中 能 够 表示 叙述 可 能 性 
《possibility》 及 必然 性 《necessity》 的 模 杰 命题 
(modal proposition), J. Lukasiewicz 提出 了 具有 
既 非 真 又 非 假 的 第 三 真 假 值 ' 的 命题 逻辑 , 它 称 
为 三 值 逻辑 (three-valued logic), 更 一 般 地 说 ， 
目前 已 经 引入 了 具有 更 多 个 真 假 值 的 多 值 远 辑 
《many-valued logic)， 而 古典 逻辑 为 其 特例 ， 即 
具有 真 、 假 两 值 的 二 值 远 辑 Cowo-valued logic), 
但 是 ,实际 上 对 模 态 命题 的 研究 而 言 ,有 三 个 以 
上 真 假 值 的 多 值 逻 辑 并 不 是 必要 的 ， 而 对 基于 
古典 逻辑 的 各 种 模 杰 逮 辑 (modal logic) 则 进 
行 了 更 多 的 研究 . Plin. P RR Cstrict implica- 
Чоп) 的 研究 便 属于 这 个 领域 . 
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命题 逻辑 [3t propositional logic 法 logique 
propositionnelle £ Aussagenlogik f пропози- 
циональная логика 日 命题 论 理 ] ФЕ 
符号 逻辑 ' 的 一 部 分 ,其 中 研究 的 是 五 个 逻辑 符 
SA, Vio m. ZE ANB, AVB, 
A— B, A+B, па RARR “AH B”, 
“A B”, “WRAN B”, “AG BEL”, “AE 
A”, BF A ++ BOSE CA — B)ACB — A) 
的 缩写 ， 所 以 ， 符 号 *> 经 常 被 省 略 . 

在 命题 逻辑 中 ,研究 由 命题 变 元 ' 出 发 使 用 
上 述 逻辑 符号 而 构成 的 公式 '。 

考察 两 个 符号 Y 和 和 人 ,分 别 读 作 真 Gue) 
和 伪 (falx)， 在 涵义 上 可 以 认为 Y 表 示 真 命题 
而 入 表示 假 命题 。 设 以 Y 与 人 为 元 素 的 集合 是 
A, A = {Ү.А}. МАСАН Carte- 
sian 乘积 A x .… х А) 到 A 的 单 值 函数 称 
为 真 值 函数 《truth-value function), 我 们 可 以 
ЖЛ, У, ons п 分 别 看 作 以 下 的 真 值 通 数 : 
G) 当 A= B = Y №, AAB = Y, 此 外 ， 
AAB = А; (2) 4 A= B= A bj, AV B= 
人 ,此 外 , AV B = Y; G) š8 A = Y hi B= 
人 时 , A— B = А, ith, A> B = Y; (4) 
ЩА = Y j, 14=A, 3 A= A i$, T4= 
s 

如 果 我 们 把 命题 变 元 看 作 域 4 上 的 变 元 ， 
那 末 ， 每 个 逻辑 公式 都 表示 一 个 真 值 函数 , 反 


之 ,任意 (有 限 个 自 变量 的 ) 真 值 函 数 都 可 以 用 
适当 的 逻辑 公式 来 表示 ,虽然 ,表示 一 个 真 值 函 
数 的 逻辑 公式 并 不 是 唯一 的 (有 无 限 多 个 )、 如 
果 把 逻辑 公式 看 作 真 值 函 数 ， 则 由 公式 中 自 变 
量 的 给 定 值 所 确定 的 函数 值 称 为 该 逻辑 公式 的 
真 假 值 《truth value), 

只 取 Y 为 其 值 的 真 值 函 数 所 对 应 的 公式 称 
ABER (tautology), 例如 ，4V 74 MAA 
Вв) 一 4 都 是 重 言 式 ， 因 为 ”元 真 值 函 数 只 对 
应 于 其 自 变 量 的 《至 多 ) 2" 种 真 假 值 组 合 而 取 
值 ， 所 以 ， 我 们 可 以 在 有 限 步 内 决定 一 个 公式 
ААЖ. WRA- SERRA MX 
两 个 逻辑 公式 953 ® E88 0 Cequivalent), 这 
时 , U5 S 表示 同 一 个 真 值 函 数 。 

【命题 演算 】 可 以 从 重 言 式 中 选择 一 些 特 
殊 形状 的 重 言 式 ,把 它们 规定 为 “公理 ”, 再 给 定 
一 些 适当 的 “推理 规则 ”, 然 后 ,从 这 些 公理 出 发 
推导 出 (证 明 ) 一 切 重 言 式 ， 当然， 所 推导 出 来 
的 公式 全 都 是 重 言 式 这样 的 系统 称 为 命题 演 
算 Cpropositional calculus), 规定 命题 演算 的 公 
理 和 推理 规则 的 方法 有 多 种 多 样 。 

以 上 所 说 的 都 属于 古典 逻辑 ', 但 是 , 通过 
选择 适当 的 公理 和 推理 规则 ， 我 们 世 可 以 形式 
地 考察 直觉 主义 的 或 其 他 的 命题 逻辑 ， 在 直觉 
AGE Bl rh, “命题 不 限于 非 真 即 假 ”, 因 此 ,要 
根据 重 言 式 的 概念 将 直觉 主义 的 命题 逻辑 形式 
化 是 不 可 能 的 。 这 时 , 便 采用 命题 演算 的 方法 。 
V. 1. Glivenko 的 定理 《1929): “ЯА 
式 4 能 在 古典 逻辑 中 证 明 , 则 71 4 可 以 在 直 
觉 主义 逻辑 中 证 明 ”, 就 是 根据 这 种 形式 化 的 考 
虑 得 出 的 .对 界 于 直觉 主义 逻辑 和 古典 逻 和 辑 之 
间 的 命题 逻辑 也 有 种 种 的 研究 ( 梅 沁 敏 郎 )。 


[ 参 】 一 符号 逻辑 的 [ 参 】. 


谓词 还 辑 [Ж predicate logic 法 logique des 
prédicats 4 Pradikatenlogik — 4& предикатная 
логика H REAM RAR 
时 候 ， 一 般 假定 它 是 一 阶 的 《一 符号 逻辑 [ 命 
题 逻辑 和 谓词 逻辑 ]，。[ 高 阶 谓词 逻辑 ])。 即 量 


谓词 逻辑 r 
词 ' Vx 或 az 所 用 的 变 元 z 是 以 称 为 个 体 域 ' 的 
固定 的 非 空 集 D 作为 变 域 的 个 体 变 元 '。 在 本 
条 中 , 除 最 后 一 段 外 , 均 持 这 一 观点 。 

【数学 命题 的 形式 表示 】 为 了 用 谓词 未 辑 
的 方法 对 数学 理论 作 形式 的 表示 ， 我 们 选取 一 
个 适当 的 非 空 集合 作为 它 的 个 体 域 ， 其 元 素 称 
为 个 体 Cindividual), 然后 ,规定 表示 特定 个 体 、 
函数 和 谓词 ! 的 个 体 符号 (individual symbol), 
函数 符号 (funcion symbol) 和 谓词 符号 pred- 
icate symbol), 这 里 所 谓 “函数 ”是 在 个 体 域 D 
里 定义 的 运算 ， 即 ”元 函数 是 从 ”个 给 定 集合 
DHJ Cartesian Ж D x + X D #| D ЧА 
映射 。 其 次 ,我 们 像 下 面 那 样 来 定义 项 《term)、 
然后 再 根据 项 来 定义 公式 + 的 概念 。 所 谓 项 是 
个 体 的 一 般 的 形式 表示 。 而 公式 则 是 命题 的 形 
RAR. 

(D 项 的 定义 (项 的 形成 规则 '); 《1) 每 个 
个 体 符号 是 项 ;《2》 每 个 自由 个 体 变 元 是 项 ; 
(3) 如果 a, 1 是 项 ,并 且 f 是» 元 函数 符 
号 , 则 fa,… ote) 是 项 ; (4) 只 有 从 (1) 一 C3》 
得 到 的 才 是 项 . 

GD 公式 的 定义 (公式 的 形成 规则 ): CI) 
WR onn 是 项 , 且 F 是 ”元 的 谓词 符号 、 
M] FC, 7,6.) 是 公式 ;在 这 种 情况 下 , Fy 
1) 是 原始 公式 '; (2) WR ARAR UDAN 也 
是 公式 ; ME AMS LAX, MAAS, AV в, 
ABARA BHA Ks (3) iIa) 
是 公式 ， 且 “是 自由 个 体 变 元 ， 则 VxSQO 和 
3xS(x) 也 是 公式 ,其 中 z RECTE SG) 之 内 
的 任意 约束 个 体 变 元 , 而 3Cx) 是 将 S(a) 中 的 
处 处 代 以 x 而 得 到 的 结果 ; 《4) 只 有 从 (1》 
一 (3) 得 到 的 才 是 公式 ， 

要 定义 项 和 公式 的 概念 ， 我 们 除了 需要 自 
由 和 约束 个 体 变 元 、 逻 辑 符号 外 ,还 要 一 序列 的 
个 体 符号 \ 函 数 符号 和 谓词 符号 . 

在 纯 谓词 逻辑 中 ,不 考虑 具体 的 个 体 域 ,只 
研究 命题 的 一 般 形式 , 因此 , 在 这 种 情况 下 , 作 
为 谓词 符号 或 函数 符号 不 使 用 表示 具体 谓词 或 
具体 函数 的 符号 ， 而 使 用 谓词 变 元 (predicate. 
variable) 和 函数 变 元 (function variable)， 个 体 
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符号 也 用 自由 个 体 变 元 来 代替 . 特别 是 ,在 纯 
谓词 思 辑 研究 中 ， 最 常用 的 方法 是 不 用 函数 变 
元 ,并 且 只 把 自由 个 体 变 元 作为 项 . 

【数学 理论 的 形式 化 】 对 理论 进行 形式 化 
时 ， 我 们 需要 公理 (axiom) 和 推理 规则 《role 
所 谓 公 理 就 是 具有 某 种 特定 形 
式 的 公式 ， 而 推理 规则 则 是 由 一 些 公式 推出 其 
他 公式 的 规则 。 从 公理 出 发 反复 使 用 推理 规则 
所 能 够 推出 的 公式 , 便 称 为 可 证 的 《provable). 
公理 分 成 两 类 ;一切 理论 公有 的 晃 辑 公理 (logi- 
cal axiom》 和 个 别 理论 特有 的 数学 公理 《math- 
ematical axiom)。 数学 公理 的 全 体 称 为 该 理论 
的 公理 系统 (axiom system). 

(D BRAM: O 将 在 重 言 式 ' 中 所 含 一 
切 命题 变 元 代 以 任意 公式 而 得 到 的 公式 为 公 
FE, (2) 形 如 

Wx (2) — F(e) 或 SC) — 3x86) 

的 任何 公式 为 公理 ， 其 中 SC) 是 将 8) 中 的 
x 处 处 代 以 项 * 所 得 的 结果 . 

(ID 推理 规则 : CO AAA ACERO Le 
% 可 以 推出 公式 ® RARA Ui modus po- 
new)], (2) MAR % — 9 (a) 可 以 推出 和 一 
VS), MAR SG) — A 可 以 推出 3x3(*) 
一 %L 这 里 “为 既 不 包含 在 外 中 也 不 包含 在 
SG) 中 的 自由 个 体 变 元 , 并 且 SC) Je SG) 
中 的 * 处 处 代 以 “的 结果 . 

如 果 把 一 个 公理 系统 加 到 这 些 远 辑 公理 和 
推理 规则 中 来 , 则 我 们 说 给 出 了 一 个 (一 阶 谓词 
还 辑 ! 上 的 ) 形 式 系统 〈ftormal system), 

如 果 公 式 % 和 它 的 否定 COD 在 一 个 形式 
系统 5 中 都 是 可 证 的 ， 则 称 $ 或 它 的 公理 系统 
是 矛盾 的 《contradictory)， 否 则 , 便 称 为 相 容 的 
《consistent)， 由 于 

(AAA) > В 
是 重 言 式 ， 利 用 这 一 点 我 们 可 以 证 明 在 矛盾 的 
形式 系统 中 任何 公式 都 是 可 证 的 。 БАБАСЫ 
reductio ad absurdum》 证 明 的 有 效 性 基于 
(A— (BA 3B)) > 14 
是 重 言 式 这 一 事实 ”可 以 由 反 证 法 而 得 出 一 个 
肯定 的 命题 (公式 )， 这 是 由 于 表示 消除 双重 否 


of inference), 


Æ (discharge of double negation》 的 (命题 逻辑 ) 
公式 一 4 一 4 是 一 个 重 言 式 。 

【谓词 演算 】 没有 任何 数学 公理 的 《一 阶 
谓词 运 辑 上 的 ) 形 式 系统 称 为 (一 阶 ) 谓词 演算 
其 数学 公理 为 同 异性 公理 

t=1; s = : (30) 300) 
的 形式 系统 称 为 带 同 异性 的 亩 词 演算 〈predicate 
calculus with equality) 或 带 同 异性 的 谓词 逻辑 
(predicate logic with equality). 

如 果 一 公式 没有 自由 的 个 体 变 元 ， 则 称 为 
闭 公式 〈closed formula), 现在 ,我 们 考察 一 个 
其 数学 公理 全 为 闭 公式 的 形式 系统 5. 一 个 公 
式 % 在 中 可 证 ， 当 且 仅 当 有 适当 的 数学 公理 
Ces €n 使 得 公式 

(GA AG.) — % 

在 谓词 演算 中 可 证 。 由 于 任何 公理 系统 都 可 以 
用 只 含 闭 公式 的 等 价 公理 系统 代替 ， 所 以 ， 关 
于 形式 系统 的 问题 都 可 以 归结 为 调 词 演算 的 问 
题 , 即 纯 逻 辑 的 问题 .今后 ,所 谓 “ 可 证 ” 系 指 "在 
谓词 演算 中 可 证 ”。 此 外 ,我 们 按照 叙述 纯 调 词 
演算 的 通常 方法 ， 不 再 使 用 个 体 符号 和 函数 符 
号 ,并 且 用 谓词 变 元 作为 谓词 符号 ， 但 是 ,即使 
含有 函数 变 元 ,以 下 结果 仍 保持 有 效 ， 

(1) 假设 我 们 给 定 一 个 体 域 局 和 一 公式 A, 
如 果 我 们 分 别 用 D 中 的 具体 的 谓词 和 个 体 来 代 
替 包含 于 %t 中 的 所 有 谓词 变 元 和 自由 个 体 变 元 ， 
我 们 便 得 到 一 个 命题 。 这 就 是 9 在 乙 中 的 一 个 
解释 (interpretation), 如 果 A AEA KD HAY 
每 一 个 解释 均 真 ， 则 称 公式 LIED HAM, dm 
果 所 在 任何 个 体 域 D 中 永 真 ， 则 ERIS AK UA 
s C immer richtige Formel Ж identically true. 
formula) (ARAR Cvalid formula)), 每 个 
可 证 公式 都 是 有 效 的 . 

(2) 反之 ， 任 何 永 真 公式 都 是 可 证 的 《K. 
Godel [2])。 这 一 事实 称 为 谓词 演算 的 完备 性 
(completeness), 事实 上 ,根据 Godel 的 证 明 , 如 
果 红 在 每 个 具有 可 数 基 数 的 个 体 域 了 中 是 永 真 
的 , 则 公式 是 可 证 的 ， 换 一 种 说 法 ,如果 CO 
是 不 可 证 的 ， 则 公式 A 必 在 某 种 解释 中 并 且 
个 体 域 可 限于 具有 可 数 基数 的 域 ) 是 真 命题 ,我 


(predicate calculus), 


们 可 将 这 一 结果 推广 如 下 : 如 果 由 可 数 多 个 闭 
公式 构成 的 公理 系统 是 相 容 的 、 则 可 选取 适当 
的 可 数 集合 DD 作为 个 体 域 ， 根 据 通 常 解释 使 所 
有 的 数学 公理 全 部 成 为 真 命题 。 在 这 个 意义 之 
F, Gödel 完备 性 定理 (Gadel’s completeness 
theorem) 给 出 了 Skolem-Léwenheim 定理 + 的 另 
一 个 证 明 . 

(з) 谓词 演算 是 相 容 的 。 这 个 结果 虽 从 本 
节 的 (1) 得 到 ,但 它 可 简单 地 直接 导出 (D. Hil- 
bert 和 W. Ackermann [1]). 

(4) 要 给 出 谓词 演算 的 逻辑 公理 和 推理 规 
Wl. 存在 许多 不 同 的 方式 。 С. Gentzen 在 [3] 
中 给 出 了 两 种 类 型 的 系统 : 其 一 是 自然 推理 系 
ЖС natürlicher Kalkal) ,在 该 系统 中 易于 把 数 
学 中 实际 使 用 的 证 明 依 其 原形 而 再 现 ， 另 一 个 
是 逻辑 上 易于 处 理 的 系统 〈 他 logistischer Kal- 
kil). 对 于 后 面 这 个 系统 , Gentzen 证 明了 Gent- 
zen 基本 定理 ， 即 如 果 给 出 一 个 公式 的 形式 证 
明 ， 则 可 以 把 它 转化 为 没有 “ 儿 圈 子 ” 的 证 明 . 
这 条 定理 对 各 种 相 容 性 的 证 明 提供 了 一 个 有 力 
WIR. 

(5) 如 果 命题 KA) 为 真 ， 则 我 们 从 满 
ERE N(x) 的 个 体 z 中 选 出 一 个 个 体 并 且 将 
它 记 为 exa(s)。 当 32000) ARM, RMS 
extG) 表示 任意 的 个 体 。 无 论 如 何 , 均 有 

3rat(x) — CO а) 
成 立 ， 可 以 把 ex 看 作 使 含 变 元 z 的 命题 A) 
对 应 于 个 体 ext o) 的 算 于 . Hilbert 称 它 为 超 限 
逻辑 选择 函数 《 侍 transfinite logische Auswahl- 
funktion), 现在 ,我 们 称 它 为 Hilbert 89 e WF 
(e-operator, e-quantifier), 而 在 这 种 意义 下 使 
用 的 逻辑 符号 © 便 称 为 Hilbert e 符号 Cs-sym- 
bol). (EA ET SIG, MAEM SIC) 都 可 以 把 
KAC) 和 М(х) 分 别 表 为 

Сез (а), Aer %(х)), 

加 入 公式 (1) (EAA AAR 
本 质 上 等 价 于 通常 的 谓词 演算 ， 这 个 结果 称 为 
є 定理 (e-theorem). e РОВ А: 把 形式 
COD 的 每 一 个 公式 都 作为 公理 后 ， 如 果 一 个 公 
KE BE, BA, WR ® 不 含 逐 辑 符号 s 的 话 ， 


谓词 逻辑 。 13 
我 们 两 使 不 用 形式 〈1) 的 公理 ， 也 能 够 证 明 € 


(Hilbert 和 P. Bernays [4]). Ж, C1) 外 
如 果 再 加 进 以 下 形状 的 公理 : 
Wx(U(x) <> B(x)) 
— exA(x) = exB(x), о) 


则 类 似 的 定理 仍 成 立 (前 原 昭 二 [51). 

(в) 对 于 给 定 的 公式 A, 如 果 公 式 

% a 
可 证 且 N 满足 特定 的 条 件 ， 则 称 X DOS 
准 形式 ， 例 如 , 对 任何 公式 % 有 满足 以 下 条 件 
的 标准 形式 中 ， 其 形式 为 
Qin О,х, Cais +++, ns 

其 中 Ox 指 量词 Vz 或 mes BCs ns xD 不 
含量 词 且 不 含 A 中 没有 的 谓词 变 元 或 自由 个 
体 变 元 。 这 种 类 型 的 标准 形式 称 为 前 束 范式 
(prenex normal form), 

《7) 以 上 所 述 是 关于 古典 的 一 阶 谓词 逻辑 
的 。 对 于 其 他 的 谓词 逻辑 ， 我 们 也 能 够 规定 适 
当 的 公理 和 推理 规则 以 作出 一 个 谓词 演算 或 形 
式 系统 ,从 而 得 到 种 种 结果 .例如 ，Gentzen 的 
AEH (131) 也 适用 于 由 V. L Glivenko, 
A. Heyting 和 其 他 人 所 构造 的 直觉 主义 ! 的 谓 
词 演算 ([6],，[(7]). 由 于 Gentzen 的 基本 定 
理 不 仅仅 在 古典 逻辑 和 直觉 主义 逻辑 中 成 立 而 
且 在 其 他 一 阶 谓词 逻辑 或 命题 逻辑 的 系统 中 也 
成 立 , 所 以 ， 它 对 模 态 逻辑 ' 和 其 他 逻辑 的 研究 
也 是 有 用 的 (大 西 正 男 ,松本 和 夫 )。 此 外 ,在 命 
JE Sich CST) Glivenko 定理 《[6]; 一 命题 逻 
辑 》 用 稍微 弱 一 些 的 表示 也 可 以 推广 到 谓词 演 
算 中 去 RERA [81)， 竹 内 外 史 猜 测 类 似 于 
Gentzen 的 基本 定理 的 定理 也 能 够 在 高 阶 谓词 
逻辑 中 成 立 , 并 且 指 出 如 果 该 猜想 果真 正确 的 
话 , 则 分 析 的 相 容 性 也 应 当 可 以 得 到 ([9]). 此 
外 ,在 许多 重要 的 情况 下 ,他 构造 性 地 证 明了 这 
个 猜想 部 分 地 成 立 。 这 个 猜想 最 后 由 高 桥 用 非 
构造 的 方法 证 明了 ([10])， 对 此 ,前 原 昭 二 \ 岛 
内 刚 一 和 安 原 满 也 有 贡献 。 
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ЖЕ [Ж mode theory 法 théorie des mo- 
dèles Ж Modelltheorie 4 теория моделей 日 
ж лоза 【语言 】 每 一 种 数学 理论 都 
有 其 相应 的 语言 。 确定 一 种 理论 的 语言 《lan- 
guage) 就 是 指 确定 有 关 的 数学 系统 的 语言 ， 这 
样 的 一 种 语言 由 下 列 符 号 组 成 〈 以 下 实际 给 出 
的 符号 只 是 从 某 个 记号 系统 中 选 出 的 例子 ): 
„ О) 表示 逻辑 概念 的 符号 (逻辑 符号 '), Pl 

1, Y, 3, A» Von 

(2) Erie: 例如 «25257755 

(3) EIRE: 例如 tos zo za 

G) 表示 个 别 的 个 体 ( 常 个 体 ) 的 符号 : co 
Фын, Ws 

(5) РЫ": fos fis 17775 

(6) 谓词 符号 ': Pos Pis Passes Р. 

(4), (5), (6) 中 的 符号 集合 的 基数 ' 可 以 
是 任意 的 ,但 对 (6) 必须 至 少 有 一 个 符号 。 我 
们 假定 每 一 个 符号 集合 都 是 良 序 的 ', 且 认为 
(5) 中 的 每 个 方 均 对 应 于 一 个 正 整 数 i MC) 
中 的 每 个 P; 均 对 应 于 一 个 非 负 整 数 ii( 这 些 整 
数 分 别称 为 万 和 P; 的 空位 个 数 ). 

我 们 也 研究 其 他 类 型 的 语言 ,例如 ,具有 无 


限 长 表达 式 的 系统 ,这 个 系统 对 于 变 元 的 序 型 > 
RIM T f; fa P, 的 空位 个 数 ， 允 许 为 超 限 序数 ， 
并 且 具 有 推广 的 概念 : 人 。<s，V oe 以 及 对 a 一 
Ё Зх, --- Эх. ---, а < 8 Й) Мух 
Veet, KB а, ВЕ. 另 一 种 语言 
包括 较 高 类 型 的 变 元 以 及 关于 这 些 变 元 的 Y 和 
习 。 又 可 以 不 区 分 自由 变 元 和 约束 变 元 , 这 时 ， 
在 一 个 公式 ?中 ,不 受 Y 或 引 约束 的 变 元 便 称 
为 自由 的 Circe), 但 是 ,为 简单 起 见 ， 我 们 仅 
限于 讨论 对 自由 变 元 和 约束 变 元 作出 区 别 的 一 
阶 谓 词 演算 +。 我们 又 假定 只 有 可 数 多 个 变 元 ， 
因此 ,我 们 用 自然 数 作为 下 标 . 

设 L = GER SWRA), 1 = {а 
ал азу), Dy m {x02 n scr] La m dos 
а» Саз"), Ls = {fos hs bs oos Le = {Pos 
Po Pas o), Mik L = XL,, Las Ls Lo Ls 
Lo. 规定 了 表 工 以 后 便 确定 了 一 种 语言 L. 
JHE, L $29 V,3, 7, Л, Vo >; LË 
为 ays ayy 1t Ly BH xo mo zo s К 
我 们 假定 Lo Li, L, 是 固定 的 , 因此 ， 要 决定 

“WIRE ARRE (La, Lss LO BT. EF 
面 ,我 们 采用 刚刚 指出 的 《L,, Las L) 并 假定 
一 种 任意 的 但 是 固定 的 语言 L = (Ls Lss 
LO. 首先 ,我 们 定义 工 的 项 * 和 上 的 公式 的 概 
&. 

工 的 项 的 定义 : 《1) 各 个 自由 变 元 是 
Jj; (2) 表示 工 的 个 别 个 体 的 符号 c; 是 项 ; (3) 
如 果 方 为 工 的 函数 符号 ,六 为 力 的 空位 个 数 并 
H5, ty BÆ LAID, W fi Cn) 也 
是 工 的 项 ; (4) 只 有 由 《1) 一 (3) 构成 的 才 是 工 
的 项 . 

不 含 自由 变 元 的 项 称 为 闭 项 . 

工 的 公式 的 定义 为 :《1) U P, 29 L SN is] 
符号 ,5 为 它 的 空位 个 数 ， 如果 n. c n 6 
是 工 的 项 ， 则 P; (а, soi 4) 是 工 的 公式 . 这 
种 公式 称 为 原始 公式 《或 原子 公式 ); (2) 如 果 
4 和 B 是 工 的 公式 , M| CA), (4) A (В), 
‹л)\у/‹В), Слу— (B) 也 都 是 工 的 公式 ; G> 
设 F 是 工 的 公式 ,x; 是 在 F 中 不 出 现 的 约束 变 
元 ,对 的 菜 个 变 元 а, 处 处 用 x 代替 ， 用 括号 


括 出 并 且 在 前 面 放 上 Vx, 或 3x;, 则 所 得 到 的 表 
达 式 仍然 是 工 的 公式 ;〈4) 只 有 由 (1) 一 (3) 构 
成 的 才 是 工 的 公式 。 

不 出 现 自 由 变 元 的 公式 称 为 闲 公 式 .。 如 
果 不 致 引 起 混淆 的 话 ， 可 以 省 掉 构成 公式 时 所 
使 用 的 括号 . 

【结构 】 设 工 为 上 一 侦 中 所 定义 的 一 种 特 
定 的 语言 。 出 以 下 (1) 一 (4) 所 定义 的 9 = 
[M; p; о; т] 称 为 的 标 架 (frame) 或 结构 
(structure), 

(1) MARE CM RH MAY SH Cuni- 
verse)), 

О) e Жн L.S] M 中 的 映射 

(3) їй LS = (hl f, VOTH iY, W 
Ly = LULU- ULI U --- GHE L, У 0 
ІК. BES 为 从 M = M Xo 
x M (i 个 ) 到 M 中 的 映射 全 体 的 集合 ,并 且 o 
为 从 LIBS, 中 的 一 个 映射 。 我 们 定义 go; 对 
属于 L; 的 任意 的 f 027, © (f)—o, CD, KH 
iS 的 空位 个 数 。 RM, oR ҖЫ. L, 8] 


U S, 中 的 映射 。 


га 

(4) 与 G) 中 类 似 , 把 分 解 为 

1. = BULU ULKU 

设 P, 29 M' 的 一 切 于 集 的 集合 , 且 ; 为 从 忆 : 到 
Pi 中 的 一 个 映射 ， 这 里 P 为 集合 (M, DHCD 
AZW. 我 们 定义 r: 对 属于 Li 的 任意 的 P 
而 言 ，r(P) nO). 

如 果 我 们 用 CRA eCe), MIRR 00), 
用 互 表示 r(P)， 则 可 以 认为 : 2 是 用 5 2, 
ORRI o EM h hy … 表示 的 ，* 是 用 
Pos Pry … 表示 的 。 所 以 , ЭЗШ ж 
M = [Mie sh, fists Pos Pus]. 

【可 满足 性 的 概念 】 我 们 在 下 面 不 但 固定 
语言 上, 而 且 也 固定 工 的 结构 SR. 这 时 ,我 们 
用 以 下 过 程 来 定义 这 样 的 性 质 : 一 个 工 的 公式 
EDM HHT BAY (satisfiable), 

设 把 M 的 元 素 的 序列 * (m, m, ---), (л, 
тс) DIRX m, n, 它们 称 为 UT FU. 我 


们 用 mm 二 "表示 除 第 i 项 外 , m 的 其 余 各 项 均 


模型 论 i 

等 于 "的 相应 的 各 项 。 利用 这 些 概念 ， 则 工 的 
J e Æ M JEF] mithi, RA elm], 可 定义 
如 下 : 

O) 如 果 e HAHET а, Дт) = m, 

(2) 如 果 * 为 表示 个 体 的 符号 cis W elm] 
= 2. 
G) fu : 具有 fi《4,…,4) 的 形式 , 则 

tim] =}, Calm], +++, t mJ). 

如 果 z 为 工 的 项 , 则 elm] 显然 为 M 的 元 素 . 

根据 这 个 [т] 的 定义 ,对 任何 工 的 公式 4 
和 任何 M FEA таг, “A 在 m rit m 满足 ” 
EOY 9, mE A), 可 定义 如 下 : 

(1) 3t, MEP, ty t) Calm], > 
alm)>e P,, 

(2) M, mE B eM, m: B 为 假 . 

(3) M, mEB A C e M, п-в 和 
M, mEC, 

(4) 9, mEBVC ө 9, mEB 或 
M, тС. 

(5) M, mE B — C @ WM, mB Д] 
M, mC, 

(6) M, mE Vs,F(xj) Ф® 9t, nF Ca) 


对 任何 满足 m — nf n 者 成立， 这 里 ai 在 不 
BRF F(x 中 的 自由 变 元 中 具有 最 小 的 下 
#. 

(7) M, mE 3sF (x) e 存在 n 使 得 
пет AM, n FG), XE, а 满足 (6) 中 
同样 的 条 件 。 

从 这 个 定义 可 得 下 面 的 一 些 结果 ; 

(1) 对 任意 的 工 的 公式 4 和 任意 的 ЭЛ FF 
列 m 而 言 , EM, mA WM, META 之 中 
恰好 有 一 个 成 立 . 

(2) 设 4 中 的 自由 变 元 至 多 为 oj,"…， ан, 
Mig m Fin HPA M JEA, 使 得 т, =n =, 
mi = nj, WM, MEA MM, пи 是 等 价 
的 . 

G) mi 4 为 闭 公式 ， 则 对 任意 一 对 序列 
т, 而 言 , 90, mi=4 AIM, ned 是 等 价 的。 
因此 ,对 于 闭 公 式 4 ,我 们 可 以 把 “对 某 个 (等 价 
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地 ,对 一 切 ) M EF m г, M, mp4 成 立 ” 
这 名 话 表示 为 MEA, 

CA) 设 a; DE Vx F (x) 或 3xF(x) 中 不 出 
现 的 任意 变 元 , MM, me Ve F (x) 等 价 于 : 对 


于 使 二 m 成 立 的 任意 "而 言 , 均 有 


M, aE FCa,), 
TERME, M, mF) 等 价 于 :存在 一 个 
п, 使 Gam H D, n FC). 

【模型 】 这 里 我 们 亦 固定 一 种 语言 5。 设 
4 为 一 个 工 的 闭 公式 而 N 为 一 个 工 的 结构 .如 
FMEA, H| M 称 为 4 的 模型 (model)， ШЖ 
T={4o, А, +++} 为 闭 公式 的 任意 集合 且 对 
I 中 一 切 4, 均 有 MEA, 则 这 个 结构 M 便 称 
为 的 模型 

(1) 相 容 性 《consistency)。 考察 一 个 其 
语言 为 工 的 逻辑 系统 。 如 果 它 的 全 体 可 证 闭 公 
式 的 集合 有 一 模型 , 则 该 系统 是 相 容 的 。 特别 
地 ,一 阶 谓词 演算 是 相 容 的 . 

(2) 完备 性 Completeness), 如 果 在 每 个 
结构 中 均 可 满足 的 那些 闭 公式 在 一 个 逻辑 体系 
中 都 是 可 证 的 , 则 称 该 逻辑 系统 是 完备 的 。 特 
别 地 ,一 阶 谓词 演算 是 完备 的 。 

K. Gödel 证 明了 (2)。 MiX, Henkin 给 出 
了 另外 的 证 明 ， 这 个 证 明 的 基本 思想 可 用 来 证 
明 以 下 命题 : 如 果 一 个 工 的 闭 公 式 的 集合 了 是 
相 容 的 , 则 存在 一 个 的 模型 。 Henkin 还 引进 
了 ( 非 标 准 的 ) 二 阶 语义 ,就 该 语义 而 言 ,二 阶 谓 
词 演算 + 是 完备 的 . 这 可 以 通过 把 Henkin 的 (对 
于 一 阶 的 ) 技 巧 推广 到 二 阶 语言 来 证 明 . 

G) 这 里 我 们 把 语言 略 作 推广 ， 添 入 二 阶 
自由 谓词 变 元 of, 01,77. a, (0 = 1, 2,77) 
和 二 阶 约束 谓词 变 元 pr PFs ph = 
1, 2,…), 这 里 + 表示 变 元 的 空位 个 数 .此 外 
的 定义 均 与 一 阶 谓词 演算 的 情况 相同 。 但 是 ， 
为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 没有 常 个 体 符号 .函数 
符号 或 谓词 符号 . 

结构 的 定义 如 下 : 设 MSLM; Sis $us 
5,7], HIM A, 5 为 M X- X M 
Ca 个 ) 的 子 集 的 集合 。 R 序列 m 的 定义 照旧 ， 


并 且 用 s. 表示 (т, 67797 e), Hine 
个 好 都 是 S. 的 元 素 。 可 满足 性 的 概念 定义 如 
T: 

DM, (т, 5, s, Sas ER Guns n) 
€ mes. 


Эй, (m, s, Sns 7D ЕМФ Co) e 


对 于 使 % — s, OER s, WAM, (т, ss …， 
$571) EC), 这 里 , of 在 不 出 现 于 ACPD 
中 的 自由 谓词 变 元 中 具有 最 小 的 下 标 . 

99, (n, 5 БЭФ CoD ff. 
#— s, HEAD sr = э, ЁН. ЭЛ, Оп, ss 
s 71) EA Cap), dir ap ile CUR RRNA 
^. 

其 余 情 况 的 可 满足 性 定义 与 一 阶 谓词 演算 
中 的 定义 相同 。 如 果 二 阶 谓词 演算 的 一 切 公理 
在 结构 ЗА 中 都 是 真 的 ， 则 结构 M 称 为 正规 的 
normal), 

二 阶 谓词 演算 的 完备 性 : 在 一 切 正规 结构 
中 可 满足 的 每 一 个 闭 公式 在 二 阶 谓词 演算 中 都 
是 可 证 的 . 

(з) 设 L. 的 基数 为 r, 而 了 为 工 的 任意 闭 
公式 的 集合 。 如 果 了 具有 一 个 模型 ， 则 T 具有 
基数 为 max (r, R) 的 模型 。 这 个 (4) 可 作为 
Henkin 方法 的 系 而 得 到 。 但 在 历史 上 , 首先 由 
Th. Skolem 和 L. Lówenheim 证 明 其 特例 ,后 来 、 
A. 1. Malcev 和 А. Robinson 把 结果 推广 了 。 

(5) 以 下 结果 是 属于 А. Tarski 和 R. L. 
Vaught f). 

定义 1. MT LM, NT. WR 
对 任意 的 闭 工 公式 A, 均 有 леа, 
称 观 和 贸 是 初等 (或 算术 ) 等 价 的 。 

定义 2. 设 MALMS gos 45775 Gos 80775 
0, 91,…] 和 

R= [Ni ros тое hos hti Ros Ristet) 
为 两 个 工 的 结构 .如果 下 列 两 条 件 满足 ， 则 称 
эл 为 只 的 算术 延 拓 (初等 延 拓 ): 

i) MON; 序列 qq … 与 rs тог A 
WH q = rj G=0, 1,0); FF go гс 
与 加 , 加,"… 同 型 且 g, 限制 于 N JAER А, 相等 


G0, 1,…); 序 列 Q, 91,… 与 Ros Ris + 
同型 且 09; 限制 于 N AEM R, 相等 G=0.1, 
++ CRA PCI Д ЭЛ H N f E). 

ü) 对 于 工 的 任意 的 公式 4 和 多 的 任意 的 
序列 n, WEN, nz A, Д] 9л, ni= 4. 

定理 1. AM HN AYE, MA NAV 
等 延 拓 的 充分 必要 条 件 是 : 对 工 的 任意 公 
R 3zF (z) AN ШИЕ Ж ЙО Е P| n, 如 果 M, 
NEF Ce), 则 存在 NN 的 某 个 元 素 ,使 得 对 于 
WE m — n É m, 一 ”的 任意 ERU m, БГ 
ЗЛ, MEF Ca), Дф, a, 为 在 Р(х) 中 不 出 现 的 
任意 的 自由 变 元 。 

定理 2. 这 里 我 们 对 L 加 上 一 个 条 件 : L 
中 符号 集 为 数 至 多 可 数 并 且 排 列 为 上 型 . 设 зл 
的 全 域 M 的 基数 为 ae 为 无 穷 基数 )，M' XM 
的 子 集 其 基数 为 6, 而 6 为 满足 c 和 bp < 的 一 
个 无 穷 基数 .这 时 ,存在 一 个 工 的 结构 多 ,其 全 
域 N 具 有 基数 b, M'CN, ЗЕН. M 为 名 的 初等 
EA. 

定理 3. 假设 工 满 足 定理 2 中 同 桩 的 条 件 . 
SUM 的 全 域 M 的 基数 为 ae 为 无 穷 基 数 ) 而 
b 为 满足 a < b 的 基数 ， 这 时 ,存在 一 个 工 的 结 
WIN, 使 得 它 的 全 域 具 有 基数 8, B ж MN йу 
FON SIE. 

【 超 积 】 关于 模型 论 虽然 有 各 种 结果 ， 但 
其 基本 结果 之 一 却 是 关于 超 积 的 理论 。 

假设 对 工 的 结构 的 某 个 集合 F 和 下 标的 集 
合 工 ,给 出 一 个 从 7 到 T 上 的 单 值 映射 6 如 
果 “ 为 工 的 元 素 , 9л 为 了 的 元 素 , 而 有 0(a)= 
эл, HMM =] Me, 应 当 注意 ， 可 能 有 几 个 
a 对 应 于 同一 个 结构 。 ADA I RAR ft 
mw 表 为 

mn = [M°; r2 БЕЯ $, EERE 
WI] м“ 可 定义 为 : 


ar 


TI = {ele rs U ме 的 映射 


其 中 Ca)e M°). 对 于 TT ме 的 任意 两 个 元 
€ 
жето, 
p= be (арба) = Фба)}єр 


ame р 
XGEX 97 Ф: 则 9 oH П u° 的 元 素 之 
间 的 等 价 关系 。 Rit, 可 用 II M*/D 表示 由 
二 对 集合 П "所 作 的 划分 ,而 Ц M*/D 的 


每 一 个 元 素 m 可 用 m = [фр] 表示 ,这 里 P 为 m 
的 表示 元 素 ， 

下 面 我 们 定义 一 个 由 产生 新 结构 的 算 
+. 设 M = [| мер, ўв с, в 


5 二 [9] (这 里 ,对 每 个 4 有 ф(а) = e°), 对 
于 工 的 ”元 函数 f 和 M 的 任意 元 素 

т = [pls т, = [pa], 
定义 (mo: m) = [6] (这 里 ,对 每 个 a， 
Ha) = Срба), +++, р.а). WEL 
元 谓词 P, 用 

mss mE Per 

{а|<ФСа), ғ +, ьа)? € P") € D 

来 定义 《ms +++, mp € P. 
给 出 了 这 些 定义 后 , 设 
MA [Mia n be Peel 

FRA N= I N/D, 这 里 [| N/D 称 为 


{M* foe CK T D REIR. Cultraproduct), M 
为 工 的 一 个 结构 ， 
超 积 的 基本 定理 : m= [[9v/D» 
1 


{Mocs 的 超 积 ，m = (m, ms) AM E 
Ў], PA mi 的 表示 元 素 ，4 为 任意 的 公式 。 
ЖЕЎ, M, mE 45 {a|M*, (p. (a), фа), 
EASED 等 价 。 特别 地 ， 当 4 为 闭 公式 
KW, MEd 5 ca] MHA} € D 等 价 . 
在 一 切 结构 De 均 与 单个 结构 多 重合 的 情 
RFs (9л)... WKF DADBRAT IEA 9U/D 
FEA NHK F D RU) Cultrapower), 
ik 
M = [Mi 450,7 
和 
N = [N; roris ooi о, "3А, Ristet] 
为 两 个 结构 。 如 果 有 从 MENERA f, 使 
得 以 下 三 个 条 件 成 立 , 则 MAN 0 Б) 49 69 


58028127775 0,0177] 
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Cisomorphic); G) f Са) =, 10а) =" GO 
FED po gos 和 加, us 是 同型 的 ,并 且 对 
对 中 的 每 个 = 元 向 量 (a1,…, a,) 均 有 Ir Cass 
1+, 42) 一 AG), е 102,2). (їн) 序列 
0,01," ЖК, Ri，… 是 同型 的 并 且 R; = 
90а), ++, Каа" "а! € Q1. 

Wi има NVD 的 函数 , 其 定义 如 下 : 
对 每 个 GEN, ila) = lgl, ZE, pa HAI 
到 NN 的 常 函 数 ， 使 得 对 每 个 a€ 1, фа) =а, 
RM A N/D 的 于 结构 ， 其 全 域 为 i 的 值 域 ， 
WAM N 到 哎 的 同 构 。 以 下 对 每 个 ze М, 
我 们 把 a 5 ;Ca) 视 作 等 同 。 于 是 ,根据 超 积 的 
基本 定理 , NH 9U/D 的 初等 子 结构 。 

如 果 M AN ALAA, Ml Me FN LS 
等 价 的 。 根 据 这 一 事实 和 超 积 的 基本 定理 ， 我 
们 有 以 下 结果 : RAMAN ABTA, WR 
有 一 个 非 空 集 T 和 I 上 的 极 大 滤 子 D, 使 得 
эл!/р 和 W/D 是 同 构 的 , WJ ЭЛ 和 多 是 初等 等 
价 的 。 对 于 这 个 命题 的 逆 命题 ，H. J. Keisler 
用 G. C. H. (广义 连续 统 假设 ) 进行 了 证 明 ， 
后 来 ，S. Shelah 不 用 G. C. H. 也 证 明了 。Kei- 
sler-Shelah 同 构 定理 (Keisler-Shelah isomor- 
phism theorem); 设 M AlN HP MAW. LT, 
DMN X778 8 Ur 936 LRREE: FE 
DERRI ALT БКО, E QU/D 
F W/D 是 同 构 的 . 

超 积 运算 在 数论 、 代 数 几 何 和 分 析 中 有 各 
种 应 用 ， 这 里 我 们 给 出 J. Ах 和 S. Kochen 的 
一 个 例子 . PARARE. xP 中 的 每 个 
p, VQ, RR Z,CGOD) Я SU 29 Р -adic 数 的 域 和 
Z,—10, 1,-*,p — 1) 上 的 形式 罕 级 数 的 域 ， 
Ax-Kochen 同 构 定理 (Ax-Kochen isomorphism 
theorem); 假设 D 为 P 上 的 非 主 的 极 大 滤 子 , 则 


[I Q//D 和 [T ZOD 是 同 构 的 。 
E ne 


作为 这 条 定理 的 直接 推论 ， 我 们 有 关于 不 
定 方程 的 Anin 猜想 的 部 分 解答 。 定 理 : 对 每 
个 正 整 数 4。 存 在 一 个 素数 的 有 穷 集 合 Y, iE 
得 对 每 个 PRY 而 言 , 每 个 Q。 上 的 了 次 齐 次 多 
项 式 fist n) G > 2) EQ, 中 有 一 个 


非 平凡 的 零点 (一 不 定 方程 )。 

我 们 给 出 另 一 个 非 标 准 分 析 中 的 例子 . A 
Robinson 在 [3] 中 发 展 了 非 标准 分 析 的 一 般 理 
iB. 这 里 我 们 介绍 A. R. Bernstein 的 一 个 定 
理 . 设 X 为 一 个 非 空 集 ，UCX) 是 以 X 为 元 素 
的 最 小 可 迁 集 ( 即 由 a € b R15 € UCX) 可 推出 
ac UCX)) 且 对 下 列 运算 封闭 : 作对 侦 集 ， 作 
FEE, PERE, PE CRI a € U(x) H bCa, 
MH b€ U(x)), 设 工 为 具有 同 异性 的 一 阶 谓 
词 逻 辑 ， 它 的 非 乏 辑 常 数 集合 是 由 二 元 谓词 符 
号 € 和 常 个 体 符号 e Cae U(X)) 组 成 的 (一 符 
号 逻辑 ). 这 时 , Maity N = [U(X), ala € 
U(X)); E] 为 一 个 工 的 结构 ， 这 里 ，E 为 集合 
U(X) EME 关系， 又 设 M = [UCX)5: 
a(a €U(X)); Eb] 为 包 的 关于 集合 I 上 非 主 
RFD HBR. 对 每 个 a。 EU(X), 设 a* 为 
UQOb 中 使 得 {ie 1p G) ea) € D 成 立 的 全 
体 元 素 [q] HRA. 如 果 a 是 无 穷 的 ， 则 。 
是 a* 的 真子 集 。 因为 名 先是 初等 等 价 的 ， 
所 以 ， Жаа а 在 如 下 意义 之 下 有 公共 的 
一 阶 性 质 :对 工 中 每 个 公式 @(x), 均 有 (Yb a) 
(NEPLE) e» (Vb € a*) (MEPL), 

由 此 可 知 ， 如 果 HN 中 集合 a。 上 的 关 
Fo 则 ARE а" 上 的 关系 ; 并 且 ,如果 /为 
Nph a 3] e HORREA S 则 产 为 由 4* Bi 5* 的 映 
St. 因此, a* 这 个 数学 对 象 和 a 非常 相似 、 根 
iia! at 之 间 的 这 种 相似 ， 我 们 便 有 以 下 结 
- 

ik 五 为 复数 域 C 上 的 Hilbert 空间 且 
dim(H) = w， 了 为 H 上 的 有 界线 性 算 子 。 it 
X — HUC, 并 考察 上 述 的 一 阶 结构 SR. AN 
R (一 切实 数 的 集合 ) 和 N 《一切 自然 数 的 集 
合 ) 是 属于 UCX) HEREA, 所 以 , R* 和 N* 
ЛЕКЕТ RAN 的 元 素 。 这 种 元 素 分 别 
称 为 非 标准 实数 《nonstandard real number) 和 
非 标 准 自然 数 《nonstandard natural number) , 根 
据 超 积 的 基本 定理 ,我 们 可 以 得 出 如 下 结论 : 存 
在 许多 非 标准 实数 “, 使 得 对 任何 € R, 在 R* 
中 均 有 0 < *a < *e。 这 种 非 标准 实数 a 称 为 
无 穷 小 实数 infinitesimal real number), 因为 


模 运算 ‖ || AHAB) R 的 映射 , 所 以 , | [* Ж 
H H* #| R* 的 映射 .如 果 xl*(x € H*) 为 无 穷 
小 , 则 称 x 为 H* 中 的 无 穷 小 (infinitesimal). 设 
5 为 瑟 的 全 体 线性 子 空间 的 集合 。 设 K 为 H* 
的 线性 子 空间 且 包 含 在 S* H, K 为 满足 下 列 
条 件 的 元 素 *e H 的 集合 : FEK 中 的 某 个 ze 
使 得 x — хо 23 35 |x. 这 时 , K* 是 万 的 闭 线性 
Fl. e= {ehun 为 Hilbert SA 
标准 正 交 基 ;可 看 作 由 N S/H BOUM , lt, 
= {ehune 为 由 N* 到 H* 的 映射 。 对 每 个 
iEN*, 设 Hi 是 H* 中 由 (¿lk <i} 所 生成 
的 线性 子 空间 .对 于 HH 上 的 一 个 给 定 的 有 界线 
MAF T. T! 是 H* 上 的 一 个 线性 算 子 。 我 们 
定义 T,—P,T*P,, 其 中 ,Pj 为 由 H* ЇН, 上 的 
射影 . 因为 , dimCH;) = j 是 一 个 ( 非 标 准 ) 自 然 
数 , 所 以 ,存在 由 一 些 Н, 中 的 闭 的 对 T, 不 变 的 
线性 于 空间 组 成 的 宝塔 : Ju CJu Co CJ = 
Н, 而 dim (Ju) = RASA. Fibs Ju 是 一 
些 有 中 的 闭 的 对 不 变 的 线性 子 空间 ， 如 果 有 
一 个 多 项 式 p(x) ,使 得 PCT) 为 紧 算 子 , 则 我 们 
便 有 一 个 非 标准 的 自然 数 j, 使 得 对 于 某 个 《万 
j, Ju H 的 真子 空间 。 由 此 便 得 出 以 下 结 
果 , 它 对 K. Smith 和 P. R. Halmos 问题 给 以 
肯定 的 解答 。 定 理 (Bernstein [81): THE 
穷 维 复 Hilbert 空间 已 上 的 有 界线 性 算 子 , 又 设 
p(x) = 0 为 复 系数 多 项 式 , 使 得 p(T) 为 紧 的 ， 
UPR HR (0) 以 外 , т/р жеен iA 
线性 子 空间 保持 不 变 . 
【关于 势 的 范畴 性 】 设 T 为 一 阶 语言 工 中 
的 闭 公 式 的 集合 ， 其 中 具有 指定 的 二 元 谓词 符 
号 Pm。 以 下 我 们 假定 对 每 个 工 结 构 Mis, M 
对 P, RU WERE Po 都 是 在 ЭЛ 的 全 域 中 的 相等 关 
A. 如果 芽 的 一 切 模型 都 是 同 构 的 ， 则 了 称 为 
范畴 的 。 根据 [模型 ] 这 一 节 的 定理 3, ERIT, 
只 要 它 具 有 无 穷 基数 的 模型 , 便 不 是 范畴 的 . 因 
此 ,不 存在 有 兴趣 的 范畴 的 T。 所 以 ,我 们 考察 
比较 弱 的 势 的 范畴 性 Ccategoricity in powers) 的 
dE. ite AEA E Bf (Т, к) 是 以 为 
基数 的 工 的 非 同 构 模 型 的 个 数 . 如 果 RO.) 
一 1， 即 以 “为 基数 的 工 的 一 切 模 型 都 是 同 构 
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的 ,那么 ,T 便 称 为 关于 < 是 范畴 的 或 称 T 是 范 
BET. 存在 许多 有 兴趣 的 ,它们 关于 某 些 
< 是 范畴 的 。 例 如 ， 特 征 为 0 的 代数 闭 域 的 公 
理 的 集合 是 范畴 于 R, 的 ,又 无 端点 的 稠密 线性 
排序 的 公理 集合 是 范畴 于 R 的 。 就 这 个 概念 
È J. Los 猜想 : 如 果 对 某 个 < > ECL АЕ 
EO. 是 范畴 于 的, 则 对 一 切 к> L, r 
范畴 于 < 的 。M. Morley 在 三 一 的 情况 下 肯 
定 地 解决 了 这 个 猜想 , 后 来 ，S. Shelah 在 一 般 
情况 下 解决 了 这 个 问题 . 定理 《1): BAL 
中 闲 公式 的 集合 , 则 对 某 个 * > 工 ;了 是 范畴 于 
кё, 当 且 仅 当 对 一 切 < 之 二 ,了 是 范畴 于 < 
的 . 我 们 还 有 以 下 的 有 趣 的 定理 ， 它 是 由 外 工 . 
Baldwin 和 A. Н. Lachlan 给 出 的 ， 定 理 (2): 
设 T 为 工 中 的 闭 公式 的 集合 而 2 = №, WR 
T EW F w, 的 , 则 nC) = 1 RR, 


[ 参 】 [1] А. Robinson, Introduction to model 
theory and to the metamathematics of algebra, North- 
Holland, 1963; [2] 5. C. Kleene, Mathematical logic, 
John Wiley, 1967; [3] A. Robinson, Non-standard 
analysis, North-Holland, 1966 《中 译本 ; А. 
标准 分 析 ， 科 学 出 版 杜 ， 1980) [4] M. 
Hirschfeld, Lectures on non-standard analysis, Lecture 
notes in math. 94, Springer, 1969; [5] А. Tarki-R. 
ht, Arithmetical extensions of relational sys- 
Compositio Math., 13 (1958), 81—102; [6] С. 
C. Chang-H. J. Keisler, Model theory, North-Holland, 
1973; [7] G. E. Sacks, Saturated model theory, Ben- 
jamin, 1972: [8] А. R. Bernstein, Non-standard analy- 
sis, in Studi model theory 8, M. D. Morley еб, 
Math. Association of America, 1973, p. 35—58. 


公理 集合 论 (Ж axiomatic set theory 法 théorie 
axiomatique des ensembles ¿Ë axiomatische Men- 
genlchre {Å аксиоматическая теория множества 
日 公理 O 集 合 论 ] 公理 集合 论 是 把 G. Cantor 
所 创始 的 朴素 的 集合 论 所 考虑 的 内 容 公理 化 地 
展开 ,从 而 对 集合 论 进行 数学 基础 论 的 考察 . 
合 论 的 公理 化 是 由 E. Zermelo ([16]) 
首先 提出 而 由 A. Fraenkel ([3]) ZRH. J- 
von Neumann ([11, 12]) 则 用 符号 逻辑 的 方 
法 把 它 形 式 化 、 消 除了 含混 的 概念 并 作 了 形式 
的 推广 ，P. Bernays 和 К. Gödel ([1, 5]) Ж 
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一 步 改进 和 简化 了 von Neumann 的 形式 构造 . 
两 者 的 内 容 虽 被 看 作 一 样 的 ,但 是 ,形式 推广 之 
前 的 理论 称 为 Zermelo-Fraenkel Ж @ (^E 
写 为 ZF) (Zermelo-Fraenkel set theory)， 而 形 
式 推广 之 后 的 理论 则 称 为 Bernays-Gódel Ж 
合 论 (缩写 为 BG) (Bernays-Gódel set theory). 

{Zermelo-Fraenkel EAR] ZF 是 在 含有 
谓词 符号 “=”( 同 异性 ) 的 一 阶 谓词 逻辑 ' 之 上 
而 形式 化 的 ,并 且 使 用 下 列 公理 1 一 9 的 形式 系 
Bü. 这 些 公 理 除了 * 之 外 不 再 包含 其 他 的 谓 
词 , 这 里 ,x Ey IRIE “r WY WK". Ae 
作为 谓词 的 公式 ' 称 为 集合 论 公式 (set-theoretic 
formula), 下 面 是 它 的 公理 ， 

公理 1: 3xVu m (иЄ x), 

这 条 公理 断言 :存在 没有 元 素 的 集合 ， 
存在 空 集 (empty set), AMA SBA. 

公理 2: 

VxVy(VuCu € x&tu€ y) — xy). 

这 条 公理 断言 : 元素 相 同 的 集合 是 相等 的 > 
它 称 为 外 延性 公理 axiom of extensionality), 

公理 з: 

VrVy3:Vu(u € s & ux Vu = у), 

这 条 公理 断言 ; 对 任意 集合 * 和 y, 存在 只 

以 * 和 ?为 其 元 素 的 集合 z. 集合 = 称 为 > 和 
y 的 无 序 对 《〈unordered pair) 并 表示 为 {z， у}. 
集合 sx), {x,y}} MOS z, y RIER Corder- 
ed pair) RAHA, HETA Gy), xX 
第 一 元 素 , ”为 第 二 元 素 . 

公理 4: 

Vx3yVu(u € y =: Зеби € v Av € z)). 

这 条 公理 断言 : 对 任意 集合 x, 存在 由 * 所 
含有 的 元 素 集合 所 组 成 的 并 集 (union, sum) у, 
集合 y 用 S(x) don. 

公理 5: 

VrayVu(n € y Vv(v € u — v Ex)), 

对 任何 集合 * Ale MA. Vr(r Es — r € ) 
可 表示 为 :Ct。 这 时 可 说 “* 为 上 的 子 集 Csub- 
st)”, 于 是 ,公理 5 可 表示 为 

VasyVu(u€ y = Сх), 
这 也 就 是 说 , 公理 5 断言 : 对 任意 集合 z, 


存在 由 x 的 一 切 子 集 所 构成 的 集合 y。 KAY 
称 为 x HWM (power se) 并 且 用 Ble) RA. 

公理 6: 对 任何 集合 论 公式 4(w,v), 我 
们 有 : 

Vu ow AlCu, v) Л ACQu m) — = w) -> 
Vs3yVv(o € y = 3u(u € x Л ACu v))) 

这 条 公理 断言 : 对 任意 的 集合 * 通过 任何 
单 值 映射 所 得 的 像 仍 为 集合 。 它 是 由 Fraenkel 
(BD 首先 引入 的 .公理 6 BARKA BRA 
JE (axiom of replacement)， 事 实 上 ， 由 于 有 无 
BEA Au, v), 故 它 并 不 是 一 条 公理 而 是 无 
穷 多 条 公理 的 模式 . 

公理 7: 对 任何 集 论 公式 AG), 我 们 有 

Br A(x) — BxCAQO) Л аус (у) Ay €x)) 

这 条 公理 也 是 无 穷 多 条 公理 的 模式 ,根据 
这 条 公理 ,我 们 可 以 导出 : 不 可 能 有 * 满 足 
хєх. 如果, 我 们 又 假定 有 下 面 的 公理 8, WA 
理 7 和 以 下 事实 等 价 ， 并 不 存在 

MIKI Эх, I a 
这 样 的 无 穷 递 降 链 ， 这 条 公理 称 为 正则 性 公理 
《axiom of regularity), 

公理 8: Ух [Vu (u€x — 3v (v En)) A 
Мимо (Cuer Nv€x A Tuc v) 一 下 Bw 
Cw € u Nw €v)) > 3y(yC 8G) A Vu(u € x — 
Be (26и Л 26у Луо (Qo € u Aw € y > 
w= z)))}]. 

这 条 公理 断言 ， 对 任何 互 不 相交 的 、 不 包 
BIRR А Ж z, FERA y, 它 为 * 的 并 集 
的 于 集 且 恰好 与 x 中 的 每 个 集合 公有 一 个 元 
K. 这 个 集合 EOS x WAER СЕ Auswahl- 
menge) 而 公理 8 称 为 选择 公理 Caxiom of 
choice), 

公理 9: Sx(Su(u € x) AVu(u € x — 

Be(v € x AuCo A Tw = и))). 

这 条 公理 断言 存在 无 穷 集 *， 并 且 称 为 无 
SIAR (axiom of infinity), 此 外 还 存在 许多 
表述 无 穷 公理 的 说 法 。 如果, 我 们 承认 公理 9， 
则 可 以 用 替换 公理 或 下 述 公 理 6' 而 把 公理 1 
推出 来 , 故 公理 1 可 以 省 掉 . 

Zermelo 不 用 替换 公理 公理 6) 而 用 公理 6 : 


AM 6: 对 任何 集合 论 公式 AG), RT 
有 
Vx3yVu(u € y z> u € Л А(и)). 

这 条 公理 称 为 子 集 公理 Caxiom of subsets) 
RAWAM С Aussonderungsaxiom), 它 断 言 : 
对 任意 集合 x, 存在 通常 用 (ulu Єх, 40а) 所 
表示 的 集合 y， 公 理 6 可 由 公理 6 推出 。 

用 公理 6' 代替 公理 6 的 集合 论 称 为 Zer- 
melo 集合 论 ， 它 比 ZF 8. 事实 上 ， 全 体 自然 
数 的 集合 中 以 及 

PCa), PCBCw)), BOBCPCW))) 5° - 

的 存在 ,可 以 在 Zermelo 集合 论 中 加 以 证 明 , 而 
集合 (o, Фо), BPCo)), BBCBC@))) 5° ++} 
的 存在 却 不 能 证 明 。 但 是 ， 我 们 可 以 在 ZF 中 
证 明 它 的 存在 。 

基于 公理 1 一 8 的 集合 论 称 为 一 般 集 合 论 
《general set theory)， 一 般 集合 论 的 相 容 性 能 够 
化 归 为 自然 数理 论 的 相 容 性 , 即 设 ” 为 自然 数 ， 
而 一 2 十 2 十 十 2 一 和 一 
<n) 为 它 的 二 进 制 表示 。 再 设 ! 为 自然 数 ， 
如 果 把 “! 是 ”的 元 素 ”定义 为 “! 等 于 上 述 的 
n, 之 一 ”, 并 把 一 集合 与 一 自然 数 等 同 起 来 ， 我 
们 便 可 以 在 自然 数理 论 中 得 到 一 般 集合 论 的 模 
HT. 

【Bernays-G6del WAWI 对 任 给 的 集合 论 
公式 Au) È, (ul AQ) 的 存在 一 般 不 能 
由 ZF 公理 推出 。 我 们 把 它 与 集合 区 别 开 来 ， 
并 且 称 为 类 Cas), 我 们 对 一 阶 谓词 逻辑 舌 
入 类 变 元 、 类 常数 和 有 关 相 应 的 类 量词 的 推理 
规则 而 得 到 一 个 扩大 的 逻辑 系统 ， 这 时 ， 集 合 
论 公式 便 指 不 含 关 于 类 的 约束 变 元 的 公式 . 设 
AG) 为 任意 的 集合 论 公式 ,我 们 添 人 

3XVu(u € X = AQu)) 

作为 公理 ,这 里 ,大 写字 母 X 为 类 变 元 ， 如 此 得 
出 的 集合 论 等 价 于 Gödel WAR (151). von 
Neumann 利用 函数 概念 而 不 用 类 的 概念 作出 了 
集合 论 的 公理 系统 (011,121). Ж Bernays fil 
Gödel ([1, 51) 加 以 整理 而 得 到 类 的 概念 . 
这 便 是 Bernays-G6del 集合 论 BG. 

ZF 和 BG 有 如 下 关系 : 任何 在 ZF 中 可 证 


公理 集合 论 n 
的 公式 在 BG 中 都 可 证 , 反之 , 任何 在 BG 中 可 
证 的 集合 论 公式 而 醋 无 类 变 元 又 无 类 常数 者 ， 
在 ZF 中 也 可 证 .因此 ,两 个 系统 本 质 上 是 等 价 
的 .但 是 ,由 于 BG 有 关 变 元 和 类 常数 , CHF 
表达 集合 论 的 各 个 概念 是 更 加 方便 的 . 

von Neumann 用 超 限 归纳 法 !([13]) 定义 
AFAR R: 

RO) = Ø ,R(a) = U PRA), 


其 中 , a,8 为 序数 而 【J BRED) RA KRO), 
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$(RQD, > BRE), c (8 < о) 的 并 
Ж. 这 样 的 函数 R 可 以 用 集合 论 公 式 来 定义 ， 
所 以 ,作为 类 而 言 它 是 存在 的 。 现 在 ,考察 下 述 
模型 M = М(а), a 是 一 个 固定 的 序数 , 该 
模型 的 集合 指 RO) 的 元 素 ， 而 该 模型 的 关 指 
R(a) 的 子 集 。 用 є 表示 该 模型 的 < 关系 ， 
对 模型 的 类 X 和 Y, 令 Xewy SX € Y Ki, 
R(a) 为 BG 的 模型 的 充分 必要 条 件 是 : “ 为 强 
意义 下 的 不 可 到 达 序数 《一 序数 X[14]). 因此 ， 
不 可 到 达 序 数 的 存在 不 可 能 由 ZF 公理 推出 .有 
一 系列 关于 集合 论 公理 系统 的 研究 ， 它 们 假定 
存在 任意 多 个 不 可 到 达 序 数 《[6, 7, 8, 151). 
ш R(@) 为 BGCZF) 模型 时 ， 它 便 称 为 BG(ZF) 
的 自然 模型 (natural model)， 此 外 ,如 果 我 们 考 
3€ a 为 全 体 序 数 的 情况 ,这 时 , RO) 表 为 Н, 则 
五 满足 BG(ZF) 的 一 切 公理 。 WY X SH 
时 不 需要 正则 性 公理 ， 故 只 要 没有 正则 性 公理 
的 BGCZF) 是 相 容 的 , 则 BG(ZF) 也 是 相 容 的 
(13D. 

【连续 统 假设 和 选择 公理 的 独立 性 】 这 
样 ， 集 合 论 的 公理 化 便 推动 着 从 数学 基础 的 观 
点 出 发 而 对 一 些 问题 进行 研究 , 这些 问 题 是 
Cantor 的 素 村 集合 论 出 现 之 后 仍然 遗留 的 尚未 
解决 的 问题 。 在 这 些 问题 中 ， 连 续 统 假设 和 选 
择 公理 的 独立 性 ?问题 占 着 中 心 的 地 位 。 

选择 公理 和 连续 统 假设 的 相 容 性 . Gödel 
([51) 证 明 ， 如 果 无 选择 公理 的 ZF 是 相 容 的 ， 
则 把 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 ' 加 到 ZF 中 所 
得 的 系统 也 是 相 容 的 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 他 按 
如 下 方式 构造 了 一 个 满足 选择 公理 和 广义 连续 
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统 假设 的 ZF БИМ, 6, 假设 M1 为 任意 个 体 
域 ， 在 M 的 元 素 之 间 定 义 了 e 关 系 .所 调 M 上 
的 公式 我 们 理解 为 这 样 的 公式 ， 即 它 仅 以 M 
WEBAREN DA € 作为 其 唯一 的 谓词 符 
号 ,而 且 其 变 元 的 变化 范围 仅 局 限于 М. 设 我 
们 用 M 表示 由 M 上 的 公式 AG) 所 定义 的 M 
的 子 集 的 全 体 。 现在 ， 设 M = (ó), Meu 
Mi, 8 为 极限 序数 ", 则 Ms UM. 如 


«<p 
SISA FP о Cin RC AA H8 S UU © 须 
小 于 第 一 个 不 可 到 达 序数 ) 而 言 , 有 x€ M., RI 
称 * 为 可 构造 的 (constructible), 我 们 用 工 表 
示 可 构造 集 * 的 全 体 并 且 用 了 表示 ZF 集合 的 
АЖ. 这 时 ,公理 V = 上， 即 每 个 集合 都 是 
可 构造 的 ， 称 为 可 构造 性 公理 (axiom of con- 
structibility), 如 果 我 们 把 这 个 公理 加 到 ZF H, 
则 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 便 成 为 可 证 的 
T. 另 一 方面 ， 如 果 把 工 的 元 素 看 作 模 型 的 集 
合 ,把 原 有 的 关系 看 作 模 型 的 e 关系 ,我 们 便 
得 到 ZF 的 模型 ， 这 时 ,可 构造 性 公理 便 在 该 模 
型 中 成 立 了 . 

选择 公理 和 连续 统 假设 的 独立 性 . 与 
Godd 的 结果 相对 照 ， 人 们 早 就 试图 证 明 选 择 
公理 是 独立 于 集合 论 的 其 他 公理 的 。 Fraenkel 
Сга) 曾经 从 可 数 个 不 是 集合 的 个 体 出 发 ， 构 
造 了 一 个 不 满足 选择 公理 的 集合 论 模 型 。 A. 
Mostowski 在 ZF 中 构造 了 一 个 其 个 体 不 是 集 
合 的 集合 论 模 型 ,并 且 他 证 明 * 这 个 模型 满足 公 
理 : 每 个 集合 可 以 是 线性 有 序 * 的 , 但 不 满足 选 
择 公理 《[10])。 E. Mendelson 利用 无 穷 递 降 
链 a13 oa 3m3 "构造 了 一 个 集合 论 的 模型 
《[9])， 这 个 模型 不 满足 选择 公理 . 虽然 这 些 
模型 满足 了 除去 选择 公理 而 外 的 大 多 数 ZF A 
理 或 大 多 数 Zermelo 集合 论 的 公理 ,但 它们 并 
不 满足 除去 选择 公理 后 的 全 体 公理 ， 因 此， 作 
为 独立 性 的 证 明 而 言 ,它们 是 不 够 充分 的 。 

P. J. Cohen ([17]) 证 明了 与 选择 公理 、 连 
续 统 假设 和 了 一 工 的 独立 性 有 关 的 以 下 结果 : 
如 果 ZF 是 相 容 的 , 则 下 列 每 一 个 条 件 都 具有 模 
36. G) 选择 公理 和 广义 连续 统 假设 成 立 ， 但 


是 ,存在 一 个 *, HR a € L B асо; (2) (о) 
不 是 良 序 的 ; (3) 选择 公理 成 立 ,但 是 ， 连 续 统 
假设 不 成 立 ; (4) BOBCo)) 不 可 能 线性 排序 . 

RE O), RASV = LERTE 
公理 和 广义 连续 统 假设 的 ;《2) HAEE 公理 
的 独立 性 ; (3) 说 明 连 续 统 假设 是 独立 于 选择 
公理 的 。 对 于 《4), 由 于 钊 (PC(w)) 对 应 于 定义 
在 区 间 [0, 1] 上 的 所 有 实 值 函数 的 集合 F, 从 
而 (4) 说 明 “F 可 线性 排序 ”这 个 命题 不 可 能 
在 无 选择 公理 的 ZF 中 得 到 证 明 . 

【一 些 新 近 的 结果 】 

1, 基数 性 与 共 尾 性 (一 基数 ) G) (W. B. 
Easton [21]) 设 味 是 ZFC 的 模型 ( 即 Zermelo- 
Fraenkel 公理 加 选择 公理 ), 在 其 中 G.C.H,( 广 义 
连续 统 假设 ) 是 有 效 的 , 即 Vale = war) FF 
His e 为 哎 中 从 序数 到 序数 的 函数 ,使 得 vep 
(a < Вока < ову) FI VaCo, e cou). 这 
时 ,存在 一 个 ZFC 的 Boole BUE 9t, (iiit NOM, 
具有 同样 的 共 尾 性 并 且 对 每 个 正则 基数 都 满足 
2% 一 око. 《这 意味 着 König HRPE CEC) 
Doa) AER TE MUAY o, 0652; EQ 3E SEE TS DUET. 
М.) Ci) (J. H. Silver [38]) 假设 o < cf Ca) 
= о.) < w。， 则 对 任何 ¿L< cla) 均 有 

Vv < a(2^ < 0,44) > 2% < Wapis 
(EFL йз 

Уп < o(2m = 0,4) 一 248 = aua 
的 正确 性 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 

2. Lebesgue 可 测 性 和 Baire 性 质 ， 众 
所 周知 ,实数 的 每 个 Ai (Borel) 集合 (因而 每 个 
Zi ORT) 集合 ) 是 Lebesgue 可 测 的 并 且 具 有 
Baire 性 质 。 G) (К. Godel) 由 了 一 工 可 推 得 ， 
存在 实数 的 一 个 A: RA. CREAR Lebesgue 可 
测 也 没有 Baire 性 质 。 设 DC 表示 相依 选择 原 
则 (principle of depending choice); 

Vx € a3y € aP(x,y) 

— Bf: — an € aP(f(Cn) Ка 十 1))。 
DC 对 测度 论 的 古典 概念 【例如 ，jJordan 分 解 ， 
Radon-Nikodym 导数 等 ) 的 发 展 是 足够 的 . 没 I 
表示 假设 

Ba(cf(o,) = o, AVE < a(2% < w,)) 


《〈 强 不 可 到 达 的 (strongly inaccessible), 

Gi) (R. Solovay [401) 由 ZFC 与 工 的 相 
容 性 可 推出 ZF 与 以 下 两 公理 之 一 的 相 容 性 : 
(a) DC 加 上 假设 : ”每 个 实数 集 都 是 Lebesgue 
可 测 的 并 且 具 有 Baire HE. 〈b) 选 择 公理 加 上 
Bk: 每 一 个 可 以 由 序数 的 。 序 列 定义 的 实 
数 集 部 是 Lebesgue 可 测 的 并 且 具 有 Baire 人 性质. 
公理 (a) 说 明 DC 的 强度 不 足以 构造 一 个 
(Lebesgue) 不 可 测 集 ， 而 公理 (b) 意味 着 每 个 
射影 集 是 Lebesgue 可 测 的 并 且 具 有 Baire 性 
质 , 因 此 可 推出 ， 一 切 可 构造 的 实数 的 集合 , 作 
为 一 个 器 集合 , 其 Lebesgue 测度 为 零 ， 并 且 是 
属于 第 一 范畴 的 . 

з. Martin 公理 。 设 了 为 Boole 代数 ， 如 
果 B 的 正 元 素 的 每 个 不 相交 的 族 的 基数 性 至 多 
为 cog, 则 我 们 便 说 五 满足 ©, с. c. CRPE). 设 
В" 表示 由 所 有 同 态 à: B — 2 = (0, 1) 所 组 
成 的 拓扑 空间 , 其 开 基 为 Ula) = {h]ACa) = 
1)Ca € В), B* 为 Baire 空间 于是, Martin 
公理 《Martin's axiom) (MA) 为 : 设 了 为 满足 
о c. c. 的 Boole: ЖН а < 2"， 则 “个 稠密 开 
集 的 交集 在 B* 中 是 稠密 的 . 因为 如 果 Х,а, 
b, MU {Al EA Са,) = h (D) 在 B* 中 是 稠密 
的 并 且 是 开 的 , 故 MA 意味 着 存在 一 个 4e B*, 
它 保持 中 任 给 的 ela<2”) 个 方程 .如 果 2 一 
ws 则 MA 不 过 化 归 为 B* 的 Baire 性 质 . 但 是 ， 
如 果 >w M с. с. 这 个 假设 是 必要 的 , 因 
为 有 一 个 B, CWE e c.c. 且 使 得 B* 包含 m 
个 稠密 开 集 而 其 交集 为 空 集 . G) CR. М. Solovay 
和 S. Tennenbaum [42]) ZF 的 相 容 性 蕴涵 
ZFC, МА 和 2* > o, 的 相 容 性 。 Gi) (D. A. 
Martin 和 R. M. Solovay [31]) 由 ZFC, MA 和 
2*2 c, 可 以 推出 以 下 命题 (a) Ya 一 2“"(2“ 
= 2"), Vit, 2° = 2%; (b) Lebesgue 测度 为 
零 的 集合 的 第 一 范畴 集合 ,其 全 体 对 任何 Ü < 
2* 而 言 都 是 a 可 加 性 的 .〈c) 实数 的 每 个 召集 
合 都 是 Lebesgue 可 测 的 并 且 具 有 Baire 性 质 . 

4. Souslin (Rik (SH): FAAEA Ж 
性 的 有 序 完备 集合 ， 如 果 无 端点 上 且 至 多 含有 名 
个 不 相交 区 间 , 则 它 和 实数 连续 统 是 序 同 构 的 . 
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G) CT. J. Jech, S. Tennenbaum) 由 ZF 的 相 容 
性 可 推出 (a) ZFC, TSH 和 GCH AYIA HELL 
及 (b) ZFC, TSH # 2° > o, 的 相 容 性 。 Gi) 
CR. Jensen 【26]) 由 ZF 的 相 容 性 可 推出 ZFC， 
SH KI 2^ = o, 的 相 容 性 . Gii) (Solovay-Tennen- 
baum [42]) 由 ZFC, MA 和 2*> e, 可 推出 
SH, (v) (R. Jensen [26]) НУ = L 可 推出 
SH., 
5. 可 测 的 基数 和 实 值 可 测 的 基数 ， 设 基数 
< > o。 如 果 有 测度 и; Ble) 一 {0，1}， 它 满 
Ж (а)и(к) = 1,(b)Vy < Cur} = 004% 
(суш (®,=„4А„) = ,capx《(4,)， 则 称 基数 “为 可 
测 的 《measurable); MRA н: CK) 一 0, 11, 
EME Са), Cb) fü Сс) 且 不 可 测 ， 则 称 * 为 实 
值 可 测 的 Creal-valued measurable)， 设 MC(RMC) 
表示 可 测 基数 ( 实 值 可 测 基数 ) 是 存在 的 ，(i) 
(S. Ulam [44]) 由 满足 kC4) = 1 和 Yr€4 
(x) = 0) 的 可 加 性 测度 n: BCA) 一 
[0, 1] 的 存在 可 推出 RMC 或 MC; 由 RMC 可 
推出 : 定义 在 PCO, 1]) 上 的 Lebesgue 测度 
均 可 以 推广 ; 每 个 实 值 可 测 基数 均 <2 并 且 为 
BRAKA. Gi) 每 个 可 测 基数 是 强 ( 超 7 
不 可 到 达 的 并 且 (а) 对 序数 上 的 任何 中公 式 
F(a), 均 有 SaF(a) — За < о,Р(а); (b) 对 
TE] TI 公式 Fla) 和 最 小 的 可 测 的 上 4， 均 
有 SaF(a) 一 3c < pF la) (有 关 可 测 基数 和 
o, 的 序数 性 大 小 已 获得 许多 结果 )。 Gii) (R. 
Solovay [41]) ZFC 和 MC 的 相 容 性 等 价 于 
ZFC 和 КМС fE PE, (iv) (Martin 和 Solovay 
[31D ZFC, КМС 和 MA RAMAW. G) 
(Lévy 和 Solovay [30]) 由 ZFC 和 MC 的 相 容 
性 可 推出 ZFC, MC, МА 和 2° > 由 的 相 容 性 。 
(vi) (Solovay) 由 ZFC RI MC 可 推出 实数 的 每 
个 到 集合 都 是 Lebesgue 可 测 的 。Cvii) (Martin, 
Solovay) 由 ZFC, MC, MA 和 >а 可 推 
出 实数 的 每 个 Xi 集合 是 Lebesgue 可 测 的 并 且 
具有 Baire PEMA. vii) (J. H. Silver [38]) 由 
ZFC 和 MC 的 相 容 性 可 推 得 ZFC 和 MC 以 及 
定理 “实数 的 《Lebesgue) 不 可 测 A 集合 是 存在 
的 ”的 相 容 性 。 
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Gödel # [Ж Godel number 法 nombre de Gö- 
dl 4& G6delzahl {А число Гёделя 日 分 一 
3v 1 К. Godd (1D 为 了 证 明 下 述 的 不 
完备 性 定理 ， 作 了 以 下 的 考虑 (一 [Gadal 数 的 


#1). 

给 定 一 个 形式 系统 S, 设 把 它 的 基本 符号 、 
项 ,公式 以 及 形式 证 明 (以 下 为 方便 起 网， 把 它 
们 总 称 为 © 的 “成 分 ”) 分 别 按照 规则 е 而 对 应 
于 不 同 的 自然 数 、 并 且 须 满足 以 下 两 个 条 件 : 
《1) 给 定 6 的 成 分 C 后 ,我 们 可 以 在 有 限 步 内 
计算 出 对 应 的 自然 数 g《C); (2) 给 定 任 一 自 
然 数 >， 可 通过 有 限 过 程 而 决定 是 否 有 © 的 成 
分 和 它 对 应 ; 此 外 , 当 存在 这 样 的 对 应 成 分 时 、 
可 以 在 有 限 步骤 内 实际 指出 这 个 成 分 

如 果 对 于 系统 S 已 给 出 了 上 述 这 样 的 规 
则 g， 则 根据 这 一 规则 对 应 于 6 的 成 分 C 的 自 
然 数 CC) 便 称 为 C 的 《关于 8 的 ) Gödel Ж 
(Gödel number), 

[Godel 数 的 例 】 (1) Has, e, Өй 
基本 符号 ,我 们 把 它们 分 别 对 应 于 不 同 的 奇数 
os Ф777 В б) = qo £C) = 4777. 

(2) 设 6 的 成 分 F 是 由 S 的 其 他 成 分 Fee 
Fis tts Fa 借助 于 与 特有 的 某 种 操作 所 构成 
《为 方便 起 见 ,这 个 可 写 为 F = (Fo Fis sees 
Fa), 如果 每 个 F, 均 对 应 于 自然 数 CF), W 
我 们 便 记 

gCF) = (CFO,gCFDs iC 
XH Cao, ao, а) 表示 数 pops cop GE 
中 pi 为 第 i 十 1 个 素数 ). 例 如， 假定 S 含 有 
基本 符号 0, =, vj ( 变 元 ) 和 一 (否定 )， 它们 
的 Godel HHAH 7, 9, 11% 和 13。 因 为 公 
式 一 (0 = z) ДАТ CT, (0, = v» 
的 形式 , 所 以 , ERY Godel 数 便 是 《13,《7, 9， 
14>), 更 详细 的 情况 可 参阅 111, [2], [3]. 

借助 于 Gadel 数 ， 有关 5 的 元 数学 + 命题 便 
可 以 看 作 数 论 命题 .这 个 方法 称 为 元 数学 的 算 
Ait Carithmetization), 因此 ， 如 果 e 是 把 含 
有 数论 的 理论 在 古典 谓词 演算 上 加 以 形式 化 而 
得 的 系统 , 则 在 S 的 公式 中 ,有 一 些 公式 可 以 被 
解释 为 有 关 © 本 身 的 元 数学 命题 . Gadel 在 其 
中 发 现 了 一 个 闭 公 式 4， 该 公式 可 以 被 解释 成 
表示 其 本 身 的 不 可 证 明 性 。 他 证 明了 ， 虽 然 在 
给 定 的 解释 下 4 了 是 成 立 的 ， 但 是 ,4 或 A fE 
S 中 均 不 可 证 ， 这 个 结果 称 为 Göd 不 完备 性 
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定理 (incompleteness theorem), 算术 化 的 方法 
在 数理 逻辑 和 数学 基础 中 是 极为 重要 的 、 极 为 
有 用 的 .一般 递 归 函 数 的 Godel 数 的 概念 便 是 
它 的 应 用 之 一 《一 递归 函数 ). 
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递归 函数 (FH recursive function 法 fonction 
récursive Ë rekursive Funktion “Á рекурсивная 
функция 日 ЯЙ БИЖ] 定义 域 ' 和 值 域 ' 均 
为 自然 数 集 (0, 1, 2, 7). 的 函数 称 为 数论 
函数 (arithmetic function), 当初 D. Hilbert 
(1926) 和 К. Godd ([1]) 所 考虑 的 递归 函 
数 ,现在 称 为 原始 递归 函数 (primitive recursive 
function) (Hi S. C. Kleene ([2]) 命名 ), E 
是 数论 函数 的 一 种 。 Godel 使 用 原始 递归 函数 
而 成 功 地 把 元 数学 算术 化 这 个 有 效 方法 引入 数 
学 基础 ?中 .。 根据 原始 递归 函数 可 把 元 数学 中 
某 些 具体 的 有 限 过 程 作 数 论 的 表示 .于 是 ,自然 
引起 以 下 问题 一 般 地 ,有 限 过 程 是 什么 ? 换 句 
话说 ,我 们 应 当 如 何 刻 划 一 个 “能 行 可 计算 的 ” 
数论 函数 或 如 何 提供 一 个 计算 它 的 算法 ? Godel 
(1934) 通过 引进 关于 函数 计算 法 的 形式 系统 
而 定义 所 谓 一 般 递归 函数 〈 这 个 方法 是 由 上 
Herbrand 暗示 的 )。 JAK, Kleene 改进 了 这 个 
定义 并 且 发 展 了 一 般 递 归 函数 的 理论 〈《[2]). 
此 外 ,为 了 同样 目的 ，A. Church 和 Kleene 
(1933—1935) MA 记号 定义 了 可 定义 函数 
的 概念 (Church [4]), E. L. Post # A. M. 
Turing 则 引进 Turing 机 器 而 定义 可 计算 函数 
HOES С Turing H). 但 是 , 后 来 证 明 这 些 
《独立 地 并 且 几 乎 同时 引入 的 概念 ) 都 和 一 般 递 
归 函 数 是 等 价 的 。 因 此 ， 现 在 人 们 往往 把 这 些 
函数 简称 为 递归 函数 。 这 里 ， 我 们 不 按 原来 定 
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义 的 方式 CHerband-Gédel-Kleene 的 定义 ), 而 


引进 所 谓 模式 (schema) 作为 原始 递 轨 函数 概 
念 的 自然 推广 来 定义 一 般 递归 函数 . 我 们 用 字 


BE z, y, 2, n, ot 表示 以 自然 数 域 为 变 域 
WEL. 

【原始 递归 函数 】 

今 考 察 以 下 五 个 定义 模式 : 

(D фб) = (х +1) 

(П) eG. 274 

Са 为 给 定 的 自然 数 ) 
(Ш) ф(х, ttt x.) = zx, Cl Sia) 


(IV) eG, tts tn) = 6055 71 12; 
Cr 
(V) 90,2, 7 x) = Cary 12» 
ay x15 "t r.) = Xp rs xis 
"rt deii t tuta). 

这 里 , 当 ” 一 1 时 , oC ) 意 指 一 个 确定 的 自然 
数 ， 如 果 一 个 函数 可 以 从 (1), (и), СШ) 型 的 
函数 出 发 ,有 限 次 运用 (IV),(V》 两 运算 而 得 
到 ， 则 称 这 个 函数 为 原始 递归 函数 《primitive 
recursive function)。 给 定 函数 piset Фи, 则 可 
DU dus. 而 把 上 述 定义 相对 化 《relativi- 
zation) 如 下 : 如 果 一 个 函数 可 从 is Ф 
以 及 CD, CD, (ш) 型 函数 出 发 ,有 限 次 运用 
(IV),《V) 两 运算 而 得 到 , 则 称 函 数 ? 为 原始 递 
归于 (primitive recursive in) ° 5, du 0. 

如 果 函 数 pr, +++, x). UI 0,1 为 值 并 
且 满 足 条 件 

PCz x) P Cais tt n) = 0, 
则 称 函 数 Gra tn). DER! РО", z.) 
的 表示 函数 (representing function), 如 果 谓 词 
PYAAR Ф 为 原始 递归 的 ， 则 称 P 为 原始 
递归 谓词 (primitive recursive predicate), 14 F 
为 原始 函数 和 原始 递归 谓词 的 若干 例子 : a 十 
b, a+b, a^, al, min (a, b), max (a, b), |а— 
b|, a=b, a < b, alb Ca ЖЕ Б), Pr Ca) (a 为 
KW, a (第 i + 1 个 素数 , 82. 3.02. 
(a), C а 0, W Са), 为 = 的 唯一 因子 分 解 
ARRAT p im Æ a = 0, 则 (a), = 0), 

每 当 我 们 给 出 一 个 概念 或 一 条 定理 时 , 我 


们 总 是 把 含 于 其 中 的 谓词 (如 果 存在 的 话 ) 代 以 
它 的 表示 函数 。 对 有 限 个 函数 dots bs 和 谓 
F 0,,---, 0.0, m 20, 1 + m > 0), 进行 
“运算 ”8 的 结果 所 得 的 函数 或 谓词 OCh 
Ф Q7 8%)， 如 果 它 原始 递归 于 hoto 
9... 则 称 运算 O 是 原始 递归 的 . 由 公式 
9, x, 2) =D Q (zo ro 


ja 
定义 的 函数 中 是 原始 递归 于 少 的 。 故 在 这 种 意 
义 之 下 ， 有 限 和 У) 是 原始 递归 算 子 。 类 似 


yon 


地 。 以 下 运算 都 是 原始 递归 算 子 : ARRIJ, 


逻辑 联结 词 一 , V ,和 人， 一 (一 符号 逻辑 )， 分 别 
情形 定义 (definition by cases), 有 界 量词 (bounded 
quantifier) 3 ууа, Му, 以 及 有 界 p 算 子 
(bounded jp-operator) ру, <, 等 等 。 其 中 pyy <, 可 
定义 如 下 : WR y HY < z B R Сх, у) 
立 ， 则 必 y<sR Cx, у) 就 是 满足 条 件 的 最 小 的 
у, 否则, py, R (z, y) = xz。 以 下 运算 也 是 原 
始 递归 的 : 
[1 x.) 
= Ky Bs Fay rn)s tn) 

其 中 ,外 Gy; mss te) = [D pese, ЭЩ 


izy 
Ф STER ABT bo: 由 的 运算 
而 得 到 时 ， 则 称 函 数 9 为 一 致 〈uniformly) 原 
始 递归 于 加，,……, 四 的 。 

本 节 中 所 有 提 到 的 结果 几乎 都 是 由 Godel 
(1) 849. К. Péter (1934), R. Robinson (1947) 
及 其 他 人 曾 对 原始 递归 函数 作 过 进一步 的 研 
究 . TER: 可 用 二 重 递归 式 定义 的 函数 未 必 是 
原始 递归 的 《W. Ackermann), Péter (1935, 
1936) 详细 研究 了 一 般 地 可 用 多 重 递归 式 而 定 
义 的 函数 《[8]). $ 

【一 般 递归 函数 〗 当 把 原始 递归 函数 ' 推 
广 来 定义 一 般 递归 函数 时 使 用 了 下 面 的 上 算 子 
(u-operator), 对 于 自然 数 域 上 的 谓词 RO), 
HH у HERG) M. кук Су) 便 指使 R(y) 成 
立 的 最 小 的 y, BM, pyR(y) 无 定义 。 一 般 说 
来 ;函数 py Consi tas y) = 0) 不 必 对 一 
BDAY ms toxa 都 有 定义 ; WE. RR 


уо ВНЕ ВАНИ, BAPE 
用 下 述 新 的 模式 ， 则 所 得 的 函数 称 为 一 般 递 归 
函数 (generai recursive function) 或 简称 递归 函数 
(recursive function), 新 模式 为 : 对 于 一 切 给 定 
的 函数 由 , 当 
а) Way Nn By Gas xy) = 0) 
成 立时 ,容许 使 用 下 列 模式 : 

(VD eG, te) = py CP ns 

х„›у) = 0) 

因此 ， 根 据 定 义 、 原 始 递归 函数 都 是 一 般 递归 
的 . 一 个 其 表示 函数 为 一 般 递归 函数 的 谓词 称 
为 一 般 递归 谓词 (general recursive predicate), E 
文 对 原始 递归 函数 所 氢 述 的 关于 相对 化 等 事实 
也 可 推广 到 一 般 递 归 函 数 的 情况 . 

Kleene 的 范式 定理 (Kleene's normal form 
theorem), 

对 于 每 个 "”， 我 们 可 构造 一 个 特定 的 原始 
递归 谓词 T.C, xs n у) 和 一 个 原始 递 
归 函 数 U(y) , 使 得 任 给 一 般 递 归 函 数 

Gi tata) 

均 能 找到 一 个 自然 数 。, 使 得 
G) Ve co VsSayT Ces nsi tas у), 
(3) ф(х," ix) =U CyT alestis х„,у)). 
这 时 , 我 们 称 。 递归 地 定义 (define recursively) 
ps 或。 为 递归 函数 P 的 Gödel 数 (Сәда? 
number), iE du, "и CICA V) 为 任 给 的 函 
XC. 我们 可 以 把 Kleene 的 范式 定理 就 下 相对 化 
如 下 : de n, 我 们 可 构造 一 个 特定 的 谓词 
78(z， ri …，xzw》)， 该 谓词 是 原始 递归 于 更 
的 ,使 得 任 给 一 个 一 般 递 归于 更 的 函数 p, 均 可 
找到 一 个 自然 数 ,使 得 
(4 Мх Мх, ЗуТ Ce xis tas yo 
Срб" sxa) = ОСиуТ (ez o tox у) 
Жї, UG) 是 Kleene 的 范式 定理 中 提 到 的 原 
始 递归 函数 ， 这 时 ,我 们 称 。 递归 于 q 而 定义 
q, HU e IMU EIP Hy Gödel 数 . 特别 地 , 当 
9 为 一 致 一 般 递归 于 更 时 ,从 于 到 9 的 Gödel £ 
e 可 以 求 出 ,而 与 罗 无 关 CASI K bh 
中 的 变 元 个 数 有 关 )。 

JU. WS 为 把 包含 自然 数理 论 的 一 个 理 


递归 函数 2 
论 在 古典 谓词 逻辑 ' 中 加 以 形式 化 的 形式 系统 '. 
dn 5 中 存在 一 个 公式 PC san) Cn, 777 
а, 为 不 同 的 变 元 ， 此 外 P 别 无 其 他 自由 变 元 ') 
使 得 下 列 的 D, ü) R MURR RG Bia PG, 
x.) 在 S 中 是 可 判定 的 《decidable): 

i) 对 任意 的 自然 数 z, es z. WAR 
РОХ, X) I OPOE X5 

i 对 任意 的 自然 数 m. za 

Pr taxa) PCM XD. 

这 里 ,符号 一 表示 在 5 中 可 证 ， 兰 ,……, X, 是 
EUR xs s x fE S 中 的 形式 表示 .如 果 S 
为 相 容 的 系统 ， 使 得 任何 原始 递归 谓词 在 S 中 
都 是 可 判定 的 并 且 谓词 BA《〈 即 对 任何 公式 4 

26 Pfa Gus tas y) ЖЇН y HACK 
X.) 的 一 个 证 明 的 Godel 数 ) 是 原始 递归 的 , 则 
P fE S 中 可 判定 的 充分 必要 条 件 为 : P 是 一般 
递归 谓词 (A。Mostowski，1947).。 

把 一 般 递归 函数 考虑 作为 能 行 可 计算 函数 
(effectively computable function) 的 定义 ,这 个 主 
张 称 为 Church 论题 (Church's thesis), 实际 
上 ,能 行 可 计算 函数 是 尚 无 精确 定义 的 概念 ,所 
以 ,这 个 论题 是 不 能 证 明 的 ， 但 是 ,由 上 述 的 事 
实 ,根据 种 种 理由 ， 可 以 相信 它 是 对 的 .所 以 ， 
任何 对 其 值 有 一 个 计算 过 程 或 算法 《algorithm) 
的 那些 函数 都 可 以 认为 是 一 般 递 归 的 .利用 这 
一 结果 ,许多 判定 问题 已 得 到 否定 的 解答 (一 判 
定 问题 )、 此 外 ,从 这 个 观点 出 发 ， 人 们 便 对 传 
统 的 描述 集合 论 重 新 进行 了 研究 ， 并 且 可 以 用 
一 般 递 归 函 数 来 阐明 在 半 直 觉 主义 数学 中 所 
使 用 的 能 行 性 概念 (一 解析 集 )。 

【递归 可 枚 举 集 】 可 由 一 般 递归 函数 9 来 
枚 举 的 集合 (00,90), (容许 重复 ) 称 
为 递归 可 枚 举 集 (recursively enumerable set), Zi 
集 也 算 作 是 递归 可 枚 举 的 。 在 这 个 定义 中 ， 一 
般 递 归 ” 字 样 可 用 “原始 递归 ”代替 (J. В. Rosser 
1936)。 一 个 自然 数 的 集合 E 是 递归 可 枚 举 的 ， 
当 且 仅 当 存在 一 个 原始 递归 谓词 RC, у), E 
得 x€ E e 3yR(z, y) (Kleene [2D. 

如 果 谓 词 x€ E 是 一 般 递归 的 ， 则 称 集合 
ЕХ Ж (recursive set), ЖАС = {х|3у 
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TG, x, у)} 是 递归 可 枚 举 的 ,但 不 是 递归 的 集 
合 ,而 且 ， 它 有 以 下 值得 注意 的 性 质 ， 对 每 个 
递归 可 枚 举 集 E ,都 有 一 个 原始 递归 函数 9, 使 
得 <€ ES ф(ху)єС, 在 这 个 意义 之 下 ， 对 于 
递归 可 枚 举 集 的 族 !+ 而 言 , 上 述 集合 C 是 完备 的 
(complete), 由 R. M. Friedberg (1957) 和 A. 
A. Muenik (1956—1958) 同时 否定 地 解决 了 
Post 提出 的 问题 ， 即 递归 可 枚 举 的 但 不 是 递归 
的 集合 是 否 都 具有 同样 的 (递归 ) 不 可 解 度 '? 
一 个 递归 可 枚 举 集 E 是 一 般 递 归 的 ， 当 且 仅 当 
存在 一 个 一 般 递归 谓词 R(x,y) 使 得 x&E e 
ByR(x,y) (Kleene [5], Post [6]), 

【部 分 递归 函数 】 如 果 一 个 函数 Gas, 
x) 未 必 对 所 有 的 sors 都 有 定义 , 则 称 函 
数 9 为 部 分 函数 〈partial function), 对 于 两 个 
部 分 函数 Gs z.) 和 XG, xn) 而 
PES Фон, n) XQ x) ЖЇН: 着 
函数 Plasts n) 和 ХО x) 之 一 对 
х 有 定义 , 则 另 一 个 也 有 定义 ,并 且 它们 
的 值 相 等 。 对 任意 给 定 的 自然 数 。, 一 般 说 来 ， 
(xb sxa) = UGayT, Ces +s te y) X 
= U(nyTZ Ce 3i, xy)))》 是 一 个 部 分 函 
数 。 我 们 称 这 样 的 函数 是 部 分 递归 的 〈partial 
recursive) (或 (一 致 地 ) 部 分 递归 于 下 的 ), 并 且 
说 自然 数 ¢ 把 部 分 函数 (一致 地 ) 递 归 ( 于 v) 
地 定义 了 ,或 者 说 。 为 部 分 递归 函数 中 的 (从 更 
出 发 的 ) Godel 数 . 当 自然 数 。 29 gas ох) 
的 Gödel 数 (或 从 于 出 发 的 ?的 Godel SO 时 ， 
Plais ste) 也 常 写 为 

{e}Cx + sta) Rte} Gs к), 
如 果 谓 词 RGus: +s z. у) 是 一 般 递归 的 , 则 
nyRGs toz y) 为 部 分 递归 的 。 所 以 ，{z} 
Catt tote) 为 变 元 z 和 zo: x。 的 部 分 递 
JAA. 

关于 部 分 递归 函数 ，Kleee 所 得 到 的 两 条 
Em Сз) 最 为 有 用 。 (С) 对 于 任意 的 两 个 
自然 数 m，x， 可 以 求 得 一 个 原始 递归 函数 
S32(z,y，"……，ym)。 使 得 对 任何 自然 数 。<， 有 

ОСЕТИН) 

= {SECs Ym) оса), 


(2) 对 任何 部 分 递归 函数 OG, xs» ла) 而 
言 , 可 求 得 一 自然 数 。, 使 得 

Хез) = Фетус), 

部 分 递归 函数 的 概念 首先 出 现在 Church 
和 Kleene 的 关于 可 构造 序数 ?的 理论 中 (1936). 
部 分 递归 函数 既 可 以 作为 Herbrand-Gódel-Klee- 
ne 的 一 般 递 娄 函 数 的 定义 的 自然 推广 来 定义 。 
也 可 以 作为 从 (D, (Ш), (ш) 给 定 的 函数 出 
发 ,有 限 次 应 用 公式 GV),CV) Al СУП) (在 这 
几 个 模式 中 ,用 来 定义 9 的 = 应 当 换 成 = ) 所 
得 的 函数 来 定义 . 

【递归 函数 向 数论 泛 函 的 推广 】 Ba, 
а 都 是 单 变 元 的 数论 函数 ， 如 果 Pista) 
为 一 致 递归 于 om,… ,om 的 (部 分 ) 函 数 , M| P 
RY Gödel $ e 可 与 ay, ---, а, 无 关 地 求 得 ,并 
He Gay rs z.) 可 表 为 UCpyTs om (е, 
xut Xas у). МЕ, а, 77,0, 看 作 以 全 
体 单 变 元 数论 函数 的 集合 МУ 为 变 域 的 变 元 ,并 
CA 
xp az)))。 则 函数 Plas 0, 5x》 
称 为 递归 的 (部 分 ) 泛 函 ,这 样 , 便 可 以 发 展 含 两 
种 类 型 变 元 的 递归 函数 的 理论 . 

为 了 推广 递归 函数 的 概念 ，Kleene 引入 并 
研究 了 含有 任意 有限) 多 种 类 型 的 变 元 的 递归 
函数 ([10, 111). 自然 数 称 为 0 型 的 个 体 Cob- 
ject of type 0), ЕН j 型 的 个 体 到 自然 数 的 单 变 
元 函数 是 了 + 1 型 的 个 体 Cobjects of type j+ 1). 
我 们 用 e, #, vig +++ 或 al, al, al, 等 等 
表示 以 全 体 i 型 个 体 集 为 变 域 的 变 元 。 考 察 以 
有 限 个 这 种 类 型 的 变 元 为 自 变 元 而 取 自然 数 为 
值 的 泛 函 (简称 为 函数 )， 如 果 一 个 函数 中 可 根 
据 有 限 次 应 用 以 下 公式 0) — СУШ) 而 得 到 , 则 , 
称 该 函数 为 原始 递归 函数 ,这 里 “为 0 型 变 元 ， 
b 为 有 限 个 变 元 的 组 《可 能 为 空 的 )， 这 些 变 元 
互相 不 同 且 与 公式 中 的 其 他 变 元 也 不 同 , 而 H> 
x 为 所 指出 的 变 元 的 已 知 函数 . (ID pla, b) = 
a’; GD ФО) = q (q 为 一 自然 数 ); СШ) pla, 
b) = а; QV) pC) = ф Qt Cb), b); (V) e (О, 
b) = ФО), ф(а',Б) = X(a.pCa,b), b); (VD 
pla) = pla) (a, 为 一 个 变 元 序列 ， 在 % 中 改 


变 两 个 同型 变 元 的 顺序 便 得 到 a); СУП) ple’, 
а, b) = а (a); (VIII) oo, b) = œ (4a/7?X 
(e, a7, b)) Cal 系 指 把 X 看 作 变 元 一 的 
ra). 

对 每 个 函数 pla), 均 相应 于 其 导入 方式 而 
指定 一 个 称 为 指标 (index) WARK CERE 
述 的 Godel 数 有 同样 的 作用 )， 我 们 把 具有 指 
tee 的 函数 p (а) 写 为 le) (а). MRAM 
Pa) 可 由 有 限 多 次 应 用 公式 (D 一 (VIIX 但 在 
GV) 一 (VD fa (УШ) rau ==) 及 ах) 
q (a, b, €) = {a} (b, c)〈 其 中 ，e 为 有 限 多 个 
任意 类 型 的 变 元 的 序列 ) 而 得 到 , 则 称 函 数 pCo) 
为 部 分 递归 函数 . 在 特殊 情况 下 ， 如 果 pla) 
对 于 a 的 一 切 值 都 有 定义 ， 则 pC) 称 为 一 般 
递归 函数 .这 些 概念 也 可 以 就 任何 给 定 的 函数 
而 进行 相对 化 ， 注 意 ,在 变 元 的 型 <1 的 情形 ， 
目前 意义 下 的 原始 递归 函数 ,部 分 递归 函数 (从 
而 一 般 递归 函数 》 都 等 价 于 以 前 通常 意义 之 下 
的 (通过 相对 化 引入 的 相应 概念 。 以 下 定理 是 
重要 的 : 设 "为 a 的 最 大 类 型 数 ， 则 可 求 出 两 
个 原始 递归 谓词 M,N, 使 得 
{e}(a) = w € VET M Ce as 871,7, 

r>2, 
ө ЗЕТУ Cea, w, E71, 177), 
r>2 
如 用 (IX')g(a) == их (Ca, z) = 0) 以 代替 
《IX)， 则 所 得 的 每 个 函数 都 是 部 分 递归 的 .但 
E, 具有 型 > 2 的 变 元 的 部 分 递归 函数 未 必 都 
能 够 从 应 用 公式 а)—(уш) 和 GX) 而 得 
ЕА 

【序数 的 递归 函数 】 竹内 和 外史 (1960) 对 于 
从 序数 的 一 段 到 序数 的 函数 引进 了 原始 递归 性 
的 概念 。 利 用 这 个 概念 ， 他 在 序数 理论 中 构造 
了 集合 论 的 一 个 模型 。 关 于 序数 的 递归 函数 的 
HEA, А. Lévy, M. Machover, PA RSEFAL 
MERZ, S. Kripke 等 人 也 都 有 所 研究 . 

序数 的 递归 函数 的 早期 研究 只 讨论 有 关 无 
穷 基数 的 函数 。 例 如 ， 竹 内 外 史 曾 经 考察 过 以 
固定 的 无 穷 基数 к 为 定义 域 和 值 域 的 函数 ， 并 
且 用 类 似 于 上 述 〈D 一 (VD 的 模式 而 定义 了 
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«BARR. 后 来 Kripke 发 现 上 为 基数 这 
个 假定 是 不 必要 的 ,从 而 ,引入 了 容许 序数 《ad- 
misible ordinal) 的 概念 。 容许 序数 上 具有 构造 
该 演算 时 所 要 求 的 闭合 性 质 ,并 且 每 当 a, p< x 
和 8 = (Са) 可 计算 时 , 8 = 10а) BEE 
段 以 下 可 计算 的 。 给 定 一 容许 序数 <, 正如 一 
般 递归 性 那样 ， 我 们 可 用 各 种 等 价 方式 来 定义 
< 递归 性 (recursiveness), 例如 ,用 模式 , 用 方 
程 演算 以 及 用 两 种 量词 形式 的 可 定义 性 等 等 ， 
一 般 递归 函数 的 大 多 数 基本 性 质 〈 例 如 ， 范 式 
定理 ,参数 化 定理 ， 枚 举 定理 等 ) 对 * 递归 函数 
也 是 成 立 的 。 不可解 度 和 递归 可 枚 举 度 的 概念 
也 可 以 推广 ， 相 应 地 建立 «不 可 解 度 和 « 递归 
可 枚 举 度 的 概念 。 这 些 性 质 的 细致 结 构 是 当前 
努力 研究 的 目标 . 

每 个 无 穷 基数 都 是 容许 的 。 最 小 的 容许 序 
数 为 w， 其 次 为 Church 和 Kleene 的 序数 wy 
即 第 一 个 非 可 构造 序数 . 事实 上 ,对 每 个 ">1， 
第 一 个 不 可 表示 为 AL 谓词 的 序 型 的 序数 是 容 
许 的 (一 谱系 理论 )。 对 每 个 无 穷 序数 “而 言 ， 
都 有 к ДИНГЕ к УРН. Platek 在 更 
广泛 的 基础 上 研究 递归 理论 ， 他 所 讨论 的 函数 
不 是 定义 在 序数 自 上 的 ,而 是 定义 在 集合 上 的 ， 
并 引进 了 容许 集 的 概念 ， 即 在 其 上 能 够 很 方便 
地 发 展 递归 理论 的 集合 .一 个 容许 集 是 某 个 曙 
集合 论 的 一 个 可 传 6 模型 ,而 序数 * 为 容许 的 ， 
当 且 仅 当 存 在 一 个 容许 集 A, I AND, = к, 
这 里 , 0, 为 所 有 序数 的 类 . 当前 的 发 展 表明 , 广 
义 递归 理论 与 无 穷 逻 辑 有 着 密切 的 关系 (一 
(14—191). 


[5] [1] K. Godel, Über formal unentscheidba- 
re Sätze der Principia Mathematica und verwandter 
System 1, Monatsh. Math. Phy, 38 (1931), 173— 
198; [2] S- С. Kleene, General recursive functions 
of natural numbers, Math. Ann., 112 (1936), 727— 
742, [3] S. С. Kleene, On notation for ordinal num- 
bers, J. Symbolic Logic, 3 (1938), 150—155: [4] 
A. Church, The calculi of lambda-coaversion, Ann. 
Math. Studies, Princeton Univ. Press, 1941; [5] 5. С. 
Kleene, Recursive Predicates and quantifiers, Trans. 
Amer. Math. Soc. 83 (1943), 41—73; [6] Е. L. 
Post, Recurively enumerable sets of positive integers 


зо ”可 构造 序数 


and their decision problems, Bull. Amer. Math. Soc., 
50 (1944), 284—316; [7] S. C. Kleene, Introduc- 
tion to metamathematics, van Nostrand, 1952; [8] R. 
Péter, Rekursive Funktionen, Akademischer Verlag-, 
1951: [9] A. А. Марков (A. A. Markov), Теория 
алгорифмов, Труды Mar. Инст. mw. Стеклова по. 42 
(1954); [10] S. С. Kleene, Recursive functionals and 
quantifiers of finite types 1, Trans. Amer. Math. Soc., 
91 (1959), 1—52; [11] S. C. Kleene, Recursive func- 
Чопан and quantifiers of finite types H, Trans. Amer. 
Math. Soc., 108 (1963), 106—142: [12] H. Hermes, 
Enumerability, decidability, computability, Springer, 
1965: [13] Н. Rogers, Theory of recursive functions 
and effective computability, McGraw-Hill, 1967; [14] 
J. Barwise, Infinitary logic and admissible sets, J. Sym- 
bolic Logic, 34 (1969), 226—252; [15] R. B. Jen- 
sen-C, Karp, Primitive recursive set functions, Proc. 
Symposia in Pure Math., XII (1971), 143—176; [16] 
S. Kripke, Transfinite recursions on admissible ordinals, 
J. Symbolic Logic, 29 (1964), 161—102: [17] M. 
Machover, ‘The theory of transfinite recursion, Bull. 
Amer. Math. Soc., 67 (1961), 575—578: [18] G. 
Takeuti (PPJ), A formalization of the theory of 
ordinal numbers, J. Symbolic Logic, 30 (1965), 295— 
317; [19] T. Tugué (Rü Fi), On the partial recue- 
sive functions of ordinal numbers, J. Math. Soc. Japan, 
16 (1964), 1—31. 


可 构造 序数 (36 constructive ordinal 法 nombre 
ordinal constructif £ konstruktive Ordinalzahl 
ff конструктивное порядковое Н 构成 的 顺序 
"WO 为 了 把 递归 函数 * 的 理论 推广 到 超 限 序 
He’, A. Church 和 S. C. Kleene 考察 了 能 行 
可 达 序数 的 集合 ， 并 且 定 义 了 可 构造 序数 的 概 
Ф 11). 以 后 ， 经 过 Kleene, W. Markwald, 
C. Spector 等 人 的 卓越 研究 ,其 理论 获得 显著 的 
成 功 ([2, 3, 4, 5])。 可 构造 序数 本 来 是 作为 
利用 “记号 ”的 形式 系统 的 “表达 式 ” 而 定义 
的 ,但 是 ,我 们 可 以 对 它 利 用 Godel 数 ' 而 得 到 算 
术 化 系统 ,从 而 对 于 每 个 序数 ,可 以 不 用 形式 的 
表达 式 而 用 自然 数 来 表示 。 以 下 所 述 主要 是 通 
常 的 至 多 为 第 二 数 类 的 可 构造 序数 . 

我 们 把 满足 以 下 条 件 Па) 和 (ID 的 自然 数 
的 集合 称 为 序数 的 记 法 系统 (system of notation 
for ordinal numbers), 而 把 可 用 属于 一 个 记 法 系 
统 的 自然 数 来 表示 的 序数 称 为 可 构造 序数 (con- 
(D 任何 一 个 自然 


structive ordinal numbers), 


数 都 不 表示 两 个 不 同 的 序数 。 GD 存在 如 下 
定义 的 三 个 部 分 递归 函数 'K(x), РО) OG, 
п): G) 对 任何 表示 XX 的 自然 数 x， 当 X 为 零 、 
TULF RC 或 极限 序数 + 时, K(x) 分 别 取 值 0， 
1, 2; Gi) 当 X 为 序数 Y 的 直接 后 继 序 数 时 ， 
对 表示 X 的 任何 自然 数 x 而 言 ，P(x) 表示 Y; 
Cii) 当 X 为 极限 序数 时 ， 对 表示 XX 的 任何 自然 
Ex REP ARM MS, OG ЖҮ, 
而 {Y。} 为 一 个 递增 的 序数 序列 ， 使 得 X = 
lim Y.. 

在 序数 的 记号 系统 中 ， 最 有 用 和 坟 方 便 的 
是 称 为 5; 的 这 个 系统 。 设 no 为 以 ”为 变 元 的 
原始 递归 函数 ,其 定义 为 : 0o = 1, (十 1)o = 
2"。 用 以 下 的 归纳 定义 引入 系统 S, 的 基本 概 
Z a € O 和 基本 关系 a<ob:; (1) 16 O; (2) 如 
R y€0, WJ2'€ O 并且 y<o2”; (3) MRA 
然 数 序列 y.) 具有 性 质 : WHT л, y. €0 和 
yo Yaris ЖЖ y 为 这 样 的 Godel 数 ， 它 把 
y» 作为 no 的 函数 而 递归 地 定义 ( 即 y, = {у} 
(то) (一 递归 函数 ))， 则 3 5° 60 并 且 对 每 
个 mm 有 加 一 o3 + 575 (4) 3} x y, z€ O, ШЖ 
x<oy ЖН yos, W| z<<oz; (5) 仅 当 由 (1) 一 
CO 推 得 时 , 才 有 2€ O, a<od, 

现在 ,为 简单 起 见 ,我 们 把 《a<o6)V (am 
b) fj GR o<ob, WF 5;, 以 下 性 质 成 立 : C1) 
如 果 a<ob, W| ó = 1; (2) 如 果 a<ob, H| a, 
b€ O; (3) 如 果 a<o2”, HJ а<оу; (4) 如 果 
a<o3+ 5%, WARM л, 使 得 а<оу,, 这 里 
y. 09; (5) MR a€ 0, ll 1502, (6) 
如 果 a € О, 则 对 任何 满足 aC0) = a üVnCo(n) 
vd — a(n+ 1)<oo(n)) 的 数论 函数 ' a 而 言 ， 
Xyfi К, 8 o() = 15,0) WHET а, (0 < 
оа); (8) MR c € O, a & oc 并 且 ^or, WJ 
a<ob а = b Ў Ь< 0а. 

O 的 每 个 元 素 " 都 可 依 下 法 而 表示 (repre- 
seat) 一 个 序数 a|; |1| =0; 对 于 y€0, W 
1291 = [yl +15 913-5760 R y,=ly) (no) 
则 13 + 5>] = lim Yal. Be HOMIE, W 


当 аар it EA La] <l]; 反之 ,对 每 个 a< 


15], 均 有 一 数 a, 使 得 |а| = «ЗЕН eoo. IR 
此 , BA {ala<ob} 为 关于 <o 的 良 序 集 * 并 且 
它 的 序 型 为 |8| .对 0 的 每 个 元 素 «而 言 均 大 
于 lal 的 最 小 的 数 5 与 最 小 的 不 可 构造 的 序数 
(Church 和 Kleene 用 о, 表示 它 ) 是 相同 的 . 存 
在 一 个 关于 <o RAF S, 的 子 系统 , 它 对 每 个 
可 构造 序数 « 均 具 有 一 个 唯一 的 记 法 notation) 
CBO 的 唯一 元 素 )。 对 这 样 的 于 系统 ， 我 们 可 
以 取 为 m Eé K, 使 得 K 为 0 上 的 递归 的 ' Ж 
Җ (S. Feferman 和 Spector, R. O. Gandy) (一 
WARR). 

KRG, y) 为 关于 自然 数 的 谓词 。 对 任何 
自然 数 *, у, 我 们 用 z<,y 表示 RG y) WIL. 
我 们 只 考察 关于 集合 D, = (z|ay(RGz, y)V 
RCy,*))} 而 言 <, 为 线性 有 序 ' 的 情况 ， 如果 
Dr 为 关于 和 的 良 序 集 , 则 我 们 用 IR] ARE 
的 序 型 。(1) 对 每 个 (可 构造 序数 a < о, fF 
在 一 个 一 般 递归 + (更 严格 地 说 , 原始 递归 ') 谓 
ia] R (84 |R] = а CMarkwald, Spector, Kleene 
BID. 0) 反之 , WRRABRA Wiad CAR, 
及 可 为 一 般 递归 的 )， 则 |R|<e, (Markwald, 
Spector), 下 列 各 定理 是 可 构造 序数 理论 中 效 
果 最 显著 的 定理 ， 这 些 定理 完全 证 实 了 Kleene 
的 解析 谱系 + 概念 的 正确 性 . (3) 集合 2 以 及 谓 
词 a<ob Е Ш 的 (一 谱系 理论 )， 也 就 是 说 ， 
对 0 而 言 , 存在 一 个 原始 递归 谓词 RCa,z,a), 
使 得 a € O <= Va3xR (a, x, a) (Kleene [3]. 
GD) 对 每 个 序数 a < ow 而 言 ,集合 Calo > lal) 
都 是 超 算术 集 (Spector). (5) O 为 П ATE FEE 
合 , MAEA I KE E, 存在 一 个 原始 递归 函 
Rep, lb a € E ө pCa) € O(Kleene [3]). 因 
此 ,0 不 是 于 集合 (一 谱系 理论 ).。 

给 定 一 元 (数论 ?谓词 或 给 定 一 个 自然 数 集 
& 0, 我 们 可 以 把 可 构造 序数 的 概念 关于 8 而 
相对 化 +。 我 们 用 of 表示 关于 9 的 最 小 的 不 可 
构造 序数 。 记 法 系统 S, 的 基本 概念 a。€ O 和 关 
系 4 二 ob 关于 8 而 相对 化 后 分 别 表示 为 a € 0% 
和 4a<o05。 于 是 ,前 一 段 的 结果 便 可 以 关于 
而 相对 化 了 。 例 如 , 3) 的 相对 化 的 结果 便 是 : 
存在 一 个 关于 2 一 致 的 + 原始 递归 谓词 R? (a, 


rior MEE 
x, a), 8 a € 0° e Vo3sR?(a, x, a), dn 
2 为 超 算术 的 ， 则 关于 2 而 相对 化 并 不 会 带 来 
扩充 , 即 of = o, 是 成 立 的 《Spector), 但 是 当 
KF O 而 进行 相对 化 * 时 , 则 可 以 获得 它 的 真正 
的 扩充 《ow < 00), 如 果 继续 进行 这 种 推广 ,我 
们 便 得 到 一 个 ( 超 限 的 ) 序 列 0,0%,0%","…. 另 
一 方面 ,我 们 可 以 把 可 构造 序数 的 概念 不 限于 
第 二 数 类 而 向 更 高 的 任意 数 类 进行 推广 事实 
上 , Church 和 Kleene, H. C. Wang, D. L. 
Kreider 和 H. Rogers, Jr, H. Putnam, KF 
子 和 竹内 外 史 等 人 都 进行 了 一 些 推广 工作 . 但 
是 ， 这 些 推广 并 没有 象 对 第 二 数 关 的 序数 那样 
获得 很 多 的 结果 . 


(8) [1] A. Church-s. C. Kleene, Formal defini- 
tions in the theory of ordinal numbers, Fund. Math., 
28 (1937), 11—21; [2] 5. C. Kleene, On notation for 
ordinal numbers, J. Symbolic Logic, 3 (1938), 
150—155; [3] S. C. Kleene, On the forms of the 
predicates in the theory of constructive ordinals H, 
Amer. J. Math., 77 (1955), 405—428; [4] W. Mark- 
wald, Zur Theorie der konstruktiven Wohlordnungen, 
Math. Ann., 127 (1954), 135—149; [5] С. Spector, 
Recursive well-orderings, J. Symbolic Logic, 20 (1955), 
151—163, 


判定 问题 [HK decision problem Ж probléme 
de décision 8 Entscheidungsproblem 44 проб- 
лема разрешимости A 决定 问题 ] 假设 我 们 
给 定 一 个 集合 5 和 关于 S 中 的 元 素 x, 的 命题 
PCr,。…，xs)， 则 我 们 有 一 个 了 的 永 真性 问题 
C Problem der Allgemeingaltigkeit), ОК — 
个 通用 的 算法 (有 限 过 程 ) 用 以 判定 . PCx,,*…*， 
x) 是 否 对 5 ФШ n olg Gus c z.) 为 
真 的 问题 。 求 一 个 通用 算法 (有 限 过 程 ) 用 以 判 
Ж P(x1,… х„) 是 否 对 5 中 适当 的 ”元 向 量 
Ga z.) 为 真 的 问题 , 称 为 了 的 可 满足 性 问 
BACH Problem der Erfallbarkeit)。 这 两 个 问题 
合 称 关 于 该 命题 的 判定 问题 . 这 两 个 问题 是 对 
偶 的 ， 如 果 一 命题 的 永 真 (可 满足 ) 性 问题 得 到 
了 肯定 解答 ， 那 末 该 命题 的 否定 命题 的 可 满足 
《 永 真 ) 性 问题 便 得 到 否定 解答 ， 

如 果 使 用 Gadel 数 ， 那 末 具 有 可 数 多 个 生 
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成 元 的 自由 半 群 ' 可 以 等 同 于 自然 数 的 集合 N 
的 子 集 (Godel 数 )。 而 对 于 一 个 具有 可 数 多 
个 符号 的 形式 系统 +5, 其 表示 的 全 体 是 由 S 中 
的 符号 所 产生 的 自由 半 群 的 子 集 , 因 此 , 它 也 可 
以 等 同 于 МР. 

一 般 地 , ms NGR N x N x --- x N) 
的 子 集 M 的 表示 函数 + 是 一 般 递 归 的 (一 递归 函 
BO, 则 子 集 M 也 称 为 一般) 递归 的 《〈(general) 
recursive), 使 用 递归 函数 的 概念 后 , 判定 问题 
可 如 下 严格 地 定义 : 当 我 们 能 够 实际 得 出 一 个 
把 M 的 表示 函数 作为 一 般 递 归 函 数 而 定义 的 过 
程 时 , 便 说 M 的 判定 问题 被 肯定 地 解决 ,如 果 能 
够 证 明 M 不 是 递归 的 ， 则 M 的 判定 问题 被 否定 
地 解决 (即使 证 明 M 是 递归 的 ,并 不 意味 着 M 的 
判定 问题 已 肯定 地 解决 ). 

给 出 S 中 的 某 个 公式 ' 集 合 4, 令 (4) 为 
相应 于 4 的 元 素 的 所 有 Сода RANMA, A’ 为 
在 S 中 可 由 4 推出 的 所 有 公式 的 集合 , 再 令 
TÉ) = 6047). ШЖ rCA) 的 判定 问题 是 肯 
定 (和 否定 ?地 解决 的 ， 则 说 公式 集合 4 的 判定 问 
题 是 肯定 (否定 ) 地 解决 的 。 

如 再 改进 这 些 概念 ， 我 们 便 得 到 (递归 ) 不 
可 解 度 〈degree of (recursive) unsolvability) 的 
概念 ， 设 4 和 B 为 N 的 于 集 . “4 BAT BA 
B 递归 于 4”( 一 递归 函数 ) 的 关系 是 自 反 的 、 
对 称 的 、 可 传 的 。 因 此 ,这 个 关系 将 N 中 所 有 子 
集 的 集合 分 为 不 相交 的 非 空 等 价 类 . 如 果 , 4 
和 8B 属于 同一 个 等 价 类 ， 则 定义 4 与 有 相同 
的 不 可 解 度 . 因此， 可 以 用 等 价 类 来 确定 不 可 
解 度 ， 递 归 集合 的 不 可 解 度 为 0. 

设 4 的 度数 为 wa，B 的 度数 为 6, 如果 “4 
递归 于 в”, 则 定义 关系 a 和 b. BR, 对 任何 
度数 d RUT 0<4, 度数 的 这 种 半 序 集合 
构成 上 半 格 7. 

迄今 就 判定 问题 而 研究 过 的 形式 系统 大 多 
为 一 阶 谓词 演算 'L' 和 L! 上 的 形式 系统 .我 们 
现在 列 出 一 些 重要 的 结果 . 

G) 关于 L' 的 结果 . 对 于 以 下 形状 的 公式 
集合 ,其 判定 问题 已 否定 地 解决 。 这 里 假定 不 
出 现 函 数 符号 ,并 且 假定 4 为 不 含 v,3 或 自白 


个 体 变 元 * 的 公式 . 
C1) L RAIRA AR (A. Church, А. M. 
Turing), 
(2) ar3r 3x, Vy Wyre Wy dl 
CT. Skolem), 
(3) 3u3rn3rVy Vy :: Vy,3zll 
(K. Gödel), 
(4) 33x Vy Vy Vy, Bell (L. Kalmár), 
(5) Эх,3х,УуЗ:1Э=,-::Э:,1 (J. Pepis), 
(6) Vx3yV zu Bur - -3u,H 
(W. Ackermann), 
(7) 3x3x3xVyl 或 3x3rVy3zl 
(J. Surányi), 
(8) ExVy, V yide deg 或 Vr3yVs3u BN 
(Surányi). 
对 以 下 各 种 形状 的 公式 集合 ， 其 判定 问题 
已 肯定 地 解决 ， 此 处 仍 假定 不 出 现 函 数 符号 而 
对 4 的 规定 同上 . 
(D 所 有 只 含 一 元 谓词 的 公式 
(L. Lówenheim, Skolem, Н. Behmann), 
Q2) Vx Vx Vx 
(P. Bernays, M. Schónfinkel, Ackermann), 
(3) Vx Vx, Vx, yy; Sy, 
(Bernays, Schónfinkel, Ackermann), 
(4) Vx Vx; +++ Vx,3y3y Ve Ve Weyl 
(Gódel, Kalmar, K. Schütte), 
Gi) 关于 L' 上 的 形式 系统 的 结果 .以 下 都 
假定 不 出 现 函 数 变 元 +， 但 常 谓词 , 常 函 数 和 个 
体 常数 是 可 以 出 现 的 。 形式 系统 ® 的 判定 问 
题 是 指 对 3 上 所 有 闭 公式 (一 符号 逻辑 ) ЮЖ 
合 的 判定 问题 . 
关于 有 关 形式 系统 判定 问题 绝 大 多 数 都 是 
否定 地 解决 的 。 例 如 ,有 关 自 然 数理 论 有 理 整 
数理 论 、 初 等 群 . 环 、 域 , 格 理论 以 及 公理 集合 论 
等 的 形式 系统 《A. Tarski FA). 但 是 ， 初 等 
Abel 群 论 的 形式 系统 的 判定 问题 却 肯定 地 解决 
T (W. Szmiclew)。 
有 关 形 式 系统 的 部 分 公式 系统 的 判定 问 
题 ,我 们 知道 得 很 少 ,但 下 列 两 情形 例外 : 
G) 形式 系统 中 形 如 Vx Vz: Мх, 的 


公式 集合 的 判定 问题 (一 自由 群 ); 

(2) Hilbert 型 问题 : 形式 系统 中 形 如 
Inr Brn Ce = s) 的 公式 集合 的 判定 问题 . 
特别 是 , 在 自然 数理 论 的 形式 系统 中 的 Hilbert 
型 问题 被 称 为 Hilbert 第 十 问题 〈 一 Hilbert). 
也 就 是 说 ,是 否 存在 一 个 通用 算法 ,用 以 在 有 限 
次 步 又 中 判定 一 个 不 定 方程 ?是 否 有 整数 解 . 

这 个 判定 问题 曾经 被 M. Davis, H. Put- 
nam, J. Robinson 等 人 研究 过 ， 最 后 Ю. B. 
Матиясевич 证 明了 每 个 递归 可 枚 举 关系 都 是 
Diophantine 的 《[91)， 从 而 使 它 得 到 否定 的 解 
决 (一 个 关系 RCm…，mi) 称 为 Diophantine 
的 ， 假 如 有 一 个 整 系数 多 项 式 PG. c xs 
dist ук) 使 得 RO, ту) 成 立 , 当 且 仅 
当 方程 Pm mi syisa Y = 0 A yo 
es y 具有 自然 数 解 ). 

此 外 ,对 二 阶 谓词 演算 'L”、 直觉 主义 逻辑 " 
等 也 进行 了 一 些 研究 ([1, 2D. 
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computability, 


解析 集 [Ж analytic set 
4k analytische Menge 俄 аналитическое MHO- 
жество 日 解析 集合 ] 解析 集 的 概念 首先 是 由 
N. N. Luzin 和 M. Ja. Souslin 于 1916 年 定 


法 ensemble analytique 


解析 集 зз 


义 的 ， 并 且 用 求 补 和 射影 等 运算 自然 地 推广 到 
射影 集 的 概念 上 《Luzin 1924), 在 这 个 领域 
里 工作 的 包括 Luzin 和 W. Sierpiński 在 内 的 
大 多 数 数学 家 都 是 采用 R. Baire, Ё. Borel, H. 
Lebesgue 等 人 的 所 谓 法 国 经 验 主义 《也 称 为 半 
直觉 主义 ') 的 观点 的 。 如 果 一 个 对 象 可 以 根据 
有 限 的 语句 唯一 地 、 个 别 地 、 无 含混 地 加 以 确 
定 〈 不 管 是 谁 ， 根 据 所 说 的 过 程 都 到 达 同一 个 
结果 )， 则 称 该 对 象 是 能 行 给 定 的 (effectively 
given)。 半 直觉 主义 者 主张 只 有 能 行 给 定 的 对 
象 才 是 数学 上 存在 的 . 他们 又 主张 必需 使 用 选 
择 公理 才能 定义 的 东西 不 是 数学 的 对 象 ， 根 据 
这 个 观点 ,Borel 集 ? 是 “良好 定义 的 "集合 , 古典 
分 析 应 限于 Borel 集 的 范围 内 .由 此 便 引起 以 下 
问题 : 能 否 把 Borel 集 推广 到 更 广泛 的 但 具有 
同样 确实 性 的 集合 的 类 去 呢 ? Lebesgue (1905) 
用 第 二 类 序数 的 全 体 定义 了 一 个 不 属于 任何 
Baire 函数 ' 类 的 函数 (后 来 , 这 个 方法 被 Luzin 
系统 地 发 展 为 第 法 理论 )、 但 是 ,根据 Borel 的 
观点 ,不 能 认为 它 满足 能 行 性 .于 是 ， 我 们 间 : 
能 够 不 用 第 二 类 序数 全 体 而 推广 Borel 集 吗 ? 解 
析 集 的 发 现 对 这 个 要 求 给 了 一 个 肯定 的 回答 . 

在 本 条 中 ,我 们 只 处 理 与 可 分 的 '、 完备 的 * 
度量 空间 ' 相 同 胚 ;的 空间 〈 用 X,Y,*… 表示 》 
REFS. RN N 表示 无 理 数 的 空间 (法 
espace des nombre irrationnels) 《 即 由 无 理 数 全 
体 组 成 的 以 |z 一 y| 为 * 与 y 之 间 的 距离 的 度 
量 空间 )， 就 空间 X 的 于 集 5 m r, FWA 
i)—iv) 是 互相 等 价 的 : i) 5 为 多 的 连续 映 象 ; 
ii) 5 为 X 中 Borel RAEI; їн) 5 为 乘积 
空间 XX 兄 中 的 闭 集 的 射影 ; iv) $ 29 x x X rh 
Borel 集合 的 射影 。 我 们 把 满足 这 些 性 质 之 一 
的 集合 称 为 (X HAY) 解析 集 Canalytic ser) 或 
А Ж Gk ensemble (А)), 解析 集 的 补 集 称 为 
补 解析 集 (法 ensemble complémentaire analytique 
Ж complementary analytic set 或 co-analytic set) 
或 CA 集 ( 法 ensemble (CAD), 

[A 运算 与 第 法 】 如 果 自 然 数 的 每 个 有 限 
序列 Ст. s т) 均 对 应 着 集合 族 下 中 的 唯 
一 的 元 素 Ems +++, ть), 则 这 个 对 应 (EC, 


34 解析 集 


t0). KORE F BUSES Souslin RR 
CX schema of Souslin 法 schime de Suslin) 或 
Souslin Ж (Ж system of Souslin 法 système 
determinant d'ensembles), 1—9 {л,} 表示 
自然 数 的 无 穷 序列 , 则 由 U ALICE) 
所 给 出 的 集合 称 为 Souslin 系统 的 核 (法 noyau), 
而 由 Souslin 系统 构造 其 核 的 运算 称 为 A 运算 
(法 opération (А)), 

设 Q 为 0 与 1 之 间 的 一 切 有 理 数 的 集合 
而 为 集合 族 。 我 们 把 以 Q 为 下 标 集 的 属 
于 的 集合 的 族 (Chee 称 为 (或 者 从 几何 上 
看 , 当 z 为 空间 X 的 子 集 的 族 时 ,把 X x Ой 


FIC = U CX) 称 为 ) 由 中 的 集合 组 


«а 
成 的 第 《法 crible), 设 用 (r) 表示 由 @ 的 


元 素 组 成 的 (严格 ) 单 调 递减 序列 ， 我 们 把 集合 
П U с, ( 即 关 于 有 理 数 的 大 小 次 序 <, 使 


wD k 
得 C= (r|G, r) € C) 不 是 良 序 的 那些 x 的 
SRE) ЖН C 获 得 的 集合 或 由 C 获 得 的 第 
集 ( 法 ensemble criblé), 如 果 集 合 族 F 关 于 可 数 
相交 是 闭 的 ， 亦 即 如 果 集 合 族 下 的 可 数 个 元 的 
交集 永 属于 ， 则 由 中 的 集合 所 组 成 的 第 而 
得 到 的 一 切 集 合 的 族 和 由 下 应 用 A 运算 而 得 到 
的 一 切 集合 的 族 是 相同 的 。 特别 是 , AF ARIA 
定 空间 中 的 闭 集 全 体 时 ( 当 X 为 实数 空间 时 ,可 
取 不 为 闭 区 间 全 体 ), 则 上 述 集合 族 为 解析 集 全 
体 的 集合 族 。 如 果 不 用 有 理 数 全 体 的 集合 Q 
而 用 实数 空间 R, 便 可 以 更 一 般 地 定义 第 和 得 
ж. 

【解析 集 的 性 质 】 显然 ， 根 据 解析 集 的 定 
义 , 每 个 Borel 集 ' 都 是 解析 集 。 如 果 Borel Ж 
是 不 可 数 的 ， 则 除 至 多 可 数 个 点 外 ， 它 是 哎 
的 一 一 对 应 的 连续 映 象 。 集合 的 解析 性 对 可 
数 并 集 、. 可 数 交 集 、 可 数 Cartesian RR CH 
积 )、A 运 算 以 及 Bord 可 测 ! 变换 而 言 ,都 是 不 
变 的 ， 一 个 不 可 数 的 解析 集 必 包含 一 个 完备 于 
Ж (Souslin), 因此 ,一 个 解析 集 的 基数 或 者 
至 多 为 可 数 的 , 或 者 为 连续 统 的 基数 。 每 个 解 


析 集 都 具有 Bare HA’, RE Euclid 空间 中 、 
每 个 解析 集 都 是 Lebesgue 可 测 的 ? 《Luzin, Sicr- 
Pifski), 如 果 Euclid 平面 上 的 集合 是 解析 
的 《 补 解析 的 )， 则 TCE) 也 是 解析 的 《 补 解析 
B), XE, T(E) 是 使 得 E 的 平行 于 y 轴 的 截 
面 EY 具 有 正 测度 的 一 切 x 的 集合 ( 近 蔷 基 吉 - 
HAZ). 每 个 解析 集 以 及 补 解析 集 三 都 能 
BRAN, 个 互 不 相交 的 Borel 集合 的 和 ， 这 种 
分 解 称 为 把 巨 分 解 为 组 成 成 分 (法 coustituante)。 
使 得 一 个 解析 集 ( 补 解析 集 ) 为 Bord 集 的 充分 
必要 条 件 是 : 它 可 分 解 为 可 数 多 个 成 分 (Luziny 
Sierpitski). 在 上 共有 连续 统 基数 的 空间 中 ,存在 非 
Bord 集 的 解析 集 。 例如 ， 在 解析 空间 "中 , BD 
在 区 闻 [0, 1] .上 连续 函数 全 体 的 空间 C ([0, 
1]) 中 《一 函数 空间 )， 可 微 函数 全 体 的 集合 是 
补 解析 集 但 不 是 Borel Ж (S. Mazurkiewicz), 

以 下 的 一 系列 定理 在 解析 集合 论 中 是 特别 
重要 的 。 Luzin 的 第 一 分 离 定理 (Luzin’s first 
principle) ; 对 每 对 不 相交 的 解析 集合 A Aa, {р 
在 一 个 Bord 集 В, 使 得 ACB 并 且 BN di = 
Ф. 作为 这 个 定理 的 直接 推论 是 Souslin 定理 : 
如 果 4 与 X 一 4 是 解析 集 , 则 4 为 Borel Ж, Lu- 
zin 的 第 二 分 离 定 理 《Luzin’s second principle); 
对 每 一 对 解析 集 4 和 B， 痢 存在 补 解析 集 C 和 
D, 使 得 4 一 BCC,B 一 4CD 并 且 CND= 
Ф. Bord 集合 的 一 一 的 连续 映 象 是 Borel Ж 
(Souslin), 更 一 般 地 ,对 于 给 定 的 在 Borel 4 B 
上 定义 的 名 可 测 函 数 刀 使 得 其 逆 象 P'O) 为 单 
一 的 那些 点 y 所 组 成 的 集合 ACC OB) REALE 
HIE (Luzin 的 单一 性 定理 (Luzin's unicity theo- 
rem))。 在 这 条 定理 中 , 可 以 用 “F, 集 ” 代 
替 “ 单 一 性 ”《V. Ја. Arsenin, 功力 金 二 郎 )。 因 
此 ,就 Borel 集 的 连续 象 而 言 ,如 果 每 点 的 逆 象 
都 为 F。 集 , 则 该 连续 象 必 是 Bore 4, 

【到 射影 集 的 推广 】 空间 X 中 的 n 级 射影 
集 《projective set of class n) 可 归纳 地 定义 如 下 : 
G) Borel 集 是 0 级 射影 集 ; Gi) 2n + 1 级 射影 
ЖЖ 2n 级 射影 集 的 连续 象 ; Gi) 2n 级 射影 集 
是 2n 一 1 级 射影 集 的 补 集 - 

1 级 射影 集 实际 上 是 解析 集 而 2 级 射影 集 


实际 上 是 补 和 解析 集 ， 射 影集 是 解析 集 的 自然 推 
J”. 下 面 是 射影 集 的 重要 性 质 ， 如 果 我 们 用 了。 
表示 = 级 射影 集 全 体 的 集合 , 则 (1) Luc L, a, 
H С Lua C= l, 257513 О)” 
级 射影 集 这 个 性 质 ,对 于 可 数 次 并 、 可 数 次 交 、 
可 数 次 Cartesian 乘积 以 及 同 构 而 言 ,是 不 变 的 ; 
(3) 2n + 1 级 射影 集 的 连续 的 象 也 是 2л + 1 
级 射影 集 ; (4) X x 了 中 的 2n + 1 级 射影 集 
向 X 的 射影 是 X 的 2n 十 1 级 的 射影 集 : (5) 在 
空间 X 中 21+ 1 级 射影 集 全 体 所 成 的 集合 族 
与 XXX( 或 X x 90 中 一 切 2m 级 射影 集 的 
射影 全 体 的 集合 族 是 相同 的 ; (6) Sim 六 0， 
2 时 , 只 由 ”级 射影 集 构成 的 Souslin 系统 的 核 
仍 是 = 级 射影 集 . 

我 们 常常 把 22 —1 级 射影 集 称 为 P, 集 , 把 
2n 级 射影 集 称 为 C. #. 3629 P. 和 C。 两 者 的 
ж B, Ж. Prs Cas B, 的 集合 族 也 分 别 用 Pas 
C,, B, 表示。 一 般 地 ， 设 空间 X 中 一 个 集合 
的 族 为 S, RH CS Жн Э-ЖЕ 
的 补 集 X 一 E 所 组 成 的 集合 族 。 在 Luzin 第 一 
分 离 定理 和 第 二 分 离 定理 中 ， 如 果 用 “3 中 集 
&""Sipim CS HMA”, “CF 中 集合 ”分 别 赫 
He RITI”, “Bord 集 "，“ 补 解析 集 "， 所 得 
的 命题 分 别 记 为 SepiS 和 Ѕери5, W) ЅеріС› 和 
SepuC， Z (P. S. Novikov), 如 果 我 们 假定 
有 Godel 的 可 构造 性 公理 ?+“ = L”, WI Sep. 
(C,), ЅериСС,) (n > 3) 也 成 立 (J. W. Addi- 
зоп). 如 假定 在 每 个 射影 集 上 的 对 策 ' 都 是 严 
格 确定 的 , 则 当 HAR RR) Fj, Sepi Pas 
Sepu Р, (SepiC,, SepuC,) HIRI (A. Martin, 
J. W. Addison 和 Y. N. Maschovakis), 

【通用 集 】 在 Ux X 中 的 集合 称 为 X 
中 级 射影 集 的 通用 集 《 法 ensemble universel) 
或 通用 函数 《法 fonction universelle), 是 指 对 X 
中 任意 的 ”级 射影 集 P, 都 有 z € NGE P = 
(z|Gaz)€ U). 关于 通用 集 ， 我 们 有 以 下 结 
果 : 对 每 个 ”> 0， 存 在 一 个 X 中 的 = 级 射影 
集 的 通用 集 , CE N x X 中 也 是 = 级 射影 集 . 
因此 ,在 具有 连续 统 基数 的 空间 中 ,存在 着 * + 
1 级 但 非 * 级 的 射影 集 。 
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【 单 值 化 问题 】 单 值 化 问题 是 在 研究 隐 范 
数 时 产生 的 。 对 于 空间 X x Y 中 的 一 个 集合 
E, E 的 单 值 化 (法 uniformisation) 是 指 求 E 的 
FEV, 使 得 

Vx(3y(G,y) € E) e З1уб(х,у) EV), 
RE, Sty 是 表示 “恰好 存在 一 个 多 ROC". 
— Borel 集 可 以 由 选择 一 个 适当 的 补 解析 集 
而 单 值 化 《Luzin)， 任 何 补 解析 集 可 以 由 某 个 
特定 的 补 和 解析 集 而 单 值 化，P; 集 可 由 某 个 特定 
的 Pi RTIRA GAWE). Iii, Addison, = 
瓶 与 右 卫 门 和 镶 木 六 人 简化 了 以 上 结论 的 证 
明 ,并 且 J.R. Shoenfield 已 得 出 了 更 加 漂亮 的 
ж. 一般 说 来 ， 解 析 集 的 单 值 化 不 能 由 解析 
集 或 补 解析 集 而 求 得 。 有 一 个 猜想 ， 即 任何 一 
个 解析 集 都 可 以 由 А, 集 ( 两 个 解析 集 的 差 ) 而 
单 值 化 ， 但 仍 未 解决 《 配 植 利之 )， 如 果 假设 
V = L, MJ P. (п 2 3) 可 用 某 个 特定 的 P。 
集 而 单 值 化 ; C。 Ж (n 2 2)》 可 用 某 个 特定 的 
Co 集 而 单 值 化 。 另 一 方面 ， 如 果 集合 论 的 公 
理 系统 (例如 ,ZF (一 公理 集合 论 )) 是 相 容 的 ， 
则 我 们 即使 把 以 下 命题 加 进去 ， 它 仍然 是 相 容 
的 : 存在 一 个 C; 集 ， 它 不 可 能 根据 在 系统 中 
某 个 特定 的 可 定义 的 集合 而 单 值 化 ，〈P. J. 
Cohen, A. Lévy), 

[Kleene 的 谱系 和 能 行 性 概念 】 在 一 般 空 
闻 中 的 射影 集合 论 是 可 以 化 归 为 无 理 数 空间 中 
的 理论 的 。 如 果 我 们 在 一 元 数 论 函数 'a 全 体 
的 集合 NN 中 引进 弱 拓 扑 ', 则 所 得 的 拓扑 空间 
NM 与 无 理 数 空间 是 同 胚 的 。 NY 的 任何 子 
集 B 在 这 个 拓扑 之 下 是 开 且 佬 的 ， 其 充分 必要 
条 件 是 存在 一 个 函数 EC e NY) 和 一 般 递归 + 于 
5 的 谓词 At Ca), 使 得 ce B e» Aa), 此外， 
т, У, Л, 3x (x 在 自然 数 域 上 变化 ) 和 3a 等 
还 辑 运算 实际 上 分 别 对 应 于 补 \ 并 \ 交 、 可 数 并 
与 射影 等 (关于 集合 的 ) 运 算 .。 基于 这 些 事实 ， 
射影 集合 论 可 看 作 Kleene 的 NN 解析 谱系 + 的 
Hit, 这里， 下 例 是 很 值得 注意 的 : 我们 可 以 
构造 一 个 对 无 理 数 空间 中 的 解析 集 ( 即 当 [NN] 
集合 ) 为 通用 集 的 Xi 集合 (一 谱系 理论 )- 

C. Kuratowski 和 A. Tarski 讨论 了 射影 集 
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合 论 与 逻辑 之 间 的 关系 。 另 一 方面 ,就 Borel 等 
人 的 半 直 党 主义 的 观点 而 言 ， 自 然 数 是 本 身 自 
明 的 东西 ,连续 统 也 可 由 几何 直 党 而 直接 掌握 。 
在 他 们 的 理 沦 中 ， 有 理 数 并 不 起 到 特殊 重要 的 
作用 。 他 们 把 无 理 数 集合 作为 先 验 给 定 的 基本 
域 ,而 把 两 端 为 有 理 数 的 区 间作 为 基本 领域 的 
子 集 当中 最 简单 的 "点 集 "， 以 此 作为 他 们 的 理 
论 的 出 发 点 .这 里 ,基本 域 也 好 ,区 间 也 好 ,都 不 
考虑 作为 它 的 元 素 的 集合 (外 延 ), 而 认为 是 “ 均 
ЭШЕ” СОЖ ttendue). 与 此 相反 , 单 点 集 或 个 别 
的 无 理 数 却 不 那么 简单 。 Att, Bord 引进 了 
可 计算 数 (法 nombre calculable) 的 概念 来 研究 
可 定义 的 实数 . 依照 Luzin 的 说 法 ,可 以 说 可 计 
算数 是 一 个 可 构造 的 实数 ， 其 意义 为 可 以 在 任 
何 精确 度 内 作为 算术 近似 《法 approximation. 
arithmétique) 而 给 出 实数 。 现 在 ,这 个 概念 几乎 
等 价 于 A. Church 和 A. M. Turing 给 出 的 能 
行 可 计算 + 实数 的 概念 . 

在 半 直 觉 主义 的 数学 中 ,“ 能 行 " 这 个 概念 
起 着 非常 重要 的 作用 .虽然 这 些 数学 家 在 不 
赞成 接受 选择 公理 + 这 个 最 低 要 求 上 是 一 致 的 
但 是 ， 半 直觉 主义 的 “能 行 ”的 实际 含义 却 因 人 
因 时 而 有 不 同 的 内 容 和 不 同 的 意见 ， 这 种 差异 
主要 由 以 下 问题 引起 的 : 我 们 如 何 说 明 一 个 给 
定 的 实体 是 有 限 的 或 单个 的 ?要 推测 Borel 等 
人 在 使 用 “能 行 的 ”一 语 时 原来 所 持 的 意见 ,一 
个 方法 是 把 “能 行 ” 这 个 术语 换 为 递归 的 ”。 

“能 行 地 给 出 ”一 个 具有 性 质 P 的 个 体 4 是 
一 回 事 ， 而 “能 行 地 证 明 "个 体 4 具有 性 质 忆 又 
是 完全 不 同 的 另 一 回 事 。 如 果 一 条 定理 建立 在 
这 两 者 之 上 , 则 这 条 定理 是 非常 有 价值 的 。 但 
是 、 有 关 二 级 以 上 的 射影 集 的 性 质 还 有 很 多 是 
不 能 能 行 地 证 明 的 .这 就 是 为 什么 Luzin 对 二 阶 
以 上 的 射影 集 持 否定 态度 的 主要 原因 ， 对 于 求 
补 解析 集 的 基数 的 问题 和 证 明 三 阶 以 上 的 射影 
集 的 Lebesgue 可 测 ! 性 的 问题 都 是 非常 困难 的 . 
在 了 一 工 的 但 设 之 下 ， 公 理 集 合 论 的 近代 发 展 
已 给 出 了 以 下 命题 〈K.Gadel，Novikov): Gi) 存 
在 一 个 不 含 任何 完备 子 集 的 不 可 数 补 解析 集 . 
Gi) 存在 一 个 Lebesgue 不 可 测 的 B, Ж. ЖОЛ 


已 经 证 明 G), @ 和 其 他 命题 都 是 独立 于 集合 
论 的 公理 系统 的 (Cohen, R. M. Solovay) (一 公 
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谱系 理论 [HK theory of hierarchies 法 théorie 
d'hiérarchis Ф Theorie der Hierarchien А 
теория мерархии) 日 REMORA) Borel 集 + 
《或 Baire 函数 ') 的 理论 和 射影 集 ' 的 理论 (一 解 
析 集 》 可 认为 是 谱系 理论 《hicrarchy theory) 的 
一 个 例子 .特别 是 ， 我 们 有 这 种 集合 (或 函数 > 
的 “级 "的 概念 ,并 且 当 “级 " 变 得 更 高 时 ,给 出 或 
描述 所 属 的 集合 在 本 质 上 将 变 得 更 加 复杂 . 这 
个 理论 也 称 为 描述 集合 论 (descriptive set theory), 
是 从 所 谓 法 国 经 验 主义 的 观点 来 研究 的 一 个 数 
学 分 支 (一 数学 基础 )， 利 用 递归 函数 ?的 理论 ， 
S. C. Kleene 成 功 地 建立 了 谱系 理论 ， 它 本 质 
上 包含 古典 描述 集合 论 作为 其 极端 情况 〈[4， 
6,7,9]). 8, М. Davis, А. Mostovskii 和 
其 他 人 基于 递归 函数 的 理论 而 研究 谓词 的 谱 
系 , 但 是 ,使 该 理论 成 功 地 发 展 成 几乎 完全 的 形 
式 的 是 Klene, 以 下 讨论 中 用 到 的 记号 和 概 
念 一 递归 函数 。 

因为 集合 或 函数 都 可 用 谓词 来 描述 ， 所 以 
下 面 的 讨论 将 以 谓词 为 中 心 . 设 a,6,…, а, 
4.0, z. )》 为 在 自然 数 集合 W 上 变化 的 
变 元 ,而 c, Bros m. anc Ë, тс WHER 
有 一 元 数论 函数 ' 的 集合 NY 上 变化 的 变 元 . 设 
dus du > 0) 为 任意 给 定 的 数论 函数 . 
如 果 具 有 两 种 类 型 ' 《自然 数 和 数论 函数 ) 变 元 
的 谓词 Pas ass dist an) (m,n 2 0, 
m + n > 0) 能 够 从 一 般 递归 ?于 dios ФМ) 


谓词 出 发 , 经 过 有 限 次 运用 逻辑 符号 : > V, 
A70, az, Vz, ЗЕ, VE 而 得 到 , 则 称 该 谓词 是 
解析 (analytic) F Фа," ФО 22 0) 的 .特别 
是 , 当 P 不 用 函数 量词 35, VE 而 可 表示 时 , RU 
称 它 是 算术 Garithmetical) 于 di, - ,ф Q > 0) 
的 ， 当 1 = 0 时 ,谓词 P 分 别 相应 地 简称 为 解 
析 的 和 算术 的 . 

为 简单 起 见 ， 我 们 考察 ! 一 0 的 情形 ， 而 
НИ а 表示 序列 as + sms ас an). 每 
个 算术 谓词 PCa) 可 先 转化 为 前 束 范式 ,然后 使 
用 以 下 公式 及 其 “对 偶 式 ”(dual form) 而 把 相 
继 的 同一 种 量词 合成 一 个 : 

《1) ах,++-Зх„А(х\,+++›х„), 
e IAC CJs a lEn) 

于 是 它 便 可 以 用 写 在 下 表 (a) 中 的 某 一 形式 来 
表示 : 

axR(a,x), Vx3yR Ca, х,у), 
(a) RC); 

VxR(a, x), 3xVyR(ayx,y), 5, 
这 里 , К 为 一 般 递归 谓词 。 我 们 对 (a) 中 的 每 
一 种 谓词 形式 《或 具有 这 种 形式 的 谓词 全 体 )， 
根据 它 的 量词 个 数 《以 及 最 外 边 的 量词 为 存在 
量词 或 全 称 量词 而 记 为 >} RM. ARRE 
式 臣 和 瓦 来 表示 的 谓词 (或 这 种 谓词 全 体 ) 则 
记 为 人， 一 个 谓词 属于 A 的 充分 必要 条 件 为 
它 是 一 般 递 归 的 (类 似 于 Souslin 定理 '). 

对 于 《> 1， 便 存在 一 个 枚 举 Xi GRO) 
的 谓词 全 体 的 枚 举 调 词 (enumerating predicate), 
Am WF A m=n 一 1 而 言 ,存在 一 个 原 
始 递归 谓词 5Ca,z, a, z, у), 使 得 当 任 意 给 定 
一 个 一 般 递 归 谓词 RCa, а, х, y) 时 , 我 们 恒 有 
一 个 自然 数 1, 使 得 

Vx3yR (a, a, z, y) ө VzayS(a,f,a,z,y) 
《 枚 举 定理 (enumeration theorem)), 在 这 个 定 
理 中 ,我 们 可 以 把 SCa,z,a,z,y) HOS Т? (=, 
а›х,у) (一 递归 函数 )。 对 每 个 4 > 0， 都 存在 
一 个 Xt. GR) 谓词 ， 它 不 可 在 其 对 偶 形 式 
IB, С) 中 来 表示 (因此 ,当然 不 可 能 在 Xt 
和 I1 中 来 表示 ) (谱系 定理 hierarchy theo- 
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rem))。 所 以 ， 上 面 的 表 (а) 便 是 算术 谓词 的 
谱系 分 类 。 这 个 谱系 称 为 算术 谱系 (arithmetical 
hierarchy), WEP k 2 1, MA-TRF XN 
CIR) 的 完备 《complete》 谓 词 即 存在 一 个 仅 具 
有 一 个 变 元 的 BLN) 谓词 ， 使 得 任何 的 XI 
(I) 谓词 都 可 通过 将 它 的 一 个 变 元 代 以 一 个 
适当 的 一 般 递 归 函 数 (或 更 严格 地 , 代 以 一 个 原 
始 递归 函数 ) 来 表示 《完备 形式 定理 (theorem 
on complete form), 当 严 一 0 时， 一 般 递归 于 
X 的 谓词 全 体 和 AL 是 相同 的 (Post 定理 ). 
关于 1 型 变 元 的 量词 ( 即 函数 量词 ?， 我 们 
有 
(2) 3a + Bet, A Cc 5 0m) 
e 3aAQ GG): СОК 
(3) ar4(z) « 3a4(a(0)), 
(4) VxSaA(x a) € Bar Ax ,Ata(2* + 37), 
以 及 它们 的 对 偶 式 对 任何 一 般 递归 谓词 R 而 
言 ,有 一 个 原始 递归 谓词 5, 使 得 
(5) ЗаК(а,а) €» 3a3xSCa(x) 0) 
e» Зу5(у,а) 
以 及 它 的 对 偶 式 成 立 ， 利 用 这 些 事实 ， 我 们 可 
以 把 所 有 解析 谓词 依 表 (b) 的 谓语 形式 而 分 类 : 
Vo3xR(a, a, х), 


SaVB3xR(a a, 8,2), 
(b) 4(а); 
SoVxR(a, 0,2), 


Va3gv xR(a a, 85x), +", 

这 里 , 4 是 算术 谓词 而 R 为 一 般 递 归 谓词 ，(b 
中 出 现 的 每 个 谓词 的 形式 〈 或 可 化 归 为 这 种 形 
式 的 谓词 全 体 ) 同 样 地 可 用 中 ЖП, Ж, 
用 人 表示 兼 为 引 和 及 的 谓词 (的 全 体 ) 这 里 ， 
不 为 关于 1 型 变 元 的 量词 的 个 数 。 WTS, 
m ( > 1), 我 们 有 枚 举 定理 ,谱系 定理 以 及 完 
备 定理 . 表 (b) 所 表示 的 谱系 称 为 解析 谱系 
(analytic hierarchy), 

对 于 【> 0( 即 当 谓词 是 算术 于 或 解析 于 
Фә eed Bt), RITAR dus Фф EXE 
结果 一 致 地 + 相对 化 +。 相应 的 谱系 分 别 表 为 

(урен, nehm), Cr = 0 1). 
设 给 定 一 元 函数 的 集合 сс М”). 这 时 , 我 们 
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可 以 考察 算术 于 和 解析 于 C 中 任意 有 限 多 个 函 
数 的 谓词 的 谱系 .这 种 谱系 分 别称 为 C 算术 谱 
系 《C-arithmetical hierarchy) 或 C 解析 谱系 (C- 
analytic hierarchy), Н. 分 别 表 为 《2 (Cl 
IRECI EE (4EC 1, П [C]. t 8b ES, ЧА 
作为 谓词 (或 集合 )P 的 族 时 ,记号 Zk [C] 表示 
{Р |Рє Xp, E, .--, GEC, 1= 0, 1, 
2, +++}. 这 些 记号 是 J. W. Addison 给 出 的 
(1,2. 关于 集合 的 VY 算术 谱系 和 NY 解析 
谱系 分 别 对 应 于 无 理 数 的 空间 "中 的 有 限 Bore 
集 和 射影 集 ， Addison 把 这 些 谱系 理论 称 为 古 
典 描述 集合 论 (classical descriptive set theory). 
与 此 相对 ， 关 于 集合 的 ( 即 C = DIN) 算术 谱 
系 和 解析 谱系 的 理论 便 称 为 能 行 描述 集合 论 
Ceffective descriptive set theory) 《[1]). 

我 们 现在 仅 限于 考察 关于 自然 数 的 谓词 
Орт = o 的 情况 )。 我 们 如 下 地 定义 谓词 La: 
L (a) @ a = a, Габа) € B3zTh(a, a, x). 
对 每 个 4 > Os Lan Ga) Æ— Zia M 
词 , 它 是 在 Dhan 谓词 中 具有 最 高 级 递归 不 可 解 
度 ! 的 ， 并 且 它 的 不 可 解 度 确实 比 Lla) 来 得 
WE. Db, Leh = 0, 1, 2.777) 决定 了 递归 
不 可 解 度 的 算术 谱系 (arithmetical hierarchy of 
degrees of recursive unsolvability), Kleene 用 可 
构造 序数 的 记 法 + 系统 S (161, 一 可 构造 序数 ) 
而 把 Lx 序 列 推广 如 下 : Ha) @ a= a; 
对 ye OMA, Hy(a) € 3xTPGa a x); 对 
35760 Ж ya = {y} (no) 而 言 Hoo ө 
Hy, (Cao). BAF Hy € O 而 言 , H, 均 有 定义 ， 
则 当 z<oy BY, Н, 的 度 严格 地 大 于 H, MEE. 
如 果 ly| = lz] (ly| 为 用 y 所 表示 的 序数 )， 
MJ H, 和 Н, Ж} б (С. Spector [11]), A 
此 ， 以 可 构造 序数 作 下 标的 不 可 解 度 谱系 是 唯 
一 地 决定 的 。 这 个 谱系 称 为 递归 不 可 解 度 的 超 
算术 谱系 (hyperarithmetical hierarchy of degrees of 
recursive unsolvability). 如 果 一 个 函数 或 一 个 谓词 
APTAS y € O 而 言 是 递归 于 H, 的 , 则 我 们 称 
这 个 函数 或 谓词 是 超 算术 的 《hyperarithmetical). 
这 些 概念 和 以 下 提 到 的 结果 可 以 就 任何 给 定 的 
函数 或 谓词 而 相对 化 . 


使 得 一 个 谓词 为 超 算术 的 必要 (Kicene[617 
和 充分 (Kleenef7 15 条 件 是 它 可 在 Ai 中 表示 出 
ЖС Sous: 定理 的 “能 行 "形式 )。 我 们 用 Hyp 
表示 超 算术 函数 a (Mini PCa, b) ө аба) = 
b, 则 P 为 超 算术 谓词 ) 的 全 体 的 集合 (CN). 
对 于 任意 给 定 的 一 个 算术 谓词 Са, а), Hid 
Beery AG, A) 1% I RE (Kleene [8]). 反 
Z, MEM П, 谓词 P, 可 求 得 一 个 一 般 北 归 
谓词 R, 使 得 P(a)ex3a, us VxR (а, а, х) 
(Spector [121). 就 单 值 化 而 言 ; 对 于 一 个 n i 
ig PCa, b), 我 人 有 Vxs3yP (x, y) Ses ci Vz 
P(x,a(x)) (G. Kreisel, 1962), 设 巨 为 如 下 
定义 的 2 型 个 体 : ШЖ 3x (a(x) = 0) 则 
Ela) 一 0, 否 则 Ela) = 1. 一 个 函数 Plas» 
2,) 是 超 算术 的 , 当 且 仅 当 它 是 一 般 递归 于 巨 的 
《Kleene (91), 超 算术 于 m G > 0) 的 谓词 
25 Al, 谓词 《Kleene [7])， 但 是 ,其 逆 定 理 一 
般 并 不 成 立 CAddison 和 Kleene, 1957), 

Kleene 把 他 的 谱系 理论 推广 ， 他 利用 具有 
任意 型 0, 1, 2，… 的 变 元 的 一 般 递归 函数 
理论 ， 而 对 任意 型 变 元 的 谓词 建立 谱系 理论 
《[9]). 设 a 为 一 列 变 元 ,它们 的 型 < х, А, 
从 一 般 递归 于 给 定 的 函数 dur) GQ 2 0) 
《 简 记 为 更) 的 亩 词 出 发 , 仅 使 用 逻辑 符号 一 , V， 
和 ;一 及 关于 型 < r 的 变 元 的 量词 而 构成 表达 
式 , 则 它 所 表示 的 谓词 PCa') 便 称 为 就 下 而 言 是 
r Bt Corder) 的 谓词 。 特别 是 ,就 了 而 言 为 0 阶 
的 谓词 便 是 一 般 递 归于 殉 的 谓词 。 当 * 1 并 
AW % 0 型 变 元 的 函数 时 ， 则 就 更 而 言 为 1 阶 
或 2 阶 的 谓词 便 是 算术 于 多 或 解析 于 到 的 谓 
词 ,这 两 个 概念 是 一 致 的 . 

类 似 于 上 述 的 (2) 一 (4》 的 定理 及 以 下 的 
基本 定理 是 成 立 的 : 当 r > 2 时 ,对 任意 给 定 的 
一 般 递归 谓词 PCa", r, 87), ADR RA E 
归 谓 词 RO", 27,870 使 得 
(6) IWE PC, £7) 

WES RC gE) 
及 其 对 偶 形式 均 成 立 . 

利用 这 些 定理 ,每 个 > 十 1 (r > 0) Й 

H Pa) 可 表示 为 以 下 表 (c) 中 的 形式 之 一 : 


VIER (a, 87"), 

So’ VE'3E (аот, fr E70), +, 
So VE R(a,o 5"), 

Va'ag' VE Ra o 8,870, >> 
这 里 , в 为 > 阶 谓词 而 R 为 一 般 递 归 谓 词 。 当 
t= r+ lit, Ж Ç) 实际 上 把 一 切 ”十 工 阶 
的 谓词 分 成 谱系 。 也 就 是 说 ， 对 于 〈c) 中 各 种 
形式 的 谓词 ， 我 们 有 枚 举 定理 、 谱 系 定理 和 完 
备 形 定理 (Kleene [9]). 此 外 ，A. Clarke ([3]) 
发 表 了 有 关 一 般 的 谱系 理论 的 详细 报告 . 


€) B (a); 


(5) [1] J. W. Addison, Separation principles 
in the hierarchies of classical and effective descriptive 
set theory, Fund. Math., 46 (1958—1959), 123—135; 
[2] J. W. Addison, Some consequences of the axiom 
‘of constructibility, Fund. Math., 46 (1958—1959), 
337—357; [3] D. A. Clarke, Hierarchies of predicates 
of finite types, Mem. Amer. Math. Soc, 1964; [4] 
S. C. Kleene, Recursive predicates and quantifiers, 
‘Trans, Amer. Math. Soc, 53 (1943), 41—73; [5] 5. 
C. Kleene, Introduction to metamathematics, van Nos- 
trand, 1952; [6] 5. C. Kleene, Arithmetical predicates 
and function quantifiers, Trans. Amer. Math. Soc., 79 
(1955). 312—340; [7] S- C. Kleene, Hierarchies of 
number: theoretic predicates, Bull. Amer. Math. Soc, 
61 (1955), 193—213; [8] S. C. Kleene, Quaatifica- 
tion of number-theoretic functions, Compositio Math., 
14 (1959), 23—40: [9] S. C. Kleene, Recursive func- 
tionals amd quantifiers of finite types Т, Trans. Amer. 
Math. Soc., 91 (1959), 1—52; [10] S. C. Kleene, 
Recursive functionals and quantifiers of finite types H, 
Trans. Amer. Math. Soc., 108 (1963), 106—142; (11) 
C. Spector, Recursive well-orderings, J. Symbolic Logic, 
20 (1955), 151—163: [12] C. Spector, Hyperarith- 
metical quantifiers, Fund. Math., 48 (1959—1960), 
313—320, 


Turing 机 [3 Turing machine 法 machine 
de Turing 4% Turingsche Maschine {А машина 
Туринга 8 *4—7) v 7 BARR 由 于 在 Godel 
的 不 完备 性 定理 * 的 证 明 中 使 用 了 对 元 数学 的 
算术 化 + 的 方法 ,所 以 ,从 Godel 开始 ,许多 数学 
家 都 来 寻求 能 行 可 计算 函数 + 的 数学 表述 ,其 中 
包括 S. C. Kleene, A. Church 等 人 (一 递归 函 
BO. 本 着 同样 的 目的 。A- М. Turing 和 E. 
L. Post 几乎 同时 引进 了 一 种 理想 的 计算 机 ([1， 
2])， 称 为 Turing 机 . 


Turing 机 39 


这 种 Turing 机 能 够 处 在 有 限 个 内 部 状态 
(internal state) 或 机 器 格局 (machine configura- 
tion) gos dics dw 之 一 ， 这 种 状态 对 每 个 机 
器 是 固定 的 ,而 且 , 它 还 备 有 一 条 分 成 许多 方 格 
的 无 限 长 的 带 〈 这 条 带 可 以 按 一 个 方向 或 两 个 
方向 无 限 延 伸 》。 每 个 方 格 或 者 是 空格 或 者 印 
有 预先 规定 的 符号 stits sw 之 一 .在 任何 情 
况 下 ， 印 有 符号 的 方 格 总 是 有 限 多 个 ， 为 了 方 
便 起 见 ,我 们 取 一 个 空 符号 并 且 想 象 在 每 个 
空格 上 都 印 上 了 这 个 空 符号 。 在 每 一 瞬间 ， 机 
器 只 处 于 一 种 状态 并 且 只 在 带 上 注视 一 个 方 格 
《 即 注 视 一 个 包括 s 在 内 的 符号 )。 于 是 , 由 在 
那个 瞬间 印 在 带 上 的 符号 的 有 限 序 列 c, 内 部 
状态 q, 和 被 注视 的 字符 (scanned symbol) s; 组 
成 的 三 元 问 量 G, qi, s) 便 称 为 ( 带 与 机 器 的 ) 
情况 或 完全 格局 .。 (Cape vs. machine) situation, 
complete configuration), 按照 状态 是 4 与 否 而 
区 分 情况 是 被 动 的 《passive》 还 是 主动 的 (ac- 
tve)。 给 定 一 个 主动 的 情况 ， 则 机 器 便 动作 而 
从 一 个 情况 移 到 下 一 个 情况 。 如果 到 达 的 情况 
也 是 主动 的 , 则 机 器 继续 动作 ,直到 最 后 到 达 被 
动情 况 时 为 止 。 我 们 把 最 初 给 定 的 使 机 器 开始 
动作 的 情况 称 为 初始 情况 (initial situation) 或 
输入 (input)， 而 把 机 器 停止 动作 时 的 被 动情 
况 称 为 终结 情况 (terminal situation) 或 输出 
output), 现在 ， 当 情况 从 一 个 主动 情况 1， 
qo 5) 改变 为 下 一 个 情况 《z', gessi) 时, 我们 
用 (дән) > qas 表示 机 器 所 执行 的 原子 动 
作 (atomic act) (其 中 , a = 一 1, 0 或 1), 这 个 
记号 表明 : G) 注视 符号 s, KB я; Gi) H a= 
—1 GR 1) 时 ,注视 的 方 格 左 (或 右 ) 移 一 格 , 4 
s= 0 时 ， 带 不 移动 ; Gü) 内 部 状态 q, 改变 为 
qk。 由 可 能 的 内 部 状态 qC = 0) 和 被 注视 的 
符号 5 组 成 的 对 (qi, 6) 作为 参数 ， 以 形 如 
quasi 的 表达 式 作为 成 分 ,从 而 构成 的 N 行 M + 
1 列 的 矩阵 便 决 定 了 一 个 Turing 9L. 

【用 Turing 机 计算 函数 】 自然 数 y 可 用 
ЖЕҢЕ яй у + 1 个 连续 的 方 格 序列 来 
表示 . BRRR O WAT я, у 的 表示 ， 
一 个 sy: 的 表示 ,一 个 + ЖЛЕ у + nat 5 
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的 符号 序列 来 表示 .一 般 地 ,自然 数 的 严 元 向 量 
Ont. Yo) 可 用 类 似 的 方法 来 表示 ， 当 注视 
的 符号 为 y, 的 表示 中 的 最 末 一 个 时 ,我 们 便 
说 在 带 上 按 标准 位 置 (standard position) Е m 
TAE Os ун) СЯ). Е, Ф я 
TRIAR (n 2 1)， 如 果 对 任意 给 定 的 自然 
BR n ORE n х), 以 下 的 (1) 和 (C2) 
均 成 立 , 则 称 Turing 机 9X HE Ccompute) 了 
p: Q) % 从 以 下 初始 情况 启动 : 在 带 上 印 有 
Gn sts to) 的 表示 ,而 其 余地 方 皆 为 空格 , 且 
Dt 按 标准 位 置 注视 Ga, s+» x2; О) 当 且 
DUS plass ta) 有 定义 且 Gn, tota) =r 
Bj, M 最 终 停 在 终结 情况 ， 这 时 带 上 表示 有 
十 1 元 向 量 Ces tto xs х), 并 且 按 标准 位 
置 注视 . 当 存在 一 个 计算 部 分 函数 ?的 机 器 N 
kj, И ФСЕ Turing 意义 之 下 ) 可 计算 的 
(computable), 众所周知 ， 部 分 函数 是 《在 
Turing 意义 之 下 ) 可 计算 的 , 当 且 仅 当 它 是 部 分 
递归 ' 的 。 

数论 函数 的 可 计算 性 (在 Turing 意义 之 
下 ) 和 它 的 递归 性 的 等 价 是 Church 命题 成 立 的 
有 力 证 明 〈 ~ 递归 函数 )。 我 们 不 仅 可 以 将 
Turing 机 应 用 到 数论 函数 的 计算 上 ,而 且 也 可 以 
将 它 应 用 到 具有 有 限 字母 表 的 任何 语言 中 的 有 
限 字母 序列 的 变换 上 。 当 给 出 有 限 个 (不 同 的 7 
符号 ( 称 为 字母 〈letter)) 时 ， 便 称 给 出 了 字母 
表 (aiphabet)， 字 母 的 有 限 序列 称 为 该 字母 Ж 
上 的 字 〈word)。 我 们 把 有 限 个 成 对 的 字 (4,， 
Bj, (Ans В.) 称 为 字典 《dictionary)。 Ж 
在 ， 如 果 两 个 字 RR 和 Ss 使 用 有 限 多 次 字典 之 后 
便 可 以 彼此 变换 , 则 称 这 两 个 字 是 等 价 的 (equiv- 
alent), 以 下 的 问题 称 为 一般 ) Thue 问题 
CThue's (general) problem); 对 任意 给 定 的 字母 
表 和 字典 ,是 否 存 在 一 种 算法 ' 可 以 判定 两 个 任 
给 定 的 字 是 否 等 价 ”Post 和 A. А. Марков 用 
Turing 机 器 证 明了 这 个 判定 问题 是 不 可 解 的 
(L4, 31) (所谓 半 群 的 字 的 问题 的 否定 解答 ). 

【通用 Turing 机 】 Turing 证 明 , 可 以 构造 
出 具有 下 述 性 质 的 机 器 UD: 如 果 我 们 对 
4 提供 一 条 带 ， 在 带 上 印 有 任意 给 定 的 机 器 M 


的 适当 标准 化 了 的 表 m, WU HER LIWN 
EN 的 活动 中 得 出 的 各 个 情况 ， 因 此 ,如 果 我 
们 观察 4 在 带 上 所 打印 的 , 我 们 就 可 以 知道 吕 
在 它 的 带 上 印 了 什么 样 的 符号 序列 。 te ik 
说 ,4 复制 了 任意 机 器 所 执行 的 运算 .。 这样 的 
HL U у 29388 FB Turing 机 Cuniversal Turing 
我 们 可 以 构造 出 只 有 两 个 内 部 状态 
的 通用 Turing 机 或 只 有 政 个 符号 (包括 空 符号 
五 在 内 ) 的 通用 Turing BL (C. E. Shannon 和 
J. McCarthy [71). 

(Turing 机 的 推广 】 设 dus rs du 为 给 
定 的 函数 ， 它 们 在 所 考察 的 定义 域 上 处 处 都 有 
定义 。 于是， 我们 可 以 将 函数 的 可 计算 性 的 概 
£ (Turing 意义 之 下 ) 与 ，*……, 由 联系 起 来 
《一 递归 函数 )。 事 实 上 ， 我 们 可 以 考察 如 下 工 
作 的 机 器 : 当 机 器 处 于 预先 指定 的 内 部 状态 9w 
HG, 0, qu 为 在 主动 状态 中 预先 指定 的 
个 状态 之 一 ), 则 机 器 将 iO, +++, ys 的 表 
BREDE (Cysts ymx)》 的 右边 ,然后 ,按照 标准 
位 置 注视 所 得 的 mw 十 1 元 向 量 Cys t syn 
dins» ym4))。 在 此 过 程 中 , 写 在 Qs +++, 
yu) 右边 的 符号 a 向 右 推移 ， 使 得 «保持 在 所 
得 的 m4 十 1 元 向 量 的 右边 。 推广 上 述 概念 ， 
Kleene 定义 了 一 种 计算 有 限 型 变 元 的 泛 函 的 机 
器 ([8]). 有 限 型 变 元 的 泛 浮 用 这 种 广义 Turing. 
机 是 可 计算 的 , 当 且 仅 当 它 是 部 分 递归 的 。 


machine), 
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自动 机 法 automaton Ф Au- 
tomaton Ф автомат Я t—-hYbhY)] ËB 
动机 [或 更 确切 地 说 ， 有 限 自 动机 Cfinite auto- 
maton)] 是 一 个 物理 设备 ， 假 定 它 在 每 个 瞬间 
zz = 05 1, 2,…) 均 处 于 有 限 个 内 部 状态 之 
一 ， 并 且 在 同一 时 刻 接收 一 个 从 给 定 的 有 限 集 
中 迄 出 来 的 输入 符号 和 发 送 一 个 仅仅 与 内 部 
状态 有 关 的 输出 符号 ,同时 ,假定 由 当前 的 内 部 
状态 和 接收 进来 的 输入 符号 便 可 决定 下 一 个 状 
Ж. 在 数学 上 ， 输 入 符号 集 U 上 的 自动 机 是 如 
下 组 成 的 四 元 向 量 (S, g, ao F): 内 部 状态 的 
有 限 集 5， 根 据 输入 符号 和 当前 状态 来 决定 下 
一 个 状态 的 函数 8: UX5 一 5， 初 始 状态 a € S 
以 及 终结 状态 的 集合 FCS, 

HU PARA REET 的 子 集 称 为 (VU 上 
的 ) We Cven), 函数 8 可 推广 为 下 列 函 数 
pT x S—S. 

Kes 0 = s; se Sif e 为 的 单位 元 。 

Kau, s) = gus (Crs б) 
x€T, u€T, #65, 

ARE ИЧЕР EO EL u, HJ 
ЕЮ OAU) DARBY (representable), Bll — 
个 事件 E 用 自动 机 A = G gs +o F) 可 表示 ， 
MAIL z€ EB f(x, а) EF, 

关于 一 个 事件 的 可 表示 有 各 种 等 价 说 法 . 
一 种 说 法 是 该 事件 在 下 述 意 义 下 是 正规 的 (S. 
C. Kleene); 考察 对 事件 的 三 个 运算 U, o +. 
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自动 机 ч 
Жї, Е.Е = (zy|z€ E, y€ F), 
E*F = U ЕЕ", 

= 
包含 由 一 个 元 素 组 成 的 单位 集 和 空 集 在 内 的 ， 
并 且 封 闭 于 运算 U, -, * 的 事件 的 最 小 集合 称 
为 正规 集 Cegular set), 属于 正规 集 的 事件 称 

为 正规 事件 〈regular event), 
常常 用 图 1 所 示 的 变换 图 (transition dia- 
gram》 来 表示 自动 机 .圆圈 中 分 号 左边 的 字母 
表示 内 部 状态 ， 分 号 右边 的 字母 表示 该 状态 下 
发 送 的 输出 ,而 附 在 箭 号 旁边 的 字母 表示 输入 - 


mi 变换 图 
作为 自动 机 的 具体 例子 ， 可 举 出 神经 网 络 


和 数字 计算 机 '。 接收 外 界 环境 的 刺激 并 把 它 
们 转化 为 输入 的 设备 称 为 感觉 路 官 〈reccptor7, 
将 输出 传送 给 外 界 环境 的 设备 称 为 运动 器 官 
(effector), 具有 感觉 器 官 和 运动 器 官 的 自动 机 
称 为 机 器 人 (robot), 


(8) [1] C. Е. Shannon-J. McCarthy, Automata 
studies, Ann. of Math. Studies, Princeton Univ. Press, 
1956; [2] Жш, Һу hy Dm, BBY, 9(1959), 
7—12; |3) 863500, ИАН, G RCE 
1958, 


二 、 集 合 论 一 般 拓扑 学 和 范畴 论 


集合 (Ж st 法 ensemble Menge f 
множество Н 集合 ] 【定义 和 记号 】 把 在 
我 们 直观 或 思维 中 的 一 定 范围 内 的 所 有 对 象 ， 
作为 一 个 整体 来 考虑 , 称 之 为 (那些 对 象 的 ) Ж 
合 ， 把 该 范围 内 的 各 个 对 象 称 为 该 集合 的 元 或 
TER (element). 4 a。 是 集合 4 的 元 素 时 , 称 为 
“属于 (bdong) 4, 或 < 被 4 包含 或 4 包含 
(contain) a, IGS se 4 或 42a 表示 之 
它 的 否定 用 ака 或 ANa 表示 之 (也 有 用 
асл 或 43a 表示 的 )。 完全 不 含 元 素 的 集合 
(BUX FE 3E e а, MA aE4 的 集合 A) 称 
ABR (empty ser)， 通 常用 记号 表示 之 . Ж 
于 集合 A,B, MMT AWCKSE RE B, 而 
属于 3 的 元 素 也 全 属于 4 时 ， 则 认为 4 = B. 
当 集 合 4 的 元 素 是 a,5, c，…… 时 , 写 做 A= 
{a,56,c，"…*}， 称 集合 ARH Жа, b,c, 
… 组 成 的 。 由 具有 性 质 C(x) 的 对 象 = 组 成 
的 集合 表示 为 {x1C(x)} 或 (z; C(x)} 9. Ж 
的 书籍 也 写 做 E[C (x)]。 例如 (а) 是 仅 由 一 
个 元 素 “ 组 成 的 集合 , Ч ab 时 , (a, 2} 
由 二 元 素 a, Р. 当 集合 4 由 有 限 个 
元 素 组 成 时 , 4 称 为 有 限 集 finite set), 当 4 包 
含 无 限 个 元 素 时 ，4 称 为 无 限 集 (infiniteset). 
在 集合 A,B 之 间 ， 当 4 的 元 素 全 属于 B 
时 , 称 4 是 的 子 集 (subset), AH BAAR 
BU BAD (contain) 4。 此 时 , 记 做 ACB 或 
BDA., CHTEL AGB 或 BYA 表示 之 。 
对 于 任意 集合 4 A DCA, H ACB, BC 
C, W ACC. 若 4cB 及 BC4, 则 4 一 B. 
当 4CB 而 4 关 B 时 , 称 4 为 的 真子 集 
(proper subset), Bi ASB 或 BRA, AH 
US, DRC, D.C, DRAKE, 
【集合 的 运算 】 对 于 集合 4, B, 由 属于 
4 或 属于 8 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A, B 的 并 
SCH union 法 réunion 4 Vereinigungsmenge) 


或 和 集 Gum), DL AUB 表示 之 . 由 既 属于 4 又 
属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A, B 的 交集 ( 英 
intersection Ë Durchschnitt) 或 积 集 (product), 
以 ANB HERZ. HU <€ AUB Ж хєл R 
z€ B 是 等 价 的 ,而 x€E ANB Axed He B 
是 等 价 的 .对 于 集合 A,B,C, AUB=BUA, 
ANB = BNA (交换 律 (commutative law))， 
(AUB)UC = AU(BUC), (АПВ)ПС = 
AN(BNC) 《结合 律 (associative law)), AU 
(BNC) =(AUB)N(AUC), AN(BUC)= 
CAN B)UCANC) (EIR (distributive law)), 
AUCANB) = A, ANCAUB) = A (Hirik 
(absorption law)) 37. 4 ANB = Ø 时 , 称 
A, B 为 不 相交 的 disjunct, disjoint), 这 时 ， 
C = AUB F f R A, B 的 直 和 (direc 
sum), DL C = 4 + B 表示 之 ,对 十 任意 集合 
A, 8， 由 属于 4 而 不 属于 了 的 元 素 组 成 的 集合 
以 4 一 B 表示 之 , 称 为 4 和 B 的 整 集 (differ- 
ence set), 特别 是 , 当 ADB, A — B В 
对 于 4 的 补 集 (complementary set, complement), 

在 某 些 数学 理论 中 ， 往 往 仅 考虑 某 一 确定 
集合 2 的 元 素 和 子 集 。 这 时 ，2 称 为 该 理论 的 
通用 集 (universal xb)、 在 几何 的 表示 中 ，2 称 
为 空间 (space) 或 抽象 空间 (abstract space), 
O 的 元 素 称 为 点 (point), Q 的 子 集 称 为 点 Ж 
(point set)。 这 时 ,对 于 2 的 子 集 A, 9 — AR 
为 4 的 补 集 , 以 4° 表示 之 。 对 于 @ 的 子 集 4， 
B, ADB 和 ACB 是 等 价 的 AUA = 0, 
ANA = Ø, 4“ = A, 以 及 de Morgan 法 
则 : (CANBY = AUB“, (AUB) = AN B° 
成 立 。 一 般 地 , 由 集合 X 的 子 集 全 体 组 成 的 集 
合 写 做 BX), 称 为 X 的 露 集 ( 英 power set 法 
ensemble des parties £ potenzmenge). 以 集合 
为 元 素 的 集合 常 称 为 集 族 Cfamily of sets), 

以 Ca, 6) 表示 对 象 a, b 的 对 (pair). BH 


(a, b) = (ç, d) 和 ea 一 < 及 4 一 4 是 等 价 的 . 
把 这 样 的 对 (a, Б) 称 为 序 对 Cordered pair), 把 
集合 la, b} 称 为 无 席 对 (unordered pair), DL 
表示 两 者 的 区 别 。 一 般 地 ,对 于 ”个 对 象 
a,b,c, +++, d, ВЯ n $g (ntuple) (а, b, 
ex 77,4) 是 指 СС-а, b), с), 70. d) 
而 言 . BD (а, bc 7,4) == (а, 9, e vd) 
аа, b=, coc, es dd 的 同 
时 成 立 是 等 价 的 。 对 于 集合 4, В, Haed, 
be В HIR Ca, b) 的 全 体 组 成 的 集合 以 4 x B 
表示 之 , 称 之 为 A, B 的 直 积 集 (direct product 
st), AXB=GDMA=-GRE-GR 
等 价 的 ,4 X BCC X D Ri ACC Н BCD 
是 等 价 的 。 х CA x B)UCA' X В) = CAU 
A) X B, (Ax B)n(C x D) = (ANC) х 
(BND), AX A WFR (Са, lae 4) 写 
做 4 或 44， 称 为 对 角 集 diagonal), 一 般 地 ， 
AX BX XD, bd)lae4， 
bEB, +++, 4€ D} 称 为 集合 4, B, +, D 的 
ERK. 

【映射 】 在 集合 4, 8 之 间 , 当 给 出 使 4 的 
各 元 素 对 应 了 的 某 个 元 素 的 规则 时 ， 则 称 确 
定 了 由 4 到 了 的 映射 ( 英 mapping 法 applica- 
tion Ж Abbildung). 了 映射 也 称 为 函数 或 者 变 
Ж. (transformation), 变换 一 词 往往 是 就 4 一 B 
的 情形 而 使 用 的 。 通 常用 1, е, p, Ф SRB 
^, h 4 到 8 的 映射 1 写 做 大 4 一 B， 或 
4 一 > Вр ща Ж а УР В ЛЖ 
ott, Bk b= 160), b 称 为 在 f 之 下 a 的 象 
(image)。 就 映射 《函数 ) f:4 一 B 而 言 ,4 称 
为 了 的 定义 域 (domain), [(4)— (2) ]a € A} 
称 为 了 的 值 域 (range)。 所 谓 两 个 映射 J, g 相 
BO 一 z), 是 指 f, g 的 定义 域 4 相 等 , 且 对 于 
所 有 的 a € A, f(a) = gla) 均 成 立 . 

设 有 映射 (函数 ) 大 4 一 B， 如 果 对 于 
сефСа)т х KC) = {f(z)1re C}， 则 可 
诱导 出 f:9CAD > BB). 这 时 ,对 于 4E 
BCA) G=1, 2)， 有 KAUA) = КЛ) 
Ка), КАПА) C KADAKA). 又 对 于 
De$(B), f(D) = ix|x€ 4, JG) ED) 称 


集合 а 
为 刀 的 原 象 或 逆 象 QE inverse image {& Ur- 
bil) 即 它 诱导 出 PO) > PA). ДЕ, 
对 于 В,ЄФСВ) (і = 1, 2), PUB) = 
CB) ОВ), В, П B) = f'(B) П 
F'(B), [В — Ву) = A — (Ву) x. 
X, ACH f(A), fof (BICB. 

对 于 映射 (函数 ) f, g, WRI 的 定义 域 4 
被 8 的 定义 域 4 所 包含 , 且 对 于 所 有 的 a& A, 
Ha) = gla), 则 g 称 为 1 的 (向 A^ 的 ) 扩张 
(extension), f Ў 23 £ 的 (向 A RY) 收编 (con- 
traction) 或 限制 (restriction), 或 部 分 映射 《par- 
tial mapping), 写 做 f 一 8g|4。 关于 映射 Ой 
XO f, 如 果 对 属于 定义 域 4 的 所 有 元 素 4, 均 有 
Ка) = b，b 是 8B 的 一 个 确定 的 元 素 , 则 f WK 
为 其 值 为 各 的 常 值 映射 (constant mapping) 
(WWE (constant function)), 又 当 映 射 ( 函 
数 ) f 的 定义 域 4 和 值 域 B 相 等 ， 而 对 所 有 的 
a€ 4， 均 有 (a) 一 a 时，f 称 为 恒 等 映 射 
(identity mapping) ( 恒 等 函 数 (identity func- 
tion)), HU f = 14 表示 之 。 对 于 映射 (函数 ) 
1:4 一 B 和 g:B 一 C, H Ala) = g(J(a)) Br 
确定 的 映射 (函数 ) 4:4 C 称 为 1 和 & 的 合 
成 或 复合 (composition), DL A= рој RZ. 
ARH ELE 的 合成 映射 《composed mapping) 
(合成 函数 或 复合 函数 (composed function)). 
就 映射 f:4 一 B，g:8 一 C，4:C 一 D 的 
合成 而 言 ， 结 合 律 Слов) = hef) 成 
x. 

KF RAH fd B, 当 (4) = B 时 ,f 
称 为 由 4 到 B 上 的 映射 《onto-mapping) RAR 
Gurjection) , 关于 映射 大 4 — B， 当 对 于 4 的 相 
异 二 元 a, аз, 均 有 fa) + f(a) 时 ， 即 对 于 
f 的 值 域 的 元 素 b, 使 f(a) 一 “成立 的 4 的 元 
Ke 仅 限于 一 个 时 ，f 称 为 一 一 映射 《one-to- 
опе mapping) 或 单 射 〈injection)。 特 别 是 ,关于 
集合 4 的 于 集 B, 对 于 be B, dh f) = b Br 
确定 的 单 射 B — 4 称 为 标准 单 射 (canonical 
injection) 或 包含 映射 〈inclusion mapping), f; 
4 — B 是 满 射 的 充分 必要 条 件 为 : 对 于 任意 的 
g;B— C, В C 而 言 , gof = hof 成立 仅 
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限于 g 一 h。 又 , f:4 В 是 单 射 的 充分 必要 
条 件 为 : 对 于 任意 的 z:C — A, АСА 而 
S, fog = Јол УТ с = А. 当 f:4 一 B 
FET DBS, f HAM bijection), F 
BUY f:A — B. 使 Ka) 对 应 于 «的 映射 £C: 
Ва 称 为 f MIAA (inverse mapping) 或 
RGM (inverse function), 有 fof! = las 
=. 

关于 映射 (函数 ) f:4 B, A= A1X Ar 
时 ， 可 把 f(a) = b (a = (a, a)) З Са 
ap mb, KF A= AX 42, B = B, X Br, 
由 fidi В, G = 1, 2) 根据 Ка, а) = 
(hla), Са) 而 定义 的 映射 以 f = hx h Ж 
示 之 ， 称 为 h 与 f 的 直 积 映射 (direct product 
mapping), 

关于 映射 (函数 ) j:4 > B, AXB WF 

集 G = (a, fa) lace A} 称 为 了 的 图 象 
(graph), BRAT 的 图 象 G 的 基本 性 质 是 : i) 对 
Рай Жа, 有 4 X BATH (а, b) 使 
(a, 5) € G; ü) 3$ (а, 5) € G H (a,#)6 G, 
则 “一 多. 反之 ,具有 这 两 个 性 质 的 4 x B 8 
子 集 C 确 定 映射 у: — В; (а, 6) € Gob 一 
f(a), 由 此 , 关于 映射 的 所 有 性 质 都 可 归结 为 
关于 直 积 集 的 性 质 . 

对 于 集合 A, В, 由 4 到 8B 的 映射 《函数 ) 
+ 的 全 体 组 成 的 集合 以 B^ 表示 之 , 称 之 为 4 上 
的 8 的 配置 集 ( 舍 Belegungsmenge)。 当 把 映射 
f 和 它 的 图 象 С, 看 做 是 同一 时 , Wl B4 可 看 做 
是 BAX B) КОТЕ. 特别 是 , 当 В, = (0,1) 
时 ,对 于 XEBA), 由 exl) = 1 z€ X), 
cx (z) = 0(z& X) 所 确定 的 函数 cx:4 — В, 
称 为 X 的 定义 函数 (defining function) 或 X 的 
特征 函数 (characteristic function), 如 果 使 Xe 
BCA) RI ex € BS 相对 应 , 则 BCA) 和 Ва 是 一 
一 对 应 的 。 故 BCA) 也 用 24 MAAR. 

LERI 当 有 从 集合 4 到 集合 4 的 映射 
ПАА Bf, f 称 为 以 人 为 指标 集 indexing 
set) 的 4 的 元 素 的 族 (family), 这 时 ,把 2< ARS 
RIA) 表 为 wm， 从 而 把 了 SK {ahea 或 
la € A) 或 者 简单 地 写 做 Landau, (nd. $F 


Яра, “ах СХ) 的 元 素 族 , BD 
XX 的 子 集 族 , 称 为 以 A 为 指标 集 的 集 族 (family 
of sets indexed by A) 或 者 简称 为 集 族 (而 且 如 果 
取 BCX) 的 子 集 作为 A, 取 恒 等 映射 作为 1, RU 
这 时 的 集 族 不 外 是 已 经 叙述 过 的 集 族 W СХ) 
的 于 集 )). 

WRK {44}he4， 至 少 属于 一 个 A 的 那 
些 元 素 的 全 体 便 组 成 并 集 y А1, 而 被 所 有 A 


都 包含 的 那些 元 素 的 全 体 便 组 成 交集 n 4. 


HUA, 如果 对 于 天 n, HH ADA. = D, 

则 这 个 集 族 Mihe 便 称 为 两 两 不 相交 的 , 而 

а= U а, 称 为 属于 这 个 集 族 的 集合 的 直 和 
Кт 

(direct sum), 以 A= >) 4i 表示 之 .又 , lA} 


= 
称 为 4 的 直 和 分 解 (direct sum decomposition, 
partition), 各 4, 称 为 4 的 直 和 因子 (direct 
summand)。 一 般 地 ,有 结合 律 : 


Оа, = U (U 4), 
na. N(N а) GEA, пема, 
分 配 律 : 
(YIN WN 
(пу) ua 
及 de Morgan 法 则 : 
(Ua) = Па, (0 A) =U 4. 


1а єл AeA 


щас U4 


а 
Bj, UFR A ABM (ЖЕ covering 4È Uberdec- 
kung), 亦 称 (ioca PERE (cover) А, 
对 于 映射 XY. 8 
(U 4) = U tans 


nz 


(Па) Пао, 


aea 


对 于 {Bahe BicY), 有 


对 于 集 族 A= {hes 


r(u, в,)— U reo, 


f (n B,)= n rO). 

TRAMHMRSHBUE) it 0—04, еа 
CA, €BOD) 为 以 4 为 指标 集 的 集 族 ， 且 当 
i-a By ANd B. ASTRA S 与 单 
射 :一 5 的 族 ， 当 (CAD) 是 5 的 直 和 
分 解 时 ,组 (5, i) 称 为 集 族 A 的 直 和 集 (direct 
写 做 S= 3 aK >a 2) Ay 
A, 称 为 5 的 直 和 因子 (direct sicud); ak 
为 标准 单 射 (canonical injection), 

对 于 集合 X Т ЖЖ (ihes f€ X^, 由 
对 各 LEA 均 使 JOYE A, 的 了 的 全 体 所 组 成 
的 集合 P， 称 为 集 族 Ce, HERE 〈direct 
prodat set), G P= [Tn 或 П A, 


са 
П 4, A, 称 为 P 的 直 积 因子 (direct Pin 
factor), PATCH EROS {а еа R C 
nc) GER а= KG), а кора 
JE (component) AR 2 HFK (coordinate), 对 于 
х= (ел ЄР, 可 把 对 应 于 z, 的 映射 写 做 pay: 
PA, 称 为 P 在 4 分 量 上 的 射影 《projection). 
4 A={1, 2} 时 ,有 P= A X An 
【集合 论 】 把 集合 作为 数学 的 对 象 开始 于 
G. Cantor’, Cantor 给 集合 下 的 定义 (1895) 是 : 
“所 谓 集 合 是 把 我 们 的 直观 或 思维 中 确定 的 、 
相互 间 有 明确 区 别 的 那些 对 象 〈 它 们 岂 做 集合 
的 元 素 ) 作为 一 个 整体 而 考虑 的 结果 ”. 他 立 
足 于 这 个 观点 ， 引 入 了 集合 的 基数 * 及 序数 "的 
概念 ， 建立 了 所 谓 集合 论 Се theory), 证 明了 
超越 数 集 的 基数 比 代数 数 集 的 基数 大 ， 不 同 维 
数 的 Euclid 空间 作为 点 集 ， 都 具有 相同 的 基 
数 ， 等 等 ， 连 续 统 假设 * 等 则 尚未 解决 。 他 也 
猜想 到 良 序 定理 "， 它 是 由 EZermelo 证 明 的 
(1904). Zermelo 在 证 明 它 时 、 开 始 提出 了 所 
谓 选 择 公理 *， 并 实质 上 使 用 了 这 一 公理 . 
然而 ,从 Cantor 的 朴素 集合 的 定义 出 发 ， 
显然 会 产生 逻辑 上 的 悖 论 '. 但 集合 概念 在 数学 
的 各 个 部 门 中 已 成 为 最 重要 的 基础 ， 因 而 引起 
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了 深刻 的 反响 . 这 就 是 所 谓 数学 基础 ' 这 一 学 
科 产 生 的 起 因 。 其 结果 , 为 了 避 开 悖 论 建立 了 
所 谓 公理 集合 论 +. Cantor 所 建立 的 基数 和 序数 
的 理论 以 及 作为 数学 各 部 门 的 基础 的 集 代数 ， 
在 其 中 重建 起 来 了 。 这 个 理论 被 认为 不 致 再 含 
tit. 

【类 】 在 朴素 意义 下 的 集合 是 指 满足 某 一 
条 件 C(x) 的 x 的 全 体 {x1C(x)}。 于 是 对 于 任 
意 条 件 C(x), 集合 {x1C(x)} 都 是 存在 的 ,这 便 
是 朴素 集合 论 中 唯一 的 一 个 生成 原理 ， 称 为 概 
括 公理 (Ж axiom of comprehension 4 Kompre- 
hensionsaxiom ), 然而 ,如 果 认 为 “任意 集合 ”的 概 
念 是 明确 定义 的 , 则 这 个 原理 含有 矛盾 。 例如 
集合 (к) FR Russell ВСР). 为 
此 ,对 于 这 个 公理 必须 给 予 限制 。 对 于 概括 公 
理 给 予 限 制 的 最 简单 方法 是 采用 Zermelo 的 分 
BAH (Ж axiom of subsets Ф Aussonderungs- 
axiom); 对 于 任意 条 件 C(x) 和 任意 集合 M, 
集合 (x1cGO, xe M)} 都 是 存在 的 ， 然 而 , 仅 
有 这 个 分 离 公 理 ， 只 能 做 出 预先 承认 的 集合 的 
子 集 ,因此 引进 其 他 的 集合 生成 原理 是 必要 的 . 
通常 允许 下 列 的 运算 : 给 出 两 个 元 素 a, b Са 
和 。 也 可 以 是 集合 ) 后 可 作出 集合 (a, 0} (R 
对 公理 (axiom of pairing)), 给 出 集合 4 后 可 作 
出 其 宕 集 24 (WRA (axiom of power-set)), 
给 出 集 族 后 可 作出 其 并 集 〈 并 集 公理 (axiom of 
sum-set)), 以 及 承认 一 个 集合 的 单 值 映 射 的 象 
的 全 体 为 集合 ( 薯 换 公理 (axiom of substitution)) 
等 。 此 外 , 在 通常 的 数学 中 , 当然 预先 承认 “ 自 
然 数 全 体 ”“ 实 数 全 体 ”等 都 是 集合 。 另 外 , 在 
纯粹 的 集合 论 中 ， 承 认 无 限 集 存在 的 无 穷 公理 
(axiom of infinity) 也 是 必要 的 。 

FR Russell ОА (z|r& z), ША 
把 它 考 虑 为 事物 的 汇集 ,本 身 并 不 含有 了 矛盾， 
而 把 这 样 的 汇集 看 做 由 * 代表 的 集合 的 一 员 ， 
才 发 生 了 悖 论 . 于 是 ,在 朴素 意义 下 的 集合 ( 广 
义 的 集合 ) 的 全 体 中 ， 确 定 一 个 部 分 领域 了 ， 
属于 7 的 集合 命名 为 “狭义 的 集合 .其 中 中 对 
于 上 述 的 几 个 集合 论 的 运算 是 封闭 的 。 如 果 只 
把 “狭义 的 集合 ? 称 为 集合 , 则 集合 沦 便 可 从 悖 
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论 中 解放 出 来 . 当 把 狭义 的 集合 简称 为 集合 时 ， 
广义 的 集合 称 为 类 (class), 当 x 为 表示 (狭义 
的 ) 集 合 的 变数 时 ,{x]x&x} 是 非 集合 的 类 .这 
样 的 非 集合 的 类 称 为 真 业 (proper class), 集合 
的 全 体 了 以 及 序数 的 全 体 等 都 是 真 类 . 

关于 类 ,车 无限 制 地 使 用 概括 公理 ,当然 会 
发 生 矛盾 .但 可 以 认为 集合 论 的 其 它 运 算 对 于 
类 也 适用 .。 

开始 时 ,将 公理 集合 论 ! 形 式 化 时 用 到 类 的 
概念 ， 在 那里 它 仅 指 集合 全 体 的 类 V 的 某 种 子 
集 (在 朴素 意义 下 的 ) ,而 在 现在 , 它 也 可 以 在 较 
之 更 广泛 的 意义 下 来 使 用 。 

在 本 辞典 中 , 当 说 到 所 谓 “ 集 合 " 时 ,往往 是 
就 广义 的 集合 叙述 的 ， 以 集合 为 基础 而 定义 的 
诸 概念 大 部 分 可 原封 不 动 地 适用 于 “类 ”. 
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关系 [FH relation 法 relation 4È Bezichung, 
Relation 4& отношение 日 Б] 变数 z, у 
分 别 以 集合 X 及 Y 为 变 域 ,在 含有 变数 z, y 的 
命题 R(z, y) 中 , 当 对 z, y 分 别 以 X 及 Y 的 元 
素 代 入 而 能 断定 其 真 或 伪 时 , R(x,y) 称 为 关系 
或 二 元 关系 (一 符号 逻辑 【命题 逻辑 和 谓词 远 
#41). Plan, "ey", "ey ЖЮ”, “x 是 ?的 
约 数 "(X 一 Y 一 整数 集 ),“ 点 * 在 直线 7 E”, 
“直线 x 和 直线 y ER". MAE RG, y) 写 为 
xRy, Plin xy, xy, z|y, z € y, ely S. 

对 于 关系 R, 由 yR-'r e> zRy 定义 的 关 
AR” WIRWAR inverse relation), 此 


时 , RT JE XA 8 R. Pins < y fü y > =, 
r€ y Aly z, “z R у RILIR ” fa “y 是 x 的 倍 
Ж” SSRLAAWRKANW. ЖЖ R kB ВО 
reflexive) {Н хЁх 成 立 。R 是 对 称 的 (symmet- 
ric) {Н «Ry 和 yRx Git, BUR RU R 是 相同 
的 . R 是 可 迁 的 《transitive) 指 如 果 xRy B. 
yRz, 则 xRz 成 立 。 另外 , R 是 反对 称 的 (anti- 
symmetric), 系 指 如 果 «Ry Н уЁх, WW z = y 
RMA. 自 反 的 、 对 称 的 且 可 挝 的 关系 称 为 
等 价 关 系 (一 等 价 关 系 )， 自 反 的 且 可 迁 的 关系 
称 为 拟 序 ' 关 系 , 自 反 的 、 可 迁 的 且 反对 称 的 关 
系 称 为 序 关系 7( 一 序 ). 

对 于 以 集合 X 和 集合 Y 为 变 域 的 关系 
xRy， 由 直 积 集 X X Y 中 满足 关系 Ry 的 元 素 
(z, y) 的 全 体 组 成 的 集合 G = (Gs y)|xRy} 
称 为 关系 R 的 图 象 graph)， 反之 ,对 于 Xx Y 
的 任意 子 集 G, UG 为 图 象 的 关系 R 可 由 
zRyez(z,y)€ G 唯一 确定 

【对 应 】 对 于 直 积 集 X x Y ТИС, 
T=(G, X, Y ) 称 为 由 XX 到 Y 的 对 应 (correspond- 
cence)。X 称 为 对 应 T 的 始 集 initial set), Y 
称 为 的 终 集 (final set), 以 X, Y 为 变 域 的 
关系 R, 可 根据 它 的 图 象 6 而 确定 一 个 对 应 
r= (G, X,Y), 反 之 ,由 对 应 T 亦 可 确定 关系 
及 .对 于 射影 prx: XX Y—X 及 pry: XXYY, 
A = prxG, B = руб 分 别称 为 对 应 T 的 定 
义 域 (domain) 及 值 域 (range)， 对 于 *6X 
而 言 , 集合 (€ Y1(x, EC} 写 做 G(z) sk 
го), RINA х 根据 而 对 应 《correspond) 于 
GG) 的 元 素 y. Ч 

对 于 XXY HFR G, 由 (r, y)EG ++ 
(у, z) € G^ 可 确定 Y x X AFR G. 
对 应 (G7, Y, X) SATO, MAT HER 
应 (inverse correspondence), HR R fJ 2 
G, 由 G 所 确定 的 对 应 为 工 一 (G,X,Y)， 则 
кж R WARE 67, 而 ГСС, 
Y, X). # T fü T? Z [i] ARMA ER 
域 和 值 域 是 彼此 交换 的 。 AA (T) = T. 

对 于 对 应 Г, = (G, X, Y) M =G, 
Y,Z)， 由 “(x, z)EG 如 有 某 个 yEY, 使 


(х, YEG R. (y, DEG.” ПЕ X x Z 的 
FRG, KRM, WM T= (G, x, Z) УЖ 
T = ТГ, 称 为 Г, KL T; AAR (composition), 
结合 律 (associative law) : (TyoT2)oT = Tye 
(ely) 以 及 法 则 r) == rrr 成 立 . 

关于 由 X 到 Y 的 对 应 T, 当 对 于 属于 了 的 
定义 域 4 的 各 = Ta fine 0 y( € Y) 与 其 对 应 
Е, z€ 4， 则 有 TQ) = (y) 时 ，T 称 为 
单 值 对 应 (univalent correspondence), У T ЖП ГУ! 
都 是 单 值 对 应 时 ，T 称 为 一 一 对 应 (one-to-one 
correspondence)。 分 别 以 А, В 为 定义 域 和 值 域 
的 单 值 对 应 和 分 别 以 A, B 为 定义 域 和 值 域 的 
映射 ' (函数 ') 这 两 者 是 完全 等 价 的 概念 (一 
集合 [映射 ])。 

一 般 地 ,也 有 将 "元 关系 ' (a = 1, 2, 
3,7) АЖЖ. 

【 参 】 一 集合 的 [ 参 ]。 


等 价 关 系 


d'équivalence Ж Aquivalenzrelation 


[X equivalence relation 法 relation 
4 отноше- 
日 ABIR] 设 在 某 
集合 X 的 任意 二 元 x, y 之 间 , 关 系 «Ку 成 立 与 
否 是 确定 的 ,如 果 关 系 尺 满足 下 列 三 个 条 件 , 则 
及 称 为 等 价 关 系 . 1) rRx; 2) 若 xRy, W 
уЁх; 3) d$ xRy Н. yRz， 则 rRz. 1) 称 为 
Bf (reflexive law), 2) 称 为 对 称 律 (sym- 
metric law), 3) 称 为 可 迁 律 (transitive law), 
这 三 者 合 称 等 价 定律 (equivalence law), 1) 也 
可 以 换 为 下 列 的 1 )，1') 对 任何 x, SE z R> 成 
立 的 x 存在， ВВ х, y 是 “同一 事物 ”的 关系 
显然 是 一 个 等 价 关系 . 在 XX 的 任意 二 元 x,y 之 
EA «Ку 成 立 的 关系 也 是 一 个 等 价 关系 . 
等 价 关系 R 通常 用 记号 ~ 表示 之 。 ACHR 
合 、 相 似 等 关系 也 是 等 价 关 系 ， 设 X 为 整数 集 ， 
如 果 当 х y 是 偶数 时 写 做 x 三 y， 那 末 这 也 
是 一 个 等 价 关系 . 

【等 价 类 和 商 集 】 当 着 眼 于 一 个 等 价 关系 
R 时 ,可 把 “xRy” 称 为 “x 和 y (或 * 对 于 y) 是 
等 价 的 Cequivalent)”， 此 时 ,和 某 个 确定 的 “等 
价 的 全 体 事物 的 集合 称 为 = 的 等 价 类 Cequiva- 


ние эквивалентности 
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lence class), 根据 1), 2), 3)， 各 等 价 类 是 非 空 
的 ，。 属于 a 的 等 价 类 ， 相 异 的 等 价 类 无 共同 
元 素 。 即 X 可 分 解 为 等 价 类 的 直 和 ， 这 个 直 和 
分 解 称 为 X 关 于 好 的 分 类 (Ж classification Ж 
Klasseneinteilung), 例如 , 若 将 整数 集 X 关 于 上 述 
的 三 关系 分 类 ， 则 可 分 为 奇数 的 等 价 类 和 偶数 
的 等 价 类 ， 反 之 , X 的 任意 直 和 分 解 都 可 看 做 
是 关于 一 个 等 价 关系 的 分 类 。 只 须 把 属于 同一 
直 和 因子 "的 事物 作为 “等 价 的 ? 即 可 . 在 关于 
X 的 分 类 中 ， 由 各 等 价 类 中 各 取出 一 个 X 的 元 
素 , 称 之 为 该 等 价 类 的 代表 〈representative)， 璧 
如 在 上 例 中 , 0, 1 可 分 别 作为 偶数 的 和 奇数 的 
等 价 类 的 代表 . 

由 X 的 关于 等 价 关 系 R 的 等 价 类 全 体 所 
组 成 的 集合 以 X/R RAZ MAX KF RB 
Ж (quotient set), 使 X 的 元 素 * 对 应 于 * 的 等 
价 类 的 映射 p: X 一 X/R 称 为 标准 满 射 (canon- 
ical surjection), 以 上 的 理论 在 X 不 是 集合 而 是 
类 "的 情形 也 适用 .。 

【等 价 关系 的 强 弱 】 关于 一 个 集合 的 两 个 
等 价 关系 R, S， 当 若 xRy 则 必 有 «Sy 时 , 称 R 
比 5 强 (strong), S Ht R 88 (weak), 或 由 R 确 定 
的 分 类 比 由 S 确定 的 分 类 细 (fine)， 由 5 确定 
的 分 类 比 由 RR 确 定 的 分 类 粗 (rough)， 所 谓 “ 同 
一 事物 ”的 等 价 关 系 是 最 强 的 等 价 关系 , 而“X 
的 任意 二 元 都 是 等 价 的 ”等 价 关系 是 最 弱 的 等 
价 关系 .这 种 强 弱 关 系 在 X 的 等 价 关 系 之 间 确 
定 了 序 关系 ,就 这 个 序 关系 而 言 ,X 的 等 价 关系 
全 体 的 集合 组 成 完全 + 格 . 

[5] 一 集合 的 [ 参 ]. 


函数 [HK function 法 fonction Ж Funktion 
4A Функция 日 WRI 【概念 的 历史 】 使 用 
函数 《 拉 functio) 一 词 开 始 于 G. W. Lei 
bniz*。 他 虽然 没有 给 予 这 个 术语 以 明确 的 定 
义 , 但 和 0, 1 等 常数 相反 , 他 考虑 变动 的 量 ( 变 
量 或 变数 ) *。 而 与 变数 z 同时 变动 的 变数 ( 例 
# x^, logx, sine 等 ) 便 称 为 x 的 函数 . x 的 函 
数 一 般 用 记号 JG), p(x) 等 表示 之 。 工 ， Euler 
把 函数 定义 为 “由 变数 和 常数 组 成 的 解析 式 ” 


48 ЮЖ 


(1748). A. L.Cauchy! ifi" ОТНЕ E 
个 关系 ， 和 其 中 一 个 变数 取 值 的 同时 其 它 变数 
的 值 也 确定 了 ， 通 常用 那 一 个 变数 将 其 它 变数 
表示 出 来 。 这 个 变数 称 为 自 变数 , 其它 变数 称 
为 它 的 函数 ”的 叙述 (1823) ,但 Cauchy KAH 
在 很 多 情形 下 和 Euler 站 在 同一 立场 上 来 处 理 
WR, P. G. L. Dirichlet 在 关于 把 “完全 任意 的 
函数 ?用 Fourier 级 数 ! 表 示 的 论文 中 (1837), 5 
ЖТ z€ [a, b] ВЖ y, 他 说 “y 与 x 的 关系 
不 仅 不 必要 按 着 同一 法 则 在 全 区 闻 给 出 ， 而 且 
也 不 必要 将 其 关系 用 数学 式 子 表示 出 来 ”. 结 
果 , 函 数 不 外 是 对 应 而 已 . 

【函数 】 目前 在 数学 中 ， 函 数 一 词 一 般 是 
在 和 映射 完全 相同 的 意义 下 使 用 的 (一 集合 [ 映 
射 ])， 这 时 , 它 和 单 值 对 应 + 是 相同 的 (一 关系 
[对 应 ]). 但 亦 可 在 更 广泛 的 意义 下 使 用 ,将 单 
值 对 应 称 为 单 值 函 数 (onc-valued function), IR 
将 ( 非 单 值 的 ) 一 般 的 对 应 称 为 多 值 函数 (man7- 
valued function), 

在 数学 的 各 专门 分 支 里 ,根据 它 的 历史 , 往 
往 是 各 在 其 狭 帮 的 意义 下 使 用 函数 一 词 . 在 
解析 学 里 ， 其 值 往往 是 实数 或 复数 ， 分 别称 为 
实 值 函 数 (real-valued function) 或 复 值 函数 
(complex-valued function)， 特 别 是 , 其 定义 域 也 
是 实数 集 或 复数 集 时 , 分 别称 为 实 函数 (real 
function) 或 复 函数 (complex function) (一 初等 
函数 ,连续 函数 ,正则 函数 ,解析 函数 )。 以 函数 
空间 + 为 定义 域 的 实 ( 或 复 ) 值 函数 ,常常 称 为 泛 
函 〈functional), 广义 函数 + 便 是 一 例 。 在 代数 的 
分 支 中 ,一 般 都 确定 一 个 域 ' 或 环 ' 等, 所谓 函数 
便 以 它 为 定义 域 并 在 其 中 取 值 . 有 时 ,可 根据 定 
义 域 和 值 域 的 结构 赋予 适当 的 条 件 ， 根 据 条 件 
给 以 特别 的 名 称 。 辟 如 ,定义 域 , 值 域 都 是 实数 
集 时 ,满足 JG) = 7—0) 的 函数 f 称 为 偶 函 数 
(even function)， 满 足 1(z) = 1С) 的 函数 
f 称 为 奇 函 数 (odd function), 又 如 保持 实数 的 
序 关系 的 函数 ， 即 若 s < n, MJ JC) < Ко), 
称 为 单调 递增 函数 '. 

函数 的 集合 称 为 函数 族 (family of func- 
tions), 一 般 地 , 从 集合 到 函数 集合 的 映射 


g@:1— F 称 为 以 1 为 指标 集 的 函数 族 (family 
of functions indexed by Г) 或 简称 为 函数 族 , 如 
将 PD) 表示 为 九 的 形式 ， 则 该 函数 族 可 写 做 
ih) hel, {hhe 等 ， 特 别 是 ， 当 了 为 自然 数 
集 时 , 称 为 函数 序列 (sequence of functions), 

【变量 】 一 般 地 ， 容 许 用 某 集合 X 的 元 素 
代入 的 那个 字母 x 称 为 变 元 或 变量 (variable), 
X 称 为 它 的 定义 域 (domain)， 变量 x 的 定义 域 
的 元 素 称 为 x 的 一 个 值 ，*x 本 身 往往 被 看 做 表 
示 任 意 值 。 特别 是 , 当 定义 域 为 实数 集 或 复数 
集 时 ， 变 量 分 别称 为 实 变量 Creal variable) 或 
MBM (complex variable), 与 此 相反 ， 表 示 特 
定 的 一 个 元 素 的 字母 称 为 常量 (constant). 

当 函 数 f 的 定义 域 和 值 域 ' 分 别 为 X,Y 
时 ， 以 X 为 定义 域 的 变量 х 称 为 了 的 自 变量 或 
独立 变量 (independent variable), 以 Y 为 变 域 的 
变量 у 称 为 f 的 应 变量 (dependent variable), 
此 时 称 为 “y 是 的 函数 "， 也 写 做 y = 1). 
使 * 的 值 对 应 于 y 的 值 ， 当 用 具体 的 形式 表示 
时 , 便 称 为 “y 是 x 的 显 函 数 (explicit function)”; 
如 果 函 数 y 一 fGO 仅 由 RC, y) 一 0 这 样 的 
二 元 关系 + 确定 ， 则 称 为 “"y 是 * 的 隐 函 数 
implicit function)” (Rai). 

当 给 出 以 :为 自 变量 的 函数 1,g 时 ,由 于 
xf), yg Go) 的 关系 ,可 以 将 Y 看 做 是 * 
的 函数 .这 时 称 为 “以 变 元 : 为 参数 (parameter) 
Bh, y 是 * 的 函数 "， 对 于 给 定 的 集合 C， 若 做 
出 一 个 以 с 为 值 域 、 变 元 : 为 自 变量 的 函数 ， 
则 这 个 函数 称 为 C 由 z 的 参数 表示 《Parameter 
representation), 

SRR WE X hk ASEH Я Xx 
X,x …XX。 中 时 ,了 ARE Cn, mss 
х,) 表示 之 , f 称 为 n 变量 z, х7, х, 的 函 
$% (function of mn-variables》 或 简称 为 多 变量 函 
数 (function of many variables). 

【 族 ,序列 】 以 集合 了 为 定义 域 的 函数 p: 
1— X 称 为 以 1 为 指标 集 的 族 (family indexed 
by D) 或 简称 为 族 (family), I 的 元 素 叫 做 指 
$ (index). {Ж pU) = n € D, WIRE 
可 表示 为 (nhe 或 {zx} (4%€ 1) MAR 


9 的 值 域 X 是 点 集 、 函 数 集 、 映 射 集 、 集 合集 
等 时 , Ж (nhe 分 别称 为 点 族 (family of 
Points)、 函 数 族 (family of functions)、 映 射 族 
(family of mappings), Ж (family of sets) 
等 . HEA 7 是 有 向 集 时 , 这 个 族 称 为 有 向 族 
(directed family)。 一 般 地 , 24 /为 了 的 子 集 时 ， 
Ж {ahe 称 为 族 {rhe 的 子 族 (subfamily), 
特别 是 , 当 工 为 自然 数 的 有 限 集 或 无 限 集 时 ,以 
了 为 指标 集 的 族 分 别称 为 有 限 序 列 (finite se- 
quence) 或 无 限 序列 (infinite sequence)， 简 单 地 
提 到 序列 (sequence), 则 是 它们 的 通称 , 但 多 数 
是 指 无 限 序列 ， 特 别 是 指 了 为 自然 数 全 体 的 
情形 。 这 时 对 应 于 ”的 值 称 为 第 n 项 Cah 
term), 一 般 则 称 为 项 (term)。 为 了 方便 , 有 时 
也 考虑 第 0 项 ，。 当 各 项 为 数 、 点 、 函 数 、 集 合 
等 时 ,分 别称 为 数列 〈sequence of numbers)、 点 
Bi) (sequence of points), KIES) (sequence of 
functions), EBY (sequence of sets) 等 。 对 于 序 
列 往往 是 把 自 变量 当做 下 标 而 表示 为 {a}。 4 
想 要 明确 指出 4 的 定义 域 1 时 , 写 做 {4.}we1. 当 
J 为 了 的 子 集 时 ,序列 {а„}„‹ RAED {an beer 
的 子 序列 (subsequence). 当 定义 域 1 是 自然 数 
AKI, 55 的 自然 数 的 序列 {he} 
和 (а, 的 合成 {a4,} R29 {an} 的 子 序列 

(8) 一 集合 的 【 参 ].. 关于 “functio” 一 词 的 来 源 : 
{1] Фор, RRM ос CORES, RANE, 
TA BUCA PRB 2, 弘 
XA, 1951, p. 153—159; [3] L. Euler, Opera omnia 
ter I: Opera mathematica УШ: Introductio in analysim 
infinitorum 1, Teubner, 1922; [4] A. L. Cauchy, Cours 
d'analyse de l'Ecole Royale Polytechnique pt. 1. 1821 
(Oeuvres ser, 2, Wi, Gauthier-Villars, 1897); (5] G. 
P. L. Dirichlet, Über die Darstellung ganz willkürlicher 
Funktion durch Sinusund Cosinusreihen, Repertorium 


der Physik, Bd. 1 (1837), 152—174 (Werke, Bd. 1, G. 
Reimer, 1889, I, p. 133—160), 


选择 公理 [% axiom of choice Ж axiome du 
choix Ф Auswahlaxiom {А аксиома выбора 

日 MRAM) 【选择 公理 】 在 集合 论 中 ， 下 
述 命题 称 为 选择 公理 .关于 集合 X 的 于 集 族 ' И, 
对 于 属于 % 的 各 子 集 4， 使 之 单 值 对 应 于 属于 
AWTR KA) 的 函数 f: A> X, KAUN 
选择 函数 (choice function), 这 时 ,“ 对 于 不 以 空 
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集 为 元 素 的 集 族 9I, A 的 选择 函数 是 存在 的 ?之 
命题 称 为 选择 公理 ， 这 个 公理 和 下 述 1), 2), 
3) 中 的 任 一 个 都 是 等 价 的 . 1) 关 于 以 4 为 指标 
ЖЕЕ {Aher 若 对 于 所 有 的 1e A, А, зе 
Ø, WARE TT л. @. 2 当 和 集合 4 为 

i 

FRE (Aha 的 直 和 + 4 一 $545 М, 与 

T 


各 4 恰好 共有 一 个 元 素 的 4 的 于 集 ( 称 为 选择 
dk (choice set)) 存在 。 3) 对 于 从 集合 4 到 集 
合 B 的 满 射 j:4 一 B， 有 了 映射 g:B >A f 
在 ,使 fog = l, (EFRA). 

(RASH) 选择 公理 是 E. Zermelo 
(1904) 首先 提出 的 ， 用 它 证 明了 良 序 定理 〈 甘 
well-ordering theorem 86 Wohlordnungssatz):“ 任 
意 集合 , 若 在 其 元 素 间 适 当 规定 序 !， 则 可 成 为 
RAFIK”. 反之 ,假定 良 序 定理 成 立 也 能 证 明 选 
RAH. 

应 用 这 个 公理 ， 可 以 得 到 集合 论 中 许多 重 
楼 结果 ， 例 如 ,任意 两 个 基数 是 能 够 比较 的 , 关 
于 集合 的 有 限 性 无 限 性 的 各 种 定义 是 等 价 的 . 
在 集合 论 以 外 ， 如 “线性 空间 中 基 是 存在 的 ”， 
“ 紧 拓扑 空间 的 直 积 拓扑 空间 是 紧 的 《THxonoe 
定理 ')”, "Euclid 空间 中 非 Lebesgue 可 测 的 子 
集 是 存在 的 ”等 重要 定理 用 选择 公理 都 可 以 证 
HJ. 但 是 在 这 些 证 明 中 ， 与 其 直接 应 用 选择 公 
理 通常 更 多 地 应 用 和 它 等 价 的 上 述 良 序 定理 或 
下 述 的 Zorn 引 理 . 

用 和 良 序 定理 可 证 明 任意 域 * 上 的 线性 空间 
X 具 有 基 . 为 此 定义 从 X 到 B=(0, 1} 的 映射 
1, 在 X 中 确定 一 个 良 序 ,让 对 X 的 最 小 元 。, 当 
z 0}, 4 fO) 1, 4 z=0 $, Ф Са) = 
0; ü) 对 于 X 的 任意 元 素 x, 设 f 在 由 “确定 
RRB" 50) 上 已 被 定义 , 令 

U, = {y E Sœ) = 1), 
34 x 不 能 表示 为 属于 U , 的 元 素 的 线性 组 合 时 ， 
Ф JG) = 1, 能 表示 时 , 令 JG) 一 0. 这 时 ,由 
关于 良 序 集 的 超 限 归 纳 法 ' 的 定义 , 1:X 一 8 是 
唯一 确定 的 . $ U= {re X1fG) = 1}, ШО 
是 XX 的 一 个 基 . 


(Zorn 引 理 】 FEX 是 归纳 序 集 (induc- 


зб X 


tively ordered set), EXISTE XE EIE T Ж 
都 是 上 方 有 界 的 。 关于 集合 的 有 限 特征 条 件 
(condition of finite character), APX WEZE 
件 和 X 的 任意 有 限 子 集 满足 该 条 件 二 者 是 等 价 
的 。 关于 函数 的 有 限 特征 条 件 , 系 指 把 函数 和 
它 的 图 象 看 成 同一 时 ， 图 象 满足 关于 集合 的 有 
限 特征 条 件 . 

Zorn 5198 (Zorn’s Lemma) 系 指 下 述 的 分 
别 与 选择 公理 等 价 的 五 个 命题 及 它们 的 几 种 变 
形 而 言 ， 这 是 由 M. Zorn 提出 的 ,应 用 上 比较 
便利 , 比 选择 公理 或 良 序 定理 更 多 地 被 用 到 . 

1) 归纳 序 集 最 少 有 一 个 极 大 元 .2) FE 
M 的 任意 良 序 子 集 若 便 上 方 有 界 , 则 M 最 少 有 
一 个 极 大 元 。3) 任意 序 集 M 必 含 有 一 个 良 序 
FR W, 它 没有 不 属于 Ww HER. 4) 就 关于 
集合 的 有 限 特征 条 件 C 而 言 ， 任 意 集合 X 都 包 
含 满足 C 的 极 大 (就 包含 关系 而 言 ) 子 集 ，5) 就 
关于 函数 的 有 限 特征 条 件 C 而 言 ， 在 满足 C 的 
函数 中 ,有 一 个 函数 其 定义 域 是 极 大 的 (就 包含 
关系 而 言 )。 

用 Zom 引 理 也 可 以 证 明 域 4 上 的 线性 空 
间 X 具有 基 , 令 4 为 X 的 非 空 子 集 , 而 属于 4 的 
任意 有 限 集 在 t 上 都 是 线性 无 关 的 , iA 为 这 
种 集合 的 全 体 . % 是非 空 的 。 在 站 上 用 包含 关 
系 来 排序 (4 < BACB), WA AEA 
序 集 ， 根 据 Zorn 引 理 1), 最 少 有 一 个 极 大 
жи. 因 U 是 极 大 的 ,显然 0 是 X 的 基 . 另外 如 
用 Zorn 引 理 4), 则 就 X 的 子 集 4 而 言 ,属于 4 
的 任意 有 限 个 元 素 在 《上 线性 无 关 的 性 质 C 是 
有 限 特征 条 件 ， 故 具有 性 质 C 的 极 大 子 集 已 是 
存在 的 ， 而 这 个 U 便 是 X 的 基 . 

有 关 选 择 公理 的 公理 性 考虑 的 最 新 进展 ， 
一 公理 集合 论 . 

[5] [1] KATERE RRIARI, BR, 
1961; (2) ФШ, 集合. 位相" RER, BRM, 1949; 
{3] aR BEI, APR ДаР OV C, RF, 70955), 31; [4] 
N. Bourbaki, Théorie des ensembles, ch. 3, Actualités 
Sci. Ind., Hermann, 1954—57; (5] E. Zermelo, Beweis 
dass jede Menge wohlgeordnet werden kann, Math. Ann., 
59(1904), 514—516; [6] G. Cantor, Über unendliche, 
lineare Punktmannigfaltigkeiten, Math. Ann., 21. (1883) 


345—591 (Gesammelte Abhandlungen, Springer, 1932); 
17] E. Zermelo, Neuer Beweis für die Möglichkeit 


einer Wohlordmung, Math. Ann., 65(1908), 107—128; 
[8] M. Zorn, A remark on method in trensfinite alge- 
bra, Bull. Amer. Math. Soe., 41(1935), 667—670; [9] J- 
W. Tukey, Convergence and uniformity in topology, Ann. 
Math. Studies, Princeton Univ. Press, 1940, 


基数 [HK potency, power 法 puissance 4k 
Machügkeit /& мощность 日 Wie) GEX] 
基数 是 集合 论 的 基本 概念 之 一 ， 是 作为 个 数 的 
自然 数 概念 的 扩张 如果 存在 以 集合 4 为 定义 
域 .以 集合 B 为 值 域 的 一 一 对 应 ', RUE B Xt Ф 
(equipotent) 于 À, 用 4 ~ B 表示 之 。 这 个 对 
等 关系 是 一 个 等 价 关系 '。 用 它 进 行 分 类 ,各 类 
称 为 势 或 基数 (cardinal number, potency, power), 
对 等 于 集合 4 的 集合 类 用 了 GR 14D 表示 , 4 
称 为 集合 A 的 基数 , 或 4 的 元 素 的 (广义 的 ) 个 
数 (4 Anzahl), 当 4 为 有 限 集 时 ，2 称 为 有 限 
finite), 4A 为 无 限 集 时 ， А 称 为 无 限 的 
(infinite》 或 超 限 的 《transfinite)。 关于 这 些 在 
后 面 还 要 说 明 。 MRA m 表示 集合 4 的 基数 ， 
那么 4 也 称 为 由 “mm 个 ”元 素 组 成 ， 在 这 个 意 
义 下 ,可 以 认为 0 及 自然 数 表 示 有 限 基数 。 例 : 
0= 5, 1={ 0}, 2={0, 1) 等 等 . 无 限 基数 的 
例子 :自然 数 全 体 的 基数 以 。 表示 之 , 称 为 可 列 
的 或 可 数 的 ( 英 enumerable, countable 法 dénom- 
brable 德 abzahlbar) JEM. a 个 也 可 称 为 可 数 个 ， 
可 数 个 元 素 组 成 的 集合 称 为 可 数 集 (enumerable 
set), 实数 全 体 的 基数 以 e 表示 之 ， 称 为 连续 统 
《eontinuum) 基数 。 以 区 间 L0, 1] 为 定义 域 的 
实 值 函数 全 体 的 基数 以 1 表示 之 。 这 些 是 彼此 
不 同 的 。 本 条 中 用 德 文 小 写字 母 表示 基数 .此 
外 关于 用 序数 定义 基数 的 方法 一 序数 。 
【基数 的 大 小 】 当 m=Ã, n=, 42 
B 的 集合 A, B TEXEN Lm m s n < K 
示 之 .此 时 即 或 4 В, HALA m < n. P 
如 正 偶数 全 体 的 基数 也 是 可 数 的 。 若 mn 
B. n 2 m, Й| m = n (Bernštein Ф). AA 
反 律 ,可 迁 律 显 然 成 立 , 故此 关系 之 是 序 关系 '。 
应 用 良 序 定理 +, 可 以 证 明 这 个 宇 是 全 序 ' ( 革 
数 的 比较 定理 (comparability theorem for poten- 
сіе). 34 m 2а E т=п, A mon 表示 
zm. Bm BES (at most) Am, 或 8 


的 元 素 至 多 有 т 个 . 

【基数 的 和 , 积 , El. 对 于 基数 m, п, 如 
NEG A, BE A= m, B =n, ANB = Ø, 
4 $= 4UB, 则 $ 由 m,n 唯一 确定 。$ 称 为 
m tjn 的 和 (sum), 24 m+n, 4A = m, 
B =n" $ А,В Hj, 直 积 集 ' 4 x B 与 配置 集 * 
AP 的 基数 分 别称 为 m 与 a 的 积 (product), 圳 
power) ,分 别 以 mn, т" 表示 之 (这 些 也 由 m,n 
WE) 就 加 法 m + n, 乘法 mn 而 言 , 交换 律 
m + n =n + m, mn nm, 结合 律 (mtn) + 
p= m+ (n + p), (mn)p = m(np), 分 配 律 
p(m+n) = pin 十 pn 成立 , ВВ m = m'm’, 
m" = (тт), (mm)? = m 也 成 立 ， 特 别 是 ， 
24 A = m 时 2" 是 4 的 寡 集 ! 24 的 基数 . 

两 个 基数 的 加 法 、 乘 法 可 以 推广 为 多 个 基 
数 的 加 法 、 乘 法 ， 当 某 个 集合 4 的 所 有 元 素 2， 
各 唯一 对 应 于 基数 mm 时, 取 集合 M; 使 六 ;二 mm， 
HRR P= П Mi, 28% P ELAS 


n 
数 m 的 积 [ m. 选择 公理 ?是 : $ m 0, 
i 
m П то. 当 各 Mi 两 两 无 公共 元 时 作 
i 
{м} HART 5 一 了 >， Mi， 它 的 基数 3 E 
n 


义 为 各 个 基数 m, 的 和 > m. 

【连续 统 假设 】 关于 上 述 的 基数 a, с, 1, 
Aier >m >a 成 立 .一 般 有 2" > m 
(G. Cantor), 与 此 有 关 的 “对 于 任意 的 基数 
m, 使 2" > n > m 成 立 的 基数 "不 存在 ”的 假 
设 称 为 广义 连续 统 假设 《generalized continuum 
hypothesis)， 特 别 是 , 当 m 一 a 时 ,该 假设 称 为 
连续 统 假 设 (continuum hypothesis), Cantor 提 
出 连续 统 假设 (J. Reine Angew. Math., 84 
(1878)) 以 来 , 其 真 伪 长 期 成 为 悬案 , 特别 是 ， 
W. Sierpitski 探讨 了 与 此 深刻 有 关 的 诸 假设 ， 
Cantor 本 人 晚年 也 曾 努 力 谋求 解决 。 其 后 由 
K. Gédel (1940) 及 P. J. Cohen (1963) 证 
明了 连续 统 假设 、 广 义 连 续 统 假设 是 与 其 它 集 
合 论 公理 彼此 独立 的 (一 公理 集合 论 ). 

【序数 的 基数 】 用 希腊 小 写字 母 表 示 序 
ЖС, 集合 {EE <a) MERU AUR. ай 
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为 序数 a 的 基数 (potency of an ordinal number 
в) 或 称 为 对 应 于 a 的 基数 。 当 基数 m 对 应 于 
某 个 序数 时 , 满足 & 一 m 的 序数 。 中 的 最 小 者 
称 为 对 应 于 m ДВ Os Anfangszahl). 对 应 于 
无 限 基数 约 始 数 称 为 超 限 始 数 《 传 transfinite 
Anfangszahl)， 序 数 全 体 到 超 限 始 数 全 体 上 的 单 
值 对 应 B— о, 中, 只 有 一 个 对 应 可 使 当 8 > 
7 时 有 os > wy。 特别 是 ,me = о, 满足 < 
cy 的 上 是 可 数 序数 (countable ordinal number), 
to, AR PARER o, 的 基数 以 М, 表示 
Z G 是 希 伯 来 字母 ， 读 为 阿 列 夫 Galeph)), 
By WSR, 是 等 价 的 , 此 时 有 R 十 
М, Му, RR, =N, RERAN, 所 有 的 
无 限 基数 都 等 于 某 个 Xe。 于 是 连续 统 假设 可 
以 表 为 29 一 拟 ， 而 广义 连续 统 假设 可 以 表 为 
Me Rea. 

【有 限 、 无 限 的 定义 】 R. Dedekind EX; 
当 集合 4 和 4 的 某 个 真子 集 对 等 时 ，4 称 为 
无 限 集 (infinite set)， 否 则 4 称 为 有 限 集 
(finite se), 与 此 相对 地 也 可 定义 : 对 于 集合 
4 引入 良 序 ', 如 果 它 的 对 偶 * 序 也 是 良 序 , 则 4 
为 有 限 集 ,不 可 能 如 此 时 4 为 无 限 集 (也 有 和 这 
个 定义 等 价 的 定义 ). 可 以 证 明 若 在 此 意义 下 为 
有 限 集 , 则 在 Dedekind 的 意义 下 也 是 有 限 集 。 
车 用 选择 公理 ,还 可 证 明 两 个 定义 是 等 价 的 . 

[®) [1) A. A. Fraenkel, Abstract set theory, 
North-Holland, 1953; [2] W. Sierpiński, Hypothèse du 
continu, Warsaw, 1934, [3] K. Godel, The consis- 
tency of the continuum hypothesis, Ann. Math. Studies, 
Princeton, 1940; [4] P. J. Cohen, ‘The independence of 
the continuum hypothesis I, I, Proc. Nat. Acad. Sci. 
USA., 50 (1963), 1143—1148, 51(1964), 105 —110; [5] G. 
Cantor, Beitrage zur Begründung der transfinite Mengen- 
lehre 1, Math. Ann., 46 (1895), 471—512. Gesammelte 
Abhandlungen, Springer, 1932 (ЖЖ: Contributions to 
the founding of the theory of transfinite numbers, Open 
Court. 1915); [6] R. Dedekind, Was sind und was sollen 
die Zahlen? F. Vieweg, 1888. Gesammelte mathematische 
Werke 3, F. Vieweg, 1932. (Jak: Essays on the theory 
of numbers, Open Court, 1901). 

另 一 集合 的 [ 参 ]。 


结构 [XE structure 法 structure 4È Struktur 
4& строение, структура 日 构造 1 【各 种 结 
构 】 所 谓 结构 是 对 于 有 序 集 、 群 、 环 、 线 性 空 
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间 , 拓 扑 空间 \ 概 率 空间 、 流 形 等 许多 数学 对 象 
用 集合 ?和 关系 ! 的 语言 给 出 的 统一 的 形式 .在 
叙述 它 的 定义 之 前 , 举 几 个 简单 而 基本 的 例子 . 

D 序 ， 关 于 集合 4 的 序 * 是 指 满 足 某 个 条 
件 的 二 元 关系 (一 关系 )。 设 其 图 象 为 a, 则 其 
条 件 可 以 表示 如 下 . 

1) Yi acA, WW (a, a)ea, 

2) Ж (a, 6) € e, (b,c) € a, WJ (a, c) € a, 

3) # (а, 6) Ee, (5, а) єа, MJ a = 6. 
EH e ERR BCA X A) 的 元 素 . 满足 上 列 
条 件 的 © 称 为 对 集合 4 确定 了 序 结构 . 

d) 合成 .关于 集合 4 BJ BR (composition) 
是 指 从 AX А (КТЖ) и ВН. Ж 
把 它 看 做 是 关于 4 的 三 元 关系 (一 关系 ), WE 

- 的 图 象 = 满足 下 列 二 条 件 ( 或 仅 满足 2)). 

1) 若 (ob)e4d4x4， 则 有 ce4,， 使 
(a,b, c) €a, 

2) # (a, 5, c)€a, (a, b, с)єа, Ul 
om es 

FEM o ЖИЛЕ BCA K AX ATER. T 
上 述 条 件 的 = 称 为 对 集合 4 确定 了 合成 结 

关于 合成 的 结合 律 '， 可 以 表示 为 : 就 “ 

3) H (a, Б, x)€a, (5, 6, y)€a, (z, 
€,2)€a, (a, y, 2) €a, W| s = z. 
具有 满足 此 条 件 的 合成 的 集合 4 称 为 半 群 
(semigroup). 

ш) 运算 ， 由 集合 4 到 集合 B 的 运算 (oper- 
ation) 是 指 由 4 X B (或 其 子 集 ) 到 8 的 映射 
如 果 把 运算 看 做 是 三 元 关系 ， 则 其 图 象 7 和 合 
成 同样 地 满足 下 列 二 条 件 (或 仅 满足 2)). 

D 若 G,5)€ Ax В, WA c€ B, 使 
(а, 6, с) Єт. 

2) Ж (а, b, с) Єт, (а, b, “Ex, MUJ 
满足 上 述 条 件 的 v € CA X B X B) 
称 为 确定 了 4 对 于 的 运算 结构 。 4 的 元 素 称 
HB 上 的 算 子 (operator), 也 称 4 为 B 的 算 子 区 
(domain of operators), 称 B 为 4 集合 (4-set). 
另外 ,如 以 B 为 主 ,4 对 B 的 运算 也 称 为 外 部 合 
成 (external composition), 与 此 相对 ,上 述 的 通常 
的 合成 称 为 内 部 合成 internal composition), 


с=с. 


当 对 算 子 区 4 确定 一 个 合成 时 ， 通 常 要求 
下 列 条 件 .其 中 “为 确定 4 的 合成 关系 的 图 象 . 

3) # (a,b, x)€a, (@,c,y)€ y, (z, 
e,2)€ v, (a, y, z)€ v, M z жит 
RETRA (а, Б) >а, 表示 为 (a,6) 一 
a-b, W3) 也 可 以 改写 如 下 . 

3) 对 ape4d4，ceB， 有 (ab):c= 
a (56. c). 再 者 ， 当 对 B 确定 一 个 合成 时 , 通 
WER FARE. Hh 8 是 确定 8 的 合成 关系 
的 图 象 . 

4) Ж (а, b, x) € v, (а, с, y) € v. (b, 
с, х) ЄВ, (x, y, w)€B, (a, z, w')€v, W 
on w, 

如 用 写法 ab, a .56， 则 可 改写 如 下 . 

4) 对 a€ A, b, e € B, H (a 6) (a с) 

a+ (be). 

另外 , 为 了 区 别 ,映射 4 X B — B 称 为 4 
对 B 的 左 运算 (left operation), 映射 B X 4 一 
B 称 为 4 对 的 右 运算 (right operation), 这 
虽 是 写法 上 的 问题 ， 但 在 给 出 两 种 运算 对 使 用 
起 来 是 方便 的 。 在 区 别 左右 时 ,可 将 有 关 的 诸 
概念 添上 “ 左 " 或 者 “ 右 "的 字样 来 使 用 , 

iv) 拓扑 。 所 谓 集合 4 上 的 拓扑 *, 无 非 是 
指 4 中 称 为 开 集 的 子 集 的 某 个 集合 a, 它 满 足 
下 列 条 件 : 

1) $€a, 4€a, 

2) 2: pCa, W U eee, 

3) # Bco, 8 是 有 限 的 , 则 [| 66а. 这 
тад BOBCA)) 的 元 素 。 这 时 称 满足 上 
列 条 件 的 “对 集合 4 确定 了 拓扑 结构 (一 拓扑 
空间 ). 

【数学 结构 】 以 线性 空间 ' 为 例 说 明 折 谓 
数学 结构 的 概念 ， 作 为 线性 空间 基本 集合 的 是 
称 为 纯 量 的 元 素 集合 K 和 称 为 向 量 的 元 素 集合 
V ,作为 基础 概念 的 是 关于 的 两 个 合成 (加 法 
MRE) 和 关于 的 一 个 合成 《加 法 ) 及 K 对 
Vite (GLEE). 这 些 合成 和 运算 分 别 
НРА оа, mE (KX K XK), we 
BV XV XV), аЄФ(КХИ x V) Xi 
定 。 如 果 用 这 种 写法 , WR Xe + b) 一 ja 十 


z. 


ACKER, a, DEV) 之 类 的 线性 空间 的 基本 性 
质 , 全 可 以 表达 为 关于 K, V, а, а, а, os 的 
条 件 BCK, V, а, ++, o). 

以 上 是 关于 某 一 个 线性 空间 的 叙述 ， 为 了 
令 述 所 谓 “ 一 般 线性 空间 ,需要 用 记号 Xi. X 
Sits 54 来 代替 表示 具体 对 象 的 记号 K, 了， 
而 上 述 诸 条 件 me CX Kx K) 
等 , 则 写成 式 于 F € (X, x X, x X) 等 , 而 
这 些 记号 和 式 于 的 集合 

Z: Xis Xo ss F 
Be (OX x X X X5, 
& € BCX, x Xy x X). 
可 看 做 是 线性 空间 的 类 型 Qype). 同样 , 基本 
人 性质 PR, У, а, co, o). 则 改写 成 式 于 
POR, Ха, 8i 777, 50, ЖЕЖ 
T; PG, Xi, By, 5, $) 
称 为 线性 空间 的 公理 系统 (axiom system), 

在 线性 空间 以 外 的 情形 , 基本 概念 (basic 
concept) 和 上 述 的 ei, ++, а, 同样 可 以 表示 为 
由 几 个 基本 集 (basic set) 而 有 限 生成 的 集合 的 
FOR. 这 里 所 谓 由 Astis An 有 限 生成 的 集 
合 是 指 由 Ass, AL 经 过 有 限 次 施行 建立 直 
积 集 的 运算 x 以 及 建立 宕 集 的 运算 第 而 得 到 的 
жа. 

用 表示 基本 集 的 记号 Xi，…，Xn， 及 表 
MEADE, +++, En HERE ШИР 
类 型 ， 象 了 那样 的 公理 系统 ， 这 个 类 型 和 公理 
FRACS, Г), 称 为 一 个 数学 结构 (mathematical 
structure), 当 把 具体 的 基本 集 和 基 太 概念 代 
AO3 cc, Xm 及 Boss ENS mA 
足 关 于 类 型 的 条 件 和 公理 ， 则 此 基本 集 和 基本 
概念 组 称 为 具有 数学 结构 的 一 个 数学 体系 
(mathematical system), 各 数学 体系 称 为 该 结构 
WWE (modd), 或 者 是 该 公理 系统 的 模型 . R 
有 同一 结构 的 两 个 数学 体系 称 为 同类 的 .按照 
它 的 结构 称 为 群 \ 环 \ 拓 扑 空间 等 。 数 学 体系 也 
可 以 称 为 广义 代数 系 (algebraic system in the 
wider sense), 特别 是 作为 基本 概念 只 着 眼 于 
合成 (或 合成 和 运算 ) 时 ， 则 简称 为 代数 系 
(algebraic system), 
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【代数 系 】 代数 系 可 以 说 是 给 出 一 些 合成 
《及 运算 ) 的 集合 。 但 往往 还 采用 适当 的 条 件 作 
为 公理 系统 以 指定 其 数学 结构 的 种 类 (一 群 ， 
Abel BF, 有 限 群 , 环 , 域 ,交换 环 , 代 数 ，Boole 代 
数 ，Lie (UK, Jordan 代数 )， 在 各 类 代数 系 中 ， 
虽 各 有 其 固有 的 理论 ， 但 初等 的 一 般 性 质 和 有 
关 的 概念 可 以 用 同一 观点 处 理 。 而 且 , 这 样 做 
往往 能 看 出 理论 的 结构 。 这 样 的 考虑 方法 ,可 
由 代数 系 更 进而 达到 所 谓 数学 体系 的 形式 化 . 
在 此 仅 就 代数 系 令 述 了 若干 事实 ， 而 对 于 其 它 
数学 体系 ,也 可 以 类 似 地 讨论 之 ， 

以 下 主要 就 一 个 合成 (a，6) — ab 进行 论 
述 , 对 于 二 个 以 上 的 合成 也 可 同样 处 理 , XFA 
成 的 写法 ,也 可 用 a+b, a-b, [a,b] SRG 
ab, FARRER A, A^ 之 间 的 映射 J:4 一 4', 
如 满足 条 件 Сар) = а) (a, b€ A), WI 
HABA (homomorphism), HAAR 4 上 的 
同 态 ( 满 射 同 态 ) 存 在 时 ， 称 4 和 4 是 同 态 的 
(homomorphic)。 特 别 是 , 当 从 4 到 4° 上 的 一 一 
同 态 ( 双 射 同 态 ) f 存在 而 其 逆 映 射 三 :4 一 4 
ERRAN, f 称 为 同 构 (isomorphism)， 而 .4 
和 A’ FRAY (isomorphic), 写作 A = A’, 

同 态 的 复合 是 同 态 。 而 一 个 代数 系 4 的 恒 
等 映射 显然 是 同 构 。 从 4 到 4 自身 的 同 态 称 为 
BAZ (endomorphism), HIE, Ma 24 fJ 
同 构 称 为 自 同 构 (automorphism), 4 的 自 同 态 
全 体 关于 复合 的 合成 是 半 群 。 特别 是 , 自 同 构 
的 全 体 是 一 个 群 , 称 之 为 4 的 自 同 构 群 〈group 
of automorphisms), 

同 态 的 概念 是 在 一 切 代数 系 中 都 出 现 的 基 
本 概念 之 一 ,但 在 所 有 的 情形 中 ,也 有 用 类 型 代 
替 同 态 , 自 类 型 代替 自 同 态 的 . 

具有 一 个 合成 的 代数 系 4 BOR с, Чій 
足 条 件 ac 一 ca = a(a € A) 时 ， 称 为 单位 元 
Cidentity clemeno)。 它 若 存在 则 是 唯一 的 ， 象 环 
那样 具有 两 个 合成 的 情形 ， 着 眼 于 其 中 一 个 合 
成 (乘法 ) 时 也 可 以 用 单位 元 一 词 。 群 之 间 的 同 
态 将 单位 元 映射 为 单位 元 ， 但 在 一 般 的 代数 系 
中 却 未 必 如 此 。 因 单 位 元 起 着 重要 的 作用 , 它 
常常 被 列 人 数学 结构 的 基本 概念 中 . 于 是 ,一 般 
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的 数学 体系 之 间 的 同 态 可 以 定义 为 基本 集合 之 
间 的 映射 ,使 之 诱导 出 基本 概念 之 间 的 对 应 . 在 
这 种 观点 下 ， 具 有 单位 元 的 半 群 和 环 分 别称 为 
ARPB (unitary semi-group, monoid) KAR 
Ж (unitary ring)， 其 间 的 同 态 总 是 限于 单位 元 
到 单位 元 的 映射 。 

在 同类 代数 系 A, 4 E, RAR A OF 
集 , 当 由 f(a) = a (a € A) 定义 的 映射 1:4 一 A 
是 同 态 时 ， 称 4 为 4 的 子 系统 (subsystem), 
群 , 环 的 于 系统 分 别称 为 子 群 '、 子 环 '， 其 它 也 
tiit. 

设 对 代数 系 4 给 定 一 个 等 价 关系 ' R, 当 条 

件 : 
若 R(a, а), RC, b’), W) R(ab, a'b’) 成 
立时 ， 称 R 和 合成 是 相 容 的 (compatible), Ж 
虑 由 R 确 定 的 4 的 商 集 ! A/R. 此 时 ,在 A/R 
上 可 唯一 确定 其 合成 ， 使 得 由 a € (а)(а € A) 
所 确定 的 映射 刀 4-4/R 成 为 同 态 . 由 此 得 到 
的 代数 系 4/R 称 为 4 的 商 系 (quotient. system), 
群 环 的 商 系 分 别 是 群 、 环 , KARR, WR. 
其 它 也 仿 此 . 另外 ,给 出 运算 的 情形 也 同样 , 又 
БЕ 

[ 参 】 [1] EREK, REAA, tH, 1947; 
12] 中山 正 ,集合 - 位 相 . 代数 系 ,至 文 堂 , 1949; [3] Ж 
未 昌吉 -小 平 邦彦 ， 现 代数 学 概 说 L Hae ,1961; [4] N. 
Bourbaki, Théorie des ensembles, chap. 4. Structures, 
Actualités Sci. Ind, Hermann, 1957. 第 二 版 1966 (ЖЖ 
本 : Theory of sets, Addison-Wesley, 1968), [5] C. 
Chevalley, Fundamental concepts of algebra, Academic 
Press, 1956. 


排列 ， 组 合 [Ж permutation, combination 法 
permutation, combinaison 4 Permutation, Kom- 
bination — 4A размещение, сочетане Н Li 
з, de] 从 ”个 元 素 构成 的 集合 M= 
{ma xo} 中 取出 7 个 元 素 排 成 一 列 , 把 顺序 
也 考 你 进去, 各自 的 排 法 称 为 从 M 中 取出 ”个 
元 素 的 排列 ;从 M 中 不 考虑 顺序 取出 个 元 素 ， 
各 自 的 取 法 称 为 从 M 中 取出 个 元 素 的 组 合 . 
组 合 也 可 以 说 是 CM 的 ) 具有 r 个 元 素 的 子 集 . 
从 M 中 取出 r 个 元 素 的 排列 是 指 以 自然 数 的 集 
& 0,2, sr) 为 定义 域 ,以 M 的 子 集 为 值 域 
的 单 值 函数 AE š = i PPG) = IG). 


组 合 不 外 是 在 这 些 排列 中 信 域 相同 者 所 构成 的 
等 价 类 ， 因 排列 及 组 合 的 个 数 仅 与 M 的 元 素 个 
Xon 和 ~ 有关, 通常 说 成 是 “从 ”个 相 异 的 事物 
中 取出 r 个 的 排列 "， 特 别 是 , 当 + 一» 时 ,说 
成 是 “ 相 异 的 ”个 事物 的 排列 ”. 

设 从 相 异 的 = 个 事物 中 取出 > 个 的 排列 及 
组 合 的 个 数 分 别 记 为 .P.，.C,， 则 
АР, = n(n—1)-: *(n—r + 1) = nt/(Gi— 0) 
«С, = ir! = n! /(n — r)!r! 
成 立 .在 此 = 1-2: …' ny 称 为 ?的 阶 
R Ccoa), C 也 写 做 ( ”)。 再 者 ， 关于 
«C, 有 下 列 公式 : 
A) „С, Car oCr = „С, Cr 

现 将 集合 M 按 某 个 等 价 关系 分 类 , 设 分 为 


分 别 由 a, айо (Xa =) 


= 
дар, 若 仅 着 眼 于 类 , 则 这 ”个 元 素 的 


排列 个 数 由 / TT Quo) 给 出 . 


其 次 ,在 ”个 相 异 的 事物 中 ,允许 重复 地 取 
出 7 个 事物 构成 的 排列 组 合 (分 别称 为 从 ”个 
中 取出 r 个 的 重复 排列 (repeated permutation) fit 
复 组 合 《repeated combination)) 的 个 数 分 别 以 
IL, „Н, 表示 之 , 则 

all, = m, ` 

АН, = ater, = (a+r —1)1/r1 (0—1)! 

成 立 。 再 者 H, 是 方程 > z = r 的 非 负 整 
数 解 的 个 数 ， 

从 集合 M 取出 ”个 元 素 ,把 顺序 考虑 进去 
排 在 一 个 圆周 上 ,各 自 的 排 法 称 为 从 M 中 取出 
r 个 元 素 构成 的 循环 排列 (circular permutation), 
这 是 在 从 M 取 r 个 构成 的 排列 中 ,把 相互 之 间 
Bux (1,2,-: r) 的 循环 置换 + 不同 者 视 为 
同一 而 得 到 的 . 从 而 它 的 个 数 是 P/r. XM 
个 相 异 的 珠子 中 取出 r 个 做 数 珠 ， 其 取 法 个 数 
是 : 84 r=1, 2 时 为 Cn 4 >з NOS ,P,/2r. 

342 为 自然 数 时 , 若 使 用 乘法 分 配 律 , 则 

(а + b) = >) Ca 


BOL. 它 称 为 二 项 式 定理 (binomial theorem), 

展开 的 系数 „С, 称 为 二 项 式 系 数 (binomial 

coefficient), ЕН (1) 能 够 简单 计算 。C, (一 数 表 

3), 这 可 由 像 下 面 那 样 的 写法 而 看 出 , 这 个 图 

表 也 称 为 Pascal 三 角形 (Раса triangle), 
1 z 


1 5 10 10 5 1 

如 代替 二 项 式 而 考虑 亚 项 式 则 可 以 得 到 多 

项 式 定理 《polynomial theorem) 
gs nt 

Se Per атт 
(这 里 У) RAR >0, s pu SO, 
Pit crs p, = n 的 和 )( 一 数 表 3,4). 

[5] [1] E. Netto, Lehrbuch der Combinatorik, 
Teubner, 第 二 版 1927; [2] M. P. A. MacMahon, Com- 
binatory analysis 1, If, Cambridge Univ. Press, 1915— 


16 (Chelsea, 1960), [3] J. Riordan, Combinatorial iden- 
tities, John Wiley, 1968. 
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组 合 论 [X combinatorial analysis 法 analyse 
combinatoire 4È Kombinatorik ff комбинато- 
pma A #Ё+#Ю] 组 合 论 的 对 象 是 具有 组 
合 性 质 的 集合 ,以 其 个 数 的 计算 为 主要 目标 .但 
作为 其 变形 则 表现 为 存在 问题 ， 渐 近 式 ， 近 似 
A, 同 余 关 系 等 。 要 对 组 合 的 性 质 给 予 明 确 的 
定义 是 困难 的 ,但 和 代数 学 以 运算 为 重点 ,数论 
以 数 为 重点 相对 比 ， 比 它们 更 为 简单 的 情况 是 
很 多 的 。 因为 所 属 不 明确 , 常常 是 从 组 合 论 的 
考察 开始 ， 但 伴随 着 理论 的 发 展 ， 又 转移 到 其 
他 分 支 去 了 , 这 种 例子 也 是 很 多 的 。 对 称 式 的 
理论 发 展 为 对 称 群 的 特征 标 理论 而 被 列 人 代数 
学 ,拉丁 方 的 完备 正 交 系 成 为 有 限 射 影 平面 而 
促进 了 几何 学 的 研究 ， 分 拆 数 在 数论 方面 的 重 
要 性 的 发 现 等 都 是 这 种 例子 . 

几乎 数学 的 整个 领域 都 提供 了 素材 。 简 单 
的 代数 系 ,例如 序 集 ', 格 ', 半 群 ' 等 的 最 原始 的 
个 数 计算 原来 就 是 组 合 论 的 内 容 .近代 统计 学 
的 应 用 的 各 种 布局 的 问题 ， 电 子 计算 机 的 程序 
设计 的 组 合 论 的 方面 ,最 近 也 被 注意 .此 外 , 概 


Wa ss 

素 论 , 分 子 结构 ,工程 学 等 方面 产生 的 题材 也 归 
人 了 组 合 论 . 

在 个 数 的 计算 上 ， 利 用 解析 学 一 事 是 自古 

以 来 就 广泛 地 实行 着 的 。 当 数 论 函数 a(n) 的 


值 为 复数 时 ,形式 突 级 数 1) 一 Dal)" 称 


5 a(») HO BEER ELS f(x) 表示 解析 函数 时 , 根 
据 其 解析 的 研究 得 到 关于 a(n) 的 各 种 认识 . 因 
此 所 谓 “ 组 合 分 析 ” 的 名 称 就 长 期 被 使 用 了 . 但 
在 复杂 的 布局 中 ,首先 出 现 的 是 存在 问题 ,因而 
代数 学 的 方法 也 提供 了 有 效 的 手段 ,具体 说 来 ， 
表现 为 关于 有 理 整 系数 矩阵 的 种 种 变换 的 不 变 
量 等 等 形式 . 近似 式 \ 同 余 关系 在 数论 里 是 同一 
范畴 的 , 即 包括 在 对 有 理 数 域 的 因子 的 近似 里 ， 
但 在 具体 研究 时 , 除 通常 的 函数 论 之 外 ,局 部 数 
域 的 函数 论 也 是 有 效 的 。 像 这 样 为 了 自由 使 用 
解析 学 以 外 的 代数 学 ,数论 等 方法 ，H. J. Ryser 
等 提出 所 谓 “ 组 合 数学 ”的 新 名 称 。 综 合 这 些 观 
点 的 著作 还 没有 出 现 。 J. Riordan [4] 是 解析 
的 ,Ryser [5] 是 代数 的 ,报告 集 [19] 则 是 数论 的 
色彩 很 浓 的 。 就 理论 现状 而 言 , 组 合 论 还 没有 
表现 出 深刻 的 统一 性 ,就 一 般 特征 而 言 ,又 有 显 
著 复 杂 性 , 这 就 妨碍 了 理论 的 发 展 ， 然而 由 于 
电子 计算 机 的 出 现 ， 对 于 庞大 的 混沌 现象 增 大 
了 控制 的 力量 ,组 合 论 的 内 容 肯定 会 大 大 地 让 
富 起 来 . 

【解析 方法 】 作为 体系 的 一 个 重要 支柱 是 
包 除 原理 (principle of inclusion and exclusion), 
设 集合 2 的 子 集 4 的 基数 以 |4| 表 示 之 ,而 40 
ВД AB 表示 之 , 则 

14.04:0---04,] 

= Уа Уа +++ 
+ (1) MAr Aal 

在 这 里 也 可 以 取 满 足 适当 条 件 的 测度 来 代替 基 
数 。 当 测度 是 概率 时 ,上 式 便 成 为 Poincaré 公 
XX. M. Fréchet (1940) 将 它 一 般 化 ,得 到 了 关 
于 非 独 立 非 互 斥 的 复合 事件 的 概率 公式 ， 关 于 
个 数 计算 的 种 种 原理 可 以 根据 它 而 得 到 统一 的 
说 明 。 例 如 , 除 Poincaré 公式 以 外 ,关于 数论 函 
数 之 和 的 Mobius 反 演 公式 ,有 限 群 论 中 的 Hall 
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计算 原理 ;或 多 元 微分 的 直接 定义 等 都 是 如 此 . 
母 函 数 的 概念 是 由 P. S. Laplace 建立 的 ， 

举 简单 的 例子 ,将 = 个 同 种 事物 ,譬如 ”个 同样 

大 小 的 白 球 ,分 为 若干 组 ,分 法 的 个 数 Kz) ЖЕ п 


的 分 拆 数 ', 其 母 函 数 f(x) 一 > po) 等 于 


(1-2) (=) 12) ee Е 
AAAS i n 个 人 分 为 若干 组 ,分 法 的 
个 数 B(n) 是 所 谓 Bell 数 (Bell’s number), 特 
别 是 , B(5)=52 是 源氏 香 数 。 关 于 Bal RH 
函数 У) B(n)z" 对 于 х 0 是 发 散 的 ,但 它 


= 
的 指数 母 函数 (exponential generating function) 
209 = > OS 却 是 收 伍 的 且 等 于 ce, 
此 外 ，Dirichlet Я ff) BE EE Can) 


E 
等 也 被 考虑 , 它 在 数论 里 经 常用 到 。 从 母 函数 
满足 的 函数 等 式 , 可 得 到 a(n) 满足 的 关系 式 ， 
渐 近 式 !( 递 归公 式 ).〈 关 于 分 拆 数 一 分 拆 数 .) 
又 ,关于 Bell 数 ,由 g(x) = gG) 得 到 
во + D = (д) в. 

为 了 得 到 渐 近 公式 ,使 用 母 函 数 也 是 有 效 的 . 

【组 合 布局 】 举 丙 、 三 个 古典 解析 学 解释 
不 了 的 重要 例子 。 

【拉丁 方 】 由 ”个 记号 构成 的 集合 4 = 
《al an}, 每 个 记号 各 取 = 回 , 共 严 个 ,排列 
为 £1 列 的 正方 形 ,在 各 行 , 各 列 上 4 的 每 个 
记号 各 出 现 一 次 ， 称 之 为 4 上 的 拉丁 方 (Latin 
square) 或 上 阶 拉丁 方 。 当 第 一 行 及 第 一 列 都 
是 给 定 的 标准 排列 时 ， 称 为 不 可 约 的 或 标准 型 
WETH, KARA LC) EE, n RETO 
的 总 数 便 是 п Сп 一 Dt LG). LG) 仅 在 9 
芥 以 下 时 是 已 知 的 ，” 一 1 到 9 时, 依次 为 1， 
1, 1, 4, 56, 9408, 16942080, 535281401856, 
377597570964258816。 将 集合 4 上 的 两 个 拉丁 
BL, Li 重合 而 得 的 方 阵 ,如 果 在 ”个 位 置 上 
好 个 相 异 的 对 全 部 出 现 , 则 称 L, 和 L, 是正 交 
的 (orthogonal)， 重 登 得 到 的 方 阵 称 为 4 上 的 
Euler 方 阵 或 > 阶 Euler FẸ (Euler square). 
当 为 奇数 时 及 ”为 4 的 倍数 时 ， Euler 方 阵 


是 容易 做 出 的 ,但 对 n = 4: + 2 的 情形 ，Euler 
曾 猜 想 过 可 能 不 存在 ,最 近 R. С. BoseS. S. 
Shrikhande-E. T. Parker (1959) 把 该 猜想 推翻 ， 
证 明 当 пт 2, #6 时 , n Bt Euler 方 阵 必 定 
可 以 做 出 . 在 {1, 2,*…, n) 上 的 Euler ЭЕ 
中 ,把 G, 改 记 为 nG 一 1) + i HS 便 得 到 
# 阶 幻 方 (magic square), 它 的 特点 是 将 数 1 
到 of 排列 在 # (10 列 的 正方 形 中 , 各 行 、 各 列 
数 的 和 保持 为 一 定 值 n(m + 1)/2. 

车 有 4 上 相互 正 交 的 拉丁 方 L, Lash 
将 它们 全 部 重 登 便 生成 阶 r 次 超 Euler 7 
B. 这 时 必定 有 r< n— 1, 但 着 r n—1, 
原来 的 拉丁 方 系 称 为 ” 阶 拉丁 方 的 完备 正 交 系 
(complete orthogonal system), 这 又 和 一 直线 上 
含有 = 个 点 的 有 限 仿 射 平面 是 等 价 的 概念 ， 再 
者 ,追加 "二 1 个 无 穷 远 点 和 一 条 无 穷 远 直 
线 , 便 成 为 和 一 直线 上 含有 ”十 1 个 点 的 有 限 
射影 平面 是 等 价 的 概念 。 Rn RRO, 
则 可 以 由 有 限 域 ' GFC) 上 的 解析 的 平面 射影 
几何 学 而 得 到 有 限 射影 平面 的 例子 ， 对 应 于 素 
SORULZMIS » 的 有 限 射影 平面 ， 从 而 ” 阶 拉丁 
方 阵 的 完备 正 交 系 的 例子 ,迄今 还 全 不 知道 .再 
者 ， 解 析 的 射影 几何 学 以 外 的 射影 平面 的 例子 
却 是 有 的 . 

【平衡 不 完全 区 组 设计 】 由 “个 记号 
ay t, а, 组 成 的 集合 0, 命 其 5 个 于 集 为 
Ат Ar, MR |A) = k (<°) 是 一 定 的 ， 
又 对 于 2 的 各 元 a 含有 oi 的 4; 的 个 数 不 管 
i 如 何 总 是 等 于 一 定 值 > ， 而 且 对 于 Q 的 相 
异 二 元 а, а, 含有 它们 的 4; HERA in 
如 何 总 是 等 于 一 定 值 * ， 则 子 集 系 {4，…'， 
As} АНЕ (b, e, r, k, 2) 的 平衡 不 
完全 区 组 设计 (balanced incomplete block design), 
或 (b, o, r, Ry А) #08 (configuration), 在 这 
里 k= rr, r(k—1)—(—0A 是 必要 
条 件 , 但 仅 只 这 些 不 是 对 应 的 (6,v, rs kå) 
布局 存在 的 充分 条 件 。 简 单 的 充分 条 件 尚 不 知 
道 。 在 一 般 理论 上 对 Ре», r= k 的 对 称 
布局 (symmetric configuration) 进行 了 详细 的 研 
Ж. 这 时 , 也 称 为 指定 参数 的 (o, b, A) 布局 . 


于 是 ,有 (e—1)2 = 4(k- 1), BE n— 4-2 
是 重要 的 . SHR LBM, MIT (rk, 
2) 布局 存在 , n 必须 是 完全 平方 、 若 ” 为 奇数 ， 
则 对 应 的 条 件 可 以 使 用 Hilbert 的 范 数 剩余 记 
号 + 表示 出 来 . ” 和 ”之 间 的 不 等 式 4= — 1 < 
s<m+n+1 成 立 。 它 有 了 两 个 极端 的 情形 
首先 ， 若 e= =m+n+1, W| k= n+1, 
2 = 1， 从 而 该 布局 便 是 一 直线 上 含有 n + 1 
个 点 的 有 限 射 影 平面 ， 于 是 又 和 阶 拉 丁 方 的 
完备 正 交 系 一 致 。 反之 ， 若 "一 4 一 1， 则 
k=2n— 1, 1) 一 na 一 1， 该 布局 是 4 阶 的 
Hadamard 和 矩阵 (Hadamard’s matrix), ә 阶 
Hadamard 矩阵 是 指 仅 由 +1 和 — 1 组 成 的 = Br 
正方 阵 ,而 其 行列 式 之 值 为 w“ 的 . 其 中 n=l, 
2 或 4 的 倍数 ， 阶 数 < 264 的 Hadamard ВЕ 
的 例子 已 被 构成 (一 试验 设计 ) 

LERI WRC, ky 2) 布局 的 基础 集合 2 
特别 具有 。 阶 循环 群 ! 的 结构 , 而 子 集 А, 能 从 
其 中 之 一 年 依 2 的 元 素平 移 (平行 移动 ) A 一 
aA = A, 而 得 到 , 那 末 当 0 用 加 法 记述 时 , А, 
的 特性 是 :只 要 其 中 二 元 之 差 #0, 则 2 MAES 
元 素 各 出 现 1 [п], А, 称 为 (v, А, X) BM. 从 
由 解析 的 射影 平面 生成 的 《到 十 十 1, n+l, 
1) 布局 开始 , ВЕЕ ЯО (о, ks 1) 布局 大 多 
数 是 由 (о, ks 2) 差 集 经 平移 而 得 到 的 , 但 象 
Hall 建 立 的 92 Bt Hadamard 和 矩阵 所 对 应 的 (91, 
45,22) 布局 那样 ,也 证 明了 有 对 应 的 参数 的 差 
集 是 不 存在 的 。 作为 数论 的 必要 条 件 ,， 也 人 氢 述 
28 v 割 贺 域 ' 的 极 大 实 子 域 中 » 的 素 理想 分 解 
式 的 形式 . 

【图 】 Hi (graph) G — (V, E) 是 由 有 限 
Jc V 和 V 的 相 异 元 素 的 无 序 对 的 有 限 集 上 组 
成 的 。V 和 E 的 元 素 分 别称 为 顶点 (vertices) 和 
Ж (edges). de = (u, v}, 则 称 * 和 v 是 邻接 
的 (adjacent), e 连接 (joins) и Av, Н < 和 
u(v) 是 相互 关联 的 (incident)。 注意 图 G 是 有 
限 一 维 单纯 复 形 (一 复 形 )、 两 个 图 G 和 GG' 称 
为 同 构 的 (isomorphic), 如 果 它 们 作为 单纯 复 形 
是 同 构 的 . Wk 6 一 (V,E) 及 С = (У, Е) 
BA. 如 果 V'CV, ЕСЕ, WA G'—G(V', 


Е) 称 为 G — G(V, E) 的 子 图 (spbgraph)s 
特别 是 , Ж V = V', WG 称 为 G 的 生成 子 图 
(spanning subgraph), {EB (pseudo graph) 是 三 
TH (V, E, 9)， 使 得 了 是 有 限 非 空 集 , ER 
和 下 不 相交 的 有 限 集 ， 且 $ 是 由 下 到 了 的 所 有 
无 序 对 的 集合 的 映射 。 如果 8(e) = {u,v}, M 
BR: 连接 项 点 和 wv。 对 于 伪 图 也 可 用 明显 
的 方式 定义 邻接 和 关联 ， 圈 (loop) 是 把 Y 的 
TASCA SEEK, FBR (mul- 
tiple edge) 是 连接 着 同一 对 顶点 的 两 个 或 多 个 
楼 之 一 , 这 一 对 顶点 已 由 另 一 个 棱 连 接着 。 图 
是 不 包含 图 及 多 重 楼 的 久 图 。 当 保持 伪 图 的 邻 
接 而 细 分 圈 和 多 重 楼 时 ， 伪 图 能 够 改变 为 图 . 
然而 ,在 关于 图 论 的 许多 书 中 ,图 字 实 际 意味 着 
伪 图 (如 在 这 里 定义 的 ), 有 向 图 (directed graph) 
是 由 有 限 非 空 集 V # V 的 相 异 元 素 的 序 对 的 有 
限 集 4 组 成 的 .关于 伪 图 和 关于 有 向 图 的 术语 ， 
能 够 用 类 似 于 定义 普通 图 的 那些 术语 的 方式 来 
定义 。 

连通 性 . 设 P {ros sn e teo Va} 
是 图 G 的 项 点 和 棱 的 交错 序列 . 如 果 对 于 每 个 
Бе Ж naM n He Ae j), WP 
是 G 中 的 道路 (path). ШЖ wv。 = v. Р EPA 
道路 (closed path), MUR no (ij, Li, j} © 
(0, 7})， 则 闭 道路 称 为 环 道 (circuit)。 如 果 G 
的 任何 两 个 顶点 都 被 C 中 的 道路 连接 ， 则 图 C 
是 连通 的 《connected)。G 的 极 大 连通 子 图 称 为 
G 的 分 支 (componcnt). 如 果 图 G 的 每 对 相 异 顶 
点 x Ale 都 至 少 能 用 个 道路 连接 ， 它 们 除 * 
Tn v 外 没有 共同 顶点 , 则 称 图 G 为 n- 连 通 的 . 

Euler 图 和 Hamilton Hl. # G #97 
有 楼 全 在 P 中 出 现 , WJ G 中 的 闭 道路 称 为 
Euler 的 ， 这 时 G 称 为 Euler 图 (Eulerian 
graph). 下 述 命题 一 般 看 做 是 图 论 历史 中 的 第 
一 个 定理 ,是 Evler 在 1736 年 当 他 解决 有 名 的 
Königsberg 桥 问题 (Konigsberg bridge prob- 
lem) 时 证 明 的 .连通 图 G 是 Euler 的 ,其 充分 必 
要 条 件 为 : G 的 每 个 顶点 的 次 数 都 是 偶数 ， 其 
中 项 点 "的 次 数 (degree) 定义 为 和 ”关联 的 楼 
的 个 数 . C 的 环 道 C 是 Hamilton 的 , 如 果 G 的 
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所 有 项 点 全 在 C 中 出 现 ,这 时 G 称 为 Hamilton 
图 (Hamiltonian graph), 关于 Hamilton 的 性 
质 的 简单 准则 (类 似 上 面 提 到 的 Euler 定理 ) 还 
没有 得 到 . 

平面 图 (planar graph), Zi 5223, 则 任意 图 
G 在 Euclid 空间 Re 中 可 以 实现 为 多 角 网 络 ， 
使 得 无 二 楼 相交 , 这 时 , 则 称 C 嵌 人 R. 能 够 
嵌入 平面 的 图 称 为 平面 图 . 平面 图 的 下 述 特征 
属于 Kuratowski。 图 为 平面 的 充分 必要 条 件 是 
没有 G 的 子 图 组 合 等 价 于 图 1 所 示 Kuratow- 
ski 图 的 任 一 个 . 注意 : 如 果 图 G 和 G' RAR 
构 的 剖 分 (一 复 形 )， 则 G 和 G' 称 为 组 合 等 价 
的 (combinatorially equivalent)( 作 为 单纯 复 形 )。 


ж 


图 1 


着色 问题 (coloring problems), 如 果 能 够 
对 G 的 每 个 顶点 指定 种 颜色 之 一 ， 使 得 对 任 
何 一 对 相 邻 的 顶点 指定 的 颜色 都 不 相同 ， 则 称 
GH n BBN (n-colorable), 容易 证 明 每 个 平 
面 图 都 是 5 着 色 的 ， 而 证 明 每 个 平面 图 都 是 4 
着 色 的 却 是 困难 的 。 实际 上 , 这 个 问题 等 价 于 
四 色 问 题 (一 四 色 问题 ). 

树 (пс) 不 含有 环 道 的 连通 图 G 称 为 树 
(tree)， 任 何 连通 图 都 含有 一 个 是 树 的 生成 子 
图 ,这 个 子 图 称 为 生成 树 (spanning tree), {ЙТ 
G 的 生成 树 。 不 属于 工 的 G 的 楼 称 为 了 的 
弦 (chord)。 每 个 弦 对 应 于 G 的 一 个 环 道 , 对 应 
FT ORM AMER A ES BLK 
FG 的 环 道 的 基 С). # G=, Е) 是 
图 而 K 是 E 的 子 集 , 则 用 G — K 表示 C 的 子 图 
(V,E — K). # G К 不 是 连通 的 , 则 K 称 
为 非 连 通 集 (disconnecting set), 如 果 没 有 非 连 
WRK 的 真子 集 是 非 连通 集 , 则 天 称 为 割 集 
(cutset) 。G 的 生成 树 T 的 每 个 楼 都 对 应 于 C 的 
一 个 割 集 ， 且 对 应 于 工 的 某 个 楼 的 所 有 割 集 的 
集合 可 看 做 是 关于 G MRE. 


矩阵 (matrices), (n, c emt 和 
le. е.) 分 别 是 图 G = (V, E) 的 顶点 和 
楼 的 集合 .如 果 所 有 顶点 和 棱 可 按 这 种 形式 编 
号 , 则 图 G 称 为 标号 图 labeled graph). 标号 
图 G6 的 邻接 阵 (adjacency matrix) A == (ay) 是 
m X m 矩阵 ,其 中 如 果 顶 点 mw 和 卢 是 邻接 的 ， 
H) aa 一 1, 否则 a 一 0。 标 号 图 G 的 关联 阵 
(incidence matrix) В = (b;) 是 mxn Е, 其 
PUR Me TIT ELEME 
Ва 0. 设 (C, …，C,) 是 标号 图 G 的 所 有 
环 道 的 集合 , 则 G 的 环 道 阵 (circuit matrix) C= 
Ссл) Ж sx n 矩阵 ,其 中 若 C, 含有 е, 则 ci 一 1 
否则 с» = 0. 18 (К, +++, K,} 为 标号 图 G 的 
所 有 割 集 的 集合 , 则 G 的 割 集 阵 Ccutset matrix) 
K = Gua) х ”矩阵 ,其 中 若 К, BA eus 则 
全 一 1， 否 则 她 一 0， AAT CB=0 
(med 2), 其 中 ‘B 表示 8B 的 转 置 ， 若 G 是 连通 
的 , 则 B,C 和 的 秩 分 别 是 m 一 1, п-т + 1 
Fl m — 1, 我 们 把 m X m 和 矩阵 M = (а) 和 
m X m 邻接 阵 相 联系 ,其 定义 是 : 若 ive RU 
dj——24, 及 dj 是 vi 的 次 数 ，M 由 邻接 阵 唯 
一 确定 。 若 G 是 连通 的 标号 图 ， 则 M 的 所 有 
余 因 子 是 相等 的 ， 且 G 的 生成 树 的 个 数 和 这 些 
余 因 于 的 共同 值 一 致 ， 这 个 事实 包含 在 著名 的 
Kirchhoff 电网 络 理论 所 证 明 的 结论 之 中 。 

应 用 (Applications)。 图 论 在 网 络 问题 中 
(一 网 络 ) 和 在 电网 络 理论 中 都 很 有 用 ， 电 网 络 
的 各 种 重要 参数 可 以 表示 为 对 应 于 各 校 的 某 些 
变数 的 函数 ， 近 年 也 出 现 了 在 社会 科学 中 的 应 
Hi. 在 图 论 的 许多 应 用 中 ,具有 某 种 性 质 的 所 有 
于 图 的 枚 举 经 常 起 着 重要 的 作用 ， 于 是 图 论 的 
某 些 方面 与 许多 组 合 问题 有 密切 的 联系 . 
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Ж [3 number ik nombre Ж Zahl 4& чис- 
ло 日 Ж] 从 计数 物品 这 种 简单 活动 出 发 
得 到 了 自然 数 (natural number), 用 以 表示 物 
品 的 个 数 或 其 序 ， 从 自然 数 开始 逐步 扩张 数 
的 概念 ,， 定义 了 整数 (È integer 法 nombre 
entier Ф ganze Zahl)， 有 理 数 《rational num- 
ber), 实数 (real number), 复数 (complex 
number)。 全 体 自然 数 、 整 数 、 有理 数 、 实 数 、 复 
数 的 集合 常常 分 别 以 N, Z, Q, R, C 表示 之 . 
到 有 理 数 的 扩张 ,是 为 了 使 求 和 、 差 \ 积 \ 商 
的 运算 , 即 加 法 \ 减 法 ,乘法 ,除法 的 四 则 运算 ( 英 
four arithmetic operations ¿Ë vier Spezies) (也 
称 为 有 理 运算 《rational operations)) 可 以 在 其 中 
自由 地 ( 仅 以 0 除 例外 ) 进 行 的 扩张 .在 自然 数 
论 的 建立 中 , 下 述 的 基于 Peano 公理 系统 的 方 
法 和 R. Dedekind[ 1] 的 集合 论 方法 是 众 所 熟 知 
的 (一 藤原 松 三 郎 [6], 河田 敬 义 -竹内 外 史 [7] 
等 )， 对 有 理 数 ,再 考虑 连续 性 就 扩张 到 实数 的 
D 实数 理论 可 用 各 种 不 同 的 方法 建立 ,但 下 
述 的 Dedekind 分 割 的 方法 (1872)([21) 和 G. 
Cantor 的 基本 序列 的 方法 (1872)([3]) 是 最 广 
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ARIA. 另外 ，Weierstrass 也 用 无 穷 级 数 写 
了 实数 理论 的 讲义 (1859 一 60)( 关 于 这 些 一 项 
原 [6]). 在 实数 的 范围 内 , 1) 四 则 运算 是 可 能 
的 ; 2) 在 数 之 间 可 以 定义 大 小 的 序 关系 ;但 方 
Ë о +1=0 却 没 有 实 根 . 如若 引 入 数 a 十 
iG = V 一 D， 则 所 有 二 次 方程 都 有 根 。 这 
样 的 数 称 为 虚数 ， 是 在 十 六 世纪 时 G. Cardano 
开始 使 用 的 。 1. Euler 从 他 的 公式 exp = 
cos + isin® 开始 , 在 各 种 计算 上 将 虚数 用 做 
便利 的 工具 . i 一 V 一 1 的 记号 是 Euler (1777) 
开始 使 用 的 。 另 一 方面 ，C. F. Gauss 命名 该 数 
为 复数 ,证 明了 数 系数 的 代数 方程 在 复数 范围 
内 必 有 根 ,进而 考虑 其 几何 表示 法 (一 复数 ), 这 
种 数 对 于 数学 来 说 已 成 为 不 可 缺少 的 了 . 

通常 所 谓 数 是 指 到 复数 为 止 的 范围 而 言 ， 
但 也 有 将 复数 进一步 扩张 的 ,如 Hamilton 的 四 
元 数 ' 和 Cayley Ж'%. 

【自然 数 】 G. Peano 以 1 这 个 自然 数 以 及 
使 自然 数 = 对 应 于 x 十 1 的 函数 (以 后 ,以 x* 
表示 之 , 称 为 x 的 后 继 者 ( 英 successor 他 Na- 
chfolger)) 为 基础 ， 将 全 体 自然 数 的 集合 N 的 
基本 性 质 归纳 为 下 列 的 五 个 公理 : 1) 1€ N; 
2) # z€ N, W x €N; 3) # z € N, WJ z" эе 
15 4) di z = у(х, y EN), Й х=у 5) Ж 
二 条 件 “1e M” 及 “ 若 x € M ,W eM" 8] 
满足 , 则 NC M. 以 上 的 五 个 公理 称 为 Peano 
ABR. 满足 Peano 公理 系统 的 集合 N 在 
同 构 意义 下 是 唯一 的 ,因此 它 可 以 作为 N 的 定 
义 ,并 将 N 的 元 素 称 为 自然 数 ， 

根据 Peano 第 五 公理 ,关于 自然 数 ” 的 性 
质 P(n) 若 能 证 明 下 列 二 者 ， 则 可 导出 对 于 所 
有 的 自然 数 n, PCS) 都 是 正确 的 : i) PU) 是 
正确 的 ; Н ü) 对 于 任意 自然 数 , 假定 PUO 
是 正确 的 , 则 PCR + 1) 也 是 正确 的 。 这 样 的 推 
理 称 为 数学 归纳 法 《mathematical induction) 或 
完全 归纳 法 (complete induction). 与 此 相应 ， 
Peano 第 五 公理 称 为 数学 归纳 法 公理 (axiom of 
mathematical induction)。 作为 数学 归纳 法 的 推 
广 , 有 二 重 数学 归纳 法 (或 二 重 归纳 法 ) (double 
mathematical induction); 设 有 关于 自然 数 m, n 
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的 性 质 РСт, n), 为 了 证 明 它 一 般 是 正确 的 ,只 
须 证 明 下 列 二 者 成 立 . i) P(m, 1) 及 PU, n) 
关于 所 有 的 m, ”是 正确 的 ; 且 ü) 对 于 任意 自 
RBC k. 1, ШЖ PORE 1,7) 及 PCRS +1) 
是 正确 的 , 则 P(t + 1, 2 十 1) 也 是 正确 的 . 此 
外 也 有 一 些 别 的 使 用 方法 . 将 它 再 推广 ,可 以 考 
JE n 重 数学 归纳 法 (0 = 2,3,4,---), 这 些 总 
称 为 多 重 数学 归纳 法 (或 多 重 归纳 法 ) (multiple 
mathematical induction), 

一 般 地 , 对 于 任意 集合 M , 当 给 定 直 积 集 * 
Nx M 到 M 的 映射 了 时 ， 则 有 唯一 的 N 到 M 
的 映射 ? ,使 得 D) PCL) = a; ü) ф(х) = (х, 
ф(х) (x € N) Jr. H i), ü) ШАХ, 
为 四 的 依 数学 归纳 法 的 定义 (definidion by math- 
‘ematical induction), 

特别 是 , 当 给 定 自然 数 “时 ,由 i) pC) =a"; 
й) ф(х") = ф(х), 所 定义 的 映射 p; N— N 
写 做 p(s) =a tb, WAME. 由 此 ， 有 
x rcd. 关于 加 法 ， 交 换 律 (commutative 
law); a + b = b+ a, 结合 律 (associative law): 
(a c b) Fem a+ (+ c) RI. Peano A 
理 系 统 和 下 列 1)—4) 0. 1) LEN; 2) 
MH a, GEN, 可 定义 a + b € N, 且 交 换 律 和 
结合 律 成 立 ; 3 ) 对 于 任意 的 自然 数 2, 6,0= 
k + (e€ N) R a = b R a + c = (c € N) 
其 中 必 有 一 个 也 仅 有 一 个 成 立 ; 4) R5) Gk 
学 归纳 法 ) 相 同 . 由 此 可 导出 消去 律 (cancellation 
hw); atc=b+c@a=b, BH, 当 
ab HE amb+cla,b,c€N) 时 定义 为 
22b, Wh NASER, amber 
c> b+ c У. 

对 于 a€ N 由 ф(1)=а, ф(х) =p) + 
а EXIN p: NN, Bet p(s) = ab (或 
a:b), ARIE. SBM: ab 一 ba, 结合 律 : 
(ab)c = a(bc), 4 HE Ф (distributive law): 
alb + c) = ab + ac, (a+b)c = ac + bc 成 
X. BB, a 1 一 1.4 一 a 及 消去 律 : ас = 
beea = b PRI. 

以 上 是 以 序数 的 观点 引入 了 自然 数 ， 但 它 
还 具有 作为 基数 ' 的 性 质 ， 当 将 (1.2... n) 


表示 为 M, 时， E M, = Mn m=n, M+ 
M, = M mins M. x M.= M ma С 

【整数 】 对 于 N= {1, 2, -- 
引入 用 新 记号 0, 一 1, 一 2，… 
示 的 数 , 令 24566, п, … -2,-1,0, 
1,2, 0, 2 的 元 素 称 为 整数 或 有 理 
SER (rational integer). 

由 入 构成 时 也 有 下 述 的 代数 方法 。 设 
自然 数 数 对 Gk, D 的 全 体 为 M = N x N, 在 
M 上 由 kt n = m + 1 定义 一 个 等 价 关系 ' 
GD ~ (т, т). (ks D) 的 等 价 类 以 КОК, 1) 
表示 之 , fE M 的 关于 等 价 关 系 ~ 的 商 空间 
M/ ~ —M*. Ж фо) = К+, O), 
Ф(0) = K(k, А), pln) = KO, k + n) Ж 
ХН p:Z>M*, WM Z 和 M* 是 一 一 对 应 
BU. 另外 , GME КО, 0) + K(m, n) = 
K(k+m,i+n), WZ M*( 从 而 Z) 上 定义 了 
Jnik, CRN 中 的 加 法 的 推广 。 这 时 ， 由 于 
K(k, D) — K(m, n) = K(k n, l+ m), W 
法 也 是 可 能 的 ， 于 是 2 关于 加 法 构成 群 '， 在 
乙 中 的 序 如 由 天 (k，!) > K(m, n) ek + т> 
m +1 定义 之 , 则 Z 也 是 全 序 集 ， 这 是 自然 数 
的 序 关系 的 推广 .特别 是 , М = (ae 2|4>0\. 
若 青 规定 КОК, D) X K(m, n) = K(km + In, 
kn + im) WE Z 中 也 定义 了 乘法 ,交换 律 \ 结 
合 律 、 分 配 律 是 成 立 的 。 又 对 于 а, 262, 
2 一 0 她 0 一 0 R ó = 0. BD Z 构成 整 环 '。 

【有 理 数 】 在 整数 数 对 (a, b) 中 , 设 ov 
0, 设 这 种 数 对 (a, b) 的 全 体 为 P。 MPP 
数 对 之 间 的 等 价 关系 (a, 人 ~(c,4) 由 ad= 
bc 定义 之 ， 由 此 关系 把 P 分 类 ,各 类 称 为 有 理 
É. EH (а, Б) 的 等 价 类 用 LCa, Б) 表示 , 则 
和 整数 的 加 法 、 乘 法 等 情形 相同 ， 可 以 像 下 面 
那样 定义 有 理 数 r= L(a, b), y= 16,0) 
的 和 z + у, Ж x — y, В ху, Ë z/y: x + y= 
L(ad + bc, bd), x — y = L(ad — be, bd), 
xy = L(ac, bd), x/y = L(ad, bc), 其 中 商 
BME c= 0 时 定义 的 . 由 此 ,有 理 数 全 体 的 
集合 Q 构成 域 1. 

上 面 将 特殊 形式 的 整数 和 自然 数 看 做 是 相 
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同 的 ,同样 ,可 把 形 如 L(a, 1) 的 有 理 数 和 整数 
。 看 做 是 相同 的 。 于 是 ,有 理 数 L(a, b60) 
可 以 表示 为 整数 的 商 a/b(b ~ 0) 的 形式 . 

RA Lla, b) = L(ca, cb)Ce = 0), KA 
理 数 表示 为 + 一 L(a, b) tj, ER 5 > 0. 
对 于 有 理 数 х= L(a, b), y= LG, d) (其 
fH b>0, 4220), Wy + > y @ ad > bc, 
定义 大 小 的 序 . 这 个 序 关系 是 整数 的 序 关系 
的 推广 。 由 此 可 得 : D Q 是 全 序 集 , i) * 
y>r+z>y+z, ii) z2y Hz 20> 
xe 之 yz， 特别 是 , 当 x > 0 时 , 称 * 为 正 有 理 
数 , 当 x c0 时 , 称 * 为 负 有 理 数 . 

【实数 】 作为 从 有 理 数 构成 实数 的 代表 方 
法 ,可 以 列举 Dedekind 方法 和 Cantor 方法 . 

Dedekind 的 实数 理论 ， 有理数 全 体 的 集 
合 @ 的 子 集 A,A 的 序 对 (41,42), Мій F 
列 条 件 时 称 为 Q 的 分 割 〈 英 cut 4 Schnitt), 
i) Aw Ø, 4*9; i) Q= AU 42; ii) 
Ж a € Au mE Ary lla < a. 这 时 ,有 下 列 三 
种 可 能 ，1) AMAT, 4 无 最 小 元 ; 2) Ar 
ERKE, 4 有 最 小 元 ; 3) Ay ERKE, A 
无 最 小 元 . 满足 条 件 1) 或 3) 的 分 割 称 为 (De- 
dekind 意义 下 的 ) 实数 条件 2) 可 以 转换 为 
D. 以 下 用 R 表示 实数 全 体 的 集合 ， 用 а, P. 
…' 等 表示 各 个 实数 。1) 的 实数 CA, 42) 称 为 
有 理 实数 ， 3) 的 实数 称 为 无 理 实数 。 有 理 实 
数 由 А, 的 最 大 元 a 唯一 确定 ,于 是 可 记 作 (4， 
A) 一 a*。 根据 аа", 有 理 数 全 体 的 集合 
Q 和 有 理 实数 全 体 Q* 一 一 对 应 . 

D 对 于 实数 а= (As, 4), B=(Br, B.), 
4 ACB, 时 ,定义 为 a<8. KN, R 关于 
这 个 序 关系 < 是 全 序 集 . 

H) 对 于 实数 а= (41, A), #=(В,,В,), 
HS C,= (a+ bla € Az, 5€ Bi], С = R— 
C, WW (C, C) = т 是 实数 、 这 时 定义 a 十 
8 二 7。 关于 这 个 加 法 , 交换 律 、 结 合 律 成 立 ， 
民 构 成 以 0* HS TH Abd BY. 再 者 , X 
а= (41,42), В = (Bi, B), 当 0* <s, 
0* <8 It, HS D —iabja€ Ar, bE Bj), 
D,=R—D,, W (Di, р) =ë 是 实数 。 这 


数 а 
时 ,定义 of = 3, 而且, 根据 0*>а, 0* < 8: 
0* < a, 0* > 8; 0* > a, 0* > 8 而 分 别 定义 
为 ав = —((—а)#), абё=—(а(—8)), af = 
(一 a)( 一 8). 关于 这 个 乘法 ,交换 律 , 结 合 律 及 
分 配 律 成 立 ， 民 构成 以 1* 为 单位 元 的 域 . 

IH) 在 序 和 运算 之 间 有 : 1) 若 o8, W 
а+у>Ё#+у,2) # a>p, ү 20", W 
ат 2 Вт. 

通过 使 有 理 数 。 对 应 有 理 实 数 a*, 有 理 数 
Stk Qi Q* 是 一 一 对 应 的 ,而 且 在 Q 中 的 和 ， 
积 , 0, 1 对 应 于 Q* 中 的 和 , 积 , 零 元 ,单位 元 
并 且 序 关系 依然 保持 着 。 即 Q 和 Q* 关于 运算 
和 序 是 同 构 的 。 今后， 把 。 和 a* 看 做 是 相同 
的 .与 此 相应 ,无 理 实数 就 简称 为 无 理 数 (irra- 
tional numbers), 

IV) 对 于 实数 全 体 А (A, A) CHI 
A= Ø, A @; R=AUAY HAE A, 
4€ A а < di), 或 者 41 有 最 大 元 ,或 者 A 
有 最 小 元 , 这 个 性 质 称 为 实数 的 连通 性 (connec- 
tedness of real numbers) 或 连续 性 (continuity ). 

由 以 上 的 D 一 IV) 可 得 : 1) 任意 实数 a， 
可 表示 为 某 有 理 数 集 4 的 上 确 界 ，a = зир d; 
ii) 还 可 表示 为 有 理 数 列 (an) 的 极限 а= 
lim as。 

Cantor 的 实数 理论 ， 有 理 数 列 Las) Sidi 
足下 列 条 件 时 ， 称 为 基本 序列 (fundamental se- 
quence) 或 Cauchy 序列 (Cauchy sequence); 对 于 
任何 正 有 理 数 ,从 某 项 开始 以 后 的 所 有 项 ay 
an 均 有 一 c <a, 一 am <<。 再 者 ,对 于 两 个 
Cauchy 序列 {an}, {56,} 而 言 ， 当 far, bi, а, 
bis cs ans Bus ct) 仍然 是 Cauchy 序列 时 ， 
写 做 {4,}~1{6,}。 关系 ~ 是 等 价 关系 . 将 有 理 
数 的 Cauchy 数列 全 体 的 集合 按 等 价 关系 ~ 分 
类 很 到 的 集合 写 做 R, R 的 元 素 称 为 (在 
Cantor 意义 下 的 ) 实 数 .以 下 ，Cauchy 序列 
{ant 的 等 价 类 写 做 et], HHA, а, = a 
G= 1, 2，…) 的 数列 是 Cauchy 序列 ,把 它 
写 做 Ца.) = a*， 这 种 类 型 的 实数 称 为 有 理 
实数 ,此 外 的 实数 称 为 无 理 实数 . 

对 于 实数 «=[{а,„}1, A= Hnt], dant 


62 实数 


bats (ab, 也 是 Cauchy 序列 ,由 e + = 
Ца, + ba}l, a8 = [{anb,}]， 可 以 唯一 地 定 
义 实数 的 和 、 积 .再 者, 对 于 c, в 如 从 某 项 开 
始 以 后 的 所 有 的 an, bus HE a, eus WE 
义 为 a < 8. 关于 以 上 的 运算 和 序 ， 可 以 证 明 
R 具有 Dedekind 实数 情形 的 性 质 D—IV). 
而 且 可 以 指出 ， 在 尽 中 由 实数 构成 的 Cauchy 
序列 必定 具有 极限 (实数 的 完备 性 (completeness 
vf red numbers)), 

以 上 根据 两 种 方法 说 明了 由 有 理 数 全 体 的 
集合 构成 实数 ,( 再 用 上 述 的 iii) 可 以 指出 这 
两 个 实数 集合 是 同 构 的 《一 实数 ). 

【复数 】 从 实数 定义 复数 有 各 种 各 样 的 方 
法 ,下 面 叙 述 的 是 W. R. Hamilton 提出 的 方法 。 

实数 数 对 (a， 6) 称 为 复数 . 复数 的 四 则 
运算 定义 如 下 : Ca, b) +(e, 4) m G + e, 
b+ a), (a, b)— (с, d) = (a — c, b — d), 
(a, «Ce, d) = (ac—bd, betad), (24) = 

(ed) 


ac + bd bc ад 
(ge, а) uh Cera) = Q0). 


由 此 复数 全 体 的 集合 C 构成 域 '， 它 的 零 元 " 
是 (0,0), 单位 元 ' 是 (1,0)。R* = {Ca 0) 
lae R) RCH FR, AR BR 的 映射 
gla) = (4,0) 给 出 了 尺 和 R* 的 作为 域 的 同 
AS XV, 于 是 ,如 把 А 的 元 素 。 和 Ае 的 元 素 
(a, 0) 看 做 是 相同 的 ， 则 C 可 以 看 做 是 R 的 
扩 域 '(R C C)。 由 此 , C 的 零 元 是 实数 0, 其 
单位 元 是 实数 1。 复数 (0, 1) 称 为 虚数 单位 
Cimaginary unit), 以 记号 i RBZ. FR BK 
(a, b) 即 为 “十 bi CERO. 
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实数 (HK real number 法 nombre rél Ж 
тее Zabl JÄ вещественное число, действи- 
тельное число Н Ж] 

【实数 的 公理 系统 】 全 体 实数 的 集合 以 尺 
表示 . R 具有 下 列 诸 性 质 . 

D 关于 四 则 运算 的 性 质 。i) 对 于 +, yE 
RR， 称 为 它们 的 和 x + y 的 数 w € R 是 唯一 确 
BH, sty my ts (ARE), (+y) 十 
2=х 十 (y 十 z)( 结 合 律 ) 成 立 ， 另 外 ,有 特别 的 
数 0, 对 于 任意 数 r, z + O — z 成 立 (0 的 存 
ж). 而且 ， 对 于 z€ R, 有 唯一 的 〈 一 z*)6 R, 
使 z 十 (一 z) 一 0. i) 对 于 z, ye R, RAC 
们 的 积 zy 的 数 o € R 是 唯一 确定 的 , xy = yz 
(交换 律 )，(xy)s = 302) (结合 律 )，(x 十 
y)z = zz + yz 《分配 律 ) 成 立 ， 另 外 , 有 特别 
的 数 1, 对 于 所 有 的 数 x ER, 1-х = х 成 立 
(1 的 存在 )。 而 且 对 于 x 0(z€ R) 有 唯一 
WATER, 使 + x"' 一 1。 由 以 上 性 质 可 知 
加 \ 减 ,乘除 (用 0 除 除外 ) 的 四 则 运算 是 可 以 
实行 的 ( 即 R 是 域 ') 

ID 关于 序 的 性 质 . i) 对 于 +, y€R, 

z<y, х=), т> у 

之 中 恰 有 一 个 成 立 〈 全 序 ' 性 )， 当 * < y 或 
xz 一 时 写 做 r<y XTIES« Ж х<у 
Ay<z, Wi x< = (itt) ( 即 尺 是 全 序 
Ж). d) FBR. # z< y Ml z+ < 
yc. XË x «y, 0s, W) zz < yz (ИЙ 
R 是 有 序 域 '). 

特别 是 , 当 x > 0 Bj, x 称 为 正 数 (positive 
number), Xi x<0 时 ,* 称 为 负数 negative 
number), 又 对 于 20 命 lz| 一 *， 对 于 


z<0 命 jz| 一 一 z， 则 [x] 称 为 x 的 绝对 什 
(absolute value), 

HD 关于 连续 性 的 性 质 . 对 于 R 的 子 集 
А,В, R= AUB, АПВ = Ø (2%), 
且 对 于 属于 4 的 任意 元 素 «及 属于 B 的 任意 元 
Ж» uitia < b. 此 时 序 对 (4, B) 称 为 尽 的 
分 割 (XE cut Ж Schot), HF RR 的 任意 分 
W| (A, B), ifi x € R, 使 得 对 所 有 的 a€ А, 
均 有 a < z, 对 所 有 的 be B, HA b > (HM 
x 一 sup 4 一 inf B) GAFR x 是 唯一 确定 的 ). 这 
个 性 质 称 为 Dedekind 连续 性 公理 《Dedekind’s 
axiom of continuity), 

由 以 上 三 个 性 质 D, Ш), IID， 实 数 集 尺 
除 同 构 外 是 唯一 确定 的 。 在 实数 集 R h, 由 1 
生成 的 加 法 于 群 {0, +1, 土 2,…*，, x) 
和 整数 集 Z, 特别 是 ， 正 整数 集 (0,2, s 
n, o) 和 自然 数 集 N, 另外 ,由 1 生成 的 子 域 
{m/n|m, n€ Z, п 0) 和 有 理 数 集 Q， 分 别 
可 以 看 成 是 同一 的 。 非 有 理 数 的 实数 称 为 无 理 
% (irrational number), 

【实数 的 性 质 】 1) 对 于 任意 二 正 数 a, 4， 
必 有 一 个 自然 数 n, 使 a 二 nb (Archimedes 
公理 ). 

2) 对 于 任意 二 数 a, b, 必 有 有 理 数 x, 使 
a <x < b (有 理 数 的 黎 密 性 ). 

3) 对 于 R 的 上 方 有 界 “《 或 下 方 有 界 ) 子 集 
4, 必 有 上 确 界 'a 二 sup À (RFR b — int A). 

对 于 数列 Lan} REREN с, 如 果 对 于 从 
某 项 以 后 的 所 有 项 a, 恒 有 |a, — 5] < c, MJ 
写 做 lima, = b GR а, 6). b BARA {an} 
的 极限 ,也 称 a, 收敛 于 b. 

4) 二 数列 {a}, 0.) Z, 如 有 a < 
а& Sap So <, St Sn Sh, 
HL lim (6, 一 a.) 一 0， 则 有 《唯一 的 ) c€ R, 
使 tm a, = lim b, = c (RRRA (principle 
of nested intervals)), 

5) 对 于 数列 {an} KEREM c, WRR 
于 从 某 项 以 后 的 所 有 项 ans an HA |a, — 
am| 二 c<， 则 das) 称 为 基本 序列 或 Cauchy FF 
列 。 实数 的 基本 序列 必 有 极限 《实数 的 完备 性 


Xu а 


(completeness of real numbers) ), 

反之 ,对 于 具有 性 质 D, Ш 的 集合 R 而 言 ， 
UD, 3), 1) Ж 4), 1) 及 5) 是 相互 等 价 的 条 件 . 

[EH] HF a,b h a < b), (a, 
Б) = (x|a < z <b}, (2,5] = {х|а<х<}, 
La, b) = (z|a < x <b}, (a, b] = {rla < 
x< b) 称 为 (有 限 ) 区 间 (nie interval), « FR 
为 区 间 的 左 端 (left endpoint), b 称 为 区 间 的 右 
Ё (right endpoint), (a, b) 称 为 开 区 间 (open 
interval), [а, 6] 称 为 闭 区 间 (closed interval), 
再 引入 记号 co, 一 co， 对 于 所 有 实数 z, 规定 
со>х, x0 —00, 002 —c0, со 也 写 做 +00, 
+ оо, 一 oo 分 别称 为 正 无 穷 大 (positive infin- 
ity), MEIK (negative infinity), $ J X 
的 意义 , 写 做 〈 一 co, Б) = (z|z <b}, (9, 
b] = {rlz <b}, (a,0) = (z|a < z), la, 
со) = (z|a < x], (—00, 0) = R. 这 些 称 
为 无 限 区 间 (infinite interval), 

对 于 数列 {ej, 如 果 在 任意 无 限 区 间 (“co) 
GR (—оо, а)) 中 均 含有 从 某 项 以 后 的 所 有 项 
an, RSM a,— co (Ей а, — —оо), co (或 
一 co) Ж а, 的 极限 , 使 用 与 前 边 同样 的 记号 
lim an, 

【实数 集 尺 的 拓扑 】 ЖЖ 尺 的 开 区 间 Ca, 
5) 的 全 体 作为 开 集 的 基 *， 则 尽 是 拓扑 空间 ? 
СЕТ). R 满足 分 离 公理 ' T,, Ty, T. RA 
及 任意 的 (有 限 及 无 限 ) 区 间 是 连通 * 的 . 有理数 
全 体 QER HEMA, RTK FERU, 
其 充分 必要 条 件 为 F 是 有 界 闭 集 (Weierstrass 
定理 )， 特 别 是 , 有 限 闭 区 间 是 紧 的 , R 是 局 部 
жї, 满足 第 二 可 数 公 理 ， 再 者 , 任意 的 (有 限 
RER) 开 区 间 和 REAREN. А 的 拓扑 也 可 
以 用 收敛 来 定义 (一 收敛 ). 

实数 的 运算 是 连续 的 : 若 aa >a, b, b, 
则 a, + bra tb, а, — bya — b, аф, 
ab, аЬ. ajb СИ b >= 0, b, 0), BU 
尽 是 连续 域 ( 实 数 集 R 作为 拓扑 群 及 拓扑 域 时 
的 特征 一 拓扑 Abel BD. 

RF MEAT Abd 群 和 正 实数 全 体 
Rt 关于 乘法 的 拓扑 Abel 群 是 同 构 的 、 即 在 在 
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满足 下 列 条 件 的 同 有 是 fü zg, f: RO R^, 
Кх y) 916016), g:R*— R, g(xy) 一 
gG) + gG). BF 10) =a, g) 一 1， 则 
有 1) =a", g(x) = log, C). 

将 R 看 做 是 关于 加 法 的 拓扑 Abel BER, 
其 真 闭 子 群 了 全 是 离散 的 ， 且 和 整数 加 法 群 Z 
同 构 . WARA c> 0, T = (nc |n € Z). 特 
别 是 , 商 群 R/Z 和 圆周 旋转 群 (一 维 环 面 群 ') 
是 (作为 拓扑 群 ) 同 构 的 。R/Z 称 为 以 1 为 模 
的 实数 加 法 群 (module of real numbers mod 1). 

【实数 直线 】 若 在 Euclid 直线 1 上 确定 坐 
标 原点 py 及 单位 点 请 ， 则 必 存 在 从 ! 上 全 点 
体 的 集合 L 到 实数 集 尺 的 双 射 pg, 满足 1) 
ФСР) —0, (р) 一 1; 2) # P EWER, 
Wü o(p) < (4); 3) ® RE pq Bpi 
(其 中 p 在 9 之 左 ,p' Ed ZH), papa (b 
Ae pl) — p) = pl) — e). 而 且 
这 个 双 射 ?是 唯一 的 。 此 时 ФОР) 称 为 点 ?的 
BAR (coordinate), (Po, P) 称 为 直线 1 的 标 架 
(frame). 确定 了 标 架 的 Euclid 直线 ! 称 为 实 
R (real line)， 实 线 〈 由 于 上 面 列举 的 映射 p, 
可 看 做 和 R 是 相同 的 ) 通常 和 实数 集 用 同样 记 
号 RR 或 R' 表 示 之 . 

(8) (1] 高 木 自 治 ,解析 概 篇 ， 涯 波 ， 第 三 版 1961; 
[2] BALA, KORWE, HW, 1950; [3] WILH, 
MVE BM, KA, 1951; [4]. ERA, BRA жал 
ñ, Mw, 1944; [5] MADE, KERAM, MS 
Bis 1948; [6]. MERA, MBM 1, HRS, 1953; 
17] N. Bourbaki, Topologie générale, Ж =}, chap. 
V Nombres réels, Hermann, 1940, Pii 1952, 第 三 版 
1960 (ЖЕЖ: General topology pt. I, Addison-Wesley, 
1966); [8] R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale 
Zahlen, Friedrich Vieweg, Braunschweig, 1872; [9] O. 
Perron, Ierationalzahlen, Teubner, 第 二 版 1939; [10] J. 
Dieudonné, Foundations of modern analysis, Academic 
Press, 1960, enlarged and corrected printing, 1969. 

另 一 集合 的 [ 参 ]. 
复数 [3 complex number 法 nombre complexe 
4& Komplexe Zahl 4 комплексное число Н 
ЖЖЖ] 【复数 的 代数 性 质 】 用 任意 实数 a， 
b 及 虚数 单位 〈imaginary unit) i 表示 为 a+ib 
这 种 形式 的 数 称 为 复数 . a= a +ib, B= 
< + id 218), 有 a=pea==c 且 b= 二 4d, 复 
数 的 运算 定义 如 下 : «+8 = (a +e) riot 


d), a — 8 = (a—c) + i(5—4), a8 = (ac — 
bd) + ilad + bc), a/B = (ac + bd)/Cc? + 
Ф) + ilad — bc)/(? + d) GER 2 + ate 
909). 关于 加 法 和 乘法 , 交换 律 ,结合 律 、 分 配 律 
成 立 ,并 构成 以 0 一 0 +10 为 加 法 的 零 元 , 以 
1 一 1 十 i0 为 乘法 的 单位 元 的 交 痪 域 '， 通常 
UC 表示 复数 的 全 体 . 

EORR а 对 应 复数 a 十 10, 则 实数 的 运 
算 和 复数 的 运算 是 一 致 的 ， 即 实数 全 体 构 成 
的 域 R 可 同 构 映 射 到 复数 全 体 的 域 C 中 .今后 
将 a。 和 a + iO 看 做 是 相同 的 , 尽 看 做 是 C 的 
子 集 ( 子 域 )， 同 样 地 ,今后 将 0 + 让 简单 地 表 
жі, 由 上 述 定义 p= 一 1. 又 因 a= a + 
ib = (a +10) + (b + ;0)(0 +41), atid 
不 只 是 记号 ,也 可 以 看 做 是 C 中 的 运算 的 结果 . 
{ЖЕ a = atib 中 ,。 称 为 9 的 实 部 (real part), 
ьа ФБ (imaginary рап), H а = Ха 
(GR Rea), b 一 За (或 Ima) 表示 之 。 非 实数 
的 复数 称 为 虚数 (imaginary number)， 特 别 是 ， 
Ra 一 0 的 复数 FHM (pure imaginary 
number)。 对 于 复数 a — a + ib, a—ib FH a 
BUSES EB (conjugate complex), Ц а AZ. 
at+p—a+ 8, ав —a B RIT, № аа 
是 使 R 的 元 素 不 动 的 С 的 自 同 构 ， 再 者 ， 可 
以 表示 为 Re = (a + a)/2, За = (a —a)/2i, 

当 将 复数 域 C 看 做 实数 域 尺 的 扩 域 时 ,，C 
是 在 尽 上 添加 不 可 约 方程 = + 1 = 0 698 i 
得 到 的 二 次 扩 域 ， 复 数 域 C 的 重要 的 代数 性 
质 是 C ARBAR. YFA C 的 元 素 为 系 
数 的 任意 高 于 零 次 的 多 项 式 0), 代数 方程 
16) 一 0 E C 中 必定 有 根 ( 代 数学 基本 定理 '， 
С. Е. Gauss), 

【复数 的 拓扑 】 对 于 复数 + ib, 它 的 绝 
对 值 或 楼 (absolute value, modulus) |a] 由 
la| = Ve + P = Маа 定义 之 . Yo WHR 
By, [o] 和 实数 的 绝对 值 是 一 致 的 . 恒 有 lo] > 
0， 且 仅 限于 a= 0 时 才 有 lol = 0. HFE 
意 复数 о, В, lc 十 8| < lol + 181, |оё] 一 
lel - 18] 以 及 lol = fa! Ri. 

a, 6 的 距离 p(a, В) ЖН ola, 8) = la— 


8| 定义 时 ， 则 pCa, 8) 满足 距离 函数 公理 , K 
C 成 为 度量 空间 '. 特别 是 , lim o, = a 名 
lim pla, о) = 0 © lim|e, — «| — 0 € 
lima, = a, H limb, = b。( 其 中 设 а, = a, + 
iba, ® == ao + ib). EASE AISA (和 实数 全 体 的 
集合 尺 同样 ) C 088 AE RSI, 

又 ,就 这 个 拓扑 而 言 (除了 以 零 除 以 外 ) 四 
则 运算 是 连续 的 : 若 ,一 mm H ё. Be, RI 
c, + В, > а, + Bos а, — В, а — Во, а,в,» 
аав, а,/В. — oo/B。( 其 中 在 最 后 的 情形 设 
В„ #0, h % 0). 于 是 C 是 拓扑 域 .再 者 , oa 
是 C Č 的 连续 映射 ( 同 胚 自 同 构 ).。 

【复数 平面 】 在 引入 正 交 坐 标的 平面 上 ， 
MERA (a, b) 的 点 表示 复数 o= a + ib 
时 ， 这 个 平面 称 为 复数 平面 或 者 简称 为 复 平面 
(complex number plane), Gauss-Argand ЖШ, 
或 Gauss P (Gaussian plane) (图 1). 表示 
a 的 点 简称 为 点 a, 模 轴 、 纵 轴 分 别称 为 实 轴 
(real axis), Bis (imaginary axis), Ж FAIA 
点 为 极 ， 以 实 轴 为 极 轴 的 极 坐标 而 言 ， 设 点 “ 
的 坐标 为 y， 0, 则 > 一 V 2 + P 等 于 “的 绝 
RHN lal, 而 6 1529 o ОАЖ (argument, ampli- 
tude) ,以 arg a 表示 之 . AE a > 0 时 ,如 以 2 为 
模 则 辐 角 是 唯一 确定 的 ,对 于 = = 0, 辐 角 是 完 
全 任意 的 实数 ， 


如 果 用 自 原点 至 点 4 的 向 量 表示 复数 a， 
则 |aj 表 示 向 量 e HKE. 复数 a, 8 HR ote 
对 应 于 向 量 a, BANE. e 用 其 绝对 值 r 和 辐 角 
0 可 以 表示 为 a 二 r( cos6 + isin9), 称 之 为 
a 的 极 形式 (polar form), а = r(cos0 — 
fsing) =r(cos(—0) + isin(—0)), a" = 
а/а] = +r-'(cos(—0)+isin(—0)) (a = 0), 
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UR ааз = ryrx( cos (0,+6,) + isin (0, + Ө,)) 
《其 中 设 r, 为 o; 的 绝对 值 , 0; 为 其 辐 角 )。 由 
此 ,有 араа: = arga Нат а:(той2я), arga— 
aga" = —arga, XE, о" == ，"Ccosng + 
isinn0). r= 1 的 情形 称 为 de Moivre 公 
R. 在 C 中 ,1 的 = 次 根 由 m = cos2xj/n 十 
isin2xj/n(j 一 0,1, 2,"…, n— 1) 给 出 (图 
2). 


x 8 
E 
ж). 79, 
m 
sj, 
# 
图 2 
在 复数 平面 上 , a — а 是 关于 实 轴 的 反射 ， 


а a+ 是 沿 向 量 8 的 方向 的 平行 移动 , “一 
of 是 将 «旋转 arg B, 再 放大 18| 倍 的 相似 变换 ， 
ora” 则 是 关于 单位 较 (unit circle){a Jo] =1} 
的 反 演 . 

复数 域 C 中 的 距离 pla, В) 一 lw 一 中 
和 复数 平面 上 的 二 点 e, B 在 Босна 平面 上 的 
的 距离 是 一 致 的 。 即 复数 域 C 和 Euclid 平面 
是 等 距 的 。 从 而 C 的 拓扑 和 Euclid 平面 的 拓 
ЗР АЮ. 

【复数 球面 】 以 复数 平面 ?的 原点 0 为 中 
心 ， 以 1 为 半径 的 球面 XZ, CMP 相交 于 以 0 
为 中 心 的 单位 圆 ， 上 的 二 点 NCO, 0, 1), 
SCO, 0, 一 1) 分 别称 为 北极 (north. pole), 南极 
(south pole) (图 3). 这 里 ,坐标 是 空间 的 正 交 坐 
35,58 1, Ж 2 坐标 轴 则 为 P 的 实 轴 、 虚 轴 . 连 结 
P LOA z (z 是 复数 ) 和 NN WERSI ENA 
外 的 点 Z= Guns) 处 相交 . 这 里 ，z* 一 (xi 十 
ix) (1—5), x = (z + / + ||), а = 
(а = #)/1+ lD, z = Cla — D/P + 


图 3 


1), 这 个 对 应 z — Z 称 为 从 N 的 球 极 平面 射影 
(stereographic projection), 它 使 P 和 3 一 (NT 
成 保 角 对 应 。 因 此 , 当 用 了 一 (N) 的 点 Z 表示 
复数 > 时 ,了 称 为 复数 球面 (complex sphere) 或 
Riemann PRÉ) (Riemann sphere), 相应 于 被 
排除 的 点 N ， 可 把 一 个 新 元 素 添加 于 复数 平面 
P 上, 称 之 为 P 的 无 穷 远 点 (point at infinity), 
以 记号 co 表示 之 。 对 包含 co 的 复数 平面 , 可 根 
据 复数 球面 的 拓扑 而 引入 它 的 拓扑 。 即 作为 oo 
的 基本 邻 域 系 ,可 取 形 如 {z||z| > M) U (eo) 
的 集合 。 在 此 邻 域 中 若 取 《 一 1/s 为 局 部 复 
坐标 ， 则 上 述 这 些 基 本 邻 域 系 可 以 表示 为 
(EE M 人 其 中 在 co 处 设 “ 一 0， 如 此 
规定 时 ， 复 数 球面 可 以 看 做 是 Riemann 面 ( 即 
一 维 复 流 形 ). 

在 复数 平面 ,复数 球面 上 , 当 以 > 和 表示 
其 变数 时 ,相应 地 称 为 z ЖШ (2-ріапе), ш Ж 
面 (w-plane)，z 球面 (2-sphere), WERE (w- 
sphere), 

【线性 分 式 函数 〗】 给 定 满足 cd 一 bc 7 0 
的 复 常数 a, b, c,d 时 , 形 如 
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的 函数 称 为 线性 分 式 函数 (lincar fractional fun- 
ction) 或 简称 为 线性 函数 (linear function), 4 
将 它 看 做 是 由 z RHF ROAR, ROS 
Mabius 变换 (Mobius transformation) ， 线 性 分 
式 变换 (linear fractional transformation) 或 者 简 
称 为 线性 变换 (linear transformation), 通常 的 
线性 变换 是 当 “ 一 0 时 的 特例 ， 为 了 区 别 ， 也 
可 将 这 种 情形 特别 称 为 整 线性 变换 ( 传 ganz- 
lineare Transformation). 若 a:b:c:d 相同 ， 则 
CD 表示 同一 变换 , 故 取 ad 一 be = 1 并 不 失 


其 一 般 性 . 

CD) 除 仅 在 一 点 —4/c Ce = 0 时 为 co ) 处 
具有 一 阶 的 极点 以 外 ， 在 全 = 球面 上 是 全 纯 的 
单 叶 函数 ', 其 反 函 数 也 是 线性 函数 ， 线 性 变换 
的 全 体 ， 就 变换 的 合成 而 言 构成 群 '。 模 群 ?是 
它 的 一 个 子 群 . 

如 果 将 复数 平面 上 的 直线 也 看 做 是 一 种 
圆 , 则 线性 变换 把 任意 的 圆 映射 为 圆 , 故 这 个 变 
换 成 为 圆 园 对 应 ( 德 Kreisverwandtschaft)， 设 在 
平面 上 有 以 0 为 中 心 以 r 为 半径 的 一 个 圆 和 二 
点 P, 已 ， 如 果 O, P,P’ 按 此 顺序 在 一 直线 上 ， 
АЖ OP .OP 一 好 成 立 ， 则 称 P, P 关于 
这 个 贺 对 称 , 或 者 说 处 在 反射 ( 德 Spiegelu- 
ngsbild) 的 位 置 上 .使 P 移 到 P' 的 变换 称 为 关 
于 这 个 圆 的 反 演 (inversion), O 称 为 反 演 中 心 ， 
+ 称 为 反 演 半 径 。 设 =, > 是 关于 复数 平面 上 
ROB C 而 对 称 的 二 点 , 线性 变换 把 C, 2, 2 Ж 
78 D, w, w^, о, w 是 关于 DD 对 称 的 (反射 
原理 (principle of retlection))。 故 在 线性 变换 下 
对 称 性 是 不 变 的 ， 又 四 点 zu 22, za za 的 非 调 
ut 
(аа, 2, zo z) 

= (a — :0/€n — 20:0 — 2/0 — s) 
在 线性 变换 下 不 变 ， 即 若 z 的 像 为 wi(i = 1, 
2,3, 4), H] Cers 22, 23, 2) = (ил, из, ws, 
СЭД 

【标准 型 】 ER w = z 的 情形 不 计 , 则 变 
换 (1) 的 不 动 点 , 即 满足 = = Саг +5)/Cez +d) 
的 点 ， 可 有 两 个 或 有 一 个 ， 对 于 有 两 个 的 情形 
以 p,q 表示 之 ,只 有 一 个 的 情形 可 看 做 p= 4. 
当 c 一 0 时 ,? 或 49 是 co, 当 < 一 “一 4 一 0 
时 , 则 p, q 都 是 оо, 

当 p, q 为 相 异 的 有 限 点 时 ,(1) 可 以 变形 
为 标准 型 


在 这 个 变换 里 ， 当 aga = 0 时 (1) 称 为 双 曲 
变换 (hyperbolic transformation) (图 4)， 当 
le|=1 时 , 称 为 椭 回 变换 Celliptic transformation) 
(图 5), 在 其 它 情 形 则 称 为 斜 驶 变换 (loxodromic- 


transformation)。 这 个 分 类 在 ”是 有 限 而 4 一 со 
时 , 即 w — p = аба p) 时 也 适用 . 当 pq 


时 ,着 ?为 有 限 ，(1) 可 改写 如 下 : 
—9 ЧЕ - 
w—p zip d a—cp^ 


此 时 (1) 称 为 抛物 变换 (parabolic transformation) 
《图 6)，。 这 个 名 称 当 p = oh, BD w= 
z+ 时 也 适用 . (1) 是 属于 哪 一 类 呢 ? 如 令 
ad 一 bc 一 1, 消去 z = (az + b)/Cez + a) ff) 
218, 得 到 二 次 方程 cz? 一 (a 一 d)z 一 b = 0, 
我 们 可 用 它 的 判别 式 D = (a + 4y — 4 而 简 
易 地 作出 判 昕 ， 即 当 a 十 4 为 实数 时 ,根据 
D>, <, = 0, (1) A AE Rah 椭圆、 抛物 
的 , 若 a + 4 不 是 实数 , 则 是 斜 驶 的 . 


» a 
m6 抛物 变换 
it D,D 为 任意 两 个 圆 盘 ,从 D 到 D' 的 一 
一 保 角 映射 + 的 线性 函数 是 恒 存在 的 , 且 具 有 这 
个 性 质 的 函数 只 限于 线性 函数 .( 这 时 以 一 条 直 
线 和 无 穷 远 点 作为 边界 所 包含 的 半 平 面 也 看 做 
是 一 个 闭 圆 盘 . ) 而 且 如 果 指 定 忆 的 边界 上 的 三 
Boa, b, c 分 别 对 应 于 D WMA a’, Б, с, 


m 6 


则 这 个 变换 是 唯一 确定 的 . 

[Poincaré 度量 】 因为 从 jz| 一 1 | [ue] <i 
的 保 角 映 射 的 变换 为 w = s(z 一 ao)/(C1 一 az) 
Ce] = 1, |] <1) 《一 公式 13), 故 在 对 应 
的 z 和 w 之 间 ， 
о) Пао |01 lwl = [421/01 11) 
成 立 。 |а 1/01 — |z]2) 0 Poincaré 微分 
不 变 式 (Poincaré’s differential invariant), 现在 
在 单位 圆 盘 jz| — 1 内 ,考虑 线 素 ? 是 由 ds = 
1az1/(1 一 |z|? 给 出 的 度量 , 则 在 此 度量 之 下 
|z| <1 是 Лобачевский 的 非 Euclid 空间 '， 
这 个 度量 称 为 Poincaré 度量 (Poincaré met- 
ric). 又 根据 Poincaré 微分 不 变 式 ， 变换 (2) 
不 改变 曲线 的 长 度 ， 故 可 以 看 做 是 这 个 空间 的 
ай. KM, 连结 单位 圆 内 给 定 的 二 点 #1, 22 
的 测 地 线 ' 便 是 和 单位 贺 周 相 正 交 的 贺 弧 . 设 这 
个 圆 弧 和 单位 圆周 的 交点 为 ss za, BH ze mo 
лз, zs 这 个 顺序 排列 在 圆周 上 ， 则 z 到 z; 的 测 
地 线 的 非 Eudlid 长 度 是 由 log Cri zu tt 


给 出 的 (一 非 Euclid 几何 学 )。 


[5] [1] HER, EAA, L, Т f 1951; 
12] 小 松 勇 作 , S Ji EA, EHA 1944; [3] m 
须 康之 介 ， SRK, IRA, 1959; 关于 引进 复数 的 历史 及 对 
初等 几何 的 应 用 , 有 [4] N. Bourbaki, Eléments de ma- 
thématique Ш, Topologie générale ch. 8. Nombers com- 
plexes, Actualités Sci, Ind., 1235b, Hermann, iffi, 
1963 CHA: General topology, pt. 2, Addison-Wesley, 
1966), [5] L. V. Ablfors, Complex analysis, McGraw. 
6] лев, WRM t OHM, 
变换 ， 有 [7] C. Carathéodory, 
Funktionentheorie, L Birkhauser, Basel, 1950) [8] L. 
R. Ford, Automorphic functions, McGraw-Hill, 1929 
(Chelsea, 1951), (9] BARE, ХЖ, € OR, 
富山 房 ，1940. 


FE [ 英 order ¿k ordre Ж Ordnung “Ñ поря- 
док, упорядоченность Я 顺序 ] 【 序 关系 】 

序 是 从 数 的 大 小 三 , 集合 的 包含 己 等 关系 中 抽 
象 出 来 的 概念 .在 考虑 的 范围 内 ,满足 下 列 三 个 
条 件 的 关系 < KARR ЕА (order relation) 
或 者 说 半 序 (semi-order, partial order), 1) В 
ER (reflexive law) xx; 2) 反对 称 律 (anti- 
symmetric law) 若 x &y Hy <x, W| z = ys 
3) 可 迁 律 (transitive law) Ax<y B y< z, 


в F 
MÜ <<=. 

其 元 素 间 已 定义 了 序 的 集合 X 称 为 序 集 或 
ЖЕЙ (ordered set) 或 半 序 集 (semi-ordered 
set, partially ordered set), РНЕ 4 的 任意 两 
JUR х, y, HEA z < y Ey < z, WKH 
为 全 序 (total order) 或 线性 有 序 (linear order), 
ARKHAM (totally ordered set) 或 线性 有 序 
集 (lincarly ordered set), EE ARITE, TA 
的 序 仍然 可 以 看 做 是 序 集 . 

x<Sy 也 写 做 y> *， 二 元 关系 也 称 为 
"HUN (dual), 它 也 是 序 . 一般 说 来 ,关于 序 
ORS. A, OBS, 如 将 序 换 为 它 的 对 偶 ， 
所 得 到 的 概念 、 条 件 、 命 题 等 称 为 原来 的 对 偶 . 
例 : X z< y ety, Э r< y; 4 
r> y Ë z = y HEB z > у. > А < 
偶 、 关 于 序 的 某 个 一 般 的 命题 若 为 真 , 它 的 对 
偶 也 是 真 的 ， 这 个 事实 称 为 关于 序 的 对 偶 原理 
(duality principle), 再 者 ， 由 上 述 定义 ,x «y 
Ж! “х < y йй х = y” RSH, 

DEE EFRR Ei {х|а<х<5} 
Е (а, 5) RBZ, (a, b) 以 及 形 如 
{х|х <a}, tele > a) 的 集合 称 为 区 间 Cinter- 
val). 特别 是 ，S(x) 一 {x|x < e) н c 确 
ДЕНО (3E segment Ж Abshnit), a <6 
时 a, 的 对 称 为 商 〈quotient)， 有 时 写 做 b/a. 

当 a<c<b hj, WH eE a, b 2i (be 
tween)。 特 别 是 , 当 全 序 集中 相 异 二 元 之 间 必 有 
其 它 元 素 时 , 称 该 全 序 集 是 稠密 的 〈dense)、 当 
a < 而 ,2 之 间 没 有 元 素 时 ，“ 称 为 5 的 紧 
SEQ (immediately before) Fi, 6 称 为 «的 后 继 
元 或 紧 接 后 (immediately after) 元 。 如 此 ,关于 
数 的 大 小 ,前 后 的 顺序 等 术语 ,对 一 般 的 序 也 经 
常 使 用 . 

ERRAR, 当 对 于 于 集 X 的 所 有 元 素 r, 
HH x < a kt, a 称 为 X 的 上 界 (upper bound), 
当 有 这 样 的 。 时 ,XX 称 为 上 方 有 界 的 (bounded to 
the above), 其 对 偶 是 下 界 (lower bound), FAA 
界 的 (bounded to the below)。 当 上 下 方 都 有 界 时 
简称 为 有 界 的 (bounded).。 当 。 是 X 的 上 界 , 且 
a € X 时 ,a 称 为 X 的 最 大 元 (maximum element), 


这 样 的 *( 如 果 存 在 ) 是 唯一 确定 的 , 以 max X 
ERZ. SORBENT (minimum element), 
min X。 在 X 的 上 界 的 集合 中 若 有 最 小 元 , 便 称 
之 为 X 的 最 小 上 界 《least upper bound) RE W 
SR (supremum)， 写 做 Lu b. X Bü sup X. 其 
对 偶 是 最 大 下 界 (greatest lower bound) 或 下 确 
FR (infimum), "Sk g. L b. X 或 inf X. 
设 X 是 在 某 个 映射 P 之 下 某 个 集 4 的 象 
9(4)， 当 4 表示 为 { 41C(4)} 的 形式 时 ,supX 
写 做 sup ol), 称 为 对 于 满足 CO) 的 4 而 言 
Pa) 的 上 确 界 . 在 不 致 误解 时 , 亦 可 写 做 
sup pA), sup pO) 等 ,而 简称 为 pQ) 的 上 确 


JR 关于 inf, Max, min 等 也 同样 . 

对 于 集合 X 的 元 素 a 和 X 的 任何 元 素 z, 
а < х 都 不 成 立时 , 4 称 为 的 极 大 元 (maximal 
clement), 其 对 侦 是 极 小 元 (minimal element), #4 
有 最 大 (小 ) 元 , 它 便 是 唯一 的 一 个 极 大 (小 ) 元 。 
一 般 地 ， 极 大 (小 ) 元 即使 存在 也 不 一 定 是 唯一 
85. 

【链条 件 】 当 序 集 X 的 任意 非 空子 集 都 具 
有 极 小 元 时 , 称 为 X 满 足 极 小 条 件 (minimal con- 
ditio), 它 的 对 侦 称 为 极 大 条 件 《maximal con- 
dition), {ЕКЕЖ X 中 ,其 元 素 的 无 限 序列 (a, 
ar, 55. an, 7) 如 果 满 足 a1 <a <. < 
4 二"…， 便 称 为 升 链 (ascending chain), (EX 
中 不 存在 任何 升 链 的 条 件 称 为 升 链条 件 (ascend- 
ing chain condition)。 升 链 及 升 链条 件 的 对 偶 
称 为 降 链 (descending chain) 及 降 链 条 件 (ас 
scending chain condition)。 这 两 个 条 件 合 称 为 链 
条 件 (chain condition), 〈 若 应 用 选择 公理 +, 则 ) 
极 大 条 件 和 升 链条 件 以 及 极 小 条 件 和 降 链 条 件 
分 别 是 等 价 的 . 

当 全 序 集 X 满 足 极 小 条 件 时 ， 即 X 的 任意 
非 空 子 集 都 具有 最 小 元 时 ,X 称 为 良 序 集 《wll- 
ordered set)， 它 的 序 称 为 良 序 《well-order). R 
序 集 的 子 集 还 是 良 序 集 。 良 序 集 的 对 偶 称 为 逆 
良 序 集 (inverscly well-ordered set), 

关于 良 序 集 X 的 元 素 x 的 某 个 命题 P(x), 
设 i) 对 于 X 的 最 小 元 ros Р(х) 是 真 的 ; ü) 


对 于 X 的 任意 元 素 z 而 言 , 只 要 对 于 y<x 的 所 
有 元 素 y € X, Ply) 是 真 的 , 则 PG) 也 是 真 的 . 
这 时 , P(x) 对 于 X 的 所 有 元 素 x 都 是 真 的 . 这 
个 定理 叫做 超 限 归 纳 法 《transfinite induction). 
当 X 为 自然 数 全 体 组 成 的 集合 时 ， 它 便 是 数学 
归纳 法 . 为 了 定义 从 良 序 集 X 到 集合 Y 的 映射 
F， 设 i) 对 于 X ABN zo FG) 有 定义 ; 
ü) 对 应 于 X 的 元 素 z MBIA SE), HF 
任意 的 * 都 给 出 一 个 方法 , 它 使 定义 域 为 SCz) 
的 任意 映射 7:500) 一 Y， 都 唯一 地 对 应 于 Y 
的 某 个 元 素 CCP), 则 有 唯一 的 映射 F:X 一 Y， 
对 于 所 有 的 z, 8 РО) =С (F|S(z)) 成 立 . 
这 样 定义 F 称 为 依 超 限 归纳 法 的 定义 (definition 
by transfinite induction)。 这 些 在 关于 序数 的 命 
题 及 序数 的 函数 上 往往 会 用 到 (一 序数 ). 

【有 向 集 】 其 任意 有 限于 集 都 是 上 方 有 
界 的 那 种 序 集 称 为 有 向 集美 directed set 法 
ensemble supérieurement filtrant). 1d B 为 有 向 
集 4 的 子 集 ,如 果 对 于 4 的 所 有 元 素 a, (6102 
a) NB Ø, WFB H A HERRN Cofina), 
RNB WEAR. WRYT 4 WOE P ОЖ 
a VH {b]b 2 a) C B, WHEE APRA RD 
《residual)。 这 时 B 在 4 中 也 是 共 尾 的 。B 在 4 
中 共 尾 和 4 一 B 在 4 中 不 同 尾 是 等 价 的 . 

【 同 态 】 序 集 4 到 序 集 4 上 的 映射 p: 
A A’, 4H a < b WAH pla) < pl) 时 ， 
称 为 序 集 的 同 态 (homomorphism) #& FF A 5 
(order homomorphism)， 且 当 9 是 一 一 对 应 而 
9 也 是 4' 到 4 上 的 同 态 时 ,P 称 为 同 构 Cio 
morphism) 或 序 同 构 (order isomorphism)。 当 使 
A’ = (A) WAS PREAH P FER, 相应 地 
称 为 4 СЖ) 同 态 〈homomorphic) 或 ( 序 ) 同 构 
(isomorphic) 于 4。 又 映射 p:4 一 个， 当 若 
а «b WA pla) 2 ФЬ) 时 , 称 为 对 偶 ( 序 ) 同 
35 (dual homomorphism), RB? ARH, p~ 
也 是 对 偶 同 态 时 ， 称 为 对 偶 ( 序 ) 同 构 (dual 
isomorphism). 

【 直 和 与 直 积 】 设 和 集合 5 是 其 子 集 族 
{Ahe4 的 直 和 ', 各 于 集 44 中 有 确定 的 序 . 对 于 
2,665, MALE ASME a, b€ A,, HIR 4, OE 


E ө 


有 acb 时 ， 则 定义 ab， 如 此 得 到 的 序 集 5 
KAFR Aie, 的 直 和 (direct зит). 对 
于 序 集 族 (Ahea WARK P= [T 41 的 二 


ЖЖ (aien (baien 如 关于 任意 的 4€ A, 15] 
Ж a < b, WERK (a) GOD. uy 
得 到 的 序 集 P 称 为 序 集 族 Aahe 的 直 积 序 集 
(direct. product ordered set), 

【 序 和 与 序 积 】 对 于 两 两 不 相交 的 序 集 族 
站 二 {4,B,…}, 若 % 本 身 又 是 序 集 , 则 可 以 
在 直 和 集 ' 5 一 97 X(Xe A) 中 ,定义 序 < 如 
T. ESHA z< y ЖЇН DHA, he, 
ye ACU, MIR AREA z < y, RH 2) A, 
В, z€ AEM, ye Bet, ifj 4 < B. 用 这 
种 方法 得 到 的 序 集 称 为 由 HPF AD Corde- 
red sum), HH У) X 表示 之 .特别 是 ， 当 

ç 


%=14,B), А < B h$, HM À + B 
ARI. 
设 有 序 集 的 直 积 集 TT x, BOUT X, 其 
i 


指标 集 A 是 序 集 ,对 于 X 的 任意 相 异 元 素 x = 
inhas y 7 inha, ARTS (Ао 7 ya} 
必 有 最 小 元 。 这 时 ， 若 对 于 (|x © ya} 的 最 
小 元 н, 有 x, m yn， 则 规定 x < y, 这样 所 得 
到 的 X 的 序 ， 称 为 X 的 字典 式 序 (lexicographic 
order)， 若 A 为 良 序 集 , 命 X 一 II Xy, WX 


称 为 {Xi} 的 序 积 〈ordered product), AP FAP 
А,В, +++, X= 4,Xi = B, 关于 序 
1<2<-++ 构成 的 序 积 通 常用 AB... 表示 
之 ,其 中 的 序 称 为 直 积 4 X B x co 的 字典 式 
序 . 

【 伪 序 集 】 在 集合 X 的 元 素 之 间 的 关系 
xRy, 当 自 反 律 及 可 迁 律 成 立 ,而 反对 称 律 示 必 
成 立时 ， 称 为 伪 序 《pseudo-order) 或 前 序 (pre- 
order)， 例 如 ， 对 于 实数 对 《x, y), ШФ < 
xe, y) (а, y2)， 则 得 到 一 个 伪 序 在 伪 
JE xRy th, GME x~y GRy H. уКх), W 
~ 是 集合 xX 中 的 一 个 等 价 关系 . 由 这 个 等 价 
关系 所 得 的 商 集 设 为 [X] =X/~, Т, 
y EX 的 等 价 类 [x], [y]， 若 定义 [z] < 


о FRR 


(ylerRy, WJ < E [X] 的 序 关系 。 当 在 伪 序 
集 X 中 任意 有 限 子 集 都 上 方 有 界 时 ，X 称 为 伪 
有 向 集 (pseudo-directed set), $3 一 结构 ,范畴 和 
WT. 

[8] [1] N. Bourbaki, Eléments de mathématique, 
1. Théorie des ensembles, ch. 3, Actualités Sd. tad., 
1243b, Hermann, 第 二 版 1967 (HEA: Theory of sets, 
Addison-Wesley, 1968);(2] G. Birkhoff, Lattice theory, 
Amer. Math. Soc. colloq. Publ, 1940, SIT ME 1948. 
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序数 1% ordinal number 
4& Ordinalzah) {А порядковое число, тран- 
сфинитное число 日 顺序 数 ] 当 序 集 А,В 
是 序 同 构 时 写 做 Ao B. 这 时 = 是 等 价 关 
系 . 依 此 宕 来 分 类 ,各 类 称 为 序 型 (order type). 
序 集 4 所 属 的 类 称 为 4 的 序 型 。 在 历史 上 ， 序 
数 首先 是 作为 良 序 集 的 序 型 定义 的 但 已 经 知 
道 ,如 果 将 上 面 那样 定义 的 序 型 看 做 集合 , 则 在 
集合 论 里 发 生 矛 盾 ， 故 现在 认为 序数 的 上 述 定 
义 是 危险 的 。 J。von Neumann 给 出 了 下 面 所 
叙述 的 序数 的 定义 。 因 这 样 的 危险 性 在 基数 " 
的 定义 中 也 存在 , 故 为 了 避免 它 的 危险 性 便 ( 象 
后 面倒 述 的 那样 ) 利 用 序数 而 给 出 基数 的 定义 。 

【序数 的 定义 】 满足 下 列 条 件 1),2) 的 集 
Ван: 1) 338 e 表示 的 二 元 关系 作 
为 序 时 «是 良 序 集 '; 2) di 86a, MJ са. 

根据 这 个 定义 , 空 集 是 序数 ， 以 0 表示 之 . 
15 {0}, 2 = (0,1), 3 = {0,1,2} Æ 
序数 ， 这 些 本 身 为 有 限 集 的 序数 称 为 有 限 序数 
(finite ordinal number)。 有 限 序数 和 自然 数 ( 包 
括 0) 可 以 看 做 是 相同 的 。 自然 数 全 体 的 集合 
в —(0,1,2, ^) 也 是 序数 ， 像 。 这 样 的 其 
本 身 为 无 限 集 的 序数 称 为 超 限 序数 《transfinite 
ordinal number), 

对 于 任意 良 序 集 4。 和 4 序 同 构 的 序数 是 
唯一 存在 的 。 该 序数 称 为 4 的 序数 . 

在 本 条 中 用 小 写 希腊 字母 表示 序数 . 

将 acg 以 a< 8 表示 之 , 根据 它 定义 
序数 的 大 小 。 0 是 最 小 的 序数 ， 有限 序数 的 大 
小 和 普通 的 大 小 关系 一 致 。 Xo, @ 是 最 小 的 超 
BER. асва в Н ас, іх 


法 nombre ordinal 


样 定义 的 关系 < 是 全 序 + 关 系 ， 序 数 的 全 体 可 
以 根据 < 而 成 为 良 序 的 。 从 而 ,关于 序数 可 以 
使 用 超 限 归纳 法 + 
Жа 为 任意 序数 , 则 а = (818 <a) 也 
是 序数 ， 给 出 了 “的 紧 接 后 + 序数 . “的 紧 接 
前 ?序数 最 多 有 一 个 .不 具有 紧 接 前 序数 的 超 限 
序数 称 为 极限 序数 《limit ordinal number)， 其 它 
的 序数 称 为 孤立 序数 (isolated ordinal number), 
是 最 小 的 极限 序数 ,对 于 序数 的 任意 集合 A, 
513n($ <n€ A) 是 序数 。 这 个 序数 是 4 的 
EHR’ sup 4. 
OF RMB) 序数 的 和 Gum) etg, 
R (product) a - 6 Gk оё), Ж (power) a^, 可 
以 用 关于 8 的 超 限 归纳 法 定义 之 , 且 具 有 下 
列 性 质 。 其 中 ,7 ARRE XTE Wk 
a> 0. 
a+0=a, а+ в = (а+ 8), 
a+ у = sup {a + $s < z); 
@-0=0, а: В =a- pta, 
a- y = зира" ЕЕ < vh 
а= 1, o=. a, 
o = sup lat] E < т}. 
关于 和 、 积 , 有 结合 律 (associative law): (a + 
#)+ у =а+ (В+ ү), (a's) r = a+ 
(8. 7), 及 左 分 配 律 Cleft distributive law): 
a-(Br)-—aBtaty. XFW, 有 
aft a! «ar, a” = (al), Жа, p 分别 为 良 
FEM A, В 的 序数 ， 则 a + 8 是 序 和 * A+ B 
的 序数 ，a* 8 是 序 积 ! BA 的 序数 . 
a> 1 任意 序数 a 可 唯一 地 表示 为 形 
式 
а = yi by + +++ + 
Bi> В.2 s+ > В, 270; 
0<т;<я, 1<i<n, 
称 之 为 序数 “的 标准 型 (normal form), 特别 
是 , 当 == 时 , 称 为 Cantor 标准 型 (Cantor's 
normal form), 
iB } 为 由 序数 到 序数 的 函数 ， 当 若 a < 8 
则 f(a) < 108) 时 ，f 称 为 严格 单调 的 (strictly 
monotone), 如果 f 是 严格 单调 的 , 则 e</(a). 


对 所 有 极限 序数 y, r) = sup (£015 < тї 
hf, f 称 为 连续 的 《continuous)， 严 格 单调 且 连 
续 的 函数 称 为 正规 函数 《normal function), Ж 
1 为 正规 函数 , 则 对 任意 <, 有 8 使 1(8) — a> 
а. 实际 上 ,可 由 ñ = Ка + 1), Bari = КВ.) 
定义 в.п < o), F B= sup {8,19 < o) 
Ва], A f(a)—o* 是 正规 函数 , 故 满足 ome 
的 是 存在 的 。 这 样 的 序数 = 称 为 e 数 G 
Epsilonzahl), 关于 序数 a, 8, 如 果 有 单调 函数 f 
Ай а = sup (УСЕ |E<B}, 则 称 8 共 尾 (cofinal) 
Ра, ЗЕТ а 的 最 小 的 序数 称 为 “的 共 尾 度 
(cofinality), UL ef(a) RZ. 

【基数 的 定义 】 当 集 合 M,N 之 间 具 有 一 
一 对 应 时 表示 为 M ~ N. Ha — E, ile Е, 
这 样 的 序数 a RAIER CÈ Anfangszahl) 或 基 
Ж (cardinal), 

根据 选择 公理 +, 可 以 证 明 对 于 任意 集合 
M, (i M o 的 基数 a 是 唯一 存在 的 。 这 个 « 
称 为 集合 M 的 基数 (Potency of a set) lË fE M. 

有 限 序数 全 是 基数 ,是 最 小 的 超 限 基数 . 
由 序数 全 体 到 超 限 基数 全 体 上 的 单调 函数 是 唯 
一 存在 的 且 为 正规 函数 。 这 个 函数 对 于 o 的 值 
WR, 或 ou 表示 之 . HRI, № 一 w， АЖ 
可 数 + 的 最 小 基数 ,也 是 不 可 数 的 最 小 序数 ， 有 
限 序数 称 为 第 一 类 序数 Cordinal of the first num- 
ber class)， 满 足 条 件 8 aW, Hoe 称 为 第 
二 类 序数 (ordinal of the second number class), 
第 三 类 以 上 的 序数 概念 也 可 以 同样 定义 之 。 

【不 可 达 序数 】 对 于 ae 的 共 尾 度 cf(c)， 
HA cf(c) 和 成 立 . 使 cf(a) 一 a 的 序数 = 
称 为 正则 的 《regular)，cf(a) < а 时 的 a 称 为 
奇异 的 《singular)。 对 于 任意 序数 о, cf(c) 是 
正则 基数 ， 从 而 任意 正则 数 是 基数 . 当 ama, 
是 正则 的 ， 而 6 又 是 极限 序数 时 ， c KARR 
可 达 的 《weakly inaccessible), 定义 一 个 使 序数 
对 应 于 集合 的 函数 R: RC) = Ø 及 R(a) 一 
U (9S(OG(GDIE <a) ( 超 限 归纳 法 ). 在 
j£, POM) 表示 MAR. 正则 数 a 二 。 
如 果 满 足 条 件 : “对 于 使 得 z€ R(a), ус 
R(a) 的 任意 集合 z, у, ЖЕ х PJ y 上 的 
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映射 则 有 ye R(a)”, e 便 称 为 强 不 可 达 的 
(strongly inaccessible), 若 正则 数 “ 强 不 可 达 ， 
则 也 是 弱 不 可 达 的 。 强 不 可 达 的 数 通常 定义 为 
满足 条 件 “ 若 8 <a, WJ PO) <a” WEN 
Ж «> o, 根据 选择 公理 ， 这 个 定义 和 上 述 定 
义 是 等 价 的 。 根 据 广 义 连续 统 假设 +, 强 不 可 达 
和 弱 不 可 达 是 等 价 的 ，- 

[Ф] [1] N. Bourbaki, Eléments de mathématique, 
1. Théorie des ensembles, ch 3, Actualités Sci. Ind., 1243b 
ЭБ, Hermann, 1967 ( 英 译本 ; Theory of sets, Addison- 
Wesley, 1968); [2] G. Cantor, Beitráge zur Begründung 
der transtiniten Mengenlehre II, Math, Ann., 49(1897), 
207—246. (Gesammelte Abhandlungen, Springer, 1932 (Ж 
EX; Contributions to the founding of the theory of trans- 
finite numbers, Open Court, 1915); [3] J. von Neu- 
mann, Zur Finführung der transfiniten Zahlen, Acta Sci. 
Math, Szeged., 101923), 199—208 (Collected works I, Per- 


gamon, 1961). 
另 一 集合 的 [ 参 ]. 


烙 [ 英 lattice 法 réseau 本 Verband (f 
решётка H Ж] 【 格 的 定义 】 XT R 
工 的 元 素 x y， 当 (x, y) 的 上 确 界 '、 下 确 界 ' 
存在 时 ,它们 分 别称 为 x,y 的 并 Goin), Ж 
(тес), 以 xUy, Ay 表示 之 . 当 工 的 任 二 元 
素 都 具有 并 和 交 时 ， 工 称 为 格 或 格 序 集 (lattice- 
ordered st)。 在 格 工 中 下 列 三 法 则 成 立 。 1) 
xUy = Ux, хПу 一 2nx( 交 换 律 ); 2) zU 
OUz) = GUy)Uz, ПОП) = (Пу) = 
《结合 律 ); 2 «UG П х) = GU) Nee 
(吸收 律 ); (х,у, 2€ L). 反之 ,在 某 集合 工 中 
确定 两 种 运算 U, П, 若 法 则 1), 2), 3) RL, 
MJ zUy= у 和 Пу = х 是 等 价 条 件 ， 若 此 
条 件 成 立 ， 则 规定 z < у, 就 这 个 关系 <M 
LER. 而 且 此 时 (x, y) 的 上 确 界 、 下 确 界 等 
于 Uy, Ny. 根据 以 上 的 事实 ,也 可 以 把 格 
定义 为 给 出 满足 1), 2), 3) 的 运算 U, NHK 
BOR ЭЎ. ЕНИН 4) xUx Пе (S 
等 律 ) 成 立 . 

再 者 ,在 有 序 集 工 中 , 当 仅 假定 对 于 工 的 任 
意 元 素 z, у, xUy 均 存在 时 , 工 称 为 上 半 格 
(upper semi-lattice)。 当 仅 假定 «Ny HEH, L 
称 为 下 半 格 (lower semi-lattice)。 

【 格 的 例 】 一 个 给 定 集合 S 的 子 集 的 全 体 
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PO) 关于 包含 关系 是 完全 格 而 且 是 分 配 格 .一 
个 给 定 群 的 不 变 子 群 ? 的 全 体 关于 包含 关系 是 
完全 格 而 且 是 模 格 。 代替 不 变 子 群 而 考虑 一 个 
给 定 群 的 关于 给 定 算 子 域 的 容许 子 群 全 体 时 也 
有 同样 的 结果 ， 特 别 是 , 一 个 给 定 环 ' 的 所 有 的 
理想 ! 全 体 也 是 同样 的 . 再 者 ,射影 空间 /的 子 空 
TR) ce b BUR. 

【 诸 定义 】 MELEH L' HRH f, 如果 
满足 JG Uy) = f(z) ОРО), ENDEAN 
Ку) (z, yE L), WKAR OF) 同 态 或 简称 为 
FAAS (lattice homomorphism)。 双 射 同 态 f 称 为 
格 ( 序 ) 同 构 或 简称 为 同 构 〈lattice isomorphism), 
其 逆 映 射 也 是 同 构 ， 这 时 则 称 格 L, L' 是 同 构 
的 ， 一 般 地 , 当 有 序 集 之 疗 的 映射 了 满足 条 件 
“< < y, W f(x) <Р)” NU IL D 
ЁО. 格 之 闻 的 同 态 必定 是 保 序 的 ,而 其 逆 未 必 
成 立 ， 但 保 序 的 双 射 必 是 同 构 的 。 

若 将 格 工 中 的 序 换 为 对 偶 + 序 ， 则 并 与 交 
对 调 所 得 到 的 新 格 L', VOS L A958 АЖЕ (dsl 
lattice), 

由 格 工 到 格 L' 的 映射 1, 如 果 满 足 

JG ny) = 0) ШО), 

IG Uy) 71600160, 
则 称 为 对 偶 格 同 术 (dual lattice-homomorphism), 
且 当 上 为 双 射 时 ,了 称 为 对 偶 格 同 构 (dual 
lattice-isomorphism)。 称 工 和 二 是 相互 对 偶 格 
同 构 的 . 

设 格 L' 是 格 工 的 子 集 ， 当 标准 单 射 L 一 
L AY, L° KH LAF (sublattice). 4 
жыш Ж L 满足 条 件 “ 若 z. ye L' 则 xU 
y€L', Nye L” 时 , 可 以 把 运算 U, N 诱导 
F L'h L 成 为 子 格 . 例如 ,对 于 格 工 的 二 
ER a,b, 满足 <x < 5 ЮЖ z 的 全 体 是 子 
格 .将 它 写 做 Das b], 称 为 工 的 区 间 (interval), 
如 果 在 格 工 中 按 等 价 关 系 R 构 成 的 商 集 L/R 
是 格 ,而 标准 满 射 工 一 L/R 又 是 同 态 , 则 L/R 
称 为 工 的 商 格 (quotient lattice)， 当 格 工 的 等 价 
关系 R 满 足 条 件 “ 若 c= x’, y=y (mod R), 则 
хОу =x Uy’, хПу = x' Ny (modR)” 时 ,可 
以 把 运算 О, N 诱导 于 L/R 中 而 使 上 /R 成 为 


商 格 . IL. BUR L= T] Li;, 对 于 由 


га 
G)UG) = (Оу), а) ПОо)= б»), 
定义 的 运算 U ,站 而 言 也 是 格 , 称 为 {Lijier 
的 直 积 格 (direct product lattice), 

【完全 格 】 在 有 序 集 工 中 ， 当 任意 非 空子 
集 都 具有 上 确 界 和 下 确 界 时 , 工 称 为 完全 格 
(complete lattice)。 当 任意 非 空 可 数 子 集 都 具 
有 上 确 界 和 下 确 界 时 , 1. Ж 2 o BS o- 
complete latice)。 这 些 显然 是 格 ,反之 ， 任 意 格 
都 是 某 个 完全 格 的 子 格 。 再 者 , 当 非 空 的 上 方 
(下 方 ) 有 界 ! 于 集 E 都 具有 上 确 界 ( 下 确 界 ) 时 ， 
则 称 工 是 条 件 完全 的 (conditionally complete), 
当 巨 为 可 数 集 而 具有 上 述 人 性 质 时 ， 称 工 为 条 件 
о ZEBY (conditionally o-complete), 一 般 地 ， 
对 和 任意 的 有 序 集 L, 存在 某 个 完全 格 工 和 
保 序 单 射 大 工 一 工 ， 而 满足 条 件 “ 任 意 的 
se 工 BRD X, YCL 的 像 XX), 1(Y) 的 上 
MAL FRR". 上 述 条 件 和 条 件 “对 于 任意 的 
完全 格 工 URE r: L — L, 有 保 序 单 射 
pL L 使 pof 一 了 ”是 等 价 的 由 此 可 以 
看 出 在 格 同 构 的 意义 下 工 , f 是 唯一 的 。 工 称 
为 有 序 集 工 的 完备 化 《completion)， 例 如 ,实数 
全 体 再 添加 + оо 和 一 oo 的 集合 便 是 有 理 数 全 
体 的 完备 化 . 

【分 配 格 】 关于 格 工 ， 当 下 列 相互 等 价 的 
条 件 ( 分 配 律 ) 成 立时 , 工 称 为 分 配 格 (distributive 
lattice); 1) xUG iz) = GU) NG U 2); 
2) «П(у0Оа) = (Пу) О (Па); 3) Uy) n 
(уу) ПС 0а) = С Пу)ОО Па) ОС ne); 
(х,у, z€ L). 分配 格 的 对 偶 格 、 子 格 、 商 格 、 
直 积 格 都 是 分 配 格 。 给 定 集合 5 的 子 集 的 全 
ik BCS) 是 分 配 格 ， 它 的 子 格 称 为 中 的 集 格 
(lattice of sets), 任意 分 配 格 都 同 构 于 某 个 集 
d. 一般 地 ， 从 分 配 格 工 到 BCS) 的 同 态 称 为 
LE STRE. (representation). 

当 格 工具 有 最 大 元 1 和 最 小 元 О, 而 对 于 
任意 元 素 z, HARK x ,使 Ur — 1, «f 
x 二 0 时 , 工 称 为 有 补 格 《complemented lattice), 
而 x 称 为 的 补 元 (complement)。 既 是 分 配 格 


又 是 有 补 格 时 ,， 称 为 Boole #& (Boolean lattice) 
或 Boole 代数 +。 在 Boole 格 中 任意 元 的 补 元 
是 唯一 的 ， 给 定 集合 5 的 子 集 全 体 的 格 CS) 
是 以 5 为 最 大 元 ,以 8 为 最 小 元 的 Boole 格 . 它 
的 子 格 L 当 满足 条 件 “ 若 Xe L W| X' GMD 
EL” 时 也 是 Boole 格 ， 这 个 集 格 特别 称 为 
Ж Boole 格 (Poolean lattice of sets), 任意 的 
Boole 格 都 可 用 某 个 集 Boole 格 同 构 地 表示 之 
(又 一 Boole 代数 ). 

当 格 的 元 素 a 和 任意 元 х, y 所 生成 的 子 
格 都 是 分 配 格 时 ，se 称 为 中 间 元 素 (neutral ele- 
ment)， 当 а 又 具有 补 元 时 ，。 称 为 中 心 元 (cen- 
tral element), H 工 的 中 心 元 的 全 体 称 为 格 的 申 
心 (centre), 

CMR AFR L, PE BER) “1: 
x €z, W UONE) = GUy) Па” REH, 
工 称 为 模 格 (modular lattice), 分 配 格 恒 为 模 
格 ， 模 格 的 对 偶 格 、 子 格 、 商 格 、 直 积 格 仍 为 
模 格 ， 具 有 算 子 区 的 群 的 容许 子 群 全 体 的 格 是 
模 格 , 而 关于 不 变 子 群 的 Jordan-Halder 定理 及 
О. Schreier 的 加 细 定 理 (一 群 ) 可 以 如 下 地 推广 
到 一 般 的 模 格 上 . В 

一 般 地 ， 对 于 有 序 集 工 的 元 素 对 x, у, 35 
x oy 时 称 为 商 quotient)， 写 做 x/y. 特别 
是 , 当 z> y їй х>г > у URBE 
时 ,x/y ARAB (prime quotient)， 此 时 * 称 
ARF y Ез y WE MIT (prime over y), 
Y 称 为 素 于 x 下 或 称 为 x 的 下 素 元 (prime 
under *)。 工 的 元 素 序列 Cin, n, +++, zas 如 
果 满 足 na mx <i < k), WER ABR Cde- 
scending chain), ifj & #2) GAY + BE (length). 
另外 ，*-Vzi 称 为 由 C 所 确定 的 商 ， 当 它们 都 
是 素 商 时 ，C 称 为 合成 列 (composition series), 
在 两 个 降 链 Cim moo ‚ху, Dives уз, ta yi 
TB. ШЖ »= yo, хк у, HESH z 均等 
FR yi f, D #& 2 C 的 加 细 (retinement). 
其 次 再 定义 降 链 之 间 的 等 价 . 首先 关于 商 z/y, 
ху, АЖ “r= r Uy, y== Пу” R. 
“= =Uy, y m Пу” REH Ba z/y = 
#'/у. 如 果 有 有 限 个 商 2.0. 4. ER 


格 73 
ziy = 4e x [y —4,, B aio a (1<i< т), 
则 称 x/y 和 * /7 是 等 价 的 。 一 般 地 , 两 个 降 
链 c, C 如 果 其 长 度 相 等 , 它们 所 确定 的 商 是 
一 一 对 应 的 ,而 且 对 应 的 商 又 是 等 价 的 , 则 称 C 
AC 是 等 价 的 . 今 设 工 为 模 格 。 如 果 工 中 的 
商 х/у, х'/у' 是 等 价 的 , 则 区 间 Cy, x], Dy] 
作为 格 是 同 构 的 (Dedekind 原理 )， 再 者 ， 在 
两 个 降 链 Ciroo ro 8 Cin ri tuai 
Їй], # xz = x;, x, = zx), 则 C 的 某 个 加 细 和 
C 的 某 个 加 细 是 等 价 的 .特别 是 , 连结 任意 二 
元 素 的 各 合成 列 ， 只 要 存在 ， 便 是 相互 等 价 的 
(SULA). 

在 具有 最 小 元 O 的 模 格 工 中 ， 当 连结 工 的 
元 素 <。 和 0 的 有 限 合 成 列 存在 时 ， 其 长 度 是 
一 定 的 . Sit k = da), RATE a Ж 
(height)， 当 不 存在 这 样 的 有 限 合成 列 时 ， 规 定 
dla) = со, 对 于 工 的 元 素 a, b, 4d(asy< 
ос BY, d(aUb) + (а) = d(a) + alb) 成 
立 , 称 之 为 模 格 的 维 数 定理 (dimension theorem), 
当 工 存在 最 大 元 1 时 , 4(1) 称 为 格 工 的 高 度 . 

兼 为 有 补 格 的 模 格 工 称 为 有 补 模 格 (com- 
plemented modular lattice), L 的 最 小 元 O 的 上 
素 元 z 称 为 工 的 原子 元 (atomic clement)， 当 有 
补 模 格 工 的 任意 两 个 原子 元 有 共同 的 补 元 时 ， 
工 称 为 不 可 约 的 (irreducible)。 

【 格 群 】 在 有 序 集 G 中 给 定 群 ' 的 运算 ， 
SREB z< у, W| xz S yz, zr S zy (z, y, 
2€ G)” 成 立时 ,G 称 为 有 序 群 〈ordered group), 
特别 是 , 当 G 为 全 序 集 时 ， 称 为 全 序 群 (toully 
ordered group)， 再 者 , 当 G 为 格 时 ,上 述 条 件 和 
“GK ууа = xz yz, a(x Hy) = zz R zy (855 
同 序 )” 是 等 价 的 。 此 时 G 称 为 格 序 群 或 格 群 
Clattice-ordered group), 格 群 不 具有 最 大 元 、 最 
小 元 , 和 恒 为 分 配 格 。 如果 (z) RALAR, 则 
(sup x) Ny ape (к, Пу) 《完全 分 配 律 ) 成 立 . 
格 群 作 为 格 的 结构 已 由 P. Lorenzen-A. H. 
clifford- 中 山 正 研究 清楚 了 ，. 特 别 是 , 交换 格 群 
作为 格 群 同 构 于 全 序 格 群 的 直 积 的 某 个 子 群 . 
祝 群 除 单位 元 以 外 不 具有 有 限 阶 的 元 素 .反之 ， 
除 单位 元 以 外 不 具有 有 限 阶 的 元 素 的 交换 群 ， 
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关于 适当 的 全 序 成 为 格 群 。 再 者 , 任何 自由 群 
关于 适当 的 全 序 恒 为 格 群 。 此 外 , 关于 全 序 格 
BARE (1948) 等 人 研究 过 。 

ЖСЖ х, e > e (单位 元 ) 时 称 
HET, z< € 时 称 为 负 元 。 满足 下 述 条 件 的 
GA Archimedes 格 群 : 关于 G 的 元 素 z, 
y, x" < y MPRA AR ”都 成 立 , 则 必定 
ЖЯ z< е, Archimedes 格 群 恒 同 构 于 完全 格 群 
的 某 个 子 群 ,反之 ,完全 格 群 必 是 Archimedes 格 
群 ,是 交换 的 , 且 同 构 于 格 序 线性 空间 ! 和 若干 
个 由 有 理 整 数 所 构成 的 格 群 的 直 积 ( 岩 深 健 吉 ， 
1948), 特别 是 ， 全 序 Archimedes 格 群 同 构 于 
实数 全 体 构成 的 格 群 的 某 个 子 群 . 

当 格 群 的 正 元 素 全 体 满足 极 小 条 件 ' 时 ,该 
格 群 是 交换 的 ， 它 的 任意 元 素 可 唯一 的 表示 为 
单位 元 的 上 素 元 的 备 积 的 形式 ， 有 限 次 代数 数 
域 ' 的 分 式 理想 + 的 全 体 ，、 便 是 这 种 格 群 的 有 代 
表 性 的 例子 。 另 一 有 序 线性 空间 ,连续 几何 . 


[$] [1] G. Birkhoff, Lattice theory, Amer. Math. 
Soc. Colloq. Publ., New York, 1940, iT M 1948; 
(2) 中 山 正 , RA 1, Bae, 1944; [3] 岩村 联 , ERR LE 
立 出 版 ，1966; [4] MAKAR MEW, $4 EE, MRO 
#1, 共立 出 版 , 1950; [5] 弥 永 昌吉 -小 平 邦彦 ,现代 数学 
ER 1, QR, 1961; [6] P. Dubreil-M. L. Dubreil 
Jacotin, Leçons d'algébre moderne, Dunod, 第 二 版 ，1961 
СЖ: Lectures on modern algebra, Oliver & Boyd, 
1967). 


Boole 代数 [Ж Boolean algebra 法 algëbre 
boolienne Ж Boolesche Algebra 4K булева алгеб- 
pa H Z— A 代 数 ] [Boole 代数 】 Boole ft 
ЖОЖ О. Boole 在 进行 逻辑 运算 (一 符号 逻辑 ) 
时 引入 的 , 而 今天 已 包括 在 更 一 般 的 格 7〈 格 序 
Ж) 的 概念 中 (一 格 ), 在 逻辑 以 外 , 它 作为 可 
测 ! 集 等 的 集 格 ' 在 分 析 学 里 也 经 常 出 现 。 
现在 给 定 集合 L, 假设 它 的 任意 二 元 素 z, 
у, 均 对 应 著 工 的 元 素 zU y, xy, 并 满足 下 列 
法 则 。1) «Оуу, xy yx (交换 律 ); 
2) sUGUz)=GUy) Uz, «ПО Па) = Gh 
yz GAAR); 3) UON) = G U yn 
r= x RICO: 4) zUG 02) = G U n 
GUz), eNGUz) = G0y)UG nz) (分 本 
f: G,y,2€ L). RMI), 2), 3) 可 直接 导 


出 “xUzx 二 x x 二 x (RFE. 又 当 xUy 一 y 
Rt, 规定 x 过 y， 则 关于 关系 < MS LAE 
St 这 里 再 设 下 列 法 则 成 立 . 5) 有 最 小 元 0 及 
最 大 元 了 存在, 对 任意 元 素 x, 有 某 个 元 素 r, 
使 xUx = 1, Па 一 0( 互 补 律 )， 此 时 工 称 
为 Boole RMR Boole №". ЗЕН, 对 于 x 而 言 ， 
x 是 唯一 确定 的 , 称 为 * 的 补 元 (complement), 
二 项 运算 (x,y) 一 xUy, xy А-АЙ rx’ 
合 称 为 Boole 运算 (Boolean operations), 关于 
它们 , de Morgan 法 则 (xUy) =r Пу, 
Gn) = #Uy Жї. 

【广义 Boole 代数 】 在 有 序 集中 , 对 于 
¿< b OT JG a, b ICE a < z EIU 
全 体 写 做 [a , b], 称 为 区 间 Cinterval), Boole 代 
数 的 区 间 La, 5] 关 于 诱导 运算 U, ie. 
然 是 Boole 代数 ， 但 其 最 小 元 ,最 大 元 为 a, b, 
在 [a,5] 中 x 的 补 元 等 于 aU G0) = (aU XY 
Ne, 一 般 地 , 当 给 定 运算 U, n HRE Li 
足 上 述 法 则 1) 一 4)， 具 有 最 小 元 0, 它 的 所 有 
区 间 均 满足 法 则 5)( 即 构成 Boole {К ОМ, L 
称 为 广义 Boole GK (generalized Boolean aige- 
bra), 

[Bode 环 】 满足 条 件 “xx=x (x € L)” (BD 
任意 元 素 都 是 罕 等 元 7) 的 环 ? 世 称 为 广义 Boole 
Ж (generalized Boolean ring)， 特 别 是 ， 当 它 具 
有 单位 元 时 ， 称 为 Boole Ж (Boolean ring), 
在 广义 Boole Hh r+ r= 0 G€ L) RE, 
且 恒 为 交换 环 !， 对 于 《广义 ) Boole 代数 工 的 
二 元 素 z, у, 把 xy 在 区 间 [0, x U y] 中 的 
补 元 写 做 x + y, 把 Ny 本 身 写 做 zy 时 , 工 关 
于 运算 (x, yx ty, zy 是 《广义 ) Bode 
环 。 反 之 , 对 于 任意 的 (广义 ) Boole HL, 令 
xUy — xc y xy, x 站 y 一 xy， 则 关于 运算 
(х, y)9Uy, xy 而 言 , 工 是 (广义 ) Boole f& 
3k. (7X) Boole RA LTE J 99 @ 关于 
对 应 的 环 的 结构 是 理想 ?*， 其 充分 必要 条 件 是 
满足 条 件 “*Uye JG, ye J), Nye JG € J, 
y€ L)”. 一般 地 , 在 任意 格 中 , 将 满足 此 条 件 
的 非 空子 集 称 为 理想 (ideal), XF Boole 代数 
的 各 种 应 用 ,例如 一 [1]. 


[Boole 代数 的 表示 】 任何 Boole 代数 工 都 
同 构 于 某 集合 X 的 子 集 所 成 的 Boole 格 . 如果 
工具 有 有 限 高 度 ， 则 工 同 构 于 X 的 一 切 子 集 所 
成 的 Boole № BCX). 一 般 地 ,X 可取 为 工 的 全 
体 极 大 理想 的 集 . 命 є L, Ў Оба) (піт 
€ X, a € m), WAH BRA a — O(a) 得 
到 。 如 果 我 们 用 (o(a)lae 工作 为 开 基底 ， 
在 X 中 定义 拓扑 , 则 X 是 紧 的 完全 不 连通 的 T, 
空间 ,而 OC) 便 可 刻 划 为 X 中 的 紧 开 集 . 这 样 
的 空间 X 叫 做 Boole 空间 (Boolean space) (M. 
H. Stone [4], [5]) 

在 任何 完全 Boole 代数 工 中 ,完全 分 配 律 : 
(sup, х;) Пу = supi (xy) 及 其 对 侦 恒 成 立 。 
它们 等 价 于 更 强 的 关系 : (воруха) up у) = 
зару (х: Пун) 及 其 对 偶 。 要 使 一 个 Boole 代数 
工 能 够 同 构 于 X 的 一 切 子 集 所 成 的 Boole 代数 
BCX), 其 充分 必要 条 件 是 最 强 的 完全 分 配 律 : 
inf, (зару) х1) 一 supe Cinf, x, go) (其 中 F 是 
下 列 的 函数 全体 所 成 的 集 : 对 每 个 ie 1, UC 
gli) є JG)) 及 其 对 偶 成 立 . 


[$] [1] H. G. Flegg, Boolean algebra and its 
application, Blackie, 1964; [2] P. R. Halmos, Lectures 
on Boolean algebras, van Nostrand, 1963; [3] R. Sikor- 
ski, Boolean algebras, Erg. d. Math., Springer, W W, 
1964; [4] M. H. Stone, The theory of representations 
for Boolean algebras, Trans, Amer. Math, Soc., 40(1936), 
37—111; [5] M. H. Stone, Applications of the theory 
of Boolean rings to general topology, Trans. Amer. Math. 
Soc., 41(1937) 375—481, [6] G. Boole, Collected logi- 
cal works I, II, Open Court, 1916. 

另 一 格 的 [ 参 ] . 


连续 几何 [X continuous geometry 法 géomé- 
trie continue Ж kontinuierliche Geometrie — /& 
непрерывная геометрия Н GERA] 所 谓 
连续 几何 是 J. von. Neumann 在 研究 Hilberg 
空间 的 算 子 环 '! 时 从 所 过 到 的 某 种 格 ' ( 格 序 集 )， 
抽象 其 作为 格 的 性 质 而 引入 的 概念 ([1]), 可 以 
看 做 是 把 射影 几何 的 线性 子 空间 所 构成 的 格 的 
性 质 推广 到 无 限 维 空间 去 的 结果 . 

设 工 是 完备 有 补 模 格 (一 格 [ 模 格 ]), BR 
有 两 种 连续 性 : 即 对 于 工 的 任意 元 素 a 及 关于 
LIE ARE WF W, EA а П sup w = sup 
(Canw) (бє) 及 其 对 偶 成 立 ， 则 工 称 为 连 
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续 几 何 . 格 工 的 中 心 7Z 称 为 连续 几何 工 的 中 心 
centre), 4Z MBA O, 1 时 , L 称 为 不 可 约 的 
(irreducible) , 否则 称 为 可 约 的 (reducible). 可 约 
的 连续 几何 和 一 些 不 可 约 连 续 几 何 的 直 积 的 某 
个 子 格 是 同 构 的 。 

在 连续 几何 工 中 ， 可 以 定义 具有 下 列 性 质 
D, 2), 3), 4) 且 取 值 于 某 个 完全 格 序 线性 
空间 ' M 的 函数 d(x): 1) d(x) 20; 2) Ж 
a(x) = 4G), Wl x, y 具有 共同 的 补 元 ; 3) 
4(zUy)+a(z Пу) = 46) +40); 4) 对 关于 
工 的 序 而 言 为 良 序 的 子 集 凡 ， 有 sup d(w) = 
4d (sup w)(w& W)。 这 样 的 4(x) 称 为 在 工 中 
的 维 数 函 数 (dimension function), # LINED 
同 构 变换 群 G 后 ,可 以 引入 更 一 般 的 维 数 函 数 ， 
它 对 G 不 变 ， 而 其 它 条 件 则 稍稍 减弱 《岩村 联 
[4])。 维 数 函数 的 值 域 M 可 以 取 为 实数 加 法 群 
这 一 事实 和 上 的 不 可 约 性 是 等 价 的 . 此 时 dw) 
的 值 仅 有 有 限 多 个 或 构成 某 个 区 间 。 

【连续 几何 的 表示 】 具有 单位 元 的 环 ， 若 
对 于 任意 元 索 “ 都 存在 元 素 * 使 re 一 “成 
立 , 则 称 为 正则 环 (regular ring)。 在 连续 几何 
Lm, 若 有 工 的 元 素 * 和 自然 数 ,使 a) = 
nd(x)(n 之 4)， 则 工 和 某 个 正则 环 R 的 主 左 理 
想 构成 的 格 〈 序 是 二 ) А. 把 R 分 解 为 诸 理 
想 的 直 和 ,对 应 于 把 工分 解 为 诸 格 的 直 积 ,上 是 
不 可 约 的 有 限 维 的 和 R 是 非 交 换 域 上 的 矩阵 环 ， 
是 等 价 的 。 而 且 这 时 ,如 将 工 看 做 射影 几何 , 则 
其 坐标 可 由 这 个 非 交换 域 给 出 . 在 连续 几何 
中 ,并 , 交 常 常用 和 、 积 的 记号 表示 , 直 积 也 称 为 
Ba. 也 有 将 完备 性 减弱 为 条 件 " 完全 "的 情 
X. 


[8] [1] J- von Neumann, Continuous geometry, 
Princeton, 1936—1937) [2] ШХА, EB GIA EL, 
1952; [3] F. Maeda 《前 田 文 友 ) Kontinuierliche Geo- 
теше, Springer, 1958; [4] T. Iwamura СЕН), On 
continuous geometries 1, If, Jap. J. Math., 19 (1944), 
57—71, 2(1950), 148—168, [5] Л. A. Скорняков, 
Делекиндовы структуры с дополнениями и регулярные 
кольца, Физматгиз, 1961. 


拓扑 空间 [Ж topological space 
pologique Ф topologischer Raum А топологи" 
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ческое пространство 日 位 相 空间 ] 在 分 析 
学 中 ,极限 和 连续 的 概念 , 像 数 的 运算 一 样 也 是 
基本 的 ， 在 一 般 的 抽象 空间 中 , 若 给 定 适当 的 
结构 就 可 以 定义 极限 和 连续 的 概念 ， 从 而 可 以 
展开 分 析 学 中 所 使 用 过 的 理论 。 一 般 地 , 这 样 
的 结构 称 为 拓扑 〈topology). 对 某 集合 X 引入 
拓扑 结构 〈 拓 扑 化 Gopologize)) 有 种 种 方法 . 
虽然 也 有 直接 将 收敛 概念 公理 化 的 方法 〈 一 收 
SO, 但 通常 都 是 使 用 邻 域 系 的 方法 (F. Haus- 
dorif); 对 集合 4 添加 其 聚 点 组 成 集合 А, F. 
之 为 闭 包 ， 将 它 的 性 质 加 以 公理 化 的 方法 (C. 
Kuratowski); 以 及 给 出 开 集 系 的 方法 等 . 

【拓扑 的 定义 】 邻 域 . 开 集 \ 闭 集 ` 开 核 \ 闭 
包 等 概念 可 以 定义 为 满足 下 列 公 理 者 . 

BRAM U) REX HA A 
对 应 于 的 子 集 族 ue) ( 即 确定 一 个 映射 
X > P(B(X))), 1) # U Eul), W r€ U; 
2) d; Ui, UE UC), MJ U, U; € UC); 3) 
# VEU), ОСУ, W VEUC); 4) 对 
VEN), fj WENG), 使 “对 所 有 ye w, 
有 U e Uly)” 此 时 ,U(x) 称 为 点 * 的 邻 域 系 
(neighbourhood system), IEF UC) УКО P 
为 * 的 邻 域 ( 英 ncighbourhood 法 voisinage Ф 
Umgebung). 

FAH (O). X 的 于 集 族 9 CRI ФС) 
的 子 集 )， 如 果 满 足 条 件 : 1) X, BED; 2) 
# O, 0,€9, WJ O.NO€9; 3) Ж O,€ 9 
(eA), W u 0,€ 9, PAOD 便 称 为 开 集 系 


(system of open rectly 属于 9 的 集合 O 称 为 开 集 
(3 open set 法 ensemble ouvert Ж offene Men- 
ge). 

闭 集 公理 (F). ХТ З, MUR 
条 件 : 1) X, ë € S; 2) Ж Fi, Fae 3, 则 FiU 
F,€5; 3) Ж Fie SQE A), Bj [| F, e S, #5 


末 S 便 称 为 闭 集 系 (system of closed ses), 属于 
S 的 集合 称 为 闭 集 ( 甘 closed set 法 ensemble 
fermé Ж abgeschlossene Menge). 

开 核 公理 (1). 使 XX 的 所 有 于 集 4 都 对 应 
于 X 的 子 集 ACIE — BUB SOO S00), 


如 果 满 足 条 件 : D X = X; 2) (ANB) = 
ABS 3) АСА; 4) Ай = Ai, WER dS 
4 的 内 部 (interior) 或 开 核 (open kernel), Җ 
于 4' 的 点 称 为 4 的 内 点 (inner point, interior 
point), A 也 可 写 做 A°, Int A. 

ЕДЕ (А), хв Ж A 都 对 应 
于 X 的 子 集 4", 如 果 满 足 条 件 : D 9792) 
(AUB)*=4*UB*; 3) 4*DA; 4) aan, 
则 称 A* HARIMA (closure), 属于 4 的 点 
称 为 4 的 触 点 CHE Berührungspunkt), —4* 也 记 
А, A RCA. 

当 这些 概 念 中 的 一 个 确定 时 ， 便 可 导出 其 
它 的 概念 ,它们 之 间 的 关系 ,可 照 下 述 的 意义 而 
MERE. 

(UO) o 是 开 集 所 对 于 所 有 的 160, 
均 有 ocu», 

(OU) U JE z (9 461 e H OCD, H 
x€OCU, 

(UD 4 的 开 核 是 满足 下 列 条 件 的 X 的 

点 * 的 全 体 ， 有 UEU), 使 UCA 成立。 

(1U) UR x HBR e» x € U* 

(Ol) 4 的 开 核 是 被 4 包含 的 所 有 的 
OC ED) 的 并 集 ( 被 4 包含 的 最 大 的 OC e S)). 

(0) 0 是 开 集 过 0 一 0， 

(OF) F RAE e Feo (其 中 F= 
X — F CF 的 补 集 ))， 

(FO) ОБЖ e 0‘€ 3， 

(FA) 4 的 闭 包 是 包含 4 的 所 有 F( € S) 
的 交集 (包含 4 的 最 小 的 F(€ 3))， 

(AF) FERK ө F = F°, 

(AD 45 = 4“, 

(IA) 4° = л“, 

(AU) UE x FABIA e x &U'* 

(UA) 4 的 闭 包 是 满足 下 列 条 件 的 点 = 
的 全 体 : 对 任意 UEU(x), A ОПА += D. 

对 集合 X。 引 入 上 述 诸 概念 之 一 ， 从 而 可 
以 引入 其 余 所 有 概念 时 ， 称 为 对 集合 X SAB 
扑 +r， 而 集合 X 称 为 拓扑 空间 ， 记 作 (X, r). 
无 论 选 哪 个 概念 为 基本 概念 都 生成 完全 相同 的 
体系 .例如 ,将 开 集 选 为 基本 概念 , 设 公 理 (O) 


Жу, 若 以 (OU), (OD, (OF), (FA) 作为 
定义 , WER (U), (D, (F), (A) 及 其 他 
的 性 质 可 以 作为 定理 得 到 证 明 。 当 强调 由 开 集 
RO 引入 拓扑 时 ， 用 拓扑 空间 (X, ©) 代替 
(X, r) 表示 之 . 同样 也 可 以 用 拓扑 空间 
(x 0162), 拓扑 空间 (X, а) KRZ. 

【拓扑 空间 的 例子 】 1) Edi. D9 一 
BCX) 满足 公理 (0)。 此 拓扑 空间 (X, 9) 称 
为 离散 (拓扑 ) 空间 (discrete topological space), 
在 此 空间 中 ,所 有 子 集 都 是 开 集 , 对 于 所 有 的 于 
KA, 都 有 at di—4, 包含 x 的 所 有 集合 都 
是 x 的 邻 域 , 2) 平凡 (拓扑 ). 由 9={X, 3} 
确定 的 拓扑 空间 (X, ©), 称 为 平凡 (拓扑 ) 空 
dg. 在 此 空间 中 ， 闭 集 仅 有 X, d 两 个 。 сщ 
A= X itt, =O, 4 A= @ hj, ДХ. 
点 + 的 邻 域 仅 有 X. 3) 度量 拓扑 .在 任意 二 点 
x, y 之 间 定 义 了 距离 p(x, у) 的 度量 空间 'X 
rB, 确定 点 “的 = 邻 域 为 Ui(a) = {alr EX, 
e(x, a) 二 8}, 如 把 含有 x* 的 某 个 E 邻 域 的 那 
些 集合 的 全 体 作为 = 的 邻 域 系 UG), 则 公理 
(U) 成 立 ,从 而 定义 了 拓扑 空间 (x, (QG). 
4) 序 拓 扑 〈order topology). (EXE XT HS 
的 全 序 集 +X th, 若 取 以 包含 = 的 一 个 区 间 为 子 
集 的 那些 集合 的 全 体 ,作为 点 x 的 邻 域 系 UC), 
则 X 是 拓扑 空间 ，5) 收敛 拓扑 。 在 拓扑 空间 
中 可 以 定义 收敛 的 概念 ,反之 ,也 可 以 由 收敛 确 
定 拓扑 (一 收敛 )， 特 别 是 ,在 度量 空间 中 ,由 点 
列 的 收敛 可 以 定义 拓扑 . 《一 度量 空间 ). 

【广义 拓扑 空间 ] 当 不 假定 闭 包 公理 (A) 
中 的 全 部 性 质 时 ,有 所 谓 广义 拓扑 空间 (genera- 
lized topological space), 可 以 研究 在 此 空间 中 ， 
公理 CA) 的 每 个 条 件 究竟 表示 什么 样 的 拓扑 
性 质 等 等 ([11, [21). 

【基本 邻 域 系 】 所 谓 邻 域 系 UG) 的 子 族 
WC) MASI (fundamental neighbourhood 
system), 96448 Ж (complete neighbourhood 
system) RPR (base, basis), AAMT 
FER U EUG), V eu), 89 ИСО. Ж 
本 邻 域 系 具有 下 列 性 质 (U). D 对 于 所 有 
V eu), SA x€ V; 2) Ж Vi Vie G), 
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WA VEUC), 使 V,C VV. 3) 对 于 
Ven). d W, ë wewe), wc B 
RAER: GE ye W, WHA V,e GO) 使 
V,CV。 在 度量 空间 中 。 邻 域 的 全 体 是 基本 邻 
域 系 。 在 一 般 拓扑 空间 中 ,含有 х 的 开 集 ( 称 之 
为 的 开 邻 域 (open neighbourhood) ) 的 全 体 是 
AGRA. 

反之 , 当 给 定 满足 (Us) BUR (U(x) |x € XY 
Hy, “U RE x BREN V e Go, E UDV” 
由 此 定义 邻 域 系 ， 就 可 以 确定 一 个 拓扑 空间 
(X,{UG)P, 称 之 为 由 基本 邻 域 系 {W(x)} 
所 确定 的 拓扑 空间 。 具有 基本 邻 域 系 的 性 质 
(U) 的 两 个 系 (160 Y 及 (5 60), 如 果 它们 分 
别 确定 的 拓扑 相等 , 便 称 {u(x)} 和 {W(x)} 是 
BMA (equivalent), 等 价 的 充分 必要 条 件 是 : 
对 任意 UcuG), fi V e W(x) 使 得 VCU， 
又 对 任意 V e B(x), HUE UH) 使 得 UCV. 

属于 基本 邻 域 系 的 邻 域 称 为 基本 邻 域 
(fundamental (basic) neighbourhood), 也 有 仅 将 
基本 邻 域 或 开 邻 域 称 为 邻 域 的 《在 本 条 中 不 采 
т). 

【 开 集 系 的 基 和 子 基 】 所 谓 开 集 系 9 的 子 
族 ©, 是 开 集 系 的 基 或 开 基 Copen base), 系 指 任 
EFR O e © 均 可 表 为 被 0 包含 的 иби € o) 
的 并 集 而 言 . 9, 具有 下 列 诸 性 质 (Oo). D 对 
于 任意 ze X, 有 WED  x€w; 2) HS 
Wi, Wx€ 9, 及 任意 z€ WI Wy, fi wies, 
си, с WNW, HERA X, MAER 
有 上 述 性 质 CO) 的 集 族 时 ， 如 将 由 ©, 的 任意 
个 素 元 的 并 集 表 示 的 集合 全 体 设 为 9， 则 确定 
拓扑 空间 (X, ©). 在 此 意义 下 , 开 基 O, 
素 称 为 基本 开 集 (fundamental open set), 

所 谓 开 集 系 9 的 子 族 Dw 是 开 集 系 的 子 车 
或 准 基 (subbase), 系 指 属于 Dw 的 有 限 个 集合 
的 交 所 表示 的 集合 全 体 ©, 是 开 集 系 的 基 . 子 基 
具有 下 列 性 质 (Ow): 对 于 任意 z€ X, # W € 
Ow, 使 rE 到。 反之 ， 对 集合 X 给 定 具有 性 质 
(On) HER Dm, 属于 它 的 有 限 个 集合 的 交 所 
表示 的 集合 全 体 设 为 9), ©, 的 任意 个 元 素 的 
并 集 表示 的 集合 全 体 设 为 0， 则 确定 拓扑 空间 
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(X, 9), Dw 便 是 开 集 系 的 子 基 。 KN, KO 
生成 (generate) D, 在 此 意义 下 ,给 定 满足 (Oa) 
的 集 族 , 便 可 对 集合 X 定 义 拓扑 。 闭 集 系 的 基 ， 
闭 集 系 的 子 基 及 其 本 闭 集 ， 可 以 和 上 述 定义 对 
侦 地 定义 之 〈 也 有 把 在 这 种 意义 下 的 基 的 元 素 
WHEW). 

【连续 映射 】 以 拓扑 空间 X 为 定义 域 ， 而 
值 域 包含 在 拓扑 空间 У 中 的 映射 f, 它 在 X 的 
点 “处 是 连续 的 〈 英 continuous 法 continu 
4k setig), 系 指 下 列 相互 等 价 的 条 件 之 一 (从 而 
其 全 部 ) 成 立 ，1) 对 于 fa) 的 任意 邻 域 V, 可 
жашна Ж U, E V DU); V) 
对 于 (a) ERB V, O) È a АУ 
DWE a € А 的 任意 A, ВИ Ка) € CD. 连 
续 性 也 可 以 用 收敛 的 概念 定义 之 (一 收敛)。 

M 在 X 的 各 点 * 都 连续 时 ， 称 映射 了 在 
拓扑 空间 X 中 连续 或 了 是 连续 映射 (continuous 
mapping), 29 f f 是 连续 映射 , 下 列 相互 等 价 
的 命题 是 充分 必要 的 。 1) OAOE); 
1) 对 于 Y 的 任意 基本 开 集 0 三 (0 ) AEX AY 
JH; 2) P'(S(Y))C HX); 3) 对 于 所 有 的 
4CX。 有 КА) EKA). Hip 9Q0, 90), 
S(X), SCY) 分 别 表示 X, Y 的 开 集 系 ， 闭 集 
系 ,在 3) HA ERE x HA, КА) 表示 
在 Y 中 的 闭 包 ， 由 连续 映射 1 所 成 的 象 {(X) 
称 为 X 的 连续 象 《continuous image)。 给 定 拓扑 
空间 X,Y, Z 和 映射 f:X 一 Y, 8:Y 一 2Z， 
3 f fE a € X 处 连续 ,8 在 Ка) € Y 连续 , 则 合 
成 gof: X 一 Z 在 。 处 是 连续 的 。 从 而 若 1, z 
是 连续 映射 , 则 合成 gf 也 是 连续 映射 。 

当 连 续 映射 ХУ 是 双 射 ， 逆 映射 
f':Y — X 也 连续 时 , 称 f 为 同 奈 《homeomor- 
phism) 或 拓扑 映射 《topological mapping)， 当 这 
样 的 1 存在 时 , WR X ALY EREGI (homeomor- 
phic)， 写 做 X Y, 为 了 双 射 f:X 一 Y 是 
拓扑 上 映射 ， 下 列 各 条 件 是 充分 必要 的 。 D 
KAX) = NY); 2) /(S(X)) = S(Y); 3) 
对 于 任意 的 4€B(X), ЖЯ fK(A)=1CA); 4) 对 
FERN A EPX), ADY =A); 5) 对 
任意 的 xeX, 有 AAG) =UG) G=1@)). 


同 胚 是 一 个 等 价 关 系 !。 相互 同 胚 的 空间 具有 
的 共同 性 质 称 为 拓扑 〈topological) 性 质 或 拓扑 
不 变 (topologically invariant) 性 质 . 判定 两 个 拓 
扑 空间 是 否 同 胚 的 问题 称 为 同 胚 问题 (homeo- 
morphism problem), 

对 映射 [OX — Y 而 言 ， 当 X 的 开 集 0 的 
5 (CO) 是 Y 的 开 集 时 ((900) c 9) 称 
了 为 开 映射 《open mapping)， 当 f(S(X)) C 
SCY) 时 称 为 闭 映射 《closed mapping), fiM 
射 是 双 射 且 为 连续 的 开 ( 闭 ) 映 射 . 

【拓扑 的 强 弱 】 设 在 集合 X 上 定义 了 两 个 
拓扑 ns тз, 若 X 的 恒 等 映 射 1x:X — X 作为 从 
拓扑 空间 (X, ту) 到 拓扑 空间 СХ, то) 的 映射 
是 连续 的 ， 则 称 拓扑 т, 比 拓扑 王强 (strong) 
BE т. Н ri 88 (weak), EX n > n GR 
者 т< т). 设 关于 拓扑 n, n 的 开 集 系 ， 闭 
жж, 邻 域 系 , 闭 包 分 别 以 w, 9, S, 3, 
U(x), Uz), 4^, As 表示 ， 则 下 列 条 件 之 一 
的 成 立 是 n > т, 的 充分 必要 条 件 ，1) 9.09, 
2) BDH; 3) 对 于 所 有 的 ШС) D Шк); 
4) A^ C Ah 从 而 ， 若 设 在 X 上 所 定义 的 拓 
扑 全 体 为 S, 则 在 x 上 所 定义 的 拓扑 的 强 弱 关 
系 不 外 是 把 SOO 中 按 包含 关系 定义 的 序 关 
系 根据 n>ne > ©, 搬 过 来 而 已 . 于 是 
S 的 强 弱 关系 n>n 是 序 关系 .离散 拓扑 是 
最 强 的 拓扑 。 对 于 拓扑 的 集合 {rli e A}, 在 
比 所 有 的 т, 均 强 的 拓扑 中 有 最 弱 的 拓扑 
ту = sup {Tt}， 在 比 所 有 的 r, 均 弱 的 拓扑 中 有 
最 强 的 拓扑 n—infin). BD S 是 完全 格 '。 设 
NEARER D, т, т. ЕЖА D, D2, 则 


он UJ ©, 生成 的 ,而 ©, = (| 9. 


根据 拓扑 强 弱 的 定义 可 知 ， 如果 对 集合 
X, Y 分 别 确定 两 个 拓扑 n, r; а, о, 并 
设 映射 大 X — Y, 1) 如 果 从 拓扑 空间 (ОХ, т) 
到 拓扑 空间 (Y, ол) 的 映射 + 是 连续 的 ， 则 当 
0,2 2; Bf, f:(X,r;) > (У, ог) 也 是 连续 的 ; 
2) MR /:(Х, 0) > (Y, о) 是 连续 的 , 则 当 
n>n 时 ，f:(X, r) >(Y, о) 也 是 连续 
的 . 


【诱导 拓扑 】 设 Y 是 拓扑 空间 ，f 是 由 X 
到 Y 的 映射 。 现 在 对 X 引 入 拓扑 , BEM # E 
续 , 则 关于 比 它 更 强 的 X 的 拓扑 而 言 , f 也 是 连 
续 的 .使 了 是 连续 的 X 的 最 弱 的 拓扑 称 为 由 二 
诱导 的 (诱导 ) 拓 扑 (induced topology)。 设 拓扑 
空间 Y OFFER A OY), | 9(X) 一 三 (Q(Y)) 一 
0700) 10 є 9(Y)) WEAR (O). CHAH 
的 拓扑 便 是 由 f 诱导 的 拓扑 。 亦 即使 为 连续 
的 最 弱 拓 扑 是 由 f 诱导 的 拓扑 。 用 这 个 术语 ， 
所 谓 由 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 + ЖЕ 
续 的 ， 可 以 叙述 为 由 f 诱导 的 拓扑 比 X 的 原来 
MOTHS. 

【于 空间 】 对 于 拓扑 空间 X M, 当 
x€ M It, JH К) = x E X EAE БМ X, 
由 1 诱导 的 拓扑 称 为 M 对 于 X 的 相对 拓扑 
(relative topology), 具有 相对 拓扑 的 拓扑 空间 
M 称 为 X 的 拓扑 子 空间 (topological subspace) 
或 子 空间 (subspace), 就 子 集 叙述 把 扑 的 诸 性 
质 时 ,通常 是 就 上 述 拓扑 而 言 的 ,为 了 强调 这 一 
点 ,常常 附加 相对 的 《relative) 一 词 . 例如 说 成 
是 相对 邻 域 , 相对 开 ( 闭 ) 集 等 。 在 拓扑 于 空间 
M 中 开 集 系 , 闭 集 系 ， 邻 域 系 分 别 是 9(M) = 
{OM M|OED(X)}, SCM)={FNMIFE 
S(X)), My) = {UNM |U EUG)}, MNF 
集 4 在 拓扑 空间 M 中 的 闭 包 是 MA (4 是 在 
хф). 

将 拓扑 空间 x 的 各 点 的 某 邻 域 做 为 子 空 
闻 ， 若 某 拓扑 性 质 成 立时 , 称 此 性质 局 部 地 
(locally) 成 立 。 局 部 地 闭 的 子 集 称 为 局 部 闭 集 
(locally closed set)。 所 谓 4 是 局 部 闭 集 , 意味 着 
EARRA x ЕУ, УПИ REV 
的 相对 拓扑 是 闭 集 . 这 时 可 以 表示 为 A-ONF 
(ОДЕ, F EAR), 反之 , 像 这 样 表 示 的 集 
合 4 是 局 部 闭 集 . 

【和 空间 ， 直 和 空间 】 设 对 集合 X 的 于 集 
ЖХ е 的 各 元 Xi 定义 了 拓扑 ,使 fo, te 
在 X。 介 Xs 上 所 诱导 的 相对 拓扑 是 相等 的 ( 称 
为 rs, т, 在 X。 几 Xs 上 相等 ), 再 设 X = U Xa. 
їй Xi >X Ж f(z) = rlr € X1) 定义 的 

* 单 射 。 以 使 所 有 的 户 均 为 开 映 射 的 X 的 最 弱 拓 
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扑 作为 拓扑 的 拓扑 空间 X 称 为 和 《拓扑 ) 空间 
{sum topological space)， 这 个 拓扑 称 为 能 拓扑 
(weak topology)。 此 拓扑 的 开 集 系 © ЖАА 
均 使 ONX, 29 X, 的 开 集 的 O 的 全 体 . XH 
Un 的 和 空间 , fi 29 X, X 的 单 射 ，Y Xin 
扑 空间 ， 了 映射 g:X 一 了 是 连续 的 充分 必要 条 
HOS к= gof 全 是 连续 的 . 

当 对 所 有 的 Ln, Xin X. h, 
Xm U X, 称 为 直 和 (拓扑 ) 空间 (direct-sum 
topological space), 此 时 X, 在 X 中 是 既 闭 且 开 
的 。 

CHR] 对 集合 X ВНК aX 一 
X, (X, 是 拓扑 空间 ，2e A) 而 言 ,使 所 有 的 fa 
都 是 连续 的 XX 的 最 弱 拓 扑 是 存在 的 。 设 作对 X 
ROB ST т, 则 sup (ri) = r 即 为 所 求 ， 
特别 是 , CHRE X = ][x, 中 ,使 射影 pn: 


X—x, Ak RO RAE Bo x ы 
ЯК (direct) product topology) 或 直 积 空间 的 
能 拓扑 ,具有 直 积 拓扑 的 拓扑 空间 x = J] x, 
i 
称 为 直 积 (拓扑 ) 空 间 (direct). product topological 
space). Ü X, 的 开 集 系 为 9,, WA U pri'9, 
i 
ТОЖ О GE THRE. th 


FEMA А, rn Aas Hon 在 Xi 中 的 任 
意 邻 域 Vi, 把 
站 pmw= ID хох хо, 
i 


ажа, 


作为 点 x = (n) 的 基本 促 域 而 得 到 的 拓扑 .从 
拓扑 空间 Y 到 直 积 拓扑 空间 X 的 映射 了 是 连续 
的 ,和 对 于 各 1，pnef:Y — X, 是 连续 的 ,二 者 
是 等 价 的 。 射 影 pn 全 是 连续 开 映射 。 演 续 觅 
mom 
Ta: Ix HY, 
ic А 
关于 直 积 拓扑 是 连续 的 ， 
在 直 积 集合 П х, 中 , 设 o, ж X, 的 开 集 
系 ,现在 可 以 考虑 以 
a= JI œ= fo = JI loeo} 


作为 开 集 系 的 基 的 拓扑 。 称 之 为 箱 拓扑 〈box 


о 拓扑 空间 


topology) 或 强 拓扑 (strong topology). EX} 
于 各 1, 唯一 地 对 应 于 点 z 的 一 个 邻 域 Ui, 从 
而 作出 П Ui, 以 它 作为 点 r= (n) 的 基本 


邻 域 而 得 出 的 拓扑 。 关 于 箱 拓扑 ,射影 pn 是 连 
续 开 映 射 ,对 于 连续 映射 族 fX Yu, RR 
映射 Пл: Пх- П Y, 是 连续 的 。 就 有 


MERTES, 直 积 拓扑 和 箱 拓扑 是 一 жїз. 
般 地 , 直 积 拓扑 则 比 箱 拓扑 弱 ， 直 积 空间 的 拓 
扑通 常 使 用 直 积 拓 扑 . 

【 商 拓扑 】 给 定 拓扑 空间 X 到 集合 Y 的 满 
St 1, 若 有 Y 的 拓扑 使 了 为 连续 的 , 则 关于 比 它 
更 弱 的 Y 的 拓扑 而 言 ，f 也 是 连续 的 。 使 了 连 
续 的 Y 的 最 强 拓扑 称 为 由 满 射 了 诱导 的 (诱导 ) 
拓扑 . 设 X 的 开 集 系 为 SCX), 则 以 9(Y)= 
{O|OCY, FCO) e 9(X)) 作为 开 集 系 的 拓扑 
就 是 这 个 拓扑 .特别 是 ,对 于 用 集合 X 的 等 价 关 
系 ~ 构 成 的 商 空间 Y = X| ~, НАЧЕВ p: 
X — Y 诱导 的 拓扑 称 为 Y 的 商 拓 扑 〈quotient 
topology) 或 同化 拓扑 《identification topology), 
拓扑 空间 v 称 为 商 ( 拓 扑 ) 空间 (quotient. topol- 
ogical space)。 此 时 只 要 fog: X — Z 是 连续 
的 , 则 映射 У 一 Z 也 是 连续 的 。 

对 空间 X 作 分 解 《partition, decomposition), 
即 取 X 的 子 集 族 Ah o EX = U Aa, nn 


Y 
4, = DAF n) 成 立 , 确 定 等 价 关 系 ~， 使 得 
各 4 成 为 等 价 类 , 便 得 到 商 空 间 Y 一 X/~. 此 
Wy, ve X rn 4 的 各 点 同化 (identify》 而 得 
到 的 ,或 者 说 Y 是 同化 空间 (identifying space), 
此 时 Y 是 将 各 As 看 做 点 的 空间 C), 而 标准 
BRS 9 WE LAM z € Ait р(х) = A; € Y. it 
有 拓扑 空间 X 的 分 解 {44}, 各 A 是 闭 集 , 如 果 
对 于 包含 л, 的 任意 开 集 U 有 开 集 V FE, 使 
得 了 是 若干 个 4 的 并 集 , 且 AC V CU, RI 
它 便 称 为 上 半 连 续 分 解 《upper semi-continuous 
decomposition), 标准 映射 p:X—>Y ={41]2 € A} 
是 闭 映射 和 分 解 是 上 半 连 续 的 ,二 者 是 等 价 
的 . 

[Baire 空间 ] 就 拓扑 空间 X 的 子 集 4 而 
言 ;X 一 和 4 称 为 4 的 外 部 (exterior)， RFE 


的 点 称 为 4 的 外 点 (exterior point), ANXZA 
称 为 4 的 边界 (boundary), R FERAY A 
的 边界 点 (boundary point, frontier point), ^4 
4=X 时 , 称 4 在 X 中 是 稠密 的 〈dense). 
X—4 MH, 即 4 不 含 内 点 时 , 称 4 为 边缘 集 
(ЭЕ border set 法 ensemble frontière #8 Rand- 
menge)， 当 4 是 边缘 集 时 ， 称 4 为 朴 的 ( 英 
nowhere dense 法 non-dense, rare Ж nirgend- 
sicht). PIPES КА ет 
称 为 第 一 范畴 的 〈 英 the first category ik de 
premier catégorie, maigre) 集 , 非 第 一 范畴 的 集 称 
为 第 二 范畴 的 (the second category) 集 ， 在 实数 
空间 R 中, 有理 数 全 体 Q 是 第 一 范畴 的 , 无 理 
Mek R 一 Q 是 第 二 范畴 的 ， 它 们 都 是 在 R 
中 稠密 的 边缘 集 . ATARI ЖЕ, 
可 数 个 第 一 范畴 的 集 的 并 集 是 第 一 范畴 的 集 . 
4 在 X 中 是 朴 集 的 充分 必要 条 件 为 : 对 于 非 空 
的 任意 开 集 О, On A (EO 中 不 是 稠密 的 。 

在 拓扑 空间 X 中 ， 若 X 的 子 集 4 为 第 一 范 
畴 的 , 则 其 补 集 X 一 4 在 X 中 稠密 ,这 时 x 称 为 
Baire 空间 (Baire space), 为 了 是 Baire 空间 ， 
下 列 各 条 件 分 别 是 充分 必要 的 。 1) X 的 非 
空 开 集 是 第 二 范畴 的 集 ; 2) 对 于 X 的 闭 集 Fs, 
Faces A= U F. 具有 内 点 ， 则 最 少 有 


一 个 F. 具有 内 点 ; 3) 如 果 X 的 开 集 O,, 
Ол, c 在 X 中 都 是 稠密 的 , 则 A= N 0, 在 


mat 


X 中 也 是 稠密 的 。 Baire 空间 的 开 集 作为 子 空 
闻 是 Baire 空间 。 拓 扑 完备 空间 *( 特 别 是 完 
度量 空间 ) 是 Baire 空间 (Baire-Hausdorff 定 
FD. 局 部 紧 Hausdorff 空间 《〈 见 后 述 ) 也 是 
Baire 空间 . 如 果 集 合 4 可 由 适当 的 开 集 0 和 第 
一 范畴 的 集 Pi, P, 表示 为 4 = (OUR) — Р, 
则 4 称 为 具有 Baire {ЕД (Baire property), 
Borel 集 * 具 有 Baire ВЕЈД. 

CURA] 设 * 为 X 的 一 点 ,4 为 区 的 子 集 ， 
若 r€ 4 — x), RI x #20 ABONO. acu- 
mulation point 法 point limite, point d'accumu- 
lation 4 Haufungspunkt), 4 的 聚 点 集 称 为 4 ` 


的 导 集 (derived set), UA R 4 表示 之 . 
x€ 4' 与 + 的 任意 邻 域 最 少 含 有 x 以 外 的 4 
的 一 个 点 ,二 者 是 等 价 的 . 4 — 4 UA. 4 一 
4' = At К) ARIMEA (isolated point), 
ПЕНУ ARIES (A= KRAMAR 
Cisolated set) 或 离散 集 (discrete set), 当 4 的 任意 
非 空子 集 都 具有 孤立 点 时 称 4 为 无 核 集 (scat- 
tered set), 当 4 不 具有 孤立 点 时 (AC AT BD, FF 
4 为 自 密集 ( 英 dense in itself)。4 的 自 密 的 子 
集中 最 大 者 称 为 4 的 自 密 核 CE insichdichter 
Kern), 4 A= A' BY PR A HEIR (perfect set), 

若 * 为 4 的 聚 点 , 则 对 于 x 的 任意 邻 域 U， 
有 UN(4 — 4D D, ETRA UNA 
{x}) 的 基数 1 而 将 聚 点 分 类 。 当 UN 4 的 基数 
AER, 以 上 时 , 称 * 为 4 的 凝聚 点 (condensation. 
Point)。 当 对 所 有 的 邻 域 U, UN A 的 基数 都 等 
于 4 的 基数 时 ， 称 * 为 4 的 完全 聚 点 或 最 大 聚 
点 (法 point d’accumulation maximée), 

【可 数 公理 】 对 于 拓扑 空间 X 的 各 点 z, 
都 有 由 最 多 可 数 个 邻 域 U,(x) (n = 1,2, 7) 
所 组 成 的 的 基本 邻 域 系 时 ， 称 X 满 足 第 一 可 
数 公理 (first countability axiom), 度量 空间 满 
足 第 一 可 数 公理 (1/n 邻 域 (" 一 1, 2,……) 的 全 
体 构成 基本 邻 域 系 )。 在 第 一 可 数 公 理 成 立 的 
空间 中 ,其 拓扑 可 由 点 列 的 收敛 来 确定 。 例 如 ， 
子 集 4 的 闭 包 可 表 为 由 4 的 点 所 构成 的 点 列 的 
极限 的 全 体 〈 一 收敛 )。 当 X 具有 由 可 数 个 元 
组 成 的 开 集 系 的 基 时 ， 称 为 满足 第 二 可 数 公理 
(second countability axiom) 或 完全 可 分 的 〔per- 
fectly separable), Euclid 空间 满足 第 二 可 数 公 
理 。 若 X 具 有 由 至 多 可 数 个 点 所 组 成 的 稠密 子 
E, EXATA (separable), 满足 第 二 可 
数 公理 的 拓扑 空间 必 满足 第 一 可 数 公理 ， 是 可 
分 的 , HRH Lindelof 性 质 ( 见 后 述 )。 一 般 地 
说 , 其 逆 命题 哪 一 个 也 未 必 正 确 。 第 一 可 数 公 
理 , 可 分 性 ,Lindelsf 性 质 全 是 独立 的 条 件 . Ж 
度量 空间 是 可 分 的 , 则 满足 第 二 可 数 公 理 。 dE 
可 分 的 度量 空间 也 是 存在 的 . 

【分 离 公理 】 在 通常 用 到 的 拓扑 空间 X 
中 , 往往 满足 下 面 列举 的 菜 些 分 离 公理 (охот 
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(T,) Колмогоров 公理 . 对 于 相 异 二 点 
x, у, 至 少 存在 一 方 璧 如 x 的 邻 域 , 它 不 含有 另 

-HW у. 

(T) 第 一 分 离 公理 或 Fréchet 公理 ， 对 
于 相 异 二 点 x, y， 存 在 x 的 邻 域 U 和 Y 的 邻 域 
V, i x&V, y&U. 

CT) 和 下 面 的 CT.) 是 等 价 的 . 

CT). 对 于 任 一 点 * 而 言 ,由 一 点 * 所 组 成 


“的 集合 {x} EAR. 


СТ) 第 二 分 离 公 理 或 Hausdorff AB, 
对 于 相 异 二 点 r, у, 存在 x KIBRU RY RIB 
RV, ОПУ = 9. 

(Т) 第 三 分 离 公理 或 Vietoris 公理 ， 对 
于 任意 点 x 和 任意 集合 А, 若 c A, 则 存在 
开 集 01, Oz, MH OLN O: = Ø, x€ О, 4C O1, 
( 称 为 x* 和 4 可 用 开 集 分 离 《separate). ) 

ix^ (T) 和 下 列 的 条 件 (T), (T?) 是 
等 价 的 . 

CT) 各 点 具有 由 闭 集 组 成 的 基本 邻 域 系 。 

(TO 对 于 任意 点 x 及 任意 闭 集 F, # 
x&F, ll] x 和 F 可 用 开 集 分 离 . 

(T) 第 四 分 离 公理 或 Tietze 第 一 公理 . 
不 具有 共同 点 的 任意 闭 集 Fi, Fi。 可 用 并 集 分 
离 ( 有 开 集 01, О, 使 FCO, F,C0,, О.П 
O, = $). 

(T.) Tietze 第 二 公理 . 对 于 任意 集合 s 
An Ж АПА = АПА, = @, BJ A, А, ATLL 
用 开 集 分 离 。 

容易 理解 T) (То; (T) 及 (T) > 
(T); (T) в (T) > (T). 

Урысон E: TDA F Pl PEE OH. 

(T) 对 于 不 具有 共同 点 的 任意 闭 集 Fao 
Fy, 有 在 Р, 上 取 值 0, 在 F, 上 取 值 1 的 X 上 的 
实 值 连续 函数 j(x), HO < G) <1 (z€ X) 
成 立 . 

(TY) 在 任意 闭 集 上 定义 的 任意 实 值 连续 
函数 可 扩张 为 在 X 全 体 上 定义 的 实 值 连续 函 
zt. 


可 以 考虑 比 公理 (T) Ж#Н AE (Ту) 或 
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者 更 强 的 公理 (Tv). 

(Ty) Тихонов 分 离 公理 。 对 于 一 点 x 及 
HEF, IRE, 则 在 x 处 为 0, 在 F 上 为 1 
的 实 值 连 续 函 数 是 存在 的 . 

(Ty) H. Веденисов 对 于 任意 非 空 间 集 F、 
在 F 上 为 0 在 其 它 处 不 为 0 的 实 值 连续 函数 是 
存在 的 . 

有 (Т) > (Т); (T) > (T); T) 及 
(T,) > (Tr). 

用 上 述 公理 定义 通常 所 用 的 拓扑 空间 ， 如 
表 1。 在 此 表 中 下 面 的 空间 是 上 面 空间 的 特殊 
化 ,完备 正规 空间 — Ts 拓扑 空间 — Т, 拓扑 空 
18] 一 完全 正则 空间 — T, 拓扑 空间 > T, 拓扑 
空间 一 T 拓扑 空 间 — T, 拓扑 空间 ， 度 量 空 
间 是 完备 正规 空间 , 但 反之 一 般 不 成 立 。 什么 
样 的 拓扑 空间 可 以 看 做 是 度量 空间 也 被 考察 了 
(一 度量 空间 ). 在 第 二 可 数 公理 成 立 的 条 件 下 ， 
正则 空间 是 正规 空间 (Тихонов 定理 ) 且 可 度量 
Ae (Тихонов-Урысон FE). 


Rl 
a n" | 空间 的 名 称 (有 两 个 以 上 的 是 别名 》 
T) Т, 拓扑 空间 ，Kopmoropos 空间 
т) T, 拓扑 空间 ，Kuratowski 空间 
(т) T, 拓扑 空间 ，Hausdorff 空间， 分 
Ë 空间 (法 espace séparé) 
(T) + (T) | T; 拓扑 空间 ,正则 空间 (regular space) 
(TO + (Tx) SEENTE ee regular 
(TO + (TO | T. 拓扑 空间 ,正规 空间 (normal space) 
ы 正 om- 
стона) | AQ 
(TO + T) | 完备 正规 空间 (perfectly normal space) 


正规 空间 的 闭 子 集 是 正规 空间 ， 但 一 般 的 
子 空间 未 必 是 正规 的 。 拓 扑 空间 X 是 完全 正规 
空间 的 充分 必要 条 件 为 : X 的 任意 子 空间 是 正 
规 空间 ， 正 规 空间 是 完备 正规 空间 的 充分 必要 
条 件 为 ;任意 闭 ( 开 ) 集 是 CCF.) Ж. 

Ж 2 表示 拓扑 空间 诸 性 质 在 子 空 间 ， 积 空 
闻 ， 商 空间 中 是 否 有 传递 性 。( 传 递 时 记 做 O 〇 ， 
不 传递 时 记 做 xX。 见 [9],117].) 

INE] 集合 X TK R= {Mhe 


T. M СС С 5 1 


ооохохх 
oxxx xox 


3: Ti 拓扑 空间 ， 
с EMSA, 
ERZEL, 
TEREN, 
第 二 可 数 公理 ， pn 

:可 分 狂 ， L: Lindelöf Й. 


当 属 于 N HOP ARATE GT ХЫ], MP 
为 集合 X AMM (covering)， 对 于 X 的 子 集 4 
# лс U M. GEO, MM AFH 4 TR 


7 
#. cum 为 有 限 集 或 为 可 数 集 时 , 分 别称 为 有 
PRIM (finite covering) ATM RB (countable 
covering)， 当 属于 MAME MET RRE 
是 闭 集 时 ,分 别称 为 开 狼 盖 (open covering) 或 
FARM (closed covering)、 对 于 X 的 任意 点 *, 若 
能 选取 它 的 适当 邻 域 ,使 与 之 相交 的 集合 (只 的 
元 素 ) 是 有 限 个 , 则 称 Dt 为 局 部 有 限 的 (locally 
finite, scattered), RF N 的 任意 集合 仅 与 属于 
Эй 的 有 限 个 集合 相交 或 者 和 属于 N 的 其 它 任 
何 集合 都 不 相交 时 , 称 ЭЛ 为 星 型 有 限 的 《star- 
finite), 24 驱 是 可 数 个 局 部 有 限 的 集 族 的 并 时 ， 
称 为 oa 局 部 有 限 的 (o-locally finite), ХЕЙ BE 
BEM, NH RF 钢 的 每 个 集合 被 属于 叶 的 某 
个 集合 包含 时 , 称 WH N 的 加 细 (refinement), 
记 作 MXN, HRTEM ЕВ r + 1 个 
集合 都 无 共同 点 ， 而 适当 选取 n 个 则 有 共同 点 
BY, r 称 为 MABE (order). 

属于 覆盖 MHRA x 的 子 集 4 相交 
者 的 并 集 记 作 SCA, M), 称 为 由 M AEA 4 
的 星 型 集 (sar). 对 X 的 各 点 x 构成 的 星 型 集 
S(z, M) 的 族 (50, 90). AM 表示 之 ， 
BFW 的 各 集合 M. BAM SM., M) 的 
Ж (SMa, M) juen AM" RAZ, MA, mt 


AE X09838. ох 9да 9л" <M, ST 
KEM, N, эң эл*- 时 , HM A R EA 
ИВ (star-refinement), 24 M°<R it, HH A dn 
细 CA- refinement). 

SIB AES M, Wy, -- RUE mis 
M,a = 1,2, 5-5) 时 ， 称 为 正规 列 (normal 
sequence), PME ЭЛ, 当 满 足 Dm, 的 正 
RAN, We, + HEN, KM HERR 
(normal covering), 对 于 拓扑 空间 X 上 的 实 值 
连续 函数 f(x), (rl) 去 0) 的 闭 包 称 为 f 
ВОЗЕ ЯБ Carrier), X 上 的 非 负 连 续 函 数 族 
talaca 称 为 单位 分 解 (partition of unity), 是 
指 当 设 的 支 集 为 C。 时, {Ca} 是 局 部 有 限 覆 
НАРДА хєх, ж D LOs A. 


X (C.Y 是 覆盖 叹 的 加 纪 时 , 称 U.) 为 从 属 
FREN 的 单位 分 解 ， 从 属于 Sx 的 单位 分 解 
仅 限 于 Sx 是 正规 覆盖 时 存在 。 若 Ty 空间 X 有 
WEN o, Ф M, = {U(x; 27"), ех (U(z; 
в) = bles у) < s), M ЭЛ, 90, +: E 
开 覆 盖 的 正规 列 ， 反 之 , 对 于 开 覆 盖 的 正规 
列 элу, Me, --- 可 确定 伪 距 离 p, 使 得 若 хє 
SO, Mn), HJ р(х, y) 277, H x & (y, 9). 
GW обх, у) 2 277. 特别 是 , 若 在 任意 的 * 处 
{5(x, M,)} (n = 1, 2，…) 是 基本 邻 域 系 , 则 
P EX RER. 

【 紧 性 】 对 于 拓扑 空间 X 的 任意 开 覆 盖 ， 
如 果 它 有 有 限 开 获 盖 的 加 细 ， 则 称 X 为 紧 的 
(compact); 如 果 它 有 可 数 开 覆盖 的 加 细 ， 则 称 
XFA Lindelöf 性 质 (Lindelof property): 如 
果 它 有 局 部 有 限 开 覆盖 的 加 细 ， 则 称 X 为 仿 紧 
的 《paracompact); 如 果 它 有 星 型 有 限 开 覆盖 
的 加 细 ， 则 称 X 具 有 星 型 有 限 性 (star-finite 
property). BU x 是 紧 的 或 具有 Lindelöf 性 质 ,是 
指 对 于 X 的 任意 开 覆 盖 N, 可 在 % rni нЕ 
当 有 限 个 或 可 数 个 集合 使 其 并 集 等 于 X 而 言 。 

下 列 各 条 件 都 是 紧 性 的 充分 必要 条 件 ，1) 
若 X 的 闭 子 集 族 { Fa hea 具有 有 限 交 性 质 (finite 
intersection property)， 即 若 {Fa} 中 的 任意 有 限 
个 集合 必 有 公共 点 , 则 [| F, Ø; 2) X (8 

à 
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任意 无 限 子 集 都 具有 完全 聚 点 ; 3) X 的 任意 
有 疝 点 族 + 都 具有 收敛 子 族 ; 4) X 的 任意 完全 
有 向 点 族 或 极 大 滤 子 ?都 是 收敛 的 . 

若 X 的 子 集 4 关 于 相对 拓扑 是 紧 的 ， 则 4 
称 为 紧 集 (compact set), Hi A 的 闲 包 是 紧 的 , 则 
有 4 称 为 相对 紧 的 《relative compact), 

【 紧 拓 扑 空间 】 紧 拓 扑 空间 的 闭 集 是 紧 
的 ，Hausdorff 空间 的 紧 子 集 是 闭 集 ， 就 从 紧 空 
闻 X 到 拓扑 空间 Y 的 连续 映射 了 而 言 1) KX) 
是 紧 的 ; 2) 若 Y 为 Hausdorff 空间 , 则 上 是 闭 
映射 ; 3) # Y Ж Hausdorff 空间 ， 而 1 是 双 
ji, 则 ХА. HPS Gua HARB 


м x, 是 紧 的 充分 必要 条 件 为 : XA 
i 


f (Тихонов 3E 38) , 紧 Hausdorff 空间 是 正规 空 
间 ， 对 于 它 可 赋予 距离 的 充分 必要 条 件 是 满足 
第 二 可 数 公理 。 对 于 度量 空间 , 紧 性 和 全 有 界 * 
且 完备 + 是 等 价 的 .在 Euclid 空间 中 紧 集 和 有 
界 闭 集 是 一 致 的 。 在 离散 空间 中 只 有 有 限 集 是 
жїз. 

减弱 紧 性 的 条 件 ，1) 当 X 的 任意 点 列 都 
含有 收敛 子 列 时 ，X 称 为 列 紧 的 〔sequentally 
compact), 2) SAT X WER BOT BLED 
AMT Mate AIE, x 称 为 可 数 紧 的 
(countably compact)。3) 当 X 上 的 任意 实 值 连续 
函数 都 有 界 时 。X 称 为 伪 紧 的 《pseudocompact)。 
也 有 人 将 可 数 紧 的 称 为 紧 的 ,将 紧 的 称 为 重 紧 
的 《bicompact); 将 紧 Hausdorff 空间 称 为 紧 空 
fE] (compact space); 将 一 般 的 紧 拓扑 空间 称 为 
拟 紧 空 间 (quasi-compact space) (ЇЧ. Bourbaki 
[16])。 在 T, 空间 中 可 数 紧 性 和 X 的 任意 无 
限 子 集 必 有 聚 点 是 等 价 的 . 可 数 紧 的 是 伪 紧 
的 ,在 正规 空间 中 其 逆 也 成 立 。 完 备 一 致 空间 ” 
是 伪 紧 的 , 则 是 紧 的 。 在 满足 第 二 可 数 公理 的 
空间 中 , 列 紧 和 紧 是 一 致 的 。 列 紧 的 是 可 数 紧 
的 ， 在 满足 第 一 可 数 公 理 的 空间 中 其 逆 也 成 
x. 

【 紧 化 】 对 于 拓扑 空间 X, MRA IE 
iy 79 O Y BRA, 2) MX Suv MTR 
HAREE, 3) Xi 在 Y PRB. MY 称 为 X 
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的 桶 化 《compuctification)， 若 将 X 和 X, 看 做 是 
Ek WARAKA REN h. 对 完全 
正则 空间 X 而 言 ， 可 更 进一步 要 求 ， 4) Y 是 
Hausdorff 空间 ，5) X 的 任意 有 界 实 连续 函数 
可 以 连续 地 扩张 到 Y 上 ,这 样 的 紧 化 是 存在 的 。 
且 除 同 旺 外 它 是 唯一 确定 的 .这 个 紧 化 BC(X) 一 
Y #20 Stone-Cech JE (Stone-Cech compac- 
tification), 34 X 为 完全 正则 空间 时 ,从 X 到 1— 
L0, 1) 的 连续 函数 的 全 体 记 为 {有 ew 而 从 X 


到 超 平行 体 《parallelotope) 1*= [T (a=!) 


КРЕ ХЖ ф(х) = hG) hes W P Æ 
BAX 58 OX) Е RE B 93 (Тихонов if À E 
FD. 再 者 , 令 PCX) =Y, ШУ 是 X 的 Sone- 
Cech 紧 化 。 仅 限于 X, X X, 是 伪 紧 的 , 8OG X 
Ху) = BCX) X PCX) ABET (1. Glicksberg 
[18]). 

对 于 拓扑 空间 X, MARX 包含 的 一 点 co， 
并 集 XU (co) 的 子 集 乙 是 开 集 , 其 定义 为 : 当 
Офо, их, U 300 时 , X— 
U 是 X 的 紧 闭 集 (U=XU {oo} 也 包括 在 内 ). 
此 时 得 到 的 拓扑 空间 XU Loo} C X 非 紧 的 ) 
是 X 的 紧 化 ,这 个 XU{co} 称 为 X 的 一 点 紧 化 
(one-point compactification) (П. С. Александров), 
一 般 地 它 不 是 Hausdorff 空间 . 4 Euclid 25 
їн] А" 的 一 点 紧 化 和 = 维 球面 5* 是 同 胚 的 。 

[H ФЕ) 当 在 以 Hausdorff 空间 X HF 
空间 的 任何 Hausdortf 空间 中 , X 都 是 其 闭 集 
WY PRX 29 H 闭 的 (他 H-abgeschlossen) (12], 
[14]). X Hausdorff 空间 是 H 闭 的 。 Hausdorff 
空间 是 H 闭 的 充分 必要 条 件 为 : 对 于 X 的 任意 
FG (А, her 便 可 用 适当 的 有 限 个 N. M 
3x X， 阳 闭 空间 的 直 积 拓扑 空间 是 也 闭 的 . 对 
于 任意 Hausdorff 空间 X, 可 做 出 H 闭 空间 x* , 
使 X* = X Ch ИНВ 2], p. 126). WH 
闭 同样 ， 在 包含 它 的 任意 正则 空间 中 都 是 闭 的 
那 种 正则 空间 称 为 r 闭 的 〈 德 r-abgeschlossen) 
(N. Weinberg (191). 

【局 部 紧 空 间 】 当 在 拓扑 空间 X 的 各 点 都 
可 取出 紧邻 域 时 , 称 X 为 局 部 紧 (locally compact) 


空间 。 再 者 , 在 一 致 拓扑 空间 X 中 , 当 在 各 点 
都 有 相对 紧 的 一 致 分 域 时 ， 称 为 一 致 局 部 紧 的 
(uniformly locally compact) 〈 一 一 致 空间 ). 3f 
紧 的 拓扑 空间 X 是 局 部 紧 Hausdorff 2518], X 
的 一 点 紧 化 是 Hausdorff 空间 , 以 及 X 与 某 一 
紧 Hausdorff 空间 的 开 集 同 胚 , 三 者 是 等 价 的 . 
此 时 X 是 完全 正则 的 ,对 各 点 r€ X mH. 
x 的 紧 的 邻 域 全 体 是 x 的 基本 邻 域 系 , 局 部 
紧 Hausdorff 空间 X 的 任意 局 部 闭 集 ( 从 而 开 
集 以 及 闭 集 》 都 是 局 部 紧 的 ， 若 Hausdorff 空 
间 X 的 子 空间 4 是 局 部 紧 的 , 则 4 是 局 部 闭 集 . 
Euclid 空间 R* 是 局 部 紧 的 。 从 而 局 部 Euclid 
空间 (locally Euclidean space) (在 各 点 可 取出 和 
Euclid 空间 的 开 集 同 胚 的 邻 域 的 空间 ) 是 局 部 
жї. 

【 仿 紧 Hausdorff 空间 】 仿 紧 Hausdorff 
空间 (也 简称 为 仿 紧 空间 ) 是 正规 的 ， 就 
Hausdorff 空间 而 言 , 下 列 各 条 件 是 等 价 的 ,1) 
仿 紧 ; 2) SIEM (fully normal)， 即 对 任意 开 
覆盖 都 存在 人 加 细 的 开 覆 盖 ，3) XHEXOTM 
盖 都 有 从 属于 它 的 单位 分 解 ， 另外 , 就 正规 空 
间 而 言 ,上 列 2), 3) 可 作 如 下 的 减弱 : 对 于 T, 
空间 X 的 任意 有 限 开 覆 其， 存在 人 加 细 或 星 型 
加 细 的 有 限 开 有 覆盖, 等 价 于 X 是 正规 空间 ,在 
正规 空间 中 对 于 任意 局 部 有 限 开 覆盖 都 有 从 属 
于 它 的 单位 分 解 . 

设 X 为 连通 局 部 紧 空 间 ， 下 列 条 件 是 等 价 
的 ,1) X 是 仿 紧 的 ; 2) X 是 至 多 可 数 个 紧 集 
的 并 集 ; 3) 在 一 点 紧 化 XUL} 的 点 oo 处 第 
一 可 数 公理 成 立 ; 4) 存在 X 的 局 部 有 限 开 更 
d (Usher 使 U, BRM: 5) X 可 表示 为 至 
多 可 数 个 开 集 U。 的 并 集 , EFU, 是 紧 的 ， 且 
U.CU.a; 6) 具有 星 型 有 限 性 。 

度量 空间 是 仿 紧 的 《A. H. Stone [201). 
dS Х 为 仿 紧 Hausdorff 空间 ， 则 它 在 连续 闭 映 
SY FRR RAL (Е. Michael (211), X 和 
任意 的 紧 Hausdorff 空间 的 积 空间 是 正规 的 


G. Dieudonné), 度量 空间 的 直 积 空间 T] x, 是 
i 


正规 的 (或 仿 紧 的 ), 其 充分 必要 条 件 为 : ERE 


的 X, 最 多 只 有 可 数 个 (Stone [20]). 

【 实 紧 空 间 】 设 X 为 完全 正则 空间 。 有 一 
个 最 小 的 一 致 拓扑 ， 使 X 上 所 有 实 值 连续 函数 
都 是 一 致 连续 的 ， 就 这 个 最 小 的 一 致 拓扑 而 
E. WRX 是 完备 的 ， 则 X KARR (real 
compact) (> 一 致 空间 )。 这 个 概念 首先 是 由 
Е. Hewitt 引入 的 , 称 之 为 0 空间 . 若 X 具有 
Lindelof 性 质 , 它 便 是 实 紧 的 。 设 Xi, X, HK 
KZI, COG), COG) 分 别 是 XM, X, 上 的 实 
值 连续 函数 全 体 构 成 的 环 , 若 COG) 和 CX) 
代数 同 构 , MU X, ЖП X, ЖЕЙ) (Нема), 2 
X 是 实 紧 的 , 则 X 和 实数 空间 R 的 直 积 空间 的 
闭 子 空间 同 胚 ,其 逆 也 成 立 . 

【 真 映射 】 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 
映射 + 称 为 真 映射 《proper mapping)， 是 指 对 
任意 拓扑 空间 Z, 由 glr, z) = O), z) Ж 
义 的 映射 g:X x Z— Y x Z 是 闭 映射 而 言 。 
特别 是 , 若 Z 仅 由 一 点 组 成 时 ,显然 真 映射 了 是 
闭 映 射 。 从 紧 空 间 到 Hausdorff 空间 的 连续 映 
射 总 是 真 映射 。 紧 Hausdorff 空间 X 由 等 价 关 
系 ~ 构 成 商 空间 Y 时 , Y 成 为 Hausdorff 空间 ， 
与 标准 映射 p:X 一 Y 成 为 真 映 射 ， 二 者 是 
等 价 的 。 从 拓扑 空间 X 到 由 一 点 组 成 的 空间 
{yo} 的 映射 是 真 映射 ,其 充分 必要 条 件 为 :X 是 
K. 

对 于 局 部 紧 Hausdorff 2518] X, Y , 就 连续 
BAL fX 一 Y 而 言 ， 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 . 
1) f 是 真 映射 ，2) Y 的 任意 紧 集 天 的 逆 像 
FK) 是 紧 的 。 3) 对 于 X,Y 的 一 点 紧 化 
X, = X U {хь}, Yı = Y U {ya}, H AGO = 
IG) € X), Ја) = yo 而 定义 h:Xy Yi, 
MJ p ESA, 4 f 是 真 映 射 时 ， 若 定义 X 的 
BR inm IG TG 时 , 令 nn. 
设 从 商 空间 Х/ 及 f:X — Y 而 得 到 在 X/~ 
上 的 诱导 映射 g:X/ ~ >Y, ШЕ X/— 和 
1(X) WAE. 

【具有 星 型 有 限 性 的 空间 】 连通 局 部 紧 且 
仿 紧 的 空间 具有 星 型 有 限 性 .各 连通 分 支 ?是 仿 
紧 的 上 且 具 有 星 型 有 限 狂 ， 是 空间 全 体 具 有 该 性 
质 的 充分 必要 条 件 。 故 局 部 紧 且 仿 紧 的 空间 具 
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有 是 型 有 限 性 。 因为 一 致 局 部 紧 Hausdortt 空 
闻 的 连通 分 支 是 可 数 个 紧 集 的 和 (A，weiD , 故 
一 致 局 部 紧 空间 具有 星 型 有 限 性 . 再 者 ,具有 
Lindelof 性 质 的 正则 空间 也 具有 星 型 有 限 性 GE 
田 和 一 [22]). 

图 1, 图 2 中 把 迄今 列举 过 的 各 种 性 质 的 
相互 关系 用 一 表示 出 来 


一 致 局 部 紧 
Hausdorff 


al "т" 


局 部 ° 
EX, E das b> t ТАР 
第 二 可 数 Hausdortt| [Hausdorff T 
站 asain s] 
w s Hea para 型 有 限 
* ES 
serit | 
Jal mom р 
Тя) w aan | OD 
Lindelat [нан] 
Nec [єт 
T, 
mc 
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度量 空间 [XX metric space 
dk metrischer Raum /& метрическое простран- 
ство Б EREZNI] = 维 Euclid 25 [al Re 
中 二 点 xm Gn, ns ott. y7 0 t Yad 
的 距离 是 
p, у) =“ Vi — 50! s + бу, К 
一 般 地 ,有 р(х, у) 20 且 满 足 

1) р(х, х) = 0, RZ, Ë pl, у) = 0, 
M) х= у, 

ID ple, у) = обу, х), 

IN) 对 任意 三 点 r, yz 

plz, z) < (x,y) + oly, =). 

ш) 称 为 三 角 定律 (triangle law). 

将 Euclid 空间 的 距离 概念 抽象 化 ，M. 


法 espace métrique 


Fréchet (1906) 定义 了 度量 空间 . 

【度量 空间 的 定义 】 当 集合 X 的 任意 二 元 
K r, y, 唯一 地 对 应 着 一 个 非 负 实 数 or, у), 
满足 上 述 公理 D, ID, Ш) 时 , 称 为 对 X 赋 予 了 
RRA RM (meric), X Ae HH (X, p) R 
单独 的 X 称 为 度量 空间 。 хижи, P 
称 为 距离 函数 (distance function), р(х, у) 称 
为 二 点 r, у 的 距离 (distance), 距离 函数 也 可 
以 写 做 4(х, y), (к, у) (distance 的 简写 ). 
另外 将 D 减弱 为 

r) обх, х) = 0 
Бр, AEM (pseudo-distance), X 称 为 伪 度 
量 空间 (pseudo-metric space), 

度量 空间 的 例子 。1) = He Euclid 空间 R°, 
HEKER R, alr, = jz 一 中 ，2) 函 
数 空间 L,CO)'. 3) 函数 空间 ССО)". 4) 数 
列 空间 s, 即 以 实数 序列 为 点 的 空间 CRY), 二 
A Съ A 
的 距离 定义 为 


po) = E leyl ED. 


= 
5) 数列 空间 m, 即 有 界 实数 序列 组 成 的 空间 ， 
SA х ба tty tes нй, ym cs 
ye) 的 距离 定义 为 PCx y) 7 pl e, —».l. 
6) Baire 零 维 空间 (Baire's zero space), XF 
ЖА 0, Q 3x = (n, os te), y = 
On tt. yes 777) 的 距离 Ce, y) 定义 为 使 
x, = y. 成 立 的 最 小 的 = 的 倒数 。7) 在 任意 集 
合 X 中 ,由 р(х, х) = 0, об, y) = 1 (z y) 
EX p, 则 X 是 度量 空间 。 称 之 为 离散 度量 空 
(81 (discrete metric space)。8) 在 任意 集合 X 中 ， 
若 对 所 有 的 元 素 z, у, 定义 р(х, y) = 0, HJ P 
EHER ,此 时 x 称 为 平凡 伪 度 量 空间 . 

对 于 度量 空间 X 的 子 集 M，sup lolx, 
y)|z, ye М} 称 为 M 的 直径 〈diameter)， 直 径 
为 有 限 的 集合 M KAAR (È bounded 法 
borné Ж beschränkt), 对 于 二 子 集 4, В, 
inf (p(x, y)|x€ 4, y € B) 0 A, B WEM, 
记 做 OCA, В). 有 C4, B) = p(B, А). “BE 
量 空间 X AOFM M= {Mhea EXE 


FEEDS X= U м, GEO HEET ал 09 
a 


SIRE M HIE OM D AY EIB sup {dM )]1 € 
A} 称 为 覆盖 网 格 的 宽度 (mesh of covering), 对 
于 正 数 e, 当 敌 盖 网 格 的 宽度 不 超过 时 , 称 M 
为 e 覆 盖 〈s-covering)。 当 对 于 任意 正 数 6, EJ 
存在 有 限 个 于 集 组 成 的 6 覆盖 时 ，X 称 为 全 有 
界 的 《totally bounded)。 度 量 空间 X 的 任意 于 集 
Xo 若 用 X 的 距离 ?定义 x, y € X, 的 距离 为 
ох, у) = plr, y), W X AFERAN p 是 
ERZI (Ху, p) RA СХ, р) 的 度量 子 空 
闻 (metric subspace)。 所 谓 子 集 是 全 有 界 的 , Ж 
指 作为 度量 子 空 间 是 全 有 界 的 而 言 。 全 有 界 集 
必 是 有 界 集 。 fE n ҖЕ Euclid 空间 中 有 界 集 必 
是 全 有 界 的 . 

在 二 度量 空间 Xi, X, 之 间 ,， 当 有 双 射 
1X > Xa, 对 于 X 的 任意 二 点 xy, 使 得 x,y 
的 距离 都 和 f(x) , FO) 的 距离 相等 时 , 即 在 了 之 
下 保持 距离 不 变 时 , f 称 为 等 距 映 射 (isometric 
mapping), Xi, X, 称 为 等 距 的 度量 空间 . 

设 X 为 具有 上 距离 函数 o 的 度量 空间 、 而 t 
是 从 Y 到 X 的 双 射 。 对 于 Y 的 任意 二 点 у„ у» 
如 果 规 定 POr y) == GOD, 1020), Р" 
为 距离 函数 , 而 Y 是 度量 空间 。 称 为 由 映射 了 
诱导 的 度量 空间 (induced metric space), EM, 
f 为 等 距 映 射 . 

对 于 个 度量 空间 CX, л) 7 OG Pods 
BRR X=X ox x X. 的 任意 二 点 
Cary rns (ists Yn) 的 距离 o, BUEN 

plais 77 ms Ons tts 2) 

JU CX, р) 是 度量 空间 。 称 为 (Xi o), o> 
(X,, p.) 的 积 度量 空间 (product metric space), 
nt Euclid Z №" 是 ”个 实数 全 体 的 度量 空 
CR, o) 的 积 度量 空间 . 

【度量 空间 的 拓扑 】 对 于 度量 空间 X, p) 
的 任意 点 +, KEREM £, U) = {ylar 
у) < e} WH x BY e Wk (e-ncighbourhood) . 
把 e 邻 域 的 全 体 作为 基本 邻 域 系 ' 可 以 对 于 XX 
引入 拓扑 (一 拓扑 空间 )。 即 : 1) 子 集 0 是 开 


度量 空间 87 
集 , 系 指 对 于 属于 oO 的 任意 点 x, 取 充 分 小 的 正 
Khe, 可 使 * We 邻 域 被 0 包含 ,2) fE F 是 
闭 集 , 系 指 若 点 的 任意 。 邻 域 都 含有 下 的 点 、 
则 必 有 z€ F. 3) PRUE HPR, RIE r 
的 某 个 令 域 被 UU 包含。 4) x 是 子 集 4 的 内 
点 , 系 指 x (OSE 6 邻 域 被 4 包含 ,内 点 的 全 体 
аЛ A, 5) x 是 4 的 触 点 , 系 指 * 的 所 
Ae 邻 域 均 含 有 4 的 点 . 触 点 的 全 体 是 闭 包 4. 
z€ £ 5 р(х, A) — 0 是 等 价 的 .用 上 述 的 任 
意 一 个 作为 定义 均 可 对 X 引入 拓扑 。 

设 X 为 度量 空间 , 则 X 满足 第 一 可 数 公理 
XÆ Hausdorff 空间 ,而 且 X 也 是 正规 空间 . 因 
度量 空间 的 子 集 也 是 度量 空间 ， 故 X 的 所 有 子 
空间 都 是 正规 的 , 即 X 是 完全 正规 空间 。 另 外 ， 
度量 空间 是 仿 紧 的 . 

对 伪 度 量 空 间 也 可 以 同样 规定 拓扑 ， 它 也 
满足 第 一 可 数 公理 、 但 一 般 不 是 Hausdorff 空 
їй], 

【点 列 的 收敛 】 对 于 度量 空间 X 的 点 列 
(zJ), 当 存 在 点 x, 使 plans z) — (n 000) 
时 , 称 z.) ЖТ х, 记 作 lime, z, FR = 3 
{xq} 的 极限 .这 个 收敛 和 拓扑 意义 下 的 收敛 是 
一 致 的 (一 收敛 )。 因 第 一 可 数 公理 成 立 , 拓扑 
也 可 用 点 列 收敛 来 定义 。 即 能 够 表示 为 属于 4 
的 点 列 的 极限 的 点 的 全 体 等 于 A. 

【可 分 度量 空间 】 对 于 度量 空间 X, FAL 
条 件 是 等 价 的 : 1) 有 由 X 的 可 数 个 开 集 组 成 
的 集 族 Do, 使 得 X 的 所 有 开 集 均 可 以 表示 为 属 
于 6 的 开 集 的 并 (第 二 可 数 公理 ' 成 立 ); 2) 
在 X 中 稠密 的 X 的 可 数 子 集 存 在 (是 可 分 的 75， 
3) HFX ЕЖЕ ШЕ M, 从 we 中 可 选 出 可 
数 个 开 集 覆盖 X( 具 有 Lindelöf tE). 此 时 这 
个 度量 空间 称 为 可 分 度量 空间 (separable metric 
space), 数列 空间 s 是 可 分 的 。 可 分 度量 空间 
可 以 不 改变 距离 而 嵌入 数列 空间 m 中 。 即 等 距 
Fantasia, 

【 紧 度量 空间 ]】 关于 度量 空间 X, 下列 条 
件 是 等 价 的 。 1) РУХИ N, 从 
эй 中 可 选 出 有 限 个 开 集 , 使 其 并 集 等 于 X (是 
紧 的 ?); ONE X MER Bas N, М эл 
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中 可 选 出 有 限 个 开 集 ,使 其 并 集 等 于 X( 是 可 数 
紧 的 "7; 3) X 的 任意 点 列 {x.} 都 具有 收敛 子 序 
列 ( 是 列 紧 的 '); 4) 对 于 非 空 闭 集 序列 FDF: 
DDF, 属于 所 有 F, 的 点 必 存 在 ; 5) 
任意 无 限于 集 M 必 具有 聚 点 < (B) z€ M — =), 
此 时 称 X 为 紧 度量 空间 (compact metric space). 
紧 度 量 空间 上 的 实 值 连续 函数 必 有 具有 最 大 值 和 
最 小 值 . 

紧 度量 空间 是 全 有 界 的 。 全 有 界 的 度量 空 
间 是 可 分 的 。 特 别 是, 紧 度量 空间 是 可 分 的 .对 
于 紧 度 量 空间 X ЖШ U= {U}, BA 
DER 5， 使 直径 小 于 8 的 子 集 4 必定 包含 在 
某 个 Uh. Ik RATT RM U 的 Lebesgue 
Sk (Lebesgue number), 

所 谓 度量 空间 的 子 集 4 是 紧 的 ， 系 指 作为 
度量 子 空间 它 是 紧 的 , 若 4 是 紧 的 , 则 4 称 为 
相对 紧 的 ， 实 数 的 有 界 闭 区 间 ，Euclid 空间 
R 的 有 界 闭 集 是 紧 的 . 将 这 一 事实 用 条 件 1)， 
4), 5) 叙述 时 ， 分 别称 为 Heine-Borel 定理 
或 Borel-Lebesgue 定理 ， Cantor 交 定 理 ， 
Bolzano-Weierstrass 定理 . 

【 直 积 空间 的 拓扑 】 关于 度量 空间 (Xu 
о), c. OG, Ps)， 如 果 对 于 它们 的 直 积 集 


хе I x, 的 任意 二 点 х= (n, 7 22, 
in 


yw» № en y) = Сабк, y)” 
+ +++ ey у„)”)”, p 221, pn y) = 
max {oiis y). 确定 X 的 距离 , 则 用 这 些 距 离 
所 确定 的 X 的 拓扑 全 都 和 X 的 直 积 拓扑 一 致 . 
特别 是 ,在 ”= 维 Euclid 空间 А" 中 ,由 or(p>1) 
及 p= 可 以 确定 同一 拓扑 . 

关于 可 数 个 度量 空间 (X, о), с, 
(X。。p)。…， 如 果 对 于 直 积 集 X 一 II X, 的 
[s r= (ау, о, 7,8 

= SA eG y) 
Keno Di TH pleas VÒ 

定义 距离 o, Wh o 所 确定 的 拓扑 和 X 的 直 积 
拓扑 一 致 。 在 非 可 数 无 限 个 度量 空间 的 直 积 集 
中 要 想 定 义 距 离 ， 使 由 距离 所 确定 的 拓扑 和 直 


“y= э» 


积 拓 扑 一 致 是 不 可 能 的 . 

【一 致 拓扑 】 度量 空间 是 一 致 空间 ， 作 为 
一 致 性 + 的 基 , 可 取 X x X 的 可 数 个 子 集 (Gs 
le, y) < 1/2°] (п = 1, 2, +) (一 -至 
空间 ). 

【一 致 连续 】 由 度量 空间 (X, р) 到 度量 
空间 СҮ, о) 的 映射 是 连续 的 《continuous)， 
系 指 对 于 x 的 各 点 * 及 任意 正 数 6, TAH 
定 一 正 数 5, 使 Vs(x)) C V,(J(z)) (其 中 
Vly) = {уабу, y ) £D, В р(х, ж) < 
8, HJ CE), HD) < s. 这 个 8 一 般 依赖 
Fx Re, 特别 是 , 0 13 x OX. 仅 由 可 以 
确定 (对 z€ X, 选取 共同 的 2) 时 , f 是 一 致 连 
续 的 《uniformly continuous), 〈 一 致 连续 的 概念 
可 推广 到 一 致 拓扑 空间 ). 连 续 映 射 未 必 是 一 至 
连续 的 。 特别 是 , 从 紧 度量 空间 X 到 度量 空间 
Y 的 连续 映射 必定 是 一 致 连续 的 。 

【完备 度量 空间 】 度量 空间 СХ, р) 的 点 
Fil {x。} EFE (fundamental sequence) 或 
是 Cauchy 序列 (Cauchy sequence)， 系 指 当 
m,n— ç Hj, Штр(х„,х„) = 0 PRY, {Ж 
点 列 是 基本 序列 , 但 基本 序列 未 必 收 敛 ， 当 所 
有 基本 序列 都 收敛 时 ,度量 空间 СХ, о) 称 为 完 
备 的 (complete)， 例 1), 2), 3), 4), 5) 的 度 最 
空间 是 完备 的 。 但 在 例 3) 中 须 设 2 是 紧 Haus- 
dort 空间 ， 紧 度量 空间 是 完备 的 ; RZ, 度量 
空间 是 紧 的 ,其 充分 必要 条 件 是 全 有 界 且 完 备 . 

对 于 度量 空间 X, 可 以 确定 一 个 完备 度量 
空间 Y RMX BY 的 子 集 X, 上 的 等 虐 映 射 s 
使 Х,= Y. (Ү,р) 称 为 X 的 完备 化 或 完备 扩 
3% (completion). X 的 完备 化 在 下 列 意义 下 本 
质 上 是 唯一 的 . 若 X 有 两 个 完备 化 (Yi p), 
(Үл, фз), 则 有 从 Yi 到 Y; 上 的 等 距 映 射 f, 使 
Ф == jop. WF X 的 完备 化 (Y,9)， 若 将 X 和 
«OO 看 做 是 同一 的 , 则 度量 空间 恒 可 看 做 是 完 
备 度量 空间 的 稠密 子 空间 。 若 将 有 理 数 全 体 Q 
完备 化 , 则 得 实数 全 体 R. 

Baire-Hausdorff 定理 : 在 完备 度量 空间 
X 中 ,第 一 范畴 的 集 是 边缘 集 7. 即 就 至 多 可 数 
个 其 闭 包 不 含 内 点 的 集合 而 言 ， 其 并 集 必 不 具 


有 内 点 ， 这 一 条 件 与 下 述 条 件 等 价 ， 对 X 的 任 
BAK Fo Fo B Ü F。 具 有 内 点 , 则 


必 有 某 个 F, 具有 内 点 . 

【度量 化 问题 】 如 果 能 够 给 予 拓扑 空间 X 
以 适当 的 距离 ， 使 由 此 距离 确定 的 拓扑 与 X 原 
来 的 拓扑 一 致 ， 则 称 拓扑 空间 X 为 可 距离 化 的 
或 者 可 度量 化 的 〈metrizable). 满足 第 二 可 数 
公理 ?的 T, 空间 ', 其 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 
是 它 为 正则 空间 (Урысон-Тихонов 定理 )， 但 
度量 空间 未 必 满 足 第 二 可 数 公理 ， 故 上 述 定理 
不 是 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 . 

可 度量 化 的 充分 必要 条 件 有 如 下 列 .。 D 
对 于 拓扑 空间 X 的 任意 二 点 x, у, 恒 对 应 着 
非 负 实数 dx, y), 除 距离 公理 D, ID 之 外 它 
还 满足 Ш): ЖЯ ЭҢ Ф, М e — 0 kj, 
Ce) 一 0， 对 于 任意 三 点 x, у, z 及 任意 正 数 
8,25 d(x, y) < ple), d(y, =) < Ce). W 
必 有 d(x, 2) — в (E. W. Chittenden 1917), 
2) (E T 288] X c £j X AYA PTT A Ж HEM, 
Mh, i) 对 于 Mea 3 Ui, U, 而 言 , 若 Ui, Us 
BRAM, WMA UFE, 使 U € m,, UU 
UCU; ii) 对 于 X 的 任意 点 x, RE r BEF 
M, 的 任意 开 集 Us, 则 {Untam 是 基本 邻 
SMA (П. С. Александров, П. C. Урысон 1923 
BEN. Aronszajn), 3) X 为 Ti 空间 ， 在 各 点 
x， 可 取 可 数 基本 邻 域 系 {U,(x)} 及 邻 域 序列 
(5,60), 08 D) d$ УКО, Се), Mj S.G) 和 
Sala) 没有 共同 点 ; ü) 若 y € 5. G0, RI S. GO C 
U.G) CRHIIB—[LD. 4) X 为 正则 的 并 具有 
© Б ШЖ (Nagata СЕНЯ —), J. Ins. 
Polytech. Osaka City Univ., 1(1950); Ju. M. 
Smirnov (IO. M. Смирнов), Успехи Мат. Наук 
6 (1951)). 

【度量 空间 的 商 空间 】 设 从 度量 空间 X 到 
拓扑 空间 Y 上 的 满 射 + 是 连续 闭 映射 。Y 是 可 
度量 化 的 ,其 充分 必要 条 件 为 :对 每 一 点 yeY， 
BUR IG) 在 X 中 是 紧 的 .〈 见 A. Н. Stone 
[4], RME— -HERE 150). 任意 度量 空 
(UAH ЖХ Baire 零 维 空间 的 子 空间 的 
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连续 闭 映射 所 确定 的 商 空间 (森田 ). 

(8) 一 拓扑 空间 的 [ 参 ]、 其 他 : [11 J. Nagata (E 
HIEE—), A contribution to the theory of metrization, J. 
Inst. Polytech. Osaka City Univ., 8 (1957), 185—192; 
I2] К. Morita (森田 纪 一 ) A condition for metrizability 
of topological spaces and for n-dimensionality, Sci. Rep. 
Tokyo Kyoiku Daigaku, 5(1955), 33—36; [3] А. Н. 
Stone, Non-separable Borel sets, Rozprawy Mat., 28(1962)* 
[4] А. Н. Stone, Metrizability of decomposition spaces, 
Proc. Amer. Math. Sec, 7 (1956), 090—700; [5] K. 
Morita (fkBi$d —)-S. Hanai СЕЊА), Closed mappings 
and metric spaces, Proc. Japan Acad., 32(1956), 10—14. 
ЖЖ [Ж convergence 法 convergence Ж Kon- 
vergenz {Ñ сходимость A JUR] 在 实数 范 
BAKKE, BAM F S], 函数 序列 ， 
级 数 , 定 积分 等 引入 的 (一 级 数 , 积分 学 )， 随 
后 ,将 它 一 般 化 ,而 在 有 序 集 + 中 定义 ,现在 它 已 
应 用 到 度量 空间 *， 拓 扑 空间 7， 一 致 空间 ?中 去 
Te 

【数列 的 收敛】 所 谓 数列 (a,} 是 收敛 的 
(convergent) REK Si (converge) F а, RMIT 
任意 正 数 e, 可 以 选取 适当 的 (充分 大 的 ) 自 然 数 
no 使 得 对 于 比 由 大 的 所 有 n, A jw 一 “| < 
E 成 立 .这 时 写 做 a = lima, 或 aa, a KK 
为 数列 {an} 的 极限 (limit)。 数列 的 极限 如 果 
存在 则 是 唯一 的 . 

关于 实数 的 集合 A, 若 存 在 某 实数 5b, 使 
a< b(a€ A) 时 ， 则 4 称 为 上 方 有 界 的 ， 使 
a4 € 4) 时 ,4 称 为 下 方 有 界 的 , 当 上 下 方 
都 有 界 时 称 为 有 界 的 《bounded)。 关于 实数 序 
列 {а„}, H a, S anpi GR a, 2 angi) (n = 1, 
2,……) 时 ， 称 为 单调 递增 的 《monotone increa- 
sing) (或 单调 递减 的 (monotone decreasing) , Tj 
做 ааба, la). 

【数列 收敛 的 判断 】 有 界 单调 的 实数 序列 
fa。} 是 收敛 的 ,其 极限 当 单调 递增 时 为 supta}， 
当 单调 递减 时 为 inf (au). 关于 任意 的 有 界 实 
数 序列 lah, Ф a, = inf 2,, 24,77), Ba = 
зар {ass ашы, с}, E S an S Pns (anha 
18.) 分 别 为 单调 递增 ,单调 递减 的 。 从 而 ， 
lima,C— sup mo)，limp( 一 intps) 是 存在 的 . 

分 别称 为 数列 Lan} 的 下 限 Ginferior limi), 上 
FR (superior limit), 分 别 以 limint a, E limas, 
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limsup a, 或 lima, 表示 之 。 数列 {a,} 的 收 全 


子 序列 的 极限 值 , 称 为 该 数列 的 聚 值 ( 英 accu- 
mulation value Ж Haufungswert)， 对 于 有 界 的 
实数 序列 , 聚 值 的 集合 移 上 确 界 、 下 确 界 分 别 为 
EPR. FE. 上 限 “也 可 以 说 是 具有 下 述 性 质 
的 数 6:“ 对 于 任意 正 数 e, (Eb + e< a, RI 
的 * 是 有 限 个 ,使 一 e < a, 成 立 的 = 是 无 限 
个 ”下限 也 有 同样 的 性 质 . 

关于 实数 序列 {а„}, 如果 存在 实数 序列 
{uns {on}, {ua} 是 单调 递增 的 ，{z。} 是 单调 
ЖЖ, и. < a, Sva, Н. Ба (e,—u,) = 0, 
则 lima, 存在 , 且 等 于 limu, = lime, (Б 
公理 )， 特 别 是 , 若 limsup а, = liminf an, BJ 
lima, 存在 ,其 逆 也 成 立 。 若 lima, =a, RIS 
n, m — со 时 |а, 一 am| — 0, Й 0 IZ. 
即 对 于 任意 正 数 e, 若 能 确定 自然 数 m, 使 对 于 
n, m > m 的 所 有 n, m, HIH las — aal < в, 
则 {an} 是 收敛 的 (Cauchy 判别 准则 (Cauchy’s 
criterion) ), 

CENA] 当 实 数 集 4 上 方 无 界 时 ， 形 式 
地 表示 为 sup 4 一 +00, 下方 无 界 时 形式 地 表 
示 为 inf 4 一 —oo. 在 实数 序列 {a,} rh, 5 
对 于 任意 实数 b, 均 有 自然 数 mo, 使 对 所 有 的 
n > п Н a, > b В), ЛХ lima, = +оо. 
lima, = —co 也 是 类 似 的 .记号 +00, — 分 
别称 为 正 无 穷 大 (infinity) 负 无 穷 大 , 当 lima, = 
十 co( 一 co) 时 , 称 其 极限 值 是 十 co( 一 c). 这 
时 称 数列 {en} ERMA (divergent), RAM 
LRR (diverge) FE CÓ) BHA. 若 当 
зыр { es} 一 +оо 时 ， 规 定 limsupa, = +o, 
X inf[a,) 一 一 oo 时 ,规定 liminf a, 一 一 oo， 
则 ,关于 上 限 、, 下 限 及 极限 的 结论 在 含有 土 co 时 
也 成 立 。 

在 发 散 数列 中 ,lima。 一 十 co( 一 c) 者 称 
为 定 发 散 的 ， 其 它 的 称 为 不 定 发 散 的 或 振动 的 
(oscillate), 

关于 数列 的 极限 ， 下 列 公式 成 立 。 若 
ma, = а, ims, = b, MJ lm(aa, + 8b.)= 
astpb, lima,b, = ab, ХЖ 5,95 0, b > 0, 


则 lim (2,/5,)72/5.. ЕЭ, ма 
或 “是 无 穷 大 时 这 些 性 质 也 成 立 ,但 须 解释 为 : 
对 实数 ， 有 а (+ оо) = + co (a > 0), 
a-(+0)= + co(a < 0), a + co = + co, 
a/to=0, 13:0: (+00), +ою+(—), 
+ co/ + со 的 情况 须 除外 . 

【点 列 的 收敛 】 关于 拓扑 空间 (一 拓扑 空 
闻 ) 中 的 点 列 {a,} 和 点 。 而 言 ,所谓 点 列 Gud 
Жж (converge) 于 a, EMF a HEL DR 
U, 均 可 选取 适当 的 自然 数 m, 使 得 对 于 n>m 
的 所 有 n, 均 有 a € U. а 称 为 {a,} 的 收敛 点 、 
极限 点 (limiting point) 或 简称 为 极限 (limit), 
RAM lima, 一 a R а, > a(n>00), 


特别 是 ,实数 全 体 R 是 拓扑 空间 ,而 点 “的 
邻 域 是 包含 区 间 (a— 6, ае) Се 是 正 数 ) 的 集 
合 ， 故 实数 序列 的 极限 是 在 拓扑 空间 中 的 极限 
的 特殊 情形 . 设 在 尽 上 添加 记号 + оо, — со, 
ja Ё, 引入 序 — oo < a < + oœ (a€ R), 设 
十 oo( 一 oo) 的 邻 域 为 对 于 某 个 ae R, & 
ix ale Rx < а] хє) W RFR, 
WJ R RHE, lima, = +00(—co) 便 是 
在 拓扑 空间 R 中 点 列 的 极限 。 ROUTRA 
广义 实数 (generalized real number), 

特别 是 ， 当 拓扑 空间 是 具有 距离 函数 ?的 
度量 空间 (一 度量 空间 ) PP, а, — a 和 Cas, 
а) 一 0 是 等 价 的 . 

关于 拓扑 空间 的 点 列 的 收 剑 , 下 述 性 质 5) 
成 立 。 S) 1) 着 关于 所 有 的 n, HH а, =a, 
则 а.а; 2) Ж а, >а, WHF {an} 的 任 
意 于 序列 {a}, BH at 一 ai 3) ХЕ а 
和 点 列 (a) , 若 对 于 {a。} 的 任意 子 序列 Gu, 
021, (a) 都 有 子 序列 收 仇 于 a, JU agra, 
特别 是 ,就 Hausdorff 空间 !( 例 如 度量 空间 ) 而 
言 还 有 : S*) 若 有 “使 a, 一 a。。 则 这 样 的 点 4 
是 由 {4。} 唯一 确定 的 (极限 是 唯一 的 )。 

【函数 值 的 极限 】 设 实 变数 x 的 实 值 函数 
1 在 = 的 某 邻 域内 除 点 “外 都 有 定义 ,所 谓 
lim (9) =b RH ra 时 (一 4， 足 指 对 于 


ERER s, 均 可 选取 正 数 a, 使得“ 若 0% 1 一 


a] <, H| lf(x) 一 引 一 62 成立. 当 改 为 
“Ж а<к<а-+8, 则 |f(x) — 61е, 
ЖА “Оң * 一 a + 0 时 f£. ETA 
xa 一 0 时 1G) — 5” 也 可 相应 地 定义 。 当 
b= +00(—-O) 时 ， 也 按 数列 时 那样 定义 之 . 
“H x + o 时 f(x) 一 6” 的 定义 , 是 指 对 于 
EREN e, 可 以 选择 实数 ,使 “ 若 * > k, 
A [fX) —5| 二 ”成 立 . ЭҢ x —оо 时 ,或 
Mp b= +o 时 也 可 同样 定义 之 . 

一 般 地 ， 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 映 
射 户 对 于 X 的 定点 * 和 Y 的 定点 5, limf(z)= 


b BR “34 r а 时 f(x) 一 b”, 是 指 对 于 4。 的 任 
ЖАЙЫ У, 均 可 选取 se 的 适当 的 邻 域 U, 使 
KUND 一 {a})cv。 在 此 DD 表示 f 的 定义 域 
(在 “点 了 未 定义 亦 可 )。 YF Hausdorff 空 
间 ， 当 确定 和 «时 ,这样 的 。 如 果 有 就 是 唯 
一 的 ,这 个 5。 称 为 当 x 一 a。 时 f(x) 的 极限 值 
(limiting value) 或 极限 (limit), 

如 上 所 述 ,在 Ё = RU{ +оо, 一 oo} 中 引 
入 拓扑 ， 关 于 实 值 函 数 了 的 lim f(s) 一 +оо, 
Jim fC) =b, lim f(x) = 土 co， 可 以 解释 为 将 
f 看 做 从 拓扑 空间 必 到 捕 的 映射 时 的 极限 . 易 
知 , 普通 的 极限 和 由 R 的 拓扑 确定 的 极限 是 一 
BEN) 04 ralto) 时 709) + о0(—00), 
虽 浆 其 极限 值 是 + oo(— оо), 但 通常 也 说 发 
散 于 + eco( 一 co),， 和 数列 的 情形 相同 ， 设 自然 
数列 为 N, 在 МО{ +оо) = Ñ 中 如 果 作为 下 
的 子 空间 而 引入 相对 拓扑 *, 则 实数 序列 (点 列 ) 
的 极限 和 映射 Ñ — R 的 极限 是 一 致 的 . 

关于 从 度量 空间 X 到 度量 空间 Y 的 映射 f， 
“4 r—a IE G7 0" MR FEREN е, зар 
取 正 数 8, E “Ж: 09 px(z,0) <8, WJ py(f(x)， 
4) < se” 成 立 是 一 致 的 。 其 中 px BX 的 距离 
A 是 > 的 虐 离 ， 这 和 “关于 任意 x+。 一 a 的 点 
З] {x,}, SA Kae) > 5” 是 一 致 的 . 

因 复 数 的 全 体 C 是 和 平面 等 距 的 度量 空 
但 (一 复数 ), 当 X 一 C 或 了 一 C 时 ;关于 复 
数 ms го 的 距离 on, 22) = |] 一 zzl, E 
为 上 述 的 特殊 情形 。 再 者 ,如 地 加 无 穷 远 点 "co 


收敛 э 
T C 上 ,构成 Riemann. 球面 ' C —CU (o0), 在 
€ EMME OH BRAS оо, HE (211127 
C RES} САТ, MEČ ESIA TIR 
db. FRA = 一 oo 时 He) 9, xa 
时 jz) 一 oo” 等 , 便 是 把 /看 做 从 人 或 到 C 的 
RAMEN. 1(z) > o 和 1/1) 一 0 是 
等 价 的 . 

【无 穷 大 的 阶 , EA Aw) 复 值 函数 
EX — C 的 映射 )， 当 * 一 上 时 Hz) 一 oo 或 
1G) — 0 的 情形 ,分 别 简称 为 f 在 4 为 无 穷 大 
Cinfinity) HÆJ» (infinitesimal), 对 于 两 
个 无 穷 大 f, z, 当 t/e 是 无 穷 小 时 称 了 J kk. g 
FEBTHS (lower order) FERIA» He 是 比 f 高 阶 
的 《higher order) 无 穷 大 。 当 j/g，8/1 BER 
时 , 称 f, g 是 同 阶 的 (same order) 无 穷 大 ,表示 
为 1 ~ z. 这 个 关系 是 等 价 关系 . Af ~ g" 时 ， 
称 f 是 关于 g 的 n 阶 无 穷 大 ， 当 f,g 都 是 无 
穷 小 时 , 若 f/g 是 无 穷 小 , 则 称 了 是 比 g 高 阶 的 
无 穷 小 ,8 是 比 f 低 阶 的 无 穷 小 ， 可 以 和 无 限 
大 的 情况 同样 地 定义 同 阶 无 穷 小 , n MENN. 
特别 是 ,在 X—C, a=co 时 ,我 们 把 “在 oo 省 
赂 了 ， 又 关于 在 co 为 无 穷 大 时 ,如 g(x) = z, 
为 无 穷 小 时 ,如 g(x) 一 = 的 情况 , 则 把 “关于 
e BART, 4 ost fout 时 通常 把 
称 为 无 穷 大 的 阶 或 无 穷 小 的 阶 . 

为 了 简单 地 记述 无 穷 大 的 数 , 无 穷 小 的 
fk, А Е. Landau ([10]) 以 来 惯常 使 用 以 
下 的 记号 ， 若 1,g 是 无 穷 大 , 当 ea 时 
1fCx)/gCx)| 有 界 ， 则 称 1(x) BS) 有 g(x*) 
的 阶 Corder £ Ordnung), М х а 时 
f(z) 二 0《g(x)), 当 1G2/g G0 在 = 为 无 穷 小 时 ， 
则 称 f(x) 比 g(x) 有 较 小 的 阶 , 写 做 当 x 一 a 
时 fe) = olg(x))。0,o 来 源 于 Ordnung 的 
字 头 , 称 之 为 Landau 符号 (Landau's symbol), 
f(x) 二 h(x) 十 Olg (x)) 的 意义 是 1@)—-AG@) = 
O(gGQD. E 0,。o 时 虽然 必须 明确 指出 “ 当 
x—a H”, 但 在 不 致 发 生 误解 时 ,特别 是 在 讨 
论 复 变 函 数 而 。 一 co 时 常常 可 以 省 略 .在 数列 
ia) 的 情形 下 , 也 使 用 同样 的 符号 . 当然 是 指 
在 "一 co 时 . 
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【有 向 点 族 的 收敛 】 Moore-Smith 收敛 
《Moore-Smith convergence), 从 某 有 向 集 * % 全 
体 到 集合 X 的 单 值 映射 < 一 x。《ae A), BD VL 
为 指标 集 的 点 族 , 称 为 在 X 的 有 向 点 族 (directed. 
family of points), 或 有 向 点 集 或 有 向 点 列 , 用 
{еж {xo}s 或 {xo} RBZ. 对 于 任意 的 
ҮСХ, 35 (a|z, € Y)} 或 {ajx。EX 一 Y} 至 少 有 
一 方 在 ARAR, {х„} 称 为 完全 有 向 点 族 
《complete directed family of points)。 在 两 个 有 
ТАТА (tabus Une 之 间 , 作 为 集合 有 {x。la € 
92 5,18 € 9) 时 , {у,}» WA iratu 的 部 分 
有 向 点 族 (partial directed family of points)， 如 
果 对 于 任意 的 me A, 便 可 选取 适当 的 pe ®, 
使 (rela > a) Us 8) 成 立 , 则 {yo}e 称 
为 {reba 的 共 尾 cofinal) 部 分 有 向 点 族 . 特 
EUR, BCU, B 是 站 的 共 尾部 分 有 向 集 时 ， 
{xp}e 是 共 尾部 分 有 向 点 族 ， 

所 谓 拓扑 空间 X 的 有 向 点 族 {x*。}s 收敛 于 
X 的 点 x* ， 是 指 对 于 x 的 任意 邻 域 U, 人 恒 可 选 
取 适 当 的 ao, E {rela > e) CU 而 言 . 写 做 
zo х(ає A), RM DI х, — z. = 
N 时 ,这 无 非 是 点 列 {x。} МСЖ. 

关于 这 个 收敛 ， 下 列 基本 性 质 D) 成 立 . 
D) 1) 若 关于 所 有 的 e, HA x, = z, W| х, 
2; 2) ra, 而 {yo} 是 {x。} 的 共 尾 部 分 有 向 
点 族 , MJ yer; 3) 车 {x。} 的 共 尾部 分 有 向 点 
We 0n) 必 含 有 收敛 的 共 尾部 分 有 向 点 族 {2} 
t хх, Br (у) 的 选取 无 关 而 是 一 定 
的 , M| xo z; 4) 设 z. — z(a € 90 且 对 各 
a€ 9, y, > xz. (8 € 3,)， 构 造 直 积 有 向 集 € = 
ax [П 8., 4 p:€ 1, р,:6 8, ЮНИ, 
车 确定 ar 一 yo СКИН, 766, a= pC), B= 
рб), Йй zy 一 x。 又 ， D*)“ 一 个 有 向 点 族 
至 多 收敛 于 一 点 ” 这 个 条 件 和 在 X 中 Hausdorff 
公理 成 立 是 等 价 的 . 

х, 的 收敛 点 用 imxe 或 limes 表示 之 。 


xx 和 “x 包含 在 {x。} 的 任意 共 尾部 分 
有 向 点 族 所 确定 的 集合 的 闭 包 中 ?是 等 价 的 (也 
可 以 看 做 是 х. x 的 定义 )。 当 对 于 所 有 的 


a € A, HA z€ [xa 2 o) PT, 称 x。 部 分 收 
Ж (partially converge) 于 x, 

用 伪 有 向 集 * 站 代替 有 向 集 UATE X tb 
有 向 点 族 (pseudo-directed family of points), X 
于 它 ,与 上 述 同样 的 性 质 也 成 立 . 

【 滤 子 的 收敛 】 当 集合 X 的 子 集 的 集合 @ 
RA FAEN, KAEk), i) XED; 
š) D&O (GRAM); ii) їй ACBCX, ж 
A€0, H BED; iv) ж 4, Beo, MAN 
Beo, 当 给 定 X 的 子 集 的 集合 B, 对 于 % й 
任 一 元 B, ADB 的 X 的 子 集 4 的 全 体 @ 构 
RAF, BABES (filter base), WH B 
ÆR (generate) Ф, B 是 滤 子 基 的 条 件 是 i) 
DEB; iD HA, BEB, MACE BH ANB 
DC, "At ei T o 的 涉 子 不 存在 时 ，$ 称 
为 极 大 滤 子 (maximal filter), 任意 滤 子 均 被 
某 个 极 大 滤 子 包含 。 对 于 滤 子 族 (01), АЖ 
N esi ALT Amira. U(N a) 


CREF. 

在 拓扑 空间 X 中 ,用 2(z) RARA x H BIR 
系 !. 对 于 X 的 小 子 0, 当 UCa) 时 写 做 Ф— 
2, MEF OWE A <。 当 由 小子 基 允 生成 
ioi o kek а, ИТ SKAF а, 

如 此 确定 的 小 子 收 剑 ， 具 有 下 列 基 本 性 质 
L). L) D 对 于 X 的 点 a, BE Ф, = (4146 
ACK) WHF а; 2) XFEF 0,0, # 0> 
а, 720, R] Y — a; 3) ERTIK (0) 中 , 若 
所 有 的 Ф.а, 则 N a= 05 4) XD 

А 


Y, «T Y AAA у, X IE 8 + @,, 使 
O, 一 y RAY Boi EM B BIET X IBT 
ота, U (N о,) taka, X, 


ace wen 


二 *)“ 任 意 滤 子 的 收敛 点 如 果 有 也 只 限于 一 个 ” 
和 在 X 中 Hausdorff 公理 成 立 是 等 价 的 . 

【各 种 收敛 的 关系 】 点 列 收敛 是 有 向 点 族 
收敛 的 特殊 情形 .。 АЮ йот), 2), 3) 可 以 
导出 S$ 的 1), 2),3)， 从 D* 可 以 导出 S°. 
其 次 对 于 有 向 点 族 {zja, X 的 子 集 的 集合 
{{x.]a€ A, а 2 о, 196 A) 是 X 的 滤 子 基 , 设 


由 它 生成 的 滤 子 为 $ ,， x。 一。 和 Фа 是 等 
о. 从 工 可 以 引出 D, 从 L* 可 以 引出 D*. 
关于 函数 (映射 ) f:X 一 Y 和 XX 的 点 a, {KUN 
D—{a})|U€UCa)} 是 请 子 基 . Hip Ua) 是“ 
的 邻 域 系 , DE f 的 定义 域 , UND—-{a}#O, 
设 它 生成 的 滤 子 为 8. “x 一 a 则 1(x) — b” sü 
9@ 一 是 等 价 的 ， 由 上 述 可 知 , 到 现在 为 止 所 
叙述 的 各 种 收敛 都 可 以 用 滤 子 收敛 表示 出 来 . 

【收敛 和 拓扑 】 在 拓扑 空间 中 可 以 定义 有 
向 点 族 及 滤 子 的 收敛 概念 。 反 之 由 收敛 概念 也 
可 以 引入 拓扑 。 设 在 集合 X 中 对 各 滤 子 规定 了 
收敛 性 ,使 得 满足 性 质 L。 这 时 , 如 上 所 述 , 可 
以 定义 有 向 点 族 的 收敛 性 ,而 满足 D. 于 是 x。& 
A 的 有 向 点 族 {x。} 的 极限 点 的 全 体 定义 为 A, 
关于 A 闭 包公 理 成 立 (一 拓扑 空间 ). 这 样 便 在 
X 中 引入 了 拓扑 。 关 于 这 个 拓扑 ， 下 列 性 质 成 
М. i) @€ A e AE ralz € A) 的 {xo}. 
iD «Є A 如 关于 使 +。 一 a 的 所 有 {xa}, HIP 
{xa} Па @, di) U Kk a BAD e XT 
х,а 的 所 有 (ra), 均 有 (za) QU sO. н 
拓扑 规定 有 向 点 族 的 收敛 时 ， i), ii), ii) DET. 
于 是 , 拓扑 一 滤 子 的 收敛 一 有 向 点 族 的 收 伊 
一 > 新 拓扑 ,这 样 定义 时 ,新 拓扑 和 原 拓扑 一 致 . 
由 滤 子 (或 有 向 点 族 ) 的 收敛 出 发 得 到 关于 滤 子 
《或 有 向 点 族 ) 的 新 的 收敛 概念 ， 这些 概念 和 开 
始 给 出 的 一 致 。 如 上 所 述 , 给 出 拓扑 概念 和 给 
出 滤 子 或 有 向 点 族 的 收敛 概念 是 完全 等 价 的 . 

与 拓扑 空间 有 关 的 概念 可 用 收敛 的 概念 叙 
述 如 下 。 拓 扑 空间 是 紧 的 和 所 有 完全 有 向 点 族 
是 收敛 的 ,二 者 是 等 价 的 ,也 和 所 有 极 大 滤 子 是 
收敛 的 是 等 价 的 . 对 于 拓扑 空间 X, Y 而 言 , 映 
Bt (XY 在 。 处 连续 ， 其 充分 必要 条 件 是 : 
1) RFK х,а 的 所 有 有 向 点 族 , 均 有 fx。) 一 
Ка); 2) 关于 使 中 一 a 的 所 有 滤 子 Ф, HA 
1(®)={f{(M)|M € 0) — Ga). 连续 性 与 函数 
值 的 极限 的 意义 下 的 3) # x 一 a 则 1(x) 一 
JG), =ЖЖ US. 

以 收敛 概念 为 基础 定义 拓扑 是 M. Fréchet 
开始 的 。 定义 了 点 列 的 收敛, 使 满足 条 件 S 的 
1), 2) 和 S* 的 空间 称 为 Fréchet L 空间 
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Gk espace L) (1906). 再 满足 S 的 3) 时 称 为 
BBR (star convergence), EX TIX AUK 
的 空间 称 为 L* 空间 (L*-space). fF Fréchet 
L 空间 X 中 ,使 re А, хуа 的 {4+,} 存在 的 点 
“的 全 体 设 为 4, 则 ADA, AUB = AUB, 
#= @, X 是 广义 拓扑 空间 CA 未 必 成 
立 ). 在 满足 第 一 可 数 公理 的 Hausdorff 空间 X 
中 ,由 拓扑 定义 点 列 的 收敛 , 若 由 该 收敛 确定 新 
ВЯ, 则 新 拓扑 和 原 拓扑 是 一 致 的 。 如 果 把 点 
列 的 收敛 推广 到 滤 子 或 有 向 点 族 的 收敛 ， 则 在 
广义 拓扑 空间 中 ， 收 敛 和 拓扑 的 对 应 便 是 完全 
їй. 为 此 ，E. H Moore 和 H. L. Smith 考虑 
了 有 向 点 效 的 收敛 . 

KORAI 实数 全 体 是 有 序 集 ， 实 数列 
的 收敛 概念 可 以 推广 为 有 序 集 的 元 素 列 的 收 
90. S PAM S 的 元 素 列 (a), 当 有 5 的 元 
KA {un}, (v) 及 ae 5, 满足 下 列 条 件 时 ， 
#4а,) Co) 收敛 于 a (Co)oconverge) , 可 表示 为 
a, — a: и, S a, < v,, Un S иду Vapi S Vas 
a= зири, = inf vn, 这 时 点 列 的 收敛 性 质 S 
的 1), 2) 和 5* 成 立 ， 当 对 于 {4,} 的 任意 于 
序列 (5,), bn) 的 某 于 序列 (e,) Co) 收敛 于 
4 了 时， 称 (a) BM Co) MRF a(Co)-star 
converge). KFE S 和 S* 成 立 . 

对 于 集合 X, X 的 子 集 全 体 BOY) 按 包含 
关系 构成 有 序 集 。 集合 序列 {4,} Co) 收敛 于 
集合 4 是 与 条 件 

A= (J a= П 
相 一 致 的 。4 与 集合 序列 A.) 的 极限 * 即 
lim A, 相 一 致 . 
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连通 (X connected 法 connexe ¿Ë zusamme- 
nhüngend A связанный A M) 所 谓 拓 
扑 空间 !R 是 连通 的 , 系 指 不 能 及 的 非 空 闻 真 
FEA, В, ANB=Ø B. 4UB=R 成 立 . 
ВТЇЙ R Т s 是 连通 的 , 系 指 R 的 子 空间 5 
是 连通 的 。 若 尺 的 子 集 4 是 连通 的 , 则 其 闭 包 
A 也 是 连通 的 。 设 CAL) 为 R 的 连通 子 集 族 , 若 
任 取 其 中 两 个 Aas Ap, A.D A, = ANAS 
都 不 成 立 , 则 族 CA.) 的 并 集 UJ A. 是 连通 的 . 
在 连续 映射 下 连通 集 4 的 象 是 连通 的 。 且 连通 
空间 族 { 4。} 的 直 积 空间 是 连通 的 . 当 取 拓扑 空 
闻 R 的 任意 一 点 Pp 时， 含 p 的 所 有 连通 集 的 并 
集 仍然 是 连通 集 ， 即 含 的 最 大 连通 集 存在 。 
此 集 称 为 含 p 的 连通 分 支 (connected component) 
或 含 的 分 支 (component)、= 维 Euclid 空间 、 
nC > 1) 维 球面 是 连通 的 ， 但 s° 即 由 二 点 组 成 
的 Т, 空间 + 不 是 连通 的 ， 各 点 分 别 构成 它 的 一 
个 分 支 ， 拓扑 空间 R 内 的 连通 开 集 称 为 R 的 区 
城 ( 英 domain, region Ф Bereich, Gebiet), 

取 拓 扑 空间 R 的 点 p, 如 果 对 于 包含 ? 的 
任意 邻 域 U, 都 有 被 U 包 含 的 ? BJ 4638 V FE, 
使 得 关于 子 空间 U 中 的 # УААН V, А 
FRR HE P 点 是 局 部 连通 的 《locally connected), 当 
RR 在 所 有 点 处 都 局 部 连通 时 ， 称 RR 为 局 部 连通 
的 . 

(303638) 所 谓 拓扑 空间 R 的 二 点 ab 是 
可 用 强 连 结 的 ,是 指 有 由 闭 区 间 1 = [0,1] JR 
的 连续 函数 f(x*), dë CO) = a, (CI = È 
立 。 当 尺 的 任意 二 点 都 可 用 驶 连结 时 ，R 称 为 
颖 连通 的 《arcwise connected), ЖК 09 Еа 
MWR 必 为 连通 的 ,但 反之 未 必 成 立 ， 上 面食 
述 的 连通 空间 的 例子 都 是 弧 连通 的 例子 。 和 连 
通 的 情况 相同 ,关于 弧 连通 可 以 定义 分 支 \ 局 部 
缴 连 通 性 等 .完备 度量 空间 若是 连通 且 局 部 连 


通 的 ,出 必 是 局 部 弧 连 通 的 。 作为 连通 但 非 驱 
连通 的 集合 的 例子 ,有 y = sind Ge RAF OK 


XO 的 图 形 和 (00, у)1—1 « y <1} 的 并 集 
《正弦 曲线 D)。 设 3 SR 为 拓扑 空间 , 若 映射 空 
闻 * Rs 为 弧 连 通 的 , HJ S 到 RR 的 所 有 连续 映射 
都 是 相互 同 从 + 的, 从而, ER 中 都 是 零 伦 的、 

用 S*(n > 0) A n ER, 当 R°" EA 
连通 时 ,定义 R 为 n 连通 的 《n-connected). 所 
谓 R 是 0 连通 的 , 系 指 R 是 弧 连 通 的 , 若 R 是 1 
连通 的 , 则 称 R 为 单 连通 的 《simply connected), 
Yon D2 时 * 连通 的 称 为 多 连通 的 《multiply 
connected), 

当 R® HME WM, EROR OS THY СЖ 
contractible Ё zusammenziehbar), 这 是 和 用 
e (z) = x EXHI R (ta BRM eG) 为 零 伦 是 
等 价 的 。 若 R 为 可 缩 的 , 则 对 于 所 有 的 "当然 
是 = 连通 的 . n BRB S° 对 于 所 有 n > i ROME 
Ri 是 ;连通 的 , 但 不 是 ”连通 的 ， =” 维 单 形 
是 可 缩 拓扑 空间 的 例子 

设 p 为 拓扑 空间 R 的 一 点 ， 若 对 于 ?的 任 
BBR U, 有 被 U 包 含 的 ? 的 邻 域 了 存在 ， 使 
得 由 e(z) = x 定义 的 从 V 到 如 中 的 恒 等 映 射 
eG) EU ASC, 则 称 R 在 ”处 是 局 部 可 编 的 
(locally contractible)， 当 尺 在 所 有 点 处 都 局 部 可 
AH PR BSB TAY. [3 PER UL ”为 拓扑 
空间 R 的 一 点 , 若 对 ? 的 任意 邻 域 U, 有 被 U 包 
含 的 的 邻 域 了 存在 ,从 S" 到 了 的 任意 连续 映 
M 1G0 作为 S" 到 UU 的 连续 映射 而 言 都 在 U 上 
ЖЮ, WHR fE p 处 是 局 部 nn 连通 的 《locally 
n-connected)。 当 尺 在 所 有 点 处 都 局 部 "连通 时 
йк 为 局 部 п 连通 的 。 若 空间 为 局 部 可 缩 的 ， 
则 对 所 有 的 = 都 是 局 部 * 连通 的 。 多 面体 是 局 
部 可 缩 的 . 

BATRA: < + 的 i, R 是 i 连通 或 局 部 
i 连通 的 , 则 分 别 你 R 为 到 n 连通 的 或 到 nn 局 
部 连通 的 (到 ”连通 也 有 称 为 ”连通 的 )， 所 谓 
RE о 连通 的 或 局 部 的 о 连通 , 系 指 对 于 所 有 
自然 数 >,R 都 是 ”连通 的 或 局 部 ”连通 的 . 多 
面体 是 局 部 可 缩 的 , 从 而 是 局 部 连通 的 ， 但 


即使 是 局 部 "连通 的 ,也 未 必 是 局 部 可 缩 的 . 

以 下 暂时 假定 R 为 局 部 连通 的 可 分 度量 空 
闻 '。 有 下 述 定理 (一 [4], [5], [6]): D 如 果 
及 是 可 分 度量 空间 5 的 闭 于 集 ,而 S — R 是 有 
限 维 的 , 则 必 存 在 5 的 开 集 UDR 及 由 U 到 R 
的 连续 函数 1(x), HEM z€ R hj, FG) = z 成 
立即 R 是 5 的 邻 域 收缩 核 '/。2) 如 果 R 是 可 
分 度量 空间 5 的 闭 子 集 , 而 5 一 R 是 有 限 维 
的 ， 当 给 出 由 R 到 任意 可 分 度量 空间 X 的 连续 
Wo IG IH UFE S RR UDR, RHUF) 
X 的 连续 映射 F(x), HM z€ RING Р(х) = 
1G). BD 1(x) 可 延 拓 到 辟 上 . 

另外 , 设 拓扑 空间 R 是 局 部 紧 Hausdorff 25 
闻 , 着 对 于 RR 的 点 ? 的 任意 邻 域 U, 有 被 U 包 含 
的 乡 的 邻 域 7， 使 得 辟 的 以 了 为 模 的 所 有 = Ж 
Cech 同调 群 '( 上 同调 群 ) 均 成 为 0 , 则 尺 称 为 
在 处 是 局 部 n 同调 连通 的 (局 部 n 上 同调 连 
3809). 关于 这 些 一 [3]. 

【连续 统 、 间 断 集 】 最 少 含 两 点 的 连通 紧 
度 最 空间 称 为 连续 统 (continuum), 不 含 连续 统 
的 集合 称 为 间断 集 (dixcontinuum)。 作 为 类 似 
的 概念 ， 任 一 分 支 都 是 由 一 点 组 成 的 集合 称 为 
完全 不 连通 的 《totally disconnected), 在 闭 区 间 
[0, 1] 上 坐标 可 表 为 

mym n, 
ЗЕРДЕ soi id … 有 一 0 或 2 
的 点 集 是 可 数 个 仅 由 0,1 二 点 组 成 的 Hausdorff 
空间 的 直 积 , 它 是 紧 完 备 集 ? 和 间断 集 ， 称 之 为 
Cantor 间断 集 (cantor's discontinuum) 或 者 简 
称 为 Cantor Ж (Cantor set)， 或 者 三 分 点 集 
(ternary set), 

首先 从 区 间 z 的 中 间 去 掉 长 度 为 s 的 开 区 
їй, 其 次 在 剩 下 的 两 个 闭 区 间 Г, I 的 中 间 分 
别 去 掉 长 度 为 ez 的 开 区 间 ( 图 D). 如 此 进行 
到 第 =” 回 ， 得 到 2° TAK li, LST la 
的 中 间 去 掉 长 度 为 ean HAKE. I= 

п а € 


а a a Ty 


al 


жй 95 


U Таз é = ñ D9. с 为 广义 Cantor 


it s 
Ж. 广义 Cantor 集 和 三 分 点 集 是 同 胚 的 . 

当 对 度量 空间 R 的 任意 二 点 a, b RERE 
Re, 可 选 出 RR 的 点 ху, m +++, х,а Е 4(х,, 
xin) < EC == а, z, = b) 时 , 称 R 为 链 连 通 
的 《well-chained)。 链 连通 的 紧 集 是 连续 统 . 

当 最 少 含有 二 点 的 连续 统 天 不 能 表示 为 与 
天 不 相同 的 两 连续 统 Ki, K, 之 并 时 , 称 K 为 不 
可 分 解 的 (indecomposablec)。 设 天 为 含 点 as, 的 
连续 统 ， 如 果 天 的 任何 真子 连续 统 都 不 含 二 点 
а,Ь, 则 称 K 为 不 可 约 的 Cirreducible)( 一 曲线 )。 

(Jordan 曲线 定理 】 和 圆周 同 胚 的 拓扑 
空间 称 为 Jordan 曲线 〈jJordan curve). Jor- 
den 曲线 定理 (Jordan's curve theorem); “E 
Ш R° 内 的 Jordan 曲线 了 将 R' 分 为 内 外 两 个 
EX" (C. Jordan, Cours d'analyse， 第 二 版 
1893), FAZ, "R'—J 恰好 是 两 个 区 域 ' G， 
GHAM G, + G;, J Ж Ci G2 的 共同 边界 >， 
此 时 , 令 为 本 的 任意 一 点 , 必 有 一 Jordan X 
(Jordan arc)( 和 线段 同 目 的 集合 ), CA P 为 一 
端 ,而 ? 以 外 的 部 分 则 被 某 个 G.G 一 1, 2) 所 
包含 (A. Schanflics)。 将 这 一 事实 表达 为 :“/ 是 
从 G, 可 达 的 《accessible)”。 RZ, 设 RD J, 
R'—] = G, U б, G6 = Ø (G, XEK), 
# J 从 G, 及 从 С, 都 可 达 , 则 J GERE Jordan 曲 
HÀ. Jordan 曲线 了 和 圆周 C 的 同 胚 可 以 扩张 为 
含 J 的 R°: 和 含 C 的 平面 的 同 胚 (甚至 于 为 保 角 
BRAT) (PR fBBh M). 代替 R: K. J IR R (或 
n+l 维 拓扑 球面 + Sn) 及 其 中 的 拓扑 球面 5"、 
这 时 仍 有 Rts (或 SH — S) = GU Ga, 
GG = Ф (С, 8), ASH Gr, Gr 的 
共同 边界 +， 而 从 Gi, G 中 的 哪 一 个 都 可 到 达 
S* (L. E. J. Brouwer, Math. Ann. 71(1912)), 

从 ”=” 维 球面 X° 到 = 维 拓扑 球面 S" 上 的 同 
REA, 能 否 扩张 为 以 2" 为 赤道 的 ”十 维 球 面 
IUS BIS SAY "十 1 维 拓 扑 球面 S"*' КЕДЕИ 
HG? 这 个 问题 称 为 Schënflies 问题 (Sch6n- 
flies problem), “4 п >2 时 ， 一 般 是 不 成 立 的 
CE 【野生 空间 ]). 但 是 当 同 胚 4 可 微 时 ， 


эв ER 


dn 3,6, ИГЕП ЕН TELE (S. Smale, 
Ann. of Math. 74 (1961)), 特别 是 
扩张 为 同 胚 k: x [一 1, 1] s 
S" 具有 两 襟 (bicollared) 的 情形 ), 4 可 扩张 为 同 
EH. 本 定理 也 称 为 Brown-Mazur ESE (M. 
Brown, Bull. Amer. Math. Soc., 66 (1960)). 
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维 数 【 英 dimension 法 dimension 他 Dimen- 
sion А размерность 日 次 元 ] 在 十 九 世纪 末 
W, 已 经 知道 在 线段 上 的 点 和 正方 形 内 的 点 之 
间 存 在 一 一 对 应 (G. Cantor) 及 由 线 侦 到 正方 
形 全 体 的 连续 映射 7 〈G. Peano)， 同 时 , 伴随 
着 点 集 论 的 进展 ， 将 多 角形 或 多 面体 等 简单 图 
形 以 外 的 点 集 也 作为 图 形 而 被 考察 了 ， 为 此 对 
从 来 含混 地 使 用 的 维 数 概念 便 有 给 以 确切 定义 
的 必要 ， 1913 年 L. E. J. Brouwer 基于 H. 
Poincaré 的 想法 定义 了 维 数 ,到 1922 年 K. Men- 
ger 与 П. C. Урысон 建立 了 可 分 度量 空间 的 
维 数论 的 基础 。 关 于 其 后 的 发 展 ,，[1. C. Ane- 
ксандров, W. Hurewicz 的 贡献 是 大 的 . 一 般 
的 (不 限于 可 分 ) 度量 空间 的 维 数论 ， 由 M. 
Катетов 和 森田 和 一 互相 独立 地 建立 了 基本 定 
理 。 进 而 关于 一 般 的 正规 空间 ?也 有 论述 ,但 在 
度量 空间 中 同样 的 结果 未 必 还 成 立 . 

【 维 数 的 定义 】 对 正规 拓扑 空间 R 的 任意 
有 限 开 覆 盖 , 都 有 阶 数 最 多 为 ”十 1 的 加 细 开 
覆盖 时 (一 拓扑 空间 (Be), 即 对 于 使 R 一 
GU UG, 成 立 的 任意 开 集 Gi, 5-5,6, 都 
HFE Hi, ++, H, 使 得 R= НОН, 


HCG, 县 任意 # 十 2 个 Hi 没有 共同 点 , ES 
做 dim R <n, 如果 dim R<n 但 dimR<n—1 
不 成 立 , 便 写 做 dim R=n, dim R 称 为 R 的 维 
数 ,或 者 为 了 和 其 它 的 维 数 相 区 别 , S| P 2018 Ж 
维 数 《covering dimension) 或 者 称 为 Lebesgue 
SER (Lebesgue dimension), CWT Lebesgue 
的 设想 定义 的 . 

此 外 ,又 有 归纳 定义 的 维 数 ， 首 先 , 当 尺 为 
空 集 时 ,规定 Ind R — —1, 当 IndR & n— 1 
已 被 定义 时 , 所谓 Ind R < n BRM RAE 
意 闭 集 F, HR CG, 只 要 F C G 都 有 开 集 V 存 
在 ,使 FOVCG, H (Ӯ —V) &n—1 
成 立 而 言 ,这 样 便 归 纳 地 定义 了 Ind R. 此 外 ， 
规定 ind Ø 一 一 1, 对 R 的 任意 点 p 及 其 开 邻 
KG, 如果 有 开 集 V FE, i p C V CG, ind 
(V —V) < "一 1 成 立 , 便 定义 为 ind Rn, RH 
又 归纳 地 定义 了 ind R (至 于 Ind R = n, ind 
R=n 的 定义 仍 与 覆盖 维 数 的 情形 相同 ). Ind R, 
ind R 分 别称 为 R 的 大 归纳 维 数 (large inductive 
dimension), 小 归纳 维 数 (small inductive dimension), 
这 里 ind R 的 定义 是 Menger 给 出 的 . 

对 于 任何 整数 n, dim R < n 都 不 成 立时 ， 
称 R 的 维 数 为 无 限 的 。 对 于 其 它 的 维 数 也 可 同 
样 定义 。 这 些 维 数 对 拓扑 映射 都 不 变 , 即 都 是 
拓扑 不 变量 . 

Euclid 空间 内 的 无 理 点 集 ，Cantor 间断 
Ж', Baire 空间 + 等 是 零 维 的 ，Hilbert 空间 内 
的 有 理 点 集 是 一 维 的 . 

【度量 空间 的 维 数 】 关于 度量 空间 的 维 数 
下 列 诸 定理 成 立 ([51, [6])。 设 R, S ЭШ 
空间 , H dim R = Ind R 成 立 ; d; ACR Il 
dim4 < dim R; 若 尺 为 可 数 个 闭 集 FG = 1, 
2,…*) 的 并 , 则 dim R = max(dim F,) (f 
数 的 加 法 定理 (sum theorem for dimension)); 
dim (AU В) ёт 4+dim B+1; 若 dim R=n 
WIR 914 п+1 A о 维 集 的 并 集 ( 维 数 的 分 解 
定理 (decomposition theorem for dimension)); dim 
(R X 5) € dim R + dim S, 其 中 R =< @( 
数 的 乘积 定理 (product theorem for dimension), 

dim R<n 成 立 的 充分 必要 条 件 如 下 所 述 : 


D 存在 从 适当 的 Bare 空间 ' B(r) 的 子 空间 
到 R 上 的 连续 闭 映射 , 使 得 对 R 的 各 点 z, 
о) 最 多 由 十 1 个 点 组 成 . (森田 [7]); 2) 
存在 R 的 距离 ， 在 R 上 诱导 的 拓扑 与 原 拓扑 相 
FJ, 使 得 对 于 任意 正 数 e, R 的 任意 点 z, RR 
BER n 24 RR yG m 01,2), 
与 x 的 e/2 邻 域 的 距离 都 小 于 e, 则 最 少 有 二 
Ayo iG 关门 的 距离 小 于 e 〈 长 田 润 一 [83]) 

当 dim R = n + m(m > 0) 时 ,由 适当 的 
m 维 空间 到 R 上 的 如 1) 那样 的 f 存在 与 否 的 
所 谓 Hurewicz 问题 ， 在 可 分 的 情形 由 J. H. 
Roberts， 在 一 般 的 情形 由 永 见 葡 忘 已 肯定 的 解 
决 了 ([9])。 

若 度 量 空 间 R 是 可 数 个 具有 星 型 有 限 性? 
的 闭 集 的 并 集 ,特别 是 如 果 它 是 可 分 的 , 则 IndR 
与 indR 是 一 致 的 ([1], [3]，[6]). 对 一般 情 
Ж, Р. Roy 指出 两 者 未 必 一 致 ([10]). 

(Euclid 空间 与 维 数 】 н ЕЖЕ Хх," HE 
Euclid 空间 + В" 恰好 是 =” 维 的 ,， 和 我 们 的 直观 
一 致 . 在 证 明 dim А" > ”时 须 用 到 “= 维 立 方 
体 的 有 限 闭 覆 盖 的 阶 数 当 属于 覆盖 的 各 集合 的 
直径 充分 小 时 必 г> п + 1” 这 个 所 谓 Lebesgue 
数 石 定 理 ( 德 Pflastersatz) (dim R" < п 的 证 明 
是 容易 的 )， 设 X 为 =” 维 Euclid 空间 А" 的 任 
BTK, f 为 由 X 到 R 的 于 集 KX) 上 的 任意 
拓 提 映射， 若 * 为 X 的 内 点 ， 则 (x) 为 KX) 
的 内 点 。 当 Rh 的 开 集 4 同 胚 于 另外 的 集合 
BCC К") 时 ，B 也 是 开 集 (Brouwer 区 域 不 
变性 定理 (invariance theorem of domain))， 此 
定理 关于 任意 流 形 也 成 立 ， 但 对 一 般 可 分 度量 
空间 未 必 成 立 。 根据 区 域 不 变性 定理 可 知 R" 
和 Rm = n) 之 间 没 有 拓扑 映射 。 称 为 关于 
Euclid 空间 的 维 数 不 变 性 定理 (theorem of invar- 
iance of dimension), Euclid 空间 内 的 点 集 的 维 
数 是 有 限 的 ， 反之，” 维 可 分 度量 空间 同 胚 于 
2n + 1 维 Euclid 空间 内 的 某 子 集 ， 特 别 是 其 
中 至 多 仅 有 "个 坐标 是 有 理 数 的 点 全 体 的 集合 
的 子 集 CMenger-Nóbeling 嵌入 定理 ( 英 embed- 
ding theorem Ф Einbetungsatz)). 从 而 有 限 
维 的 可 分 度量 空间 在 拓扑 学 中 不 外 是 Euclid 
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空间 内 的 点 集 。 WA. n HERDAYECE UE [Bl] 
于 适当 的 ” 维 紧 度量 空间 的 子 集 - 

对 于 Euclid 空间 R” 内 的 有 界 闭 集 F, 和 
任意 正 数 s, 将 各 点 移动 不 超过 e, 而 能 将 F 映 
到 Re 内 的 ” 维 多 面体 的 连续 映射 存在 的 充分 
必要 条 件 是 dim F < п 成 立 . 

【正规 拓扑 空间 的 维 数 】 设 R 为 正规 拓扑 
空间 , 则 有 Ind R > dim R, Ind R > ind R, 但 
等 号 未 必 成 立 . 由 E. Cech, П. C. Александ- 
ров, C. H, Dowker, E，Hemmingsen， 森 田 等 
人 得 到 下 列 诸 定 理 (131). 3 dimR < n, W 
对 尺 的 任意 局 部 有 限 开 覆盖 ， 都 有 阶 数 至 多 为 
7 十 1 的 加 细 覆 盖 ; 若 4 是 R 的 F。 集 或 具有 星 
型 有 限 性 , BJ dim A < dim R; К AYIA Ж 
{F.} 为 局 部 有 限 + 的 ， 则 dim R 一 max(dim 
F.). 

从 R 的 任意 闭 集 到 = 维 球面 5" 的 任意 连 
续 映射 都 可 扩张 为 R 到 5" 的 连续 映射 的 充 
分 必要 条 件 是 dim R < n. 35 R, S 是 仿 紧 ' 的 ， 
而 R 是 局 部 紧 ' 的 或 者 R x 5 是 具有 星 型 有 限 
+, WM R = @ Bj, 有 dim (R x $) < 
dim R + dim S; ЖЕЕ СУ 复 形 , 则 等 号 成 立 
《[11])。 Катетов ÑERA T H R AJH JELKA M 
全 体 的 环 C*CR) 可 以 确定 dim R CL13D). 

【同调 维 数 】 Александров 引入 并 研究 了 
同调 维 数 的 概念 使 维 数论 得 到 了 巨大 发 展 
(Math. Ann., 106(1932)). Hausdorff 空间 
R 关 于 交换 群 G 的 同调 维 数 (homological dimen- 
sion) 被 定义 为 这 样 的 最 大 整数 >, 即使 得 有 闭 
集 4, 而 * 维 Coch 同调 群 'H"(R, A, G) ЖЖ 
0， 上 同调 维 数 (cohomological dimension) DCR; 
G) 可 用 Cech 上 同调 群 8"CR,4; G) 同 样 地 定 
XZ. 当 бт Коо 时 ,有 dimR = DCR; Z) 
(Z 是 整数 加 法 群 )， 关 于 任意 群 C 的 上 同调 维 
数 可 用 几 个 关于 特定 群 的 上 同调 维 数 表示 出 
来 ， 而 积 空间 R x 5 的 上 同调 维 数 可 用 R, 5 
的 上 同调 维 数 表示 出 来 《M. F，Bochstein)。 为 
了 使 紧 空 间 R 对 任意 紧 空间 5 有 dim (R x S)= 
dim R + dim 5， 必 须 且 只 须 对 任意 质数 p, 有 
dim R = D (R; Q,) (Q, 是 以 1 为 模 的 m/p* 
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形 的 有 理 数 加 法 群 ) (B. Больтянский ); 此 结 
RE R 为 任意 仿 紧 Hausdorff 空间 时 也 成 立 
(REZ 1161). 

【 维 数 和 测度 】 对 于 可 分 度量 空间 R, dim 
R<n 成 立 ， 仅 限于 R 同 胚 于 2” + 1 ҖЕ Eudid 
空间 内 的 n + 1 维 的 测度 为 零 的 集合 的 情形 
(E. Szpilrajn), 

[M. Fréchet 的 维 数 型 】 和 在 集合 论 的 基 
数 的 情形 类 似 ,空间 R 和 空间 s 的 子 集 同 胚 , 反 
ZA 5 和 R 的 子 集 同 胚 时 ,可 以 定义 R 和 3 R 
有 相同 的 维 数 型 (dimension type), X TER 
维 数 的 关系 兽 由 功力 金 二 郎 研究 了 . 


Ф] 11) W. Hurewicz-H. Wallman, Dimension 
theory, Princeton, 1941; [2] K. Menger, Dimensions- 
theorie, ‘Teubner, 1928; [3] 森田 纪 一 ,次 元 论 , 现代 数学 
HH, Bw, 1950; [4] П. C. Александров, Совре- 
менное состояние теории размерности Успехи Mar. Наук 
61951), 43—68; [5] М. Katétov, On the dimension of 
non-separable spaces I. Czech. Math. J.» 2 (1952), 333— 
368, [6] К. Morita 《森田 所 一 ), Normal families and 
dimension theory for metric spaces, Math. Ann., 128 
(1954), 350—362, [7] K. Morita (iB #2—), A condition 
for the metrizability of topological spaces and for n-di- 
mensionality, Sci. Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku, 5(1955), 
33—36; [8] Je Nagata (ҖШф—), Note on dimension 
theory for metric spaces, Fund. Math., 45 (1958), 143— 
181; [9] K. „ (ARLES) Mappings of finite 
order and dim theory, Jap. J. Math., 30 (1960), 
25-54, [10] P. Roy, Failure of equivalence of dimension 
concepts for metric spaces, Bull. Amer, Math. Soc., 68 
(1962) 609—613, [11] K. Morita, (#842—) On the 
dimension of product spaces, Amer. J. Math., 75 (1953), 
205—223, [12] C. Н. Dowker, Local dimension of nor- 
mal spaces, Quart. J. Math., 6(1955), 101—120; [13] L- 
Gillman-M. Jerison, Rings of continuous functions, Prince- 
ton, 1960; [14] K. Kunugui (757]& 05), Sur la théo- 
rie du nombre de dimensions, These, Paris, 1930; [15] J. 
Nagata (ЖЕН —), Modern dimension theory, Noordhoff, 
1965, [16] Y. Kodama (REZE), Note o» cobomolo- 
gical dimension for non-compact spaces, J. Math. Soc. Ja- 
pan, 18 (1966), 343—359, [17] K. Nagami (ЖЛ), 
Dimension theory, Academic Press, 1970; [18] L. E. J. 
Brouwer, Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl, Math. 
Ann., T1911). 161—165, [19] H. Lebesgue, Sur la 
non-applicabilité de deux domaines appartenant respecti- 
vement à des espaces à я et wtp dimensions, Math. Ann., 
10 (1911), 166—168, [20] L. E. J. Brouwer, Beweis der 
Invarianz des n-dimensionalen Gebiets, Math. Ann., 71 
(1912), 305—313, [21] L. E. J. Brouwer, Über den na- 
türlichen Dimensionsbegriff, J. Reine Angew. Math., 142 
(1913), 146—152, [221 P. Uryson, Les multiglicités can- 
teriennes, С. R. Acad. Sci. Paris, 175(1922), 440—442. 


一 致 空间 [Ж uniform space 法 espace unifor- 
me {# Raum mit Uniformstruktur, uniformer 
Raum Ё равномерное пространство Н 一 楼 
ERI] 在 度量 空间 中 曾 考 虚 过 但 在 一 般 拓扑 空 
闻 中 却 没有 考虑 过 的 诸 概念 , 例如 ，Cauchy 序 
列 % 基 本 序列 ) ,完备 + 性 , 一致 连续 + 函数 等 ,为 
了 在 比 度量 空间 更 一 般 的 空间 中 也 能 芳 虑 它 
们 ,A. Weil 引入 了 一 致 空间 的 概念 ([4]), 现 
在 已 知 的 定义 方法 有 数 种 ， 下 面 除去 关于 拓扑 
的 分 离 性 外 用 Weil 给 出 的 定义 的 形式 叙述 之 
C11, (21. 

集合 X 的 直 积 XXX 的 对 角 集 (Cx, z)| z € 
X} 以 4 表示 之 ,对 于 X x X 的 子 集 U, V, Ф 
Ооу —{(х, у)1 有 适当 的 € X, HE Cx, 2D € 
U,(z,y)€ VIX 4 U i=[(z,y)|(y,z) 6 U). 

【一 致 空间 的 定义 】 设 集合 X 的 直 积 X x 
ХЕТ Фи 满足 下 列 条 件 D 一 V): D 
ЖОЄ, UCV, B| Vea; I # U, 
veg, Ш UNVE 2Z; Ш) HUEY, WJ 
SCU; IV) UE BW, WJ UE Ф; V) 对 
UE RM, HVE MW, f Vov C U. 此 时 , Ж 
为 在 X 中 由 2/ 定义 了 一 致 性 (或 一 致 结构 ) 
(uniformity), 属于 v 的 集合 称 为 关于 由 27 
定义 的 X 的 一 致 性 的 近 域 (法 entourage), 2 
称 为 近 域 系 (法 système d'entourage) 或 一 致 性 . 
当 对 集合 X 给 出 一 致 性 时 ,此 X 或 者 组 (X, 27) 
称 为 一 致 空间 . 

设 有 近 域 的 某 集合 多, 如果 对 于 任意 近 域 
U, 均 存在 Fe B, f VCU, N BHR 
性 的 基 (base for uniformity)， 对 于 一 致 空间 
(X, U), HE X X X 的 子 集 族 多 是 一 致 性 的 
基 ， 其 充分 必要 条 件 是 下 列 V) 同时 满 
R: U) ҒО, VEB, AWE SB, ис 
UNV; Ш) HUE B, WJ 4 C U; IV) # 
Ue, WA Ve 5, СИУ; V) # 
UEB, WH VEB, 使 VoV CU. 反之， 
4XxX 的 子 集 族 B 满足 I) 一 V 7 时, Bik 
U={UCKX x X|U &ЧЖЛ V € в), W 
对 X 定义 了 一 致 性 .关于 某 个 一 致 性 的 近 域 了 
是 对 称 的 (symmetric)。 ЖЇН V = И. 对 称 


的 近 域 的 全 体 构 成 一 致 性 的 基 . 

【一 致 空间 的 拓扑 】 设 CX, 27) 为 一 致 空 
lal, 对 于 X 的 子 集 4 和 XX X X 的 子 集 U, 定 
义 X 的 子 集 (y| 对 某 个 re A, (х, у)є0}, 
记 作 ОСА). 使 各 点 z € X 对 应 于 集 族 27 =) = 
{0010 є Oc}. 此 时 ,如 以 qz (z) 做 为 = 的 
邻 域 系 ! 则 唯一 确定 X 的 拓扑 . 此 拓扑 称 为 (X， 
PC) 的 一 致 拓扑 或 属于 一 致 性 的 拓扑 (topology 
of the uniformity,uniform topology), 当 谈 到 一 致 
空间 的 拓扑 时 ， 即 使 不 加 说 明 也 认为 指 一 致 拓 
JR. 于 是 一 致 空间 也 称 为 一 致 拓扑 空间 Cuni- 
form topological space), Wt B 为 一 致 空间 СХ, 
Фи) 的 一 致 性 的 基 , 就 各 点 x+E X 而 言 , BE) 
= (UG)|U € BY 构成 在 x 处 的 基本 邻 域 
Ж. X x X 中 考虑 直 积 拓扑 时 ,在 所 有 对 
称 的 近 域 中 、 开 集 的 全 体 及 闭 集 的 全 体 分 别 构 
成 一 致 性 的 基 . 一 致 空间 (X, UU) 是 拓扑 空 
闻 0! 的 充分 必要 条 件 为 :所 有 的 近 域 的 交 是 4, 这 
时 (X,Y) 的 一 致 性 称 为 一 到 性 (Ti-uni- 
formity), 而 (X, 2) 称 为 T, 一 致 空间 (Ti-uni- 
form space). T, 一 致 空间 恒 为 正则 的 ， 从 而 特 
别 是 立 拓 扑 空间 ， 故 当 一 致 空间 是 Th 拓扑 空 
间 时 也 称 为 Hausdorff 一 致 空间 或 者 分 离 的 
(separated) 一 致 空间 。 此 外 一 致 空间 满足 Txxo- 
нов 分 离 公 理 ', 特别 是 ,Ti 一 致 空间 也 是 完全 
EWH. 

【一 致 空间 的 例 】 1) REX WER XX 
х@ fai O0 4, ЖФ 37 — (UC Xx 
X|4C U), WJ (X, 27) ЖТ 80218], B= 
(4) 是 一 致 性 的 基 ， 这 个 一 致 性 称 为 离散 一 至 
4E (discrete uniformity). 

2) 一 致 邻 域 族 [(4)]. 在 集合 X 的 各 点 
处 ,对 于 同一 指标 集 A, 而 定义 X 的 子 集 U。(*) 
使 满足 下 列 条 件 让 一 iv) 时 , 称 (UL GO Jac G € 
X) 为 对 x 定义 的 一 致 邻 域 族 (uniform family 
of neighbourhoods); i) 对 任意 的 a, х, 有 z€ 
Ule); ü) 对 于 z, y€ X, z y, A a€ 4, 
使 y&U.CO; ii) 对 于 e, 8€ A, 可 适当 选取 
Y € 4, 使 对 所 有 r € X, BA U,G)CU.GCO 
U,G): iv) 对 ee 4, BIBGE ARS 8€ 4， 对 
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于 ғ.у, z€ X, # z€ U,(z2), y€ U (z), WI 
46 y€U.G). ҖЕ], 18 О, m (Gr, y)|z € 
X, y€ U.G)], M| {U-jae A) 满足 一 致 性 的 
基 的 条 件 。 而 且 根 据 ú) 它 满足 比 Ш) 更 强 


WAH: N 0. == A. Bii, 设 工 拓扑 群 ' G 


的 单位 元 的 基本 BRAH [Ulat A}, BS 
UL (х) = xU, 及 Us (x) = О.х, W| (UL CO) 
及 {U(x)} 都 是 一 致 邻 域 几 ,分 别称 为 左 一 至 
性 ', 右 一 致 性 +, 一 般 地 , 所 定义 的 两 个 一 致 性 
并 不 相同 (一 拓扑 群 ). 

3) 一 致 覆盖 族 . махі Ш Ж 
(u, 4 满足 下 列 条 件 129—0) 时 ，, 称 为 一 致 性 
ЖЖ (uniform family of coverings): i) 对 所 
有 的 ac A, (bun, 均 成 立 的 覆盖 44 仅 限 
于 覆盖 4={{zjjex; ü) 对 于 «he 4, 有 
TEA, HU, <U, U ly; ii) 对 于 ee4, 有 
B, 使 u, XU, (BD "n, UL AD A Dat), 当 
(U.GO (x € X) 是 X 的 一 致 邻 域 族 时 ， 如 
对 各 а, Ф Ц, {UG «s W (W.). 是 
— а. 其次, MU = (UL 为 X 的 
一 个 覆盖 时 ,定义 SCx, Ш) = U (leu). 
当 (ü. 是 一 致 覆盖 族 对 , 令 UL) = SC, 
U), 8] (U.G0). EX) ХН KBB 
É. ХЕХ АКА x 定义 站 一 
致 性 是 等 价 的 . 

4) 在 度量 空间 (X, d) 中 ,对 + > 0, E 
U, = (G, y)|aG, y)<r), HS M (Us, 
则 4 是 一 致 性 的 基 , 由 此 确定 的 一 致 拓扑 显然 
和 距离 拓扑 相同 . 

【一 致 空间 中 的 诸 概念 】 所 谓 一 致 空间 中 
的 诸 概念 不 外 是 对 拓扑 空间 的 种 种 概念 用 一 臻 
拓扑 的 语言 予以 描述 ,其 重要 者 列举 于 下 , 

所 谓 从 一 致 空间 (X, 27) 到 一 致 空间 (X 
ФИТ) 的 映射 了 是 一 至 连续 的 《uniformly contin- 
uous)， 系 指 对 于 任意 U'E BU'， 可 取 适 当 
BUER, ERË (х,у) eU, W GG), 
IEU. RA f ATXA X 的 -- 致 拓扑 而 
言 是 连续 的 , 即 若 使 用 一 致 邻 域 族 , 则 对 任意 =， 
可 确定 某 个 8, 使 得 当 ye ULC) 时 ,有 f(y) € 
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U&q60), MARSH. BX > x’, 
g:X'— X” 都 是 一 致 连续 的 , 则 pef X — X” 
也 是 一 致 连续 的 . 从 一 致 空间 (X , 2z) 到 一 臻 
空间 (Х', 77) FORUM f, 当 RI BER 
连续 时 ， 称 为 一 致 同 是 (uniform isomorphism), 
而 X,U) fi (X, 277) 称 为 一 致 同 胚 的 (uni- 
formly equivalent), 一 致 同 胚 是 由 一 致 拓扑 决定 
WAE. 一致 同 胚 的 概念 定义 了 一 致 空间 之 间 
的 等 价 关系 . 

在 同一 集合 X 上 定义 两 个 一 致 性 av 
41, BASE СХ, U1) — OX, Wd) 是 一 臻 
连续 时 , 称 一 致 性 2 比 一 致 性 6. 强 (stron- 
ger), RABE 20. ar BH (weaker), 4 201 be 
Ur 强 ( 弱 ) 而 2/, 和 U 不 相等 时 ， 称 为 Bl 
it M FRB). 离散 一 致 性 是 对 任意 集合 所 
能 定义 的 最 强 的 一 致 性 。 当 集合 X 的 近 域 只 限 
TF Xx X 时 ,所 得 的 一 致 性 是 最 弱 的 一 致 性 ,但 
这 不 是 Ti 一 致 性 。 若 限于 Ti 一 致 性 而 言 ， 
集合 x 上 所 能 定义 的 最 弱 的 一 致 性 一 般 不 存 
Ж. Ui 是 比 BW, 强 的 一 致 性 ， 其 充分 必要 条 
件 是 ;的 近 域 也 是 av 的 过 域 . 

设 了 为 从 集合 X 到 一 致 空间 (Y, 97) 的 映 
射 ,由 aCe, у) = (G0, 160) BRM X x X 
到 Y xY 的 映射 8 , 则 4 —i(g Xv)lveo) 
显然 满足 一 致 性 的 基 的 条 件 工 ) 一 V )， 于 是 由 
5 确定 的 近 域 全 体 的 集合 (一 致 性 ) W 称 为 在 
+ Z F Y 的 一 致 性 ЭС 的 原 象 (inverse image), 
4v 和 所 谓 使 1 是 一 致 连续 的 x 的 最 弱 的 一 至 
性 是 等 价 的 . 从 而 从 一 致 空间 (X , 26) 到 一 臻 
空间 (Y ,YY ) 的 映射 了 是 一 致 连续 的 ,其 充分 必 
要 条 件 是 在 f 之 下 一 致 性 97 的 原 象 比 一致 性 
UB, Ki MASA (X, UTR A, HEE 
等 映射 (4 一 X) 之 下 一 致 性 Ф 的 原 象 可 以 定 
义 一 致 性 97, 称 之 为 由 ФЕ 诱导 的 4 的 相对 一 
Bite (relative uniformity, relativization), 显然 ， 
= = {UNCA x AJU € zz). 一 致 空间 (4， 
9/7) BA (X , Фе) 的 一 致 子 空间 Cuniform sub- 
space). (4, 97) Ж-Е (X, 2z) 的 拓 
扑 在 4 中 诱导 的 拓扑 (相对 拓扑 )。 

设 (OG, Whe 是 一 致 空间 族 ， MA 


Bu X = [T x, 到 各 X, 的 射影 记 为 pc, 使 


iea 
pr, Z& ЗЕХН 27 称 为 直 
积 一 致 性 (product uniformity), (X, v) 称 为 
[OG 27): 的 直 积 一 致 空间 (product uni- 
form space), (X, BU) 的 拓扑 显然 是 (Xi, 2/1) 
的 拓扑 的 直 积 . 

【度量 化 】 设 4 为 在 集合 X 上 定义 的 纹 距 
离 ', 对 于 各 正 实 数 "， 令 Fw 一 {(z ,y)E XX 
Xld(z, y) < r), {Vale > 0} 显然 满足 一 至 
性 的 基 的 条 件 开 ) 一 V 7， 由 此 定义 的 一 致 性 称 
为 伪 度 量 一 致 性 (pseudo-metric uniformity) 或 者 
说 由 伪 距 离 生成 的 一 致 性 (uniformity generated 
by a pseudo-distance), 此 时 确定 的 一 致 拓扑 
显然 和 由 伪 距 离 2 引起 的 拓扑 相同 。 当 在 X 上 
适当 确定 伪 距 离 d, 由 此 产生 的 伪 度 量 一 致 
性 和 由 qv 产生 的 一 致 性 恰好 能 够 相同 时 ， 一 
致 空间 (X, 2) 称 为 可 伪 度 量化 的 《pseudo- 
metrizable)， 当 伪 距 离 4 能 取 做 距离 时 , 相应 地 
称 为 可 度量 化 的 (metrizabke)。 一致 空间 可 伪 度 
量化 的 充分 必要 条 件 是 其 一 致 性 的 基 可 取 为 可 
数 的。 从 而 为 使 一 致 空间 可 度量 化 , 其 充分 必 
要 条 件 是 : 其 一 致 性 是 T, 一 致 性 并 且 具 有 可 
数 的 基 。 当 对 集合 Xx 定义 了 伪 距 离 族 P 时 ， 对 
任意 的 d € Р 和 任意 正 实数 r, Q Var =i Cay) 
€X x Xla(z,y)< r). 使 所 有 的 Ve, 均 为 
近 域 的 最 弱 的 一 致 性 称 为 由 伪 距 离 族 生 成 的 一 
致 性 (uniformity generated by pseudo-metrics), 
也 可 以 说 这 是 使 属于 P 的 所 有 伪 距 离 在 XXX 
上 关于 直 积 一 致 性 而 言 同时 一 致 连续 的 X 的 最 
BHK. 

所 有 的 一 致 空间 X 的 一 致 性 和 在 直 积 一 致 
空间 X x X 上 一 致 连续 的 伪 距离 全 体 Px 所 生 
成 的 一 致 星 是 相同 的 。 由 此 进一步 可 知 , 所 有 
的 一 致 空间 X 与 (其 个 数 等 于 Px 的 基数 的 ) 伪 
度量 空间 的 直 积 的 子 空间 一 致 同 胚 。 特别 是 ， 
T, 一 致 空间 与 (其 个 数 等 于 Px 的 基数 的 ) 度 量 
空间 的 直 积 的 子 空间 一 致 同 胚 。 在 拓扑 空间 
(X, r) 中 能 够 定义 一 致 性 , 使 其 一 致 拓扑 和 
相同 的 充分 必要 条 件 是 X, r) 满足 Тихонов 


分 离 公理 ', 特 别 是 ,其 一 致 性 是 T, 一 致 性 的 充 
分 必要 条 件 为 :(X, r) 是 完全 正则 '* 的 ([21)。 

【完备 性 】 关于 一 致 空间 (X, 20), x 
的 子 集 4 对 十 UE BU 有 AX ACU 时 , 称 4 
为 U BUNE (small set of order U), H A, 
B 是 口 阶 小 集合 , 则 AUB 也 是 UU 阶 小 集合 . 设 
AX EBT S, 如果 对 于 任意 的 Uc, 
它 均 含有 U 阶 小 集合 ， 则 了 称 为 〈 关 于 一 致 
TE 97 у) Cauchy 滤 子 〈Cauchy filter), BIZ 
有 任意 小 集合 的 滤 子 。 一 致 空间 的 收效 滤 子 是 
Cauchy BF. 设 f 为 从 一 致 空间 X 到 一 致 空间 
X' 的 一 致 连续 映射 ， 则 X 的 Cauchy FA 
f 之 下 的 象 还 是 X” 的 Cauchy FI, 若 一 点 
是 Cauchy WF S 的 每 个 集合 的 触 点 ， 则 它 是 
他 的 极限 点 ， 从 而 被 收敛 于 点 = 的 滤 子 所 包含 
的 Cauchy 滤 子 也 收敛 于 点 x, 这 是 明显 的 . 

一 致 空间 (X, WU) 的 有 向 点 族 ' XOD 一 
{recon (A RHE < EXHAR), MR 
对 任意 的 UE 26, 均 可 适当 选取 re, (E 
对 所 有 的 «o, <8, BIH Cras жи) EU, WJ 
称 为 〈 关 于 一 致 性 27 的 ) Cauchy 有 向 点 族 
(Cauchy directed family of points, Cauchy net, 
(21) 或 者 基本 有 向 点 Ж (fundamental directed 
family of points), 特别 是 ， 对 自然 数 全 体 N， 
在 上 述 条 件 之 下 (N) 称 为 Cauchy 序列 
(Cauchy sequence) 或 医 本 序列 《fundamental 
i {ra} X Cauchy 有 向 点 族 ， 
对 于 acA, Ф A.= (z,€ (0) |а <P}, M 
B= fA lac %) BFE, i B rH og LR 
FÈ Cauchy BT. 如 用 伪 有 向 点 族 代替 有 向 
AU. 也 可 以 同样 处 理 . 设 了 是 Cauchy HF, 
JE 9, X T U,Ve 9, 4 UDV 时 , 定义 
MX UV, 则 3 按 此 二 是 伪 有 向 集 .于 是 由 各 
UES 选 出 一 点 zu, 构成 伪 有 向 点 族 {xv}ves， 
这 是 Cauchy 伪 有 向 点 族 . 关于 Cauchy Ж 
子 的 收敛 性 的 命题 ， 可 以 用 和 它 等 价 的 关于 
Cauchy(〈 伪 ) 有 向 点 族 的 收敛 性 的 命题 的 形式 来 
#0. 

一 致 空间 X 的 Cauchy ТЖД 
JR. 所 有 的 Cauchy 滤 子 都 是 收敛 的 一 致 空间 


sequence), 
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称 为 (关于 它 的 一 致 性 ) 完备 的 (complete). 
完备 的 一 致 空间 简称 为 完备 空间 (complete 
space), 完备 空间 的 闭 子 空间 关于 相对 一 致 性 
是 完备 的 。 特别 是 , 可 度量 化 的 一 致 空间 是 完 
备 的 , 其 充分 必要 条 件 是 它 的 所 有 Cauchy 序 
列 是 收敛 的 ， 这 和 对 度量 空间 的 完备 性 的 定义 
是 相同 的 (一 度量 空间 ). 

由 一 致 空间 x 到 一 致 空间 X' 的 映射 1 在 
X 的 子 集 A 上 是 一 致 连续 的 《uniformiy contin- 
uous on a subset), ЖН f 向 4 的 收缩 关于 相对 
一 致 性 是 一 致 连续 的 。 设 f 是 由 一 致 空间 X 的 
子 集 4 到 完备 的 T, 一 致 空间 中 的 一 致 连续 映 
射 , 则 可 以 唯一 地 扩张 为 4 上 的 一 致 连续 映 
LEA 

度量 空间 可 以 由 一 一 等 距 ! 映 射 映射 到 完 
备 度量 空间 的 稠密 子 集 上 ,而 Ty 一 致 空间 和 T, 
完备 空间 的 稠密 子 空间 是 一 致 同 胚 的 ， 如 果 有 
由 一 致 空间 CX, Oe) 到 完备 空间 СХ", 27%) 
中 的 一 致 同 胚 映射 f, 使 得 KX) 是 X" WORE 
FH, MWA G, (Х*, 27*)) 称 为 (X, 20) 的 
tdt (completion), T, -- 致 空间 的 Ti 完备 化 
是 唯 -的 (一 致 同 胚 的 看 做 是 同一 的 ). 

【和 紧 空 间 的 关系 】 拓扑 空间 СХ, r) 上 
的 一 致 性 27 和 是 相 容 的 (compatible), ЖН 
由 UW 产生 的 一 致 拓扑 和 z 是 相同 的 ， 当 和 上 
相 容 的 Ф 存在 时 , (X, r) (Ë т) 便 称 为 可 一 致 
4689 Cuniformizable), ЖЕ Hausdorff 空间 СХ, 
т) 中 和 上 相 容 的 一 致 性 是 唯一 确定 的 。 此 时 
由 4 在 XXX 中 的 邻 域 的 全 体 组 成 ， 而 
紧 Hausdorff 空间 关于 此 一 致 性 是 完备 的 。 因 
此 紧 Hausdorff 空间 的 所 有 子 空间 都 是 可 一 致 
化 的 。 又 所 有 局 部 紧 Hausdorff 空间 也 是 可 一 
致 化 的 。 由 紧 Hausdorff 空间 到 一 致 空间 的 连 
续 映射 是 一 致 连续 的 。 所 谓 一 致 空间 (X, 27) 
是 全 有 界 的 (romlly bounded) 或 准 紧 的 《precom- 
pact)， 系 指 对 于 各 Ue 2v , 均 有 由 有 限 个 U 
阶 小 集合 所 组 成 的 X 的 覆盖 .要 使 一 致 空间 是 
紧 的 , 全 有 界 且 完备 是 充分 必要 的 。 设 f 为 由 
一 致 空间 x 到 一 致 空间 Y 的 一 致 连续 映射 
则 x 的 全 有 界 子 集 4 的 像 A) 是 Y 的 全 有 界 
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子 集 (以 上 一 [1], 2D. 另外 , 当 (X, 26) 的 
FHA, 关于 相对 一 致 性 是 全 有 界 时 称 为 是 全 
ЖЮ. 在 一 致 空间 X 中 , 做 为 各 点 的 邻 域 基 
可 取 全 有 界 的 开 集 时 ，X 称 为 局 部 全 有 界 的 
(locally totally bounded), 

【拓扑 完备 】 设 X, Y, ACX, BCY 都 
是 完备 T, 一 致 空间 ,而 做 为 一 致 改善 族 的 基 其 
基数 至 多 是 r+ 时, 若 有 拓扑 映射 使 K47 = В, 
MJ f 可 分 别 扩张 到 X, Y 中 至 多 是 = 个 开 集 的 
交集 上 CM. A. Лаврентьев), 由 此 , 4 X, Y 
都 是 度量 空间 时 ， 度 量 空间 X 和 完备 度量 空间 
同 胚 的 充分 必要 条 件 为 :X 是 完备 空间 的 6: 集 * 
〈[6])。 将 此 性 质 赋予 扰 扑 的 特征 时 ,度量 空间 
X 和 完备 度量 空间 同 胚 的 充分 必要 条 件 为 : X 
是 拓扑 完备 的 《E. Cech 1937)。 这 里 所 谓 拓扑 
完备 空间 (topologically complete space) RE 
是 Hausdorff 空间 且 和 某 紧 Hausdorff 空间 的 G, 
集 同 胚 ,也 称 为 Young 空间 (Young space). 

{#) [1] N. Bourbaki, Topologie générale, chap. 
2, Actualités Sci. Ind., Hermann, 1940, iTA 1961; 
[2] J. L. Kelley, General topology, van Nostrand, 1955; 
[3] J. W. Tukey, Convergence and uniformity in topol- 
ову, Princeton, 1940; [4] A. Weil, Sur les espaces à. 
structure uniforme et sur la topologie génécale, Actualités 
Sci. Ind., Hermann, 1938; [5] AARAA ERT 
АБИЕВ IL eae, 1965; [6] MARG, tri emma, W 
ЭЕ, 1947; [7] J. R. Isbell, Uniform spaces, Amer. Math. 
Soc. Math. surveys, 1964, [8] Н. Nakano (HERE 


00), Uniform spaces and transformation groups, Wayae 
State Univ. Press, 1968. 


一 致 收敛 
gence uniforme 4È gleichmassige Konvergenz 4k 
равномерная сходимость 日 — В) 【 实 值 
函数 序列 的 一 致 收 侣 】 所 谓 在 集合 B 上 定义 
的 实 值 函数 序列 (7.60) 5 Ев t-a Рай 
数 f(z) 或 者 说 是 一 致 收效 的 《uniformly conver- 
gent), Afi fa RFK lll sup (le GO | x € 
B) dele AY, BD lim f. = П = 0. itm 
来 ， 对 于 任意 正 数 s, 可 适当 确定 一 个 与 + 无 
关 的 自然 数 N ,使 得 对 于 所 有 的 >N E z€ B, 
С) — f(x)1 < e 均 成 立 。 一 致 收敛 也 称 为 
均匀 收敛 . 根据 实数 的 完备 性 (Cauchy 判别 准 
WJ), 函数 序列 {1,(x)} 一 致 收敛 于 某 个 函数 的 


[Ж uniform convergence 法 conver- 


充分 必要 条 件 是 对 于 任意 正 数 ©, 可 确定 一 个 
与 x 无 关 的 自然 数 NN, 使 得 对 于 mn >N 及 
所 有 的 z€ B. lin) 一 加 (xz)| < e 均 成 立 . 
函数 项 级 数 хи G) 或 无 穷 乘 积 П Һс) 


的 一 致 收 化 可 由 其 部 分 和 或 部 分 积 的 序列 的 一 
致 收敛 来 定义 .特别 是 , 若 取 绝对 值 的 函数 项 级 
BD) IG)! 在 B 上 一 致 收敛 ， 则 原 级 数 


У.) 也 在 B 上 一 致 收敛 ,此 时 称 > fae) 
是 一 致 绝对 收敛 的 〈uniformly absolutely conver- 
gent, absolutely and uniformly convergent). 

对 于 函数 序列 (/.GO), їйрє 1 G0 15M. 
的 常数 序列 (ML). 称 为 它 的 强 级 数 (dominant, 
majorant)。 具 有 收敛 的 强 级 数 >, м, 的 函数 


项 级 数 У) 1.0) 是 一 臻 绝对 收敛 的 《Weier- 
strass 判别 法 )， 另 外 ,或 者 D f(x) 在 B 上 一 
致 收敛 ,而 对 于 函数 序列 4460), D 18,00) 
Aca GO] 的 部 分 和 是 一 致 有 界 的 ( 即 有 与 *e B 
无 关 且 与 项 数 无 关 的 上 界 ), 或 者 7 la) 
Аас 在 B 上 一 致 收敛 且 1.00. BUF 
4 而 | 如 (| 的 部分 和 是 一 致 有 有 界 的 ,在 这 
RMSE, DG.) EB EME 
致 收敛 的 . " 

(BO AE UO 设 {f。(z) DS B E 
的 实 值 函数 序列 , 当 对 各 点 zae 8, 数 列 {f(xo)} 
BAT Ка) 时 ， 称 如 (z) BERBER (pointwise 
convergence) Si MMR (simple convergence) 
FIC). WB ERR 1(z) 以 Re = J] R 
фк [160 — Ul 表示 时 ,这 不 外 是 在 R* 


的 直 积 拓扑 ?下 ,点 列 LJ.) 收敛 于 [ 力 。 

当 B 是 拓扑 空间 , {f,(x)} 是 连续 函数 列 
时 ,即使 它 逐 点 收敛 于 f(x), 极限 1 也 未 必 
是 连续 的 ,车 一 致 收敛 于 f(x), N f(x) 是 连续 
的 .反之 ,即使 极限 函数 f(x) 是 连续 的 ,也 未 必 
是 一 致 收 化 的 ,特别 是 , 当 B ERR) iE 
ЗВ) С) (о) 或 1,601,400) 


时 ,如 果 (7 G0 ) 逐 点 收敛 于 连续 函数 102) , 则 
必 是 一 致 收敛 的 《Dini 定理 ). 

【 集 族 上 的 一 致 收敛 】 在 解析 学 中 常常 说 
函数 序列 {j(z)} 广 义 一 致 收 仇 Cuniform conver- 
gence in wider sense) 于 f(x), 这 个 术语 有 两 
个 意义 ， 或 指 对 定义 域 B 的 各 点 xo ABR 
UU 存在 , (EU E (f.G0)) 一 致 收敛 于 f(x), 或 
指 在 内 各 紧 集 K 上 (0,60) 一 致 收敛 于 K). 
在 8B 是 局 部 紧 空间 ' 时 这 两 个 定义 是 一 样 的 ,但 
MEE, WEAR RBM (uniform 
convergence on compact sets)。 一 般 地 , 设 有 8 的 
子 集 族 B, 对 B 上 定义 的 实 值 函 数 全 体 的 集合 
$3， 由 范 数 族 上 x==sup { Kx)| |x € K}(K € P) 
可 以 引入 拓扑 ,关于 此 拓扑 ,函数 序列 {fj,(x)} 
KAT 1(x) 时 ， 称 IG) ERR S E SUE 
#& Cuniform convergence on P), 特别 是 ， 当 第 
2 (в) 或 为 ((z)|z€ B) 或 由 B 上 全 体 紧 集 
构成 时 , 便 分 别 相当 于 通常 的 一 致 收敛, 逐 点 收 
伍 ， 紧 一 致 收敛 。 在 季 是 可 数 集 时 ,拓扑 了 是 
可 度量 化 的 '。 而 且 , 以 上 的 许多 定义 及 结果 ， 
也 可 以 推广 到 其 函数 值 是 复数 ， 或 在 赋 范 空间 
内 ,或 在 一 般 的 一 致 空间 内 的 情形 . 

【映射 空间 的 拓扑 】 对 于 拓扑 空间 X, Y, 
用 CCX, Y) 表示 全 体 连 续 映射 1/:X — Y 的 集 
Ф. СОХ, Y) 或 其 子 集 S 都 称 为 映射 空间 
(mapping space, space of continuous mappings). 
自然 映射 Ф: F ХҮ 由 OG, z) = 1G) 
GES, € X) 来 定义 ， 对 X 的 紧 集 K RY 的 
FU, 4 WC(K,U)={f€ SIKK)CU}, 以 
ARAW (Kis U) 的 交 作为 开 集 系 的 基 , 从 而 
xt S 引入 的 拓扑 ， 称 为 映射 空间 S 的 紧 开 拓 
db (compact-open topology)。 若 对 于 X 的 任 一 
ETM K。 当 由 在 于 x 大 上 连续 时 , 称 由 在 紧 
区 上 连续 . ЖХ, Y 为 Hausdorff 空间 ', 则 紧 开 
拓扑 是 能 使 $ 在 紧 区 上 连续 的 3 的 最 弱 ' 拓 
dh. 又 此 时 车 关于 此 拓扑 是 紧 的 , 则 紧 开 拓 
扑 和 逐 点 收敛 拓扑 是 一 致 的 . 

再 者 , 当 Y 是 度量 空间 !( 一 般 地 , 当 Y 是 一 
致 空间 ') M. S 的 紧 开 拓扑 和 紧 一 致 收敛 拓 
扑 是 一 致 的 。 所谓 了 3 在 x€ X 是 等 度 连 续 的 
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(3 equicontinuous 法 également continu), ЖЇН 
对 任意 s > 0《〈 若 为 一 致 空间 ， 则 对 Y 的 任意 
近 域 ! V CY x Y) 可 适当 取 x М О, 使 
得 对 于 所 有 peU K FES, HA oY), 
Hp))<=e《 若 为 一 致 空间 , 则 (1(x),1Cp)) € V) 
成 立 . 当 X 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 时 ,从 X 到 
Y 的 连续 映射 族 字 关 于 紧 开 拓扑 ， 即 紧 一 致 收 
敛 拓扑 是 相对 紧 的 〈 即 闭 包 是 紧 的 ), 其 充分 必 
要 条 件 为 : 在 各 点 rE X 处 ，3 是 等 度 连 续 的 ， 
BRE (Golfe S) 是 了 的 相对 紧 集 (Ascoli 
еш). 特别 是 , LY 是 实数 空间 时 , 2 3 是 
等 度 连续 且 一 致 有 界 的 ， 则 3 是 相对 紧 的 , 从 
而 由 S 的 任意 函数 序列 f, 中 必 可 选 出 紧 一 至 
WRF EA fac) CAscoli-Arzelà 定理 ). 

CERK] Р. Monte! (1912) 将 对 于 紧 一 至 
收 务 拓 扑 为 相对 紧 的 函数 族 称 为 正规 族 Caor- 
mal family), 这 个 术语 特别 适用 于 复 解析 函数 
Ж. 这 时 ， 函 数值 容许 为 co ， 象 空间 Y 便 是 
Riemann 球面 +. 他 用 这 个 概念 成 功 地 统一 处 理 
了 当时 已 知 的 复 变 函数 论 的 许多 结果 . 

有 限 维 复 流 形 X 上 的 一 致 有 界 的 解析 函数 
1k S 是 正规 族 (Montel Ж). HH, S 
的 所 有 函数 若 不 取 三 个 确定 数 作为 值 ， 便 是 正 
MK. 而且， 各 个 f€ 所 不 取 的 三 个 值 即 
使 随 f 变化 ， 只 要 它们 在 Riemann 球面 + 上 的 
距离 是 下 方 有 界 的 ， 那 末 S 也 是 正规 族 ， 由 
此 证 明了 Picard 定理 '。 即 设 v= JG) 在 
[21 < оо 上 是 亚 纯 函 数 ,在 环形 域 D = {1 < 
la| <2} 上 考虑 函数 族 1.) = 1/2), à 
f(z) 是 超越 函数 时, 因 7,00) 在 D 上 不 能 是 正 
Rik. Kt) 最 多 除 两 个 值 外 将 取 所 有 的 值 . 
G. Julia 用 类 似 的 方法 将 结果 精密 化 ， 而 得 到 
KF Julia 方向 + 的 结果 . 

Е. Мапу 对 单 变量 解析 函数 (或 亚 纯 函 数 ) 
w= f(z) 使 用 球面 导数 (spherical derivative) 
IOIA + 1С) |， 证 明了 为 使 解析 函数 
JE 3 = (0G) 是 正规 族 ， 其 充分 必要 条 件 为 
fe 3 的 球面 导数 是 一 致 有 界 的 。 此 定理 包含 
TER Montel 定理 及 其 各 种 推广 。 如 果 适 当 
ABE, 也 可 证 明定 量 的 结果 ,例如 关于 Borel 
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方向 + 的 定理 . 

从 单 变量 解析 函数 族 的 任意 函数 序列 
f. 中 选 出 适当 的 子 序列 jeo。 当 J. EREM 
立 点 的 剩余 部 份 上 一 致 收敛 时 ， 称 3 为 氢 正 
Mik Cquasi-normal family)。 此 时 , 车 非 一 致 收 
敛 点 的 最 少 个 数 是 p, ЙЇЎ S OS PER DLE НА 
Ж. 例如 Pp 叶 函 数 ' 最 多 是 p 阶 所 正规 族 . 

正规 族 在 复 变 函 数论 方面 的 应 用 ， 除 上 述 
的 值 分 布 论 之 外 ， 也 用 来 证 明 某 个 泛 函 的 极 值 
函数 的 存在 ， 它 经 常 是 作为 正规 族 中 的 函数 序 
列 的 子 序列 的 极限 而 构造 出 来 的 。 Riemann Bi 
射 定理 + 的 证 明 便 是 一 例 。 另 外 ,关于 全 纯 函 数 
的 迭代 (iteration ) 的 极限 函数 的 研究 等 ,我 们 还 
不 知 别 的 有 力 的 方法 呢 ! 关 于 亚 纯 函 数 的 迭代 ， 
Julia (1919) 详细 研究 过 ,至 于 初等 超越 函数 的 
迭代 也 被 研究 过 . 作为 其 它 的 应 用 , А. Winner 
(1949) 利 用 多 变量 解析 函数 的 正规 族 给 出 解析 
函数 的 隐 函 数 定理 的 精密 化 . 


[8] [1] N. Bourbaki, Topologie générale, chap. 
X, spaces fonctionnels, Actualités Sci, Ind., Hermann, 
1949, 修订 版 1963; [2] J. L. Kelley, General topology, 
chap. 7, van Nostrand, 1955; [3] J- Dieudonné, Founda- 
tions of modern analysis, Academic Press, 1960. XFS 
数 的 正规 族 : [4] P. Montel, Lecons sur les familles пог. 
males de fonctions analytiques et leurs applica 
thier-Villars, 1927; [5] G. Valiron, Familles 
et quasinormales de fonctions méromorphes, Gauthier- 
Villars, 1929. 


范畴 和 函 子 [XX category and functor 法 caté- 
gorie et foncteur 德 Kategorie und Funktor i 
категория и функтор 日 @& BO) GEW 
作为 一 例 ,考虑 所 有 的 群 。 在 任意 两 个 群 X,Y 
之 间 , 有 各 种 同 态 Xo Y. HSS Hom(X, 
Y). 对 于 两 个 同 态 [:X— Y, g:Y—Z, 可 以 确 
定 同 态 gef:X — Z 作为 其 合成 。 像 这 个 例子 
这 样 , 一 般 地 , 设 确定 了 数学 对 象 object》 的 一 
个 范围 , 对 于 该 范围 内 的 任意 两 个 对 象 X,Y ， 
又 指定 了 称 为 从 X 到 YY AVM (Ж morphism, 
arrow ¿k morphisme, flèche) 的 集合 Hom(X, 
Y). 设 对 于 射 f€ Hom (X, Y), g€ HomY, 
Z), MEM gof € Hom (X, Z), 称 为 它们 的 合 
HR (composite 法 composé), $} f€ Hom (X, 


Y) 也 可 以 写 做 f;X 一 了 Ж Xe Y, KH, 
如 果 满足 下 列 三 条 件 ( 公 理 ), 则 所 给 定 的 对 象 、 
射 、 合 成 的 总 体 概念 称 为 范畴 . D ХРИ): 
X— Y, z:Y >Z, k:Z >W, 有 (вор) 
Ae(gof)s 2) 对 于 任意 对 象 XX, 有 某 射 lx:X 一 
X, 使 得 关于 任意 射 ХҮ, g:Z — X 均 有 
jolx 一 1，1xog =g; 3) 如 果 对 象 序 对 (X, 
Y), CX’, Y) 不 相同 ， 则 Hon (X, Y) 和 
Hom (X’, Y’) 是 不 相交 的 .。 

由 条 件 1), Hom (X, Y) 关于 合成 运算 构 
RER. 这 个 半 群 由 条 件 2) RS lx. 
于 是 1x 由 X 唯 一 确定 .条 件 3) 意味 着 对 于 射 
1, 使 f€ Hom (X, Y) 的 对 象 序 对 (X, Y) 是 
唯一 确定 的 。 由 此 , 仅 将 射 及 其 合成 作为 基础 
也 可 以 给 出 范畴 的 定义 。 

范畴 名 的 全 体 对 象 写 做 OOM), 全 体 射 
GAFE) XECE) 也 可 以 简写 为 Xe 
€. Hom(X, Y) 也 可 详细 写 做 Hom, (X , 
Y). НФ 的 子 范畴 (subcategory) «^, 是 
指 ОФ) COMO), KF X, YES 有 
Ноти, (X, Y )C Hom, (X, Y), RHE E’ HAY 
的 合成 和 在 多 中 的 合成 彼此 相同 而 言 。 特别 
是 , 当 对 于 任意 X, Ye ©, 1 Home (X,Y) = 
Hom, (X, Y) tj, @ WHS WHS CX fun. 
法 pleine) 子 范畴 。 范畴 Q, C: WR E x 
SL BUS REM AN BERE AOT EGRE X 2. 

【范畴 的 例 ] 1) 集 范畴 。 以 集合 为 对 象 
以 其 间 的 喘 射 为 射 ， 以 映射 的 合成 作为 射 的 合 
成 , 便 得 到 一 个 范畴 。 称 之 为 集 范畴 (category 
of sets), È 。 其 中 对 于 
BRD, 约定 Hom (Ф, Y) 恒 由 一 个 元 素 构 
成 ,而 当 Y = Ø ttt Hom(Y, Ø) 为 空 的 。 
2) 群 范畴 (category of groups), 以 群 为 对 象 ， 
以 其 间 的 同 态 为 射 , 得 到 的 范畴 已 如 上 述 。 以 
(Gr) RAZ. 若 对 象 仅 限于 Abel 群 , 则 作为 
(Gr) 的 完全 子 范畴 得 到 Abel 群 范畴 (category 
of Abelian groups). LÀ (Ab) 表示 之 。3) 模范 
Be. HERR, 以 左 R 模 为 对 象 ， 以 R 线 性 映 
RHR, 得 到 一 个 范畴 。 称 之 为 左 R 模范 畴 
(category of R-left modules), 以 nH 表示 之 。 


同样 地 , 也 可 以 定义 右 R 模 范畴 Me RE 
单 式 环 ! 时 , 将 对 象限 于 单 式 左 ( 右 )R 模 ,得 到 
完全 子 范畴 。 通常 简单 地 称 之 为 左 ( 右 )R 模 范 
Bi. 再 者 如果 尺 是 交换 的 , eM 和 -As 可 以 
看 做 是 相同 的 . 特别 是 , 当 R— Z (整数 环 ) 时 ， 
se 和 (Ab) 可 以 看 做 是 相同 的 . 当 R 为 域 时 ，、 
nA 也 称 为 R 上 线性 空间 的 范畴 ，4) 环 范畴 . 
以 环 为 对 象 , 以 环 同 态 为 射 可 得 到 范畴 。 特别 
是 , 仅 以 单 式 交换 环 为 对 象 ， 以 单 式 同 态 为 射 
得 到 的 范畴 简称 为 交换 环 范畴 (category of 
commutative rings), Sf (Rings). 5) 流 形 范 
Bé. 以 可 微 流 形 为 对 象 , 以 可 微 映 射 为 射 得 到 
范畴 .关于 解析 流 形 和 解析 映射 也 同样 。6) H; 
扑 空间 范畴 .以 拓扑 空间 为 对 象 ,以 连续 映射 为 
射 得 到 范畴 . 称 之 为 拓扑 空间 范畴 (category of 
topological spaces), Д (Top) 表示 之 .另外 , 以 
连续 映射 的 同 伦 类 为 射 ， 用 自然 方法 确定 其 合 
成 , 得 到 新 的 范畴 。 fk CHo) 或 (Htp). 7) 
固定 伪 序 集 !。 以 了 的 元 素 为 对 象 ,以 r< y 
的 了 的 元 素 对 (x, y) 为 从 * 到 > 的 射 ,得 到 范 
Bi. FEAL Ce, у), Су, z) 的 合成 规定 为 (x， 
z). 

在 1)—6) 中 , 对 象 的 全 体 ОЬ) 不 是 集 
合 而 是 类 ' (一 集合 [类 ])。 关 于 范畴 的 逻辑 基 
fili L5], [6]. 

【图 表 】 若 给 定向 量 集 { 4.} 和 点 集 {Bp}， 
关于 各 向 量 A, 确定 其 始点 和 终点 , 则 { 4。, By} 
称 为 图 表 (diagram)。〔 通 常 仅 处 理 所 有 的 B, 
都 是 某 个 A. 的 始点 或 终点 的 情形 )( 图 1)。 所 
谓 范畴 % 的 图 表 是 指 在 某 个 图 表 {4。 By} 
E, ЖАТ 4。 对 应 于 射 [€ Hom (X, YXX, 
Y € Ob(%)), 使 各 个 点 В, 对 应 于 对 象 Z, € 
E), HÀ A, 的 始点 是 By, 终点 是 B, W 
fa € Hom (By, B,) MÈ (图 2)。 再 者 , 当 取 任 
意 二 点 By, B, 时 ,对 于 任意 的 以 B, 为 始点 ，B， 
为 终点 的 癌 量 的 结合 uoo Aan CR A, 
的 始点 是 Bes Aai 的 终点 是 Ai 的 始点 , Н 
4。 的 终点 是 B,) F fom fann? "5 fa, EX 
固定 的 射 (€ Hom (By, B,)), WX PIES 
中 的 图 表 称 为 交换 图 表 (commutative diagram), 
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例如 图 2 是 交换 图 表 , 因为 foh = pet 
成 立 . 


"== Av Bs nex 
ES NOE 
Н у 

- м? 


【 诸 定义 】 在 范畴 m. ХУ 是 
同 构 射 (或 同 构 ) (isomorphism，equivalence), 系 
指 存在 着 适当 的 射 g:Y — X, 使 fog = lv, 
ко] = i. Ri, g 由 了 唯一 确定 ， 它 也 是 同 
HOO. g 称 为 f RE (inverse morphism), g 
的 逆 射 是 j. MAAS at 1:X CE Y. 当 同 
Ei X — Y 存在 时 ， 称 X, Y 是 同 构 的 〈ivo- 
morphic), jd29 X а Y。 同 构 射 的 合成 是 同 构 
射 。 特别 是 ， 同 构 射 X — X 不 外 是 半 群 
Нот (X, X) 的 可 逆 元 。 称 之 为 X 的 自 同 构 
Cautomorphism)。 同 构 射 在 集 范畴 中 是 双 射 ， 在 
群 范畴 中 是 同 构 , 在 R 模 范畴 中 是 RR 同 构 , 在 环 
范畴 中 是 环 同 构 ， 在 可 微 流 形 范畴 中 是 微分 同 
胚 ,在 拓扑 空间 范畴 中 是 同 胚 . 所 谓 射 1:X 一 Y 
是 单 射 (monomorphism, injection), 系 指 对 于 任 
意 对 象 Z 和 射 u,v:Z 一 X(u H v) A fou 天 
fov. 所谓 fX 一 Y 是 满 射 (epimorphism，sur- 
jection), APEX AM, AIT ERA u, v: YZ 
Cu 0) 均 有 uof = vof, ERER , 单 射 及 
请 射 和 作为 映射 的 单 射 和 满 射 (一 集合 ) 是 一 至 
的 . 既 为 单 射 又 为 满 射 时 称 为 双 射 《bijection)。 
同 构 射 恒 为 双 射 ， 但 在 一 般 范 畴 中 其 逆 不 成 
立 。 

对 于 到 X 的 两 个 单 射 有 :Xi 一 X, hiXi 
X， 如 果 有 两 个 射 n:Xi— Xs pi o X, 使 
ËP = hon. h = hee, VES fis h SOY 
(图 3)。 由 这 个 等 价 关系 构成 的 类 称 为 X 的 子 
对 象 (subobject)。 同样 地 ,将 由 X 出 发 的 满 射 进 
行 分 类 可 以 定义 商 对 象 〔qvotient object), 

如 果 范畴 © 中 的 对 象 。 满足 条 件 “ 对 十 任 
意 对 象 Y, Hom(Y, e) 均 由 一 个 元 素 组 成 ”、 
Ше E 中 的 终 对 和 象 《final object), AVE 
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对 偶 地 ， 如 果 对 象 “ 满足 条 件 “ 对 于 任意 对 象 
Y, Hom (e, HIH- AERAR”, 则 <' 称 为 
名 中 的 始 对 象 《initial object, cofinal object), 在 
两 个 终 对 象 之 间 ,可 唯一 确定 同 构 射 , 关 于 始 对 
象 也 如 此 .在 集 范畴 中 凡 由 一 个 元 素 组 成 的 集 
合 , 在 拓扑 空间 范畴 中 凡 由 一 点 组 成 的 空间 ,都 
是 终 对 象 ， 在 群 范畴 和 模范 畴 中 仅 由 单位 元 或 
零 元 组 成 者 都 既是 终 对 象 同时 也 是 始 对 象 .在 
交换 环 范畴 中 零 环 (0) 是 终 对 象 , 整数 环 Z 是 

Je x 

X, 


m 
KNA 
— AS. 


图 3 图 4 


САМУИ АА) 对 于 范畴 E 中 的 对 
BX, Xr, WUET A ЕХ RPA p: 
P 一 Xi(i = 1, 2) 组 成 的 组 (P。 Pi р) 称 为 
Xis Xa 的 直 积 〈direet product); 对 于 任意 射 
fi X X G = 1, 2), 使 piof = f, RIL W H 
{XSP 是 唯一 存在 的 (图 4)， 若 (P, рі, РІ) 
也 是 点 积 , 则 由 上 述 条 件 可 知 ,使 zief — pG = 
1,2) 成 立 的 射 f:P 一 P' 是 唯一 确定 的 ， 这 是 
同 构 射 ， 在 此 意义 下 , 直 积 是 唯一 的 ， 用 Xx 
X, XIX: 表示 X, X, WAR. 集合 、 群 、 
环 、 拓 扑 空间 等 范畴 的 直 积 与 在 各 相应 项 目 中 
所 叙述 的 直 积 概念 是 一 样 的 在 一 般 范 畴 中 ， 
直 积 未 必 存在 . 今 设 关于 对 象 X, 其 直 积 XXX 
存在 ， 则 使 lx = proAx = родх 成 立 的 射 
Ax:X 一 X X X 是 唯一 确定 的 。 称 为 X 的 对 
角 射 《diagonal morphism), 4 i HR СХ, х 
Xas pis pO. 与 (Xi X Xi, p's Р) 存在 , 若 给 定 
射 ХХ = 1, 2), WE piof = орі 
1,2) 成 立 的 射 大 Xi X X, — X, x X, 是 唯一 
确定 的 。 这 个 f A xf. 若 给 定 射 8;:X 一 
X,G — 1,2), WW pog = pG = 1,2) 成 立 
的 射 8:X — X, X X, 是 唯一 确定 的 . 这 个 8 写 
dk Cn, 2). Ж X X X 存在 , W| (a, z) = 
Cor X gods. 

再 者 ,与 直 积 棚 对 偶 地 ,满足 下 列 条 件 的 对 


象 S 以 及 射 j:X,— SG = 1, 2) 所 组 成 的 组 
(S, h, b) BH XM, X, 的 对 偶 直 积 (direct co- 
product) REM (direct sum); 对 于 任意 的 射 
fX > XG = 1, 2), & [ой = lG = 1, 2) 
成 立 的 射 f:5 一 X 是 唯一 存在 的 〈 图 5)， 在 
与 直 积 同样 的 意义 下 ,对偶 直 积 也 是 唯一 的 ,以 
X, + X, 或 XX. 表示 之 。 在 集 范 畴 中 它 与 
直 和 集 是 一 致 的 在 群 范畴 中 对 偶 直 积 不 外 是 
自由 积 '。 在 Abd 群 范畴 或 一 般 地 R 模范 畴 
中 ， 两 个 对 象 的 直 积 与 对 偶 直 积 ( 直 和 ) 可 以 看 
做 是 相同 的 (一 模 [ 直 积 和 直 和 ])， 在 交换 环 范 
畴 中 对 偶 直 积 不 外 是 整数 环 Z LOKER. 


x. 
7 
PANG 
图 5 


而 且 , 一 般 地 , 对 于 对 象 族 (Xs eer 可 以 定 
义 直 积 及 对 侦 直 积 ， 即 对 象 和 射 pP X, 
ЖАЯ (P, (ране) 当 满足 条 件 “ 对 于 任意 身 
faK— X G€ D, 使 pof = Є D) 成 立 的 
射 J:X 一 P 是 唯一 存在 的 ”时 ， 称 为 {Xi}ie 
的 直 积 。 它 在 同 构 意义 下 也 是 唯一 的 。 对 偶 
直 积 也 同样 。 BA mM), (THOR 
示 ]. 

【对 侦 范畴 】 在 范畴 的 理论 中 ， 常 常 可 以 
对 概念 和 命题 进行 对 侦 讨 论 。 为 了 明确 它 的 意 
X, 可 定义 范畴 E 的 对 偶 范畴 E (dual cate- 
gory). FG? 的 对 象 是 多 的 对 象 , 即 Ob(% ) 一 
OC), 对 于 任意 的 对 象 X,Y， 令 Homes, (X 
Y)=Homs (Y, X),8 f, g Æ C° HMM fog 
йе oen Bo rp eof AN BRE HRE 
mi. ARH ATR g Ta 8160) A Al 
倒 过 来 便 称 为 对 偶 命题 ,而 在 E 中 的 对 侦 命题 
SEC 中 的 原 命题 是 相同 的 . 例如 ,在 名 中 
的 单 射 ( 满 射 ) 是 在 ° 中 的 满 射 ( 单 射 ), E n 
中 的 终 ( 始 ) 对 象 是 在 ° 中 的 始 ( 终 ) 对 象 ， 再 
SEC 中 的 直 积 ( 直 和 ) 是 在 留 " 中 的 直 和 ( 直 
PO. 对 偶 范畴 的 定义 虽然 是 形式 的 ， 但 在 叙 
述 具体 的 范畴 之 间 的 关系 时 是 很 方便 的 、 例 如 


Abel 群 范畴 的 对 偶 范畴 和 交换 紧 拓扑 群 范畴 
是 等 价 的 《lonTparan HAEE). 

【对 象 上 的 范畴 】 固定 范畴 € 的 一 个 对 
S S, X€ @ MH 1:X 一 5 WACK, 1) 称 为 
S 上 的 对 象 或 S WR CS-object), f 称 为 它 的 
MEHIA (structure morphism)。 在 不 致 发 生 误解 
н, 可 简单 地 称 为 “5 对象 X”"。 对 于 Ss 对 
fi (X, D, (Y, g), 使 f= goh 成 立 的 射 
AX — Y жн (X, f) B| (Y, 2) HSH 
(S-morphism), 以 S 对 象 为 对 象 ,以 S 射 为 射 得 
到 的 范畴 称 为 在 留 中 的 S 对 象 的 范畴 ,以 E/S 
表示 之 . (5,1,) 为 其 终 对 象 ， 在留 /5 ESH 
RX, Y 的 直 积 ( 直 和 ) 称 为 在 € 上 的 纤维 积 
(和) (fibre product (sum))， 写 做 X X ,Y 或 
XILYCXILY). 

在 交换 环 范畴 多 的 对 偶 范畴 上 ,来 考虑 一 
个 对 象 久 上 的 对 象 ， 不 外 是 考虑 K 上 的 交换 多 
元 环 . 在 «^ 上 的 纤维 积 4 X xB 不 外 是 作为 
多 元 环 的 张 量 积 AGB. 

(HF) 从 范畴 e 到 范畴 © 的 共 变 函 
$ (covariant functor) 是 指使 ZF 的 对 象 X 对 应 于 
«ЮЖ РОО), E IE XY 对 应 于 
«€ 的 射 F( 人 :F(X) — ЕСУ) ЙК, Н. 
足 条件 FCgof) = FOFO), Е(1х) = Ino. 
对 偶 地 ， 反 变 函 子 (contravariant functor) 是 
将 上 述 定义 修改 为 РС): Р(Х) < ЕСҮ), 
F(gef) 一 F(f)oF(8) 而 得 到 的 。 这 无 非 是 从 对 
вне REE Hy) HEMT. 
ИТ ТКА З (functor), 但 
也 有 仅 指 共 变 函 子 的 。 多 变量 函 子 可 以 定义 为 
由 范畴 的 积 出 发 的 函 子 . 

共 变 (x35) RF FEF 是 一 一 的 
(faithful), APART FERN X, Y € €, Ei F Bt 
确定 的 映射 Hom (X, Y)— Hom (F(X), F(Y)) 
(FQ) СЕ 23 — Hom CFCY), F(X)) 
是 单 射 。 在 一 一 的 共 变 函 子 之 下 , € eg 
一 个 子 范畴 可 以 看 做 是 相同 的 。 特别 是 , 当 
下 所 确定 的 映射 全 为 双 射 时 ， 函 子 下 称 为 完全 
——@ (шу faithful)。 完 全 一 一 函 子 Fi 
€” AHS E ARRA (embedding), 
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此 对 CAS 的 完全 子 范畴 同 构 。 再 癌 ,完全 
一 一 共 变 函 子 Е:# ЖЕЖ XT 
任意 的 хес, fr r RA хее 使 得 
F(X)FX™, WJ F ALAS Cequival- 
enc). HHO 和 客 ' 可 以 看 做 是 相同 的 ， 和 
等 价 同样 定义 的 反 变 函 子 , 即 等 价 多 一 “(或 
CPS) HAMS £| «" AIRS Hr Cantiequi- 
valence), 

САТАЙ D bee ORG) CM, 
使 Xe @ 对 应 于 "忘记 ?其 群 (或 环 ) 结构 的 集 
合 F(X), 使 同 态 f 对 应 了 自身 РСР), 由 此 得 
到 一 一 的 共 变 函 子 Fg — (Ses). 2) 固定 
任意 范畴 多 的 对 象 X. 使 Ye 多 对 应 集合 
Hom (X,Y)， 使 射 了 对 应 映射 j, 由 此 得 到 共 
变 函 子 条: 留 一 (Ses)。 这 里 对 于 fy — Y' 
SEX (fog) = fog(g € Hom (X, Y)), 同样 
地 ,使 了 ec 名 对 应 集合 Hom (Y, X), 68 f 
对 应 映射 of, 由 此 得 到 反 变 函 子 Ax: 一 
(Sets), 3) 设 p:4 — B 为 环 之 间 的 同 态 , 使 左 
ARM 对 应 某 系 数 扩张 o OM) BOUM , 使 
4 同 态 1 对 应 8 同 态 p*(f) 一 1s@1， 由 此 得 到 
共 变 函 于 p*:4H — pA, 4) 设 R 为 环 ,使 左 
R 模 M 对 应 其 对 侦 模 M* 一 Home(M , R), 使 
线性 映射 f 对 应 其 转 置 映射 Yo 一 *P, 由 此 得 
到 反 变 函 于 nA 一 Hn. Hr 一 nH 也 可 同 
样 得 到 。 5) 使 可 微 流 形 X 对 应 其 上 的 可 微 函 
数 全 体 的 交换 环 PCX)， 使 可 微 映射 了 对 应 环 
同 态 of, 由 此 得 到 一 一 的 反 变 函 于 F， 6) 18 
Ж Abel BE A, 使 拓扑 空间 X 对 应 上 间 调 群 
HCX, A), WEERA 1:X 一 了 对 应 其 诱导 
同 态 H(Y, 4) 一 H(X, A), HAAR 
子 〈Top) 一 (Ab)。 7) 固定 拓扑 空间 X, 在 其 
开 集 全 体 TOO 上 按 包含 关系 引入 序 。 这 可 看 
做 是 一 个 范畴 ( 一 [范畴 的 例 ] 7))。 A ТСХ) 
到 ACE) 的 反 变 函 子 不 外 是 X 上 的 Abel 群 的 
WUE. 用 任意 的 范畴 代替 《Ab)， 便 可 以 定义 
预 层 ( 一 层 ). 

CAFS) dE. 为 范畴 , 共 变 函 ， 
FESE WKH Hom (к, C) 表示 . 对 于 
Е, G € Hom (€ ,@”), MF AGH (Fie) 
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射 (functorial morphism) 或 自然 变换 (natural 
transformation) 是 指使 所 有 的 X € @ HEE 
的 射 p(X): F(X) > СОХ) HARP, 满足 
条 件 “ 关 于 客 的 任意 射 1.X ү, GO) 
ФОХ) = pY JOFO)’. В PIS 22 ЖЖ 
换 的 . 

x F(X) 22. cox 
| j| lew 
Y Fa). c) 


关于 反 变 函 子 间 的 射 也 可 同样 定义 之 例如 ， 
设 A, B X Abel 群 , 则 由 《Top) 到 (Ab) 的 反 
变 函 子 HC, A), HC, B) 之 间 的 射 是 上 同 
WAT. 

就 函 子 间 的 射 p:F — G 而 言 , 如 果 对 于 
任意 的 X € @, P(X): F(X) — G(X) BER 
构 射 , 则 Pp 的 逆 射 G— F 存在 ， 此 时 称 P 为 
函 子 间 的 同 构 射 《functorial isomorphism, natural 
isomorphism) 或 简单 地 称 为 同 构 ， 表 示 为 p: 
F S G. OWS) HRA, 以 共 变 函 子 多 一 
E AYR, 以 函 子 间 的 射 为 射 , 和 自然 合成 一 
起 得 到 一 个 范畴 Hom, ©), Homo’, g) 
无 非 是 以 反 变 函 子 © 一 7 为 对 象 的 范畴 . 特 
别 是 ,可 将 Hom (4°, (Sets)) 写作 €. 

MAEM 时 ,对 于 共 变 (或 反 变 ) 函 
+ F: — (Ses) MR X € n, TERE 
SUN dx: Hom (Ax, F) S£ F(X) GR Hom (4%, F) 
= F(X)). 在 此 只 须 令 (9) — eO x DET, 
它 的 道 映射 可 由 对 于 5e Р(Х) & ou = 
FGOEY € €) 而 确定 。 特别 是 , BIL F = by 
CBR AY) 则 得 到 标准 双 射 Hom Chr, Ay) 学 
Hom(Y , X) (或 Hom(A* , AY)  Hom(X, Y)). 
因此 ,着 把 Hon (E, (Ses)) Gi Hom (^, 
(Sets) 看 做 范畴 ,并 使 Xe E 对 应 hx (RAND, 
使 名 的 射 对 应 上 述 的 标准 双 射 所 对 应 的 函 子 
间 的 射 ,由 此 便 得 到 完全 一 一 反 变 (或 共 变 ) 函 
+ «— Hom (@, (Ses)) (或 Ф Hom (E°, 
(Seis). 

HMAT] 设 FEC, Р.Ф >E 
为 范畴 之 间 的 共 变 函 子 .现在 , 使 任意 的 M € 


CMEC 都 对 应 于 一 个 双 射 gw u: Home 
(M ,F'CM^)) 一 Home (ЕСМ), M”), ifii iè 
RES HR N — M S mM ow 所 
确定 的 下 列 的 图 表 是 交换 的 ”. 


Hom, (М, F’(M’)) “> Нота (ЕСМ), M) 


H { 

Hom, (№, F’(N’)) 288% Home (FCN), №) 
这 时 ,下 称 为 F 的 左 伴随 函 子 (left adjoint func- 
tor), F' 称 为 下 的 右 伴随 函 子 (right adjoint 
functor), 上 述 条 件 意 味 着 下 所 确定 的 由 名 >x 
< 到 集 范畴 的 函 于 Home (ЕСМ), MO) 和 
F' 所 确定 的 函 子 Hom, (М, F'(M')) 是 同 构 
的 (一 [ 函 子 间 的 射 ])， 

例如 对 于 环 A, В, 固定 两 侧 B-A HL, 
WEAF a 
如 下 ,其 中 射 的 对 应 是 依 自然 方式 确定 的 : 
F(M) = L@4M, Е'(М”) = Нот (L , M”). 
这 时 ,F 是 F' 的 左 (F’ 是 F 的 右 ) 伴 随 函 子 . 特 
ЯШЕ, RAR p:4-*B MERT он: > 
x, pu € — < , Sil o FE pa ILE (os T 
o” 的 右 ) 伴随 函 子 (一 模 [Hom f, [系数 
环 的 扩张 和 限制 ])。 关于 伴随 函 子 的 例子 一 
[10], 

【 函 子 的 表示 】 0—0, NERA T 
PM, 考虑 适当 的 群 X 和 映射 5:7 一 
X, 条 件 “ 对 于 任意 群 Y 和 映射 nT 一 Y， 使 
“o£ = n 成 立 的 同 态 e: X — Y 是 唯一 存在 的 ” 
(图 6) 能 够 成 立 吗 ?这 是 可 能 的 。 只 须 取 由 
生成 的 自由 群 ' 六 和 标准 映射 5:7 一 XX ШШЕ], 
现在 把 映射 T — Y 的 全 体 写 做 F(Y), REPRE 
之 间 的 同 态 РУУ", HRE РО) = ото € 
F(Y)) 而 确定 映射 F():FQY) = FCYO, HJ 
(VI ЕДЕ € BRM Fe 
Ges), 此 时 关于 XE@, EC F(X), ЕШ 
条 件 可 以 改 述 如 下 。 


“对 于 任意 的 YEG 和 n€ FY), 使 
F(w)#==n 的 射 «XY 是 唯一 存在 的 ”。 

一 般 地 , 当 给 出 由 任意 范畴 多 到 集 范畴 的 
共 变 (或 反 变 ) AT F: — (Sets) 时 , 称 满足 
上 述 条 件 ( 反 变 时 ,上 条 件 须 修正 为 uY — X) 
的 Хє« Ж ЕЄ F(X) WA (X, E) 表示 
represent) GAT Е, MERA FX) 的 典型 元 
(canonical element)。 当 有 这 样 的 X 和 上 存在 时 ， 
称 F 是 可 表示 的 《representable). 上 述 条 件 便 是 
所 谓 普遍 映射 性 Cuniversai mapping property) 的 
一 个 形式 化 ， 而 且 , BOX, BRR F, 则 
满足 Fug = £ 的 唯一 存在 的 射 x:X 一 
XXX) BO, HACK, RAF BJ, 
根据 标准 双 射 px:Hom (i, F) F(X), 
而 对 应 于 £ € РОХ) WEAF ZIM phe F 
( 反 变 时 AX F) 是 一 个 同 构 , 且 有 ФОХ) = 
E 反之 ,如 果 函 子 之 间 的 同 构 :hx — F 
CR AX — F) 存在 ， 由 上 述 的 双 射 所 对 应 的 元 
素 取 做 E = p(X lx € F(X) 时 , HJ (X, £) Ж 
ЖЕ, 

再 举 出 开始 列举 的 自由 群 以 外 的 例子 。1) 
当 给 出 范畴 E 的 对 象 族 {Xi heer 时 ,对 于 任意 
WYE@, 4 F(Y) = [| Bom (Yx), 对 于 射 


f:Y — Y'， 如 果 由 РОО = Ge) 而 确定 映 
M OFQ)FQ) > ЕСУ), Йа) Р 
F: — (Sos), REFR (X, 5) (其 中 $e 
FOO = TT Hom (x, x) 3:482 (X 的 直 
积 。 即 所 谓 是 可 表示 的 ,意味 着 OG) 的 直 
积存 在 ， 关 于 直 和 也 是 同样 的 。2) 设 R 为 
HS, M HEREN Ate RB. 对 于 任意 (加 法 
的 ) Abel BEY, 设 R 均衡 映射 (一 模 [ 张 量 积 ]) 
M x N 一 了 的 全 体 记 为 FQ). 对 于 同 态 
YoY, REESI WAR, MAREAK 
射 FOPO) 一 FO), FRASER ET 
F: (Ab) > es), 而 张 量 积 M@aN 及 标准 
有 映射 M Xx N 一 M@rN RAR F. Е 是 可 
аю. 3) 设 R 为 交换 环 ,5 HIFR. 
任意 交换 环 Y， 令 PO) 是 使 S 的 元 素 变 成 可 
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逆 元 的 那些 同 态 R — Y Bk. MTA f. 
Y 一 Y', 根据 它 与 1 的 合成 而 确定 FY): 
F(Y)- F('), 由 此 得 到 共 变 函 子 F:(Rings) 一 
(Sers). JER}, RII? SCR 和 标准 同 态 R—s-'R 
表示 F. 

【范畴 中 的 群 】 假设 在 范畴 e 中 存在 终 
对 象 。, 并 存在 有 限 直 积 。 ^fi S G< 
和 射 c:G XG 一 G, B:G>G, e:e — G, ful 
果 图 7 的 图 表 是 交换 的 , WL (G, а, 8, 6) 称 为 
在 名 中 的 群 , 或 简称 为 儿 群 (group). th 
称 为 在 E 中 的 群 对 象 (group object), 


GxGxG*9 6x 
pes » 
GX6—— 


Gxetscxe Ggt4exc 
Te aa. 


4 一 一 ( 
图 7 

若 色 为 集 范畴 ,根据 “ 可 在 集合 G 中 定义 
运算 ,根据 e, e 的 象 是 单位 元 ,bp(*) AE x ИЙ 
元 , 故 G 是 通常 的 群 。 若 名 为 拓扑 空间 范畴 ， 
WG 为 拓扑 群 ', HO 为 解析 流 形 范 畴 , 则 G 为 
Lie t , BO 为 代数 流 形 范畴 , 则 G 为 代数 群 '， 
же 为 概 型 + 范畴 , 则 G 为 群 概 型 . 

再 者 ,利用 函 子 A 可 将 集 范畴 的 群 概念 移 
置 到 范畴 多 LE, MEXE 群 。 MRK 
个 对 象 Ge, BUTE VES, ACY) = 
Hom(Y, С) 都 具有 群 结 鬼 ， 射 f:Y 一 Y 的 
SRM ACY) 一 4°(Y) RHA. HAZ, 
设 如 是 由 名 到 群 范畴 的 反 变 函 子 ， ABA, А 
有 这 个 结构 的 对 象 C 就 可 以 称 为 E 群 . 

【加 性 范畴 】 对 于 范畴 C kX, Y, 
在 Hom(X, Y) 上 给 出 加 法 群 结构 , 当下 列 条 
件 成 立时 ,名 称 为 加 性 范畴 (additive category), 
1) 射 的 合成 满足 两 侧 分 配 律 ho +g) = heft 
hog, (f + g)oh = foh + goh; 2) 有 某 个 对 象 
0", 使 Hom(0', 0) = {0}: 3) 两 个 对 象 的 
RRM ME. SE, 2) 的 0 是 终 对 象 
又 是 始 对 象 , 称 之 为 零 对 象 《zero object), KA 
个 对 象 的 直 积 与 直 和 都 存在 且 可 以 看 成 是 相同 


по 归纳 极限 和 射影 极限 


的 。 加 性 范畴 的 对 偶 范畴 也 是 加 性 范 骑 ， 当 由 
加 性 范畴 E 到 加 性 范畴 e" 的 函 子 FATH 
满足 F(j+g) = F(D+F(g) 时 , 称 为 加 性 函 
F (additive functor)。 在 加 性 范畴 © 中 ,关于 
两 个 变 元 而 言 Hom(X, Y) REH E F] (Ab) 
的 加 性 函 子 . 

WER R, MANE A) R EU BE 
КСМ к) 都 是 加 性 范畴 。 在 这 种 情形 下 的 术 
iB. 多 半 也 可 用 到 一 般 加 性 范畴 上 。 以 下 所 月 
的 术语 ， 对 R 模 范畴 而 言 ， 便 和 通常 的 一 致 . 
加 性 范畴 E 的 射 f:4 — B 的 核 (кеа!) 是 
指 具 有 下 列 性 质 的 对 象 4 和 单 射 i:4 > 
ACfoi = 0) 所 组 成 的 组 : 满足 fou = 0 的 射 
u:X 一 4 必 可 用 整除 , 即 有 ":X A’, GE 
e= іои, 对 偶 地 , 当 满 射 j:B B'(jef = 0) 
能 整除 使 eof 一 0 的 所 有 射 w:B 一 X 时 ，B 和 
i 所 组 成 的 组 称 为 1 的 余 核 (cokermd)。 以 
A’=Kerf, B'=Coker f 表示 之 . j: B—>Coker f 的 
核 称 为 了 的 象 (image), 记 作 Im f, i:Kerf->4 的 
余 核 称 为 了 的 余 象 (coimage), 记 作 Coimf. 如 果 
这 些 都 存在 , 则 根据 定义 ,有 唯一 的 射 Coimf 一 
Im f, 使 得 f 等 于 合成 射 4 一 Coim f— Im f> 
B. 

加 性 范畴 @ 满足 下 列 条 件 时 , 称 为 Abe 
范畴 (Abelian category), 1) 所 有 射 都 具有 核 和 
余 核 ; 2) 对 于 所 有 射 , 上 述 的 射 Coinf—Imf 
是 名 的 同 构 射 , Abel 范畴 的 对 侦 范 畴 也 是 
Abel 范畴 . (Ab), =€ , 环 式 空间 ' (X, 0) 上 的 
O 模 的 层 范畴 等 是 重要 的 Abe 范畴 ， 对 (Ab) 
成 立 的 命题 大 部 分 在 一 般 的 Abel 范畴 上 也 成 
Xr. 特别 是 ,在 Abel 范畴 中 和 模 同样 可 以 定义 
正 合 序列 + 的 概念 ,有 限 个 对 象 的 纤维 积 (和 ) 恒 
HUE. Abd 范畴 间 的 函 子 若 将 正 合 序列 变 为 正 
合 序列 则 称 为 正 合 函 子 (exact functor), EAK 
子 是 加 性 函 子 。 当 Ob() 是 集合 , © 是 Abel 
范畴 时 ,范畴 Hom (G, Ф") Ж Abel 范畴 .又 
由 Abel 范畴 多 Jai e iT EI T BM C 
可 以 做 出 称 为 商 范 畴 (quotient category) 的 Abel 
Йй E/E (Serre 关于 Abel 群 的 类 的 理论 ) 
《一 [4]). 关于 Abel 范畴 ， 有 如 下 值得 注意 的 


结果 . Ж 004) 是 集合 的 Abel 范畴 可 以 用 
共 变 正 合 函 子 而 嵌入 到 某 个 环 R 上 的 模范 畴 
gH 上 去 .〈 完 全 嵌 人 定理 (B. Mitchell, Amer. 
J. Math., 86 (1964))). 

范畴 和 函 子 的 概念 由 [1] 引入 ， 首 先 被 用 
在 拓扑 学 上 ， 其 次 用 在 同调 代数 以 及 代数 几何 
上 (一 同调 代数 ). 
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of natural equivalences, Trans. Amer. Math. Soc, 58 
(1945), 231—294, [2]S. Eilenberg-N. E. Steenrod, Foun- 
dations of algebraic topology, Princeton, 1952, [3] H. 
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[4] A. Grothendieck, Sur quelques points d'algébre ho- 
mologique, Tohoku Math. J., 9(1957), 119—221; [5] P. 
Gabriel, Des catégories abéliennes, Thèse, Paris, 1962, 
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62), 109—112, 14 (1962—63), 39—43; [8) P. Freyd, 
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The theory of categories, Academic Press, 1965; [10] S. 
MacLane, Categorical algebra, Bull. Amer. Math. Soc.» 
71(1965), 40—106, [11] L Bucur-A. Deleanu, Intro- 
duction to the theory of categories and functors, Intersci- 
ence, 1968. 


归纳 极限 和 射影 极限 [Ж inductive and projec 
tive limit 法 limite inductif et projectif 4b di- 
rekter Limes und inverser Limes 4 индуктив- 
ный предел H проективный предел A ЖЧ 
的 极限 上 射影 的 极限 ] 归纳 极限 和 射影 极限 
是 以 任意 伪 序 + 集 7 为 指标 集 ， 在 任意 范畴 ?上 
定义 的 。 首先 作为 特殊 情形 , 设 为 关于 序 
人 <j 而 言 的 向 右 方向 的 有 向 集 ', 并 只 就 集合 、 
群 、 拓 扑 空间 叙述 极限 的 定义 。 最 简单 的 则 是 
了 为 自然 数 全 体 构成 的 有 序 集 N 的 情形 . 
【集合 的 极限 】 设 对 于 各 ie / 给 出 集合 
X;s 对 于 了 的 满足 i <) 的 各 元 素 对 (i, j) 给 出 
映射 pi:X 一 Xi 则 当 pa=1x, (X, 的 恒 等 映 
射 ),pu 一 pucewiGi<j 和 人) 成 立时 ,这 个 体系 称 
为 集合 的 归纳 系 或 顺 向 系 (inductive system, di- 
rect system)。 记 为 (Xis pu). 现在 在 X,G € 
1) 的 直 和 集 s 中 确定 等 价 关系 如 下 : “z€ Xi> 
y& Xi 是 等 价 的 ,是 指 对 于 某 个 ke l, 有 ISK, 
j€k Выб) = pu(y)”， 设 DD 为 关于 这 个 等 
价 关系 的 s 的 商 集 , 则 标准 映射 大 :Xi 一 DGe 1) 


显然 具有 下 列 两 个 性 质 : 11) fioouf Ges 
12) 对 于 任意 集合 X 和 满足 条 件 gopi = z, 
G<j) 的 映射 g.:X, XGe 1) 而 言 , 满 足 条 
fF fof, = gG € 1) 的 映射 J:D 一 X 是 唯一 存 
ER. (D, fi) 称 为 归纳 系 〔X;, pa) 的 归纳 极 
限 或 顺 向 极限 (inductive limit, direct limit), 以 
lim X, 或 indlim X, 表示 之 . 

和 上 述 情况 相对 偶 , 给 出 集合 X G € 1) 及 
DEAS bi: ХХ) BRE puS luspa 
quoda < j < k) 成 立时 ， 这 个 体系 称 为 集 
GHOSE RATHI (projective system, inverse 
system), ITH (Xi, Фи). 现在 如 果 取 XG € 
1) 的 直 积 集 的 子 集 P = (Cx) bias 
力 }， 则 标准 映射 mw:P 一 XiGie D) 显然 具有 下 
列 两 个 性 质 : PU) pupi = pC < i); P 2) 对 
于 任意 集合 X 和 满足 条 件 diogi = gC < i) 
ЖШН а: X X,G € D) 而 言 ,满足 条 件 pop 
q G € 1) 的 映射 p:X 一 P 是 唯一 存在 的 .。(P， 
p) 称 为 射影 系 OG, du) 的 射影 极限 或 逆向 极 
FR (projective limit, inverse limit), 以 lim X, 或 
projlim X, 表示 之 . 

再 者 , 如 将 了 限制 在 其 共 尾 ' 子 集 了 上 , 这 
两 个 极限 是 不 变 的 . 

【 群 和 拓扑 空间 的 极限 】 在 上 述 记 号 中 ， 
3 X; ЖЕР, ри» Фи 为 同 态 .这 时 (Xi, pu) 称 
PRIMA, (Xi. Wi) 称 为 群 的 射影 系 ， 作 
为 集合 的 归纳 极限 D 一 limX, 有 唯一 的 群 的 
结构 ,使 各 X, D 都 是 同 态 的 。D 称 为 这 
个 归纳 系 的 归纳 极限 群 (inductive limit group), 
х, no f 为 同 态 时 , D RA HAI), 
12). 作为 集合 的 射影 极限 P 一 Ба Ху, Е 


一 的 群 的 结构 (X, 的 直 积 群 的 子 群 的 结构 ), 使 
各 pP — X, 都 是 同 态 , 当 X 为 群 , 9, p 为 同 
Ait, EAP), P2) 成 立 ，P 称 为 这 个 射影 
系 的 射影 极限 群 (projective limit group). EE. 
4X, 为 某 环 4 上 的 模 时 ， 如 取 4 同 态 代替 同 
态 ,结果 也 完全 相同 . 

其 次 , 设 X, 为 拓扑 空间 ,pis, du 为 连续 映 
dd. GR, (Xs, фи) 称 为 拓扑 空间 的 归纳 系 ， 
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(Xi, ba) 称 为 拓扑 空间 的 射影 系 。 在 D = 
lim X, 中 引入 X; 的 直 和 拓扑 空间 的 商 空间 ' 的 
括 扑 ,于 是 态 便 是 连续 的 , 当 X 为 拓扑 空间 ，g， 
1 为 连续 映射 时 ,性 质 11), 12) XT, 在 P= 
lim X, 中 引入 X, 的 直 积 拓扑 空间 的 子 空间 的 
拓扑 ,于 是 p, 便 是 连续 的 , 当 X 为 拓扑 空间 ,9q,， 
为 连续 映射 时 ,性质 P I), P2) Жуу. ИЧ 
D 及 P 分 别称 为 归纳 极限 空间 (inductive limit 
space) 及 射影 极限 空间 (projective limit space), 
Hausdorff 空间 !〈 紧 空间 ") 的 射影 极限 空间 仍 
为 Hausdorff 空间 ( 紧 空 间 ). 

进一步 , 如 果 设 X, 为 拓扑 群 ， Pu Фи 为 连 
续 同 态 ， 则 imX, limX; 为 拓扑 群 ， 就 拓扑 
群 ,连续 同 态 而 言 ,性 质 11), 12), P1), P2) 成 
立 (一 拓扑 群 )， 特别 是 , 有 限 群 的 射影 极限 称 
为 副 有 限 群 《pro-finite group)， 是 完全 不 连通 
的 + 紧 群 , 它们 表现 为 p-adic 整数 环 ' 以 及 无 限 
次 扩张 的 Galois 群 等 。 作为 归纳 极限 的 例子 ， 
可 以 举 出 连续 函数 在 拓扑 空间 X 的 一 点 * 处 的 
葵 ', 以 及 其 它 种 种 的 芽 ( 一 层 ). 

【范畴 中 的 极限 】 г AHER, © 为 范 
Bi 对 于 各 ie D, 给 出 € 的 对 象 X;, 以 及 对 
于 I 的 各 元 素 对 (i, 门 , < i, BH SH 8 
Фи:Х,—> Xi ЭҢ pa = lxo Qu = PHP PIGS 
í< k) 成 立时 ,体系 (Xi, ou) 称 为 在 Ф 中 的 
归纳 系 . 可 以 对 侦 地 定义 在 多 中 的 射影 系 
(Kis $i)， 这 无 非 是 在 对 侦 范 畴 多 " 中 的 归纳 
Ж. 又 若 将 了 看 做 一 个 范畴 (一 范畴 和 函 于 [ 范 
ROAD, 则 归纳 系 (射影 系 ) 无 非 是 从 了 到 甸 
的 共 变 ( 反 变 ) BF. RHR Dew mM 
fX 一 DGE1), 具有 以 X 为 对 象 ,以 ві 为 
射 的 性 质 11), 12)。 此 时 ,体系 (D, fi) 称 为 
(Xio oi.) 的 归纳 极限 , 写 做 imXi。 同 样 地 , 当 
Wi P€ «^, H pP X,G € 1) 具有 经 同样 
修正 后 的 性 质 P1), P2) IN, (P, р) RA OG 
Фи) 的 射影 极限 , 写 做 limX,. 由 性 质 12), P 2), 
这 两 极限 如 果 存 在 则 是 唯一 的 . 

对 集 范 畴 、 群 范畴 、 模 范畴 、 拓 扑 空间 范畴 
等 而 言 ， 归 钠 极限 和 射影 极限 恒 存在 .再 者 ， 


12 E 
当 了 的 序 i<j 意味 着 i=j 时 , 亦 即 相 异 二 
元 之 间 没 有 序 时 ， 归 纳 极限 不 外 是 直 和 ， 射 影 
极限 不 外 是 直 积 ( 一 范畴 和 函 子 [ 直 积 与 对 偶 
BA). 

就 同一 个 了 的 两 个 归纳 系 (Xi, фи), Kis 
95) 而 言 , 如 果 射 pi: Xi 一 XG € D 满足 条 件 
phop: = popili < i), WI Co.) 称 为 两 系 间 的 
Jd. 这 不 外 是 将 归纳 系 看 做 工 到 名 的 函 子 时 
函 子 间 的 射 而 已 〈 一 范畴 和 函 子 [ 函 子 间 的 
射 ])， 今 若 dimX,, limX; 存在 ， 则 可 以 自然 
地 定义 射 афи: ох, + limXi。 关 于 射影 系 
也 同样 

再 者 ,关于 抽象 的 “ 函 子 的 极限 ?一 [5], X 
于 副 范畴 (pro-category) 的 理论 一 [6]. 

[5] [1] RAMEE, ACE MRT, Ë 
d, 1961; [2] S. Lefschetz, Algebraic topology, Amer. 
Math. Soc. Colloq. Publ., 1942; [3] S. Eilenberg-N. E. 
Steenrod, Foundations of algebraic topology, Princeton, 
1952, (4] H. Cartan-S. Eilenberg, Homological algebra, 
Princeton, 1956; [5] M. Artin, Grothendieck topology, 
Lecture notes, Harvard Univ., 1962, [6] A. Grothendi- 
еск, Technique de descente et théorèmes d'existence en 
géométrie algébrique If, Le théoréme d'existence en thé- 
orie formelle des modules, Sém. Bourbaki, Fxposé 195, 
1959.-1960 (Benjamin, 1966). 

FAULK sheaf 法 faisceau 4È Garbe (A пучок 
Bm) CH) 设 X 为 拓扑 空间 '. 对 于 X 的 
各 开 集 口 给 出 Abel PS (U), HF UCV 给 
出 同 态 ror: (V) U), WR F(S)= 
(0), roo 一 1〈 恒 等 映射 )， 对 于 ИСУС, 
有 row 一 ruvervws 则 这 个 体系 称 为 X 上 的 Abel 
群 的 预 层 (presheaf)。 对 于 «€ FV) SH 
ruv(a) = a|U, 称 为 在 U 上 的 限制 . X 上 的 
两 个 预 层 F, 多 间 的 同 态 p, 是 指 群 同 态 
PU): F (U)>%(U) Wik {Ф(0)), HAF 
UCV {ЕЖ ruvop《(V) = PU )oruy RI. FÑ 
层 的 全 体 和 它们 的 同 态 , 组 成 预 层 的 范畴 '. 

【 层 】 当 预 层 多 满足 下 列 局 部 性 条 件 时 ，、 
F 称 为 (Abel HH) Е: uA X HFK, 
{Uha HUF BH 并 设 对 于 各 i€ 1 当 给 
18€ F (U,), 使 得 对 于 所 有 的 对 i,j, sil UN 
U;—5;|U, Ui 均 成 立时 ,有 了 唯一 的 :€ 97 (U), 
对 于 所 有 的 i 都 使 :Ui = з, 成 立 . 


层 的 同 态 即 预 层 的 同 态 。 层 的 全 体 也 构成 
一 个 范畴 。 设 多 为 预 层 , x 为 X 的 点 。 对 于 
x 的 开 邻 域 的 集合 引入 与 包含 关系 相 逆 的 序 而 
BAG AMR, RAM, 则 对 于 VER, 而 
BF (и) 成 为 归纳 系 。 其 归纳 极限 群 ' 以 
S. = limF (U) 表示 之 , 称 为 (Ex ERU 


Pr] 


XE (stalk), +€ F(U) WE F ARA “s 
在 * 上 的 工 (Ggerm)”, Us, RAZ, MANIA 
PF — % 诱导 出 茎 的 同 态 v9... 

【 层 空间 】 xtX sr, m HAE 多 一 
TL F. 像 下 述 那样 引入 拓扑 : 取 X 的 开 集 


UR F (U) CR ,将 :在 器 的 各 点 处 确定 
的 芽 的 集合 (Ix € U) SH Mu,,, BHU Ms 
所 得 到 的 Mu. 的 集合 取 为 多 “的 开 集 的 基 . 
设 将 多 :的 点 映 到 x 上 的 映射 记 为 P: 多 "一 
XX， 则 是 连续 的 , 在 各 p GC.) 中 引 
A Abel 群 的 结构 ， 它 满足 下 列 二 条 件 ， Dp 
ЖШН. 2) р(х) 的 群 运算 在 下 述 意义 
下 是 连续 的 : 使 (a, b) 对 应 a 十 的 映射 是 
由 纤维 积 F x Lv (MARS) FX sr 
的 子 空间 (Ca, Б) |pCa) == рб) }) 到 多 的 连续 
映射 ,使 * 对 应 一 的 映射 是 由 多 BF 的 


连续 映射 。 一 般 地 , 具备 满足 这 些 条 件 的 结构 
的 拓扑 空间 多 ' 称 为 X 上 的 层 空 间 Cheat 
space), 


给 出 层 空间 多 “， 如 果 由 X 的 子 空 间 4 到 
多 "上 的 连续 映射 ;能 使 pos = 1a, WU BK 
为 4 上 F’ WRB (section), A 上 截面 的 全 
体 用 TCA, 977) 表示 之 .对 T(4, 977) 可 用 
自然 的 方法 确定 加 法 而 构成 Abel Ht. 使 开 集 
UMM TU, ,多 )， 若 根据 截面 的 限制 ,定义 
ruv(rovG) = s| U) NR xX EHZ. 将 它 记 
KF", EF 对 应 多 ”的 函数 是 预 层 范畴 到 
层 范畴 的 共 变 函 子 !。 .多 ” 称 为 由 预 层 多 W 
导 的 层 (induced sheaf), HF 为 层 , 则 可 以 证 
Hj = Sr”. 反之， 车 由 层 空间 多 “做 层 
F", 由 多 ”做 层 空间 97", 则 在 自然 的 意 
义 下 有 S” = 多 "。 由 于 可 将 如 此 对 应 的 层 
和 层 空 间 看 做 同一 事物 的 两 个 表现 ， 通 常 便 用 


同一 记号 表示 它们 . 特别 是 , 若 多 ABE 
HTU, F) КЕ FW). 

对 于 层 的 截面 5e TCX, F), 使 得 :的 值 
是 多 :的 非 零点 的 *《X 的 集合 是 闭 集 〈《 即 使 
X 是 Hausdorff 空间 , 层 空 间 也 未 必 是 Hausdorff 
空间 ), 将 它 称 为 的 支 集 (support), 以 supp ғ 
RBZ. 

ES Ж ЕВТ& Ж X: T MEARS 
理论 ,如 果 以 群 、 环 等 代替 Abel 群 ,全 部 事实 同 
样 成 立 ,从 而 得 到 群 层 , 环 层 等 (在 环 层 的 情形 ， 
对 空 集 的 值 是 仅 由 0 组 成 的 环 ). 一 般 地 ,在 范 
畴 色 上 取 值 的 X 上 的 预 层 是 指 从 X 的 开 集 全 体 
组 成 的 范畴 到 名 的 反 变 函 子 , X 上 两 预 层 F. 
多 之 闻 的 同 态 不 外 是 指 函 子 . 多 ,多 之 间 的 射 。 

Abel 群 ( 即 .exr 模 ) 的 预 层 , 层 分 别 构成 Abel 
范畴 +， 对 于 预 层 的 同 态 1: >F, Kerf, 
Coker f 等 可 分 别 由 (Ker f)(U) = Ker f(U), 
(Coker f) (U) = Coker (О) FAH. BF, 
多 是 层 时 ， 层 的 范畴 的 核 和 作为 预 层 的 核 相 
同 ， 而 层 的 范畴 的 余 核 是 由 作为 预 层 的 余 核 所 
构成 的 层 ， 从 而 层 的 范畴 的 核 , 余 核 , 象 , ES 
序列 等 作为 茎 看 待 时 就 是 普通 模 的 那些 . BD 
f 一 多 在 各 点 z€ X ШЕН Fo 
G., H. (Kerf), = Ker f., (Im f), = Im fe, 
(Coker f), = Cokerf,, X 0-> FLO 
8€ 一 0 是 正 合 序列 ， 当 且 仅 当 对 于 X 的 各 点 


10+ Kt GO, 0 是正 合 序列 . 

【 层 的 例 】 1) йс Abel Bt (或 为 其 它 
的 代数 系 )， 给 予 6 以 离散 拓扑 ， 作 直 积 X x 
G, 就 构成 层 ， 称 之 为 常数 层 (constant sheaf) 
或 平凡 层 (trivial sheaf), 2) UR X 为 拓扑 空间 ， 
Y 为 拓扑 Abel 群 (例如 实数 ,复数 等 ), 若 FU) 
为 U — Y 的 连续 映射 的 全 体 ,ruv 为 自然 限制 
(о =11VGEFU))), WERE. ЖЫ, 
x€ X Ei 2: REB] Y 的 连续 映射 在 x 处 的 芽 的 
全 体 ， 称 之 为 在 Y 中 取 值 的 连续 映射 的 芽 的 层 
(sheaf of germs of continuous functions), 3) 在 
2) 中 , 设 X 为 解析 流 形 ,Y 为 可 换 Lie E, 同样 
可 定义 在 Y 中 取 值 的 解析 映射 的 芭 的 层 《sheaf 
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of germs of analytic mappings), 当 Y 为 复数 域 
Chi. F 便 是 解析 函数 的 芽 的 层 (sheaf of 
germs of analytic functions) 《或 称 为 全 纯 函数 的 
SERIE (sheaf of germs of holomorphic functions)) 
HHO. COC 上 的 连通 分 支 不 外 是 由 其 上 一 点 
给 出 的 函数 元 素 所 生成 的 解析 函数 '。 至 于 С 
流 形 上 的 C 类 G <r) 函数 的 芽 的 层 Cheat 
of germs of functions of class C^), 亦 可 同样 定 
X. 4) 对 于 在 拓扑 空间 X 上 的 向 量 从 B， 设 
э (U) = T(U) (U 上 的 B 的 全 体 截面 构成 的 
ED, E rov 为 自然 限制 ， 则 得 到 层 . 此 时 ， 
x€ X 上 的 茎 是 在 x 处 的 B 的 截面 的 芽 的 全 体 . 
这 个 层 称 为 向 量 从 B 的 截面 的 工 的 层 (sheaf of 
germs of sections of a vector bundle), 24 X Jf 
分 流 形 ( 复 流 形 ), 而 TCU) 是 可 微 的 (全 纯 ) 截 面 
时 也 可 以 同样 定义 。，B 是 X 上 的 张 最 从 ', 特 别 
是 "次 微分 形式 D(X) (r =0, 1, … 
n = dim X) 的 情形 是 常常 用 到 的 ，。 D(X) 的 
截面 的 芽 的 层 W(X) 称 为 C” 类 微分 形式 的 芽 
的 层 (sheaf of germs of differential forms), 

【 层 系数 的 上 同调 论 】 x 上 的 Abel PERY 
BOMB «х 表示 之 . EE 上 有 充分 多 的 
单 射 ' 对 象 存在 (A. Grothendieck), Jm Ж Е J 
多 中 对 任意 开 集 U 而 言 rvx:T(X, FTU, 
£S) WLI, WF 称 为 散布 的 《 英 seat- 
tered 法 flasque Ж мек). ВЕЛЕНО. 

取 X 的 闭 集 的 非 空 族 @， 使 之 具有 下 列 性 
Mi: 1) A, BEDS AU B€ 0; 2) 被 9 的 元 
包含 的 x PARR TO WEES, 
A TAF) = (l| € ГОХ, F), Supps€ O}, 
则 Te 是 由 @* 到 Abel 群 的 范畴 (Ab) 的 左 正 
合 + 共 变 函 子 *。 从 而 由 同调 代数 的 一 般 理 论 ， 
可 以 定义 Te 的 右 导 函 子 ! ReTe:@Gx 一 (Ab) 
(9 一 0 1,25 +). Ф RTAF) = H(X, 
F), 称 为 具有 支 集 族 O OUR FS 为 系数 的 
上 同调 群 或 者 说 以 层 F 为 系数 的 上 同调 群 
(cohomology group with coefficient sheaf 多 ) (一 
同调 代数 [卫星 函 子 , 导 函 子 ])。 当中 由 所 有 闭 
RA, Ri OS HX, F). 

即 上 同调 群 HX, F) 可 以 定义 为 : Hi 


эл, 


14 E 
BF 的 单 射 分 解 + 0 一 sgg 
所 诱导 出 的 链 复 形 TAL) 全 ry Cn) 二 
TAP) … 的 9 次 上 同调 , 即 НИХ, 
F)= Ker d*/Imd*^'(4 20,1,:-::;d^* = 0), 

RIA: HOC) 一 TC), 又 对 应 于 
层 的 正 合 序列 0 — F 一 多 一 此 一 0， 可 以 
得 到 正 合 序列 07 HyQCG, F )> HX, 9) 
HUX, 9€) + ну(х, F) — НЫХ, G) 一 
HX; Æ) — НХ, F) — :: 

WRABEE LAWRIE ЖН sr 为 单 
射 的 ,而 假定 在 层 的 正 合 序列 0 一 S 一 nt 
«бәр v G-012, ) 满足 
H(X, Z’) = 0g —1, 2, +++), 则 Hs(X, 
F) 仍 可 以 完全 同样 计算 .例如 ,散布 的 层 是 
To 非 循环 的 , 故 由 F 的 散布 的 分 解 可 以 计算 
H(X, F) (R. Godement)， 例 如 , 设 X 是 n 维 
RC 关 微 分 流 形 且 F 一 R， 则 对 于 X 上 
的 + 次 C 类 微分 形式 的 芽 的 层 ' 0"(X) 而 言 ， 
0— R— Q(X) - (x) —-... (d EINA 
AY 是 层 的 正 合 序列 (poincare ЖЭ), 而 且 
H'(X, Q(X)) = 0(p > 0). 从 而 对 于 截面 所 
构成 的 链 复 形 0 一 XX) ox) -二 …， 
有 HUX, R) e 6*QO/6QO0(8 (0 - Ker 4, 
E(X) = Imar)(0 <q т) 成 立 ， 这 便 证 
明了 de Rham 定理 :de Rham 上 同调 群 ' 和 实 
系数 (奇异 ) 上 同调 群 * 是 同 构 的 (~ 微分 流 形 
[Rham 的 上 同调 群 ])。 即使 非 交换 群 的 层 也 
可 以 定义 一 维 上 同调 ([1]). 

【Cech 上 同调 群 】 设 U= (U,) 为 X 的 
FRE, SÉ UNV; = Us, 令 OF) = 

П гш» FC 0,1, 2, +). 它 的 

元 素 称 为 请 次 上 链 . Bd: CXF CMF) 


pn 
由 (ч, = > C Dui p lUi 
定义 .如 此 得 到 的 链 复 形 的 4 次 上 同调 群 写 做 
HQ, 97), TENE S ди MA, 再 定义 
标准 同 态 WU, 97) > HS, F), TH 
ERT RAL T MN HO, 97) 的 归纳 
极限 。 这 个 极限 群 以 АХ, F) ERZ 


称 之 为 XHB Z 为 系数 的 zech LAR 
(Cech cohomology group with coefficient sheaf 
F) 在 4 一 0,1 时 , "ERI H(X, F) H 
同 , 若 X 是 仿 紧 ! 的 , 则 对 所 有 的 q, CA HX, 
S) 相同 . 

【和 连续 映射 的 关系 】 dE x, Y 为 拓扑 空 
间 , f:X 一 Y 为 连续 映射 对 于 Y 上 的 层 9, 
(将 多 看 做 是 层 空 间 ) 纤 维 积 X x F жх 
上 的 层 . AMF) RIF) 表示 之 ， 称 为 
F 的 原 象 或 逆 象 《inverse image), (E 多 对 应 
PF), WEXPASNESAT. 再 
RE 为 X 上 的 层 . 使 了 的 每 个 开 集 忆 对 应 于 
TOU), 多)， 这 样 便 得 Y 上 的 层 . 以 fa 多》 
表示 之 ， 称 为 多 的 直接 象 (direct image). fe 
是 @x «' 的 左 正 合 函 子 ， 可 以 考虑 它 的 
ASAT R'f。。 RIG) 是 由 使 U 对 应 于 
HU), 9) 的 预 层 所 构成 的 层 . 

由 多 到 fuo) 的 同 态 少 也 称 为 由 多 到 
€ 的 了 同 态 , 给 出 % 一 事 等 价 于 : 给 出 茎 的 
ARK dX 一 多 (reX) 使 之 满足 
连续 性 条 件 ，“ 对 Y 的 开 集 U 和 UU 上 的 截面 
єтїш, F) 而 言 , h U) 到 多 的 映射 
9G) = $,GQG))) 是 连续 的 .” 

Ж fe Яй /* 210, ARR Hom( 太 (2 )， 
€) =Hom(F , f(9)).. 另外, 有 Leray 的 
谱 序列 

Eft 一 НҮ, R'f C)) HX, G), 
CRAG XR Y 的 上 同调 . 

【 环 式 空间 】 设 X 为 拓扑 空间 , O 为 X 上 
具有 单位 元 的 交换 环 的 层 ， 在 各 点 хєх, 
设 0, = (0). MW (X, О) 称 为 环 式 空间 
(Ж ringed space 法 espace annelé 德 geringter 
Raum), € 称 为 它 的 构造 层 (structure sheaf), 
由 (X, ©) 到 (х, 6) 的 射 是 指 由 连续 映射 
f:X 一 X” 及 f 同 态 9:0' 一 所 组 成 的 对 
(f, 9). 特别 是 , 若 各 Ө. 为 局 部 环 ', 则 (X, О) 
称 为 局 部 环 式 空间 (Ж local-ringed space 法 
espace annelé en anneaux locaux)。 作 为 局 部 环 式 
空间 的 射 G, 9):(X, Өу— (х, OD). 9 须 
为 局 部 的 ( 即 对 各 x€ X, 0:40 €. 均 把 


极 大 理想 映 到 极 大 理想 之 中 )。 这 些 概念 在 代 
数 几何 学 及 多 变量 函数 论 中 是 重要 的 . 

【 层 的 直 积 ， 张 量 积 】 设 X 为 拓扑 空间 ， 
FEA) 为 X 上 模 的 层 。 对 各 了 确定 
FU) 一 П FU), ror = П FR 
得 到 x 上 的 层 S. 表示 为 "2 -]I F. 


TOS C97.) AMAR (direct product), 在 X 的 各 
Ac, 自然 地 定义 9. I| Fu, KAR 
i 


射 ， 但 也 未 必 是 全 射 。 当 4 为 有 限 集 时 ， 也 可 
写 为 多 一 多 :十 … 十 多 。， 从 而 可 称 为 
直 和 (direct sum), 57h, X 上 的 层 的 归纳 极限 
F ind im, 也 可 同样 定义 之 , 此 时 
F, X ind. lim F ЕУ, 

对 于 环 式 空间 (X, ©), 当下 述 条 件 成 立 
时 , 便 把 X 上 的 模 的 层 F 称 为 e 模 的 层 (sheaf 
of O-modules) (或 者 简称 为 € W (O-module)) : 
ұт 0, F(U) 是 000) B, BT 
V CU, Pov: F (U) — # (V) 是 与 同 态 
e(U)— oV) 相 容 的 同 态 。 此 时 ,对 各 x*， 
F. HRA 0.9. 就 X 上 的 © 模 的 层 而 言 ， 
可 以 定义 e PRHE, O 剩余 模 的 层 等 。 B 
外 ,对 两 个 O 模 的 层 多 , S, HU # (U) 
Qo (QU), ruv = rf, Ort, 可 定义 预 层 ,由 
此 而 确定 的 层 GC Woo S 和 多 的 张 量 积 
(tensor product), Bk Qf = FOG. sth 


E ns 
对 于 各 +€ x, Фе. — F Don MIL. 

对 O 模 的 层 多 考虑 所 谓 凝 育 ' 层 是 重要 
的 ,关于 这 方面 一 代数 流 形 [上 同调 论 ]. 

【历史 】 J. Leray 为 了 把 连续 映射 的 局 部 
人 性质 和 全 局 的 上 同调 连 系 起 来 引入 了 层 系数 上 
同调 群 ( 与 上 所 述 稍 有 不 同 )， 此 外 又 建立 了 谱 
序列 的 理论 (1945 ££), 另 一 方面 , 对 于 多 变量 
KARERA KERE HE NAH H. 
Caran 等 统一 处 理 成 上 面 那样 的 形式 ， 作 为 局 
部 性 和 全 局 性 的 连 系 ， 层 论 已 被 应 用 到 数学 的 
许多 分 支 (一 代数 流 形 , 复 流 形 ,多 变量 解析 函 
数 ,解析 空间 ). 


(Ф) [1] F. Hirzebruch, Neue topologischen Meth- 
ode in der algebraischen Geometrie, Erg. d. Math., Spr- 
inger, 1956, 第 二 版 1962, 第 三 版 1966( 英 译本 : Topological 
methods in algebraic geometry); [2] А. Grothendieck, 
Sur quelques points d’algébre homologique, ‘Idhoku Math. 
2., 9 (1957) 119—221; [3] R. Godement, Topologie 
algébrique et théorie des faisceaux, Actualités Sci. Ind., 
Hermann, 1958; 14) KM, MAB, F, UB, 
1956; [5] Hits, SENN E RC S 培 1960; 
[6] WHER, MORE, их =» у 
[7] R. G. Swan, The theory of shea 
cago Press, 1964; [8] G. E. Bredon, Sheaf theory, 
McGraw-Hill, 1967; [9] J. Leray, L'anneau spectral et 
Panneau filtré d'homologie d'un espace localement compact 
et d'une application continue, J. Math. Pures, Appl. 29 
(1950), 1—139; (10) H. Cartan, Séminaire de topologie 
algébrique, Paris, 1948—1949; 1950—1951; [11] A. Bo- 
rel, Séminaire de topologie algébrique de l'Ecole polyte- 
chnique fédérale, 1951. (Cohomologie des espaces locale- 
ment compacts d’après J. Leray, Lecture notes in math. 2, 
Springer, 1964.) 


三 ,代数 


代数 学 [Kalgedra ik algèbre £ Algebra А 
алгебра 日 代数 学 ] 用 符号 表示 未 知 数 这 种 代 
数 的 原始 思想 ,和 十 进位 记 数 靶 一 样 ,来 源 于 印 
度 .在 文艺 复兴 时 期 , 它 作为 “新 的 数学 ” 经 阿 
拉 伯 传 到 欧洲 。 但 是 ， 用 文字 来 记 一 般 表达 式 
的 符号 方法 是 到 Е. Viète (1540—1603) 才 开 
始 确立 的 。 这样， 代数 学 的 第 一 个 问题 就 是 解 
方程 。 低 次 代数 方程 的 解法 在 远古 人 们 就 已 经 
知道 . 代数 学 传人 欧洲 以 后 ,首先 由 G. Cardano, 
L. Ferrari 得 出 三 次 和 四 次 方程 的 一 般 解法 . 关 
于 五 次 以 上 的 方程 ， 人 们 都 在 努力 寻求 一 般 解 
法 .一 直 持 续 到 十 九 世 纪 中 叶 ， 这 种 努力 仍然 
没有 成 功 ， 最 后 ，N. Н. Abel (1802—29) 和 
E. Galois (1811—32) 把 这 个 问题 否定 地 解决 
了 .他 们 不 仅 考虑 每 个 方程 ， 而 且 考 虑 以 其 根 
的 有 理 变 式 为 根 的 所 有 方程 ,从 而 引进 了 域 ' 的 
概念 。 他 们 还 注意 到 由 根 的 置换 群 的 性 质 刻 划 
代数 解 的 问题 ， 在 发 现 Galois 群 以 后 ,代数 
学 的 主流 已 进入 群 论 或 者 用 群 论 方法 进行 研究 
的 时 代 〈 一 Galois 理论 ). 这 在 当时 数学 的 算术 
化 乃至 公理 化 构造 的 气氛 中 ， 发 展 成 为 本 世纪 
的 抽象 代数 学 。 在 十 九 世 纪 与 二 十 世纪 之 交 ， 
H. Weber 的 三 卷 巨著 [8] 被 认为 是 代数 学 的 标 
准 著作 。 E. Steinitz 的 域 论 ([1]) 就 是 它 的 初 
期 的 一 个 里 程 碑 ， 

今天 , 代数 学 的 研究 对 象 是 代数 系 ', ШИЕ 
元 素 之 间 定 义 了 合成 法 则 的 抽象 元 素 的 集合 
着 重 研究 它们 的 结构 +. 群 . 环 \ 域 与 格 等 就 是 最 
原始 的 和 最 基本 的 代数 系 。 其 中 起 基本 作用 的 
MARA As. 把 同一 种 代数 系 以 及 它们 
之 闻 的 同 态 映射 合 在 一 起 来 考虑 就 产生 了 范畴 
的 概念 ,而 函 子 就 是 范畴 之 间 的 一 种 同 态 (一 范 
贱 和 函 子 )。 从 二 十 世纪 四 十 年 代 到 五 十 年 代 ， 
这 些 概念 首先 在 同调 代数 + 中 得 到 应 用 .同调 
代数 是 由 于 代数 拓扑 的 方法 的 引进 而 发 展 起 来 


( 域 、 环 和 模 ) 


的 ,而 现在 在 整个 数学 中 成 为 广泛 应 用 的 基本 
概念 

一 个 重要 的 有 广泛 应 用 的 代数 分 支 是 线性 
空间 ' (或 者 更 一 般 地 是 某 个 环 上 的 模 *》 的 理 
论 . 这 个 分 支 称 为 线性 代数 (linear algebra), 关 
于 环 上 的 有 限 生成 模 之 间 的 同 态 , 可 由 矩阵? 表 
示 出 来 。 用 矩阵 来 表示 群 或 环 等 代数 系 的 分 支 
称 为 表示 论 '， 代 数学 的 方法 , 为 数论 、 代 数 几 
何 学 等 以 及 现代 数学 的 所 有 分 支 提供 了 强 有 力 
的 有 效 方法 . 

代数 学 之 所 以 发 展 到 现代 的 这 种 形式 ， 很 
大 程度 上 应 归功 于 二 十 世纪 二 十 年 代 末 期 以 
E. Noether, E. Artin, W. Krull, B. L. van der 
Waerden 等 人 为 代表 的 德国 学 派 的 活动 。 特 别 
是 在 二 十 世纪 三 十 年 代 初 ，van der Waerden 所 
著 的 教科 书 [2], 对 以 后 的 整个 数学 有 很 大 的 影 
M. EER N. Bourbaki ([3]) 也 受到 它 的 影 
了 响 ， 特 别 是 关于 后 来 线性 代数 的 发 展 给 出 详尽 
HOFER, 45 Noether 差不多 同时 期 ， 日 本 的 国 
正 造 在 代数 学 方面 做 了 先驱 性 的 工作 。 在 他 之 
后 ,京都 大 学 的 代数 学 家 秋月 康夫 、 永 田 雅 宜 
等 ,进行 了 有 关 代 数 几 何 学 的 很 多 研究 . 另 一 方 
面 , 1930 年 前 后 在 德国 随 Noether 学 习 的 正 田 
建 次 郭 回 日 本 后 ,他 的 学 生 中 山 正 ` 浅 野 课 三 , 东 
屋 五 郎 等 卓越 代数 学 家 辈出 。 关 于 同调 代数 ， 
森田 和 一 和 他 的 学 生 有 显著 的 贡献 


[#) [1] E. Steinitz, Algebraische Theorie der 
Korper, J. Reine Angew. Math., 137 (1910), 167—309; 
[2]B. L. van der Waerden, Moderne Algebr: 
1 1930, IL 1931 《后 改 书 名 为 Algebra。 中 译本 : 
WERE, REP, HPHH, E 1963, H 197 
N. Bourbaki, Eléments de mathématique, Livre II, Algbre, 
ch. 1—9, Actualités Sci. Ind., 1144b, 1236b, 1044, 1102b, 
1179а, 1261a, 1272a, Hermann, 1958—64; [ 4 ] 正 田 建 次 
部, 抽象 代数 学 , 岩 波 ，1932; 【5 ] 正 田 建 次 朗 - 浅 于 理 三 , 代 
数学 1 BR, 1952; [6 HUE MRE, RUF H, f 
&. 1954; [7] S. Lang, Algebra, Addison-Wesley, 1965; 
[8j H. M. Weber, Lehrbuch der Algebra, F. Vieweg, É 
1894; П 1896; HI 1891; [9]G. Birkhoff-S. MacLane, A 


survey of modern algebra, Macmillan, third edition, 
1965, 


矩阵 [XE matrix 法 matrice ¿Ë Matrix {A 
матрица Н 行列 ] 设 K 是 任意 环 ' 或 域 ' 
(可 以 是 非 交 换 的 ,在 很 多 情形 下 以 实数 域 尺 
或 复数 域 C {ЕЗ К), к^ ЕЩ К 
mn 个 元 素 ааб = 1, +++, m; k= 1, +++, n) 


排 成 的 如 下 一 个 和 矩形 阵列 : 


4n ар cc 
ааш 
构成 矩阵 的 元 素 air 称 为 ( А) Ж (component, 
entry) RIER (element), 上面 的 矩阵 详 称 为 
(т, n) 型 矩阵 (matrix of (m, п) уре). 特别 
是 ,(m,m) 型 矩阵 称 为 ” 阶 方 阵 (square matrix), 
有 时 把 一 般 的 矩阵 称 为 矩形 矩阵 .和 矩阵 的 横 
《左右 ) 排 称 为 行 ( 英 row Ж Zeile), JACET) 
НЕН ЖЖ] (Æ column 4& Spalte)。 上 面 的 矩阵 
Ла Са) А, aig 0G A 从 的 方 阵 称 
为 对 角 矩 阵 (diagonal matrix)。 若 对 角 和 矩阵 中 所 
有 的 aa 都 相等 ， 则 此 对 角 和 矩阵 称 为 缉 量 矩阵 
(scalar matrix), 把 84, = 1, 84 = 0G FAG, 
j=l, 2，…，m) 这 样 的 符号 称 为 Kronecker 
8 (Kronecker’s delta), Ci, ДУ BEC 24, HY n Br 
方 阵 工 称 为 单位 矩阵 Cunit matrix, identity ma- 
vix), 在 矩阵 记 法 中 两 边 的 括号 也 常用 [ 19 
1 IKER. 
特别 是 , 仅 由 一 行 构成 的 矩阵 (a1,*…* an) 
称 为 K 中 的 维 行 向 量 (row vecton), 仅 由 一 列 构 


bi 
soe P Jetta Cote ыў. 
bm 


由 (m, ”) 型 矩阵 4 的 各 行 或 各 列 构成 的 严 个 行 
向 量 与 ” 个 列 向 重 称 为 4 的 行 向 量 与 列 向 量 。 
【和 矩阵 的 运算 】 两 个 矩阵 4 一 Can), B= 
a) 相等 是 指 二 者 的 形式 完全 一 致 , 即 二 者 是 
同型 的 , 且 aa = ba G mls mi k= 1, 
ee, n). FADE A + B 仅 在 两 者 同型 
时 由 A+ B = (aa + ba) REX. ASR 
ZR AB 仅 在 4 的 列 数 与 8 的 行 数 相等 时 由 
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素 与 矩阵 的 乘积 定义 为 e(exk) = (aaa) Cando 
= (ала). 因而 K 中 所 有 同型 的 矩阵 关于 加 
法 构成 天 模 ?。 关 于 和 矩阵 的 乘法 ,结合 律 和 分 配 
律 均 成 立 。 从 而 天 中 全 体 n 阶 方 阵 构成 环 ， 
称 为 K 上 的 = 阶 全 阵 代数 (total (full) matrix 
algebra), 常用 K, 或 M。(K) 来 表示 。 UK 
是 具有 单位 元 1 的 环 时 ,单位 矩阵 了 是 KK, 的 单 
位 元 . 全 部 分 量 都 是 0 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 (zero 
matrix) ,同样 用 0 表示 . HINA G, д) 分 量 是 
1 而 其 余 分 量 都 是 0 的 矩阵 为 Eas W K. 的 
任意 矩阵 4 可 以 叭 一 地 表示 成 Ex 的 线性 组 合 


A= (an) ~ Ў) a En ELARRE; Eu=0 


= 
G k); E Eu = Eu; Ед = Eaa(a €K) 
Xr. Ea 称 为 矩阵 单位 (matrix. unit), 

iR 4 Ж K, 的 矩阵 ， 当 满足 44 一 4 4 
一 了 的 矩阵 A7 EE, A MOS 4 Б 
BE (inverse matriz)。 存 在 逆 和 矩阵 的 矩阵 称 为 (K 
中 的 ) 正则 矩阵 〈regular matrix)， 非 奇异 矩阵 
(nonsingular matrix) SEMERE (invertible ma- 
trixz)。 若 4 存在 逆 矩 阵 ， 则 其 逆 矩 阵 是 唯一 确 
FEN. d$ K 是 可 交换 的 ， 则 矩阵 4 ЖЕЙИН 
阵 的 充分 必要 条 件 是 行列 式 * 14| 为 天 的 正则 
JU. HEB. (EK 为 域 的 情形 , 则 4 为 正则 矩阵 
的 充分 必要 条 件 是 |а| = 0. 

f (m, n) 型 矩阵 A = (a4) 的 行 与 列 互 
换 后 所 构成 的 (s,m) 型 矩阵 A! = Ср) (Ба = 
au)， 称 为 4 的 转 置 矩阵 (transposed matrix), 
以 '4 表示 。 当 天 为 可 交换 时 , Ж AB = C, W 
有 ‘8'4 = C. 使 得 A = 4 的 方 阵 4 称 为 
对 称 和 矩阵 (symmetric matrix) 或 交错 矩阵 
alternating matrix) ,而 使 得 .4 = 一 4 的 方 阵 4 
称 为 余 对 称 矩阵 (skew-symmetric matrix) 或 反对 
称 和 矩阵 (anti-qymmetric matrix)。 方 阵 4 = (24) 
当 ax 一 0 G < k) 时 称 为 下 三 角形 矩阵 ， 当 
24 = UG > 人 时 称 为 上 三 角形 矩阵 ,二 者 合 起 
来 称 为 三 角形 矩阵 (triangular matrix), 

【矩阵 的 Kronecker 积 】 对 于 域 K 中 的 
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(т, п) A=an 与 (r, 习 型 矩阵 B 一 (60， 
下 标 是 2= (1, j), а= (к, 1) 的 (mr, ns) WIE 
BEC = (e, Cen, = a, bu), 1529 А,В 的 
Kronecker $} (Kronecker product) ,通常 以 C= 
AQB 表示 . VB А, p 的 适当 排列 方法 ，C 可 以 
表示 为 


anB а В а. В by A7 b A\ 
(=> an B "tja bn A ) 
bn АБ, A 
公式 AQB: + B,) = ABB, + 4@B;,(Ai+ 
4:)QB=4, QB +4:9B , -(A@B)=(cA)@ 
B=AQ(cB), (A@B)(A.@B;) = (4:4) 
《B183) 均 成 立 (这 里 假定 和 \ 积 能 够 定义 ). 

DEBERE] HIK 中 的 (m, ”) 型 矩阵 4 
存在 不 等 于 0 的 r 阶 子 行列 式 ', 而 它 的 所 有 阶 
数 > * 十 1 的 子 行列 式 都 等 于 0, 则 称 "为 4 的 
Crank), A p(4) 表示 4 的 秩 , 则 对 于 矩阵 
的 积 ,一 般 地 有 p(P40) < р(4), 4P,O 是 正 
则 矩阵 时 等 式 成 立 .又 4 的 m 个 行 向 量 中 线性 
无 关 ! 的 最 大 个 数 以 及 » 个 列 向 量 中 线性 无 关 
的 最 大 个 数 ,都 等 于 4 的 秩 . n — оС) 称 为 4 
的 零度 《nullity)， 零 度 等 于 由 齐 次 线性 方程 组 
At = 0 的 解构 成 的 线性 空间 的 维 数 (基本 解 的 
个 数 )， 在 K 是 非 交 换 域 的 情形 ,也 可 把 行 ( 或 
列 ) 向 量 中 左 〈 或 右 ) 线性 无 关 的 最 大 个 数 定 
义 为 矩阵 的 秩 。 又 一 线性 空间 [ 子 空间 与 商 空 
lal, 

【初等 因子 】 设 。 是 有 理 整数 的 整 环 Z, 
或 域 K 上 的 多 项 式 环 ' K[x]， 或 者 更 一 般 地 是 
主 理想 整 环 '， 若 4 是 。 中 的 矩阵 , 则 从 4 的 左 
边 和 右边 乘 以 适当 的 (o 中 的 ) 可 逆 和 矩阵, 可 将 
了 4 化 为 下 列 形式 的 对 角 和 矩阵 


^ 0 
a 


amB mB ama B 


o ein 可 被 с, 整除 。 
0 К 
此 处 > 是 4 的 秩 。 若 不 计 正 则 元 因子 , Wa, 


е cs er 是 唯一 确定 的 ， 称 为 4 的 初等 因子 
(elementary divisor)。 上 述 事实 也 可 在 一 定 程度 


上 推广 到 。 是 非 交换 的 情形 (一 线性 空间 [ 半 线 
狂 映 射 ])。 若 使 用 行列 式 ， 则 初等 因子 可 如 下 
确定 : 设 4 的 所 有 阶 子 行列 式 的 最 大 公 因子 
28 dy, Wo 的 元 素 e, = 414,0 1,55, т, 
中 一 V) 就 是 4 的 初等 因子 。 ,4d,…* d, MS 
为 4 的 行列 式 因子 〈 德 Determinantenteiler), 设 
РЖ се, 的 一 个 素 因 子 ，“ 能 被 ?的 p. 次 方 整 
除 , 但 不 能 被 cr 次 方 整除 ， 则 pG = 1, 
ter) RAA P 为 底 的 单 初等 因子 (simple 
elementary divisor) (—Noether Ж), 
【特征 多 项 式 ,特征 值 】 设 A = (aa) 是 
RK hi n 阶 方 阵 . 行列 式 F (x) 一 |х1 — A] 
是 K[z] 中 的 = 次 多 项 式 ， 称 为 4 的 特征 多 项 
式 (proper polynomial 或 characteristic polynom- 
ial), 代数 方程 FG) = 0 称 为 4 的 特征 方程 
(proper equation 或 characteristic equation), 它 的 
JR, ety Aa 称 为 了 的 特征 值 ( 英 proper value, 
eigenvalue Eigenwert) НДЕ В (characteristic 
root), 4 017 P] XX det 4 等 于 特征 值 的 积 
II x. жми у, „= > аа A W 


га 
ЖСЖ trace Ф Spur) 或 对 角 和 (diagonal sum), 
记 作 tr4 或 5,(4)， 在 K 是 代数 封闭 的 情况 
F, WB 00242 是 4 的 特征 值 时 ， 存 在 列 向 量 
гео Ar = A。 这 个 解 5 称 为 对 应 于 特征 值 
4 的 转 征 向 量 (proper vector, cigenvector) 或 特征 
解 (proper solution, characteristic solution)。 特 别 
Y aa 是 实数 且 ва 7a), 时 , 则 4 的 特征 值 是 实 
数 ， 这 时 特征 方程 F(x) = 0 也 称 为 长 期 方程 
(secular equation)。 特 别 是 , 若 设 F(x) 是 4 的 特 
ESAR, M F(A) 是 零 矩阵 ， 即 F(A) 一 0. 
这 称 为 Hamilton-Cayley 定理 . 它 可 应 用 于 
逆 和 矩阵 的 数值 计算 . 

RH, E Кх) 中 存在 首 项 系数 为 1 的 多 
THRG), 使 人 4) 一 0. 设 其 中 次 数 最 低 的 是 
eG), ШАН E vk # AY FERE JG) 均 可 被 
eG) 整除 。 这 个 p(x) 称 为 4 的 最 小 多 项 式 
(minimal polynomial), 25 K[x] 中 的 矩阵 xf 一 
А 的 初等 因子 是 eG, ose GO UU р(х) = 
eG). 当 F(x) = z" HAAR SER 


(nilpotent matrix), 4 F (z) = (x — 1)" P$, A 
AWB Cunipotent matrix), (一 线性 空间 
[线性 变换 ])。 

【标准 型 】 对 于 域 K 中 的 = 阶 方 阵 A, В, 
若 存在 正则 矩阵 P, 使 得 B = PAP, ИЖА 
与 B 是 相似 的 (similar)。4 与 B 相似 的 充分 必 
要 条 件 是 : Klr] 中 的 矩阵 x1 — 4 5x1 — B 
的 初等 因 于 相同 。 其 次 , 设 K 是 代数 闭 域 ' ( 例 
Inf EUR), 是 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , x1 一 4 
的 以 x 一 为 底 的 不 等 于 1 的 单 初等 因子 是 
(x А), i, (x — A)”, 作 下 面 的 矩阵 : 


Agen 

А : i. D 
59 ,其 中 P=| 1 ，….. 
oP $ xw 

(P, Ж p; 阶 方 阵 , 但 当 p, = 1 s P; EEA 

HORI ИБО. 若 4 的 所 有 相 异 的 特征 值 

às, As WASE :个 矩阵 4G = 1, 


s 人 ) 排 在 对 角 线 上 所 得 的 矩阵 相似 . 后 一 矩 
阵 称 为 4 的 Jordan 标准 型 (Jordan’s canonical 
form), 这 个 标准 型 成 为 对 角 和 矩阵 的 充分 必要 
条 件 是 : 4 的 最 小 多 项 式 无 重 根 。 此 时 A MOS 
半 单 的 (semi-simple) (一 线性 空间 [线性 变换 ])。 

【和 矩阵 的 指数 函数 】 iA, = (25)(»—0, 
1,2, +++) 为 复数 域 C 中 的 方 阵 ,级 数 如 十 
Artes + Apt oes 称 为 收敛 的 ,如 果 它 的 
各 分 量 构成 的 级 数 af) + aP be bal tere 
收敛 。 对 于 方 阵 A, 


ey ee OPTE 
21 


lae 
总 是 收敛 的 ,用 exp А 表示 . exp(4)— “(exp 4); 
exp( — 4) = (exp A)”; d$ 48 一 B4， 则 
exp(4 + B)=expd + expB, H det(exp 4) = 
exp(trd), Ж d FG) = exp (14), Wl) 4Е(:)/ 
di = AF (e) (一 变换 群 ). 

CEMER, MEPE, Hermite 和 矩阵】 复数 
kR C 中 的 方 阵 A= (aa) HOSE $ü $ç BE 
TA = (ак) (а Ж a FEE SOU 4* 表示 , 称 
为 4 的 伴随 矩阵 (adioint matrix), 满足 44* = 
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A*A ВАЮЕ ЗЯ ВЕ (normal matrix), 
满足 Us*U 一 1 即 U7 = Ut H* = H {б 
矩阵 局 , 娘 都 是 正规 矩阵 ,前 者 依据 G.Frobenius 
HABER unitary matrix) (EA T 888 u ЕВЕ), 
后 者 称 为 Hermite SRF (Hermitian matrix) (LÀ 
下 简称 bh БЕ). ЙДЕ P = РАО ЬЕР, 
为 射影 矩阵 (projection matrix), 

全 体 口 矩阵 关于 乘法 构成 群 。 若 4 是 正规 
JERE, UE u GRE, RIU* AU 是 正规 矩阵 。 若 
HÆ h 和 矩阵 ,2 是 任意 矩阵 , HJ O* HO JE h Ë 
阵 , 若 4 是 任意 的 正规 矩阵 , 则 4 可 由 适当 的 
矩阵 变换 为 对 角 和 矩阵 〈 即 存在 "矩阵 U , (i: U* 
AU = U7AU ERMER). 反之， 具有 这 样 
的 性 质 的 矩阵 是 正规 和 矩阵， 特别 是 ,h jE, u 
矩阵 可 由 适当 的 "矩阵 变换 为 对 角 和 矩阵 ， 而 且 
Ж: h 矩阵 是 实 对 称 矩 阵 , 则 它 可 由 正 交 和 矩阵 ( 见 
后 ) 变 换 为 对 角 和 矩阵 ， Ж Ass An 是 可 互 
相交 换 的 正规 矩阵 ， 则 可 用 同一 个 u 矩阵 乙 把 
U- AU 全 都 化 成 对 角 和 矩阵 。 又 h 矩阵 的 特征 
值 全 都 是 实数 ，u 矩阵 的 特征 值 的 绝对 值 全 都 
等 于 1. 

当 h 矩阵 五 的 特征 值 全 都 为 正 〈 或 者 全 都 
为 正 或 0) 时 , 称 太 是 正定 的 《positive definite) 
(或 者 半 正 定 的 《positive semi-definite)), ЖН 
Ж h 矩阵 , 则 expH EEEH h HEE, RZ, 对 
于 正定 的 h 矩阵 , 必 存 在 唯一 的 h РЕН, 849 
所 给 h 矩阵 可 表示 为 expH 的 形式 。 任意 的 正 
则 矩阵 A, 可 以 唯一 地 表示 为 上 矩阵 UCR U”) 
和 正定 的 h SSB H (RH) 的 积 A = UH (或 
4 一 厅 U)。 这 时 4 为 正规 矩阵 的 充分 必要 条 
件 是 UH = HU, 

满足 4* 一 一 4 的 方 阵 4 KH Hermite 
矩阵 (skew-Hermitian matrix) (MJERA h 矩阵 》 
或 反 Hermite 矩阵 (anti-Hermitian matrix), $t 
h SEER EGER A OU. ЖЛ b S 
阵 , 则 exp 4 是 "和 矩阵 ， 反 之 ,充分 接近 单位 矩 
PE 7 89 u GRE U (JRRD U — 1 的 所 有 元 具有 充 ， 
分 小 的 绝对 值 ), 必 可 唯一 地 表示 为 exp 4 的 形 
ACA 是 余 h Жи). 

【 正 交 和 矩阵 】 分 量 全 都 为 实数 的 h 矩阵 下 
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ANHEE ALPE ASE u 矩阵 o, 即 
满足 07—'0 的 矩阵 0,。 称 为 正 交 矩 阵 (orthog- 
全 体 正 交 和 矩阵 关于 乘法 构成 群 . 
对 于 任意 实 对 称 矩 阵 S, 可 通过 适 当 的 ЕЛЕН 
ВЕТ, E TOST 成 为 实 对 角 和 矩阵 。 任 意 正 交 矩 
BE 0 可 通过 适当 的 正 交 和 矩阵 工 化 成 下 列 形式 : 


onal matrix), 


T 0 
E 
TOT = ы. i 
n. 
0 Un 
п ( cos 0, pu 
—sin 8; созбу 


正 交 和 矩阵 O MIATA | O | 9 CE + 1,10] = 189 
正 交 和 矩阵 称 为 特征 正 交 矩 阵 (proper orthogonal 
matrixz)。 若 4 是 实 交错 矩阵 , 则 exp A 是 特征 正 
交 和 矩阵 ;反之 ,充分 接近 单位 矩阵 的 特征 正 交 算 
阵 必 可 唯一 地 表示 为 这 种 形式 。 特 征 值 都 不 等 
于 一 ! 的 特征 正 交 和 矩阵 0 与 实 交错 矩 阵 A, ж 
Ñ o= (1 — A)(I + A)™,A = (1—0) (1+ 
0)" 一 一 对 应 。 这 一 对 应 称 为 Cayley 变换 
(Cayley transformation), 

满足 入 = T ft) BL) 方 阵 工 称 为 复 正 交 
矩阵 (complex orthogonal matrix) , 它 可 唯一 地 表 
RA T= Oexpi4 〈 其 中 0 是 正 交 和 矩阵 ，4 是 
ACEH, P= —1). 

【无 限 矩 阵 】 把 〈 非 交换 ) 域 K 中 的 元 素 
as (z, r € T) 排 成 具有 无 限 多 行 与 无 限 多 列 的 


阵列 : 


称 为 无 限 ( 阶 ) 矩 阵 (infinite matrix) (т, r 是 表示 
行 或 列 的 下 标 , 它们 分 别 取 遍 无 限 集 Г). 关于 
无 限 和 矩阵 的 相等 、 加 法 以 及 与 XK 的 元 的 乘法 的 
定义 ,与 通常 有 限 和 矩阵 的 情形 完全 一 样 .乘法 一 
般 没 有 定义 ， 若 一 个 无 限 和 矩 阵 各 行 (或 列 ) 的 元 
除 有 限 个 外 全 都 是 0, 则 称 它 为 行 (或 列 ) 有 限 


(row (column) finite) 矩阵 ， 关 于 行 (或 列 ) 有 限 
ЖЕ, SARE WING A. nj jE Е 
Caor), (ber) 的 积 定义 为 矩阵 Ces), ， 它 的 分 量 


Cor = >) а, bus, Wt, AEGRIS 


阵 构 成 环 . BEME K ЙОАНА SSI R 
无 限 维 右 K 模 '， 于 是 ЭЛ 中 存在 线性 无 关 的 天 
Ж (.), 使 得 吕 的 任意 元 可 表 为 有 限 多 个 w: 的 
线性 组 合 . 设 4 是 N ЯЕ, 着 设 Au, = 
Do ue terlan ЄК), WHEE т 变动 vc 时 ， a, 


除 有 限 个 外 全 都 是 0, FEAA MEE (aor) 对 
应 于 4， 基 于 这 个 对 应 , 路 的 线性 变换 构成 的 
环 与 列 有 限 矩 阵 构 成 的 环 同 构 ， 在 天 是 拓扑 域 
的 情形 ,可 以 对 这 些 环 进行 更 详细 的 讨论 。 

其 次 , 设 K 是 复数 域 ,是 自然 数 集 . 关于 
矩阵 (G) G, k=l, 2, 72, HERI z, 


S» 
[E ме] < (Z28491 (sr)! 


(M 是 常数 ) 
成 立 , 则 (ee) 称 为 有 界 矩 阵 (bounded matrix) .全 
体 有 界 和 矩阵 构成 环 . 若 pu 9 ° 是 Hilbert 空 
间 + 习 的 一 个 完全 正规 正 交 系 , 则 对 于 乡 的 连续 


线性 算 子 A, 有 Ap > qaa 通过 使 4 对 
=i 


KARIBE (aa), "HE 9 的 连续 线性 算 子 构 
成 的 环 同 构 地 映射 到 有 界 矩 阵 构成 的 环 上 《一 
Hilbert 空间 ). 

[5] [1] 蘑 原 松 三 部 , TARUN, 岩 波 全 书 , te 
订 版 1961; [2 ] 浅 时 可 三 , 糠 型 代数 学 提要 ,共立 出 版 ，1948; 
[3 1380106, FAR, SSM, 1951; [ 4 JS BR, 行列 上 行 
PAX SIM, 1957; [51Ж—, FALGI, RMA, 
1958; [ 6] O. Schreier-E. Sperner, Vorlesungen über die 
Theorie der Matrizen, Teubner, 1932; [7] C. C. Mac- 
Duffee, "Theory of matrices, Springer, 1933 (Chelsea, 
1946); [8] J. Н. M. Wedderburn, Lectures on matrices, 
Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., 1934; [9] №. Bourbaki 
Algèbre, chap. 2, Actualités Sci. Ind, Hermann, Ж 
Ë 1962; [10) Ф. P. Гантмахер, Теория матрни, Toctex- 
издат, 1953 (mika: Ф. P. НОВИ, Юа, 上、 下， 
高 等 教育 出 版 社 , 1955); [11] А. Г. Курош, Курс высшей 
алгебры, Физматгиз, 1959 《中 译本 : А. Г. Ж, 高 等 
代数 教程 ， 人 民 教 育 出 版 社 , 1962); [12] А, И. Мальцев, 
Основы линейной anire6pu，TocrexHanar，1956〔 中 译本 : 


A. W. OHRA, ВИЕЙ, Жз, 1959); 
[13] R. Godement, Cours d’algébre, Hermann, 1963; 
[14] R. Bellman, Introduction to matrix analysis, Mc- 
Graw-Hill, 1960; [15] A. S. Householder, The theory of 
matrices in numerical analysis, Blaisdell, 1964; [16] L. 
Fox, An introduction to numerical linear algebra, Claren- 
don Press, Oxford, 1964; [17] S. Lang, Linear algebra, 
Addison-Wesley, 1966; [18] S. MacLane – G. Birkhoff, 
Algebra, Macmillan, 1967; [19] S. Lang, Algebra, Ad- 
dison-Wesley, 1965, 


行列 式 


Determinante 


[X determinant 法 déterminant Ж 
Җ детерминант A 行列 式 ] 
【定义 】 ME oR A= Ga)G,k = 1, 
e n), Bi n! AER an 定义 的 式 子 


X(sgn Paap aan" "as, 


称 为 4 的 行列 式 .其 中 P 一 Е ax 


码 1 到 的 置换 , sgn P 是 置换 的 符号 ( 即 当 P 
是 偶 置换 时 , sga Р 一 1, 而 当 P 是 奇 置换 时 ， 
sgn P= 一 1)、 上 式 中 的 和 是 对 »1 个 所 有 可 能 
的 P 求 和 ，4 的 行列 式 以 


an ар "77 


2..." 


an а, 


an 
表示 ,也 简 记 作 1an| 或 14|, 也 使 用 记号 det A, 
4 的 元 素 au 通常 是 实数 或 复数 , 但 不 作 特 别 
说 明 时 ,以 下 的 理论 对 一 般 的 交换 环 'R 的 元 也 
RI. 

【与 外 代数 的 关系 】 设 交换 环 尺 上 的 一 个 
” 维 线性 空间 (自由 模 77 的 基 是 (co ezt 62, 
考虑 其 外 代数 ' 《Grassmann GB), Ф 
tt + алена, 
ll ее Л Лен = Гаа [е Л е Л Лен. B 
之 ， 利用 外 代数 ， 可 以 由 上 面 的 关系 定义 行列 
式 .行列 式 的 一 些 性 质 ,可 以 由 外 代数 非常 容易 
地 求 得 . 

【行列 式 的 基本 性 质 】 1) 4 与 其 转 置 矩 
yet 'A 有 相同 的 行列 式 ， 因 而 对 于 行列 式 的 行 
成 立 的 定理 ,对 于 列 也 成 立 . 

2) 4 的 一 行 (或 列 ) 的 每 个 元 乘 以 (R H) 
Ж с 得 到 的 矩阵 的 行列 式 等 于 е] 4]， 特 别 是 ， 
当 4 的 一 行 (或 列 ) 的 元 都 是 0 时 ,其 行列 式 |4| 


eim aan + апе + 


FAR ал 
ST 0. 

3) A= (aa) 的 一 行 ( 例 如 第 i 行 ) 换 
Beans cos а, Жаа + аага + а, ДАЙ} 
BIASED BIE A’ RAT, 则 14”| m 14] + 
14"|。 对 于 列 也 有 同样 的 定理 . 

4) Шайт (或 列 ) 施 以 置换 8 后 所 得 到 
的 和 矩阵 是 Ao, W 14o1 一 (sgnQ)141. 特别 
是 ,两 行 (或 列 ) 互 换 后 ,行列 式 改变 符号 。 

5) E A 的 两 行 (或 列 ) 相 同 , 则 行列 式 | 41 
等 于 0. 

6) 4 的 某 一 行 (或 列 ) 乘 以 任意 元 后 加 到 
另 一 行 (或 列 ) 上 去 时 ,行列 式 的 值 不 变 . 

7) 设 ( 在 具有 单位 元 的 交换 环 R 中 ) л! + 
变量 xx(i, 一 1, +++, OPER TG ВЕРЕ X = 
(ха) 的 函数 ф(х) 一 p(X)《 取 值 为 R 的 元 ) 
具有 下 述 性 质 : i) 若 X 的 一 行 乘 以 (R 的 ) 元 4， 
则 ?的 值 也 乘 以 2; н) 设 X 的 任意 一 行 ( 例 如 
Ж: FT) BR rasta xia 及 xn 十 rn ora 
xi 所 得 的 矩阵 分 别 是 X R. X”, BJ p(x”) 一 
ФОХ) + eQO ii) 若 X 的 两 行 相 同 ， 则 9 的 
值 等 于 0。 此 时 G(X) 一 “|X1(ce R). 

8) VER WRK, 设 在 域 K 中 取 值 的 函数 
ФОХ) 一 ea) 具有 以 下 性 质 : i) 若 把 X 的 一 
TIRA, WP ABIL 1; ii) 车 把 X 的 任 
一 行 的 元 加 到 另 一 行 的 对 应 元 上 ， 则 9? 的 值 不 
变 .此 时 p(X) = e|X1Ce € К). 

【Laplace 展开 定理 】 设 4 — (aa)3E n Et 
BBs Оа) Ое < i) 是 由 数码 1， 
2, -- > п 构成 的 元 组 , 其 余 的 是 Gras teo 
1) Ga X <i). ist sho Cheats 
ke) fJ ж X. b i FR. AMA TS ko 
+++, k, USE ЖЕЙ) n? STEREO H pk BJ 
r 阶 行列 式 , и б r FTIR (minor), 
记 作 


特别 是 , 当 (hn。… 

个 子 行列 式 为 主子 行列 式 (Principal minor), 又 
Baat. +i, wehbe th, W 
冠 以 正 负 号 的 n — r 阶 子 行列 式 


чоц дә "= С L) a iy usta ako 


122 FAA 
WAA aunir 的 余 因 子 (Ccofactor) . 特 
别 是 , 当 r 一 1 时 ,ex 的 余 因 子 是 a7 C7 0^ 
„Аа, 此 处 An 表示 去 掉 4 的 第 i 行 与 第 列 后 
得 出 的 =” 一 1 gr TTL. 
THEG, 40,900 Э) 
分 别 简 记 作 G), G), б), WE 


" 141, G) = Q), 
NE d mi 


^ 141, GO = Q), 
Xinh T [5 a (o. 


жауун о) GO i G) moa (7) 个 组 


合 的 总 和 . 这 称 为 Laplace RFF EE (Laplace’s 
expansion theorem)。 若 B, C Bt, 4 是 形 如 


Bo Вж 
4-22) ж4- (00) 
的 矩阵 。 则 由 上 面 的 公式 ,有 [Al — BICI 
现在 对 组 合适 当地 附 上 号 码 ,例如 按 字典 顺序 ， 


由 这 个 顺序 ， 如 果 把 Gees stds ttk) 
分 别 看 作 行 与 列 的 号 码 , 则 上 面 的 Laplace 展开 


定理 可 以 用 ( ”) 阶 方 阵 表示 如 下 


Саа) Gann) = Gano) (a) 


W 0 ) 
о 141 

G) REGI SB, (4) 是 列 的 号 码 . 
特别 是 , Mr 一 1 时 ， 


nol [4b iT 
E P 


DM 141, i= k, 
PILIS = { 0, isk. 
【行列 式 的 积 】 设 4 一 (aa), B= (ba) 
是 = 阶 方 阵 , 则 对 于 乘积 
AB = C = (са) 


(ea 一 > ATAR? = Les), 


1481=141181 成 立 . BBE Саа" 
A"! 的 充分 必要 条 件 是 行列 式 |4] = 0, 此 时 
An m (big) Фа = аА). 又 14 = [Alt 


CEARA PATRIZI R ADT TE Ж I 18 
形 , 上 述 条 件 为 | 4| 是 RR 的 正则 元 ")。 
【行列 式 的 一 些 定理 】 DUn 4 一 
(аа) 中 aa RAF ša 为 元 素 的 行列 式 14.41 
SF lal) 一般 地 ,有 
[E 2 GD, 
sinea m 1416777). 
2) 由 矩阵 Ga) OY jon i HE sns 
k PUTAS + 阶 子 行列 式 等 于 


атаа NY 
> k, 列 后 得 到 的 ”一 > 阶 


hes fih 


16H (39S. Hl 
ata (g) 7 2 (,)4) 


i j ¿ 
的 及 的 <; k<l, 

4) Sylvester 定理 。 din 阶 方 阵 4 一 
(et 的 1,…，rsr 十 1 行 与 1 rrt 
列 构 成 + 1 阶 子 行列 式 ， 并 以 bx (i, = 1, 
te, n RAPT TAR, RJ 


mn a | 


Iba] = lAl 


attt an 
5) #4 Ж (n, m) ЕЕ, BÆ (m, n) 型 

ЖЕ, AB Æ n УЕ. 4 n>m BY] 4B) = 

0, 4Yn<mit, Ш (0) = G, iG 

eom) 是 由 1,…,m 中 取 ABA Ao 

RARO i, ++, 7, 列 构 成 的 Е, Воде 

HB BRA, «Vi, 行 构成 的 » 阶 方 隆 , 则 

|4B| = Dl4el Bol 


Р 
«Gy sog( 7) 个 组 合 ) 成 立 . 
6) Kronecker 积 的 行列 式 . HA Lm RIF 
Ek, вв EUR, WAB] = |A|"| BI”. 
7) WHE n 阶 Hermite БЕ, Hy 是 由 万 
£91, 77, FE 1. 0, kU BRAY k ME 


©. 这 时 , н ае, мач ін, >0 
(k=l), 

【特殊 行列 式 】 
形 如 


1) Vandermonde 行列 式 . 


monde's determinant) , 它 等 于 a, +- 
RRS MR TT G 一 x4). 
D 
2) 循环 行列 式 (cyclic determinant), 


ПЕЕЛ 


*› xa 的 最 简 


Zaai to mn oe 


m m m ctn 


= TI Gs Un Dh ++ + OOM), 


其 中 5 是 1 的 = 次 原 根 。 

3) Gram 行列 式 (Gramian). ia; = (аа 
aa taa) di n ЙЕ, Coi, %) 是 内 积 , 则 
(a, m) (ms а) +++ Cor, o.) 


(ж, m) (as ар) +++ (or, o) 
Nesei Cans а) +++ (а,,а,) 
an an ttt а |? 
а 


an an * 


аайы 777 Ban 


4) 对 于 交错 矩阵 X( 即 从 一 一 X)， 有 


0 *u ЫЧ xu 
= 0 Xn ЫП 
в 3n 0 Tae 
一 xie Mia am 2$ 
JRC mi cts n ER 
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xi 的 多 项 式 ， 称 为 这 些 变量 的 Pfaff 多 项 式 
(Pfaffian), 


{®] ПАЖАР IRR GST DR 1965; 
02] ERREN, RUP 1, РАНЕН, 1928; ГЗ 
=ю тїк ЧП, SRE ATM 1961; [4] ALA 
K, TARVTAR, MBB, 197; (5) AHS, 
лиз, HG, 1948; [6] WUP TIA A 
EE, 1953; [7 ERW, TA FAR, AH, 1958:[ В ] 
ARR, GAL FAR, HBL, 1957; [9] G. Kowalewski, 
Einführung in die Determinantentheorie, Walter de Gruy- 
ter, Leipzig, 修订 版 1925 (Chelsea, 1948); [10] N. 
Bourbaki, Eléments de mathématique, Algébre, chap. 3, 
Actualités Sci. Ind., 1044, Hermann, 新 版 1958; [11] Ф. 
P. Гантмахер, Теория warpmu, Гостехиздат, 1953 (this 
Ж: Ф.Р. 甘 特 马赫 尔 , 和 矩阵 论 RSAC PY ШЖ, 1955); [12] 
А. Г. Курош, Курс высшей алгебры, Физматгиз, 1959 
(中 译本 ; А.Г. 库 洛 什 ， 高 等 代数 教程 ， 人 民 教 育 出 版 社 ， 
1962 年 ); [13] R. Godement, Cours d'algébre, Hermann, 
1953; [14] S. MacLane-G. Birkhoff, Algebra, Macmillan, 
1987, 


线性 方程 组 (Ж linear equations 法 équations 
linéaires £ lineare Gleichungen {А линейные 
уравнения 日 1 次 方程 式 ] 当 给 定 m 个 线性 型 
= ваха t +++ + а Xali m 1, s,m) 以 及 
mk b, 77 ó. 时, 形 如 

(1) aan +++ dinta = bs i= 1, т 
的 式 子 称 为 线性 方程 组 (lincar equations), 满足 
它 的 数 a, …*, x 或 数 向 量 x 二 (m4，…， ra) WR 
为 线性 方程 组 (1) 的 解 (solution)， 特 别 是 , 形 和 如 
О) aan et inte 0 i= l,m 
的 线性 方程 组 称 为 齐 次 线性 方程 组 《linear ho- 
mogencous equations), 线性 方程 组 的 理论 并 不 
限定 系数 和 解 都 是 数 , 它 对 一 般 的 ( 非 交 换 ) 域 
天 的 元 也 照样 成 立 。 但 是 在 非 交换 域 的 情形 ， 
由 于 有 左 乘 、 右 乘 的 区 别 ,因而 以 下 在 括号 内 注 
明 左 或 右 . 

Aon, ++, x, ED 的 解 , 则 它 的 ( 右 ) 线 性 
组 合 Ex,c Cc, К) 也 是 (2) 的 解 , 即 (2) 的 解构 
成 线性 空间 。 当 (2 有 非 零 解 时 , 若 xcix, 
是 (2) 的 ( 右 ) 线 性 无 关 解 ;而 其 他 的 解 全 部 由 它 
们 的 ( 右 ) 线 性 组 合 得 出 , 则 on ss х, 称 为 (2) 
的 基本 解 组 (system of fundamental solutions), Ж 
RHEW fisio fn 中 ( 左 ) 线 性 无 关 的 最 大 个 数 
E r, 则 当 且 仅 当 + < ”时 (2 有 非 零 解 ,其 基 
本 解 的 个 数 是 "一 "。 因 而 , 若 方程 的 个 数 小 于 


14 多项式 


未 知 数 的 个 数 , 则 必 有 非 零 解 . 

其 次 , 若 (1) 有 一 个 解 xm。 则 (1) 的 每 个 解 
x SI x Jn ECRIRE y HB. ACA 
解 的 充分 必要 条 件 是 : 若 线 性 型 hsrs fm 之 
间 有 线性 关系 Ус, = 0 (e, € K), WYA Усу, 
一 0. 换 言 之 ,下 面 的 两 个 矩阵 


el 


的 秩 ' 相 同 。 特 别 是 , (1) 仅 有 一 个 解 的 充分 必 
ЖЕЕ АЗ АШИМ Т а. LH т=п ОА 
而 4 是 方 阵 ), ЙА ELDOS 4 EY М, (1) 
有 唯一 解 , LAE x 471! bU (s 0). 

(Cramér AR] 在 K 是 域 的 情形 , 可 以 用 
行列 式 具体 地 给 出 解 的 公式 。 首先 设 m = n, 
行列 式 A = 141 关 9。 此 时 , (1) 仅 有 一 组 解 
这 组 解 就 是 zx 一 A/A 一 1，……，m)。 此 处 
A, 是 把 矩阵 4 的 第 不 列 ars ano sss анк 换 成 
by, Бъ", bn 后 所 得 的 矩阵 A, 的 行列 式 . 这 称 
为 Cramér 公式 .在 一 般 情形 下 , 设 4 与 了 4 的 
相同 的 秩 为 +, 车 适当 改变 方程 与 末 知 数 的 顺 
TE, [au] 0(i,《 二 1,…,r), 则 在 前 个 方程 
中 ,给 хы, c х„ 以 任意 值 ,用 Cramér 公式 解 
War cos zo 由 此 可 以 得 到 一 般 解 ,(2) 有 非 
零 解 的 充分 必要 条 件 是 4 的 秩 小 于 n; 因而 当 
A 为 方 阵 时 ,此 充分 必要 条 件 就 是 |4] 一 0. X 
于 线性 方程 组 理论 在 几何 学 中 的 应 用 一 仿 射 几 
何 学 。 关 于 数值 解 一 线性 方程 组 的 数值 解法 . 

在 一 般 ( 非 交换 ) 域 K 的 情形 , 设 工 是 K 的 
扩 域 , 若 K 中 的 线性 方程 组 在 工 中 有 解 , 则 它 在 
天 中 也 有 解 。 特 别 是 , 若 K 中 的 (2) 在 工 中 有 非 
FH, WEEK 中 也 有 非 零 解 ，K 中 的 基本 解 
也 同样 是 工 中 的 基本 解 。 


[5] CHI їй, (ВР, КОНЯ, 1930, @ 
订 版 1948; [2] RS, MM ARFRE, 共立 出 版 ， 
1948: [3] S. Lang, Linear algebra, Addison-Wesley, 
1966， 其 他 一 行列 式 ,线性 空间 ,矩阵 ,线性 方程 组 的 数值 解法 
的 [ 参 ] . 


SAR [KX polynomial 法 polynôme Ж 
Polynom 从 многочлен, полином 日 多 项 式 ] 


【一 元 多 项 式 】 设 《 是 一 个 交换 环 '，a6s а, 


tos an € k, 则 形 如 
(CD К) = a+ aX +- + a, XP 
的 式 子 ， 称 为 《上 的 变量 XM SMR. WR 
а, © 0, 则 称 数 ”为 多 项 式 1(X) 的 次 数 (degrec)， 
记 作 аер f， 如 果 a, 一 1, 则 多 项 式 (1) 称 为 首 
项 系数 是 上 的 多 项 式 (попіс polynomial), k E 
的 全 体 多 项 式 关于 通常 的 加 法 、 乘 法 构成 交换 
环 ， 称 为 上 的 一 个 变量 X 的 多 项 式 环 《poly- 
nomial ring), 以 《[X] 表 示 . 由 作 《[X], 称 为 
往 中 添加 (adjoin) 变量 X. 

【多 元 多 项 式 】 AX) 中 再 添加 一 个 变量 
Y 构 成 的 环 4[X][Y], iC RIX, Y], 它 的 元 
amyX*Y” 称 为 上 的 两 个 变 最 x # Y 的 多 项 
R. 一般 地 , KD XS] [Xi Xm] 
[Xn] 25 k ERY m 个 变量 Xi, o Xm 的 多 
WRF (polynomial ring of т variables) , 它 的 元 
(20) F(X,, Xa, ic Xm) 

= Za s XY XI: Xm 

(X ЖН w = x = +++ = v, = 0 开始 的 对 非 
负 整 数 v, 的 有 限 和 ) 称 为 《上 的 m 个 变量 
Xis Xos co X, 的 多 项 式 (m 元 多 项 式 ) (poly- 
nomial of m variables), 构成 这 个 多 项 式 的 
aues ХОХ 称 为 多 项 式 下 的 项 (term)。 
ausos 称 为 这 一 项 的 系数 (coefficient), vy 十 
mat ++ + pm 称 为 这 一 项 的 次 数 (degree), $ 
项 式 F 的 所 有 项 的 次 数 中 的 最 大 数 ， 称 为 的 
次 数 . 次 数 是 0 的 项 we* 称 为 F 的 常数 项 
(constant term). RE Xi, +++, Xn 的 "次 项 构 
成 的 多 项 式 称 为 n 次 齐 次 多 项 式 (homogencous 
polynomial of degree n), п 次 齐 次 式 或 n 次 型 
(form of degree n). 仅 由 一 项 构成 的 多 项 式 ， 
即 形 如 ахих Хут 的 式 子 ， 称 为 单项 式 
《monomial)。 在 由 (2) 表 示 的 变量 Xi s Xm 
的 多 项 式 Е(Х,, +++, X) 中 ,把 Xis t XU 
成 环 太 的 元 (或 以 不 为 其 子 环 的 交换 环 玉 的 元 7 
в» cts Oms 就 称 为 > cro am 的 多 项 式 ， 当 
F(m, tts am) = 08, # (m, 0.) 为 
FQU, `: Xm) 的 (或 天 中 的 ) EA CH zero 
point # Nullstelle) BHR (root). 

【多 项 式 环 的 构造 】 Hk A. 考虑 


上 的 无 限 维 向 量 + f = (а, as а, ++), 其 中 只 
有 有 限 个 分 量 а, 是 非 零 的 . Hf 中 最 后 的 非 零 
分 量 是 s， 则 定义 = 为 了 的 次 数 deg f (对 0 一 
(0, 0,0, ЖХ. f Sg (ba bis 
hsc) 的 和 与 积 定义 如 下 : 

f+ = (а bat bi, а + bs 

二 ee), 
1g = Caesa + ав У) abus). 

8 

从 而 f, в, +++ 的 全 体 成 为 具有 1 的 整 环 . 令 
X 一 (0, 1, 0, 0，…)， 则 = 次 的 = (as, а, 
41 1115 ans 0, 0, +++) 可 表示 为 (1) 的 形式 
AXES fy 8&，… 构 成 的 整 环 就 是 LX], X 称 为 代 
数 意义 下 的 变量 (variable) 或 不 定 元 (4& Unbes- 
timmte), 对 于 次 数 ， 公 式 〈 当 两 端 有 意义 时 ) 
deg (J +g) < max(deg f, deg g), deg (fg) —deg f 
十 dcg g 成 立 。 

特别 地 , 设 《 是 域 , 则 当 给 出 f, ge АХ] 
CAE f% 0, deg g > 1) 时 , 就 有 适当 的 q, re 
AUX] 满足 下 式 《 除 法 定理 (theorem of division 
algorithm)): f = gg + r (deg g > degr R r= 
0). #4 20 1 除 以 g KISER (integral quotient), 
fk r 29 f е 的 剩余 (remainder). 

【 素 因子 分 解 】 IRR, A% kX] 
ЖЕК, MATT 人 [Xi to Xal 是 整 环 ,所 以 有 关 
整除 性 的 各 种 概念 ( 约 数 ,倍数 等 ) 都 是 能 定义 
的 (一 交换 环 ). 若 《 中 素 因子 分 解 准 一 性 定理 * 
成 立 , WHERE KX], AM KX ts Xn] 
中 也 同样 成 立 。 这 时 ， 所 有 系数 的 最 大 公约 数 
是 1 的 多 项 式 称 为 本 原 多 项 式 (primitive pol- 
ynomial)。 上 的 每 个 多 项 式 可 以 唯一 地 表示 
成 《中 的 一 个 元 与 某 个 本 原 多 项 式 的 乘积 。 本 
原 多 项 式 的 乘积 仍 是 本 原 多 项 式 (Gauss 定 
P. 

若是 域 ， 则 在 kX] 55 ALM, * X.) 
中 可 以 唯一 地 进行 素 因子 分 解 . 特别 是 ,为 了 求 
ALX] э}, g 的 最 大 公 因 子 (f, g), 可 用 Euclid 
驾 转 相 除 法 〈Eudlidean algorithm), 即 反复 应 用 
除法 定理 : 

t= ga 十 ri g = ri + r> 


fi = rad: T rs, t 
deg g > deg rı > deg n> ++, 

经 过 有 限 次 后 , 得 a= ralen = 0). 这 
个 BE (fg). RT RLX ] 是 主 理想 环 '. 

【剩余 定理 】 设 丰 是 整 环 ， 帮 X)e k[X], 
E(X) = X — а (ає k), Ш 

KX) = X —в)4(Х) + r, 
4(X)€k[X], r€k. 

从 而 有 Ke) = r, BU f(X) RAX 一 a 的 剩余 
等 于 人 ac)、 这 称 为 剩余 定理 (remainder theo- 
rem), # Ka) 一 0， 则 СХ) de KX] 中 能 被 
X 一 上 整除 . 

【不 可 约 多 项 式 】 当 =” 次 多 项 式 二 有， 次 
(5 > v > 0) 因 式 时 , f 称 为 可 约 的 (reducible)， 
否则 称 为 不 可 约 的 (irreducible)。 一 次 多 项 式 是 
不 可 约 的 . 若是 域 , 则 f EAUX] 中 的 素 元 与 
f 是 不 可 约 多 项 式 等 价 。 在 有 理 数 域 上 ， 一 元 
多 项 式 (1) 在 下 面 的 条 件 下 是 不 可 约 的 (Eisen- 
stein 定理 ): 对 于 一 个 素数 p, 有 a% 0(modp2), 
ауа = 0 (mod p), а, #0 
(mod p), AUR HR k АО m 7с S Wisk (2) 
是 不 可 约 的 , 则 在 F 中 给 X uas Xu Cn 是 满 
Ж 0 < p< m 的 任意 自然 数 ) 以 《中 的 适当 的 
值 ,能 使 所 得 到 的 & 元 多 项 式 是 不 可 约 的 CHil- 
bert 不 可 约 性 定理 《Hilbert’s irreducibility theo- 
rem, J. Reine Angew. Math., 110 (1892)), 
这 类 Eisenstein 定理 与 Hilbert 不 可 约 性 定理 有 
种 种 推广 与 精确 化 。 例 如 关于 素 域 ” 上 有 限 生 
成 的 ?无 限 域 ， Hilbert 不 可 约 性 定理 成 立 〈K- 
Dórge, W. Franz, POSER), 

UA kk LAS XK 

106, ::,X2) = Xa, ХХХ 

则 此 多 项 式 关于 X, 的 (形式 ) 微分 (derivation》 
是 指 多 项 式 
KCO: X= VW Myer XH XX 


以 DL жж. SERIE, 6 m — 1 的 情形 ,以 


“= a= - 


JL 来 表示 。 通常 的 敏 分 运算 法 则 对 于 形式 熙 
分 也 成 立 。 对 于 所 X] 中 的 不 可 约 多 项 式 100, 
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依 条 件 TL. 0 成立 或 不 成 立 , 分 别称 KKX 2: 


不 可 分 的 (inseparable) 或 可 分 的 (separable)。 若 
域 太 的 特征 为 0, RU OX) Coe 0) 是 可 分 的 。 当 
КЕНЕЮ P I, 1X) 是 不 可 分 的 充分 必要 条 
件 是 HX) = g(X?)。 

CAPR] BA EWS TAR kX 
X。] 的 商 域 ' 记 作 ACK. +++, Х,), WA RER 
最 Xv, +++, Х, ЖЕЗДИ field of rational ex- 
pressions) 或 有 理 函 数 域 (field of rational func- 
tions)。 属 于 它 的 元 称 为 变量 X X'te XRY 
有 理 式 (rational expression), 它 可 以 表示 成 Xi» 
ts Xa 的 两 个 多 项 式 X +++, X2. (Ха 
++, X.) A 0 Й. REL RATE TE 
H Xu cs X. feug Kerita) (但 设 分 

gloas tts) 
BOR2S 0), Жо, o, 的 有 理 式 . 

【对 称 多 项 式 与 交代 多 项 式 】 РЕЖА 
БЯ Ху 555 Xe ЛД KX o Xa) 
若 将 变量 X, X. 以 所 有 的 方式 改变 顺序 
所 得 到 的 式 子 都 相同 , 则 称 f 2 Xis + X. AY 
对 称 多 项 式 (symmetric function or symmetric 
polynomial), 如 果 以 所 有 的 方式 改变 变量 的 顺 
序 时 ,只 能 得 到 两 个 不 同 的 式 子 ,而 不 能 得 到 其 
他 不 同 的 式 子 , 则 称 f HERB WR (alternating 
function or alternating polynomial), 对 于 Xi, 
++, X. 的 对 称 多 项 式 (交代 多 项 式 ) / Qs, 


XUL RAVE ш, ++ > o, 代 换 Xi, 7775 X. f 
得 到 的 Hm，…, n)a BRA aa, ` ° * > a, 的 对 称 
多 项 式 (交代 多 项 式 )。 


设 在 展开 (X — X) +++ (X — X.) 后 所 得 
的 X 的 多 项 式 中 , X" 飞 的 系数 是 (一 1)*ox， 则 
有 а= ZX, = Xi + X: + X. 
E X ,X i = XX 十 XIX rob XX `", 
о, 一 XXX。。 很 明显 ， 它 们 都 是 Xi，-…， 
X, 的 对 称 多 项 式 。 HPA TSHR, 
+++, Y. 的 元 , W PCa, ms ++, 02) 也 是 Xs 
s X. 的 对 称 多 项 式 ， 反 之 ,Xi ccc X. 的 
任意 对 称 多 项 式 可 以 唯一 地 表示 成 Pos 02, 
t3 0,) 的 形式 , 即 Xi。……。X。 的 对 称 多 项 式 


о = 


的 全 体 无 非 就 是 Ко, оз, +++, on], 这 称 为 对 
称 多 项 式 的 基本 定理 (fundamental theorem on 
symmetric polynomial), 015 ozs :::. 0, 称 为 
Xo Xo oir X, 的 基本 对 称 多 项 式 (fundamental 
symmetric polynomials or fundamental symmetric 
functions), PIG, ib s, 一 УХ, WA a= os 
5700 — 20, 5 = о} — 30,0; + 305, y= OI— 
Agia, + 203 + 40у 一 404， 基 本 对 称 多 项 式 与 
s, 之 间 有 下 面 的 关系 : sossa ms 
十 (一 D) 一 ops + (— 1)”, = 0 (» = 1,2, 
t2). m musa ++ (HD) = O 
(n n1, 5 2,5-5) (Newton AX), 


对 XX, sx, EZD ac 


(X, — X)G6 Ху) ++ (X, — X006 — X) 
+ (X, Xa) = p(X X.), ЖД х, 
s X。 的 偶 置换 不 变 , 施 以 奇 置换 变 为 一 p， 
所 以 它 是 Xs co X. 的 交代 多 项 式 . ? 称 
为 这 些 变量 的 最 简 交 代 多项式 (simplest alter- 
nating polynomial), 一般 地 , 若 了 E Xi. +++, X, 
的 任意 交代 多 项 式 ， 则 这 些 变量 的 偶 置换 使 也 
变 为 它 本 身 ， 奇 置换 使 1 变 为 一 个 值 it. 4 
1" 一 一 f 时 称 为 狭义 交代 多 项 式 (alternating 
polynomial in the restricted sense), 如 果 大 的 商 
域 的 特征 不 等 于 2, 则 狭义 交代 多 项 式 f 被 最 
AREA Р 所 整除 , 若 记 成 1 = ps, 则 :是 
ХАЈА. ШР в 
h, Vl e 是 对 称 多 项 式 ，4 是 狭义 交代 多 项 式 ， 
且 可 写成 ps 的 形式 , 于 是 f= (g + ps)/2 (g, 
sns, 0 的 对 称 多 项 式 )。 

【判别 式 】 最 简 交代 多 项 式 的 平方 一 D 
是 对 称 多 项 式 ,因此 成 为 osts о, 的 多 项 式 . 
D=0 是 XX,………,X。 中 有 某 些 相等 的 判定 条 件 。 
HE tists x。 是 ”次 代数 方程 ' aX Rage 
“… 十 as 一 0 的 根 , 则 DD 称 为 这 个 代数 方程 的 
判别 式 〈discriminant)。 判别 式 可 由 方程 的 系数 
BAR. 例如 , 若 ” 一 2, 则 aD = al — 4a, Fi 


n=3, 则 ajD = aa} + 1829214545 — 42,21 一 


Aaja; 一 27aidi, 
(8) [1] ажи, (CRM, ER, 修订 版 


1965; [2] 艾 原 松 三 郎 , 代数 学 L. Рин ЖШ, 1928; [3] 
B. L. van der Waerden, Algebra I, Springer, 第 四 版 ,1955 
《中 译本 : B. L. 范 德 瓦 尔 登 ,代数 学 I， 科学 出 版 社 , 1963); 
[4] N. Bourbaki, Eléments de mathématique, Algèbre, 
chap. 4, Actualités Sci. Ind., 102, Hermann, 第 二 版 ， 
1959; [5] A. Г. Курош, Курс высшей алгебры, Физ- 
матгиз, 1959 (中 译本 ; А.Г. 库 阁 什 ,高 等 代数 教程 ,人 民 教 
育 出 版 社 , 1962); [6] R. Godement, Cours d'algébre, 
Hermann, 1963. 关于 Hilbert 不 可 约 性 定理 ，[7] S. Lang, 
Diophantine geometry, John Wiley, 1962. 


代数 方程 【 英 algebraic equation 法 équation 
algébrique Ф algebraische Gleichung А алгеб- 
раическое уравнение Н 代数 方程 式 ] 【一 
般 情形 】 设 PCX Xm) РОХ 
X.) 为 域 ! 上 m 个 变量 Xs, Xis o Xm 的 7 
个 多 项 式 '. 方程 Fi 一 0,，…，F, 一 0 称 为 
上 的 m 元 代数 方程 (algebraic equations with m. 
unknowns)。 当 + 之 2 时 , 它们 称 为 7 个 方程 的 
方程 组 (system of equations) 或 联 立 方程 (si- 
multancous equations)。 多 项 式 Fi, ss, F, 的 系 
数 称 为 此 方程 组 的 系数 (cocfficient), Fy, --›Р, 
的 次 数 中 的 最 大 者 称 为 方程 组 的 次 数 (degree). 

解 代数 方程 ,无非 是 求 多 项 式 环 ' АХ, 
s Xo] 中 多 项 式 Pi，…，F, 的 《在 一 个 包 
含 的 代数 闭 域 ' 中 的 ) 公 共 零 点 '。 不 存在 零 
点 时 ,方程 组 称 为 不 相 容 的 《inconsistent); 只 存 
在 有 限 个 零点 时 , 称 为 正则 的 (regular); 存在 无 
限 个 零点 时 , 称 为 不 定 的 《indeterminate)。 对 于 
不 定 方程 (在 本 条 中 ,以 下 代数 方程 简称 为 方 
程 ), 着 在 Xi, …， Xm 中 适当 地 确定 4 个 Xn 
1X, Q < 4 < m) КН, Mika, sos 
是 中 适当 的 元 ， 把 方程 x, — a= 0, 
Хы — а, = 0 加 到 原 方程 组 上 ， 则 方程 组 即 化 
为 正则 的 。 正 则 方程 可 用 消去 法 ?归结 为 m = 
一 1 的 情形 . 

【一 元 方程 】 由 上 面 的 理由 , 形 如 帮 X) 一 
0 的 方程 是 重要 的 方程 ,其 中 
а) KX) = а" + aX" + +a. 
Ж a = 0, WJ (1) 就 给 出 了 一 元 ”次 方程 的 一 
RER. 

HIX) EFKAR k[X ] 中 是 不 可 约 
的 或 可 约 的 (一 多 项 式 ) ,方程 (X) = 0 也 称 为 
不 可 约 的 (irreducible) 或 可 约 的 (reducible). 在 
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大 的 某 一 代数 扩 域 K th, HX) 可 分 解 成 
Q) К) 一 а(Х—)(Х—в)-++-(Х—а,). 
因而 » 次 代数 方程 有 # 个 根 (Kroneeker 定理 )。 
(一 Di а/а, "Y a, 7 sos f i КОБЕ ЖУЙ 
多 项 式 '。 KM a, e а, 中 也 可 能 有 相等 
B. aoas a, ФНР Б), а ЖС) 
的 p 重 根 (p-ple root), По 称 为 “的 重 数 
(mulüplicty), # p = 1, R| e 称 为 单 根 (simple 
root); 若 p > 2, 则 称 为 重 根 (multiple root), 设 
д» :co 中 所 有 互 异 的 根 是 p，…，p,， 且 
pi 的 重 数 是 w。 则 (2? 也 可 表示 为 
Q) Кх) = a(X — fn (X — B) 
pit prt р, s. 

如 果 р 55 pe 不 能 被 《的 特征 ' 整 除 , 则 + 与 
f = na|X"” + (n— 1)aX*? + +++ + а, 的 
最 大 公 因子 8 RCM Bn QU- B2) Br 
DUH £ 来 除 f, 就 可 把 重 数 化 简 为 1。 在 特征 为 
o 的 域 中 ,不 可 约 方程 无 重 根 .方程 (1) 有 无 重 
根 ,由 它 的 判别 式 'D 是 否 为 0 来 判定 (Galois 
理论 , 域 ). 

【特殊 方程 】 假定 域 的 特征 为 0。1) 二 
项 方程 . 形 如 X" — a = 0 的 方程 称 为 二 项 方 
程 (binomial equation), 这 种 方程 可 用 开 方 (ex- 
traction of roob) 运 算 来 求解 , 若 以 W a Catt m k 
根 ) 表 示 诸 根 之 一 (a 是 正 实数 时 , Уа 通常 表 
示 正 实 根 ), RU V < RA L g gre 07 后 ， 
就 得 到 X" — a 一 0 的 m 个 根 , 这 里 5 是 一 个 
m 次 本 原单 位 根 . 

2) 互 反方 程 。 在 方程 Xtra 
+ a,-X + a, = OTP MUR a = aksa = aus 
+++, 则 这 个 方程 称 为 互 反方 程 (reciprocal equa- 
tion)。 若 * 一 2m 士 1, 则 X 一 一 1 是 它 的 一 
个 根 。 左 端 除 以 X 十 1, 就 得 到 一 个 2m 次 的 
互 反方 程 。 若 = 2m? 则 解 这 个 方程 归结 为 解 
关于 Y = X + X- 的 一 个 m 次 方程 与 关于 X 
的 二 次 方程 X? 一 XY 二 1 一 0. 

【次 数 较 低 的 方程 】 仍然 假定 域 的 特征 
为 0. 《一 公式 D 1) 一 次 方程 wX + a = 0 的 
HUE (а) а. 2) 二 次 方程 ooX? + aX 十 
а = 0 IRE: (—a + Ма — 4aom2)/2ao.3) 为 
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了 解 三 次 方程 aoX’ + aX + aX + a = 0, 
我 们 令 Ay = 92,2; — 2a} — 2741, А = 
ай — Заза, HHL T! — AT + A, = 0 的 两 个 
л, о. 若 取 为 1 的 任 一 立方 根 , WJ 
(Hat ov n + o? V aa)/3m 就 是 原 方程 的 
{Н (Cardano 公式 )， 用 这 个 方法 来 解 实 系 
数 三 次 方程 aX? + bX? 十 eX 十 4d 一 0 时 , 纵 
然 三 个 根 都 是 实数 ， 仍 然 必须 利用 复数 的 立方 
根 . 也 曾 尝试 求 一 个 在 实数 范围 内 的 代数 解法 
但 其 后 证 明 这 是 不 可 能 的 。 这 就 是 说 ， 如 果 上 
述 方程 在 有 理 数 域 Q 的 扩 域 Оба, Б, c, a) E. 
是 不 可 约 的 ， 而 且 它 有 三 个 实 根 ， 那 么 ， 仅 用 
四 则 运算 与 实 根 式 来 求 这 个 方程 的 根 是 不 可 能 
的 ， 因 而 这 种 情形 称 为 不 可 约 情 形 《〈 柱 casus 
irreducibilis), 4) 四 次 方程 aX cai X" X? + 
aX + а, 0 可 以 归结 为 解 三 次 方程 (L. Fer- 
rari) (一 公式 1)， 这 样 地 通过 对 方程 的 系数 施 
行 有 限 次 四 则 运算 与 开 方 运算 表示 出 它 的 根 ， 
你 为 方程 的 代数 解法 (algebraic solution), 五 次 
以 上 的 方程 一 般 没 有 代数 解法 (N. H. Abel) 
(一 Galois 理论 ). 

【解析 理论 】 下 面 设 《是 实数 域 尺 或 复数 
域 C， 对 于 这 种 情形 ， 由 于 实用 上 的 需要 , 很 
早 以 前 就 已 进行 了 研究 . 

k= CHIRIE. CERRAR (Gauss Ж 
理 )， 即 具有 ( 实 系数 或 ) 复 系数 的 方程 必 有 复 
根 。 关 于 方程 的 根 存在 的 Gauss 定理 常常 称 为 
代数 基本 定理 (fundamental theorem of algebra), 
因而 在 € 中 (2) 与 (2 ) 成 立 . 

设 (1) 的 个 根 ( 重 根 重复 列 出 ) 是 m，…， 
а, 则 每 个 о, 都 是 方程 的 系数 a, ary sas 的 
连续 函数 。 关于 (X) = 0, ИСХ) 一 0 的 根 在 
复 平面 上 的 位 置 ,有 下 面 的 定理 . 

D 复 平面 上 包含 1 = 0 的 所 有 的 根 的 凸 
Soe, 也 包含 了 一 0 的 所 有 的 根 (C. F. 
Gauss), 

2) 车 C 是 复 平面 上 的 一 条 不 通过 f = 0 的 
根 的 可 求 长 Jordan 曲线 ', 则 在 C 的 内 部 , ] = 0 


a (fo. " 
的 根 的 个 数 (C, 力 等 于 L| LC as cram 


个 数 以 其 重 数 计算 ,以 下 同 ). 

3) 车 在 复 平面 上 的 Jordan 曲线 C 上 的 每 
— z, RIEGO] > lel, Wf = 0 与 /+ 
8 一 0 在 5 的 内 部 有 相同 数目 的 根 (Rouche £ 
理 ). 

4) 方程 (1) 的 根 的 绝对 值 不 超过 max( | a / 
al la/a|) + 1 = M. 

5) ADi t HAWA la] < M(i = 1, 
tetan), WY do; — a| > |D|/(2M err? 
下 .因为 由 + 可 以 知道 1D1, 又 由 4) 可 得 到 M 
的 一 个 值 ,所 以 也 可 以 算出 E. 用 直径 < VE / 
2 的 网 络 来 覆盖 复 平 面 上 以 原点 为 圆心 、 以 M 
为 半径 的 圆 ， 若 设 各 个 网 络 的 边界 是 C ts 
Cy, WifE C, 的 内 部 了 一 0 最 多 只 有 一 个 根 . 

# k= R, WH f€ RIX], BEC Po 
te в. H, Bo s P € R, MIRRI wR, 则 
» — 3 = 2к 是 偶数 , 且 可 把 p ros By 适当 
地 改 排 ， 使 得 9. a 一 Pasa c fim В, (8 
Ж 8 SEVER БО), Н ea 一 meet mem 
Pe BERS, Bis oss В, 称 为 (2) 的 实 根 (real root), 
其 余 的 称 为 虚 根 (imaginary root), 

6) 若 f€R[X], a> a > *** > a,, W 
(1) 的 根 的 绝对 值 小 于 1 GAR ~Enestrim 
定理 ). 

34 fe RIX] 时 , 关于 1 一 0 的 实 根 有 下 
面 的 定理 : Wba. РЄ А, 以 N(a, Б) 表示 区 间 
(a, Б) 中 了 一 0 的 实 根 的 个 数 。 对 于 有 限 个 实 
数 的 序列 o, cx，'…，cw， 令 去 掉 其 中 必 一 0 
的 项 后 所 得 到 的 序列 为 6 ，……， cw 以 Vn， 
Crs tS Cp) 表示 序列 с» 6s 5, с, 中 的 变 号 
(A Zeichenwechsel) 的 个 数 , 则 


V(eo ep 7 €p) 
= 210 — neu. 


7) МО, оо) = V(ay ay, * ` s a4) (mod 2), 
而 且 N < V (Descartes 定理 ). 

8) VGC) С), AEV Ce), 
WI N(a,6) = V Ca) — V(6)(mod 2), ffi B N < 
V(a) — V(b) (Fourier 定理 ). 

9) 假定 1 一 CARTER, HH = fos 


了 一刀， 应 用 除法 定理 + 构成 RIX] 的 元 的 序列 
de> hs ++ hs E fia = fas Баб = 1,2, 
tos 1—1,f#€ R), EV (c) = VOI. Ос)» 
t. АС). Р Ма, b) = V(a) — VC) 
(Sturm 定理 )， 由 这 条 定理 ,我 们 可 以 任意 精 
确 地 求 出 实 根 的 位 置 . 

10) 当 а, > 0 Bf, f = ORR SABER 
的 左 侧 , BD Ra, < 0 的 充分 必要 条 件 是 : RF 
列 矩 阵 的 前 + {Т r 列 所 得 的 主子 行列 式 + C= 
1。2，'…，m) 全 部 为 正 (A. Hurwitz): 


а di аз а, 


д ау 44 а, 
0 а 
0 а 


ger 4з а. 
在 fe CLX] 的 情形 ,关于 它 的 根 在 给 定 直 线 的 
-~- 侧 , 戌 在 给 定 贺 (例如 ,单位 贺 等 ) 的 内 部 的 条 
件 ,已 经 得 到 各 种 结果 (一 代数 方程 的 数值 解 
ik). 

ГЕ) [1) WAREN, 代数 学 L AMEMA, 1928; 
121 RA дй ABARREN, E НЫК, Г 1965; [3] F 
RRR, HBR, BM, 1964; [4] L. E. Dickson, Ele- 
mentary theory of equations, John Wiley, 1914; [5] J- 
Dieudonné, La théorie analytique des polyndmes, Mém. 
Sci. Math., Fasc. 93, Gauthier-Villars, 1938; [6] M. 
Marden, ‘The geometry of the zeros of a polyno: 
а complex variable. Amer. Math. Soc., 1949; [7] W. 
Specht, Algebraische Gleichungen mit reellen oder kom- 
plexen Koeffizienten, Teubner, 1958, [8] А. Г. Курош, 
Кур: высшей алгебры, Фнэматгиз, 1959 (rbi: А. Г. 
库 洛 什 , 高 等 代数 教程 ,人 民 教 育 出 版 社 , 1962); [9] M.M. 
"Постников, Теория Галуа, Физматгиз, 1960 Cei: 
M. M. Postnikov, Foundations of Galois theory, Perga- 
mon, 1962, 


HR [% fidd 法 corps “AB Körper АА поле 
日 Ж] 【 域 的 定义 】 车 在 至 少 含有 两 个 元 
的 集合 K 中 ,可 以 定义 两 种 运算 (加 法 与 乘法 )， 
且 满 足下 面 的 公理 1), 2), 3), WRK 为 城 : 
1) 对 于 天 的 任意 两 个 元 a， bs 定义 了 它们 的 和 
a+b, HIME AR atb) temat 
(4 + c) 与 交换 律 a 十 5 = b 十 4 都 成 立 ; 对 
于 任意 的 a,5E 天, 满足 + r= bÉ z€ KE 
唯一 存在 的 . 即 对 于 加 法 来 说 ,K 构成 一 个 Abel 
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群 '。 这 个 加 法 群 ' 的 单位 元 ! 以 0 表示 , 称 为 K 
的 零 元 (zero clement, neutral element), 2) 对 于 
天 的 任意 两 个 元 a, b, EXTER ab; Н. 
乘法 的 结合 律 (a5)c 二 a(be) 与 交换 律 ab = ba 
成 立 ;对 于 任意 的 a,b& 天 (但 * 夭 0), 满 足 sz 一 
5 хє K 是 唯一 存在 的 ， 因 而 由 天 中 除去 0 
所 得 的 集合 关于 乘法 构成 一 个 Abd BEK*, K* 
ЖК ЗВ (multiplicative group), K* 的 
单位 元 以 1 表示 , 称 为 K 的 单位 元 (unit clement, 
identity clement), 3) 加 法 、 乘 法 之 间 的 分 配 律 
alb + c) = ab + ac 成 立 换言之 , 域 是 其 非 
零 元 关于 乘法 构成 群 的 交换 环 1 

其 非 零 元 关于 乘法 构成 群 的 非 交换 环 ， 称 
为 非 交换 域 (non-commutative ficld)， 域 与 非 交 
换 域 统称 为 域 ， 上 面 定义 的 域 ( 即 K* 构成 Abel 
群 的 域 ) 有 时 特别 称 为 交换 域 (commutative 
field), 在 本 条 中 , 当 考 虑 的 域 包括 非 交换 域 时 ， 
记 作 ( 非 交换 ) 域 或 可 除 环 。 Ф (Ж sficld Ж 
Schiefk5rper) 这 个 词 用 来 既 表示 非 交 换 域 又 表示 
《 非 交换 ) 域 ,多 数 情况 指 的 是 后 一 种 意义 ， 关 
于 ( 非 交 换 ) 域 一 代数。 

【一 般 性 质 】 由 于 域 是 交换 环 ， 所 以 在 一 
般 交换 环 中 成 立 的 事实 ,例如 对 任意 a, b, а0 一 
0a—0, (—a)b = а(—6) 一 一 等 ,当然 在 域 
中 也 成 立 。 若 域 K AITE k HRR, WE k 是 
天 的 子 域 (subficd) ,天 是 和 的 扩 ( 张 ) 域 (over- 
field, extension fidd), RRR T K 本 身 以 外 , 域 
没有 其 他 的 子 域 , 则 K 0 EMR (prime field), 

车 由 域 K SUA K 上 的 映射 f 是 环 的 同 态 ， 
即 满足 f(a + Б) — f(a) + f(b), Kab) = 
Ka)f(6), 则 称 f 为 域 的 同 态 . 因为 域 作 为 环 来 说 
是 单 1 的 , 所 以 域 的 同 态 映射 1, 除非 对 于 一 切 
a。 都 有 fa) = 0, 总 是 一 个 单 射 MK BK’ Е 
的 同 态 如 果 是 双 射 , 则 称 为 同 构 (isomorphism) , 
此 时 。 称 KK 与 K' 是 同 构 的 (isomorphic)， 域 K 
到 其 自身 上 的 同 构 , 称 为 K 的 自 同 构 (ашотог- 
phism)。 诸 如 此 类 的 概念 均 以 一 般 代数 系 ) 为 
ж. 

若 存 在 一 个 自然 数 ,使 域 K 的 = 个 单位 
元 1 的 和 nl 为 0, 那 末 ， 这 样 的 ”中 的 最 小 素 


зо ж 


Ai P PRA K УВЕ (characteristic), WRX F 4E 
I EL ERE n 都 不 能 有 zl = 0, 则 称 玉 的 特征 为 
0. 

【 域 的 例子 】 全 部 有 理 数 构成 有 理 数 域 
О. 全 部 实数 构成 实数 域 R, 全 部 复数 构成 复 
数 域 C, 这 些 都 是 特征 为 0 的 域 。 复数 域 的 子 
域 称 为 数 域 (number ficld)。 有 理 数 域 是 素 域 ， 
特征 为 0 的 素 域 与 有 理 数 域 同 构 。 在 全 部 有 理 
整数 构成 的 环 Z rh, 以 素数 ”为 模 的 同 余 类 的 
全 体 Z,(0, 1, 2, =+, p 一 1(mod p)}, 构成 特 
征 为 p 的 素 域 , 称 为 的 剩余 类 域 (residue class 
field), 特征 为 ”的 素 域 都 与 Z, 同 构 ， 只 含有 
限 个 元 的 域 称 为 有 限 域 (finite field), 

【 域 的 扩张 】 由 域 《 得 出 扩张 域 K， 称 为 
把 4 扩张 (extend) BK, KAR AIF IEG 
28 k 3 K HO eb fi fi, (intermediate field), HE FAIZ 
号 K/k 来 表示 天 是 和 的 扩张 。 在 两 个 域 Ky/ 
ko Ka/ka 中 ,如 果 Ky 与 KK; 之 间 的 同 构 对 应 
导出 k t b 之 间 的 同 构 对 应 Фф, WP RAS 
的 扩张 〈extension)。 给 定 两 个 域 ko Ка, 4 К, 
HES h AM FT SR k В}, k 95 K 同 构 
的 扩 域 Ki, 而 且 存 在 .Ki 与 К, 之 间 的 同 构 对 
0 р, 它 成 为 给 定 的 心 与 心 之 间 的 同 构 对 应 少 
的 扩张 。 构成 这 样 的 域 Kis WEY h IK 
入 Ki， 特别 是 ， 当 的 两 个 扩 域 Ki，K: 同 构 ， 
且 上 的 元 自身 对 应 时 , 称 Ki 与 K; 为 有 同 构 的 
(A-isomorphic), 

Æ K/k hik S E АЕТ, К/К 的 
16 5 HO) rh IL RAR ER 
(adjoin) 5 所 构成 的 域 ,以 (5) 表示 . ACS) Ж 
以 《的 元 为 系数 的 、s 的 任意 有 限 个 元 的 有 理 
式 的 全 体 。 特 别 是 ， 只 有 一 个 元 :添加 于 所 
HIRAI k (z) , 称 为 的 单 扩张 (simple exten- 
sion), £ 称 为 上 (#) 的 本 原 元 (primitive element), 
以 《的 元 为 系数 的 有 理 函 数 域 信 X), 可 看 成 是 
以 X 为 本 原 元 的 《的 单 扩张 . 

YR йк FR GE A) 时 ,包含 所 有 
EEF RRL BEA, RL KA Cal 
A € A) 的 合成 域 (composite field), 

【代数 扩张 ， 超 越 扩张 】 对 于 域 《 的 扩 域 


К уса, 如 果 存 在 以 的 元 为 系数 的 某 个 非 
FERA), 6 Ка) = oo 十 wa 十 … 十 ooa 
等 于 0, о 称 为 《上 的 代数 元 (algebraic ele- 
ment), 否则 а 称 为 和 《上 的 超越 元 (transcendental 
clement), RAT a HESAR KAX] 中 某 
一 不 可 约 多 项 式 1(X) 的 根 ， 如 果 不 海 虑 的 
TAF (40), 则 这 个 不 可 约 多 项 式 对 于 
是 唯一 确定 的 。 Б СХ) 称 为 "在 外 上 的 最 
小 多 项 式 (minimal polynomial)。 若 K 的 元 都 是 
不 上 的 代数 元 , 则 称 域 K 是 人 的 代数 扩张 (alge- 
braic extension), 否则 称 域 K 是 的 超越 扩张 
(transcendental extension), 若 Ki 是 天 的 代数 扩 
张 ,K 是 的 代数 扩张 , 则 K, 也 是 + 的 代数 扩 
张 .在 域 * 的 扩 域 KK 中 ,所 有 上 的 代数 元 构成 
的 一 个 代数 扩 域 ， 若 :是 上 的 超越 元 ， 则 
BPG AG) 与 以 的 元 为 系数 的 单 变量 X 的 
有 理 函 数 域 是 《 同 构 的 . d$: 是 和 上 的 代数 
TWAC) 与 以 1(X) 为 模 的 多 项 式 环 《[X] 的 
剩余 类 域 ! 是 4《 同 构 的 , 这 里 у(х) Ж {ЕКЕ 
的 最 小 多 项 式 。 

【有 限 扩张 】 k AIH RK KA k AAR 
扩张 (finite extension)， 如 果 天 中 的 元 的 任何 无 
限 集 都 不 能 在 不 上 线性 无 关 ! BIK Æ k ERA 
限 维 线性 空间 '。 它 的 维 数 称 为 K 关 于 4 的 
次 数 (degree), id lE СКІ) 或 [K:K]。 ЖЖ 
KK 是 域 的 有 限 扩张 ， 域 是 域 K 的 有 限 扩 
张 , 则 工 也 是 的 有 限 扩张 , 且 (L:K)(K: 和 = 
《ZL:k)。 域 和 的 每 个 有 限 扩张 都 是 4 的 代数 扩 
张 ,而 且 是 在 和 中 添加 有 限 个 代数 元 而 得 到 的 . 
反 过 来 ， 在 中 添加 有 限 个 代数 元 而 得 到 的 域 
是 的 有 限 扩张 .特别 是 , 若 域 K 是 的 单 代数 
THe RCo), W| e 在 4 上 的 最 小 多 项 式 的 次 数 等 
FRO) 关于 不 的 次 数 , 也 称 它 为 。 关 于 的 次 
数 (degree). i k(a) 的 任何 元 都 可 以 表示 成 一 
个 以 的 元 为 系数 的 «的 多 项 式 . 另 一 方面 
对 于 4k[X] 的 任 一 不 等 于 常数 的 多 项 式 (X), 
存在 的 一 个 单 代数 扩张 (a), 使 得 。 是 
fX)==0 的 一 个 根 . 

【正规 扩张 】 域 的 代数 扩张 天 称 为 太 的 
正规 扩张 (normal extension) ,如果 &LX ] 的 在 天 


中 具有 一 个 根 的 任何 不 可 约 多 项 式 总 是 能 够 分 
WER KIX] 中 的 线性 因 式 的 积 . 域 《 的 一 个 代 
RD RK FASTA 1OO € ХТА 
域 ( 英 splitting field 4 Zerfallungskorper), 4m 
3 (OO = (X — а)(Х — а) (X — a); 
K = Ray, ++» а„), BD FOO 的 最 小 分 异域 
是 把 1(X) 的 全 部 根 添加 到 & 上 而 得 到 的 域 . 
域 和 上 某 一 多 项 式 的 最 小 分 异域 是 的 有 限 正 
规 扩张 ,反之 ,的 有 限 正规 扩张 是 某 一 多 项 式 
10х)є ALX] 的 最 小 分 裂 域 .对 于 任意 给 定 的 
Sk A(X) ERX, ER OT RD BE 
ТСХ) 的 最 小 分 裂 域 ,而 且 1(X) 的 所 有 最 小 分 
ZURAB k 同 构 的 . 

【可 分 扩张 ， 不 可 分 扩张 】 PRA ERU 
代数 元 «在 上 的 最 小 多 项 式 (X) 是 可 分 的 * 
或 不 可 分 的 ', а 分 别称 为 * 上 的 可 分 元 《sepa- 
rable element) # A 8] Ж 2С (inseparable clement). Ж 
太 的 代数 扩张 玉 的 所 有 元 都 是 4& 上 的 可 分 元 ， 
则 称 域 玉 是 不 的 可 分 扩张 (scparable extension), 
否则 称 为 不 可 分 扩张 (inseparable extension). 元 
2 是 上 的 可 分 元 ， 当 且 仅 当 « 在 上 的 最 小 
多 项 式 OO КАЯК HERR. 若 = 是 
和 上 的 不 可 分 元 ， 则 。 的 ”次 最 小 多 项 式 在 其 
分 异域 K АЯ (X) = ОХ)" 的 形式 ， 而 
fol X) = (X — a) CX — а„)(а, 77 os Ж 
天 中 互 异 的 元 )。 此 处 p (素数) 是 的 特征 。 
d fX) 的 次 数 ” 与 互 异 的 根 的 个 数 m 之 间 有 
KAR n= тр( 2 1). Mm = 1, 称 为 
k EASA TT 4}5E (purely inseparable element). 
ВОН, BART SOC 
都 是 上 的 纯 不 可 分 元 ， 则 的 这 个 代数 扩张 
称 为 缉 不 可 分 扩张 (purely inseparable extension) , 
在 的 代数 扩张 居中 ,上 的 全 体 可 分 元 的 集 
合 K。 是 不 与 K 的 中 间 域 , 称 它 为 K 中 《的 最 大 
可 分 域 (maximal separable field), # K 9 Kes 
则 的 特征 是 素数 p; 这 时 ，K 是 K, 的 纯 不 可 
分 扩张 ， 域 下 的 可 分 扩张 的 可 分 扩张 也 是 不 的 
可 分 扩张 ;而 六 的 有 限 可 分 扩张 是 的 单 扩张 。 

当 R[X ] 中 不 存在 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 
时 ,大 称 为 完全 域 (perfect field) ,否则 和 称 为 不 


R 1и 


完全 域 (imperfect ficld)， 特 征 为 0 的 域 都 是 完 
全 域 ;特征 为 p (素数 ) 的 域 《 是 完全 域 , 当 且 仅 
当 对 于 任意 元 a € k, 多 项 式 X? — a 在 上 内 必 
有 一 个 根 .完全 域 的 代数 扩张 都 是 可 分 扩张 .不 
完全 域 则 存在 不 可 分 扩张 。 有限 域 是 完全 域 . 

【代数 闭 域 】 RER. A XI RE 
个 不 为 常数 的 多 项 式 都 可 分 解 成 AX] 中 线性 
式 的 积 ， 即 若 AX] 中 只 有 线性 式 才 是 不 可 约 
多 项 式 , MEK k HAM (algebraically closed 
field)。 若 是 代数 闭 域 , 则 不 存在 《的 ( 除 * 本 
身 以 外 的 ) 代 数 扩张 。 代 数 闭 域 显然 是 完全 域 . 
对 于 任意 域 4 总 存在 《的 代数 扩张 天 , 它 构 成 
代数 闭 域 。 这 些 代数 闭 域 是 相互 * 同 构 的 ， 因 
而 可 看 成 唯一 的 (E. Steinitz), 这 个 域 称 为 《的 
代数 闭 包 (algebraic closure)。 当 给 定 域 及 其 
扩张 域 K 时 ， 若 居中 所 有 《上 的 代数 元 都 属于 
k, BD k BIRRE K HOS RE К, ДКА HE 
天 中 是 代数 封闭 的 。 复 数 域 是 代数 闭 域 (C.F. 
Gauss), 这 就 是 “代数 学 基本 定理 ”( 一 代数 方 
F). 

Ds) 若 的 扩张 域 K 的 两 个 元 ap 都 
是 入 上 的 代数 元 , 且 是 REX] 中 同一 个 不 可 约 
多 项 式 f(X) 的 根 ( 即 二 者 在 上 的 最 小 多 项 
式 相同 )， 则 称 a, 8 К LARS 《conjugate) 
ж. HEIN PRK FIR k(a), KCE) 是 上 的 共 
mm. Ka) 与 4(8) 在 使 得 ola) = В 的 对 应 
a 下 是 同 构 的 。 特 别 是 ， 若 K 是 的 正规 扩 
张 , 则 KK 的 元 。 的 共 轿 元 的 个 数 n, 在 “是 和 上 
的 可 分 元 的 情形 下 ， 等 于 的 最 小 多 项 式 的 次 
数 .一 般 地 说 , o 的 最 小 多 项 式 KX) 在 KIX] rh 
可 分 解 成 {(X) = (X — m) (X 一 @)…(X 一 
а)", 一 mp, а — a, 的 共 罗 元 的 个 数 是 
m. 对 于 = 来 说 , т, р 是 唯一 确定 的 ,与 的 
含 。 的 正规 扩张 六 的 取 法 无 关 。 Ао) КЕ 
规 扩张 的 充分 必要 条 件 为 : (a) 与 它 的 全 部 共 
BEA. 

адк БАК, Ek 上 的 共 
OTHE a 一 a, а, tsan, WEHR 4 = 
ama, 与 它们 的 和 B = a + ay + +, 
BPA. 若 。 在 t 上 的 最 小 多 项 式 是 J(xX)= 
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Ха ous W 4 — (y, 
В = —a. А, B 分 别称 为 元 “在 & 上 的 范 数 
(norm) 与 迹 ( 英 trace 4 Spur), 以 4 = N(a); 
B = Tr(a) 表示 .对 于 的 有 限 可 分 扩张 K， 
4 (K: k) = n, K 的 元 “的 最 小 多 项 式 的 次 数 
是 m,n = mr 时 ,就 把 a 关于 KK/ 的 范 数 定义 
为 Nxn(a) = N(a)', 把 “关于 天 /的 迹 定义 
为 Trka(a) = rTr(c)。 对 于 a, PEK, 等 式 
Nam(ap) 一 Nt(a)， Nea(B)> Trka(Ca-- 8)— 
Trenle) + Tra) 成 立 。 关于 代数 扩张 的 
Galois 理论 一 Galois 理论 。 

【超越 扩张 】 KAA WRT Rin, 
tes y 是 KK 的 元 。 域 KK 的 元 * 称 为 与 my my 
stan, YE k ERRI (algebraically dependent), 
如 果 v 是 Cum，…， w) 上 的 代数 元 ， 域 K 的 
AES 称 为 在 & 上 代数 无 关 (algebraically inde- 
pendent)， 如 果 任意 的 «€ 5 都 不 与 中 任何 其 
他 的 有 限 个 元 mw,… u, 代数 相关 . 天 的 子 集 S 
称 为 & 上 的 代数 无 关 基 (algebraically independent 
basis) 或 超越 基 〈transcendence basis), 如 果 S 在 
太 上 是 代数 无 关 的 ， 且 天 是 RCS) 的 代数 扩张 . 
当 K 是 的 扩 域 时 ， 它 在 上 的 代数 无 关 基 S 
UEFE, MERA SHEK RHK, kE 
一 确定 。 这 个 基数 称 为 K 在 +* 上 的 超越 次 数 
(degree of transcendency) (24 $ 是 无 限 集 时 , 有 
时 也 简单 地 说 它 的 超越 次 数 是 无 穷 大 ). 特别 
是 ,当天 = RCS) Н.К каат 
(purely transcendental extension). 

设 K 是 的 扩 域 ,如 果 К/К 的 任何 有 限 生 
成 的 中 间 域 都 具有 一 个 上 的 可 分 超越 基 ， 则 
天 称 为 《的 一 个 可 分 生成 扩张 separably gen- 
erated extension), 如 果 玉 本 身 具 有 一 个 4 上 的 可 
分 超越 基 , 则 玉 是 可 分 生成 的 ,但 反之 则 不 然 。 

若 K 是 的 超越 次 数 为 "的 纯 超 越 扩 张 ， 
LEEK RARE] DP HK, WRK К k fÉ) n 9 
量 有 理 函 数 域 〈rational function field in m vari- 
ables), 工 称 为 《的 nn 变量 代数 函数 域 (algcbraic 
function field in n variables), 

其 次 , 设 《 是 域 K 和 工 的 公共 子 域 , 且 K 的 
在 上 线性 无 关 的 任何 子 集 在 上 也 都 线性 无 


关 ， 那 么 ， 工 的 在 上 线性 无 关 的 任何 子 集 在 
KK 上 也 都 线性 无 关 ， 这 时 ， 称 K 与 工 为 在 4 上 
线性 无 关联 的 或 线性 不 相交 的 《lincarly dis- 
joint), SRA MTR K m ks rn) 与 
ROR KHE k БАЕН, PRK X: 
FR AEM (regular), ХК EA ITEM 
BK (regular extension), (x) 关于 是 正则 的 充 
分 必要 条 件 是 : REA) 中 是 代数 封闭 的 ,而 
HAG) 是 的 可 分 生成 扩张 . 

【微分 】 当 域 K 到 其 自身 的 映射 D 满足 
D(a + 6) = D(a)+D(6) У D(ab) = aD(b) 
+ bD(a)(a, b € KK) 时 ,DD 称 为 微分 (derivation)。 
满足 DC) = 0 的 一 切 。 构成 一 个 子 域 。 设 它 
FER, WED ARR ERA. 在 特征 为 ?的 
域 上 ,对 于 任意 元 x, 有 DG) = 0, k 上 的 全 
体 微分 构成 一 个 模 '。 АКЫ K = k 
(z c xo) 的 (XX 上 的 ) 微 分 构成 的 线性 空间 
是 : 维 的 ， 则 可 由 K 中 选取 适当 的 元 s nns 
ww， 使 得 KK 成 为 my，*…，, u) 的 可 分 扩张 .一 
般 地 , 若 K 在 人 上 的 超越 次 数 是 >， 则 有 +* > r. 
SAMY s= r KER LEMP IK, 

【有 限 域 】 由 于 有 限 域 是 E. Galois (1830, 
ER, p.15) 首 先 研究 的 ,所 以 也 称 为 Galois ti 
СЖ Galois field Ж Galoisfeld)， 不 存在 有 限 的 
非 交 换 域 (Wedderburn 定理 , J. H. M. Wed- 
derburn, Trans. Amer. Math. Soc., 6 (1905)), 
E. Witt 给 出 了 这 条 定理 的 简单 证 明 (Abh. 
Math. Sem. Univ. Hamburg, 8 (1931))。 有 限 
域 的 特征 ”是 素数 , 元 的 个 数 是 ре. 反之, 对 
于 任意 素数 ? 与 任意 自然 数 a, 必定 存在 元 的 
个 数 为 p* 的 有 限 域 ,而 且 这 样 的 域 都 是 互相 同 
构 的 ,用 GFO) R Fa = p*) SRAM. M. 
于 任意 整数 m, 必 定 存在 GF(p") 的 ;次 扩 域 ， 
而 且 它 必 是 循环 扩张 +， 对 于 GF (ре) 的 任意 
Jb a, 有 а = а, 所以。 的 p 次 根 必定 属于 
GF(p). 因而 ,有 限 域 是 完全 域 ， GF(p") 的 
全 部 非 零 元 关于 乘法 构成 一 个 循环 群 . 

【有 序 域 】 若 在 域 K 中 确定 了 一 个 全 序 "， 
а> Б, аъ с> ьс, а> 
c 0 RV ас > bc, 则 K 称 为 有 序 域 (ordered 


fictd)。 有 序 域 的 特征 是 0。 根据 a >0 Ra < 
0, Жа 是 正 (positive) 元 或 负 (ncgative) 元 . Ж 
a 是 有 序 域 K 的 任意 元 , WR Ae > OE 
一 4 > 0. a 的 绝对 值 (absolute value) 以 |a] 表 
MR, 定义 为 。 本 身 或 一 a, 依照 。 宇 0 或 a。 二 0 
而 定 。 设 IEG, HEX (аја 一 e+ 二 
2c 5) 2 a€ K 的 邻 域 ， 则 KK 构成 一 个 Haus- 
dorff 空间 '， 如 果 对 于 K 的 任意 两 个 正 元 。 
与 5, 恒 存在 自然 数 ,使 得 na > b, КЖ 
为 Archimedes ЖЕЙ (Archimedean ordered 
ficld)， 如 果 存 在 两 个 有 序 域 之 间 的 同 构 , 使 得 
正 元 总 对 应 于 正 元 , 则 此 同 构 称 为 相似 同 构 (六 
ahnlich-isomorph), 有 理 数 域 、 实数 域 都 是 Ar- 
chimedes 有 序 域 的 例子 。 任 意 的 Archimedes 有 
序 域 与 实数 域 的 子 域 相似 同 构 。〈 关 于 非 Ar 
chimedes 有 序 域 , 参 看 R. Baer, S.—B. Heidelber- 
ger Akad. Wiss., (1927),) 

数 的 绝对 值 的 概念 在 抽象 域 上 也 能 得 到 推 
广 ,这 就 是 所 谓 赋值 (一 赋值 )。 

[XGA] ÆR kh, 如果 —1 (1 E RO 
位 元 ) 不 能 表示 成 不 的 元 的 平方 和 ， 则 称 OS 
实 域 ( 英 real field Ж formal-recller Körper), Ж 
数 域 是 实 域 的 一 个 模型 。 有 序 域 是 实 域 、 若 某 
一 实 域 的 任何 真 代数 扩张 都 不 是 实 域 ， 则 称 它 
AKARCA reell-abgeschlossener Körper), 实数 
域 是 实 闭 域 ， 实 闭 域 的 代数 闭 包 可 由 添加 一 1 
的 一 个 平方 根来 得 到 。 若 实 闭 域 的 元 “不 是 某 
一 元 的 平方 , 则 一 “ 一 定 是 某 一 元 的 平方 . 使 得 
实 闭 域 成 为 有 序 域 的 唯一 方法 是 : 定义 非 0 元 
的 平方 为 正 元 ， 已 经 证 明 ， 任 意 一 个 实 域 必 是 
某 一 实 闭 域 的 子 域 ,所 以 实 域 是 有 序 域 , 因 而 它 
的 特征 是 0， 实 域 的 概念 是 由 E. Artin 引入 的 
(Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 5 (1927)). 
他 用 实 域 的 理论 肯定 地 解决 了 “” 个 变量 的 正 
定 有 理 式 〈 即 对 于 变量 的 任何 实数 值 都 取 正 值 
的 实 系数 有 理 式 ) 可 和 否 表示 成 有 理 式 的 平方 和 ” 
的 问题 ， 即 所 谓 Hilbert 第 十 七 问题 。 А. Püs- 
ter 证 明了 更 精确 的 结果 : R(X ---, Xa) 中 
插 何 正定 函数 都 最 多 是 2" 个 平方 的 和 . 

Се] [11 正 田 建 次 郎 HREP, H, 1932; [2] 
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FRERE REF L ú, @£,1949; [3] ERNÆRE- 
SHE, REFL Bw, 1952: [4] KAMA ES AGR X8 
等 代数 学 L Hid, 1952; [5] 弥 永昌 吉 - 小 平 邦彦 , 现 
REPAR LŠ, 1961; [6] E. Steinitz, Algebraische 
Theorie der Körper, J. Reine Angew. Math., 137 (1910), 
167—309; [7] H. Hasse, Hohere Algebra, Sammlung 
Goschen, Walter de Gruyter I 1926, H 1927; [8] F. 
Steinitz-H. Hasse, Algebraische Theorie der Korper, Wa- 
Iter de Gruyter, 1930; [9] B. L, van der Waerden, Alge- 
bra 1, Springer, ЖР, 1955 (中 译本 : В. L. BRA 
登 , 代 数学 1 科学 出 版 社 , 1963); [10] A. A. Albert, Fun- 
damental concepts of higher algebra, Univ. of Chicago 
Press, 1958; [11] N. Bourbaki, Fléments de mathémati- 
que, Algèbre, ch. 5, Actualités Sci. Ind., 1102b, Herm. 
ann, 第 二 版 ，1959; [12] N. Jacobson, Lectures in abstract 
algebra Ш, van Nostrand, 1964; [13] S. Lang, Algebra, 
Addison-Wesley, 1965; [14] L. Rédei, Algebra I, Akade- 
mische Verlagsgesellschaft, 1959. 


Galois 理论 [X Galois theory 法 théorie 
de Galois Ж Galoissche Theorie — (& теория 
Галуа AYO 7H) 【研究 的 历史 】 AM 
十 六 世纪 得 出 三 次 \ 四 次 方程 的 一 般 解法 以 后 ， 
长 期 遗留 的 悬而未决 的 五 次 方程 的 问题 ， 到 十 
九 世 纪 初 才 由 N. H. Abd SERT, 接着 E. 
Galois 建立 了 用 根 式 构造 代数 方程 的 根 的 一 般 
原理 ， 这 原理 是 用 方程 的 根 的 某 种 置换 群 ( 即 
Galois F$) 的 结构 来 描述 的 。Galois 理论 的 建 
立 ,不 仅 完 成 了 其 前 斐 T. L. Lagrange, P. Ruf- 
fini, Abel 等 人 开始 的 研究 ， НВ Е 
世代 数学 的 道路 建立 了 划时代 的 业绩 。 J. W. 
Dedekind 把 这 个 结果 解释 为 关于 域 的 自 同 构 群 
的 对 偶 定理 。Galois 理论 在 后 来 E. Steinitz R 
立 的 交换 域 的 一 般 理论 中 起 着 重要 作用 。 随 着 
本 世纪 二 十 年 代 拓 扑 代数 系 的 概念 的 形成 , W- 
Krull 推广 了 Dedekind 的 思想 , 建立 了 无 限 代 
数 扩张 的 Galois 理论 (Math. Ann., 100 (1928)), 
Galois 理论 的 发 展 的 另 一 路 线 ， 也 是 Dedekind 
FOY (Werke, Ш, 1876—77), 导致 非 交 换 
环 的 Galois 理论 .从 1940 年 前 后 ， 这 个 理论 
成 为 N. Jacobson (Ann. of Math. 41 (1940)), 
中 山 正 等 人 的 活跃 的 研究 课题 而 一 直 继续 到 现 
在 . 

【定义 】 给 定 域 工 的 一 个 自 同 构 ' 群 G( 运 
算是 映射 的 合成 ), 工 的 子 域 FCG) 一 {ae L| 
2° = 2,0 € G} 称 为 G 的 不 变 域 (invariant field). 
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反 过 来 , 当 设 K 是 工 的 子 域 时 ,使 得 K 的 元 不 变 
的 工 的 全 体 自 同 构 组 成 的 群 以 G(L/K) жж 
AR. 如果 存在 工 的 自 同 构 群 6, 满足 FCG) = 
K, 则 交换 域 的 代数 扩张 ' L/K 称 为 Galois 扩 
BÉ (Galois extension), 这 时 , 称 G(L/K) 为 L/K 
的 Galois 群 (Galois group). G(L/K) ЖЖ 
BREK., 如果 L/K 是 有 限 扩张 ， 则 必 有 G= 
G(L/K). L/K 为 Galois 扩张 的 充分 必要 条 
HE: 它 是 可 分 的 ' 且 是 正规 ' 的 。 当 G(L/K) 
是 Abel 群 ?或 循环 群 * 等 时 ,相应 地 把 扩张 L/K 
称 为 Abel 扩张 (Abelian extension) 或 循环 扩 
3% (cyclic extension) 等 。 

[Galois 理论 的 基本 定理 】 设 L/K 是 一 
个 有 限 Galois 扩张 ,G 是 它 的 Galois 群 , 则 在 
L/K 的 中 间 域 M 的 集合 与 6 的 于 群 H 的 集合 
之 间 存 在 对 侦 格 同 构 '. 在 这 种 同 构 下 , L/K 的 
中 间 域 M 对 应 到 子 群 H = G(L/M); 反之 ,G 
的 子 群 了 对 应 到 M = F(H). 扩 张 次 数 [LL:M]】 
等 于 对 应 的 子 群 互 的 阶 数 (特别 是 ，[ 工 :大 ] 是 
G 的 阶 数 ), [M :K] 等 于 群 指数 (G:H). ШЖ 
FARM 5 M' EK ERY RATE G(L / 
M) 5 G(L/M’) EG PEAR, RFR. 
特别 是 , M/K 是 Galois 扩张 ， 当 且 仅 当 对 应 于 
MM 的 子 群 H 是 G 的 一 个 正规 于 群 ', 在 这 种 情况 
F, Galois t G(M/K) 与 商 群 G/H 同 构 。 

【 基 域 的 扩张 】 设 L/K 是 有 限 Galois 
р, КУК 是 任何 扩张 , L' ELSK 的 合 
成 域 Wi) L'/K' 也 是 一 个 Galois 扩张 , 基于 限 
DRS, L'/K' 的 Galois 群 与 G6(L/LNK) 同 
构 。 

【正规 基 定 理 】 设 L/K 是 有 限 Galois 扩 
张 ,G 是 Galois 群 , 则 存在 工 的 一 个 元 м, E 
(|z € G) 成 为 工 在 K 上 的 一 个 基 。 这 样 的 基 
称 为 正规 基 (normal basis), ЖИЙ K[G] 表示 G 
在 K 上 的 群 环 ', 则 由 运算 Saol) 一 Lax” 可 
对 工 引进 KLG] 模 ' 的 结构 ,而 正规 基 的 存在 意 
味 着 工 与 KIG] AFH КІС] 同 构 的 , KA 
Z, G 的 通过 工 的 KK 线性 表示 等 价 于 G 的 正则 
AUR. 


[Galois 扩张 的 例子 】 DAMER. RK 


的 特征 与 m 互 素 ,$ 是 1 的 一 个 m 次 原 根 , L= 
KC), W) L/K $ Abel 扩张 ,其 Galois 群 与 以 整 
数 " 为 模 的 不 可 约 剩 余 类 ' 群 (Z/mZ)* 的 一 个 
子 群 同 构 。 特 别 是 , 当天 一 @ 时 ,由 于 割 加 多 
项 式 ' 是 不 可 约 的 ,这 个 子 群 与 (Z/mZ)* 重 合 ， 
因而 扩张 次 数 [QU):Q] SF v(m), 这 里 中 
是 Euer AR. 

2) 有 限 域 ! K 的 特征 不 为 0, 天 的 元 的 
个 数 9 是 P 的 里 ,而 且 K 是 由 9 唯一 确定 的 ,用 
GF(q) RF, 来 表示 。 于 是 GF(q) 的 = 次 扩 
张 只 有 GF"), 它 是 循环 扩张 . 

3) Kummer 扩张 。 设 天 含有 1 的 m 次 原 
根 5, KK 的 乘法 群 用 K* 来 表示 。 KAP RL 
ERY L = K Vary V a) (a, € KITE 
式 的 充分 必要 条 件 是 : L/K 是 Abel 扩张 ,而 且 
—¥) сє GCL/K) 都 满足 o" 一 1. 此 时 , L/K 称 
为 指数 为 m 的 Kummer 扩张 (Kummer exten- 
sion of exponent mm)。 天 上 指数 为 mm 的 Kummer 
PIK L Е K*/(K*)" WARTH)" 
之 间 , 由 关系 如 一 епке 5 L = KOVE 
成 一 一 对 应 。 此 外 , H/(K*)” 与 GCL/K) 的 特 
征 标 群 之 间 存 在 标准 同 构 ( 因 而 H/(K*)" 与 
G(L/K) 同 构 ). iE L 一 K (0) 是 K 的 一 个 m 
次 循环 Kummer 扩张 ,rc 是 Galois Bt GCL/K) 
的 生成 元 ， 则 Lagrange 预 解 式 (Lagrange's 
resolvent) (Ç, 0) = 0 + 60° + +++ + inre 
WE (5,0) = (6,0), E, 6)" EK, HACE. 
0) RRA Hue (RII). ABI, 
工 可 由 ($，9) 在 K 上 生成 . 

4) Artin-Schreicr 扩张 。 设 天 的 特征 р = 
0. 对 于 天 的 扩 域 中 任 一 元 a, 以 多 ,表示 a? 一 
а, WA (1/22)a 表示 PX — a= 0 的 一 个 
根 .天 的 一 个 有 限 扩 域 L ERA L= K((1/ 
P)ay, +++ › A/P)a,) (a, € K) 的 形式 的 充分 
必要 条 件 是 : L/K 是 一 个 Galois 扩张 ,其 Galois 
群 是 一 个 指数 ' 为 p BJ Abel 群 。 这 时 , L/K 
称 为 Artin-Schreier 扩张 (Artin-Schreier exten- 
sion), 天 上 的 Artin-Schreier 扩张 与 加 法 群 
к/к HARTE HPK 之 间 , 由 关系 式 
Н = ФПК, L=K((1/P)H) if R—— It 


Ж. 此外, НАРК 8 GCL/K) 的 特征 标 群 (从 
而 也 与 GCL/K) AS) 同 构 。 更 一 般 地 , 对 于 
特征 为 的 域 的 指数 为 加 的 Abel 扩张 工 ( 即 工 
为 所 给 域 的 Galois 扩张 ,使 得 它 的 Galois 群 是 指 
数 为 p" 的 Abel BE), 我 们 用 K 上 的 长 度 为 * 的 
Witt 向 量 + 的 模 来 代替 天 ,可 以 类 似 地 进行 描 
述 。 

【方程 的 Galois #1 L/K 是 有 限 Galois $" 
张 的 充分 必要 条 件 是 : 工 为 某 一 可 分 的 ?多 项 式 
IX) € KIXI 的 最 小 分 异域 "这 时 ，GCL/K) 
称 为 多 项 式 KX) 或 代数 方程 人 X) 一 0 的 
Galois 群 (Galois group of a polynomial, Galois 
group of an equation). 当 它 是 Abel 群 或 循环 
FM, KX)-0 就 称 为 Abel 7/8. (Abelian 
equation) 或 循环 方程 (cyclic equation). 而 当 工 
由 A(X) = 0 的 任意 一 个 根 生成 时 , AX) 一 0 
就 称 为 Galois 方程 (Galois equation). 一 般 地 ， 
G(L/K) 可 以 一 一 地 表示 为 KX) = 0 的 根 的 
一 个 置换 群 . 若 这 个 群 是 本 原 的 ', 则 称 作 X)=0 
为 本 原 方 程 (primitive equation). 在 根 的 置换 的 
全 体 中 , Galois PERTH RERA AMEE Affekt). 当 
偏差 是 1 时, КЮЙ ЯЕ СЕ affiektlos). Aim, 
шз t, S. 是 天上 代数 无 关 + 的 超越 元 ?， 则 称 
Km, ш, 7 EX]. 中 的 方程 FX) = 
X" = aX + +++ + Cu, = 0 为 = 次 的 
一 般 方程 (general equation). F,(X) = 0 的 
Galois 群 与 + 次 对 称 群 ' 6, 同 构 。 КНЕ 
ЖЖ 2, 则 交代 群 ' 2 Bon КНУ — ee T HR Е R 
加 F(X) 的 判别 式 ! D 的 平方 根 而 得 到 的 域 
K( D). 

【代数 方程 的 可 解 性 】 设 天 的 特征 是 0， 
fO0 € KIX), LÆ (CX) 的 最 小 分 裂 域 。， 如 果 
存在 一 个 由 K 的 有 限 扩张 所 组 成 的 链 KC LC 
CLL, Eš Lim Lia CV aa, € 14), 
则 方程 f(X) = 0 称 为 可 用 根 式 解 (solvable by 
radicals)。 它 的 充分 必要 条 件 是 ACX) 的 Galois 
群 为 可 解 群 ' (Galois). 特别 是 ，Abel 方程 可 用 
根 式 解 。 循环 方程 能 用 Lagrange 预 解 式 解 出 ， 
理论 上 一 般 可 解 方程 都 可 通过 重复 上 述 步 又 来 
解 出 ， 由 于 5, 是 可 解 群 的 充分 必要 条 件 为 
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2X4, BILL n RAREN n=l, 2， 
3, 4 时 才 可 用 根 式 解 (AbeD). 再 者 ,方程 可 仅 由 
平方 根来 求解 的 充分 必要 条 件 是 : 其 Galois t 
的 阶 数 为 2 的 寡 。 我 们 可 以 利用 这 一 事实 来 解 
决 三 等 分 角 、 等 分 圆周 等 几何 作 图 问题 (— J 
何 作 图 问题 ). 

LEPR Galois 扩张 】 ШЖ Galois 扩张 L/K 
是 无 限 的 , 则 Galois 群 也 是 无 限 群 . 设 (M,} 
Æ L/R 的 全 体 有 限 正规 子 扩张 , 令 H,=G(L/ 
M,), 则 取 {有 H,} 作 为 单位 元 的 邻 域 系 的 基 ', 就 
赋予 G 以 拓扑 群 ' 的 结构 。 这 个 拓扑 称 为 Krull 
拓扑 (Krull topology) (Krull, Math. Ann. 100 
(1928)) .这 时 ,G 与 有 限 群 的 族 {G/H,} 的 射影 
极限 ! 同 构 , B G 是 完全 不 连通 ' 的 紧 ' 群 .。L/K 
的 中 间 域 的 集合 与 这 个 拓扑 群 G 的 闭 子 群 的 集 
合 之 间 , 通过 映射 (Galois BE) — (不 变 域 ) 而 
成 为 一 一 对 应 ,这 样 我 们 就 把 有 限 扩张 的 Galois 
理论 推广 到 无 限 扩张 的 情形 。Kummer 扩张 等 
等 理论 也 可 推广 到 无 限 扩张 的 情形 . 

【Galgis 上 同调 】 ik L/K 是 有 限 Galois 
扩张 ,G 是 工 /K 的 Galois ft, 则 加 法 群 工 与 乘 
法 群 L* 都 具有 G 模 结构 。 由 于 存在 正规 基 ， 
所 以 以 模 工 为 系数 的 G 的 上 同调 群 ', 对 于 任 
何 维 数 来 说 都 是 0。 至 于 乘法 群 L*, 我 们 有 
С, L*) e K*/NCL*) (N 表示 范 数 ' Мук) 
5 A(G, L*) 一 0( 称 为 Hilbert 定理 90( 或 
Hilbert-Speiser 定理 ))。 特 别 是 , 循环 扩张 中 使 
N(a) = 1 的 元 a, 可 表示 成 а = В" 的 形式 
(о 是 Galois 群 的 生成 元 ).。 ACG, LOYSA E 
为 分 裂 域 ' 的 K 上 的 中 心 单 代数 ?的 Brauer PE 
同 构 。 在 数 域 的 情形 ,已 提出 诸如 整 环 '、 单 位 
群 ' MER PREE GGR, 它们 的 上 同调 
的 研究 在 数论 中 具有 重要 意义 。 在 许多 情况 
下 ,与 单 扩张 L/K 相 比 , 我 们 更 多 地 注意 于 研 
究 K 的 Galois 扩 域 及 它们 之 间 的 K 同 构 所 成 
的 范畴 '。 换 言 之, 我们 考虑 KK 的 Galois 扩张 的 
范畴 到 Abel 群 的 范畴 的 函 子 ?二 一 F(L)， 并 
研究 由 PCL) 所 诱导 的 关于 GCL/K) 模 结构 
的 上 同调 。 在 无 限 代数 扩张 的 情形 ， 我 们 应 用 
Galois 群 的 关于 Krull 拓扑 的 连续 上 闭 链 , RA 
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虚 有 限 次 子 域 的 上 同调 的 归纳 极限 {([13]， 
[14]). 

Galois 理论 是 鲜明 地 概括 了 可 分 代数 扩张 
的 本 质 的 一 个 成 功 的 理论 的 典型 人们 对 类 似 
的 理论 及 推广 等 也 进行 了 种 种 尝试 . 

【不 可 分 扩张 】 在 不 可 分 扩张 L/K 的 情 
形 ,K 微分! 常常 起 着 相当 于 Galois 扩张 中 的 K 
自 同 构 的 作用 。 用 数 分 能 够 构造 类 似 于 Galois 
理论 的 理论 ， 设 天 是 一 个 特征 为 p> 0 的 域 ， 
L/K 是 指数 ' 为 1 的 有 限 纯 不 可 分 扩张 '。 工 的 
全 体 玉 微分 D(L/K) 构成 K 上 的 一 个 限制 Lic 
代数 1, 并 具有 工 上 线性 空间 的 结构 ， 其 维 数 等 
于 L/K 的 次 数 . 在 L/K 的 中 间 域 M 的 集合 
与 (限制 Lie 代数 ) DCL/K) WF Lie RBH 
的 集合 之 闻 , 通 过 H = D(L/M),M ={a € L| 
O(a) = 0, дєн) (H 的 常数 域 ) 给 出 了 一 一 的 
对 侦 格 同 构 对 应 (Jacobson)。J. Dieudonné 揭示 
了 应 用 半 微 分 的 概念 能 分 析 一 般 的 纯 不 可 分 扩 
张 的 子 域 ; 另 一 方面 ，Jacobson 应 用 域 的 自 表 
示 、Galois 合成 等 概念 ,成 功 地 建立 了 交换 域 
的 一 般 Galois 理论 , 它 既 包含 Galois 扩张 的 情 
形 ， 又 包含 纯 不 可 分 扩张 的 情形 。 把 这 些 理论 
推广 到 非 交换 环 上 的 研究 也 已 在 进行 . 

【 环 的 Galois 理论 】 单 代数 中 的 中 心 化 
子 + 的 理论 可 以 解释 为 关于 内 自 同 构 群 的 某 种 
Galois 对 应 的 理论 ,也 可 以 通过 又 积 + 由 单 代数 
的 中 心 化 子 的 理论 推出 交换 域 的 Саюз 理论 . 
另 一 方面 , 1940 年 左右 ， 得 到 了 可 除 环 关 于 有 
限 外 自 同 构 群 的 Galois 理论 , 它 与 可 交换 的 情 
形 是 相 类 似 的 。 以 后 从 下 列 各 点 出 发 继续 进行 
了 许多 研究 : 用 在 自 同 构 群 内 考虑 内 自 同 构 的 
方法 来 把 这 两 个 理论 结合 起 来 ; 由 可 除 环 推 广 
到 一 般 的 环 ,如 单 环 ,本 原 环 ' 或 半 准 素 环 '; 威 弱 
有 限 性 的 条 件 。 在 这 些 理论 中 的 主要 方法 是 首 
先 考 虑 关于 一 个 扩张 5/R 的 自 同 态 环 Homa(S， 
$), 然后 考虑 其 中 的 自 同 态 (或 者 微分 ) 的 作用 
《[3],[11])。 

[Galois 代数 】 作为 Kummer 扩张 理论 的 
推广 , H. Hasse 引进 了 Galois 代数 的 概念 。 若 
G6 是 交换 域 K 上 的 交换 代数 4 BJ + FR El la) tg 


群 , 则 4 具有 一 个 K[C] 模 结构 (K[G] 是 C 在 
K FORK) BEAS KIGAE KIGE 
0, 则 称 4 是 具有 Galois 群 C 的 Galois ft 
Ж Galois algcbra)( 一 [正规 基 定 理 ])。 关 于 它 
的 结构 问题 , 谋 入 问题 ,与 群 G 的 正则 表示 的 分 
解 相对 应 的 4 的 分 解 问题 等 ,都 进行 了 研究 , 它 
们 都 可 应 用 于 数论 的 研究 。 虽然 4 大 多 是 交换 
域 的 直 和 ,但 已 试图 进行 某 些 推广 ,例如 对 于 非 
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线性 空间 [$ linear space 法 espace liné- 
aire 4 linearer Raum 俄 THHegHoe простран- 
ство, векторное пространство 日 #02] 

【定义 】 如 果 对 于 集合 工 的 任意 两 个 元 “ Ho, 
可 确定 工 的 唯一 的 一 个 元 a 十 5, 称 为 a 与 6 
的 和 , 对 于 域 ! K 的 任意 元 “ 与 工 的 任意 元 а, 
可 确定 工 的 唯一 的 一 个 元 оа, ЖАД е Ж a 
MERR (scalar multiple), 且 满 足下 列 条 件 1) 
一 8), 则 称 工 为 域 上 KK 上 的 线性 空间 (linear space 
over KK) 或 向 量 空间 (vector space): 1) (a + 5) 
十 c 一 a 十 (6 十 c); 2) 存在 零 元 0, 使 对 一 


Wael, Жа+о=0 +а=а; 3) 对 于 任 
Moe L, FE x= 一 a。€ 上 ,使 得 a 十 x 一 
x+a=0; 4) a+ b= b+ a; 5) ala + b) 
= аа + ab; 6) (ap)a = а(Ва); 7) (a + 8)a 
= аа + ба; 8) la = а. Ko ECOSSE 
(Cscalar)， 工 的 元 称 为 向 量 (vector). K 又 称 为 
线性 空间 工 的 系数 域 (field of scalars) RER 
(basic field, ground field), 

以 上 的 定义 同样 适用 于 玉 是 非 交 换 域 的 情 
R. 注意 到 纯 量 乘积 ca(ae K, a € L) 的 写法 ， 
也 把 工 称 为 K 上 的 左 线 性 空间 (left linear space), 
相对 于 左 线性 空间 ， 可 以 类 似 地 定义 右 线性 空 
fü] (right linear space). 实际 上 ,一 个 左 ( 右 ) 线 性 
空间 就 是 一 个 单 式 的 左 ( 右 ) K BEY (一 模 ).K 
是 交换 域 时 ， 基 于 规定 aa 一 ca， 可 不 区 分 左 
ж. 为 简单 起 见 ， 本 条 将 只 讨论 交换 域 上 的 线 
性 空间 。 可 以 类 似 地 建立 非 交 换 域 上 的 线性 空 
间 的 理论 ,详情 一 模 . 

天 是 实数 域 尺 或 复数 域 C 时 ,K 上 的 线性 
空间 分 别称 为 实 线性 空间 (real linear space) 或 
复线 性 空间 (complex linear space). 以 下 固定 
RK, HARESH, MERK 上 的 线 
性 空间 .。 

A. 1) 几何 向 量 。 在 Euclid 空间 "中 ,或 者 
更 一 般 地 ,在 仿 射 空间 * 中 ,任意 两 点 P, О 所 对 
应 的 向 量 PC 的 集合 构成 一 个 线性 空间 。2) = 
元 数 向 量 。 以 K" 表示 域 K 的 ”个 元 +, 
а, 所 成 的 有 序 组 (a, ++, a,) 的 集合 . 在 К" 
iB ECT Eso.) (A... ,8,) 二 
(а + Biss so + Bs As +504) = (2а, 
-eea %ю„), 则 这 个 集合 K* 就 成 为 K 上 的 一 个 
线性 空间 ， 它 的 元 称 为 ne 元 向 量 (x-rple)。 当 
K 是 数 域 寺 , 称 为 n 元 数 向 量 ,也 称 为 n 维 数 向 
Ж. c Ж (а, a.) 的 第 宇 分 量 Cith 
component)。 对 于 两 个 = 元 向 量 a= Cs tta 
an), b = (Bis +++, Ba) EX а, b APRA (inner 


product) % (a, 6) = У а Bj. Е КСС 


BORING ME LBW (a, 5) = Dre. 


m 
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3) 数 列 。 在 数 域 的 元 的 无 限 序列 (m1,0,*…) 
的 集合 中 ,如 果 定义 了 与 2) 同样 的 运算 , 则 这 
个 集合 就 成 为 K 上 的 线性 空间 。 4) 函数 ， 在 
集 工 上 定义 而 在 域 K 上 取 值 的 函数 的 全 体 ， 记 
fe K'. 车 在 K 中 定义 了 运算 G+ 2) 一 
1@) + gG), GG) = MG), ДХ ^ 4E er 
K' 就 成 为 K 上 的 线性 空间 . Pl 2) 是 1 = (1， 
os n) 的 情形 ， 而 例 3) 则 是 1 МСЖ 
然 数 ) 的 情形 。 特 别 是 ， 设 K 是 实数 域 , ГЭ: 
数 的 一 个 区 间 , 考 虑 K' 的 子 集 。 I 上 所 有 连续 
函数 的 集合 CU), т 上 所 有 可 微 函数 的 集合 
DU), I 上 所 有 实 解 析 函 数 的 集合 AC) 等 都 
构成 线性 空间 。5) 多 项 式 。 以 域 K 的 元 为 系数 
f. "BOX... X. 的 多 项 式 的 全 体 ， 记 
fE KU, +++, X.], 它 关 于 通常 的 运算 构成 线 
性 空间 . 

【线性 映射 】 IL, м 都 是 域 K 上 的 线性 
空间 ， 当 工 到 M 的 映射 9 满足 下 面 两 个 条 件 
时 ,9 就 称 为 线性 映射 (linear mapping) 或 线性 
算 子 (linear operator): 1) @(a+b) = Ф(а) + 
p(s); 2) Ф(2а) = Apa) (a, b€ L, 4€ K). 
线性 映射 无 非 就 是 K 模 之 间 的 K 同 态 ， 当 把 K 
本 身 看 成 一 个 线性 空间 时 ,线性 映射 上 一 KK 称 
为 L 上 的 线性 型 (linear form). 工 到 它 本 身 的 
线性 映射 ,特别 称 为 工 的 线性 变换 Cincar trans- 
formation)。 工 的 恒 等 映 射 是 线性 变换 . 线性 映 
M p: LM, Ф:М 一 NN 的 合成 映射 om: 
LN 是 线性 映射 。 当 线性 映射 p: L — M 
FERAL BR p: M 一 上 是 线性 映射 . 
这 样 的 P 称 为 同 构 (isomorphism)， 当 存在 -- 个 
同 构 L — M 时 ,写作 1. M. 当 线性 变换 工 
— L 是 同 构 时 ， 也 称 它 为 正则 Cregular, non- 
singular) 线性 变换 . 

PA. 1) ULER Euclid Z (RH HE 
{]) E 中 的 所 有 几何 向 量 所 构成 的 线性 空间 . 
由 E 的 合同 变换 '( 或 仿 射 变换 ') 所 诱导 的 映射 
L 一 上 是 一 个 线性 变换 。2) 设 (ai;) 是 的 元 
的 一 个 (m, m) 型 矩阵 !. 若 对 于 任意 的 (5 …， 
En) € K", 使 (mo tto Nm) € 天 与 之 对 应 ,其 中 
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n= Зан <i < m), НАНА 


ШК ^— K". 3) 对 于 区 间 工 上 的 实 值 可 微 函 
Ж], 若 取 其 导数 矿 与 它 对 应 , 则 得 到 一 个 线性 
WE DCI) — R'. 

【线性 组 合 】 设 工 是 域 K 上 的 线 姓 空间 . 
工 的 元 的 序列 a ++, а, 的 线性 组 合 Cincar 
combination) 是 工 中 可 表示 为 wai 十 … 十 aka, 
(ЄК, i=l, 0) 的 元 ， 当 至 少 有 一 
组 不 全 为 0 的 天 WIC a, +++, ao 使 得 аа + 
rte tind, 一 0 时 , a oi. a, 称 为 线性 相关 
$) (linearly dependent); 否则 , ai, "а, 称 为 
线性 无 关 的 (linearly independent), 如果 在 线性 
空间 工 中 存在 线性 无 关 的 n 个 元 的 序列 ， 但 不 
存在 线性 无 关 的 n + 1 个 元 的 序列 ， 则 = 称 为 
线性 空间 工 的 维 数 (dimension), 以 dimL Xr, 
当 存 在 这 样 的 = 时 , 工 称 为 有 限 维 的 finite 
dimensional); 不 存在 时 , 工 称 为 无 限 维 的 (infin- 
ite dimensional), 在 无 限 维 线性 空间 中 ， 存 在 
任意 长 的 线性 无 关 元 的 序列 。” 元 向 量 空间 
к" kn 900, 

线性 空间 的 元 的 序列 (ai, +++, a.) 称 为 
EREE basis), 如 果 工 的 任意 元 4 可 以 唯一 地 
RAM а = ayy + +++ + aa, (a EK, iml, 
c п) 的 形式 ,也 就 是 使 (wm + + 545) ЄК" 对 
应 到 me + +++ 十 evae 工 的 线性 映射 K" 一 
L BRA, 因而 是 同 构 。(a,…, a,) 是 工 的 
基 这 个 条 件 ， 等 价 于 下 述 三 个 条 件 中 的 任意 两 
个 : 1) asc a, 线性 无 关 ; 2) 工 的 任何 元 
都 是 a o а, 的 线性 组 合 ; 3) L F: n 维 的 . 
由 此 可 推出 , 基 Cas eea an) 的 长 = 一定 等 于 
维 数 。 在 表达 式 a 一 Leja, th, о, Аа ЖР 
这 个 基 的 第 分 量 (i- 中 component) RA і 8 
48 (i-th coordinate), 

【线性 映射 的 空间 】 所 有 线性 映射 L 一 
M 的 集合 在 定义 了 运算 (9 十 )(a) 二 g(a) 十 
9 (a) 55 (2р) (а) = ipla) 以 后 , 就 成 为 一 个 
线性 空间 .这 个 空间 以 Homx(L, M) 来 表示 . 

假定 线性 空间 工 与 M 分 别 具 有 基 (zm，-…， 
а) 5 Chis ……，b 加 )， 则 任 一 线性 映射 p: 工 一 


M 可 用 一 个 (m, 1) 型 矩阵 (4) 来 表示 , 这 个 
SEE pla) = У) bia (1 DH A 


方便 起 见 , 把 纯 量 写 在 右面 )。 对 应 w 一 (ci) 给 
出 了 由 线性 空间 Hom (LM ) 到 所 有 (m, 7) 型 
拢 阵 所 成 的 线性 空间 的 一 个 同 构 . 再 者 , 若 线性 
空间 Y 具有 基 Ca, …，c。)， 线 性 映射 p: M— 
入 以 (n, m) 型 矩阵 (Buw) 来 表示 , 则 合成 映射 
Фор: > NAR Gu) C) 来 表示 。 一 个 线 
性 空间 NN 的 全 体 线性 变换 Hom, (N, NN) 构成 
上 的 一 个 代数 ', 在 对 应 р > (aw) 之 下 , 它 与 " 
阶 全 阵 代数 К, 同 构 。 它 的 可 逆 元 ' 是 入 的 正则 
线性 变换 ,其 全 体形 成 一 个 群 , 记 作 GLN), KK 
为 N 上 的 一 般 线性 群 '， 在 上 述 同 构 下 ,这 个 群 
对 应 于 所 有 =” 阶 正则 矩阵 7 所 构成 的 群 GL(n， 
K). 

【无 限 维 线性 空间 】 对 于 无 限 维 线性 空 
间 , 大 多 是 从 拓扑 方面 来 研究 (一 拓扑 线性 空 
闻 , 拓 扑 Abel Ff [线性 拓扑 ]), 但 这 里 我 们 只 
从 代数 方面 来 考虑 。 Lashes 为 线性 空间 
中 的 一 族 元 素 ， 这 个 族 的 线性 组 合 是 指 工 中 可 


BIRD) аза (аа € ,但 除去 有 限 个 4 外 , a 一 
Б] 


0) 的 一 个 元 .如 果 仅 在 所 有 的 a, 都 等 于 0 时 ， 
这 样 的 元 才能 为 0, M (аел ВЕ 
的 . 如 果 工 的 任何 元 都 可 以 唯一 地 表示 成 


>] аа, WER, W {ahe 称 为 工 的 基 . 当 
Tea 


A= (, n) 时 ,这 些 定义 与 已 经 叙述 过 的 
定义 是 一 致 的 。 一 般 来 说 , A 可 以 是 无 限 集 . 
任何 线性 空间 都 具有 基 ( 一 选择 公理 [Zorn 引 
理 ])。 基 的 基数 由 工 确定 。 两 个 线性 空间 同 构 
的 充分 必要 条 件 是 : 它们 的 基 具 有 相等 的 基 
数 . 

【于 空间 与 商 空间 】 设 工 是 域 K 上 的 线性 
空间 。 如 果 工 的 一 个 非 空 子 集 N 满足 下 列 两 
个 条 件 : 1) a, BEN BB a + b€ N; 2) 2€ 
K, a €N HR 1ae N; 则 对 于 工 上 的 运算 所 
诱导 的 运算 ,N 成 为 K 上 的 一 个 线性 空间 , 称 它 
为 工 的 线性 子 空间 Uinear subspace) 或 简称 为 子 


空间 (subspace), 这 时 ,由 pla) = a(a € N) 确 
定 的 标准 映射 p: N 一 L 是 单 射线 性 映射 . 

设 s 是 的 于 集 , S 的 元 的 所 有 线性 组 合 
是 包含 5 的 最 小 子 空间 , 称 为 由 5 生成 (gcn- 
erate) 的 子 空间 . 工 的 子 空间 N 53 М 的 交 NN 
N 与 和 Gum) N+ N = (a+ a'la € Noa € N) 
仍 是 子 空间 .类 似 地 ,多 个 子 空间 的 交 与 和 也 是 
FZ. + N, N 是 有 限 维 的 , 则 等 式 dimN + 
dimN’ = dim( NN N’) 十 dim(N 十 NN') 成 立 . 再 
者 , 当 工 的 每 个 元 可 以 唯一 地 表 为 a + а (a € 
N, ee N”) 的 形式 时 , 工 称 为 N 25 N' 的 直 和 
(direct sum)， 工 为 N 与 N' 的 直 和 , 当 且 仅 当 工 
HN, N ER, HENAN = (0). Ж, М 
为 N 的 补 子 空间 《complementary subspace), $E 
意 子 空间 都 具有 补 子 空间 。 关 于 线性 空间 的 直 
积 与 直 和 一 模 [ 直 积 与 直 和 ]. 

给 定 工 的 元 之 间 的 一 个 等 价 关系 R, 如 果 
满足 下 列 两 个 条 件 ， 则 称 R 与 工 的 运算 是 相 容 
的 (compatible): 1) 由 R(a, а), КО, Б) 可 
以 推出 R(a + b, + W); 2) 由 RC, а), 
可 以 推出 Ra, Aa") (4 € К), 这 时 ,全 体 等 价 
类 即 商 集 + L/R， 对 于 所 诱导 的 运算 构成 K 上 
的 一 个 线性 空间 , 称 为 工 的 商 线性 空间 (quotient 
linear space), 或 简称 商 空间 Cquotient space), 这 
时 ,由 a € pa) (a € L) 所 确定 的 标准 映射 p: 
L>L/R 是 满 线性 映射 。 再 者 ， 含 有 0 的 等 
价 类 N 是 工 的 子 空间 , 且 含有 ae L 的 等 价 类 
是 a+N= {а +blb6€ N). 等 价 关系 RU, 
a’) 与 关系 a 一 Z€ N 是 等 价 的 。 反之 ,对 于 
任何 子 空间 М, 由 这 个 方法 可 得 到 一 个 与 运算 
相 容 的 等 价 关系 。 对 这 个 等 价 关 系 所 构成 的 商 
空间 ,用 L/N 来 表示 , 称 为 由 N 产生 的 商 空间 
或 利 余 (类 ) 空 间 (residue class space), 如果 L/ 
N 是 有 限 维 的 ， 则 其 维 数 称 为 关于 工 的 余 维 
Ж (codimension), 记 作 codim N. 

对 于 线性 空间 之 间 的 线性 映射 p: 工 一 M， 
它 的 象 image) p(L) 是 MM 的 子 空间 , 它 的 核 
(kernel) N = {a € L|#(a) = 0} 也 是 工 的 子 空 
iB. Bid o ИЕШЕ p: L/N — e(L) CAE 
[ 算 子 同 态 ])。 若 工 是 有 限 维 的 ， 则 dim L 一 
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dim N == dim p(L), 9 的 象 的 维 数 称 为 ? 的 和 铁 
《rank)，9 的 核 的 维 数 称 为 9 的 零度 nullity), 
(m, п) 型 矩阵 (а) 的 秩 与 零度 (一 IERE), 就 
是 [线性 映射 ] 一 节 的 例 2) 所 说 的 线性 映射 
K" К" 的 秩 与 零度 . 

【对 偶 空间 】 设 工 是 域 K 上 的 线性 空间 ， 
则 工 上 所 有 线性 型 的 集合 Homx( 工 ,大 ) 是 一 个 
线性 空间 ， 用 LT 来 表示 ， 称 为 工 的 对 偶 空 间 
(dual spacec)。 工 ”无 非 是 作为 天 模 的 工 的 对 偶 
BU. 对 于 工 的 元 与 L* 的 元 a*, iB a* (aid 
作 《a, а") ER 29 а 与 a* 的 内 积 (inncr product), 
对 于 线性 映射 p:L—M, H Ср)" = bop 
(b*e M*) 来 定义 一 个 线性 上 映射:M* — L*, 
映射 p К Ф 的 对 偶 映射 (dual mapping) 或 
转 置 映射 (transposed mapping)， 它 由 关系 式 
<a, ‘p(6*)) = Срба), b") Ga € L, b €M*) 
MaE. TE ato) = etos re) = 
fot, = lis. ЖТФ SEMAN p JESUS 
# ФЕН, 则 'p 是 满 射 。 特 别 是 ， BP 是 同 
HU "р 也 是 同 均 ， 当 9 的 秩 为 有 限时 , “р 的 
秩 与 的 秩 相等 ， 对 于 同 构 Q: L М, 'p 的 
BBR 'e7 — ф: L* 一 M* KHAO UBB MR 
МЇ (contragredient), 我们 有 (999) = фоф. 

对 于 线性 空间 工 的 子 空 间 N, 把 L" 的 子 
空间 (a* € L*|as а*у = 0 (a € 入 )} 记 作 N+, 
称 为 与 N 正 交 的 《orthogonal) 子 空间 ， 这 时 有 
标准 同 构 

(L/N)* = N* ,N*eL*/N*, 

对 于 L* 的 于 空间 N, 也 同样 确定 工 的 子 空间 
Nit = (a € 1а, a”) = 0(a* € NY. 如 果 让 
N+ 对 应 N,N'+ 对 应 N', 则 工 的 有 限 余 维 子 空 
闻 的 全 体 与 L* 的 有 限 维 子 空间 的 全 体 成 一 一 
对 应 、 而 N 的 余 维 数 与 N+ 的 维 数 相等 ， 特 别 . 
是 , 当 工 是 有 限 维 时 ,有 标准 同 构 工 宕 (L*)*. 按 
上 述 方法 ， 工 的 全 部 子 空 间 与 L* 的 全 部 子 空 
间 一 一 对 应 , 这 在 线性 空间 中 称 为 对 偶 性 (du- 
ality). 

对 于 具有 有 限 基 Ces, …，*e,) 的 线性 空间 
L, BR Cei e» = 0G A D» Kes ей) 1 
所 确定 的 L* RTEA Се, сс 62) 构成 
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L* 的 一 个 基 , 称 为 (cl ое) НАЕ (dual 
basis)。 对 于 具有 标准 有 限 基 的 线性 空间 , 例如 
К" 等 , 令 对 偶 基 中 的 元 对 应 于 给 定 的 基 的 相应 
元 ,基于 这 样 得 到 的 同 构 , 可 以 把 所 给 空间 看 成 
等 同 于 它 的 对 偶 空间 . 

【多 线性 映射 】 it L, M, N 是 域 K 上 的 
线性 空间 ，f 是 直 积 M X N 到 工 的 映射 . 假 
定 对 任意 固定 的 bE N, 使 +E M 对 应 到 f(x， 
b)€ L 的 映射 M — L 是 线性 映射 ,而 且 对 任 
意 固定 的 a€ M, SE ye N 对 应 到 f(a,y) € L 
的 映射 N — L 也 是 线性 上 映射 则 称 f 为 由 
M XN 到 工 的 双 线 性 映射 (bilinear mapping), 
全 体 双 线性 映射 由 运算 (J + Ges y) = JG, 
y) + ales у), (ef)(z, y) = afles y) 构成 线 
性 空间 , 记 作 Z(M, N; L). 一 般 地 , 当 给 定 
线性 空间 Mb -ts Ma 时 , TRIBUM 1:M 1X 

DX M, >+ L 关于 每 个 变量 是 线性 的 , 则 称 
f 为 多 线性 映射 《multilinear mapping), ЖФ 
of (М, ……，M,; 工 )， 它 也 构成 线性 空 
闻 。 特 别 是 ,当世 一 天 时 ,分 别 把 双 线性 映射 
或 多 线性 映射 称 为 双 线 性 型 《bilinear form) 或 
多 线性 型 (multilincar form), 

特别 是 , 如果 M1 一 … =M, =M, H 
多 线性 映射 MX … X M。 一 了 上 对 于 {1, 
+++, n} 的 任意 置换 0 VIE fs tt otom) 
= (xo nn). Gu € M)， 则 + 称 为 对 称 的 
(symmetric), 8 j, x, == ху ў, H flew 
tety gy ttt nj t te) = 0, 则 f 称 为 交错 
的 《alternating)。 这 时 ， 对 于 任何 置换 0, 必 有 
(ra 7*5) 249) = sgn oe fay +++, х„) (sgna 
Yok RRMA + 1, 奇 置换 + 时 为 一 1). 
具有 这 一 性 质 的 了 称 为 斜 对 称 的 Gkew-sym- 
metric) 或 反对 称 的 (anti-symmetric)。 当 域 的 特 
征 不 是 2 时 ,车 f 是 斜 对 称 的 ， 则 它 必 是 交错 
fy. 

设 M,N 是 域 K 上 的 线性 空间 , 而 9 是 
M XN 上 的 一 个 双 线 性 型 , 由 0, y) 一 
(460) 6) = Ge())(y)(z € M , y € N) 所 确 
定 的 映射 ds:N — M*，se:M 一 N* 都 是 线性 
BU. M,N 是 有 限 维 的 , 则 de 53 so 的 秩 


相等 ， 称 为 @ 的 秩 (тапк). 若 取 M 的 基 (zo 
xS)» Nf: +++ y) 设 它们 的 对 偶 
基 分 别 是 (xt. s. Os os у), WA 


dely) = У) ФО, у), (0) = 21 @ G, 


уду}. 矩阵 OG, y) 称 为 关于 给 定 基 的 双 
线性 型 Ф 的 矩阵 (matrix of a bilinear form), 
它 的 秩 等 于 @ ШИЖ. 如 果 do, so 都 是 单 射 ， 从 
而 它们 都 是 同 构 ， 则 四 称 为 非 退 化 的 〈non-dc- 
generate). Xit, de, so 可 看 成 互 为 转 置 的 映 
射 , 而 M 55 N*, N 与 M * 都 可 看 成 是 等 同 的 . 
WE, BOR M x M 上 的 一 个 非 退化 双 线 
性 型 , 我 们 就 有 由 M 到 其 对 偶 空间 M * 上 的 一 
个 同 构 ,并 据 此 同 构 认为 M 与 M* 是 等 同 的 ,这 
FEM FS BAY (self-dual), 

设 M 是 域 K FREEBIE, MR 0: 
M 一 K 满足 下 面 两 个 条 件 ， 则 称 它 为 M 上 的 
TAGES (quadratic form); 1) Q(ax) = а0(ғ) 
(a€K, z€ M); 2) 由 Ф(х,у) = 0G y)— 
QG) — 00) (x, y € M) ВВЕ X AY Ic AYO: 
M XM 一 天 是 мхм 上 的 一 个 双 线 性 型 . 这 
时 ，y$ 称 为 与 二 次 型 Q 相伴 的 双 线性 型 (bilin- 
ear form associated with a quadratic form), EJI 
证 明 它 是 对 称 的 。 于 是 , K 的 特征 ve 2, 则 
P(x, х) = 20(z)G(z € M), 06) =(1/2)0G, 
x) .一 般 地 ,对 于 任意 双 线 性 型 1:M x M — K, 
由 0(x) = f(x, x) 所 定义 的 映射 0: M — K 
是 一 个 二 次 型 。 若 (x,，……… EMI ASA, 


则 二 次 型 2 可 表达 成 : Q Xs => mi 
名 m 


ЕЕ, QUBTAAR APES (2, 让 求 和 ), 这 里 au = 
Ox) аң = @(xo xi) G A j)(— KAD). 线 
性 空间 M 与 M 上 的 一 个 非 退 化 二 次 型 2 合 在 一 
起 , 称 为 度量 线性 空间 (metric vector space), id 
作 (M , Q). 伴随 2 的 双 线性 型 B(x, y) sy € 
MEOS x, y CRF О) 的 内 积 (inner product), 

(GENER 假定 M , мак betas 
间 。 它 们 的 张 量 积 MON (有 时 为 了 明确 表示 
基 域 是 天 而 记 为 M@xN) ,可 用 来 “线性 化 由 
M x N 到 任何 线性 空间 的 双 线 性 映射 ,其 定义 


il 


ШТ. 首先 考虑 一 个 由 М x N 所 生成 的 线性 
空间 F, 以 KR 表示 F 中 所 有 形式 为 (x + z, y) 
—G.-—G. у)» уву) – б, у) – 
(x, y), (ax, y) — а(х›у), (x, ay) — а(х, у) 
《其 中 x,x €M, у, у € N, a€ К) 的 元 所 生成 
的 子 空间 .我 们 把 商 空间 F/R ZA MON. 这 
RAE FAA Ge, y) € M x N 的 剩余 类 (M 
ФМ 的 元 ) 记 为 z@y. E Gs y) 对 应 到 *@y 
的 映射 M x N — MON 是 双 线性 的 , 称 为 标准 
双 线 性 映射 (canonical bilinear mapping). HE 
义 ,关系 式 (x + x By = z@y + Әу, х9 
(y + у') = z@y + x@y', (ax) By = а(х@у) 
= «@(ау) 成 立 . 
张 量 积 可 由 下 述 性 质 来 刻 划 . 对 于 任意 线 
性 空间 工 与 任意 双 线 性 映射 j:M X N Lf 
在 唯一 的 一 个 线性 映射 Ф: MON 一 工 ， 使 得 
Key) = фу). 也 就 是 说 ， 使 线性 映射 
:MOQN 一 工 对 应 到 由 f(x,y) 一 p(x@y) 定 
义 的 双 线 性 映射 1:M X N 一 工 ， 就 得 到 同 构 
Hom (MQN, L) = &(M,N;L). MON AN 
每 个 元 都 可 表 为 有 限 个 形 如 Dy (EM, y € 
N) 的 元 之 和 。 BM ЖЖ Ж (х). М 的 基 为 
Lye. W {18y Jenie HR MON 的 基 . 特 
别 是 , 在 有 限 维 的 情形 , dim(M GN) =dim м. 
dim N. 
设 My, Ma, c 是 域 K 上 的 线性 空间 .使 
x Ox 对 应 到 mmQ@r (x, € M) 的 同 构 MOM: 
一 M,@M, 是 唯一 确定 的 。 又 使 (0x09. 
ERES s G9) (х, € M ROTE CM (GM 2) 
ФМ,» М.М.М) 也 是 唯一 确定 的 . A 
Jt, (M,£M)GM, 与 M .@(M.@M.)5J ËB fE 
是 等 同 的 , 记 为 MG@M:@M:。-- 般 地 ， 自 然 
可 以 定义 MO DM, 与 标准 多 线性 映射 
M, X XM, М. ӘМ, 对 应 于 (x, 
xn) 的 元 可 记 为 1@---Ox,.. AMAT, 
给 定 任 意 的 线性 空间 L， 有 自然 同 构 Hom 
MQ- -OM p L)& V (Ms, S Mu 1), К 
之 ,给 定 线 性 空间 MM，…,M,, 空间 M,@… 
@M。 可 以 刻 划 为 一 个 线性 空间 N 与 一 个 给 定 
的 多 线性 映射 pM, XX М, М, E: 


线性 空间 141 
G) NEAR é(M X x M.) 所 生成 ; Gi) 
对 任意 的 多 线性 映射 六 Mi x S X M, > L, 
存在 唯一 的 线性 映射 :一 工 , 满足 1 一 fo. 
张 量 积 M1@…@M, HERR FEQQ Ma 元 


izi 


x@: -Dra KRIE Q x. 


= 

ТЛЕ fM; Mi S i S< n), 
de tent ЕН Si f: M.@- - OM, MIO 
OM 使 得 JG @- + Ox.) = А) 
Diala). KTH A FICHE ЛӘ], 或 


Q ho BH h O <i <n) ЕИ (censor 
product), 当 M, O іп) ERRER А, 
f) SAB“ fn WEE Hom (М, 


M2) — Hom (Q м„@ M1). # яй, Ж 
Mim = MAK, 则 基于 对 应 B 
£L cata 而 看 作 @ Mi 一 ,就 得 到 同 构 


ug м) Auto ju бм? 


^d - 
(бмв (@2)(@.)- H е 
1D) GF e Mt, x 6 M) 来 确定 的 ， 
[ 张 量 】 BLEPG=1,-- 
的 线性 空间 ， 特 别 当 E 一 … 


时 , 以 COE 来 表示 GQ) E”, HH EN k ЖЖ 
e 


DARK 上 
一 Et 一 下 


量 空间 (tensor space of degree (Gr ERK). 
, 4 
令 E* 为 E 的 对 侦 空间 ,把 (C9 £)@(@ ғ") 
ñ 
记 作 TEE), HL THE) = Q Е, THE) = 
® E*, T(E) = K. THE) KH ERCO, q) 


型 张 重 空间 (tensor space of type (р, 9)), 它 的 
元 称 为 E 上 的 p ЖБ д 次 共 变 张 重 或 (p,q) 
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型 张 量 (tensor of type (р, 4)). 特别 是 ,(p, 0) 
型 张 量 称 为 p ARIS, SE К Ш (contravariant tensor 
of degree p); 而 (0,4) 型 张 量 称 为 9 次 共 变 
BEM (covariant tensor of degree д). (0,0) 型 
Sk BL at 80 R (scalar), TYE) = E 的 元 也 
称 为 反 变 向 量 (contravariant vector), T(E) = 
E* 的 元 也 称 为 共 变 向 量 (covariant vector), 24 
р 0, q> 0 时 , (p, q) 型 张 量 称 为 混合 张 
Ж (mixed tensor); 

WS ri е) Е-Е, 且 设 它 在 
E* 中 的 对 偶 基 为 (1,……, D), We, @---@ 
e, f fiij mls m MAL, 
ts p u= 1, 577,09) 是 TIE) 的 一 个 基 。 
因而 (p,.4) 型 张 量 г 可 唯一 地 表示 成 


(7 Zi a9 an 
риста сосе) 的 分 量 
(component)，5 的 上 行 指数 称 为 反 变 指数 
(eontravariant index)， 下 行 指数 称 为 共 变 指数 
(covariant index). 

WEG c En) 是 巨 的 另 一 基 ， 它 的 对 偶 
基 是 Gs …, 轧 )。 设 基 之 间 的 变换 是 

a= Dele, f= Dp 
则 有 
Уво = в}, 

在 :关于 (es ons ODES (а, 
2.) 的 分 量 之 间 有 下 面 的 变换 法 则 : 


HO ШӘ hrle 
в" MK gt 
kp ii da nl. 


RR, ята ЕЕ ЖАНН 
现 相同 的 指数 时 ,这 个 指数 称 为 咕 指 数 (dummy 


index)， 对 于 三 指数 BREED. 这 就 是 
所 谓 Einstein 约定 (Einstein's convention). fi 
ш, Sin! BARD of. 这样, 张 量 的 分 量 的 变 


换 法 则 就 成 为 
dy, і LES Jy yok, 
E, б Р арта Ea, 
由 


“(®@ sed m Ф naQ) 


, 2 
=< H Go xt H Ov» 

可 决定 THE) x THE) 上 的 一 个 非 退 化 双 线 
Tm o. 由 此 可 把 TIE) 看 作 等 同 于 T$) 
的 对 偶 空间 ， 反 之 亦 然 〈 一 [多 线性 映射 ]). 
这 时 , TICE) 的 基 (e, ++ Bei, Bj > B's) 
5j THE) 的 基 CD DDD D?) 
XO. 再 连同 自然 同 构 TY(E)” = 


(Tle. Tlessx), 就 得 到 自然 同 构 78(E) 一 


А 
«(П e Пек). 具体 地 说 ,依据 这 个 同 
构 ,认定 c6 THE) 等 同 于 与 它 相对 应 的 4 + p 


RENTI Ex JI E* 一 K, 就 有 


Ins ttt zo YP rt YR) 


i, UE , 


rn oe сеп › 


жа n€ E = TICE) 的 分 量 , Ur 是 
yre ge nOD o } Ж гє THE) 
(A. Яа, ii B КЕРЕ TID = S 
, , 
(Пек), Go (П в, к), tio 
次 反 变 张 量 与 对 但 空间 E* EN p AHER, v 
共 变 张 量 与 E 上 的 ?线性 型 都 看 成 是 等 同 的 。 
СОКАК FETE) 的 元 n 
18:19 与 TCE) 的 元 1@…@y@ 
›?®---®›^—Е 4} WF Т СЕ) 的 元 9 
Q2,9y,9--- y, OBO O0 
从 ,我 们 就 能 唯一 地 确定 一 个 双 线 性 映射 
ТЕ) X T(E) Т ХЕ). 5 LETHE), 
«€ TIE) 组 成 的 对 〈*, и) 相对 应 的 元 记 成 
Qu, жг S BUR (produc), Bik +, н, 


oS жүз 


(Gu DARAMA E yn 


(E 


Lu 


WA 


‚4=0,1,2,-+-) 
的 直 和 空间 ， 推 广 积 @ 到 TE) 上 , 使 其 满足 
分 配 律 , 则 TCE) 构成 域 K 上 的 一 个 代数 , 称 为 
上 的 张 量 代 数 (tensor algebra). ТЕСЕ) (p = 
0,1, 2.…) 的 直 和 是 ТОЕ) 的 一 个 子 代数 ,也 
称 为 E 上 的 ( 反 变 ) 张 量 代数 . 

【 缩 约 】 7T3(E) 的 关于 第 《个 反 变 指数 与 
第 1 个 共 变 指数 的 编 约 《contraction) ， 是 指使 
TEE) 的 元 x@:--@rx,@xt@- O 映射 
Ж TEE) (8936 Ххх): Әх Әл 
@ O:1O- Ox Ota 6st dS 
唯一 确定 的 线性 映射 C}: ТЕСЕ) — Т{-1(Е), 
其 中 《xus xf) JE xe 5 «f AR. (971, 4 一 
DEUS С} (a) 称 为 (p, 4) 型 张 SE i 


ЗЕЙ (contracted temor), Ж; 的 分 量 是 se I 
SU C; (z) 的 分 量 是 


ieia ty In 


hee ПОТЕН 
е Zire. 


【 张 量 表示 】 对 于 线性 映射 БЕ — F, 把 

s 
ЖЯ 1@---@f: TKE)-@ Е @ F = 
TK) 记 作 p. (p = 0, 1, 2, ++) 确定 一 
个 代数 同 态 D TECE) 一 D TECE). o 


& 
设 /为 同 构 ,并 设 pt = f ЕО РВ 
E* — F* A fL ЖАЖА РӘ": TKE) 
一 e Е“ -Q F* = TICF), HA ft ARK 
RR POf: TECE) > TIF). Be f АБН, 
ЖАНа 一 0, 1, 2，…) 确定 一 个 代数 同 
Ë T(E) TCF). 特别 是 ,， 35 f EWEN 
线性 变换 ， 则 ff RREZE ТЕСЕ) 的 正则 线 


性 变换 ， 而 且 对 应 /一 龙 确 定 一 般 线性 群 之 间 
的 同 态 GL(E) > GL(T3(E)). 这 个 同 态 称 
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为 GL(E) 的 张 量 表示 (tensor representation). 
【对 称 张 量 与 交错 张 量 】 如 果 一 个 ?次 反 


变 张 量 在 自然 同 构 THE) — se (TT E*.K) F 


所 对 应 的 线性 型 是 对 称 的 或 交错 的 ， 则 分 别 
称 此 张 量 为 对 称 的 (symmetric) 或 交错 的 (alter- 
nating), 共 变 张 量 也 同样 ， 如 果 它 在 自然 同 构 


ту) — se (I E, K) 下 所 对 应 的 ?线性 
型 是 对 称 的 或 交错 的 ， 则 分 别称 此 张 量 为 对 称 
的 或 交错 的 。 斜 对 称 (skew-symmetric) (或 反对 
Ж. (antisymmetric) 张 量 也 同样 定义 ， 我 们 来 
把 上 面 的 定义 换 为 直接 的 形式 。 为 简单 起 见 ， 
设 域 K 的 特征 不 为 2, DLS, 表示 数码 1，…,P 
的 全 体 置换 的 群 (р 次 对 称 群 )， 对 于 任意 的 
TE Sp 使 x,—a@- = Beery 对 应 于 B 
Or, 的 线性 变换 TECE) > ТЕСЕ) 是 唯一 确定 
的 且 是 正则 的 , 仍 以 o 表示 。 同 样 ,也 可 唯一 确 
È TIE) 的 正则 线性 变换 v。 元 素 € TEE) 
GR Ti CE) 是 对 称 张 量 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 
we ev A orm rs e EHE, ЧАЧ 
对 于 任意 ve 6,, HA ot 一 (gno), He HY 
分 量 是 {EM} GR (sus C 是 对 称 (交错 ) 
ТТТ ТУЫ с ТИЛ 
置换 是 对 称 (交错 ) 的 。 7T8(E) ЕТЕ) 的 线 
性 变换 5, = У) о 称 为 对 称 化 算 子 Gymmet- 


EM 

rizer), A, = 2) Ggno) o 称 为 交错 化 算 子 
<=, 

Galternizer), 对 于 任意 的 5 Spt 是 对 称 张 量 , Apt 

RH. 

TS(E) 的 对 称 ( 交 错 ) 张 量 构成 的 子 空间 是 
关于 张 量 表示 GL(E) 一 GL(TI(E)) 的 不 变 
于 空间 . 

【外 积 】 以 下 为 简单 起 见 ， 设 基 域 K 的 特 
征 是 0. RN 2922 th k WF Ay: THE) > TE 
(E) 0, RO E 4и = 0 的 + 构成 的 子 空 


间 , 商 空间 TECE)/N 记 作 Л Е. Ox, 
(z, € E) EB ABH THE) > ЛЕ FORA 
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Ate Az 来 表示 ， 称 为 zo cons хе 的 外 积 
» 
(exterior product), 2518] /\ E Ж E BJ p. 


EIE 18 ОШ Ир 908 (p-fold exterior 
power), 关于 外 积 ,有 


AG, tx)A Arp = nens 
Nul Ах, n Nt Axio Ах» 
xA Nax) NA 

= afn At AA Az): 


对 于 任意 的 oe 6,, 有 
xe Ni Л ос = Ggno)n A Лх. 


А 
A, 诱导 一 个 自然 同 构 A Е, рае 
А 
是 p 次 反 变 交错 张 量 的 全 体 ,因而 八 的 元 与 
P 次 反 变 交错 张 量 可 看 作 是 等 同 的 。 这 时 ，4， 
, 
(GG) ЛЛ, 同样 , ЛЕТ 5 
全 体 ? 次 共 变 交 错 张 量 构成 的 线性 空间 看 作 是 
, 
等 同 的 、 A E 的 元 称 为 p- 向 量 (p-vector) 而 
; 
JA E" 的 元 称 为 P- 余 向 量 (p-covector) (一 46 


标 [ 标 梨 与 坐标 ] 4) Plücker 坐标 )， 若 设 Ces 
ОЕ A. Ney аа < 
vee < i) Home À E tags, À E Hse зв 
жат 3) aire Na Ae R =a 
X ete Au Aep 的 形式 ,但 在 后 一 表 
GUI, olt 关于 各 cs iL 03208 09, G 
ram oan. Armes (^). ж 


p mM À E=(0). 设 h s DB Ge, 
; 
… ед 的 对 偶 基 , 则 Лев; > 


a 


, 
Ne, 8 Л Е" з У) 


ана A s 
DT 


Bi h IN NH 的 内 积 定义 为 
(0-7 Y» ы: ГЕО 


这 时 有 


nA t Axes Л Л у, = det (Cris yi» 
eh x € E, y € Bes xis s 与 yj; 的 内 
R. 由 这 个 内 积 ， Á E4 Ле 的 对 偶 空 间 
可 看 作 是 等 同 的 . 

А А А А 

A Eit Л ч) єз A в( A к*) 
的 元 s 的 外 积 (exterior product) t 人 :定义 为 

ihs = AlO). 
pig! 


ths ж A E (A E") 的 元 ,我 人 有 4A: = 


(she 特别 是 ,有 
GaN Aap) A Gear Ar.) 
= =A:-: Ara. 


А 
И ЛЕ Жї A F(p = 0,1, 2570+ n) fJ 


ий, Е = Se, y= Sree, 


[zz] 


we 人 E) 的 积 定义 为 
xsAy= > x! Лу. 


pamo 


于 是 ， 积 入 满 足 结合 律 。 八 E 称 为 线性 空间 E 
的 外 代数 (exterior algebra) 或 Grassmann ft 
Ж (Grassmann algebra), 若 巨 的 维 数 是 >， 则 
AE 的 维 数 是 2"， 当 E 关 于 KK 的 基 是 (eo 
с) Bi, ЖЕЛ ЕЗДЕ Л кате). PSU 
定义 对 偶 空间 E* 的 外 代数 A E* ,可 以 认为 
ЛЕ 5 ЛЕ* 互 为 对 偶 空 间 . 

【线性 变换 】 设 工 是 域 K 上 的 ”= 维 线性 空 
闻 ,P 是 工 的 线性 变换 。? 的 特征 向 量 (proper 
vector, cigenvector) 是 一 个 F] lit a € L, WEIHE 
E acK, 满足 q(a) = аз. Ñ a 0 时 ,“ 
Ња 确定 , 称 为 9 的 特征 值 (proper value, eigen- 
value)。 任 取 工 的 基 , 关 于 这 个 基 表示 FP 的 方 阵 
F 的 特征 多 项 式 ' XCX) 与 基 的 取 法 无 关 . ХОХ 
称 为 9 的 特征 多 项 式 (proper polynomial, cigen- 
polynomial), a€ K 是 9 的 特征 值 , 当 且 仅 当 。 
是 方程 X(X) = 0 的 根 。 对 于 9 的 一 个 特征 值 
а, 工 的 子 空间 N. = (a € L |p(a) = ea) KH 
KF в 的 特征 ( 子 ) 空 间 ，N。 一 lae 工 | 对 于 某 
М2 0, (p — al) (а) 一 0} BAS N. fJ 


子 空 间 ， 称 为 关于 “的 广义 特征 空间 。 为 简单 
起 见 , 设 X(X) = 0 的 全 部 根 都 在 K 中 , 则 工 可 
ЕЙ Na 5-7, №. 的 直 和 , Ets s 
是 方程 X(X) = 0 的 不 同 的 根 。N 的 维 数 等 
于 方程 X(X) = 0 的 根 о, ЮЖ, 

任何 满足 р(ф) 一 0 的 多 项 式 p(X) 都 可 
被 一 个 首 一 多 项 式 〈 最 高 次 项 系数 是 1 的 多 项 
式 ) p(X) 整除 。 这 个 w(X) 是 由 ?唯一 确定 
的 , 称 为 P 的 最 小 多 项 式 (minimal polynomial), 
9 的 特征 值 都 是 方程 x(X) = 0 的 根 .因为 
ХОХ) 可 被 aX) 整除 ,所 以 X(q) = 0 CW. R. 
Hamilton-A. Cayley). 更 详细 地 说 , 如果 令 
p(X) + a=(p(p)) (а) (Р(Х) € KIX], a € L), 
W) L 具有 多 项 式 环 KLX] 上 的 模 的 结构 。 这 
时 ,存在 首 一 多 项 式 4(X)，…，9(X)， 满 足下 
面 两 个 条 件 : 1) qua QO) 可 被 4(X) ERO < 
i<n— 1); 2) 工 是 某 些 单项 ' 子 模 工 9 SL. 
的 直 和 ,使 得 ?在 L, 上 的 限制 的 最 小 多 项 式 是 
4 (X) а € in), KH 4900) Q <; <a) 
是 由 唯一 确定 的 , 它们 就 是 XI — F 的 初等 
因子 ,而 了 是 9 关于 工 的 某 一 基 的 矩阵 (一 矩阵 
[初等 因子 ], 交 换 环 [Dedekind 环 和 主 理想 环 】). 
ME, aX) 4 00 = ХСХ), qn(X)=p(X). 

设 P 是 工 的 线性 变换 ， 当 把 工 看 作 是 由 P 
所 确定 的 大 [X ] 模 对 ,如 果 它 是 半 单 "的 ， ДФ 
也 称 为 半 单 的 (semisimple)， 因 此 , 9 是 半 单 
的 , 当 且 仅 当 P 的 最 小 多 项 式 p(X) 在 K[X] 中 
没有 非常 数 的 平方 因子 。 特 别 是 , 若 x(X) = 0 
的 根 全 都 在 中 ， 且 都 是 单 根 ， 则 P 必 是 半 单 
的 . 这 个 条 件 等 价 于 : 关于 工 的 适当 的 基 ,” 可 
由 对 角 和 矩阵 * 表 示 。 从 而 工 可 分 解 成 特征 空间 
{N。} 的 直 和 。 这 时 ,就 称 9 为 可 对 角 化 的 
(diagonalizable). 

若 天 是 完全 域 !, 则 工 的 任何 线性 变换 中 可 
表示 为 一 个 半 单 线性 变换 p STR SAE 
变换 ф, 的 和 : 一 P+. KEP, 5 Pe 
是 由 9 唯一 确定 的 ,而 且 是 可 以 互相 交换 的 . 
ç, 5 Pn 分 别称 为 9 的 半 单 分 量 (semisimple 
component) EPEE (nilpotent component), 
ЖЖ, po o, 都 可 由 9 的 无 常数 项 的 多 项 式 来 
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Жл. 9 是 正则 的 , 当 且 仅 当 o, 是 正则 的 ， 特 
别 是 , 若 p 等 于 恒 等 变 换 YL, 则 正则 线性 变换 
PARA Cunipotent). 任意 正则 线性 变换 
平 可 以 唯一 地 表示 为 可 互 换 的 半 单 线性 变换 与 
香 单 线性 变换 的 积 : p 一 фур. 这里， 9, 是 上 
述 的 半 单 分 量 ，9。 = 1, + oro, ERR, FK 
为 ?的 寡 单 分 量 (unipotent component), ~» 
群 . 
【 半 线 性 映射 】 LÆR K 上 的 线性 空 
її, L' ERK 上 的 线性 空间 ， 当 映射 p:L 一 
L' 5 pK — K' 满足 下 面 的 条 件 时 ,组 (9, р) 
称 为 半 线 性 映射 (semilinear mapping) (为 方便 
起 见 ,把 纯 量 写 在 右边 ): 1) ф(а+5)=ф(а)+ 
9(6); 2) plah) = Ф(а)е(2); 3) plat+p)= 
pla)+p(B); 4) plap) = pla)p(P)asbEL; 
hsa, ВЕК). 有 时 也 称 9 是 关于 о 的 半 线性 
映射 ， 另 一 模 [系数 环 的 扩张 和 限制 ]。 上 面 的 
条 件 3), 4) 意味 着 ? 是 域 的 同 态 (实际 上 是 单 
射 )， 当 K Ke 是 恒 等 同 构 时 ，p:L 一 上 
就 是 线性 映射 。 当 L — L',K = K' 时 (通常 
P 是 一 个 自 同 构 ), e 称 为 关于 。P 的 半 线 性 变换 
(semilinear transformation). 
RF ERE ЯЯ (фо): L > L', K — K' 
53 (gp ):L'— L", К К” Gli L” Ж 
K” 上 的 线性 空间 )， 合 成 p pop) 也 是 
半 线 性 映射 。 若 给 HL ZEKE A AE Cay +, 
e.) S L'AEK' 上 的 基 (els ++, ew), DER 
FEBR (pup): Lo L', КК 由 关系 式 


vC) = Ў cu a <j < n) wet 


(ai)。 反 之 ,一 个 同 态 与 一 个 (n,n) 型 矩阵 
4 一 (oji) 由 上 述 关 系 式 唯一 确定 一 个 半 线 性 映 
射 p。 因 此 ,对 一 个 固定 的 基 , 半 线性 映射 可 由 
组 (А, р) ЖЖ, ХИИ (я, n) 型 矩 
BE, ЖТ p: K К” ЕВН Ф: 
НИКА", p) 来 表示 , 则 合成 (p'*p， 
р'°р) 可 由 组 (4’A*, рр) 来 表示 ,其 中 AP 是 
把 4 的 分 量 换 成 它 在 映射 "下 的 象 而 得 到 的 托 
阵 , 即 4? = (р(о„)). 

考虑 关于 自 同 构 p:K 一 K 的 半 线 性 变换 
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Ф: b. ЗРЕО 3o 0), P 
ИСА, ож РР АБСА fads 


PA (В, о) 米 表示 . BINH fi У) ci pa 


(1 <j « UE ВЕР = (р), W 
В = PAPA, GixXMRAN (А, р) 5 (В, р) 
称 为 相似 的 similar), 

【 半 双 线性 型 】 设 天 为 域 ， 但 不 一 定 是 交 
换 域 , 7 是 它 的 反 自 同 构 ?。 对 于 天 上 的 左 线性 
空间 M,N, 当 映 射 OM X N— K 满足 下 面 
的 条 件 时 , 称 为 M X N 上 关于 了 的 ( 右 ) ER 
线性 型 (sesquilinear form); 1) P(x + 2’, y)= 
(x,y) 05, у); 2) @(z, y + у') = Ф(х, 
y) + @(x, у); 3) Plax, y) = аФ(х, у); 4) 
PCr, оу) = P(x, ya! G, € M, y, y € N, 
acK), 24 J 是 恒 等 同 构 时 , 天 必然 是 交换 的 ， 
而 @ 就 是 一 个 双 线 性 型 (一 [多 线性 映射 ] )， 作 
为 K 与 了 的 一 个 例子 ,可 以 取 KK 为 复数 域 , 了 为 
共 因 算 子 。 一 般 地 ,对 于 KK 上 的 左 线 性 空间 E, 
ЖХ ah = А а(х E, LEK), 这 就 得 到 一 个 
右 线性 空间 , 以 E 来 表示 。 这 时 ,上 面 的 条 件 
4) 就 应 是 4 ) @(z, ya) 一 Olx, у)а; BK 
交换 的 , 则 @ 就 是 M x N! 上 的 双 线性 型 对 
于 MXN 上 的 一 个 半 双 线性 型 9, 由 

Plx, у) = Ç, doly)> = (у, 9G! 

(z€ M, y € N) 所 确定 的 映射 do: N!— M*, 
50: MI” = №" 是 右 线性 空间 之 间 的 线性 映射 。 
щ M,N 是 有 限 维 时 ，de 与 so 的 秩 相等 , 称 
为 四 的 秩 (rank)。 以 下 假定 线性 空间 全 部 是 有 
限 维 的 . 

Gs +++, tm) > (yo t 02 RE М, 
NW, CHOMP GT, +++, xL). 


Oty 天) WE а) = 2721070, 


жы) = Ў) ФС, 50/7. Sl (OG уд) 


feu 


称 为 关于 给 定 基 的 半 双 线性 型 0 的 矩阵 , 它 的 
КОЕР ФИК. Ж: do 与 ve 都 是 单 射 ， 因 而 是 
Te] Eg, Ri Ф 称 为 非 退 化 的 《non-degenerate)。 假 
ЖФ: M'XN'— K 是 关于 J 了 的 另 一 个 半 双 线 


性 型 。 这 时 , 对 于 任何 线性 映射 u: M — M°, 
总 有 唯一 的 一 个 线性 映射 s*; N — N, 使 得 
D(xu(x),y) = Olr, uy) (rE M, y € ND. 
u* 称 为 x 的 左 伴随 Ceit adjoint) 线性 映射 。 同 
样 地 , 对 于 线性 映射 vx:N 一 N ,总 有 唯一 的 一 
个 线性 映射 **:M” >M, EO, v0) = 
Ф(0* (х7), y) (x € M' y € N). v* 称 为 v Б 
伴随 (right adjoint) 线性 映射 。 这 时 ,， 有 и* = 
dg'o'uodp, v* = sg'ovose:/， 特别 是 , 若 uv 为 
同 构 ， 则 @(x, у) = Ф'(и(х). v) (eM, 
y € N) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 7! 一 vt unt 
xt. 

M x M 上 的 半 双 线性 型 @ 也 简称 为 M 上 
的 半 双 线性 型 。 以 下 设 了 是 对 合 !( 即 у= 77), 
记 作 = 1G € K). 如 果 条 件 5) OCs, y= 
Plys z) (z, y € M) vr, ШФ 称 为 M 上 的 
Hermite 型 (Hermitian form), 而 当 5) (x,y) = 

Cy, x) KLIN, © 称 为 M 上 的 反 Hermite 型 
(anti-Hermitian form) 9 Hermite 型 (skew- 
Hermitian form). 特别 是 , 4 J 是 恒 等 同 构 , 则 
Hermite 型 (或 反 Hermite 型 ) 就 是 M 上 的 对 称 
双 线 性 型 (或 交错 双 线性 型 )， 线 性 空间 M 与 M 
上 的 一 个 非 退化 Hermite 型 @ 合 称 为 Hermite 
度量 线性 空间 (Hermitian linear space), (x, y) 
BA x,y€M 的 Hermite 内 积 (Hermitian 
inner product) 或 简称 内 积 。 

[f£] ш 弥 永 昌吉 -小 平 邦彦 ， 现 代数 学 概 赔 TI， W 
Ë, 1961; [2] RE, 线 型 代数 学 提要， 共立 出 版 ， 
1948, DJ 秋月 康夫 -名 木 道夫 ， 高 等 代数 学 п, POE NE, 
1957; [4] 弥 永 昌吉 - 杉 清光 夫 ， 代 数学 ， 岩 波 ，1960 ; [5] 
A. И. Мальцев, Линейная алгебра, Гостехиздат, 1548 
《中 译本 : А. 于 .马力 欧 夫 ,线性 代数 基础 (修订 本 ,高 等 教育 
ШЇ, 1959); [6] N. Bourbaki, Eléments de mathé- 
matique, Algèbre, chap. 2, 3, 7, 8, 9, Actualités Sci, Ind. 
1236b, 1044, 11792, 12613, 1272a, Hermann, 1958—1964; 
17} M. M. Гельфанд, Лекции по линейной алгебре, 
Гостехиздат, 1951 《中 译本 : И. M. GRE, КН 
学 ， 商 务 印 书馆 ，1953); [8] N. Jacobson, Lectures in 
abstract algebra П, van Nostrand, 1953 〈 中 译本 : N. 贾 柯 
HA, tiete, 42, 科学 出 版 社 , 1960); [9] C. Che- 
valley, Fundamental concepts of algebra, Academic Press, 
1956; [10] W. Graeub, Lineare Algebra, Springer, 1958; 
[11] P. R. Halmos, Finite-dimensional vector spaces, 
van Nostrand, 1958; [12] R. Godement, Cours d'algé- 
bre, Hermann, 1963; [13] Д. A. Райков, Векторные 
пространства, Физматгиз, 1962 (IEK: D. A. Raikov, 


Vector spaces, Noordhoff, 1965); [14] S. Lang, Algebra, 
Addison-Wesley, 1965; [15] О. Schreier- Е. Sperner, Eine 
throng in die analytische Geometrie und Algebra I, II, 
Vandenhoeck, 第 四 版 ,1959 (SEA: Introduction to mod- 
ern algebra and matrix theory, Chelsea, 1959), 


二 次 型 [3 quadratic form Ж forme quadrati- 
que Ж quadratische Form 4 квадратичная 
форма H 2 次 形式 ] 以 域 ! K 的 元 为 系数 的 
变量 z, >=, z, 的 二 次 齐 次 多 项 式 称 为 二 次 
型 。 它 一 般 表示 为 下 列 形式 : 

+> te) = саху. 


QGQ 7 
I 


当 系数 是 实数 或 复数 时 ， 称 为 实 二 次 型 (real 
quadratic form) 或 复 二 次 型 (complex quadratic 
form), 设 V 是 K 上 的 维 数 向 量 空间 。* 是 以 
ist) xs УШШ. MUR EUR OC) 
来 表示 , 则 «0 GO У 到 KK 中 的 映射 
因而 也 可 把 定义 在 VY 上 的 二 次 型 8(x) 记 作 
Q(V). 一 般 地 ， 这 样 的 映射 О) 给 出 二 次 
型 的 充分 必要 条 件 是 : 1) Olar) = 20(z) 
(aeK)，2)9(x 十 人 一 0GD) 一 2() 一 BCz，)) 
HRV 上 的 -- 个 对 称 双 线性 型 !( 一 线性 空间 ). 
B(x, y) 称 为 二 次 型 0 的 相伴 双 线 性 型 (asso- 
ciated bilinear form), 

以 下 , 设 天 的 特征 ?不 为 2. # ex 一 au 一 
ca/2G < k), аи = саб = 1, tan), WA 
QG) = У) skxixk。 由 系数 组 成 的 ” 阶 对 称 


ia 


和 矩阵 4 = Cau) 称 为 二 次 型 2 ORB (matrix), 
行列 式 |4| 称 为 MMB (discriminant), DL 
ACO) 来 表示 (有 时 称 (一 1)**-922"|4| 为 判别 
0. а 的 秩 称 为 8 的 秩 (rank)， 若 用 向 量 的 
内 积 符号 表示 。 则 二 次 型 2 及 其 相伴 双 线性 型 
可 写 为 下 列 形式 : 
Q(x) = (x, Ax) = ‘xAxr, 
271B(x, у) = (x, Ay) = Ау. 

ш B(x, y) 为 非 退 化 ( 即 141 = 0) 时 , 0 称 为 
非 退 化 的 (non-degenerate). 

Жы O G) 的 变量 施 以 线性 变换 =, 一 
У) pus x =Px’, WGE ai, "оо BIZARA 


= 


二 次 型 w 


OG). 它 的 矩阵 是 PAP, HBR [Pl] 41, 
车 存在 将 二 次 型 0 变 为 二 次 型 0' 的 线性 变换 
x=Px', 而 P 的 系数 属于 K 或 K 的 含有 其 单 
位 元 1 的 子 环 R), 则 称 8 在 K( 或 R) 上 表示 O. 
特别 是 ， 当 1P| = 0 (或 |1P| 是 R 的 正则 元 ) 时 ， 
жо {ЕК GER) ЕЗ O JE 8840 89 Cequivalent), 
这 个 关系 是 等 价 关 系 .等 价 的 二 次 型 的 秩 相等 . 


BE r 的 任意 二 次 型, 在 K 上 与 形式 为 六 a 


(40,4 = 1, 7, 7) 的 二 次 型 等 价 ， 一 般 
地 ,对 于 K*(==K — {0}) HIT а, b, WR wd 
€(K*), 则 记 作 。~ 6, FR WROS O'S 
Ht WA ACO) ~ A(07. 

以 下 , 域 K 固 定 为 某 一 个 域 ,并 设 二 次 型 的 
系数 以 及 变量 的 线性 变换 的 系数 全 都 属于 K， 
特别 是 二 次 型 的 等 价 , 指 的 是 在 K 上 等 价 ， 

天 上 的 二 次 型 8 不 一 定 表示 0 ( 即 对 于 某 
— x€K*, 有 Q(x) 一 0)， 但 如 果 2 为 非 退 
化 且 表 示 0 , 则 8 也 表示 K* 的 任意 的 元 x，8 
表示 K* 的 元 的 充分 必要 条 件 是 : QI, 
Xen) = 0(z) 一 ион RAO, 

【 复 二 次 型 】 若 设 K 是 复数 域 C, 则 秩 为 


+ 的 任意 二 次 型 与 DS. R 两 个 二 
四 
次 型 等 价 , 当 且 仅 当 二 者 的 秩 相 等 . 
【 实 二 次 型 】 若 设 K 是 实数 域 R, 则 秩 为 
, ‹ 
r 的 任意 二 次 型 0 与 形式 为 a - Ун 
=í 


(p + 9 一 了) 的 二 次 型 等 价 ， 这 时 ,与 9 由 2 
唯一 确定 。 这 称 为 Sylvester 惯性 律 〈Sylvcs- 
ter’s law of inertia), (p,q) 称 为 О WSR 
(signature), 两 个 二 次 型 等 价 , 当 且 仅 当 两 者 的 
符号 差 相同 。 符 号 差 是 ("。0) 或 (0, п)" 
变量 的 二 次 型 分 别称 为 正定 型 (positive definite 
form) 或 负 定 型 (negative definite form), 二 者 
合 称 为 定型 (definite form)。 不 是 定型 的 二 次 
型 称 为 不 定型 (indefinite form)。 下 列 条 件 的 每 
一 条 都 是 2 为 正定 型 的 充分 必要 条 件 : D 
mo 00, x, 取 实 数值 时 , Hx > 0, M OG) > 
0; i) 2 的 和 矩阵 的 主子 行列 式 ?全 部 >0. 
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О 是 负 定型 , 当 且 仅 当 一 2 是 正定 型 当 ” 个 
变量 的 二 次 型 2 的 符号 差 是 (r, 0) (或 (0, r)) 
<r 二 nm) 时 ,8 称 为 半 正 (或 负 ) 定 型 《posi- 


tive (negative) semidefinite form), 
把 单位 型 > ) 巡 变 为 自身 的 线性 变换 = 一 
= 


Px" 称 为 正 交 变 换 (orthogonal transformation) ,这 
БЇР БЕБИ. 通过 对 变量 进行 正 交 变 换 ， 


任意 二 次 型 与 对 角 型 Ў) aa BH. BH, a, 


to, a, 是 Q 的 矩阵 的 特征 值 。 两 个 二 次 型 基 
于 一 个 正 交 变换 等 价 的 充分 必要 条 件 是 二 者 的 
矩阵 的 特征 值 相 同 . 

【有 限 域 与 9-adic 域 上 的 二 次 型 】 有 限 
域 ! F, 上 的 两 个 非 退 化 二 次 型 2, O° 等 价 的 充 
分 必要 条 件 是 : 0,98' Н, В ACO) ~ 
ACQ). 对 于 秩 r>3 的 二 次 型 0, 必定 存在 
x€ F,, 使 得 QG) = 0. 

p-adic 域 ! K 上 的 两 个 非 退 化 二 次 型 0, 0' 
等 价 的 充分 必要 条 件 是 : AO) ~ AO), 而 
且 它 们 具有 相等 的 秩 ,并 具有 相等 的 Minkow- 
ski-Hasse 特征 标 (Minkowski-Hasse character) 
X, X 的 定义 如 下 : 设 非 退 化 二 次 型 2 的 Clifford 
REC CCO), 当 ” 是 偶数 时 , Ф C*(0) = 
C(9), 当 = 是 奇数 时 , 令 C*(9) = C COD TF 
ABEL CQ) = M,(K)  С*(0) = MACK) 
@D(K) GAB MAK) жк E t 阶 全 阵 代数 ， 
D(K) 是 K 上 唯一 的 四 元 数 体 '), 令 xX(0) = 1 
或 x(0) = —1. 对 于 秩 + 25 的 二 次 型 Q, 
必定 存在 元 z€ K*, 使 得 Ох) = 0. 

【一 般 域 K 上 的 二 次 型 】 以 下 所 述 的 事实 
在 任意 域 K 上 者 成立,*…， te 的 二 次 型 Q, 
Ы хы, cit atm 的 二 次 型 9， 的 和 成 为 ro 
truy 的 二 次 型 ， 称 为 Q 与 0, 的 直 和 
(direct sum), Д 000, Ж 0. + 0, RRA, 
即 

ODOC, rr x) 
= Qm) + OG tox). 

ODO 的 矩阵 是 将 Q, 的 矩阵 与 Q, 的 矩阵 没 
对 角 线 排列 而 得 到 的 矩阵 。 此 时 , 若 O, 与 9; 


等 价 , 且 0:90, 与 0:90; 等 价 , 则 0.505 
Sth (wie EM), 

形式 为 rr + mx + хрх 的 二 次 型 
HARD (kernel form), idfE №,. 任意 非 退 
化 二 次 型 Оба», c z.) 与 核 型 N, Gs s 
xy) 同 二 次 型 Quas coo z.) 的 直 和 是 等 
价 的 ,其 中 Q, 满足 ， 若 0, 0, WR xa 
ema SO BJ, 有 QO ct z.) = 0, 
这 时 ，N, 与 8。 不计 等 价 是 唯一 确定 的 . 
N,@ Q, 称 为 2 的 Witt 448 (Witt decompo- 
sition) (E. Witt [8])。 r 称 为 二 次 型 2 的 指数 
(index), 4 QC) = 0(z € V) 时 ,x 称 为 关于 
ORR (singular). {ЕУ OTSA rh, 4 
对 于 一 切 rew 都 有 OG) = 0 №, WKH 
关于 2 是 全 奇异 的 (tomally singular) 子 空间 . 设 
下 是 2 的 伴随 对 称 双 线性 型 〈 域 K 的 特征 不 为 
2), WY 24 H (X 4 B(x, x) 一 0 时 , (6и) 关于 
0 是 奇异 的 ， 如 果 B(x, х) 一 0， 则 称 * 是 迷 
向 的 (isotropic)， 当 且 仅 当 对 于 一 切 x, yew, 
B(x, y) 一 0 Bt, W(CV) 是 全 奇异 的 ,这 时 ， 
WW 称 为 金 迷 向 的 (totally isotropic), Q AIH r 
SEV 的 极 大 全 奇异 子 空间 的 维 数 ， 在 K 一 
尺 的 情形 , 设 (p, 9) 是 2 的 符号 差 , 则 指数 "一 
min(p, 9)。 应 当 注 意 , 在 有 些 书 中 ,也 把 p 一 9， 
?或 9 称 为 的 指数 ， 为 区 别 起 见 ， 也 称 指数 
r 是 全 迷 向 指数 (index of total isotropy)， 称 
p = а 是 惯性 指数 (index of inertia), 

非 退 化 二 次 型 为 核 型 的 充分 必 晶 条 件 是 : 
在 K = C 的 情形 , Q 的 秩 = 0 (mod 2); 在 
K = R 的 情形 , п =0 (mod2), p 一 9 = 0; 
Ж K = F, 的 情形 , n =0 (mod2), A(Q)~ 
1; ZEKE p-adic БИИ, n =0 (mod 2), 
A(9) ~ 1, x(Q) = 1. 

it 9 = N,@0,, 9' = N,@0, 是 二 次 型 
Q. Q' 的 Wit 3H. 4 Q, 与 Q, 等 价 时 ,2 
与 2' 称 为 属于 同型 (gpe)， 全 体 非 退 化 二 次 
型 的 集合 以 表示 。 如 果 我 们 定义 2 的 型 与 
O 的 型 之 和 为 9 + 2 的 型 , 则 W 构成 交换 
zt 核 型 所 属 的 型 是 W 的 单位 元 。 WHA 
Witt Zt (Wit group), W 的 结构 依赖 于 К. 


若 K 是 复数 域 , 则 W 是 二 除 循环 群 ; BK EL 
数 域 , 则 W 是 无 限 阶 循环 群 ; 一 般 来 说 ， 若 天 
是 关于 非 Archimedes 赋值 的 局 部 域 ', 则 W 是 
有 限 群 ， 若 天 是 由 q 个 元 组 成 的 有 限 域 ， 则 当 
4 三 1 (modi) 时 , W 是 两 个 二 阶 循环 群 的 直 
B1; 3 q = 3 (mod 4) 时 , W 是 四 阶 循环 群 ; 当 
4242095. W 是 二 阶 循环 群 . 

【Hermite 型 】 以 复数 为 系数 的 复 变 量 
mo tts xn 的 表达 式 

но) = У) au Ei xis аады 


i 
K% Hermite Җ (Hermitian form) ,其 中 2,,, Z, 
分 别 表 示 ан x; AIFS, 对 于 变量 的 任意 
А9, Hermite 型 的 值 恒 为 实数 . 对 于 Hermite 型 
也 可 以 和 二 次 型 同样 地 来 定义 矩阵 、 判 别 式 、 秩 
和 伴随 半 双 线性 型 1。Hermite 型 的 矩阵 是 Her- 
mite 矩阵 , 它 的 主子 行列 式 是 实数 .车 对 于 H(x) 
的 变量 作 线 性 变换 x = Px'， 则 得 到 x 的 
Hermite 型 ,其 矩阵 是 ‘PAP, 任意 Hermite 型 与 


< 
XX 32 У) Bori reri 的 型 等 价 。 这 


Is (p, 4) WH HO) 的 符号 林 signature), TE 
Ж (Ж, RE) Hermite B) (positive definite 
(negative definite, indefinite) Hermitian form) 可 
以 和 实 二 次 型 同样 地 来 定义 。 下 述 条 件 的 每 一 
条 都 是 H 为 正定 Hermite 型 的 充分 必要 条 件 : 
1) ans ots x 取 复数 值 时 , 若 * > 0, WJ H(z) 
>0; ü) H 的 矩阵 的 主子 行列 式 都 0。 半 
Ж Hermite 型 也 可 和 二 次 型 同样 地 来 定义 。 

把 Hermite 型 У) zx; 变 为 自身 的 线性 变 


换 称 为 酉 变换 (wnitary transformation), HAH 
的 矩阵 是 本 矩阵?. 任意 Hermite 型 万 可 以 通过 


вана D) азд, а, es a, EH 


的 矩阵 的 特征 值 . 

Hermite 型 可 作 如 下 推广 .可 除 环 1 (division 
ring) KBE AS ERGARTEBUM a — 5， 如 果 满 
E ¿= a, аб = ба, WEAK MME Cinvolu- 
ton), 此 时 ,在 玉 中 取 值 的 变量 ss x, 的 
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Ad ной) = У) saan (аа) 称 为 


[rz 


Hermite 型 。 任 意 Hermite 型 与 形式 为 了 ) za 


х, Hermite 型 是 等 价 的 . 而 且 当 对 于 mm， …， 
х, 的 任意 值 ， 存 在 K 的 元 < 使 HG = a + ë 
时 , 则 对 五 有 类 似 于 Witt 分 解 的 分 解 ， 下 面 是 
其 有 不 是 恒 等 映 射 的 对 合 的 可 除 环 的 两 个 例 
+: Gi) 天 是 域 工 的 二 次 扩 域 ; ü) K 是 域 L 上 的 
四 元 数 代数 '. 

【代数 数 域 上 的 二 次 型 】 设 K 是 有 限 次 代 
数 数 域 , 由 K 的 Archimedes 或 非 Archimedes Ж 
除 子 ! p 产生 的 天 的 完备 化 以 K, KER. it 
O, 9' 是 KK 上 的 非 退 化 二 次 型 。 8 在 K 上 表示 
о, 当 且 仅 当 2 在 一 切 К, 中 表示 9 , 因而 使 
OCE) = 0 ff x € K 存在 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
一 切 p， 存 在 x € Ks, 使 O(x,) = 0 (= [6], 
171191). 特别 是 ,2 与 9' 在 K 上 等 价 , 当 且 仅 
当 它 们 在 所 有 K, 上 等 价 。 因 此 ,代数 数 域 K 上 
的 非 退化 二 次 型 (关于 等 价 性 ) 的 不 变量 是 2 的 
Жл; Q 的 判别 式 A; КАЖИ ТРО 
的 Minkowski-Hasse 特征 标 x,; 对 各 实 无 限 素 除 
T! ei m 3, s n), ОЕ Keo, ERSTE 
BEIC. Ga, xe xao hA) 是 KK 上 二 次 型 的 
不 变量 组 的 充分 必要 条 件 是 下 面 的 1) 一 4) 成 
立 : 1) 对 于 除 有 限 个 p 外 的 全 部 P ЯТ х, = 1, 
2][»-1 与 范 数 剩 余 记 号 的 乘积 公式 + 等 


f), 3) # Koan PA ~ C 0m, 4) xn 
= 1(j, = 0, 1,2,7 (mod 8)),=—1 (h = 3, 
4,5, 6 (mod 8)) (一 [6], [7], 191). 这 称 为 
Minkowski-Hasse 定理 ， 一 般 地 ,如 果 对 代数 
数 域 K 某 一 命题 碱 立 的 充分 必要 条 件 是 该 命题 
对 所 有 的 К. 成立， 则 称 Hase M (Hasse 
principle) 对 此 性 质 成 立 . 

【二 次 型 的 类 与 种 】 设 K 是 有 限 次 代数 数 
R. BK 上 二 次 型 0, о 在 天 的 主 整 环 "'。 上 
等 价 , 则 称 2 与 O 属于 同类 (clas). 又 若 i) 对 
FABIE Archimedas WERF p, 2 与 9 在 
K, ЕЕ o, 上 等 价 ，ii) 对 于 全 部 Archime- 
des 的 素 除 于 p, 9 与 0' fE K, LS. WO 
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与 90' 属 于 同 种 ( 英 genus Geschlecht), 一 
个 种 是 由 有 限 个 类 合并 而 成 的 。 例 如 ， 在 有 理 


od m 2, RIS 2 所 属 的 种 由 一 个 类 


组 成 ,车 m > 8, 则 由 两 个 以 上 的 类 组 成 . 

【 实 二 次 型 的 约 化 】 一 般 地 引进 下 面 的 符 
5. RUA RAB, 关 是 m 行列 的 矩阵 . 
以 WX) 表示 AUX, 这 时 变量 n. xm 的 
二 次 型 以 Sir] = 69r 表示 ,此 处 S 是 二 次 型 
的 矩阵 ,5 REL ns no х„ 为 分 量 的 列 向 量 . 

两 个 实 二 次 型 在 有 理 整 数 环 中 等 价 时 ， 称 
为 属于 同类 (class), 设 Sl (S = (,)) т 
个 变量 的 正定 二 次 型 , 如 果 对 满足 1 k < m 
的 任意 自然 数 人 4, LL A EE Rs gm 
(Gus 7772 Em) = 1) 为 分 量 的 向 量 94, 总 有 
Sloe] > seer MA sun 200 << m—D, 
则 名称 为 约 化 二 次 型 (reduced' quadratic form), 
任意 正定 型 的 类 中 ,至 少 存在 一 个 (一 般 只 有 一 
个 ) 约 化 型 . 若 % 一 (ru) 为 约 化 的 , 则 有 不 等 式 : 

O< rn Sra S 06,5 
£ rg < ru kl 
rara rss < e(m)|%| 

(e (m) DUE m ОВА). 一切 m 阶 的 对 称 和 矩阵 
组 成 m(m + 1)/2 维 线性 空间 ,全 体 正定 对 称 
矩阵 组 成 其 中 的 凸 开 集 Р, 全 体 正定 约 化 型 的 
集合 R 是 以 有 限 个 超 平面 为 边界 ， 以 原点 为 顶 
点 的 凸 角 锥 . 设 6 是 不 定 的 二 次 型 , (n, m—n) 
是 它 的 符号 差 ， 则 使 得 S19] 一 S 的 正定 型 
$ WEAR n(m — п) ÆR 9(6). HDS) 
和 RR 有 公共 点 ; WS 称 为 约 化 的 。 关 于 上 面 定 
义 的 约 化 二 次 型 ， 当 DD 是 自然 数 时 ， 判 别 式 为 
土 D 的 定 或 不 定 的 约 化 有 理 整 系数 二 次 型 的 个 
数 是 有 限 的 ,因而 判别 式 为 土 D 的 有 理 整 系数 
二 次 型 的 类 的 个 数 也 是 有 限 的 。 

【单位 】 ik 是 一 个 有 理 系数 的 m 阶 对 
ЖЕ, 以 O(S) 表示 所 有 满足 SLB] = S й 
实 系数 m 阶 方 阵 D 的 集合 ， 并 以 T(S) 表示 
O(S) 中 系数 是 有 理 整数 的 方 阵 的 集合 . 
T(S) 的 元 称 为 的 单位 (unit). HORE 
的 ， 则 .TC(S) 是 有 限 群 ， 否 则 是 无 限 群 ， 但 在 


m= 2, — 161, (+ 是 有 理 数 ) 时 除外 . O(S) 
是 一 个 шев, T(S) 是 一 个 具有 有 限 个 生成 
元 的 离散 子 群 。 齐 性 空间 ! o(e)/r(e) 对 于 证 
义 于 该 空间 上 的 一 个 Haar 测度 + 来 说 , 其 测度 
是 有 限 的 . 

【Minkowski-Siegel- 玉 河 理 论 】 设 S, I 分 
别 是 "次 ,次 有 理 整 系数 的 正定 型 (m >л). 
以 4(s, D 表示 方程 S(X) 一 的 有 理 整 数 
解 的 个 数 ,而 以 E(6) 表示 单位 所 组 成 的 群 
rO 的 阶 数 。 令 : 

M(6,%) = LED y AD + nae 


E) EG) 
Г) tes a pn ss 
MO) = тб) + FED 
M(9,X) 
8,2) = M(S, S), 
(8,2) ~ MGS 


此 处 Sı, 6, -- AS 的 种 所 含 的 类 的 表示 的 一 
个 完全 系 。 M(S) 称 为 S 所 属 种 的 测度 〈 他 
Geschlechtsmass), 另 一 方面 ,对 于 自然 数 9, 设 同 
RR SLX] = T (mod 4) 的 解 的 个 数 是 A.(S, 
T), # 4 R 3 SOMO p, WH a 充分 大 时 ,Emn 
green DAA, (S, T) 是 一 个 常数 《此 处 sw 
Ym = n 宇 2 时 是 1/2, 其 它 情形 等 于 1)， 令 
这 个 常数 为 a,(S,X)。 再 者 ， 考 虑 # BRE 
阵 所 构成 的 n(n + 1)/2 维 欧 氏 空间 中 含 《的 
一 个 区 域 8, 并 以 B 表示 所 有 能 使 SLX]e B 
的 关 所 成 的 区 域 , 则 B, J: m $? ” 列 矩阵 构成 的 
тп 维 空间 中 的 一 个 区 域 。 当 如 收敛 于 一 点 T 
时 ,以 aw(S, 信 ) BAG B, 的 体积 之 比 e (B)/ 
„(В) 的 极限 , 此 时 Siegel 定理 可 表 为 下 形 : 

«„(©,%) П «,(S, T) = £48, T), 

中 
a n m=n+1m—=n>2, 
1， 其 它 情形 . 

此 处 左边 的 无 穷 乘 积 当 加 一 "一 2 或 四 一 "十 2 
时 条 件 收敛 (不 绝对 收敛 ), 乘 积 II 是 按 素数 
多 的 自然 顺序 取 的 . 

这 个 定理 的 一 个 特殊 情况 是 由 HH. Minkow- 
ski 证 明 的 ， 但 给 出 一 般 性 的 证 明 的 是 C, L. 
Siegel (1101). RT ERA P 以 外 ,一般 的 


a(S, T) HERH, 而 a(S, %) 的 具体 形式 
也 已 知道 .特别 是 , 当 扣 是 严 阶 单位 矩阵 er 
时 。 这 个 式 子 与 表 自然 数 为 m 个 平方 和 的 问题 
有 关 。 对 m=2, 3, +++, 8, €" 的 种 只 含有 一 
个 类 ,因此 , 令 = = 1, T= (ARR), 我 们 由 
上 式 可 以 得 到 表 + 为 mw 个 平方 和 的 方法 的 个 数 
(Siegel[ 10] 的 1)。 上 面 的 结果 已 由 Siegel 自己 
推广 到 不 定 二 次 型 的 情形 (Siegd [10] 的 ID fa 
以 有 限 次 代数 数 域 的 元 为 系数 的 二 次 型 的 情形 
(Siegel [10] 0 Ш), 另外 ,关于 表 自 然 数 + Am 
个 平方 和 的 问题 , 当 m = 4, n = 1 时 , O. G.J. 
Jacobi 得 到 了 如 下 的 结果 : 
ae, =s (Di X14). 


17 a 
而 在 m == 3, п 一 1 时 , 若 : 为 奇数 , 且 Ae”, 
1) 0, fij: 3 7 (mod 8) (W HL P. T. Bate- 
mann, Trans. Amer. Math. Soc., 77 (1951)). 

玉河 恒 夫 用 代数 群 的 阿 代 尔 群 ' 的 理论 ,证 
明了 正 交 群 的 玉河 数 ' r(50(n,S)) 一 2, 且 可 
从 这 个 公式 导出 上 述 的 Siegel 理论 (一 代数 群 
[代数 数 域 上 的 代数 群 1,[14])。 

[9 8) 设 OC, co z.) 是 m 个 变量 
的 有 理 整 系数 正定 二 次 型 ， 对 于 复数 =, 取 

F(z,Q)= У) exzp(2xi0(r xm)z) 
(а, tts х„ 取 遍 全 部 整数 )， 若 = 的 虚 部 为 正 
Ж, 则 此 级 数 收敛 并 表示 = 的 一 个 整 函数 *， 这 
种 形式 的 级 数 称 为 9 BR (theta series)。 若 把 
Qn, tm) = n 的 有 理 整 数 解 的 个 数 记 作 
AQ), WE 
F(z, 0) = У) Andee, 


2=0 


特别 是 , 若 m = 2k 为 偶数 , 则 下 面 的 变换 公式 
(transformation formula) 成 立 : 


+6 
F (==, 9) =e(d)(cz + d)*F (z, О). 


其 中 a,b,c,d 是 满足 ad—be=1, c= 0 
(mod N) 的 任意 整数 , NN 是 由 确定 的 自然 数 、 
є 是 mod N 的 特征 标 . HAZ, F(z, 0) 成 为 
对 于 级 为 N 的 同 余子 群 ' 的 模 形式 '。 E. Hecke 
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应 用 模 形式 的 理论 ,证 明了 下 式 成 立 : 
AG) = An) + O(n), 
此 处 AG) 是 只 由 2 的 种 所 确定 的 ”的 数论 函 
数 。 关 于 一 般 9 级 数 一 Abe MLE 函数 ]. 
【有 理 整 系数 二 元 二 次 型 】 以 下 设 m = 
2, 对 于 有 理 整 系数 二 次 型 Ces у) m ax + 
bry 十 cy， 我们 令 判 别 式 为 中 一 4ac = D(9) 
(对 前 面 的 定义 的 A(9) RA —4). 4 (ad, 
с) 一 [时 ,O 称 为 本 原 的 (primitive)。D(O) Ж 
是 平方 数 时 ,二 次 型 的 理论 与 二 次 域 ! QC D) 
一 和 的 数论 有 密切 的 关系 。 设 《的 判别 式 为 
4,4 D = aP. 在 1 — 1 时 ,的 理想 类 与 以 a 
为 判别 式 的 二 次 型 的 类 (D < 0 时 是 正定 型 的 
类 ) 依 下 述 方式 一 一 对 应 . 设 a 为 的 一 个 理 
Ж, 取 它 的 一 个 基 д, аз, 则 对 应 于 9 的 二 次 型 
ж Q(x, у) = N(a)7'N (mx + ay), ZENK 
示 绝对 范 数 . 在 f > 1 时 必须 考虑 前 导 寺 ' 1 的 
鉴 环 ', 即 如 果 我 们 孝感 所 有 形式 为 + + fyw Cx， 
y 是 有 理 整数 ,的 意义 见 下 文 ) 的 数 所 构成 的 
整 环 ， 则 可 与 上 面 的 方式 同样 地 得 到 此 整 环 的 
理想 类 与 二 次 型 的 类 之 间 的 一 一 对 应 (P. G. 
L. Dirichlet [16]). 对 于 D > 0 的 情形 ,如 果 我 
们 对 二 次 型 的 等 价 只 限于 用 |4| 一 1 的 变换 
u, 那么 就 可 以 作出 较 精 密 的 分 类 . Za 的 
对 应 中 ,着 取 
m= r >0, a= ++ to, 120, 
4/2 d = 0 (mod 4), 
m M + V2)/2, d= 1(mod 4) 
(r, s t 是 有 理 数 )， 则 得 到 的 理想 的 狭义 分 
类 与 二 次 型 的 分 类 之 间 的 关系 (一 高 木 自治 
5D. I 
设 判别 式 D > 0 不 是 平方 数 , Pdl 方 
程 ' — Do = x4 的 整数 解 是 1:, и, WAD 
为 判别 式 的 Ole, y) 一 ax! + bay + cy? 的 单 
位 由 
(2 — bu)/2 cu 
5 ( au G+ iy) 
给 出 。 设 ?一 Dé 一 4 OREM RAEN tos 
toy Ф Ep = (te + мау D)/2, hp JE VÀ D WH 
别 式 的 二 次 型 的 狭义 类 的 个 数 ， 则 有 下 面 的 公 


52 в 
X& (Dirichlet); 


rs $i) 
此 处 (2) Æ Kronecker 符号 + (ra =D; 4G. 


в) #1, 91 (2) = o; ж Gn) = 1, B+ 


(2) = (5) # D ов}, SO SACS p— 


一 3 时 是 6; D=—4 时 是 4; 其 他 情形 是 2。 设 
这 个 数 是 wo, 和 上 面 一 样 ,有 


2. 


КЕП 


至 于 ho, ep ЖИЙ, 除 此 之 外 ,再 没有 什么 更 确 
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2«|D|-3 如 = 
Wp 


Ж [Kring 法 anneau Ж Ring А кольцо 
853] 【 环 的 定义 】 若 在 集合 4 中 定义 了 
IME (a, b) — a + b (a, ó € A) RIE (а, b) 
— ab (a, b € 4), 使 得 对 于 加 法 ,4 构成 加 法 群 
CHIH D at b=, + а; 2)(at+6)+e= 


ac (+c); 3) 对 于 任意 的 а, ba + r= 
5 有 且 仅 有 一 解 ), 而且 乘 法 满足 条 件 : 4) 
(ab)c = a(bc) (结合 律 ); 5) a(b + с) 一 ab 
ac, (b +c)a = ba + ca (分 配 律 (distributive 
law)) (а, b,c € A), 则 4 称 为 一 个 环 ， 若 把 乘 
法 4 X 4 一 4 看 作 是 4 到 4 上 的 作用 ,， 则 4 
REAR, BAB 以 及 两 侧 4-4 模 '. (一 
HO. 关于 4 的 加 法 的 单位 元 称 为 零 元 (zero 
element), id/E 0 ; a0 = 0а = 0 (a € A) IL. 
如 果 某 一 元 ce 4 满足 ace = са = a(a € A), WJ 
< 称 为 4 的 单位 元 (unit clement BÈ identity ele- 
ment), 若 单位 元 存在 ， 则 它 是 唯一 的 , 常 记 作 
1。 具 有 单位 元 的 环 称 为 单 式 环 (unitary ring), 
在 数学 各 个 领域 中 具体 出 现 的 重要 的 环 ， 大 都 
是 具有 单位 元 的 ， 因 而 所 谓 环 常 指 单 式 环 ， 在 
由 一 个 元 构成 的 环 中 , 零 元 也 是 单位 元 ,这 样 的 
KWH (zero ring)。 在 有 两 个 以 上 的 元 的 
环 中 ,单位 元 与 零 元 不 同 。 若 环 4 还 满足 条 件 : 
6) ab == ba (交换 律 ), 则 4 称 为 交换 环 (commu- 
tative ring) (一 交换 环 ). 

【一 些 定义 】 对 于 环 4 的 元 * 关 0, GA 
b = 0 018 ab 一 0 或 ba 一 0, 则 。 称 为 零 因子 
(zero divisor)。 含 有 两 个 以 上 的 元 且 无 零 因 子 
的 交换 单 式 环 , 称 为 整 环 《intcgral domain) (一 
交换 环 )。 在 一 般 的 环 中 , 1$ ab = ba = 0, 则 
Жа 与 4 是 正 交 的 〈orthogonal)， 若 对 环 中 的 
一 个 元 a, 存在 某 个 自然 数 "， 使 “一 0, 则 。 
HAWE (nilpotent element), $ a HE a= 
a, а AWET (idempotent element), ЖЖ 
等 元 eCe # 0) 不 能 表 成 两 个 正 交 的 非 零 军 等 
THK, N e 称 为 布 原 圳 等 元 (primitive idem- 
potent clement)。 对 环 4 的 子 集 5, 7 ,元 ++! 
GES, тє 了) 的 集合 记 作 5 十 T; 元 # G€ S, 
1€ 了 ) 的 集合 记 作 ST, 特别 地 ,55 记 作 S, 5, 
St +++ ASML {a} +S, {a}s 等 分 别 记 作 
a+S,aS, Ж ST— Т5 = (0), WHS, TH 
正 交 的 .着 有 自然 数 使 5" = {0}, BJ S 称 为 
BE (nilpotent), # S = S, W| S F. HRS 
BY (idempotent), 

对 单 式 环 4 的 元 4a, 满足 wa = 1 的 元 a 


HA a 88 ESTE (left inverse element), 满足 
аа” = 1 的 元 a” 称 为 a 的 右 洲 元 (right inverse 
dement)。 元 。 存在 左 ( 右 ) 逆 元 , 当 生 仅 当 4 作 
为 左 ( 右 ) 4 模 是 由 «所 生成 的 . diac ABER. 
左 着 元 又 有 右 逆 元 , 则 这 两 个 逆 元 相等 , 且 仅 有 
一 个 , 称 为 «的 逆 元 (inverse element), 以 a7! Ж 
AR. AW TATE A TMT (invertible clement) 
或 正则 元 (regular clement), 单 式 环 的 全 部 可 逆 
元 关于 乘法 构成 一 个 群 。 若非 零 环 的 单 式 环 的 
非 零 元 都 是 可 逆 元 , 则 这 样 的 环 称 为 非 交换 ) 
域 ! ((skew) field, division ring)。 若 它 又 满足 
交换 律 , 则 称 为 交换 域 (commutative field) 或 简 
称 域 (一 域 )， 在 一 般 的 环 4 中 , 若 令 sob 一 a+ 
4 一 ab 以 定义 一 个 新 的 乘法 (a, 6)—ra0b, W| A 
构成 一 个 以 o 为 (关于 新 定义 的 运算 的 ) 单 位 元 
的 半 群 ', 对 于 这 个 新 的 乘法 的 逆 元 称 为 氢 逆 元 
(quasi-inverse clement), 有 拟 逆 元 的 元 称 为 拟 可 
逆 元 (quasi-invertible element) 或 拟 正则 元 (quasi- 
regular element), 单 式 环 的 元 。 EMA TAY 
充分 必要 条 件 是 1 一 a 是 可 逆 元 . 

【 环 的 例子 】 i) 数 环 .有 理 整数 环 Z, 有 
理 数 域 Q, 实数 域 R, 复数 域 C 等 都 是 很 常用 
的 例子 〈~ 代数 数 域 的 数论 ,局 部 域 的 数论 ). 
ü) 函数 环 ， 定 义 于 集合 T 上 、 取 值 于 数 环 K 中 
的 全 部 函数 的 集合 K', 关于 值 的 运算 构成 交换 
Xr. Wa. A KR ii ARM Т ЕЙ) 
部 连续 函数 的 集合 CU), ER r 次 连续 可 微 
SEC I А C"(1), 全 部 解析 函数 的 集合 c=(1) 
等 都 是 R 的 一 个 子 环 ， ü) 表达 式 环 。 以 一 个 
交换 环 的 元 为 系数 的 、 字 母 Xi，…，X。 的 所 有 
多 项 式 的 集合 K[X,, +++, Х,], 所 有 形式 寡 级 
BRE K[X o X) 都 是 交换 环 (一 多 项 
RK, BA), iv) 模 的 自 同 态 环 '。 环 KX 上 
的 模 ' M 的 所 有 自 同 态 的 集合 Z (M), 一 般 是 
非 交 换 环 .特别 是 ， 当 M 是 域 K 上 的 有 限 维 线 
性 空间 ' 时 ，M 的 自 同 态 环 与 全 阵 环 可 看 作 是 
等 同 的 (~ 模 , 线 性 空间 )，v) 代数 。 环 4 称 为 
交换 环 K 上 的 代数 ， 如 果 它 同时 是 K 上 的 一 个 
单 式 模 ,而 且 乘 法 与 数 乘 是 交换 的 , 即 Аар) = 
(2а) ь=а(25)0.є К,а,вЄ A). P| ü) S ii) rh 
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的 环 都 是 K 上 的 代数 。 例 iw) 中 的 环 在 K 是 交 
换 环 时 ,也 是 K 上 的 代数 .还 有 特殊 的 代数 ,如 
群 代数 +, 张 量 代数 (，Grassmann 代数 '，Clifford 
代数 + 等 ,它们 在 群 论 与 微分 几何 学 中 是 有 用 的 
(CRE). CD 交换 环 。 对 交换 环 加 上 各 式 各 
样 条 件 的 例子 有 : EEK, Dedekind Kt, 
Krull WU RRMA. BAS, 它们 在 数论 
与 代数 几何 学 中 是 重要 的 (一 交换 环 ，Noether 
Ж.Н). vi) 其 他 。 在 环 上 赋予 与 环 结构 有 
关 的 顺序 、 微 分、 度量 或 拓扑 而 得 到 的 有 序 域 '、 
RAM RE ETS, 在 数学 的 各 个 领 
域 中 也 都 是 很 重要 的 《一 Banach 代数 ). 

【 同 态 】 车 环 之 同 的 映射 14 B 满足 
Ж: 1)/(а + 6) = Ка) + IG); 2) fad) = 
f(a) f(b) (a, b € A), WHE AAA Chomomor- 
phism), A5 f 是 双 射 ', 则 逆 映 射 [7B — À th 
是 同 态 。 这 时 f 称 为 同 构 (isomorphism)， 我 们 
也 用 更 明确 的 环 同 术 (ring homomorphism) MA 
同 构 (ring isomorphism) 这 样 的 术语 任意 环 
到 零 环 上 的 同 态 只 有 一 个 。 设 А,В 是 单 式 环 ， 
МЕ 4 一 B KAAR (unitary) Е, WRR 
于 4 的 单位 元 1, 1(1) 是 B 的 单位 元 。 不 作 特 
别 声明 时 ， 我 们 通常 总 是 假定 这 个 条 件 成 立 ， 
在 这 样 的 意义 下 , 有理 整 数 环 Z 到 任意 单 式 环 
的 同 态 是 唯一 的 。 同 态 的 合成 仍 是 同 态 ， 环 4 
的 恒 等 映 射 14 是 同 构 。 环 4 到 4 自身 的 同 态 
与 同 构 分 别称 为 4 的 自 同志 (endomorphism) 与 
BEH (automorphism), Ж а ERK A 的 可 
逆 元 , 则 映射 * 一 axe~'(*e 4) 是 4 的 自 同 构 ， 
它 称 为 内 ( 自 ) 同 构 (inner automorphism), 

如 果 把 同 态 的 条 件 2) 换 成 2') Кар) 一 
f(5)f(a) Са, b € A), 则 满足 1), 27) 的 映射 称 
5 ЖЕ) A(anti-homomorphism), 特别 是 , 若 f 是 
RH MRT BER AA KARA 
(anti-isomorphism ), BL Él E fs Canti-endomorphism ) 
TUS. GA (anti-automorphism) 也 可 类 似 地 定 
X. 

【 子 环 , 商 环 , 直 积 环 】 WR ANTRS 
具有 环 的 结构 , HRERS S— A 是 同 态 , 则 5 
称 为 4 的 子 环 (subring). FÆ, S 的 环 运算 无 
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非 就 是 4 的 环 运算 的 限制 。 若 只 考虑 单 式 环 与 
ARAS, sem ADM. BARA 
的 子 集 T 的 最 小 子 环 称 为 由 T ÆR (generate) 
WFR, 与 了 的 每 个 元 可 交换 的 全 部 元 构成 一 
个 子 环 , 称 为 了 的 中 心 化 子 Ccentralizer, commu- 
tor). 特别 是 ，4 的 中 心 化 子 称 为 4 的 中 心 
(centre), 

若 对 于 环 4 的 等 价 关系 R 所 产生 的 商 集 * 
A/R 给 以 环 的 结构 ， 且 标准 满 射 4 一 4/R 是 
同 态 , 则 环 A/R PRA ABS (quotient ring), 
A/R 的 元 a, B 的 和 与 积 ,分 别 是 属于 а, 的 任 
意 元 a, b 的 和 与 积 所 属 的 等 价 类 。 在 4/R 上 
能 确定 这 样 的 运算 , 当 且 仅 当 与 (4 的) 运算 
是 相 容 的 , WANA Ra, а), RG, Б), WU 
R(a + b, 2' + 6), R(ab, а)? RY. A 
不 存在 非 平凡 商 环 时 ,4 PR 8138 SK (quasi-sim- 
ple sing) (— [ 半 单 环 ])。 若 f:4 > B 是 环 同 
Ж, W J ROS (CA) 是 8 的 于 环 , 且 f 所 确定 的 
4 的 等 价 关系 R(R(a, а) f(a) = [(а)) 5 
4 的 运算 相 容 ,因此 f 诱 导出 同 构 A/R—J(A) 
(一 [理想 ])。 ' 

ik (Aka 为 一 族 环 ,它们 的 直 积 集 4 = 


II A 由 分 量 的 运算 G.) + 02 = Ca; + 22, 


Са) С) 一 (ob 确定 了 环 的 结构 , 称 为 {4ijie 
BJ RR (direct product ring)， 使 它 的 每 一 元 
对 应 于 该 元 的 第 i 个 分 量 的 映射 pad — A, 
称 为 标准 同 态 ， 对 任何 同 态 fi: B 一 AG € 1), 
存在 唯一 的 同 态 f: B 一 4， 使 对 每 一 个 iel, 
有 f= pet. 

【理想 】 FAE) 4 模 的 环 4 的 子 模 + 
称 为 4 的 左 ( 右 ) 理 想 (left (right) ideal), BUX 
于 4 的 加 法 的 子 群 了 满足 条 件 AICI JAC) 
时 ,了 称 为 左 ( 右 ) BM. J 自身 关于 诱导 出 的 
运算 是 一 个 (不 一 定 有 单位 元 的 ) 环 , 若 左 理想 
同时 也 是 右 理想 , 则 它 称 为 双边 理想 (two-sided 
ideal) 或 简称 理想 (ideal)。 

对 于 4 的 理想 /, 把 a 一 8€] 记 作 R(a, 
5) 关系 尺 是 一 个 等 价 关系 , 且 与 4 的 运算 相 
容 。 关于 RR 的 等 价 类 就 是 模 J 的 剩余 类 (residue 


class), 所 以 商 环 4/R 也 表示 为 4/], 称 为 4 
的 模 了 的 剩余 (类 ) SK (residue-class ring, factor 
ring)。 若 它 是 域 , 则 称 为 剩余 (类 ) BR (residue- 
class fidd)。 反 之 , 若 给 出 与 4 的 运算 相 容 的 任 
一 等 价 关系 RW о 的 等 价 类 形成 4 的 理想 ， 
而 由 7 所 确定 的 等 价 关系 与 R 相 同 . 

环 同 态 f:4 — B 的 (作为 模 同 态 的 ) 核 J 
是 4 的 理想 , 且 Ў 诱导 出 一 个 同 构 4/] — (A) 
( 同 态 定理 )。 对 于 环 4 的 子 环 3 与 理想 J ,5 十 
J 是 4 的 子 环 , SOJ Ж s 的 理想 . 再 者 ,自然 同 
BSCS + J)/J BSH 5/5 П /—>С5+ /)/ 
J( 同 构 定 理 ). 

环 4 的 ( 左 , 右 ) 理 想 J 称 为 极 大 的 〈maxi- 
mal), #n А = J, B.A vile IS 的 Ce, 
A) BRS Я fE E A. П, J 称 为 极 小 的 
(minimal), 如果 J = (0) RWE SJ 的 ( 左 ， 
右 ) 理 想 了 只 能 是 (0). 

对 于 单 式 环 4 的 只 等 元 c,1 一 “是 与 E 
ZOMG, Н. A= Act AC — e) 是 左 理想 的 
HM. 这 称 为 Peirce AM (Peirce’s left de- 
composition), 右 分 解 也 同样 .4 的 一 个 左 理想 J 
可 由 一 个 宕 等 元 。 表 成 J = Ae 的 形式 的 充分 
必要 条 件 是 : 存在 左 理想 /使 4 可 分 解 成 7 
与 了 的 直 和 4 一 了 + 了。 -MW AERBS 
Ж e> s e, SALE 1, MW A m Aa + e+ 
Ae, 是 左 理 想 的 直 和 。 反之， 对 于 左 理 想 的 直 
PA htt] lacte 
J), Wer ce, ДЕРС. ЮЖ. ti 
Distt ty J. 是 双边 理想 , 则 每 个 几 都 是 一 个 以 e, 
为 单位 元 的 环 。 由 自然 对 应 , 4 与 直 积 环 I 


ia 


Ab. 这 时 ,4 Л, s JL ЮВ 
(direct sum), 记 作 4 一 DIR A = NO 


@J.. 

若 环 4 作为 左 ( 右 )4 模 是 Arin 的 *( 即 对 
于 4 的 左 〈 右 ) 理想 满足 极 小 条 件 ') R Noether 
的 ' ( 即 对 于 4 的 左 ( 右 ) 理想 满足 极 大 条 件 ')， 
则 4 分 别称 为 左 〈 右 ) Artin 环 (left (right) 
Artinian ring) 或 在 ( 右 ) Noether (6 (right) 


Noetherian ring), 对 于 交换 环 ， 由 于 无 须 区 分 
左右 ,因此 可 以 去 掉 左 与 右 的 字样 。 上 面 的 性 
质 可 传递 到 商 环 与 有 限 个 环 的 直 积 环 ， 但 不 一 
定 能 传递 到 子 环 。 对 于 一 般 的 环 , 左 〈 右 ) 理想 
的 极 大 条 件 与 极 小 条 件 是 独立 的 ， 但 在 单 式 环 
的 情形 , 左 ( 右 ) Artin 环 必 是 左 ( 右 ) Noether 环 
《秋月 康夫 -CHopkins). 

【 半 单 环 】 单 式 环 4 作为 左 4 模 是 半 单 * 
的 等 价 于 4 作为 右 4 模 也 是 半 单 的 ， 这 时 4 称 
EMH (semi-simple ring)( 一 [根基 ])。 半 单 
环 上 的 每 个 模 也 是 半 单 的 。 半 单 环 是 左 《 右 ) 
Arin 环 , 也 是 左 ( 右 ) Noether 环 。 半 单 环 4 称 
为 单 环 (simple ring), 如果 它 不 是 {0}, 而 且 除 
了 (0) 与 4 以 外 没有 其 他 理想 , 即 它 是 拟 单 环 . 
所 以 ,4 是 单 环 当 且 仅 当 4 是非 零 的 、 单 式 的 、 
拟 单 的 左 ( 右 Artin 环 。 任 意 半 单 环 4 只 有 有 
限 个 极 小 理想 Ai. +++, Ans 而 且 4 可 分 解 成 
它们 的 直 和 4 =A,@---O4,, HET 4, 
是 单 环 , 称 为 4 的 单 分 量 (simple component), A 
的 任 一 理想 都 可 表示 为 4 的 有 限 个 单 分 量 的 直 
Ja. 半 单 环 的 商 环 以 及 有 限 个 半 单 环 的 直 积 都 
是 半 单 的 。 

半 单 环 4 的 任 一 左右 ) 理 想 都 可 用 一 个 宕 
等 元 。 表 成 4e(c 人 的 形式 , 4e《e4) 是 极 小 的 、 
当 且 仅 当 。 是 本 原 的 。 特 别 是 , 极 小 左 ( 右 ) PE 
想 是 包含 在 某 一 个 单 分 量 中 的 单 左 ( 右 ) 48. 
两 个 极 小 左 ( 右 ) 理 想 作为 4 模 同 构 的 充分 必要 
条 件 是 它们 都 包含 在 同一 个 单 分 量 中 。 若 4 的 
MIRE {Acic 则 对 任 一 单 4 模 M ,存在 
唯一 的 i, 使 得 41M т (0), B M 与 包含 在 4, 
内 的 一 个 极 小 左 理想 同 构 . 

若 M 是 某 一 ( 非 交 换 ) 域 DD 上 的 有 限 维 线性 
空间 , 则 其 自 同 态 环 4 一 Z (M) 是 单 的 . 反 
之 ,对 任意 环 A, 单 4 模 M 的 自 同 态 环 D=4 4 
(M) 是 ( 非 交换 ) 域 (Schur 引 理 )。 若 4 是 单 
环 , 则 任何 单 4 模 M 都 可 看 成 D = # (M) E 
的 一 个 有 限 维 线性 空间 , 且 4 与 ZM) 同 构 
(Wedderburn 332). ZMÍED EE r 维 的 ， 
N e o( M ) 与 D 的 反 同 构 域 DP 上 的 7 阶 全 阵 
М). 维 数 > 等 于 4 作为 4 模 的 长 '. 
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A= EM) 的 中 心 与 了 的 中 心 同 构 ， 它 是 一 
个 交换 域 。 因此， 一 个 单 环 是 交换 域 上 的 一 个 
代数 (一 代数 )。 
【根基 】 对 任意 的 环 4 ， 在 仅 由 拟 可 逆 元 
所 构成 的 理想 中 ,存在 一 个 最 大 的 这 样 的 理想 ， 
它 称 为 4 的 根基 (radical), 记 作 RCA), MRE 
Ж A/R(A) IE {о}. HRCA) = (0), 
则 环 4 称 为 半 本 原 环 (semiprimitive ring), WR 
环 4 有 一 个 一 一 ' 单 左 ( 右 ) 4 模 , 则 它 称 为 左 
CE) ÆI (primitive ring)。 使 得 剩余 类 环 
а E Ch) 本 原 环 的 所 有 理想 的 交 就 是 
RCA). 在 单 式 环 4 中 ， 它 的 所 有 极 大 左 《 右 ) 
жин 55% CA) 相同 。 再 者 , 在 一 个 左 ( 右 ) 
Artin RAH, Ж RCA) 是 4 的 最 大 寡 零 理 
想 ,而 %(4) = (0) 等 价 于 4 是 一 个 半 单 环 . 
对 任意 的 环 4， 在 仅 由 宪 零 元 所 构成 的 理 
想 中 ,存在 一 个 最 大 的 这 样 的 理想 , 称 为 4 的 加 
零 根基 (айса), 以 NA) 表示 ,也 常 简称 为 
根基 (一 交换 环 ),- NCA/NCA)) = (0). 一 般 
来 说 , NACERA) Mi A Ek E) Artin l. 
时 ,NR(4) 一 (4)。 若 AINA) EE i) 
Anin 环 因而 是 半 单 环 , 则 称 4 Ж АЖИ 
(semiprimary ring). # 4/9(4) 是 单 的 , 则 4 
HAMA (primary ring)， 若 A/NA) (ЯЕ 
交换 ) 域 , 则 4 ARERR Completely pri- 
mary ring), 准 素 环 与 完全 准 素 环 上 的 全 阵 环 


同 构 . 
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代数 [HK algebra $ algèbre Ж Algebra AK 
алгебра 8 STR] 【基本 概念 】 设 K 是 具 
有 单位 元 1 的 交换 环 ( 一 环 [ 环 的 定义 ]), 4 是 
一 个 环 , 同时 又 是 单 式 'K 模 (一 模 ). 如 果 
A(ab) = (Àa)b = a(A45) G € K, a, b€ A) 成 
Yr. JU A PROM K 上 的 代数 (algcbra over K), 
常 简 记 为 A/K. 对 于 代数 ， 作 为 环 的 术语 与 
作为 模 的 术语 可 以 随意 使 用 。K 称 为 4 的 系 
数 环 或 基 环 , 特别 是 ,当天 为 域 时 , 称 为 系数 域 
或 基 域 ， 对 这 种 情形 的 代数 已 经 进行 了 很 详细 
的 研究 ， 零 代数 (zero algebra), 单 式 代数 (unitary 
algebra)， 交 换代 数 《commurtative algebra), (Æ) 
单 代数 (Csemi-)simple algebra), 可 除 代数 (divi- 
sion algebra) 等 概念 ,可 由 作为 环 的 性 质 来 定义 
(一 环 )。 同 时 考虑 环 的 结构 和 模 的 结构 这 两 个 
方面 , 就 能 自然 地 定义 同 态 、 同 构 等 概念 ,它们 
可 以 更 具体 地 称 为 代数 同 态 (algebra homomor- 
phism) 与 代数 同 构 (algebra isomorphism)。 与 此 
相 联 系 , 子 代数 (subalgebra), Wft (quotient 
algcbra)( 或 剩余 (类 ) 代 数 (residue class algebra), 
直 积 代数 《direct product algebra) 等 ， 与 环 的 情 
形 同 样 地 定义 。 代 数 4 的 理想 ' 是 这 样 定义 的 : 
它 是 作为 环 的 4 的 理想 ， 同 时 又 是 系数 环 上 的 
ШАТИ. 因此， 在 这 个 意义 下 ， 作 为 一 个 
环 ， 代 数 4 的 根基 也 是 代数 4 的 理想 。 关 于 单 
式 代 数 4, 由 于 它 有 单位 元 , 所 以 作为 环 的 理 
想 也 就 是 代数 的 理想 。 ”， 

在 本 条 中 ， 我 们 今后 总 是 假定 所 有 环 都 有 
单位 元 ,而 同 态 总 是 单 式 的 ,因而 只 考虑 公有 单 
位 元 的 子 环 。 若 K 上 的 代数 4 的 单位 元 是 e, 
则 对 应 2 一 де = V'A € K) 确定 同 态 K — A, 
它 的 象 Ke 包含 在 4 的 中 心 ' 内 ,而 且 纯 量 倍 a 
等 于 积 Xa (XEK, ae А). RZ, 由 K 到 4 的 
同 态 ,如果 它 的 象 包含 于 4 的 中 心 内 , 则 可 用 显 
然 的 方法 使 4 成 为 K 上 的 代数 。 因 此 , 给 出 K 
上 的 一 个 代数 和 4 等 价 于 给 出 一 个 环 4 与 一 个 同 
# o: K — A (OR CA, р), (EK MRE BEA 
的 中 心 内 。 因 为 有 理 整 数 环 Z 到 任意 环 的 ( 单 


式 ) 同 态 唯一 存在 ,所 以 可 把 任意 的 环 看 作 Z 上 
的 代数 。 当 天 是 域 时 ,对 于 天 上 的 非 零 代 数 4, 
可 以 把 K 看 作 包 含 于 4 的 中 心 内 的 子 域 。 这 时 
天 的 单位 元 1 就 是 4 的 单位 元 。 

对 于 天 上 的 代数 A,B, 在 作为 K 模 的 张 量 
积 4@kB 中 , H (296) (b) = aa’ Bob" 
(a, a € A, b, b € B) 来 作 乘 法 ,这 样 形成 的 K 
上 的 代数 AGB 是 唯一 确定 的 。 这 一 代数 称 
为 A, B 的 张 量 积 代数 (tensor product algebra), 
对 应 a 一 a@1,5 一 1@b (a € A, b € B) 分 别 
确定 代数 同 态 4 一 ABB, B 一 4@x8 ,它们 
称 为 标准 同 态 . 特别 是 , 当 4 是 交换 代数 时 ,由 
这 一 同 态 ,可 把 4@xB 看 作 4 上 的 代数 ， 在 这 
种 情形 , AQB 称 为 把 的 系数 环 K 扩 张 到 4 
而 得 的 代数 . BA B RR. 代数 K@xB 与 B 
是 标准 同 构 的 。 再 者 , (4@x8)@xC 与 AG 
(BOC) 也 是 标准 同 构 的 , 记 作 лов @C. 
设 А,В 都 是 K 上 的 交换 代数 。 这 时 ， 对 于 任 
意 交 换代 数 C 与 同 态 a: 4 一 C, В:В — C, fF 
在 唯一 的 同 态 7: 4 B — C, 满足 条 件 ala) 
=v(a@1), P) = r(1&5) (a € A, b € B), 
对 于 交换 代数 A, B, 这 一 性 质 刻 刘 了 张 量 积 
AQB. 在 这 个 意义 下 , AQ B 有 时 也 称 为 
A, B 的 对 偶 直 积 (一 范畴 和 函 子 (RSA 
HR). 

【代数 的 例子 】 如 前 所 述 ， 任 意 环 可 看 作 
是 有 理 整 数 环 乙 上 的 代数 。 但是， 考虑 “ 较 大 
的 ”或 更 “合适 的 ”系数 环 上 的 代数 ,常常 是 有 用 
的 . 例如 ,在 交换 环 玉 中 取 值 的 各 种 函数 环 , 系 
数 在 K 中 的 = 元 多 项 式 环 与 寡 级 数 环 ， 以 及 K 
模 的 自 同 态 环 ,K 上 的 =” 阶 全 阵 环 等 ,都 是 K 上 
的 代数 (一 环 [ 环 的 例子 ])。 其 他 一 些 重要 的 代 
数 , 如 以 下 将 加 以 靖 述 的 ( 半 ) 群 代数 、Hecke 代 
数 、 又 积 代数 等 ,都 是 由 一 个 与 ( 半 ) 群 结构 相关 
联 的 标准 基 来 定义 的 代数 。 另 一 方面 ， 线 性 空 
闻 的 张 量 代数 ' 与 外 代数 ', 以 及 与 一 个 给 定 的 
二 次 型 相伴 的 Clifford 代数 ' 等 , 也 都 是 很 重要 
的 (一 线性 空间 ，Clifford (CO). 

四 元 数 体 《quaternion field) H (或 Hamil- 
ton 的 四 元 数 体 )(W. R. Hamilton, 1858) 给 出 


了 最 常用 的 可 除 代 数 的 例子 。 它 是 实数 域 R 上 
的 四 维 线性 空间 ， 基 是 1, i, j,k, 1 是 乘法 单 
л, 而 Pa ре 1, р k, 
ik= —ki = i, ki = — = j. HH 的 元 称 为 四 
元 数 (quaternion). 以 实数 域 为 系数 域 的 有 限 维 
可 除 代数 ,只 能 是 实数 域 ,复数 域 ,或 四 元 数 体 . 
【 群 代数 与 Неке 代数 】 设 天 是 交换 环 ， 
考虑 以 群 G НЕА К,А КО, к 
里 每 个 K, 同 构 于 K( 一 模 [ 直 积 与 直 和 ]). KO 
的 元 是 天 的 元 的 族 (2), о 其 中 只 有 有 限 个 分 
量 不 为 0 . 设 {wjxec 是 天 四 的 标准 基 , 即 “是 
KO 的 元 ,其 第 个 分 量 是 1, 其 余 分 量 都 是 0。 
Ж иш, 一 uy (s, t€ G) 来 定义 乘法 ， 则 KO 
构成 kK 上 的 一 个 代数 , 称 为 G 在 K 上 的 群 代数 
(group algebra), FA, KO 的 两 个 元 2 一 (2)， 
„= Сш) HOR лж B 
а) Gs) m У), r€ G 


= 
所 给 出 .往往 把 z, 与 * 看 作 相同 ,因而 把 G 看 作 
KO 的 基 . 在 这 种 情形 ,K@ ОЕ КС КІС]. 

在 上 面 的 定义 中 ，G 也 可 以 是 半 群 .在 这 
种 情形 ， 代 数 KO 称 为 半 群 代数 (semigroup 
algebra), PUAN Uk N 是 o 与 全 体 正 整数 关于 加 
法 所 成 的 半 群 ,以 N* dà» TN AHR. 把 N° 
的 元 Ga, c 4) 改写 成 XP, 557, Xir, EWM 
EMARE, WKE N° 的 半 群 代数 恰好 是 多 
TR KU, +++, X.1. 另外 , 当 G 是 半 群 时 ， 
即使 它 是 无 穷 的 ,仍然 可 能 对 任何 *《 G, 只 有 
G 的 有 限 对 元 (r, D, Eim rl, 在 这 种 情形 
下 , 直 积 模 KS 中 的 乘法 仍然 由 《17 定义， 这 个 
代数 称 为 K E G fi AE BE AE BK Clarge semi- 
group algebra), ifj KO 是 它 的 子 代数 。 例如 ， 
车 取 上 面 的 N° 作为 G, 则 得 考级 数 环 ' KG, 
D X. 

HR RG WENT fÉ FREE 
们 满足 条 件 “ 关 于 任意 的 5e G, HNH EH 
中 的 指数 是 有 限 的 ”, 这 个 条 件 等 价 于 “C h H 
产生 的 任何 一 个 重 陪 集 都 是 有 限 个 左 陪 集 的 
并 ,也 同样 是 有 限 个 右 陪 集 的 并 ”由 五 产生 的 
所 有 左 陪 集 、 右 陪 集 和 重 陪 集 的 集合 ,分 别 记 作 
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HNG,G/H#0HNG/H,T REM KOO, кол, 
Keno 的 元 ,可 看 作 是 定义 于 G 上 而 在 每 个 左 
陪 集 、 右 陪 集 或 重 陪 集 上 取 常 值 的 函数 。 反 之 ， 
任何 定义 于 G 上 的 函数 都 可 看 作 К Kem 
E Kn? 的 元 ,如 果 它 分 别 在 每 个 左 陪 集 、 右 
陪 集 或 重 陪 集 上 取 常 值 ， 且 除了 在 有 限 个 相应 
类 型 的 陪 集 以 外 ， 都 取 值 0 .以 下 我 们 就 自由 
地 把 这 两 者 看 作 等 同 . BA: G 一 K 在 
£#€G, I€ HNG, r€ G/H, r€ HNG/H 上 所 取 
AYIA BUY 2,,1,,2,.2,, 则 对 于 A, n € KO, 
函数 Aen tH PAE X: 

Q) sg), = Уул, єс, 

这 里 右 端 是 对 所 有 满足 :€ rl, + € G/H, I€H. 
сй (c, DRM, 实质 上 它 是 有 限 和 ， 因而 易 
a дер € KAM, 所 以 模 Koen 关于 这 一 Ed 
法 成 为 K 上 的 代数 。 EHH (G, H) 在 K 上 的 
Hecke ft% (Hecke algebra), 常 记 成 x(G, 
月 .当日 一 {ec} 时 , Æ x(G, H) BIFE G 的 
群 代数 。 一 般 地 , Bx(G,H) 可 看 作 是 把 
QC Z(G, H) 的 系数 环 扩张 到 K 所 得 的 代数 。 
KO Cg, KC) 构成 群 代数 KO 上 的 右 〈 或 
左 ) 模 ,在 这 个 意义 下 的 自 同 态 环 £ oK) 
(或 df gio RY) 与 Hecke 代数 Копен 是 
标准 同 构 (或 反 同 构 ) 的 。 

【一 般 的 又 积 】 设 6 为 一 群 ， 其 元 运算 于 

交换 环 L 上 ,这 种 运算 以 G, 2) + GQ) GEG, 
1€ L) 表示 ; 即 对 于 任何 46 G, ВН 2 (2) 
G e L) 是 LEMKE GADS) G, 
(єс) 的 自 同 构 。 对 于 任何 A, pe LO, Bul] 
FEM An € LOWE: 
з) (би), = 21000060), єс, 
其 中 (Gs D aec 是 工 的 元 的 预先 给 定 的 族 . 
假定 这 族 元 素 满足 条 件 

JG, DfGr D = 006 DIG, rl), 

4,7, 1€G, 
则 LO 形成 一 个 环 。 基 于 标准 基 (was. 这 
个 环 的 结构 由 uu = (Cr. Dua, wà = 300и, 
G e L) 来 确定 。 设 天 是 工 中 所 有 满足 !(2) 一 人 


158 ARH 


G € G) 的 4 所 构成 的 子 环 , 则 环 LO 是 上 的 
一 个 代数 ， 称 为 关于 给 定 的 G 的 运算 以 及 给 定 
的 因子 组 (factor set) 的 工 与 G 的 叉 积 (cros- 
ed product), ВЖ ХТ, RZE LER, 
G 是 有 限 群 ,f(r, 0+0, URGEL EWEA 
是 一 一 的 情形 。 在 这 种 情形 ,我 们 把 6G SAR 
Galois 扩张 L/K 的 Galois 群 看 作 等 同 ,从 而 把 
XBH (L/K, f) 这 是 K 上 的 一 个 中 心 单 代 
数 !(~[ 域 上 的 有 限 维 代数 1, [系数 域 的 扩 
%1). 

若 在 上 述 的 一 般 又 积 中 ，G 的 运算 是 平凡 
的 , 即 若 工 一 K , 则 K 与 G 的 又 积 称 为 G 在 K 上 
KF f 的 代数 扩张 (algebra extension), WRR 
们 都 假定 KK 是 域 , f(r, 1) 9 0. SIG D m1 
时 ,代数 扩张 就 是 群 代数 。 若 G 是 有 限 群 ,其 阶 
数 与 K 的 特征 互 素 , 则 G 在 K 上 的 代数 扩张 ( 特 
别 是 群 代数 ) 总 是 半 单 的 ! 且 是 可 分 的 '。 Be 
是 有 限 交换 群 , 而 f 是 它 的 因 于 组 , WH eG, 
у = 1G, 010,07 可 确定 一 个 双 同 态 〈 即 对 
每 个 变量 均 为 同 态 的 一 个 映射 ) p:G X G 一 
K*. GEKERF f 的 代数 扩张 是 一 个 中 心 
单 代数 当 且 仅 当 P 是 非 退化 的 ,特别 是 ， 若 G 
是 "个 二 阶 群 的 直 积 群 ， 则 在 G 中 适当 地 取 ” 
BIG Hy cts n BTS ирек ее унунон 
tua < + < i) 的 形式 . ИЖ, ЖЯ 
‚сы A PB КАЕ 
任何 因 pn. LM si) = ы 来 确定 ,这 
Baym (i< j), A; 1G A, А E 
ERM. S nuu 一 1G > 0) В}, HAO 
扩张 就 是 一 个 _Clifford 代数 +。 再 者 , A dy = 
0, 则 它 是 一 个 Grassmann 代数 '。 H 24 5* 0, 
且 ” 是 偶数 , 则 当 K 的 特征 不 为 2 时 ,所 对 应 的 
代数 扩张 是 一 个 中 心 单 代数 (详细 情形 一 Clif- 
ford Ж). 

设 K 是 实数 域 , 4, 是 与 ju 一 一 1 对 应 的 
Clifford 代数 , 则 А, 是 四 元 数 体 ,44 的 元 称 为 十 
六 元 数 (sedenion), 在 旋 子 + 理论 以 及 Dirac 方 
程 + 中 很 重要 。 一般 地 , 设 天 是 特征 不 为 2 的 
EER, 用 上 面 的 记号 ， 对 应 ”一 2， 加 一 1， 
а 1, n= 240, Ln > 0 的 中 心 


单 代数 2 称 为 四 元 数 代数 (quaternion algebra), 
2 有 一 个 基 (1, u, v, w}, 满足 下 面 的 规律 : 1 
BMT, w= se = —ru, PH), = n 
(2, пек). 任何 四 维 中 心 单 代数 都 与 某 个 四 
元 数 代数 同 构 ( 四 元 数 体 是 K 一 R, =н = 
一 1 的 情形 )， 对 于 2 的 元 z 一 “十 pu 十 yp 十 
би, z= a— би— уо —8w FS x WRB 
(conjugate), 而 N (z) = xx € K 称 为 z 的 范 数 
(norm). х Q dR] goo Н R NG) 
#0. 

【 域 上 的 有 限 维 代数 】 以 下 如 无 特别 声 
明 ， 总 假定 所 考虑 的 代数 具有 单位 元 且 在 域 K 
上 是 有 限 维 的 。 这 时 ,由 左 ( 右 ) Апа 环 ' 的 一 
般 性 质 ,4 具有 下 述 结构 : 4 的 根基 *N 是 4 的 
最 大 宪 零 理想 ; 商 代数 A/N = 4 是 半 单 的 7， 
并 可 分 解 为 理想 的 直 和 

ATA + 4., 

这 些 理想 也 都 是 单 代数 ， 每 个 单 分 量 Л, 都 是 
某 个 可 除 代数 D， 上 的 r, 阶 全 阵 环 , 而 且 A, 
可 分 解 为 ri 个 互 为 4 同 构 的 极 小 左 理想 的 直 
和 : 

Ay = А9 + ++ + AMP, 1<ї<л, 
其 中 AP, oo, 60 ^ RIESE B 
们 的 和 是 A 的 单位 元 。 另 一 方面 

ç A, = EPA + + A 
是 把 А, 分 解 成 互 为 4 同 构 的 极 小 右 理想 的 直 
和 分 解 式 .不 但 如 此 ， 我 们 还 可 以 从 每 个 剩余 
类 a 中选 出 一 个 里 等 元 四, 使 得 {站} 形成 
一 个 正 交 的 寡 等 元 系 ,它们 之 和 是 4 的 单位 元 ， 
并 且 

а= У > 4 =>) Sea 


= im mm 


给 出 把 4 分 解 成 不 可 分 解 的 ' 左 理想 ( 右 理想 ) 的 
HA, 这 里 del? 5 Ae (A 4 eA) AAA 
构 , 当 且 仅 当 i = i. 反之 ,4 的 不 可 分 解 的 直 和 
分 解 都 可 这 样 得 到 。 Ae WF AM Ne) 是 唯 
一 的 最 大 真子 模 ，4ef2/Ne 凡 与 AeP/Ne P 是 
4 同 构 的 , 当 且 仅 当 i 一 j。 任何 单 4 模 都 与 某 
个 Ac? /Ne@ A TRIES, 另外。 一 [Frobenius (Ç 
PURARA]. 


KK 上 的 任 一 单 代数 4 都 与 KX 上 的 某 个 可 
除 代数 D 上 的 全 阵 环 MOD) Б, 这 就 是 
Wedderburn 定理 , 这 里 ”由 4 唯一 确定 : 如 
果 不 计 同 构 , 则 DD 也 由 4 唯一 确定 。 再 者 , 4 的 
中 心 与 的 中 心 同 构 . Ж А 的 中 心 与 X 相 同 , 则 

A 称 为 K 上 的 中 心 单 代数 (central simple algebra) 
或 正规 单 代数 (normal simple algebra)， 这 时 ,A 
的 两 个 单子 代数 之 间 的 同 构 ， 可 以 扩张 为 4 的 
内 自 同 构 '"， 特 别 是 ,4 的 自 同 构 都 是 内 自 同 
H. 设 B 是 4 的 单子 代数 , UVB) X Bf 
MERI, W VOD) 也 是 单子 代数 ， 且 有 VO. 
(B)) = В, dimB - dim (B) = dima, 特别 
是 , 若 B 在 K 上 是 中 心 的 , 则 有 标准 同 构 4 = 
8B@xV(B)， 若 D 是 K 上 的 中 心 可 除 代数 ， 则 
DD 的 任何 极 大 交换 于 代数 工 是 一 个 域 , 且 
(dimL)? = dima, 并且, 在 这 样 的 工 中 ， 有 天 
上 的 可 分 扩张 。 一 般 地 ， 中 心 单 代数 4 的 维 数 
是 一 个 平方 数 PP, r 称 为 4 的 次 数 (degree)。 

* 域 K 上 两 个 中 心 单 代数 与 同一 可 除 代数 上 
的 全 阵 环 同 构 时 , 称 为 相似 (similar). 这 是 一 个 
等 价 关系 ,其 等 价 类 称 为 代数 类 (algebra class), 
因为 对 中 心 单 代数 4 与 单 代数 ,4@xB 是 单 
BALA ADB 也 是 中 心 的 ,所 
以 ,着 4 与 4' 相 似 ,8 与 B' 相 似 , 则 4@xB 也 
5A @xB' 相似 .因而 ,在 K 上 所 有 代数 类 的 集 
A BK) 中 ,可 由 @ 定 义 乘法 。 对 于 中 心 单 代 
数 4, 若 设 与 之 反 同 构 的 代数 是 4°, 则 4@x 
A? 与 K 上 的 全 阵 环 同 构 。 由 此 可 知 ,多 (K) 形 
成 一 个 群 , 称 为 K 上 的 Brauer S (Brauer 
group) 或 代数 类 群 (algebra class group), 对 于 
中 心 单 代数 A, 与 之 相似 的 可 除 代 数 的 次 数 、 
称 为 4 或 4 的 代数 类 的 Schur 指数 《Schur 
index)。 又 ,4 的 代数 类 在 Brauer 群 中 的 阶 数 ， 
称 为 4 的 圳 指数 (exponent). 宪 指数 是 Schur 指 
数 的 因子 。 反 之 Schur 指数 的 任意 素 因 于 是 突 
指数 的 因子 。 

【系数 域 的 扩张 】 若 工 是 域 K 的 扩 域 , 则 

对 KK 上 任何 一 个 代数 A, L@x4 可 以 看 作 是 工 
上 的 代数 。 把 它 简 记 为 4, 称 为 把 系数 域 扩 
张 到 工 而 得 的 代数 。 一 般 地 ， 环 4 的 根基 记 作 
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SC4). 当 天 上 的 代数 4 对 于 天 的 任意 扩 域 工 都 
WHE RCA) = 0 对 ,4 称 为 可 分 代数 (separable 
algebra), 特别 是 , 若 4 是 K 上 的 一 个 代数 扩 域 。 
则 它 是 可 分 代数 当 且 仅 当 4 的 任 一 元 (或 4 的 
一 个 生成 子 集 的 任 一 元 ) 在 K 上 是 可 分 的 * (一 
域 )。 天 上 的 (有 限 维 ) 代 数 4 是 可 分 的 , 当 且 仅 
当 4 是 半 单 的 ， 且 它 的 每 个 单 分 量 的 中 心 都 是 
天 的 可 分 扩 域 。 若 代数 4 的 商 代数 A/R) E 
可 分 的 , WAFS, 使 4 一 5 十 %(4), 且 
SARCA) 一 {0}。 若 不 计 内 自 同 构 ， 则 这 样 的 
子 代 数 5 是 唯一 确定 的 (J. H. M. Wedderburn- 
А. И. Мальцев). 

天 上 的 代数 4 是 中 心 单 的 ， 当 且 仅 当 对 于 
天 的 任意 扩 域 LA* 是 单 的。 而 后 者 成 立 , 当 
且 仅 当 对 于 某 个 扩 域 ,47 同 构 于 工 上 的 一 个 
全 阵 环 ， 这 样 的 扩 域 工 就 是 4 的 分 裂 域 '( 一 表 
Жї [线性 表示 的 纯 量 扩张 ])。 对 于 大 上 的 中 
心 单 代数 A, K 的 (有 限 ) r 次 扩 域 工 是 4 的 分 
裂 域 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 与 4 相似 的 r 次 中 心 
单 代数 B, 它 有 一 个 K 同 构 于 工 的 子 域 ， 这 时 ， 
Aff) Schur 指数 是 + 的 因 于 .再 者 ，4 具有 一 
个 分 裂 域 ,其 扩张 次 数 r 恰好 等 于 Schur 指数 。 
由 此 可 知 ,4 具有 一 个 分 裂 域 , 它 是 K 上 的 一 个 
ABR Galois 扩 域 . 

设 域 工 是 域 K 上 的 有 限 Galois 扩张 ,而 G 
是 它 的 Galois 群 . 设 f 是 关于 G 在 L* 上 的 运算 
的 因子 组 , 则 叉 积 (L/K, f) 是 K 上 的 中 心 单 代 
数 (一 [一 般 的 又 积 ])。 因 为 两 个 因子 组 1,g 的 
38 fg 也 是 因子 组 ,所 以 全 体 因 于 组 构成 一 个 交 
换 群 。 因此 (L/K, fg) 与 (L/K, D EXCL/K, 
8g) 相似， 另外 ,如 果 存在 L* 的 元 的 族 {2jecy 
使 得 

Hr, D = glr, 1) = r QD, r, 16 G, 

HJ е 称 为 相伴 的 〈associated)， 这 一 概念 与 
(L/K, f) з (L/K, g) 相似 是 等 价 的。 所 以 映 
81 £— (L/K, D 给 出 了 因子 组 的 全 体 相伴 类 
WR нс, L*) ( 它 可 等 同 于 G 的 其 系数 在 L* 
内 的 二 维 上 同调 群 ') 到 KK 上 的 Braver 群 B(K) 
的 单 同 态 ， 它 的 象 与 以 工 为 分 裂 域 的 全 体 代数 
类 所 成 的 子 群 一 致 。 特 别 是 ， 任 何 代数 类 都 相 
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似 于 某 个 有 限 Galois 扩 域 工 与 它 的 Galois EE 
GJ XA. (R. Brauer, E. Noether, A. Albert, 
TERRE), 

【循环 代数 〗 设 Z 是 域 K 上 的 = 次 循环 扩 
域 ', Z 与 它 的 Galois 群 G 的 又 积 称 为 K LAE 
定 G 的 一 个 生成 元 s, 
组 f(s', e) (OSG, 
i<n) 可 由 Kii) 1G +i <n), 1G, 
#) =a G + i 2 n) 来 确定 。 如果 把 对 应 的 又 
积 简写 作 CZ, s, a), N (Z, s, a) 与 (2,s, В) 
相似 , 当 且 仅 当 a/8 是 Z 的 某 一 元 在 K 上 的 范 
数 . 另外, Z 与 G 的 任何 又 积 都 与 某 个 (2Z, s, 
a) 相似 ， 且 对 应 a 一 (Z,s, o) 给 出 由 K*/ 
Nzx(Z*)(Z/K 的 范 数 类 群 ) 到 以 Z 为 分 裂 域 的 
K 上 的 代数 类 群 的 一 个 同 构 . # K 是 p-adic 域 ' 
或 有 限 次 代数 数 域 ', RIK 上 的 任何 中 心 单 代数 
都 与 某 个 循环 代数 同 构 。 关于 这 些 , 以 下 给 以 

设 K 是 p-adic 域 ，9 表示 模 p 的 剩余 类 的 
个 数 ， 若 4 是 K 上 的 中 心 单 代数 , 则 4 的 
(Schur) FHS ERREUR S, MARTE. A 
外 ,KK 的 有 限 扩 域 是 4 的 一 个 分 异域 , 当 且 仅 
当 工 的 扩张 次 数 是 4 的 指数 的 倍数 . ihe 是 4 
的 次 数 , 则 在 Kk 上 深 加 1 的 一 个 9" 一 1 次 原 根 
所 得 的 域 W — K(e) 是 天 的 = 次 循环 〈 且 
BARS I 09) PIR, 而 且 o: 一 ot 生成 它 的 
Galois 群 。 这 样 ， 对 于 适当 的 a € K*, fj A x 
(W,0,a), iO RY p-adic 指数 赋值 ' v(a) 为 
v, 则 v/n(mod Z) 由 4 的 代数 类 唯一 确定 , 称 
为 4 л 的 代数 类 的 Hasse RE (Hasse 
invariant), 对 于 每 个 代数 类 , 使 它 的 Hase AB 
量 与 之 对 应 ， 就 得 到 K 上 的 Brauer 群 到 有 理 
数 的 全 体 Q ж Z 的 加 法 群 Q/Z 的 一 个 同 构 
(H. Hasse, 1931), 

设 K 是 有 限 次 代数 数 域 ，4 是 K 上 的 中 心 
单 代数 。 对 于 KK 的 (有 限 或 无 限 ) 素 除 于 ' р, 令 
K, 是 K 的 p-adic 扩 域 . 设 4, 是 把 4 的 系数 域 
扩张 到 K, 所 得 到 的 代数 , 则 4, 是 K, 上 的 中 
心 单 代数 . 除去 有 限 个 p 以 外 , A, 与 K。 上 的 全 
阵 环 同 构 、 并 且 4 本身 同 构 于 K 上 的 全 阵 环 ， 


当 且 仅 当 对 于 所 有 p, 4, 与 K。 上 的 全 阵 环 同 
H. A, 的 指数 m, 称 为 4 的 p 指数 (p-index)， 
而 A, 的 Hasse 不 变量 称 为 4 的 不 变量 Co- 
invariant), 以 (4/p) ЖК. WR p 是 无 限 素 除 
T.I m= 1 或 2, 这 时 , 我 们 相应 地 定义 p 
不 变量 为 (4/p) 一 0 或 /2 (modZ), 4 的 
(Schur) 指数 是 所 有 p 指数 m, 的 最 小 公 倍数 ， 
并 且 它 与 4 的 寡 指 数 相同 简称 为 4 的 指数 . 
关于 p 不 变 最 ,除去 有 限 个 p 以 外 , (4/p) = 0 
(mod Z), 而 且 有 
У (4/p) = 0 (mod Z), 


反之 ,如 果 对 于 每 个 p 都 给 定 一 个 有 理 数 m 与 
之 对 应 ,使 得 : DRAAMA p 以 外 ,都 有 ps=0 
(mod Z); ii) Жр 是 说 无 限 素 除 子 , 则 ps = о, 
若 为 实 无 限 素 除 子 , 则 o, = 0 或 1/2 (modZ); 
iii) У) p» = 0 (mod Z ); 则 使 (4/p) = (той 


乙 ) 对 每 个 p 成立 的 中 心 单 代数 4 的 代数 类 是 
唯一 确定 的 。 这样 就 完全 决定 了 有 限 次 代数 数 
域 上 Braver 群 的 结构 (Hasse, 1933), 

【Frobenius 代数 】 设 4 为 域 K 上 的 代数 ， 
如 果 4 的 正则 表示 与 对 侦 正 则 表示 《一 表示 论 
[线性 表示 的 系数 与 特征 标 ]) 相 似 , 即 如 果 左 4 
模 4 与 右 4 模 4 的 对 偶 模 4* 在 看 成 为 左 4 模 
时 是 4 同 构 的 , 则 4 称 为 一 个 Frobenius ft 
$h (Frobenius algebra)。 设 4 的 左 、 右 理想 的 直 
不 可 约 分 解 (一 [ 域 上 的 有 限 维 代数 ] ) 为 

A= У) >: A = > > eA, 

Am m i 
特别 把 ef За Е е. LAY 4 J Frobenius 代数 ， 
MAR MEE І, n n 的 置换 x, 使 i) Ae; = 
Cen 4)*3 ü) r= rao, 如 果 存在 只 满足 条 
件 i) 的 置换 x , 则 4 称 为 拟 Frobenius 代数 
(quasi-Frobenius algebra), 

对 于 4 的 于 集 5, US) = {a € AlaS=0}, 
r(8) = (a € AlSa = 0) 分 别称 为 3 的 左 零 化 
子 (left annihilator) 和 右 零 化 子 (right annihila- 
tor). 于 是 ,4 是 拟 Frobenius 代数 , 当 且 仅 当 对 
FRAL ABB 1, r, їй) I(r(D)=1,rG(r)) 
二 成立， 这 时 ,着 M 为 左 ( 右 ) 4 模 , HM 


表示 右 ( 左 )4 模 Hom,(M , 4), 则 有 标准 同 构 
应 = M。 且 零 化 关系 给 出 的 子 模 的 集合 与 
М 的 子 模 的 集合 之 间 的 一 个 对 偶 的 一 一 对 应 
(M. Hall). 如 果 拟 Frobenius 代数 4 除 上 面 的 
条 件 ш) 外 ,又 满足 iv) 对 任何 左 理想 1 与 任 
何 右 理想 >, 都 有 dim r + dim I(r) = dim l+ 
dim (I) = dim A, 则 4 是 Frobenius 代数 , ЖШ 
也 成 立 。 
一 个 代数 4 是 Frobenius 代数 的 一 个 判定 
条 件 是 存在 4 上 的 一 个 线性 型 + 一 (x), 满足 
“车 对 所 有 z € 4 有 Xxa) = 0, W a = 0”; 如 
果 还 能 选 出 满足 (xy) 一 2(yz)(z, y € 4)” 的 
A, WA 称 为 对 称 代数 (symmetric algebra), Ж 
单 代数 ， 群 代数 等 都 是 对 称 代数 。 对 于 对 称 代 
数 A, 由 左 ( 右 ) 4 模 M 所 确定 的 右 (E) 4 模 
M* = Homk(M , K) 5 М = Hom4(M , 4) Ж 
标准 4 同 构 的 。 

HAE Frobenius 代数 , 则 4 的 根基 N 满 足 
КМ) 一 *(N)， 而 且 N 的 零 化 子 是 主 左 与 主 右 
理想 ,其 逆 亦 真 。 对 于 Frobenius 代数 4 的 双边 
理想 z, 剩余 类 代数 4/z 也 是 一 个 Frobenius 代 
数 的 充分 必要 条 件 为 : 1(z) 与 (zx) 分 别 是 主 
左 与 主 右 理想 ， 若 4 是 对 称 代数 ， 则 任何 双边 
理想 z 都 满足 1(z) 一 (ш); 4/z 也 是 对 称 代 
数 的 充分 必要 条 件 是 : (2) 一 (а) 是 由 中 心 
的 一 个 元 生成 的 主 理想 . 

对 于 系数 域 的 扩张 L/K, At 与 4 同时 分 
别 是 拟 Frobenius (UHC, Frobenius 代数 ,对 称 代 
数 (以 上 属于 中 山 正 , 1939, 1941), Frobenius 
代数 的 概念 已 被 推广 到 环 4 上 的 代数 B (F. 
Kasch, 1954), 

【单列 代数 】 用 前 面 的 记号 ， 若 上 ERU 
数 4 的 每 一 个 不 可 约 左 , 右 理想 Ae ei4 都 有 
唯一 的 组 成 列 , 则 4 称 为 一 般 单 列 代数 (general- 
ized uniserial algebra). MUR 4 可 以 像 准 素 环 ? 
那样 分 解 为 理想 的 直 和 ， 而 这 些 理想 都 是 本 原 
环 , 则 4 称 为 单列 代数 (uniserial algebra), 一 般 
单列 代数 4 上 的 任 一 左 模 都 可 以 分 解 成 一 些 子 
模 的 直 和 ,而 这 些 子 模 是 des 的 4 同 态 象 . ШЖ 
一 个 代数 的 根基 N 是 主 左 、 主 右 理想 , 则 它 是 一 
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般 单列 代数 。 代 数 4 是 单列 代数 当 旦 仅 当 它 的 
每 个 双边 理想 都 是 一 个 主 左 与 主 右 理想 ， 即 每 
个 剩余 类 代数 都 是 Frobenius 代数 , 对 于 天 的 扩 
域 工 。 若 At 是 单列 代数 , 则 4 本 身 是 单列 的 ， 
反之 不 一 定 成 立 . MNT ERP RL, At 都 是 
单列 时 ,4 称 为 绝对 单列 代数 Cabsolutely uniserial 
algebra), A 是 绝对 单列 代数 的 充分 必要 条 件 
是 其 根基 N 是 由 中 心 Z 中 的 一 个 元 所 生成 的 年 
理想 。 且 Z 可 以 分 解 成 K 的 单 扩张 《 即 形 如 
Klal 的 理想 ) АСД ЕЕРЕЕ, G. 
Kothe, PWE, REARS). 

【代数 的 代数 】 考虑 域 K 上 一 般 的 不 必 
有 限 维 的 ) 代数 4。 如 果 4 的 任 一 元 在 K 上 都 
是 代数 的 ， 即 每 个 元 都 是 某 个 系数 在 K 中 的 多 
项 式 的 根 , 则 4 称 为 代数 的 代数 〈algcbraic alge- 
bra)。 如 果 存在 一 个 非 零 的 、 系 数 在 K 中 的 ( 非 
交换 ) 多 元 多 项 式 pOG, +++ X), HAW AH 
元 代入 时 便 为 0 VERA 具有 多 项 式 恒 等 关 系 
#(Х\,+ ++, X.) 70, 或 称 4 为 一 个 PI 代数 (PI- 
algebra) PI 代数 常 具 有 对 于 各 个 变 最 的 齐 次 线 
HESAR ,而 且 也 具有 形 如 [xi …，x]" 一 0 
的 恒 等 关 系 (此 处 D ] 表示 对 1, …, ”的 全 部 
BB i, ++, i 的 和 Z(+ x, tn) £ 是 该 
置换 的 符号 )。 一 个 代数 4 称 为 局 部 有 限 的 
(locally finite)， 如 果 4 中 任何 有 限 个 元 所 生成 
的 子 代数 都 是 有 限 维 的 。 Курош 曾 提出 过 这 
样 的 问题 : 如 果 一 个 代数 的 代数 4 的 每 个 元 “ 
的 次 数 ( 即 dim Klal) 都 是 有 界 的 ,这 个 4 是 否 
为 局 部 有 限 。 对 于 PI 代数 ,已 经 找到 了 这 个 问 
题 的 肯定 答案 . 

关于 代数 的 研究 的 历史 , 详 见 [6] 的 卷 末 . 

【 环 的 Brauer 群 】 设 R 是 一 个 交换 环 . 
一 个 RR 代数 4 称 为 可 分 代数 (separable algebra), 
如 果 4 作 为 双边 4 模 是 射影 模 ( 一 同调 代数 )、 
当 基 环 是 一 个 域 时 ， 这 与 可 分 性 的 古典 概念 是 
hs B. 4 在 R 上 是 可 分 的 , 当 且 仅 当 对 R 的 
任 一 极 大 理想 m,4/m4 在 剩余 类 域 R/m 上 总 
是 可 分 的 .中 心 可 分 代数 也 称 为 东 屋 代数 (Azu- 
maya algebra), ЖР 是 一 个 有 限 生 成 的 一 一 射影 
及 模 (简称 R 射 影 生成 横 (R-progeneratoD), 则 自 
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同 态 环 End,(P) 是 一 个 东 屋 RRP RR 
数 4 与 A; 称 为 同一 类 的 《相似 的 ), 如 果 存在 
RST AREER P, 与 已 ,使 得 AG End, (P) = 
A, @End(P,), HURNHRAKFORA—-* 
Abel 群 , 称 为 R 的 Brauer 8 B(R) (Auslander 
与 Goldman [16]). В(Е) 的 每 个 元 都 是 有 限 
阶 的 [18,19]. 
Y BCR) 是 从 交换 环 到 Abel 群 的 一 个 共 变 函 
+. жка ЛЕ, BCR) 的 定义 就 与 古典 
的 定义 相 吻合 . 若 R 是 一 个 Hensel 局 部 环 , 其 
Ж: ЖЕ k, MHB CR) > BOO 是 一 个 同 
构 ([15])。 若 R 是 一 个 正则 环 ,其 商 域 是 K, 则 
B(R) -> B(K) 是 单 射 。 如 果 再 有 dim R <2, 
就 有 BCR) = n.B(R,), iX Hi p 取 遍 R 的 所 有 
高 度 为 1 REA, Re ÈRE р ORRE, 
而 BCR) 与 B(R,) 都 看 成 嵌入 于 BOO 内 
[16]， 举 一 个 例 , 把 这 些 事实 与 一 个 代数 数 域 
KRY B(K) 的 结构 合 在 一 起 ,就 有 K 的 整数 环 
的 BCR) 的 结构 : 若 K 是 全 虚 的 , 则 B(R)=0; 
KA r(>0) PREM, W ВСК) ex 
(zy. 

一 个 交换 R 代 数 S 称 为 4 的 分 事 环 (split- 
ting ring), 如 果 s 代数 SQA 与 End,(P) 同 构 , 这 
里 的 P 是 某 个 S 射影 生成 模 。 我 们 以 BGS/R) 
来 表示 BCR) 中 被 s 分 裂 的 所 有 代数 类 所 成 的 
子 群 ， 由 于 一 个 环 上 的 东 屋 代数 不 一 定 有 一 个 
Galois 扩张 为 其 分 裂 环 , 所 以 用 Galois 上 同调 
来 描述 Brauer 群 就 不 再 有 完全 的 一 般 性 了 . 
代替 这 个 ,我 们 有 下 列 Amisu 上 同调 + 的 正 合 
序列 (假定 s 是 一 个 R 射影 生成 模 ): 0 一 H 
(S/R, U) — Pic(R) — H° (S/R, Pic) — H(S/ 
R,U) — B(S/R) — H\(S/R, Pic) > H(S/R, 
U)> +++, 这 里 的 UCT) 5 PicCT) 相应 表示 交 
PRT BS E ir Et SRM 1 AST АО Picard BE" 
({17]), 4 Brauer 群 BCR) 被 单 映射 到 HCR, 
U)- limHG/R, U) 内 ， 这 里 极限 是 对 一 一 
平坦 的 R 代 数 5 取 的 . 

Grothendieck 与 其 他 人 在 更 一 般 的 几何 观 
点 上 研究 了 Brauer 群 ([18]). 
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Clifford 代数 (3 Clifford algebra 法 algabre 
de Clifford Ф Cliffordsche Algebra АА алгебра ` 
Клиффорда A 79 7 + 一 下 环 ] 【定义 与 基 
本 性 质 】 VÆRK 上 的 = 维 线性 空间 , 8 是 
Ы". ЦТО) 表示 V 上 的 张 量 代 
数 ', CWRELORA. UL ICQ) 表示 TV) 
中 所 有 形 如 x@x 一 0) - 1(x € V) 的 元 所 生 
成 的 双边 理想 , 我 们 把 商 代 数 * ТСР) ТСО) id 
作 C(2), 并 称 它 为 二 次 型 2 的 Clifford ж 
或 Clifford 代数 . C(O) 的 元 称 为 Clifford 
S (Clifford number), 

因为 标准 映射 r:V >TO), o:T(V) 一 
C(O) 的 合成 映射 oor: V 一 C(O) 是 线性 的 
且 是 单 射 。 所 以 可 把 V 看 作 CCO) 的 子 空间 . 
此 时 , C(O) 是 由 单位 元 1 与 V 生成 的 K 上 的 
代数 , 且 对 VY 的 一 切 元 x, A? = 9G) - 1. 而 
H C(O) 是 具有 此 性 质 的 代数 中 “最 一 般 的 ”; 
即 设 4 是 K 上 (具有 单位 元 ) 的 代数 ,并 设 线性 


BH SV 一 4 满足 f(x)* = 0(x) .1( 对 每 个 
ze7)， 则 了 可 以 唯一 地 扩张 成 一 个 代数 同 态 
1:C(Q) > 4, 使 得 70) = 1. BH, ROW 
与 9 相伴 的 对 称 双 线 性 型 ': @(x,y) = О(х + 
四 一 8(x) — 06) G, y€ V), 于 是 ,对 V 的 
BDT x, у, Ary + ух = O(a, у)-1.С(О) 
ЖЕК ERE 2" Е), a, ++, .是 了 的 基 , 则 
1, eis eiejG <i), +++, nente. БИЙ CCO) 
0938. 特别 是 , 车 (e) 是 关于 8 的 正 交 基 , 则 
ср eye, ei 0060) l, 
一 1 
这 是 СОО) 的 生成 组 {es} 所 满足 的 基本 关系 。 
特别 是 , 35 0 = 0, RI CCO) 是 V 上 的 外 代数 ? 
《Grassmann 代数 7). 

【c(92) 的 主 自 同 构 与 主 反 自 同 构 】 在 代 
数 C(9) 的 自 同 构 中 ,存在 唯一 的 自 同 构 a, 使 
得 对 每 一 个 Ev, 满足 a(s)——z. 这 个 自 同 
构 “ 称 为 CCO) 的 主 自 同 构 (principal automor- 
phism), 它 满足 of 一 1， 同 样 ,在 代数 C(2) 的 
反 自 同 构 中 ,存在 唯一 的 反 自 同 构 8, 使 得 对 于 
每 一 个 xEY， 满 足 #(х) = *。 这 个 反 自 同 构 
B 称 为 CCO) 的 主 反 自 同 构 (principal anti-auto- 
morphism), CWE P = 1. 

以 下 设 2 的 判别 式 * se 0. 为 简单 起 见 , 设 
K 的 特征 天 2. 设 С C*(Q)=K- l+ 
Waq Votes, C-= C-(0) = V + V' + 
V3 -+ C(O) 是 子 空间 C*(9) 和 C-(0) 
HEM, BA ctctcct, c*c-c c7, c-c*c 
C^, с-с-сс*, FE C(O) 具有 分 次 代数 
的 结构 ， 其 指数 群 (x1) 是 一 个 阶 数 为 2 的 
Abd 群 ， 特 别 地 ，C*(2) 是 C(O) 的 于 代数 ， 
C*(Q) 和 С-(0) 的 元 分 别称 为 偶 元 (even 
element) 和 奇 元 Codd clement), B. dim С+(0)= 
dimC-(0) = 277. 

【c(2) 和 c+(2) 的 结构 】 С(0),С*(0) 
MAK 上 的 半 单 + 代数 , 且 是 可 分 的 "”。 若 = 是 
偶数 2r, WCCO) 是 一 个 以 天 为 中 心 的 单 代 
at. CHO) 的 中 心 Z 在 K 上 是 二 维 的 . Ж e, 
tty es 是 V 的 正 交 基 , 则 1 与 = 一 2e---e, 
HRZ, ELS 20 2" (—71)'0C60- Olen) 
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= (一 1)"D CKD EO RF (е) HAMA"). 
车 (一 17D 在 天 中 有 平方 根 , 则 Z e KOK (H 
和 )，C+(2) 可 分 解 成 两 个 单 代数 的 直 和 ， 若 
C-IYD #0778 6 К, 则 Z 是 一 个 域 ,C+(8》 
是 一 个 单 代数 .特别 是 , 若 二 次 型 0 的 指数 '( 即 
VV 的 极 大 全 奇异 "totally singular) FERE HO) 
(一 二 次 型 ) 是 +, 则 CCO) зк ES —T 27 Wr 
全 阵 代数 ' 同 构 , 且 CHO) 与 KX 上 的 两 个 2 阶 
全 阵 代数 的 直 和 同 构 。 其 次 , 若 = 是 奇数 2r + 
1, W CHO) 是 一 个 以 天 为 中 心 的 单 代数 ,( 特 
别 是 , BO WEE r, RI C*(2) 同 构 于 K 上 
的 2" 阶 全 阵 代数 )。 又 C(8) 的 中 心 2 在 Kk 上 
是 2 维 的 ， 从 而 C(0) = Z@x CHO). HV 
[prs ergs ey ens ШІ Bz ерге, ДЕ 
Z 的 基 , 设 = = 272, B] 2? == 2(—1)D (D 
EO KF {e} 的 判别 式 )， 于 是 ， 若 20—1yD 
的 平方 根 RK, RI C(O) 是 单 代数 ; єк, Ш 
C(O) 可 分 解 成 两 个 2” 维 的 单 代数 的 直 和 和 . 
(Clifford 群 】 设 G 是 C(O) фій Ve 
= 一 了 的 全 部 可 逆 元 s 的 集 ， 则 G 关 于 C(9) 的 
FETC Р, OW Clifford 群 (Clif- 
ford group). СТЕР Gt= GNC*(O) 称 为 
特殊 Clifford B (special Clifford group), 由 
sE G 诱导 出 的 V 上 的 线性 变换 p(s) xmas, 
属于 V 关 于 的 正 交 变 换 ' 群 ОСО), Ti UR 
s— 9G) GH ОСО) 中 的 同 态 , MP dic E 
了 上 的 表示 +。 这 个 表示 称 为 c 的 向 量 表示 
(vector representation). Ф ҮН C(Q) 的 中 
心 Z 中 《具有 逆 元 ) 的 元 构成 。 若 ze G ПУ, 
BY О(х) #0, B —eGO 是 V 中 的 反射 ', 这 个 
反射 是 对 正 交 于 х 的 超 平面 取 的 ， 若 == dim 
V 是 奇数 , 则 Ф(С) = p(G?) = 50(0); # n 
是 偶数 , W p(G) = 0(9),p(6G*) = 50(9). 
利用 CO) 的 主 反 自 同 构 #, 就 得 到 G+ 到 KK 
的 乘法 群 K* 中 的 同 态 映射 N: 一 (5)s. 
N(s) = B(s)s FRA s € G+ 的 旋 子 范 数 (spinorial 
norm), N 的 核 是 G+ 的 不 变 于 群 , 记 作 Gi, TE 
为 (0 的 ) 约 化 Clifford BF (reduced Clifford 
group), SOCO) 的 于 群 p(G2) 记 作 0:00); ЖА 
约 化 正 交 嫩 (reduced orthogonal group). 
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特别 是 , 当 基 域 玉 是 实数 域 尺 时 ,0t(O) 就 
是 Lorentz Hf O(Q) 的 单位 元 的 连通 分 支 +. 
HOREN, 则 OT (Q) = SO(n), G; 的 单位 
元 的 连通 分 支 Spin(n) 由 覆盖 同 态 映 射 F 形成 
SO(n) 的 一 个 单 连通 ' 的 覆盖 群 ' (SO(") 的 每 
一 点 覆盖 两 次 )， 群 Spin(n) 称 为 (n K) MF 
Ж! Cspinor group). 

【 旋 表 示 】 以 下 设 基 域 K 是 复数 域 C,n 一 
dimV 23, 于 是 有 0t(2) = SO(n, C), с; 
ВЕН PER SO(n, С) 的 一 个 单 连 
通 的 覆盖 群 。 以 下 把 с; 记 作 Spin(n, C), 并 
把 它 称 为 "次 ) 复 旋 子 群 (complex spinor 
group). Spin(n, C) 是 紧 Lie BE Spin(n) 的 复 
化 "(一 Lie EO, 而且 是 CCO) 中 所 有 可 逆 元 形 
成 的 复 Lie 群 ' C(9)* 的 一 个 复 解析 子 群 ， 其 
Lie 代数 ' 是 代数 C(O) 由 换 位 子 积 [z, y] 一 
zy 一 yx 而 成 的 Lie 代数 。 对 应 于 Spin(n，C) 


的 Lie FREYD Cerei, Ж е, е Е 
"i 


7 的 正 交 基 . 群 Spin(n, C) 的 旋 表 示 如 下 定义 . 

1) "一 2r 十 1( 奇 数 ) 的 情形 、 由 于 C*(O) 
与 C 上 的 2 阶 全 阵 代数 同 构 , 所 以 除 等 价 外 
CHO) 只 有 一 个 不 可 约 表示 ' p (2 B). Ж 5 
限制 在 Spin(n, С) (或 Spin(n)) 上 ,就 得 到 Spin 
(n, С) (或 Spin(n)) 的 2" 阶 不 可 约 表示 р, FR 
EH Spin(n, С) (R Spin(n)) 的 旋 表示 (spin 
representation), Р 的 表示 空间 的 元 称 为 旋 子 
(spinor), 即 “ 旋 子 是 具有 2 个 分 量 的 量 , 这 些 
分 量 的 变换 法 则 按照 旋 表示 进行 ”一 旋 子 ) 这 
样 的 古典 说 法 成 立 。 2 所 确定 的 Spin(n , C) 的 
Lie 代数 〈 = B, 型 的 单 Lie 代数 ') 的 一 个 表 
ж, 也 称 为 旋 表示 。 旋 表示 对 于 S00, C) 与 
SO0Cn) 是 2 阶 表示 . 

2) n= 2《〈 偶 数 ) 的 情形 。 由 于 C(O) 与 
C 上 的 2 阶 全 阵 代数 同 构 , 所 以 除 等 价 外 只 有 
一 个 不 可 约 表示 p О' WO. 限制 在 Spin(n, 
C) (或 Spin(n)) 上 所 得 到 的 表示 o, HA Spin 
(n, C) (或 Spin(n)) 的 旋 表 示 。 但 是 在 这 里 
2 不 是 不 可 约 的 ; 它 可 分 解 成 两 个 互 不 等 价 的 
不 可 约 表示 p+, о 的 直 和 ; p*,p 的 阶 数 都 


FEI, 着 适当 选取 C(O) 的 极 小 左 理想 工作 
为 5 的 表示 空间 , 则 L*— L ПС+(0), 17 = 
LNC-(9) 分 别 成 为 p+,p” 的 表示 空 作 
ZR ot (ER с^) Ж) Spin(n, С) 或 5pin(n) 的 偶 
(或 奇 ) 半 旋 表示 (even (or odd) half-spin repre- 
sentation), 它 的 表示 空间 的 元 称 为 偶 ( 或 奇 》 
半 旋 子 (half-spinor)。 ot, өт 是 SO(n, С), 
SO(n) 的 2 阶 表示 ,由 它们 所 确定 的 Spin(n ,C) 
的 Lie 代数 (D, 型 复 单 Lie (TH) 的 表示 也 称 
为 半 旋 表示 . 

(8) [1] N. Bourbaki, Eléments de mathématique, 
Algébre, chap. 9 Actualités Sci, Ind., 12724, Hermann, 
1959: [2] C. Chevalley, The algebraic theory of spinors, 


Columbia Univ. Press, 1954; [3] M. Eichler, Quadratische 
Formen und orthogonale Gruppen, Springer, 1952, 


SEP [Ж commutative ring 法 anneau com- 
mutatif 4 kommutativer Ring f коммутатив- 
ное кольцо A 可 换 环 ] 乘法 可 交换 的 环 (一 
环 ) 称 为 交换 环 。 在 本 条 中 ,所 谓 环 都 指 具有 单 
位 元 1 的 交换 环 。 

【理想 】 因为 我 们 讨论 的 环 是 可 交换 的 、 
所 以 理想 ?就 没有 右 、 左 、 双 边 的 区 别 . "是 环 
R 的 理想 Oa КК ТС BHO ©а 是 由 
R 到 某 个 环 ( 除 a = R ZI) 的 环 同 态 的 核 +。 对 
FHA o, 以 a 为 模 的 寡 零 ! 元 的 集合 (z |z" € 
a(3n)) 称 为 a 的 根基 (radical), 常 以 Va 表示， 
0 的 根基 称 为 环 R 的 根基 , FSH WER 
基 !( 一 环 [ 根 基 ]).。 

GER RITE S 的 最 小 理想 a, 称 为 由 
S 生 成 (generate) 的 理想 ，5 称 为 a 的 医 (basis), 
Ж: 5 RARE, Ws 称 为 有 限 基 . 4 адел) 
是 环 尺 的 理想 时 ,它们 的 和 (sum)Za 定义 为 由 
Ча, 生成 的 理想 。 它 是 作为 横 的 和 .mm 十 … 
жа, = [a + cob aula € a,) 称 为 理想 的 有 
PRAL. 有 限 个 理想 % 的 积 (product) ao 定义 
为 由 {a -an la; € о, } 生成 的 理想 .任意 个 理想 
的 交 是 理想 。 当 a 是 环 尺 的 理想 且 SCR 时 ， 
FE (quotient) а:5 定义 为 理想 (x |» € R, zSCo). 
ща, b, c, WCE A) ERM, A (a:b): = 
aibe, a: у) b, = f) Caim). 


【 素 理想 】 对 于 环 R 的 理想 p, 当 R/p 是 
整 环 ' 时 , p Ж ЖЕН (prime ideal), p 是 素 理想 
МН p> R, H. ab € pCa, be К) Zi a € p 3 
be p。 有 的 文献 将 R 本 身 也 归 人 素 理想 的 集合 
之 中 。 设 5 是 环 R 的 (关于 乘法 且 含 单位 元 的 》 
非 空子 半 群 ， 也 称 它 为 又 法 封闭 集 (mulüplica- 
tively closed (sub=) set), К 5 Па 一 itj 
理想 a 中 的 极 大 理想 m， 称 为 关于 5 的 极 大 理 
38 (maximal ideal with respect to 5). m 必 是 素 
理想 . S 一 {1} 时 ,简称 为 极 大 理想 (maximal 
ideal), 理想 m 是 R 的 极 大 理想 eR/m 是 域 . 

[Jacobson Hid] 环 R 的 所 有 极 大 理想 的 
交 J 称 为 R 的 Jacobson RX (Jacobson radi- 
cal), 或 简称 为 根基 (一 环 [根基 ])。 设 M 是 有 限 
及 模 ,N 是 M 的 R 子 模 , 若 MJ+N=M, W 
M = N (Krull- 东 屋 引 理 或 称 中 山 引 理 ). 

(Krull 维 数 】 FRR AKER, H p 
开始 的 素 理想 降 链 p 一 DEE coe ЗЕР, 的 长 
n 的 最 大 数 ( 若 没 有 最 大 数 , 则 是 co) 称 为 p 的 
高 (height) 或 秩 《rank)， 对 于 一 般 的 理想 @, 以 
包含 它 的 素 理想 的 高 的 最 小 数 定义 a。 的 高 ，R 
中 素 理想 的 高 的 最 大 数 称 为 R 的 Krall 维 数 
(Krull dimension )， 维 数 〈dimension ) 或 高 (alti- 
tude) 等 。 对 理想 а, R/a 的 Krull 维 数 称 为 a 
的 Krall 维 数 或 深 (depth)、( 秩 、 维 和 深 , 有 
完全 不 同意 义 的 用 法 ， 容 易 混 淆 .希望 能 统一 
Ex.) 

【 准 素 理想 】 对 环 尺 的 理想 a, A Ра 
E R/a 的 零 因 于 全 都 是 宕 零 的 ， 则 KARR 
理想 (primary ideal) (ZE R 本身 算 作 素 理 想 的 
情形 ,RR 也 算 作 准 素 理想 )， 此 时 p 一 V9 EK 
理想 , q RART p 的 准 素 理想 或 p Ф (p- 
primary) 理想 。 有 限 个 属于 同一 素 理想 的 准 
素 理想 的 交 是 属于 p 的 准 素 理 想 。 若 理想 " 表 
为 a 二 nN Па, Жа, 77. 9, ЕЖ 
НАЛ ЖАЗИ (irredundant) ( 即 格 去 哪 
一 个 % 都 不 再 与 相同 ), 则 所 有 V q; 都 是 由 。 
唯一 确定 的 。 这 些 V а, A a RAF (prime 
divisor) 或 相伴 素 理 想 (associated prime ideal). 
其 中 极 小 的 素 因子 称 为 的 极 小 (minimal) Ж 
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AFR (isolated) RAF. 非 极 小 的 素 因 
ТЖ А. (embedded) RAF. SUERTE 
大 的 称 为 极 大 (maximal) RAF (ОР 
理想 的 素 因 于 的 定义 一 [4])。 在 上 述 这 种 类 型 
的 表达 式 中, ”为 最 小 的 称 为 a 的 由 准 素 理 想 给 
出 的 最 短 表示 《shortest representation), JEP q, 
称 为 a 的 准 素 分 量 (primary component), 按照 
V % 是 否 孤立 ，q ЯУ AR 
人 准 素 分 量 。 孤立 准 素 分 量 由 a 唯一 确定 ,而 
嵌入 准 素 分 量 则 不 是 如 此 ， 

CHA] 环 R 中 所 有 非 零 因子 形成 一 个 秉 
法 封闭 集 U。 若 在 集合 (rore R, we U) 
mhil (r, a) = Gr) ru = r'u RHE MK 
系 三 , 则 二 是 等 价 关系 ,此 时 (+,w) 的 等 价 类 
以 т/а 表示 。 若 在 这 些 r/u 的 集合 8 中 定义 运 
算 : па r [w = Cru! + га) uu Cr uX 
w) 一 rr'/uw', 则 8 就 构成 一 个 环 ，r/1 与 + 看 
作 是 同一 的 。 于 是 , 8 是 包含 R 的 环 ,U 的 元 有 
逆 元 ,而 8 是 由 R 与 上 的 所 有 元 的 逆 元 所 生成 
的 . 这 个 性 质 刻 划 了 O, 8 称 为 R 的 全 商 环 (ring 
of total quotients), КАЖ, WI OI, FR 
为 整 还 R 的 商 域 (ficld of quotiens), i S ЕК 
的 一 个 乘法 封闭 于 集 且 不 含 0 Hn (z|z € 
R,zs = 0(3: € 5)}. 设 9 是 自然 同 态 R — R/n, 
Bj Ф(5) 的 元 都 不 是 零 因 于 。  R/n 的 全 商 
Kh, 由 R/n 5j p(S) 的 所 有 元 的 逆 元 生成 的 
环 称 为 R 关 于 5 的 商 环 (ring of quotients), 以 
记号 Rs, RIS] 或 RS 等 表示 . CM ER B" 
М, M @xRs 称 为 M 关于 S 的 商 模 (module of 
quotients), Rs 在 R 上 平坦 1 这 一 事实 是 重要 的 . 
E 5 不 相交 的 R 的 准 素 理 想 9 的 全 体 ,与 К.й 
准 素 理想 人 的 全 体 ,基于 全 一 qRs(q 一 2nR) 
是 一 一 对 应 的 。 当 p 是 R 的 素 理想 时 ，R p 
是 乘法 封闭 集 。Re-， 称 为 尺 关 于 素 理 想 "的 商 
环 或 p 的 局 部 环 (local ring), WR, BAR (一 
Noether IK [Zariski 环 ],[ 局 部 环 ]). 商 环 也 称 
为 分 式 环 (ring of fractions), 

LER] 在 环 R 中 , 当 a = be(a,b,c€ R) 
时 ,6 称 为 = 的 因子 (divisor) , a iOS P SABE 
(multiple), ХЖ а 被 5 整除 (divisible)。 这 个 
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关系 称 为 整除 关系 (divisibility relation), D} bla 
表示 . 4 c 有 逆 元 也 即 c 是 可 逆 元 时 ,< 与 5 
称 为 相伴 的 (associated)， 既 不 是 相伴 也 不 是 可 
逆 元 的 因 于 (或 倍 元 ), 称 为 真 (proper) 因子 (或 
ÈT). 没有 真 因子 的 元 称 为 不 可 约 元 (irre- 
ducible element), 24 pR 是 素 理想 时 , T P 称 为 
HI (prime dement), 

如 果 整 环 R 中 任 一 非 0 元 总 是 素 元 的 积 ， 
WERTHIR (或 素 因子 分 解 ) (唯一 性 ) 定理 
(theorem on unique factorization in prime cle- 
ments, unique factorization theorem) 在 R 内 成立， 
这 时 R PRATT ORO HK Z. P. E. 环 
( Ж unique factorization ring (domain) ik anneau 
factorial 4& Z. P. E. Ring), МК 7690 
环 时 ,对 于 非 0 元 4.77 ан, 1) 它们 的 公共 
因子 称 为 公 因 子 (common. divisor), 同样 可 定义 
公 倍 元 (common multiple), 2) 如 果 < 是 公 因 
子 , 且 它 的 任 一 真 倍 元 都 不 是 公 因 子 , 则 c 称 为 
最 大 公 因子 (greatest common measure), 简 记 为 
G. C. M. 《有 时 也 记 成 G. C. D.), 同样 定义 
最 小 公 倍 元 (least common multiple), 简 记 为 
L. C. M.. 

【 整 相关 】 设 R 是 环 R” 的 一 个 子 环 〈 设 
R, RY 公有 单位 元 ). 一 个 元 a € R" 称 为 在 R 上 
是 整 的 (integral) 或 你 相关 的 (integrally depend- 
entb), 如 果 存 在 整数 = 与 <e R, ane 
te e, ORY. BR MFRS 的 全 部 元 
在 R 上 都 是 整 的 , 则 称 $ 在 R 上 是 整 的 .(R 无 
单位 元 时 ,附加 上 条 件 e; € R: 可 同样 定义 这 
些 概念 。 一 个 重要 的 特殊 情形 是 理想 R 上 的 
整 相关 .参考 D. G. Northcott-D. Rees, Proc. 
Cambridge Philos. Soc., 50 (1954); ЖЕЖ, 
Mem. Coll. Si. Univ. Kyoto, 30 (1956).) Ж 
R” 中 在 R 上 是 整 的 那些 元 的 全 体 构成 一 个 环 
R, HR R” 中 的 整 闭 包 Cintegrel closure). 
M R= R, КИТЕ К” HERRN Gae- 
grally closed), 若 尺 在 它 的 全 商 环 中 是 整 闭 的 , 则 
称 R 是 整 闭 的 . 整 闭 整 环 也 称 为 正规 环 (normal 
ring)( 在 某 些 文献 中 , 整 闭环 称 为 正规 环 ). 一 个 
元 a € R” 称 为 在 R 上 歼 整 相关 的 (almost inte- 


grally dependent), 如 果 存 在 非 零 因子 bE R, 使 
{arbe Rn 一 1,2,…')， 若 R 的 全 商 环 的 
元 4。 在 R 上 是 整 的, 则 e 在 R 上 是 至 整 的 . 若 
ЙИЕК БЯО ЧЕК Н, ДІК 
称 为 完全 整 闭 的 (complctcly integrally closed), 

【 群 定理 】 环 R 的 全 商 环 8 的 R 子 模 a PR 
为 R 的 分 式 理想 (fractional ideal), 如 果 存 在 非 
SBT ce R, BE сас ЕЮ, 分 式 理想 的 积 可 与 
理想 的 积 同样 来 定义 。 定 义 o! 一 (z|zaC R). 
Жа 含有 非 零 因子 , 则 a™' 也 是 分 式 理想 . WR 
是 完全 整 闭 整 环 ， 对 于 0 以 外 的 分 式 理想 ， 如 
RA 二 6"! 来 定义 a 与 6 等 价 , 那 末 包含 非 
零 因 子 的 分 式 理想 的 等 价 类 的 全 体 对 于 乘法 形 
成 一 个 群 ,这 就 是 群 定理 (Ф Gruppensatz), % 
ЖЕ 称 为 一 个 Krull Ж (Krull ring), 如 果 它 满 
Ёё: 1) 若 p 是 高 为 1 的 素 理想 ， 则 环 R, 是 离 
i RL; 2) 是 所 有 这 样 的 赋值 环 R, 的 
Ж; 3) WFR 的 非 零 元 a, 包含 它 且 高 为 1 的 
素 理想 仅 有 有 限 个 ， 在 Krall RH, 对 于 任意 
ARVANA а, 存在 唯一 确定 的 高 为 1 的 素 
理想 的 圭 的 积 ,使 得 这 个 积 与 e 在 上 面 意义 下 
等 价 (一 赋值 ). 

(Dedekind 环 和 主 理想 环 】 整 环 R 称 为 
Dedekind ( 整 ) 环 (Dedekind ring (domain)), 
如 果 1) К 是 Noether 环 ! ( 即 满足 关于 理想 的 
极 大 条 件 ); 2) R 是 正规 环 ; 3) R 的 Krull HE 
数 是 1。 若 整 环 R 不 是 域 , 则 R 是 Dedekind (He) 
环 ө 非 零 分 式 理想 的 全 体 关于 乘法 构成 群 Ө 
RR 的 每 一 非 零 理想 都 可 唯一 地 表示 成 有 限 个 素 
理想 的 积 (不 计 次 序 )。 所 有 代数 整数 所 成 的 环 
(《 即 有 限 次 代数 数 域 的 主 整 环 ') 是 Dedekind (HE) 
环 的 一 个 重要 例子 . 一 般 地 ， 若 RR 是 Dedekind 
CE) Ж, KER ORR, LAK DARRA 
域 , 则 满足 R C R” S K IER R ARRE LH 
的 整 闭 包 都 是 Dedekind (Ж). 

由 一 个 元 生成 的 理想 称 为 主 理想 (principal 
ideal). 由 一 个 元 生成 的 分 式 理想 称 为 主 分 式 理 
38 (principal fractional ideal), 也 简称 主 理想 . 当 
REE Dedekind 环 时 ,由 全 体 非 零 分 式 理想 构成 
的 群 了 中 ,全 体 非 零 主 分 式 理想 P 作成 其 子 群 . 


商 群 1/P IRA R 的 理想 类 群 (ideal class group), 
每 个 类 称 为 理想 类 (ideal das), 1/P 的 阶 数 称 
为 R 的 类 数 (class number) (一 代数 数 域 的 数 
W). 有 很 多 Dedekind 环 ,它们 的 类 数 不 是 有 
限 的 。 

如 果 环 R 的 任 一 理想 都 是 主 理想 ， 则 R 称 
为 主 理想 环 (principal ideal ring); 如 果 尺 还 是 整 
环 , 则 称 为 主 理想 整 环 (principal ideal domain), 
主 理想 环 是 有 限 个 环 的 直 和 ， 而 每 个 直 和 因子 
或 是 主 理想 整 环 ， 或 是 具有 矫 零 极 大 主 理想 的 
局 部 环 !。 不 是 域 的 主 理想 整 环 是 Dedekind 
(HE) FR, БЕЖ. ВАДЗЕ 
ER п 阶 方 阵 , 则 存在 R 上 的 = 阶 方 阵 X, Y, 
满足 下 面 的 条 件 : 1) X,Y ERER n BE 
方 阵 ; 2) 车 把 XAY WARTA bi WJ >; = 
0G j), H bnR 2 bgR DiD ER. 这 些 
bus bas 7775 bon， 除 去 等 于 0 的 ， 称 为 4 的 初 
等 因子 (clementary divisor)， 若 把 这 个 事实 应 用 
于 模 ， 则 主 理想 环 R 上 的 有 限 模 M 可 直 和 分 解 
为 M = mR + +++ + m,R (m, € M), ARE 
a, = {x € Ё|т,х = 0), асас: +: Ca, RIT 
(一 矩阵 [初等 因子 ], Abel 群 [有 限 Abel BED). 

[ 参 】 [1] №. Krull, Idealtheorie, Erg. d. Math., Spr- 
inger, 1935, 第 二 版 1968; [2] В. L 
Algebra I, П, Springer, 1955, 1959 (中 译本 : B.L. 范 德 瓦尔 
HE, ACME 1, 1963,1, 1976,4 ЁШ MRE); [3] O. Zariski-P. 
Samuel, Commutative algebra 1, И, van Nostrand, 1958, 
1960; [4] М. Nagata (ЖЕЖ), Local rings, Inter- 
science, 1962; [5] N. Bourbaki, Eléments de mathémat- 
ique, Algébre, chap. 1, 8, Actualités, Sci, Ind., Hermann, 
1144b, 1964, 1261а, 1958; [ 6 】 N. Bourbaki, Eléments de 
mathématique, Algèbre commutative, chap. 1—7, Actu- 
alité Sci. Ind., Hermann, Chap. 1, 2, 12903, 1961; Chap. 
3, 4, 1293a, 1967; Chap. 5, 6, 1308, 1964; Chap. 7, 1314, 
1965; [7] А. Grothendieck, Eléments de géometrie algé- 
brique, Publ. Math. Inst. HES, no. 4, 1960; [8] D. G. 


Northcott, Lessons on rings, modules and multiplicities, 
Cambridge Univ. Press, 1968. 


Noether Ж [Ж Noetherian ring 法 anneau 
4 Noetherscher Ring А нетерово 
колшо H ж— я – 1] ATCA) Noether 
环 的 定义 ,一 环 [理想 ]。 在 本 条 中 , 设 环 全 都 是 
具有 单位 元 1 的 交换 环 。 交换 Nocther Ж R, 
即 关于 R 的 理想 极 大 条 件 ? 成 立 的 具有 单位 元 
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的 交换 环 ， 简 称 Noether Ж. ЖЕДИ", 
则 称 尺 是 Noether 整 环 (Noctherian integral do 
main), 

Cohen 定理 : 具有 单位 元 的 交换 环 是 
Noether 环 的 充分 必要 条 件 是 任 一 素 理 想 ! (fE 
为 理想 ) 都 具有 有 限 基 。 

Noether 环 上 由 有 限 个 元 生成 的 交换 环 是 
Noether 环 (Hilbert Ф zB (Hilbert's base theo- 
rem))。 具 有 单位 元 的 交换 Artin Rt €» Noether 
K, 且 素 理想 全 部 是 极 大 理想 !' 多 有 限 个 具有 
器 零 ' 极 大 理想 的 Nocher 环 的 直 和 环 . 若 
对 交换 环 R 中 的 任何 非 0 理 想 a, R/a 必 是 
Artin FR, 则 称 在 R 中 限制 极 小 条 件 (restricted 
minimum condition) 成 立 . 关于 具有 单位 元 的 交 
UR R, 限制 极 小 条 件 成 立信 R 是 Artin 环 ,或 
R Jë Noether WEEK At Krull HERE 1, Noether 
环 R 的 任 一 理想 都 可 表示 成 有 限 个 准 素 理想 ? 
ЮЖ. 给 定 一 个 环 尺 及 一 个 R 模 M，M 的 于 
H PEARFA (primary submodule), 如果 
a € R 是 关于 M/P BOSE zero divisor)( 即 这 
样 的 元 a€ R, 对 于 它 存在 m € M, E ame P, 
m&P) 则 它 关 于 M/P ÆW 09 (nilpotent) 
( 即 存在 "， 使 e<(M/P) = 0). 上 面 所 述 
Noether 环 的 理想 的 性 质 ， 可 以 推广 到 Noether 
Bi: 若 R 模 M 是 Noether Bt, ШМ 的 每 个 于 
模 都 可 以 表示 成 有 限 个 准 索 子 模 的 交 ， 关 RR 是 
Nocther 环 ,M 是 有 限 R 模 ,N,N' 是 M 的 子 模 ， 
a 是 RR 的 理想 , 则 有 1) Artin-Rees 引 理 : 3r. 
Yn>r,aNNN’ =a" (NNN), 2) Krull 
交 定 理 (intersection theorem of Krull); f) a" 


M = {тє М |3a€a, (1 — a)m = 0), Mills 
Zim 是 R 的 Jacobson HVE", il] fm = (0). 


3) Krall 高 度 定理 (altitude theorem of Krull): 
车 a 由 :个 元 生成 , 而 ?是 a 的 极 小 素 因 于?， 
Rip HERAF s. 

【由 理想 定义 的 拓扑 】 设 R 是 交换 环 ， 
a 是 R 的 一 个 理想 ,而 M 是 一 个 R 模 。 把 {a"M | 
a 一 1，2，…*} 作 为 M 中 0 的 基本 邻 域 系 ' 而 在 
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M 上 引进 的 拓扑 , 称 为 M 的 a-adie 拓扑 (a-adic 
topology), Hi Artin-Rees 引 理 , Ж RÆ Noether 
环 ,M 是 有 限 R 模 ,NN 是 子 R 模 ,a 是 R 的 理想 ， 
则 NN 的 a-adic 拓扑 与 作为 (引入 a-adic 拓扑 的 ) 
空间 M 的 子 空间 N 上 的 拓扑 相同 。 回 到 一 般 情 
形 , 模 M 在 a-adic Hh FR Te BIA (| a" 
M = (0) M 是 度量 空间 ', 其 中 M 中 两 点 
a, b 的 距离 4(a,5) 由 inf (27*|a — b€ a" М} 
KEX. AFTN, M/N Ж T, SWAN 


是 M WIT RO Å N eeu) м. M 的 
E 


元 的 序列 {an} = Cars a ` 70) BA 
(a-adic 拓扑 下 的 ) 一 个 Cauchy ЖЕЗ (Cauchy 
sequence)， 如 果 Wn, AN, Vr, Ws (都 是 自然 
数 ), Ж ахы 一 ann € М. ЖА М, IN, 
Vr, ayyy 一 ань Єа* M 即 可 。 若 这 序列 收敛 
于 0 (BD Vn, ЭМ, Vr, амь, € e" M), MJ {aq} Ж 
HEEJ (null sequence), М 中 的 全 体 Cauchy 
EIRE ЭА, H (a) + {b} = (а. + ba} 
和 clay} = (са,) 成 为 一 个 R 横 .于 是 全 体 零 
序列 的 集合 用 是 它 的 子 尺 模 。 若 将 M 的 元 严 
与 序列 (m, m，*……，m，*…*) 看 作 等 同 ,因而 将 
M 看 作 台 的 一 个 子 模 , 则 可 把 кй М = M/N 
38 fE M/C 站 nM) 的 《作为 ao-adic 拓扑 产生 
的 度量 空间 的 ) ЭК". М 是 M 的 -adic 
Sedit (a-acic completion), # a 有 有 限 基 , W 
《作为 完备 化 的 ) M 的 拓扑 与 下 的 -adic 拓扑 
相同 。 当 M = R 时 ,着 在 Me IRE {4,} 
{ba} = (a,b,), ЙЇ N RAH M 的 理想 , 因 


i R — M 具有 环 的 结构 。 BE а= У а, R, 


EUSP SEM zo ``, z, NTER BY 
й = Re, есу}, а/а, Ab š = 
A (а-о). 


nei МЕ 

(Zariski W] К Ж Noether Ж, a 是 它 的 
一 个 理想 。R 的 每 个 理想 对 -adic 拓扑 都 是 闭 
жө R 中 任何 满足 1 一 65ea 的 元 4 都 是 可 逆 
T. 满足 这 一 条 件 时 ,引入 acadic 拓扑 的 环 R 


称 为 Zariski 环 (Zariski ring), 1 (R, a) 
是 Zariski 环 . 一 个 Zariski 环 称 为 完备 的 (com- 
plete), 如 果 它 是 一 个 完备 的 拓扑 空间 。 若 考虑 
Zariski ЖСК, a) 的 完备 化 Е, Wit aR- 
adic 拓扑 , 且 (R, aR) 是 一 个 Zariski W. HA, 
D Е {ЕЗ RBE—— FAW; 2) 若 M 是 有 限 
RMN LEME RE, WRT a-adic 拓扑 ,NN 
是 M 的 闭 集 ,它们 的 a-adic 完备 化 与 MOR, 
N@xR 可 以 看 作 是 等 同 的 . 

【局 部 环 】 假定 Noether 环 R 只 有 有 限 个 
极 大 理想 ,而 J 是 它 的 Jacobson 根基 , 则 (R,J》 
是 一 个 Zariski IR, 称 为 半 局 部 环 (semilocal 
ring), 特别 是 ,只 有 一 个 极 大 理想 的 Nocther 环 
称 为 局 部 环 (local ring), 如果 具 有 单位 元 的 交 
换 环 R 仅 有 有 限 个 极 大 理想 ， 则 R 称 为 拟 半 局 
#BH (quasi-semilocal ring)， 如 果 它 仅 有 一 个 极 
大 理想 , 则 称 为 拟 局 部 环 (quasi-local ring), 也 有 
人 在 比 上 面 叙述 的 条 件 为 思 的 条 件 下 ， 使 用 局 
部 环 、 半 局 部 环 这 些 名 词 , 在 条 件 为 最 弱 的 用 法 
h, 它们 分 别 是 拟 局 部 环 、 拟 半 局 部 环 的 意义 . 
在 这 样 的 情形 下 ， 上 述 的 CE) 局 部 环 则 称 为 
Nother ( 半 ) 局 部 环 (Noetherian (semi) local ring), 

设 R 是 半 局 部 环 , m, <->, m, 是 它 的 极 大 
理想 , J — up Am, BEAT Jacobson HUE. 
在 有 限 R 模 M 中 引入 J-adic 拓扑 。 此 时 R 的 
完备 化 下 是 半 局 部 环 ,其 极 大 理想 是 mm 不 ，…， 
mR. HR УЮ RWG = 1,7 n) fJ 
完备 化 的 直 和 同 构 。 因 为 R 是 Zariski 环 ,所 以 
1) 瓦 作 为 R 模 是 一 一 平坦 的 ; 2) MIT RE 
是 M 的 闭 集 ; 3) M 的 完备 化 与 MOR 可 看 作 
是 等 同 的 。 若 СК, т) 是 完备 局 部 环 〈 即 既是 
一 个 局 部 环 ， 又 是 一 个 完备 Zariski K), ШК 
包含 一 个 具有 下 述 性 质 的 子 环 1;:1) 了 是 完备 
局 部 环 , 且 1/(mf D) = R/m; 2) 设 R/m 的 特 
AER Р (o RESO, M mN = pl. Wifi, Am 
由 = 个 元 生成 , 则 R 是 Z 上 = 个 变量 的 需 级 数 
环 ! 的 同 态 像 。 这 条 定理 称 为 完备 局 部 环 的 结 
构 定理 (structure theorem of complete local rings). 
工 称 为 R 的 系数 环 (coctficient ring), Ж RWB 
一 个 域 ， 则 工 也 是 一 个 域 ， 称 为 系数 域 (cocf- 


ficient field), 完备 局 部 环 是 Hensel 环 '。 
BCR, т) 是 局 部 环 , У uR 是 属于 m 的 


准 素 理 想 ， 则 > (R 的 Krull 维 数 )。 当 等 号 
成 立时 , у, tto х, 称 为 尽 的 参数 系 (system of 


зшен}, Пн S RB s 


称 为 正则 参数 系 (regular system of parameters), 
具有 正则 参数 系 的 局 部 环 称 为 正则 局 部 环 
(regular local ring) (参看 Jacobi 判别 准则 '). IE 
则 局 部 环 是 素 元 分 解 环 ?. 当局 部 环 (R , m) 的 
Krull 维 数 是 2 时, R 为 正则 局 部 环 龟 任意 R Ë 
的 同调 维 数 ! 为 有 限 e 任意 RR 模 的 同调 维 数 不 
KF d ө к/т (作为 R 模 ) 的 同调 维 数 为 有 限 
(实际 上 = 4). iE R' 是 Noether 环 , 如 果 对 于 
任意 素 理想 p ,Rw 是 正则 局 部 环 , 则 R' 称 为 正 
则 环 (regular ring), 正则 局 部 环 是 正则 环 。 
考虑 局 部 环 (R,m), 当 9 是 属于 m 的 准 素 
理想 时 , 设 R/q" 的 (作为 R 模 的 ) 长 为 Kw), 则 
存在 关于 ”的 有 理 系数 多 项 式 a), 使 得 对 于 
FERAN n, ACn) 一 п) BAL. Кл) Ка 
H RAY Krull 维 数 相等 . fm) 中 到 的 系数 的 dl 
[ic R20 a EB (multiplicity), Жол, 75 ra 
是 R 的 参数 系 ， 则 EaR 的 重 数 上 不 大 于 R/ 
(ZrR) WK. SEMAN. e 是 
一 个 独特 的 参数 系 (distinct system of parame- 
ters). 如 果 一 个 局 部 环 具 有 独特 的 参数 系 ， 则 
称 它 为 Macaulay 局 部 环 (Macaulay local ring) 
或 Cohen-Macaulay BBF. 一 个 局 部 环 是 
Macaulay 局 部 环 夕 每 个 参数 系 是 独特 的 参 
ЖЖ ө 若 高 为 的 理想 a 由 :个 元 生成 , 则 
a 的 每 个 素 因 于 的 高 是 ; ,正则 局 部 环 是 Macau- 
lay 局 部 环 。 BRA, 重 数 等 在 一 般 的 Noether 
环 中 也 能 定义 〈 一 [4])。 WR Noether HR 
中 ,对 每 一 个 极 大 理想 m, К. 是 Macaulay 局 部 
环 , 则 尺 称 为 局 部 的 Macaulay Ж (locally Ma- 
caulay ring)。 正 则 环 就 是 一 个 例子 ， 再 如 果 对 
所 有 极 大 理想 m, m 的 高 均等 于 R 的 Krull Ж 
数 , 则 尺 称 为 Масашау Ж (Macaulay ring). 
局 部 的 Macaulay 环 R 上 有 限 个 变量 的 多 项 式 
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环 RU tts x,] 也 是 局 部 的 Macaulay Ж. 一 
般 地 ,如 果 理想 a 的 所 有 素 因子 的 高 都 等 于 a 
的 高 , 则 称 为 缉 (unmixed, pure) 理想 , 否则 
称 为 混合 (mixed) 理 想 .按照 这 些 术 语 ,在 前 述 
的 假定 下 ,车 Roa ео x,] 的 理想 a 由 7 个 元 
ER, B a 的 高 是 +, 则 a 就 是 一 个 纯 理 想 (О 
性 定理 unmixedness theorem)). 

当局 部 环 R 的 完备 化 是 正规 环 ! 时 , R 称 为 
解析 正规 的 (analytically normal), 如 果 一 个 半 
局 部 环 RR 的 完备 化 没有 非 0 ARF ШЕК 
为 解析 非 分 岐 的 (analytically unramified), 如 果 
半 局 部 整 环 R 是 一 个 域 上 的 有 限 生 成 环 的 商 
KR, GU RAMPART EIN, H REEERE 
环 , 则 尺 是 解析 正规 的 (O. Zariski). 

在 局 部 环 的 理论 (特别 是 重 数 的 理论 ) H, 
如 下 的 分 次 环 ' 常常 起 着 重要 的 作用 . i (R, 
m) 是 局 部 环 , a 是 属于 m ЖИА, $ F= 
a/a (i= 0, 1, 2, +++, = R), 对 作为 模 
的 直 和 下 一 >) Fi, fE a = а (mod 91) € Р, 


= 
b= (mod qi) € Fj 时 ,定义 ab = a (mod 
a) € Fa, 则 下 成 为 一 个 在 Р, = R/a LH 
Fi 所 生成 的 环 。 HEX F, 是 F 的 i 次 分 量 ， 
则 FF 成 为 分 次 环 ， 这 一 F 称 为 R 关 于 q 的 形式 
环 (form ring, associated graded ring). 

【 素 理想 链 】 设 R 是 Noether Ж, р, q 是 
它 的 素 理想 , 且 рса. 连结 p 与 9 的 素 理想 链 
э = b S n S: p; S Eo = 9 不 能 再 加 细 时 ， 
它 的 长 "由 p 与 9 唯一 确定 这 一 想法 ， 一 般 来 
说 是 不 正确 的 (永田 雅 宜 )、 但 是 对 于 相当 广 的 
一 类 Nother 环 , 这 个 命题 是 成 立 的 。 例 如 ,对 
于 成 为 局 部 的 Macaulay 环 的 同 态 象 的 环 ,这 一 
点 是 成 立 的 。 特 别 是 ,在 一 个 域 或 Dedekind 环 ， 
上 由 有 限 个 元 生成 的 环 就 是 这 样 。 

【 整 闭 包 】 ÜR R Noeher Ж, K ДАК 
的 商 域 《 的 有 限 代数 扩 域 , Ё E R fE K ARH 
Aa", FAA: 1) ЖЕЙ Krull 维 数 是 1, R' 是 
R 与 之 间 的 任 一 中 间 环 , 则 对 于 R^ 的 任 一 非 
0 理想 a , R’/a’ 是 一 个 有 限 R'/(2' NR) BCA 
№, R 是 一 个 Nocher 整 环 ， 其 理想 满足 限制 
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极 小 条 件 。2) 设 R 的 Kroll 维 数 为 2, 则 RK 
Noether Ж. 3) 一 般 情 形 下 , Ё Krull 环 '， 
而 且 对 于 RR 的 素 理想 p, 名 只 有 有 限 个 素 理想 
БЕ PNR = р; 且 对 这 样 的 ,名 /5 的 商 域 
是 R/p 的 商 域 的 有 限 代数 扩 域 。 上 面 的 1) 称 
为 Krull- 秋 月 定理 .用 上 面 的 记号 , 若 对 天 的 
任何 取 法 , Ё 总 是 有 限 R 模 ， 则 称 RIF 
整 扩 张 的 有 限 条件 (finiteness condition for inte- 
gral extensions), 如果 对 Noether 环 尺 中 的 每 个 
ЖИРНЕ р, R/p 都 满足 上 面 的 条 件 , 则 R 称 为 伪 
几何 环 〈pseudo-gcometric ring), PY LITA HR 
加 有 限 个 元 所 得 出 的 环 也 是 伪 几 何 环 . 

【研究 史 】 在 数论 中 , J. W. R. Dedekind 
首先 引入 了 理想 ， 开 创 了 理想 论 。 当 时 作为 环 
的 研究 的 主要 对 象 是 数 域 与 函数 域 的 于 环 ， 拍 
象 地 处 理 Dedekind 环 是 由 图 正 造 (Mem. Coll. 
Sci. Univ, Куйо, 2 (1917), 3 (1918—1919)) 
开始 的 ， 接 着 由 E. Noether (Math. Ann., 83 
(1921), 96 (1926)) 开始 了 所 谓 Noether 环 论 ， 
W. Krill 发 表 了 不 少 论文 ， 对 Noether 环 与 
一 般 交换 环 论 的 发 展 作出 了 重要 的 贡献 
《一 [1])，E. Artin, ЖА HER ERES RES RS 
人 在 其 后 也 对 这 个 理论 作出 了 贡献 。 引 进 局 
部 环 的 是 Krull (J. Reine Angew. Math., 179 
〈1938))， 局 部 环 论 是 由 C. Chevalley (Ann. of 
Math., 44 (1943)), I. S. Cohen (Trans. Amer. 
Math. Soc., 59 (1946)) 以 及 Zariski (Ann. Inst. 
Fourier, 2 (1950)) 等 人 发 展 的 , 以 后 P. Sa- 
muel, MH, M. Auslander, D. A. Buchsbaum, 
J.-P. Serre 等 许多 人 作出 了 很 大 的 贡献 C 
[4]). Noether 环 的 理论 在 代数 几何 学 中 有 各 
种 应 用 . 

[8] П) W. Krull, idealtheorie, Erg. d. Math., 
Springer, 1935, 第 二 版 ，1968; [2] B. L. van der Waer- 
den, Algebra, 1, If, Springer, 1955,1959 (中 译本 : B. L. 范 
WERE, RE, 科学 出 版 仁 ，L 1963, Ш 1976), [3] O. 
Zariski-P. Samuel, Commutative. algebra, І, П, van Nos- 
trand, 1958—1960; [ 4 M. Nagata (HHH), Local rings, 
Interscience, 1962; [5] N. Bourbaki, Eléments de ma- 
thématique, Algèbre, chap. 1, 8, Actualités 
1261a, Hermann, 1964, 1958; [ 6 ] N. Bow 


de mathématique, Algèbre commutative, ch: 3 
twalités Sci. Ind., Hermann, chap. 1, 2, 12903, 1961 


chap. 3, 4, 1293a, 1967; chap. 5, 6, 1308, 1964; chap. 
7, 1314, 1965; [7] J-P. Serre, Algèbre locale, multipli- 
cités, Lecture notes in Math. 11, Springer, 1965; [8] D. 
G. Northcott, Lessons on rings, modules and multiplici- 
ties, Cambridge Univ. Press, 1968; (9] Н. Matsumura 
СЕНЗЕ2), Commutative algebra, Benjamin, 1970. 


多 项 式 环 
polynémes {& Polynomring Ñ КОЛЬЦО полино- 
wo 日 FHRA) 在 这 一 条 中 的 环 都 是 指 
具有 单位 元 1 的 交换 环 ， 系 数 在 环 R 中 的 字 
B (或 变量 ， 不 定 元 ， 记 号 ) Xot X. 的 多 
项 式 ' 的 全 体 ， 称 为 R 上 a 个 变量 XY, ++, X, 
的 多 项 式 环 ,以 R [X t X] 表示 (一 多 项 
式 ,交换 环 ，Nocther 环 )。 另 一 方面 , 当 R, R 
是 具有 共同 的 单位 元 的 环 , 且 RCR, SCR 
时 ,以 RISTRAR S 的 元 在 R 上 所 生成 的 环 ， 若 
S= [xo cs n) 就 有 从 R En 个 变量 的 多 
项 式 环 RIX +t Xa] E] RIS] 上 的 一 个 同 
态 ' o, EH PCD au, XI o XP) Nasa, 
жік аа, € К) 来 定义 。 BP EB, 则 
aoc х, 称 为 在 R 上 是 代数 无 关 的 《algebra- 
ically independent), 否则 称 为 代数 相关 的 (alge- 
braically dependent)， 因 此 多 项 式 环 可 看 成 由 代 
数 无 关 元 生成 的 环 ， 

【理想 , 齐 次 环 ,分 次 环 】 HIER REH n 
变量 多 项 式 环 R[X] = RIX XQ). f€ R 
UX] 是 零 因子 ! 的 充分 必要 条 件 为 Ba * 0, a € 
R, 使 得 of — 0. Tio 是 R 的 理想 ', 则 R[X1]/ 
aR[X] = (R/a)[X,, =t X,]. Aleve 
尺 的 素 理想 ?+, 则 pR[X] 也 是 R[X] 的 素 理想 . 
ЖЕЖ", 则 RIX]1 也 是 素 元 分 解 
Ж. BRREMA WI RIX] 也 是 正规 环 . 由 
Hilbert EHR", ARAL Noether Ж", Д] RIX] 
也 是 Noether I, # RAY Krull HERE m, 则 
RLX] 的 Krull 维 数 > n + m; 4 RE Noether 
环 时 , FERI. ERER, 则 RIX] 不 仅 是 
素 元 分 解 环 ,而 且 是 Macaulay f. 

HARSHA ACh 的 次 数 m, 也 可 以 因 
和 而 异 ) 的 一 个 集合 所 生成 的 RIX] 的 理想 , 称 
为 齐 次 理想 (homogeneous ideal)， 若 a 是 齐 次 
理想 , 则 把 RIX ]/a 中 的 一 个 元 定义 为 RLX]/a 


[3 polynomial ring 法 anneau de 


的 2 次 齐 次 元 (homogencous clement) AUR EE 
一 个 4 次 齐 次 多 项 式 在 以 a 为 模 时 所 得 的 类 ; 
而 R[ X 1/a 称 为 齐 次 环 (homogeneous ring), 更 
一 般 地 。 当 环 R 是 它 的 子 模 R G = 0,1,2, 

оюн У) Ro B кк, C Ri 对 任意 的 


jj 都 成 立时 ,定义 R TH R i RRE 
称 R 为 分 次 环 (graded ring), 齐 次 环 是 分 次 
环 。 在 分 次 环 中 仅 由 齐 次 元 生成 的 理想 称 为 齐 
次 理想 (homogeneous ideal) 或 分 次 理想 (graded 
在 分 次 环 R = Y) R h, У) к, fE 


izo = 


为 理想 由 有 限 个 元 生成 , 则 R〈 作 为 环 ) 由 子 环 
R, 上 有 限 个 元 生成 . 因而 , R = DR, F Not- 
her 环 的 充分 必要 条 件 为 Re 是 Noether W, 而 
且 R 是 由 R, 上 有 限 个 元 生成 的 。 这 时 , 齐 次 理 
想 是 有 限 个 齐 次 准 素 理想 * 的 交 , 且 齐 次 理想 的 
素 因 子 是 齐 次 素 理想 。 分 次 环 的 概念 往往 还 用 
于 更 一 般 的 环 。 
【零点 】 D 仿 射 空间 的 情形 。 考虑 域 K 
上 + 变量 多 项 式 环 K[X] = KIX, X5 
包含 K 的 域 0，Q 上 = 维 仿 射 空间 '0" 一 (Cn, 
25, dq) [as € Q} HJA (аз, а„) ЖКХ] 
的 子 集 S 的 零点 (zero point), 如 果 对 于 任意 的 
108: Xa) ESH (asia) = 0. Жа, 
在 K 上 都 是 代数 的 , 则 点 (a1，*…， an) ЖАК 
上 的 代数 点 (algebrac point), Zi Va, € K, JU 
(а, ++, а) 称 为 K 有 理 点 (rational point), 在 这 
种 意义 下 可 以 定义 代数 零点 与 有 理 零 点 。 因 为 
S 的 零点 也 是 由 S 生成 的 理想 的 零点 ， 所 以 为 
了 考虑 S 的 零点 ,可 以 只 限于 S 是 理想 的 情形 . 
以 VC) 表示 5 的 零点 的 全 体 ,着 ma 是 天 
[X] 的 理想 , 则 有 i) У(а П a) = W(aea;) = 
V(a)UV (а); ii) V(a+a) = V(a) 1 Уба); 
ii) # а, 5 о, 有 相同 的 根基 ?, 则 V@) = Va), 
2) 射影 空间 的 情形 。 0 上 "一 1 维 射影 空 
闻 ! 的 点 Gas, 2а,) Са; € 0,32, = 0,260, 
15-0) jS £X fO,» X.) 的 零点 ,如 
RAR = fj(j 是 i 次 齐 次 多 项 式 ) 时 ,对 于 
每 个 i, 都 有 fm，…, a.) = 0 C40 有 无 限 


ideal), 
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个 元 时 ， 定 义 中 的 条 件 等 价 于 : 不 论 比例 常数 
5 ШИ, E Has- -s 2an) = 0). 所 以 S 的 
零点 是 包含 5 的 最 小 齐 次 理想 的 零点 ， 从 而 考 
虑 零点 时 ,只 须 考 虑 齐 次 理想 的 零点 。 与 1) 中 
的 i) н) d 同样 的 命题 ,对 于 齐 次 理想 a, а, 
也 成 立 . 

【正规 化 定理 】 Шак Е" 变量 多 项 
RIR KIX] = KIX, X. 0988. 
h, 则 在 KLX] 中 存在 元 Yys ccs Yus 使 得 : 
K[X] 在 KUY] = KLYs, 75, У, 上 是 整 的 '; 
2) Yi, Y, 生成 an KEY] (这 你 为 多 项 式 
环 的 正规 化 定理 (normalization theorem for poly- 
nomial rings)). 

利用 这 条 定理 ， 可 得 到 关于 有 限 生成 环 的 
各 种 重要 定理 .下 面 举 出 几 个 ，1) 有 限 生 成 环 
的 正规 化 定理 (normalization theorem for finitely 
generated rings), 对 于 整 环 ! 上 有 限 生成 的 环 
R, 可 取 到 工 的 一 个 非 零 元 。 和 在 上 上 代数 无 
KAY RYT z, +s zis 使 得 商 环 ' Rs 在 1027, 
zi n] 上 是 整 的 ,此 处 5 == (as|n = 1, 2， 

e). 2) 若 p 是 域 K 上 有 限 个 元 生成 的 鉴 环 
к ЖИНИ „И Co 的 高 ) + Co 的 深 ") = (R (E 
天 上 的 超越 次 数 )， 且 p 的 深 等 于 R/p ЖЕК 上 
的 超越 次 数 。 特 别 地 , 若 m 是 RR 的 一 个 极 大 理 
想 , 则 R/m 在 K 上 是 代数 的 。3) Hilbert P 
定理 (Hilbert zero point theorem), jk a ЖК 
kn 变量 多 项 式 环 K[ Xos X,] 的 理想 , 且 
设 包含 K 的 域 Q 是 代数 封闭 的 。 若 feK[X]， 
H oa 的 每 个 代数 零点 都 是 f 的 一 个 零点 ， 则 f 
HEDEF 含 于 a 中。 

【消去 法 】 л, 加 EERI E m 十 
?3 个 变量 的 多 项 式 环 R = IXs ts Xm Yis 
es Yal 的 元 。 对 于 了 的 每 个 极 大 理想 m, 设 
Pa 是 以 m 为 模 的 标准 同 态 , 而 Q, 是 包含 Im 
的 代数 闭 域 '. 设 W。 为 08。 上 维 仿 射 空间 
Oz f P (аз, ors aa) 中 使 得 pa(fi) (Xis s 
Хуа) = 0( = 1,2,:, МЕ О VI 
有 解 的 点 的 全 体 . A fos s fs 消去 (eliminate) 
和 …，X， 就 是 要 找 (Ss Ya) € IY, 

…，Y。], 使 对 每 一 个 m,W。 的 任 一 点 都 是 
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a(&8) 的 零点 ;这 样 的 一 个 8 (或 方程 g 一 0) 称 
28 fs s fw 的 结 式 (resultant), 所 有 结 式 的 
集合 形成 I[Y,，-…,Y,] 的 一 个 理想 a, 而 go 
to gs 称 为 结 式 么 (system of resultants), 如 果 
由 它们 所 生成 的 理想 的 根基 '* 就 是 a。 若 I 是 在 
一 个 域 上 有 限 生成 的 ， 设 由 有 ,…, fs 所 生成 
的 理想 的 根基 为 6, Mja = bN Ys Yn]. 
特别 地 ， 当 了 是 域 时 , 显然 We 包含 于 a 的 零 
点 的 集合 V 中 ,但 不 一 定 有 Ww 一 V. 如果 每 
一 个 九 关于 Xie Xm 是 齐 次 的 ,关于 Yo 
ts Y. 也 是 齐 次 的 , 则 W. = V. 

实际 求 结 式 系 的 一 个 方法 是 , € 1; 55 f, 
fE ХЕХ Х„, Yo ot Y,] 上 的 多 项 
5X, 1 fo fi WE Xi 而 得 到 结 式 RG fi) WIA 
从 这 些 结 式 中 同样 地 消去 X,。 这 样 地 依次 消 
XXX. 

求 一 个 变量 X 的 两 个 多 项 式 f, g 的 结 式 的 
一 个 方法 是 Sylvester 消去 法 (Sylvester's clim- 
ination method), jË f ал" aT bn 

+ ans g= bz" + ban ++ ++ +b, HUY 
DC, g) 表示 下 面 的 m + n BETA: 
арау" 


0a 


FE DU, в) = 0 的 充分 必要 条 件 是 fog 
公共 根 , 或 ay = b = 0. 因 而 ,例如 当 系数 环 了 
是 素 元 分 解 环 且 a 与 无 公 因 于 时 , DU, g) 
是 与 8 的 结 式 RY, O). 

关于 其 他 各 种 消去 法 ,参看 B. L. van 
der Waerden, Algebra, II, Springer. 

关于 域 K 上 有 限 生成 环 的 正则 * 性 的 判别 
法 ,参看 Jacobi HIE ORARE). 

历史 上 ,多 项 式 环 的 理论 ,在 与 代数 几何 学 
保持 密切 联系 中 得 到 了 发 展 .一 代数 几何 学 ， 


RER. 

【 合 系 理论 】 (0 古典 情形 。 关 于 合 系 的 
概念 是 由 Sylvester 引入 的 (Phil. Trans., 143 
(1853)), 然 后 由 Hilbert [3] 加 以 推广 和 澄清 、 
它 的 定义 可 和 叙述 如 下 : R= КХХ, 
是 域 和 上 的 = 变量 多 项 式 环 。 RAGA RIK 
( 即 R 是 一 个 分 次 环 ,其 中 每 个 XC < <n) 
是 一 次 的 ,而 的 元 是 零 次 的 )。 设 MM 是 一 个 有 
限 生成 分 次 R 模 ， 若 用，…, fe 构成 M 在 R 上 
的 一 个 由 齐 次 元 组 成 的 极 小 基 ， 我 们 引入 严 个 
tu. HA Fo У) Rui, 即 由 

15. 
шу ctt m, 所 生成 的 自由 RR 模 。 令 deg (а) = 
deg (fi)(1 < j < m), 并 且 对 F 赋予 分 次 R 模 的 
结构 。 设 P 是 由 p(w) = fi PEN FEME 
的 分 次 R 同 态 , 则 N 一 Ker (9) 是 分 次 R 模 , 且 
若 不 计 (分 次 尺 模 的 ) 同 构 , 则 它 由 MM 唯一 确定 ; 
和 称 为 M 的 第 一 合 系 (first syzygy)。 对 正 整 数 
r, 可 归纳 地 定义 M 的 第 r ERC -th syzy8y ) 为 
M 的 第 c — 1 合 系 的 第 一 合 系 ，Hilbert 合 系 
SEB (Hilbert syzygy theorem) 断言 : 对 任何 有 
限 生成 分 次 R 模 M, M 的 第 n 合 系 是 自由 的 ， 
换 句 话说 ,M 容 许 一 个 自由 分 解 , 即 一 个 如 下 形 
式 的 正 合 序列 : 
人 

Hh y < л, Hf РОО < í < v) 是 有 限 生 
成 的 自由 分 次 R 模 。， 于 是 , HM, 表示 M 中 次 
数 为 4 的 齐 次 部 分 ， 则 存在 一 个 次 数 n 一 1 
的 多 项 式 РОХ), 使 得 对 充分 大 的 d, H dim, 
(м) = P(2); Р(Х) 称 为 分 次 R 模 M 的 Hil- 
bert 多 项 式 (Hilbert polynomial) (或 特征 函数 
(characteristic function )) , 

(2) Serre 的 推广 。 合 系 理论 由 J.-P. Serre 
推广 如 下 [2]: BRE Nocther 环 ,M 是 一 个 有 
限 生成 的 R 模 ， 于 是 我 们 能 求 得 一 个 有 限 生成 
自由 R 模 F 以 及 F М БАЕФ, Ф 
的 核 称 为 M 的 第 一 合 系 ， 它 不 是 由 M 唯 一 确定 
的 . 但 是 , 若 Ni 和 N 都 是 M 的 第 一 合 系 , 则 存 
在 有 限 生成 射影 R BP, RP, 使 得 MOP = 
N,@P, (= {Нот #1@]). 对 正 整数 ,第 


不 定 元 ts … 


合 系 可 如 同 (1) 中 那样 归纳 地 定义 。 Serre 的 一 
个 重要 结果 是 : R 是 一 个 Kul 维 数 至 多 是 m 
的 正规 环 ， 当 且 仅 当 每 个 有 限 生成 R 模 的 第 " 
合 系 是 射影 的 。 

(3) 特殊 情形 。 在 如 下 的 特殊 情形 下 ， 若 
不 计 同 构 ， 可 以 唯一 地 定义 M 的 第 一 合 系 : i) 
R Jë Noether 局 部 环 , 且 M 是 有 限 生成 R 模 ; ii) 
及 是 分 次 Noether £ У) Ra 其 中 R。 是 域 ,而 


= 
M 是 有 限 生成 的 分 次 R 模 [4]. 

[5] [I] M. Nagata (ЖЕНЕ), Local rings, Inter- 
science, 1962; [2] J. -P. Serre, Algèbre Locale, multi- 
plicités, Lecture notes in Math., Springer, 1965; [3] D. 
Hilbert, Über die Theorie der algebraischen Formen, 
Math. Ann., 36 (1890), 473—534; [4] J. -P. Serre, Sur 
la dimension homologique des anneaux et des modules 
moethériens, Proc. Intern. Symp. Aly. Number Theory, 
Tokyo and Nikko (1955), 175—189. 

其 他 — Noether 环 的 [ 参 ] . 
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séries de puissances 


[Ж power series ring 法 anneau des 
4k Potenzreihenring А 
кольцо степенных рядов Б <+] 
【形式 宕 级 数 环 】 设 R 是 具有 单位 元 1 的 交换 
环 ,以 Ps 表示 = 个 字母 或 变量 ,不 定 元 ) Xv 
ts X, 的 系数 在 R 中 的 d 次 齐 次 多 项 式 ' 所 


构成 的 模 ，ase F, 的 形式 无 限 和 六 a = at 


аа e я З X o 
X, 的 系数 在 RR 中 的 形式 需 级 数 (formal power 
series), ERRARE (power series), 2, 称 为 这 
ARRE Уа, HI 4 次 齐 次 部 分 (homogeneous 
рап). 0 次 部 分 ao 称 为 常数 项 (constant term), 
FRR MS BELA (Xa) + (E26) = 


Das + әд, (Sa С) = X ( Bo). 


itia 


Ht BC GARE OR CS RR — T Ze AER KN 
CHR) WERI ((formal) power series ring), 
以 ROG, +++, Xa) 或 R[[X,, +++, XAR. 
若 有 自然 数 N ,使 当 4 > N 时 ,就 有 a4 = 0, 则 
Жа, 可 看 作 是 多 项 式 m + a + … tay, 因 
而 有 КОХ, 7 XC ROG, 7 X). BS 
х= У) XRUG, s XU RUG. XL 
7 
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基于 X-adic 拓扑 (一 Noether 环 ) 形成 完备 ' 
环 . 

设 R' 是 一 个 包含 R 的 交换 环 , 且 与 R 有 共 
同 的 单位 元 , a 是 它 的 一 个 理想 , 并 假定 在 d- 
adic 拓扑 下 , R EZAR. ез, зс, z € т, 
MERA E cie xis + G, ОВ АЖ ЖК, 
cua, € R) 在 R' 中 有 确定 的 意义 BP, Ë Sa 
为 使 得 Di а SH APR, MJ E X 
Ecih soe ms). BYTE E eu 
zh; extn BERA mu х, ORL xs 
x, ROBT REUS AY ns х BRE 
级 数 环 ,也 用 符号 { PED 表示 为 R{m， 
sx) ERIS, П. BF (Xe, 
хех) = > хр, ШФ АЈ 
RIR R(XG XS 到 R{x xj 上 的 一 
个 同 态 。 ЗФ ДЕЈ, у, с а, 称 为 
在 R 上 是 解析 无 关 的 (analytically independent), 

设 而 为 形式 震级 数 环 ROG XI 


个 极 大 理想 ?, 则 而 作 R=m RAAB, т 


为 了 的 常数 项 刀 是 及 的 可 六 元 ,此 时 广 :一 
Sin 一 D FERRENT RIRE 


= 
则 它们 对 于 R(X, +++, X.) 也 同样 成 立 : 1) 
Noether 环 !, 2) 局 部 环 !，3) 半 局 部 环 '!，4) E 
环 '，5) 正则 局 部 环 !，6) Noether ЈЕ. 2A 
而 若 R 是 素 元 分 解 环 !，R{X Xa) 却 不 一 
定 是 素 元 分 解 环 ， 若 R 是 域 (更 一 般 地 , AR 
是 正则 半 局 部 整 环 )， 则 R{Xi，……，X。 上 是 素 
元 分 解 环 ， 特 别 是 ， 域 * 上 的 单 变量 睾 级 数 环 
A(X) 是 整 环 , 它 的 商 域 称 为 《上 的 单 变量 村 级 
Sikh (power series field in one variable)， 记 作 


коо KOD 的 元 可 唯一 地 表示 为 Da 


X*, an €k, a, #0 (r € Z). 

ояи KER, v ECHR 
法 赋值 ! (例如 天 一 C (复数 域 ), v(o) = lel 
(ae C)). 对 于 K 上 的 变量 形式 军 级 数 1(X， 
D X) m E eus Xi Xie 如 果 存 在 适当 
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WERN ris tts ras M, 使 得 对 于 全 部 G, 
sd). BA (сд r< M. Ий 
JOG, «7. X.) ACHE ARB (convergent power 
series)。 事 实 上 ,在 这 种 情形 , 若 a €K H vla) 
< ro WE esu, ai за 在 K 的 完备 化 ' 内 有 
和 。K{X+，…，X。} 内 的 全 体 收敛 宕 级 数 构成 
一 个 子 环 ， 称 为 K 上 的 = 变量 收敛 署 级 数 环 
(convergent power series ring), ЙЭ, 
以 KKX1，…， X BE K(X, 7 X.) AER. 
这 是 一 个 Krul 维 数 为 ”的 正则 局 部 环 ， 因 而 
ARTIR. CZEK X Xn). 
在 v RR AWRY, K{X 7 Х,) = KOK, 
tX. 

Weierstrass 预备 定理 (Weierstrass” prep- 
aration theorem); 对 于 f= X c4, Xi Xie 
€ KQG, +++, X, 假定 co = 06 0,1, 
yr 1), Com 7*0, 此 时 ,对 任意 的 ge 大 
Ху, +++, X 有 唯一 确定 的 g E K Xi, +a 


X2» 82—916 SO XLKQG, +++, Xd, 
= 


FFB CGE e ХВИ) E K《X1,………,X。》 
中 存在 一 个 可 逆 元 a, 使 得 fu = fot h X, + 
tec fe + X. (f€ K€ +++, Xe), 

从 这 条 定理 容易 知道 , Ята H KX ……， 
X 光 的 一 个 理想 ,其 高 为 4， 则 KG, X 
ya 与 一 个 环 同 构 ， 这 个 环 是 ”一 变量 的 收 生 
ЛИКЕ Ki» 777, Yi БАНТ, 

FRR KX), +++, Х,) KORBA p, Ш pK 
(X, ++, XL) ERAN, 

Jacobi 判别 准则 (Jacobian criterion), 设 
RABK 上 的 = 变量 多 项 式 环 KIM, oss 
Xn), 或 形式 寡 级 数 环 K{Xi，-…，X。} BUR 
ИЕШЕ KX, 7o XD. ER BEM IRSE 
Mt 0/0x,. WF fis c fi€ R, CHY Jacobi H 
BET Kho 10 定义 为 G, 1) 分 量 是 01,0», 


的 G, n) 型 矩阵 ， 当 ?是 理想 SLR 的 素 因 


子 +, 9 是 包含 p WRB, EIS o f) 
(moda) 的 秩 等 于 p 的 高 , 则 RW/ 对 J:R 是 一 个 
正则 局 部 环 。 BK 是 完全 域 ', 则 其 逆 亦 成 立 。 


(K 不 是 完全 域 时 , WI +: 
也 能 得 出 同样 的 定理 ([1])). 

【Henscl Ж] 具有 单位 元 的 交换 环 R 满 
足下 面 的 条 件 1), 2) 时 ， 就 称 为 Hensel Ж 
(Henselian ring); 1) R 只 有 一 个 极 大 理想 m 
( 即 R 是 拟 局 部 环 ')，2) 若 fo ge 加 是 系数 在 
中 的 变量 x 的 首 一 多 项 式 〈 最 高 次 项 的 系数 
是 1 的 多 项 式 称 为 首 一 多 项 式 (monic polyno- 
mial)), 使 1 一 goto€ MRI x], В RE] + R 
[z] + mRUx] = R[x]， 则 存在 в, ле R[x], 
使 得 [— gh, Hg go = A Ж m. 

完备 局 部 环 ,收敛 寡 级 数 环 、 完 备 献 值 环 " 
等 是 Hensel MORRAI. AR Hensel Ж, 
R' 是 具有 单位 元 的 交换 环 , 且 是 有 限 生成 R 
ÉE, UR 是 有 限 个 Hense 环 的 直 和 ， 对 于 拟 
局 部 环 Q, 有 一 个 Hensel IK О, 称 为 2 的 Hen- 
sel 化 《Hensclization)( 关 于 细节 一 [1]) ,使 得 1) 
人 是 一 个 一 一 平坦 ' 的 8 模 ; 2) 车 0 的 极 大 理 
想 是 m, 则 新 的 极 大 理想 是 mõ, TLL G/md 
= Q/m; 3) HRE—PAE OW Hensel W, 
它 的 极 大 理想 是 mn, B n = m, 则 有 且 仅 有 
— 9 BRAY OA е; 4) 若 0 是 正规 环 , 则 
上 述 的 ?是 到 R 内 的 同 构 ( 单 射 ') ; 5) # Q 
是 一 个 局 部 环 , 则 信也 是 一 个 局 部 环 , HOF 
Q 中 是 稠密 的 、 


【 参 】 [1] M. Nagata (KER), Local rings, Inter- 
science, 1962, [2] O. Zariski-P. Samuel, Commutative 
algebra H, van Nostrand, 1960. 
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微分 环 (3 differential ring 法 anneau diffé- 
renücl Ж Differentialring f& дифференциаль 
woe кольцо A 微分 环 ] 从 具有 单位 元 1 的 
交换 环 尺 到 及 内 的 映射 8, ER R 的 任意 元 x，、 
y, IRA i) al + y) = ór + ôy, ii) 
8(ху) = Əz- y + z+ dy №, BEER HRW 
#&y(derivation, differentiation). FA R LL NEAR 
中 有 限 个 互相 可 交换 的 微分 合 在 一 起 考虑 ， 就 
称 为 微分 环 ， 以 下 只 考虑 R 包含 一 个 子 域 ， 且 
此 子 域 与 R 共 有 单位 元 1 的 情形 .特别 是 , 若 尺 
本 身 为 域 , 则 它 称 为 微分 域 (differential field). 

在 上 面 敬 分 环 的 定义 中 ， 没 有 必 竖 提 及 微 


分 环 的 子 域 的 特征 +。 可 是 ,为 了 使 定义 对 特征 
不 为 0 的 情形 也 能 有 效 地 应 用 ,我 们 可 用 “高 阶 
微分 ”代替 上 述 微分 来 定义 微分 环 .， 若 RR 到 R 
的 映射 Sos бу, 32, … 所 成 的 序列 5 一 {5,}, 对 
RR 的 任意 元 *,y 与 任意 非 负 整 数 2, и, 人 恒 满足 
Ж i) Bale + = бух + Bays ii) 8,(zy)= 
Dox .5py《〈 加 法 取 遍 满足 a + 8 = 2 的 非 负 


整数 ep 的 一 切 数组 ); ü) eax = (^ T) 


Bisex: iv) бух = x; HI 8 称 为 R 内 的 高 阶 微分 
Chigher differentiation), R 内 的 两 个 高 阶 微分 
8 一 {5 8 = {в,} 称 为 可 交换 的 ， 如 果 对 
任意 的 非 负 整数 а, д, 0, On 总 是 可 交换 的 . 
《为 了 研究 特征 不 为 0 的 单 变量 代数 函数 域 ， 
H. Hase (1935) 引进 了 高 阶 微分 的 概念 .》 

对 特征 为 0 的 情形 ， 微 分 环 的 上 面 两 种 定 
义 是 一 致 的 。 为 简单 起 见 ， 以 下 只 限于 特征 为 
0 的 情形 。 

设 5，…，5 是 微分 环 R 的 微分 Fre 
R, 则 x 的 导数 (derivative) 定义 为 8007 gx 
(22:0, 575, 7и 20). MB 
1 时 , 称 * 是 R 的 常数 ， 若 R 的 理想 'a 满足 条 
Ф баса(б 1:5, т), Ша 称 为 R 的 微分 理 
38 (differential ideal)。 若 微分 理想 a 是 素 理想 * 
或 半 素 理想 〈 即 满足 下 述 条 件 的 理想 : 对 R 的 
元 x, ЖАВ а {# xt € a, 则 必 有 z € a), W 
它 分 别称 为 于 微分 理想 (prime differential ideal) 
BUA RES) HE AB (semiprime differential ideal, 
perfect differential ideal), X4 R HYPER S 满足 
条 件 0,5 C 5 В], S 也 可 看 作 关于 微分 2 s 
Sn 的 微分 环 ， 此 时 S 称 为 R 的 微分 子 环 , 而 R 
HAS 的 微分 扩 环 . 

设 微 分 域 K 的 微分 是 5 …… Dms Hü Xi, 
…，X。 是 K 的 微分 扩 域 中 的 元 , 并 假定 др 
Xi SO, 1 Si <n) EK ERRARE 
无 关 的 +, 则 它们 在 K 上 的 多 项 式 的 全 体 成 为 一 
个 油分 环 , 称 为 XK 上 的 微分 变 元 (differential 
variable) Xi, …，X。 的 微分 多 项 式 环 (ring of 
differential polynomials), DL K (X,, ---, Xn} Ж 
示 ; 它 的 元 称 为 微分 多 项 式 Cdifferential polyno- 
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mial) .对 这 个 微分 多 项 式 环 ,类 似 于 通常 的 多 项 
式 环 中 的 Hilbert 基 定 理 +, 我 们 有 下 面 的 Rite 
EEH (basis theorem of Rim): 给 定 天 上 Xi, 
to, X. 的 微分 多 项 式 的 任意 集合 MN, 我 们 可 
以 从 Dt 中 适当 选取 有 限 个 微分 多 项 式 书 ,，……， 
P, 使 对 沈 的 每 个 元 О, 存在 自然 数 8， 使 得 
OF SR Р, ` ++, P, 以 及 它们 的 导数 的 线性 
组 合 〈 线 性 组 合 的 系数 是 KUG, 7o X) 的 
3D. 应 用 这 一 定理 可 得 : 在 微分 多 项 式 环 中 ， 
任意 的 半 素 微分 理想 可 以 表示 为 有 限 个 素 微 分 
理想 的 交 ;如 果 取 最 短 表示 ', 则 它 是 唯一 的 . 
令 微 分 多 项 式 等 于 0 而 得 到 的 方程 ， 就 称 
为 代数 微分 方程 (algebraic differential equation), 
可 以 仿照 代数 几何 学 + 中 研究 通常 代数 方程 的 
方法 去 研究 这 些 方程 。 J]. F. Кш 着 眼 于 基 域 
KK 由 亚 纯 函 数 ' 组 成 的 情形 ,用 这 样 的 方法 对 代 
数 微 分 方程 的 解 进行 了 有 趣 的 研究 . 
其 后 ,微分 环 \ 微 分 域 的 基本 理论 也 逐步 完 
备 起 来 ， 发 展 成 如 下 的 理论 : 1) Picard.Ves- 
siot 理论 (Picard-Vessiot theory): 这 是 齐 次 线 
性 微分 方程 的 一 种 古典 理论 ， 它 类 似 于 代数 方 
程 的 Galois 理论 '。 在 这 种 情形 下 ，Galois HE 
是 线性 群 ， 而 它 的 结构 刻 划 了 微分 方程 的 解 . 
E. Kolchin 引进 了 一 般 微分 域 的 Picard-Vessiot 
扩 域 的 概念 ， 详 细 考 察 了 使 基 域 的 元 固定 的 微 
分 自 同 构 群 (与 微分 可 交换 的 自 同 构 的 群 ), 使 古 
典 理论 更 加 精确 且 更 加 一 般 化 .2) 微分 域 的 
Galois 理论 (Galois theory of differential field), 
Kolchin 更 进一步 作 了 推广 ,引进 了 微分 域 的 强 
正规 扩 域 的 概念 ， 并 建立 了 它 的 Galois 理论 . 
这 个 Galois 群 是 关于 基 域 的 常数 域 ( 所 有 常数 
形成 的 于 域 ) 上 的 一 个 万 有 域 ' 的 代数 群 '. 反 之 ， 
每 一 个 代数 群 都 是 一 个 强 正规 扩 域 的 Galois 
Ft 我 们 也 看 到 ,在 某 种 意义 上 ,一 个 强 正规 扩 
域 可 分 解 为 一 个 Picard-Vessiot 扩张 与 一 个 Abel 
扩张 〈 即 其 Galois 群 是 一 个 Abel HE), (一 
Kolchin[2]—[5], J&JIDEK REL6DD. 
[51 [1] L Kaplansky, An introduction to differential 
algebra, Actualités Sci. Ind., Hermann, 1957; [2] E. R. 


Kolchin, Algebraic matric groups and the Picard-Vessiot 
theory of homogeneous ordinary linear differential equa- 
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tions, Anu. of Math., 49 (1948), 1—42; [3] Е. R. Kol- 
chin, Galois theory of differential fields, Amer. J. M. 
15 (1953), 753--824; [4] F. R. Kolchin, On the G. 
theory of differential fields, Amer. J. Math., 77 (1955), 
868—894; [5] F. R. Kolchin, Abelian extensions of dif- 
ferential fields, Amer. J. Math., 82 (1960), 779—790: 
[6] K. Okugawa СПБ), Basic properties of differ- 
ential fields of an arbitrary characteristic and the Picard- 
Vessiot theory, J. Math. Kyoto Univ., 2 (1963), 295~ 
322; [7] J. F. Rin, Differential algebra, Amer. Math. 
Soc. Colloq. Publ., 1950, 


Witt 向 量 [ 英 Witt vector 法 vecteur de 
Witt Ф Wittscher Vektor K вектор Burra 
Ah км] 设 IT 是 特征 为 0 的 


HE, ”是 一 个 固定 的 素数 。 对 于 以 工 的 元 为 
分 量 的 无 限 维 向 量 x = (ze, zi ……)， 定 义 它 的 
445} (iÈ Nebenkomponente) x, x", -++ X 
aO r, zt) = zf” + px" + +++ + pns. 
如 果 我 们 定义 向 量 * 与 m (yo nro) 的 
和 是 具有 付 分 量 x $y, 2 + уо, e 

的 向 量 ， 积 是 具有 付 分 量 х9 y, 2 уо, 
- 的 向 量 ， 则 这 些 仍 然 以 T 的 元 为 分 量 
的 向 量 是 唯一 确定 的 ,明确 写 出 开始 的 两 项 ,有 


а 
1 
etym tt 
A 


es ху = (ayo zÜ + уф + puis 777). 
一 般 地 ， 可 以 证 明 其 第 п ХОШ о„(х, у), ж. 
(х,у) 是 zo yo zo усто ro Ya 的 有 理 整 系 
数 多 项 式 。 基 于 这 两 个 运算 ， 所 有 这 样 的 向 量 
的 集合 成 为 一 个 交换 环 , 其 中 零 元 是 (0 ，…)， 
单位 元 是 (1, 0, …)。 设 是 特征 为 p 的 域 , 考 
虑 以 的 元 为 系数 的 向 量 (Eos Es DET 
闻 的 加 法 和 乘法 分 别 由 《5,1,……*) + Gros ms 
see) C o (Ë, ns) Gos Ё) Cos 
mot) = Сет, m (Ë, n), 777) REX, BA 
0,, х, 都 是 有 理 整 系数 的 ， 所 以 这 些 运算 是 有 
意义 的 。 在 这 样 的 运算 下 ， 上 所 有 这 样 的 向 
量 的 集合 成 为 特征 为 0 的 整 环 WA). WA) 
的 元 称 为 & 上 的 Witt 向 量 . 

HORS VEn b.) = (0,8, 6,72, 
(во, 5-5) = GS 8f, 770), WAR РЕ — VEU 
成 立 ， 从 而 对 于 = (hs. 若 第 一 个 非 零 
分 量 为 5 VIEL 一 p-"， 则 这 个 绝对 值 | | 就 


给 出 了 WR) 的 赋值 '。 特别 是 ， 若 为 完全 
域 ', 当 以 (8) 表示 向 量 Eos 0, 0，…) 时 ,就 
有 
En B, co) = EPH, 

Wk) 关于 这 一 赋值 成 为 完备 赋值 环 . 因此 ， 
W(k) 的 商 域 是 以 为 素 元 ， 以 《为 剩余 类 域 
的 特征 为 0 的 完备 赋值 域 。 反 之 ， 设 天 是 关于 
离散 ' 赋 值 。 为 完备 的 特征 为 0 的 域 , 。 是 + 的 
赋值 环 , 《是 "的 剩余 类 域 ,并 设 是 特征 为 ? 
的 完全 域 , 若 ? 是 "的 素 元 , 则 。 一 中 (4)， 若 
v(p)— e> 1, = e WHI, MU o= W (4) 
[=], x 是 Eisenstein 多 项 式 X aX"! +... 
+ aa; € pW (k), ари) 的 根 。 用 这 个 
方法 ,我 们 可 以 明确 地 确定 p-adic 数 域 的 结 
构 . 

FRG WA) = w (k)/V"W (A), ®% 
元 可 看 作 п 维 向 量 (Eos Bs to Eam) MOAS 
元 之 间 的 运算 可 像 前 面 那 样 来 定义 WY,(4) 的 
元 称 为 长 度 为 nm 的 Witt 向 量 ， 我 们 用 vs 
Et — EXGEXURCT- P. 应 用 它 , 就 可 把 Artin- 
Schreier 扩张 的 理论 (Galois 理论 ) 推广 到 特 
征 为 的 域 上 的 指数 为 加 的 Abel 扩张 的 情 
有 形 。 即 对 于 特征 为 ?的 域 , 设 WA) 的 元 是 
E= (o B ， 若 多 X 一 8 一 0 的 一 
个 根 是 = (mo ms c» н) > W B — HL. 
形式 是 п + «(а = (а, а, "75, ат), 9 € Fy) 
(PX 一 一 0 的 根 7 的 全 体 以 (1/ 多 六 来 表 
Ж). 特别 是 , BEE AR, W Km ks 
тал) 成 为 的 p" 次 循环 扩张 。 反 之 ，* 的 全 
部 p" 次 循环 扩张 都 可 这 样 来 得 到 。 一 般 地 ,不 
上 指数 为 如 的 Abel ф 3k K sj K = k((1/ 
PYE\E EH) Gtrh H/PW (k) FEW A/P 
WR) 的 有 限 子 群 ) 得 出 , 且 K 作 的 Galois BF 
355 H/ ZW (k) 同 构 . 

对 于 特征 为 ?的 域 A《 上 的 р" 次 循环 扩张 
K = (0/2)8) 5 a € t, 我们 可 以 定义 循环 
代数 (a, #1, CAK 5 u ЕЕ, Д и" = 
а, PO = p, “Bu = 8 + (1,0, ++, O) PEX 
基本 关系 《其 中 6 = (6,, -+ Ona), «би = 
(ubu, +=". иб, 1). Са, 8] 是 指数 为 p" 的 


中 心 单 代数 。 

应 用 这 些 结果 ,我 们 可 把 以 有 限 域 F, 为 系 
数 域 的 单 变量 宕 级 数 域 (或 以 FF, 为 系数 域 的 单 
变量 代数 函数 域 ) 的 指数 为 p* 的 Brauer 群 ' 的 
结构 理论 ,完全 类 似 于 p-adic 域 (或 有 限 次 代数 
数 域 ) 的 情形 而 加 以 展开 (E. Win[1])。 >R 
数 [循环 代数 ]. 

WR) 关于 加 法 是 交换 的 代数 群 *， 它 在 
特征 为 p 的 代数 群 ' 以 及 形式 群 的 理论 (一 代数 
群 ) 中 是 重要 的 . 

[5] [1] F. Witt, Zyklische Körper und Algebren 
der Charakteristik p vom Grad p*, J. Reine Angew, 
Math., 176 (1937), 126—140; [2] H. Hasse, Zahlen- 


theorie, Akademie-Verlag., 1949; [3] N. Jacobson, Lec- 
tures in abstract algebra Ш, van Nostrand, 1964, 


LI ik valuation Ф Bewer- 
tung {A оценка Н 付 值 ] 赋值 有 加 法 赋 
值 和 乘法 赋值 两 种 ， 由 于 重要 的 对 象 是 (交换 7 
城 !, 所 以 下 面 都 是 在 域 中 义 述 。 

【加 法 赋值 】 设 玉 是 域 ，G 是 全 序 加 法 群 
(totally) ordered additive group)( 即 赋予 全 序 的 
交换 格 群 ', 其 运算 以 加 法 表示 )。 考 虑 元 co , 定 
义 它 大 于 G 的 任 一 元 。 若 KK 到 GU{too } 的 映射 
v 满足 下 面 三 个 条 件 ， 则 称 。 为 K 的 加 法 冉 值 
(additive valuation), (AHR: i) v(a) = co 
era = 0; ü) v (ab) — e (a) + v(b) (Va, 
b 0); ii) v(a + b) 2 тізе (а), v(P)). 

GRIF {v(a)|aeK —{0}} 称 为 "的 
{HBF (value group), K PER R, = {a lola) 
> 0} 称 为 ”的 赋值 环 (valuation ring); CHIME 
一 的 极 大 理想 (ale(a) > 0} 称 为 "或 R, 的 赋 
值 理 想 (valuation ideal), R, 对 于 此 理想 的 商 域 
称 为 "的 剩余 类 域 (residue class field), 我 们 有 
v(a) S (6) aR, > bR,. K 的 两 个 赋值 
v, v' 称 为 互相 等 价 (cquivalent), 如 果 v(a) < 
v(b) e (а) < v(b), 这 也 等 价 于 vov 的 
赋值 环 相同 。 定义” 的 秩 (rank) 是 R, 的 krull 
维 数 +，” 的 有 理 秩 〈rational rank) 是 ”的 值 群 
中 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 的 元 的 最 大 个 数 。 当 
扩 域 K 的 赋值 "限制 在 XK 上 与 一 致 时 ,vw” 
称 为 v 的 扩张 《extension)。K 的 加 法 赋值 能 扩 
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Зук HERIR. 秩 为 1 的 赋值 称 为 特殊 
SALA (special valuation) 或 指数 赋值 (exponential 
valuation), ， 与 它 相对 应 ， 一 般 的 加 法 赋值 称 为 
T^ XR 4l (generalized. valuation), 如 果 对 天 的 子 
域 的 全 部 非 0 元 ,赋值 " 的 值 都 是 0 , 则 称 ” 
Æ k EWURA. 

CHEB) KER, ГЕЗИ ЈЕ 
法 群 . 满足 下 面 三 个 条 件 的 K 到 TU401 的 映 
S} w, 称 为 天 的 乘法 赋值 (multiplicative valua- 
tion), ШК КАЙ: 1) (а) = 0a = 0; 
ii) w(ab) = (а) (b); їй) wla +ó) Se 
(wla) + «()) Cc 是 正 的 常数 ). 

{w(a)|a€K — 101) 称 为 的 值 群 (valuc 
group)。 赋 值 的 扩张 ,两 个 赋值 等 价 的 定义 ， 
与 加 法 赋值 的 情形 相同 。 必 与 w Fite 
ar 0, Va€K, w(a) = ш (а). 在 每 一 等 价 
类 中 ， 存 在 一 个 赋值 ， 使 ii) mu e Rel, 4 
АСК, w(a) = 1 (Wa Ek — {0}) tj, wH k 
上 的 赋值 . 

如 果 对 于 天 的 任意 两 个 元 abla 0), 总 
存在 正 整数 "， 使 得 (na) > w), WE e X 
Archimedes Wii (Archimedean valuation), 0 
则 称 为 非 Archimedes Wit (non-Archimedean 
valuation), eJ Kf) Archimedes WAIL, 则 存 
在 天 到 复数 域 C 中 的 同 构 "， 使 得 由 (а) ~ 
lo(a)| 定义 的 kK 的 赋值 与 w 等 价 。 Be dk 
К ЗЕ Archimedes 赋值 ， 则 它 满足 wa 十 
b) < max {w(a)，w(b)}， 因 而 在 这 种 情形 下 ， 
Hi v(a) = — log w(a) 定义 的 "是 K 的 一 个 加 
法 赋值 ,并 且 或 者 + 的 秩 等 于 1, 或 者 v(K) 一 
11, 0}( 在 后 一 情形 , v 称 为 平凡 的 )。 反 之 , 秩 
为 1 的 加 法 赋值 ， 等 价 于 从 一 个 非 Archimedes 
赋值 通过 这 样 的 作法 所 得 到 的 加 法 赋值 。〔 秩 
28 1 的 加 法 赋值 称 为 指数 赋值 的 理由 就 在 于 
此 .) 因 而 , 非 Archimedes 赋值 确定 的 赋值 环 和 
赋值 理想 ,本 质 上 和 秩 为 1 的 加 法 赋值 相同 . 

【由 赋值 定义 的 拓扑 】〗 当 w 是 域 K 的 乘法 
赋值 时 , 若 定 义 K 的 两 个 元 a,5 之 间 的 距离 ' 为 
w(a — b), 则 玉成 为 拓扑 域 '( 这 个 距离 不 一 定 
使 天 成 为 度量 空间 ， 然 而 如 果 换 成 适当 的 等 价 
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BORA. K gt РЕ БЕ OERS) RE. © CREE. 
了 天 的 一 个 拓扑 。 若 天 在 这 个 拓扑 之 下 是 完备 
的 , 则 称 w (或 K 关 于 ш) 是 完备 的 (complete). 
P e tE K WP ER K' 上 的 扩张 w 是 完备 的 , A 
对 于 由 w 所 定义 的 拓扑 ,天 在 K' 中 是 稠密 的 ， 
则 称 w 是 w 的 (或 K' 是 K 关 于 wv 的 ) 完备 化 
(completion), wv 的 完备 化 存在 ， 且 在 同 构 的 意 
义 下 是 唯一 的 。 当 ww 是 非 Archimedes 赋值 时 ， 
称 完备 化 w 的 赋值 环 是 之 的 赋值 环 的 完备 化 . 

当 。 是 域 K 的 加 法 赋值 时 ， 取 * 的 赋值 环 
R, 的 非 零 理想 的 全 体 (但 R, = K 时 是 0 ) fE 
为 K 中 0 的 基本 邻 域 系 的 基 ， 同样 可 以 把 K 考 
НЕ. 只 有 秩 为 1 的 情形 是 重要 的 , 这 
种 情形 与 非 Archimedes 赋值 是 相同 的 . 

域 K 的 完备 非 Archimedes 赋值 © AY Wk {И 
环 是 Hensel 环 !。 这 就 意味 着 到 的 代数 扩 
JAK' 上 的 扩张 w' 具有 唯一 性 ， 设 UK) 
n, WA o” Са)" 一 w(NCa)) ,其 中 N 是 天 到 天 
上 的 范 数 '。 

【离散 赋值 】 关于 非 Archimedes 赋值 (或 
秩 为 1 的 加 法 赋值 )》w, 若 w 的 赋值 理想 由 一 
个 元 ER, WER P Ж © RTE (prime ele- 
ment) , H.E w 29 BERE fl. (discrete valuation), w 
是 离散 赋值 当 且 仅 当 姜 的 值 群 是 T 的 离散 子 
集 。 对 于 离散 加 法 赋值 "， 存 在 等 价 的 ”使 其 
值 群 由 全 体 有 理 整 数 所 构成 。 这 个 ” 称 为 正规 
Wl (normal valuation) 或 正规 化 赋值 (normalized 
valuation), 关于 离散 乘法 赋值 ， 在 数论 上 应 用 
的 正规 化 ,与 上 述 的 正规 化 是 不 同 的 《一 [ 素 除 
子 ]( 见 后 ))。 关 于 秩 大 的 加 法 赋值 ,也 常常 (在 
更 广 的 定义 下 ) 用 离散 这 个 词 。 此 时 值 群 与 有 
限 直 和 乙 十 … 十 乙 (Z 是 全 体 有 理 整数 ， 直 
和 中 的 顺序 是 字典 式 序 ') 同 构 、 再 者 , 如 果 完 
备 离散 赋值 的 赋值 环 包含 一 个 域 ， 则 此 赋值 环 
与 域 上 的 单 变量 守 级 数 环 ! 同 构 . 关于 其 他 情 
形 , 一 Wit 向 量 . 

【赋值 的 例 】 1) WARY Ceivial valua- 
tion) 是 使 *"(a) = 0(Va € K — {0}) 的 K 的 加 
法 赋值 以 及 使 (а) = 1(Va EK — {0}) 的 天 
的 乘法 赋值 . 


2) 设 域 K 与 复数 域 的 子 域 K' 同 构 ， 则 由 
天 "中 的 绝对 值 | | 得 到 一 个 Archimedes 赋值 . 
如 前 所 述 , 任意 Archimedes 赋值 都 等 价 于 这 样 
得 到 的 赋值 . 

3) 设 R 是 Dedekind dj, p 是 素 理想 '， 
取 x€p,n€v, WIR 的 商 域 K 的 每 个 非 零 元 
а 可 表示 为 ab^! (r BARER, a,b € К,а, 
bgp) FAR, ffir 由 “唯一 确定 ; 如 果 定 义 
wa) = с (e 是 大 于 1 的 固定 实数 ), 则 成 
为 K 的 一 个 非 Archimedes 赋值 。 这 一 Fx 
为 天 的 p-adic WA(& (p-adic valuation), 使 得 
v(a) = r 的 " 称 为 p-adic 指数 赋值 (p-adic 
exponential valuation), 天 关于 “的 完备 化 记 作 
Ky, AKA p-adic 扩张 (p-adic extension), 
特别 当天 是 有 限 次 代数 数 域 时 , K, 称 为 p-adic 
代数 数 域 (p-adic algebraic number field), 

当 p 由 元 ”生成 时 ， 就 把 p-adic 换 记 作 
p-adic (峰值 等 )、 例 如 ,有 理 数 域 Q 关 于 有 理 
素数 ?的 p-adic 扩张 记 作 О,, 称 为 p-adic 域 
或 p-adic 数 域 (p-adic number field), Q, 的 非 
Vo 可 以 唯一 地 展开 为 a 一 У) a, р" (a, = 


0,7€Z,4,€Z,0<a,<p), 于 是 我 们 得 到 
由 (a) — r 定义 的 Q, 的 赋值 e. Q, 的 赋 
值 环 记 作 Z,, 称 为 p-adic 整数 环 (ring of p- 
adic integers), Q, 的 元 称 为 p-adic 数 (p-adic 
number) ，Z， 的 元 称 为 p-adic BM (p-adic 
integer). 


4) H КА) 是 域 4 上 单 变量 宕 级 数 " 
域 , 当 0 9 a€ КО) a= Уа, (a, € k, 


a, 0, 7€ Z) H, t v(a) 一 "定义 的 * 是 K 
的 一 个 非 Archimedes 赋值 . K RF v 是 完备 
йз. 

5) 设 " 是 域 K 的 加 法 赋值 ,其 赋值 环 是 
R. 赋值 理想 是 mv, и ER К, Л, 的 加 法 赋 
值 , 其 赋值 环 是 R,。 此 时 R ={ae К,а 
(mod m,) € Ry} 成 为 的 赋值 环 (m, € R”, 
R'"[m,2« Ry), 赋值 环 为 R” 的 赋值 。” 称 为 
v 5j WAR (composite). 


【逼近 定理 与 独立 性 定理 】 MEEA (ap- 
proximation theorem) : 设 «ei, +-+, wa ERK H 
互 不 等 价 的 非 平凡 的 乘法 赋值 ， 则 对 于 的 任 
意 # 个 元 a, +++, ao。 以 及 任意 的 正 数 e, 存在 
a€K, 使 得 wi(a 一) 一 sG 一 1， n). 
由 此 推出 独立 性 定理 (independence theorem) :对 
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K—{0}), B| а= 5-5 е, = 0. 

对 于 加 法 赋值 ,类 似 的 定理 也 成 立 ,但 其 表 
述 要 有 不 小 的 改变 。 基 本 结果 是 如 下 的 独立 性 
EM: UR. +++, R. 是 K 的 《加 法 赋值 的 ) ВА 
值 环 , m, om, 是 它们 的 极 大 理想 , 若 令 DD 一 


П Ri. — n пр, ЙИ! D, 与 R, 相 同 . 


BRE Ri, j), WBA 个 极 大 理想 , 它 
AVE Piss o Pae 

【 素 除 子 】 设 K 是 代数 数 域 ! 或 域 《上 的 
单 变量 代数 函数 域 (， 天 的 非 平 凡 乘法 赋值 (后 
一 情形 是 上 的 赋值 》 的 等 价 类 称 为 K 的 守 除 
子 (prime divisor) RIA (prime spot). 

?次 代数 数 域 的 情形 : K 到 复数 域 C 中 的 
相 异 的 同 构 愉 有” 个 。 设 它们 是 mcs 005 
我 们 可 以 假定 : D HEMA i< ntt, (К) 
包含 在 实数 域 中 ，2) onila) 与 0, (a) 
EREM (n — 2i 0, Vae K). XT 
i n, Ф v (2) = lo) Рі (п 
70/2, Ф (а) = lou) FE ns 
tity rens Gn = (n — 70/2) 是 互 不 等 价 的 
Archimedes 赋值 的 极 大 集 。 ms ……，zn 的 等 


БК ВОЗЕ В З (real prime divisor), 


而 w+ c» ess ASTI K BS Bb К 
$ (imaginary prime divisor), 它们 总 称 为 天 的 无 
EBR (infinite prime divisor), 与 此 相反 ,天 
的 非 Archimedes 赋值 的 等 价 类 称 为 K 的 有 限 
FERF (finite prime divisor)。 对 于 无 限 素 除 子 ， 
定义 上 面 的 v; HERRY 《normal valuation). 
有 限 素 除 子 是 由 天 的 整 环 。 的 素 理 想 ? 产 生 的 
p-adic 峰值 的 类 .如果 wla) = 一 (用 上 面 的 
记号 ) 中 的 < 取 为 的 范 数 (e/p 的 元 的 个 数 )， 
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则 定义 这 样 的 赋值 ”为 正规 赋值 . 这 一 正规 
化 的 重要 性 质 是 乘积 公式 《product formula) 


П =G) = 1(w КФ (ПЕ А (ЧӘ 
x. 

对 于 域 & 上 的 单 变量 代数 函数 域 K, 由 适 
当 的 正规 化 (利用 e! 来 代替 p 的 范 数 , 其 中 /是 
赋值 环 的 剩余 类 域 在 4 上 的 次 数 ，< 是 大 于 1 
的 常数 ) ,同样 的 乘积 公式 成 立 . 

【到 有 限 次 代数 扩 域 上 的 赋值 扩张 】 设 
K 是 域 K 的 有 限 次 代数 扩 域 , ”是 天 的 加 法 赋 
ñ, R ç fE K' 上 的 扩张 。 设 wz 的 赋值 环 ， 
赋值 理想 ， 值 群 分 别 是 RL, R,; m, mys G, 
G', 扩张 次 数 for 一 LR Ims Rum] 称 为 vi 
HE e 上 的 次 数 (degree), WEM e, = 16:6] 
HA v' dg v ERY y ik fR @& Corder of ramifica- 


tion), v Bol ”的 全 部 扩张 时 的 和 D fv er 


不 大 于 [K':K]， 若 ”( 秩 为 1) 是 离散 赋值 , 则 
i) K' 是 K 的 可 分 扩张 ! 或 让 v 是 完备 时 ， 
Dee = (KEK) RIL 

【位 】 itk K, LÆR, kCK, fF K 到 
LU (co) 的 映射 (oo 满足 co +a = a + oo = 
oco(Va € І.) „ооа = aco = co(Va € L — {0}), 
1/o0 = 0, 1/0 = оо), {848 /(a) = f(a)f(4) 
以 及 f(a + b) = Ка) + 6)〈 限 于 右边 有 意 
义 ) 成 立 , ШЖ f 还 是 下 上 的 同 构 ， 则 f 20 k 
上 的 位 (place), ЖАЎ R = {x | f(x) 关 оо) ALK 
的 赋值 环 , 且 尺 包含 设 R 的 极 大 理想 为 my 
则 与 下 面 的 8 在 同 松 的 意义 下 是 相同 的 ， 若 
a € R, 4 g(a) = a(medm), Жак R, Ф gla) 
= оо, JE, k АОВ У А E tJ Wi UC 
的 等 价 类 是 一 一 对 应 的 。 作 为 代数 函数 域 的 
位 ,考虑 基 域 上 的 位 。 一般 地 , 设 a, + 
R, Gas... ap) —* (ебал) s (а k 
上 的 特殊 化 +。 反 之 ,对 于 天 的 元 ass ans 
bis pb， Ж (aoo a.) (bis +t, Ba) 
是 人 上 的 特殊 化 , 则 存在 人 Co +++ а) f, 
WEE Ors ba) 与 Han) s f) АЕ k 
上 同 构 的 点 (这 样 的 f 一 般 存 在 无 限 多 个 ). 


saa E 
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【 伪 赋 值 】 环 4 的 伪 赋 值 (pscudo-valuation) 
?是 4 到 非 负 实 数 集 的 满足 下 面 四 个 条 件 的 映 
Hi: i) pla) =0 @ a = 0; ii) p(ab) < pla) 
pb); iü) pla + b) < pla) + Pld); iv) р 
(—a) = pla), 这 些 条 件 弱 于 乘法 赋值 的 条 
件 , 但 用 这 些 条 件 , 可 像 本 条 [由 赋值 定义 的 拓 
扑 ] 一 节 那 样 在 4 上 引进 拓扑 ,而 4 关于 所 引进 
的 拓扑 成 为 拓扑 环 . 

【研究 史 】 K. Hensel 5675 p-adic 数 ， 
并 把 它 应 用 于 数论 ([11).J. Kürschák (J. Reine 
Angew. Math., 142 (1913)) 首先 使 用 公理 方法 
WORE. A. Ostrowski (Acta Math., 41 
《1918)) 接 着 得 到 了 重要 结果 .然而 乘法 赋值 定 
义 中 的 条 件 di) watb) < e(w(a)+u(b))s 
原来 是 用 ce 一 1 来 定义 的 。 这 样 ， 复 素 除 子 的 
正规 赋值 就 不 是 赋值 。 具 有 一 般 的 “ 的 赋值 是 
由 E. Artin 提出 的 [3]. 加 法 赋值 论 可 以 说 
是 从 W. Krull (J. Reine Angew. Math., 167 
《1932)) 开 始 的 (然而 在 这 以 前 就 已 经 有 了 指数 
赋值 )， 赋 值 论 受 到 重视 的 原因 ,首先 在 于 类 域 
论 的 简化 ， 以 及 在 单 变量 代数 函数 论 上 的 应 用 
(这 一 方面 只 用 到 乘法 赋值 ) 一 类 域 论 ,代数 曲 
线 )， 其 次 是 在 整 闭 整 环 ! 理 论 上 的 应 用 。 第 三 
是 在 代数 几何 学 上 的 应 用 . (后 两 个 方面 也 用 
了 加 法 赋值 .)》 关于 代数 的 伪 赋 值 , 参看 M. 
Deuring, "Algebren" (Erg. d. Math., Springer, 
1935). 


[£] [1] K. Hensel, Theorie der algebraischen Zah- 
len, Teubner, 1908; [2] O. F. G. Schilling, ‘The theory 
of valuations, Amer. Math. Soc. Math. Surveys, 1950; 
[3] E. Artin, Algebraic numbers and algebraic functions, 
Notes on mathematics and its applications, Gordon and 
Breach, 1967; [4] O. Zariski- P. Samuel, Commutative 
algebra If, van Nostrand, 1960, 3 — 283883 (8). 


阿 代 尔 与 伊 代 尔 LX аде and idle 法 
adale et idéle 德 Adale und 18е 44 адел n 
идел 日 yX—vk4—»] 伊 代 尔 (或 
阿 代 尔 ) 这 一 概念 最 初 是 由 С. Chevalley (J. 
Math. Pures Appl., (9), 15 (1936), Ann. of 
Math., 41 (1940)) 对 于 有 限 次 代数 数 域 引进 
的 ,以 后 ,对 有 限 次 代数 数 域 上 的 单 环 或 者 对 在 


有 限 次 代数 数 域 上 定义 的 代数 群 也 有 定义 ,成 
为 用 于 全 部 数论 中 的 重要 概念 。 下面 首先 定义 
所 谓 限制 直 积 的 一 般 概 念 . 

【限制 直 积 】 设 工 是 下 标 集 ， 假 定 对 每 个 
Pel 给 定 一 个 局 部 紧 群 6,, 而 且 对 于 除去 I 
SPN AD FPR AS Ж p os p, 外 的 每 个 ,给 


E G, ЮКЕ Un. Dl G kB] 


G, 中 满足 下 述 条 件 的 元 1o.) 的 全 体 : 除了 有 
限 个 p 的 ?分量 外 ,都 有 mc, 显然, G 对 于 


xXansimegkm. iu Цо, x II 
AL 


U,, 由 Тихонов 定理 ',U 关 于 直 积 拓扑 是 局 
部 紧 群 ， 在 G 上 引进 一 个 拓扑 ,使 商 空间 G/U 
具有 离散 拓扑 。 C 是 局 部 紧 群 . 这样 得 到 的 拓 
扑 群 G， 称 为 {fG,} 关于 (U,) 的 限制 直 积 Cre- 
stricted direct product), 

【 阿 代 尔 与 伊 代 尔 】 设 * 是 有 限 次 代数 
数 域 , [是 和 的 《有 限 或 无 限 的 ) 素 除 子 * 的 全 
Ж. UF PET, WA MAKE ?的 完备 化 '， 
他 是 心 的 非 零 元 所 成 的 乘法 群 ,而 且 对 有 限 素 
Bf p, io, u, 分 别 是 p-adic MERCIA RI p-adic 
单位 群 . 

1) 因为 作为 加 法 群 的 mw 是 心 的 紧 开 子 
群 ,所 以 可 以 作出 (5) 关于 {o,} 的 限制 直 积 
Ay. А, 通过 逐个 分 量 的 运算 具有 环 的 结构 , 它 
是 局 部 紧 拓 扑 环 。 А, 称 为 《的 阿 代 尔 环 (adile 
ring), А, 的 元 称 为 阿 代 尔 ， 也 常 称 A 为 的 
赋值 向 量 环 (ring of valuation vectors) , 称 Ax 的 
元 为 赋值 向 量 (valuation vector), 对 于 «(Є k) 


的 全 部 p 分量 有 ae 心 的 [I ko 的 元 也 是 阿 代 


A. 这 样 的 阿 代 尔 称 为 主 阿 代 尔 《principal 
adale)。 其 次 ,因为 u 作为 乘法 群 是 必 的 紧 开 
子 群 ,所 以 可 以 作出 { 作 } 关于 {w} 的 限制 直 积 
Ju. J, 称 为 《的 伊 代 尔 群 (idale group) , J, ff) 
元 称 为 伊 代 尔 。 对 于 al € k") 的 全 部 p 分 量 都 
是 a。 的 伊 代 尔 称 为 主 伊 代 尔 (principal idale) . 
ac Ay, b€ 内 时 ,由 对 应 a 一 ba, 内 的 每 个 
元 在 At 上 导出 加 法 群 A 的 一 个 自 同 构 . 于 


是 可 把 J, BEM A, EWE AuCA) 
的 一 个 子 群 .内 的 拓扑 与 J, 作为 Aut(A,) 的 
子 群 的 相对 拓扑 相同 。 RAS, 是 А, 的 子 集 ， 
但 是 J, 的 拓扑 与 A, 的 拓扑 所 诱导 的 相对 拓 
扑 不 同 。 前 者 是 比 后 者 更 强 的 拓扑 。 对 于 有 限 
域 上 的 单 变量 代数 函数 域 ， 可 以 完全 同样 地 定 
义 阿 代 尔 环 \ 伊 代 尔 群 . 

2) 设 员 是 上 的 正规 单 代 数 '。 首 先 取 
所 的 一 个 主 整 环 !9, HF рє 1, SR 9 
кь. ХЕРА р, Ф 9, = %9， 则 ©, 作为 加 
法 群 是 R 的 紧 开 子 群 .{9i} 关于 {9,} 的 限制 
ER As HH ROM ARMA). 全 
部 p 分 量 是 ає 的 阿 代 尔 称 为 主 阿 代 尔 . 设 
% 是 % 的 乘法 群 ,以 出 表示 对 于 有 限 素 除 子 
p, e € 9 Ha 55 a! Mat ©, 内 的 元 的 全 体 . 
可 以 定义 {RE} RF {4,} 的 限制 直 积 Л, A 
ЈА ВНК. 主 伊 代 尔 也 可 同 以 前 一 
样 来 定义 。 员 的 阿 代 尔 群 , 伊 代 尔 群 ,都 与 开始 
时 取 的 主 整 环 © 的 取 法 无 关 , 它们 作为 拓扑 群 
AMEN. "k= RN, Jn, An 51) h 
所 述 的 Л, A, —Ж. 

3) RG RE k 上 定义 的 代数 群 ?'， 对 于 
p€ 1, 设 G 在 心 上 的 全 体 有 理 点 为 Grn HF 
有 限 的 p, HEU, 是 满足 a€ С, H а За ж 
标 都 是 p-adic 整数 的 “的 全 体 。 这 时 {GK 
于 {U,} 的 限制 直 积 有 定义 , 称 它 为 G 的 阿 代 尔 
群 (或 伊 代 尔 群 ). 

下 面 主要 是 论述 代数 数 域 k 的 阿 代 尔 或 伊 
代 和 尔 的 重要 性 质 ([1]) ,但 开始 时 是 作为 和 上 的 
正规 单 代数 员 的 阿尔 代 及 伊 代 尔 来 论述 的 . R 
数 数 域 的 情形 可 以 作为 二 负 的 特殊 情形 来 
考虑 (关于 代数 群 的 阿 代 尔 群 二 代数 群 ;[3])。 

【 阿 代 尔 环 与 伊 代 尔 群 的 结构 】 ROSH 
主 阿 代 尔 或 主 伊 代 尔 可 分 别 看 成 与 只 或 R*(% 
的 全 体 可 逆 元 构成 的 乘法 群 ) 等同 ， 也 同样 用 
RRR 来 表示 . RER” SVE As R J, i 
离散 子 群 . PRE An/R EREE, 设 对 于 a€ kos 
la,|, 是 心 的 正规 赋值 ?; 对 于 а, Є Re, NC) 
FER, 到 心 的 缩减 范 数 !. 对 于 一 (a) € Jas 
因为 除去 有 限 个 外 ,有 INS Cas) 1, = 1, 所 以 
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BV (a) = 1,6) 1, 可 定义 一 个 正 实数 


(а), Ж V (a) AF RA a HIER (volume). 对 
FERPA а, 由 赋值 的 乘积 公式 ', AV (a) = 
1. ib 及 为 J, 中 使 得 V(e) 一 1 的 元 a 的 全 
Ж. 令 O= a/R, N Cy 关于 J, 的 Haar jill 
度 ! 的 测度 是 有 限 的 。 当 且 仅 当 负 是 可 除 代数 + 
н, Ch жш, 5R 一 《时 ,显然 C% 是 紧 的 . 

其 次 , 设 Q@ 是 有 理 数 域 , Q 关 于 各 个 素 除 
FP 的 完备 化 Q, 的 一 个 特征 标 А, ( 即 由 О, #1 
一 维 环 面 群 R/Z 的 连续 同 态 ) 定义 如 下 。 若 
p = po 是 Q@ 的 无 限 素 除 子 , 则 对 于 x € Q,, 由 
A, (1) = 一 x(mod Z) EM Ay, P RAMEK 
除 子 , 则 通过 由 Q, 到 Q/Z,, 由 Q,/Z, 8l Q/ 
Z fuh Q/Z 到 R/Z 的 自然 同 态 的 合成 来 定义 
2,。 久 ,的 特征 标 2, 由 2, = 2,07 (R,/Q,) 来 
定义 . 此 处 ?是 Q 的 使 得 per ORRE, i 
Tr (%,/Q,) d R, 到 Q, 的 缩减 迹 '. 

对 于 z,y€ %,, & (х, y), exp Qui, 
(хр)), 则 9, KF (х, у), BAMBI, 又 对 
Ға = (а,), b= (b,) € An, & a,b) = x(a, 
byes MU An KF <a, b) 也 是 自 对 偶 的 。 SERT 
代 尔 群 员 关 于 《a, b) BCH AR, Dii 
Понтрягин 对 侦 定理 ' 得 知 An /9 ARH, 

再 次 , 设 员 一 +. 商 群 C, 一 J,/k* 称 为 
的 伊 代 尔 类 群 (idale class group), C, 的 元 称 为 
伊 代 尔 类 (idale class), WIR 《的 伊 代 尔 群 人 的 
特征 标 X 满足 X (0) = 1, 即 如 果 X 是 伊 代 尔 
ЖЕ C, 的 特征 标 , 则 X 称 为 和 的 量 特征 标 (化 
Grassencharakten).( 量 特征 标 是 由 E. Hecke (Math. 
Z., 1 (1918), 5 (1920)) 作为 理想 群 上 的 某 种 
特征 标 而 引入 的 ， 本 质 上 和 这 里 的 定义 一 至 
CL61)). it Cx 的 单位 元 的 连通 分 支 是 Des N 
Ci/DD 是 完全 不 连通 的 紧 群 。 因 而 量 特征 标 X 
的 阶 数 有 限 , 当 且 仅 当 X (D=, (MRAR 
特征 标 , 对 应 合同 理想 类 群 的 特征 标 .) C,/D, 
与 & 上 的 最 大 Abel 扩 域 的 Galois 群 作 为 拓扑 
群 是 同 构 的 , 这 一 事实 可 由 类 域 论 得 出 (— 类 
域 论 )。 另 一 方面 , 可 以 给 出 D, 的 具体 的 结构 
《[2],[8])。 设 的 实 无 限 素 除 子 的 个 数 是 n, 
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虚无 限 素 除 子 的 个 数 是 n, W D, 的 特征 标 群 
与 RxQre x Z^ 是 同 构 的 。 此 处 RER 
有 通常 拓扑 的 实数 加 法 群 ，Q 是 具有 离散 拓扑 
的 有 理 数 加 法 群 ,QZ 是 具有 离散 拓扑 的 有 理 整 
数 加 法 群 . 

对 于 有 限 域 名 上 的 单 变量 代数 函数 域 的 
现代 尔 环 、 伊 代 尔 群 ， 上 述 性 质 照 样 成 立 ， 但 
其 伊 代 尔 类 群 C, 的 结构 比 代数 数 域 的 伊 代 尔 
类 群 的 结构 简单 。 也 就 是 说 , UL А RUEDA Abel 
扩 域 在 4 上 的 Galois 群 的 元 中 ,对 于 L Ge 的 
代数 闭 包 ) 的 元 a, 使 "一 a” (a 是 名 的 元 的 个 
Bn 是 某 个 有 理 整 数 ) 这 样 的 元 的 全 体 所 形成 
的 子 群 是 Gy, 而 设 其 中 固定 心 的 各 元 的 子 群 
是 GY 时 ,赋予 G 以 Krull 拓扑 ,赋予 Gi Hth, 
使 得 商洛 С/С: 成 为 离散 群 ,此 时 C, 5 G, fE 
为 拓扑 群 是 同 构 的 ,这 一 事实 可 由 类 域 论 证 明 . 

有 限 次 代数 数 域 或 有 限 域 上 单 变量 代数 函 
数 域 的 阿 代 尔 环 可 作 如 下 的 公理 刻 划 〈 岩 况 健 
吉 ，Ann。 of Math., 57 (1953)). ЖАЖА 
单位 元 1 的 半 单 交换 环 , 并 设 A 是 既 非 紧 的 又 
非 离 散 的 局 部 紧 拓 扑 环 , 且 А 包含 一 个 含有 1 
的 离散 子 域 ,使 得 A/t 是 紧 的 此 时 《是 有 
限 次 代数 数 域 或 有 限 域 上 的 单 变量 代数 函数 
域 , A 作为 拓扑 环 与 的 阿 代 尔 环 同 构 . 

【 伊 代 尔 与 上 同调 】 设 天 是 有 限 次 代数 数 
5% A EU ÉTERGX Galois H 5k", O 是 它 的 Galois Fé, 
MJ ® RHE K ERIE Jk 与 伊 代 尔 
类 群 Cx 上 . 对 于 以 Л C, 为 系数 群 的 @ 的 
上 同调 群 + 的 结构 ， 有 很 多 数学 家 CG. Hochs- 
child， 中 山 正 ，E. Artin, J. Tate) 研究 过 . 特 
BE, HG, Cx) = (0), P(O, Cx) = Z/nZ 
(n 次 循环 群 ) (n = [K 这 一 事实 , 在 类 域 
论 的 一 个 证 明 方 法 中 起 着 重要 的 作用 ([4])( 一 
类 域 论 )。 此 外 ，A. Weil 作为 Cx н @ fE 
出 的 某 种 群 扩 张 +， 引 进 了 所 谓 Weil Bt Gras 
用 它 定 义 了 最 一 般 的 工 函数 ， 它 包含 Artin 的 
LCS Hecke 的 具有 量 特征 标的 工 函 数 为 
其 特例 ([2])( 一 《函数 ). 

【 阿 代 尔 群 上 的 Fourier 分 析 】 通过 A 上 
Fourier 分 析 理 论 的 研究 ， 可 以 证 明 《* 的 Dede- 


kind С 函数 或 者 Hecke 的 具有 量 特征 标的 
函数 的 主要 性 质 。 即 在 全 复 平面 上 是 亚 纯 函 数 
以 及 满足 函数 方程 等 事实 (Arin, HR, Tate) 
(11, [6])， 对 于 满足 适当 条 件 的 A, 上 的 连 
续 函 数 ' p(a), 定义 Fourier 变换 
660) = Jagr Ce, ya, 

Жир db A, AY Haar 测度 +。 由 db 的 适当 
的 正规 化 , 应 用 Poisson 求 和 公式 ', 对 于 伊 代 尔 
а, 就 得 到 

> (аа) = V (0) У) plaa). 

< zi 
这 也 称 为 B (theta) 公式 ， 这 时 考虑 J, 上 的 如 
下 的 积分 : 

Fors k: V(a)'xX(a)p(a)2*a, 


其 中 d*a 是 J, 的 Haar WEE, s 是 复 变量 ，X 
是 量 特征 标 即 C, 的 特征 标 . 这 一 积分 当 : > 1 
时 收敛 ,利用 上 面 的 8 公式 可 以 证 明 ,上 (9) 可 以 
解析 开拓 到 全 复 平面 , 且 满 足 一 个 函数 方程 当 
9 取 特 殊 形式 的 函数 时 ， 上 面 的 积分 可 用 显 式 
表示 为 工 函数 与 了 函数 、 指 数 函数 的 乘积 ， 对 
这 样 用 积分 表示 工 函 数 且 应 用 Poisson 求 和 公 
AO 公式 ) 的 方法 ,不 仅 对 数 域 的 KR LK 
数 ,而 且 对 单 代数 的 Hey “ 函数 与 其 他 种 种 了 
函数 ， 也 完全 适用 Coe C 函数; 蔷 崎 源 二 郎 [7] 
MEMZ, Ann. of Math., 77 (1963)), 

[45] [I] S. Lang, Algebraic numbers, Addison-Wes- 
ley, 1964; [2] A. Weil, Sur la théorie du corps de clas- 
ses, J. Math. Soc. Japan, 3 (1951), 1—35; [3] A. Weil, 
Adéles and algebéaic groups, Lecture notes, Institute for 
Advanced Study, Princeton, 1960; [4] Е. Artin-J. Tate, 
Class field theory, Lecture notes, Harvard Univ., 1961 
(Benjamin, 1967); [5] 志 村 五 Ra jt 
立 出 版 ，1955; [6] J. Tate, Fourier analysis in number 
fields and Hecke’s zeta-functions, Thesis, Princeton, 1950 
(Algebraic number theory, edited by J. W. S. Cassels and 
A. Froblich, Academic Press, 1967, ch. 15); [7] G. 
Fujisaki (ЖБ fB), On the zeta-function of the sim- 
ple algebra over the field of rational numbers, J. Fac. 
Sci. Univ. Tokyo, 7(1958), 567—604, 9 (1962), 293— 
311; [8] E. Artin, Representatives of the connected com- 
ponent of the idéle class group, Proc. Int. Symp. Alg. 
Number Theory, Tokyo-Nikko, 1955, 51—54; [9] A. 
Weil, Basic number theory, Springer, 1967, 


Cayley 代数 [Ж Cayley algebra 法 algèbre 


de Cayley Ë Cayleysche Algebra алгебра 
Kam 日 分 一 了 一 代数 ] 若 在 某 一 域 K( 特 征 
为 0) 上 的 广义 四 元 数 代数 + 9 的 二 维 模 ? О + 
Qe rh, 定义 了 乘法 : (q+re) G+ re) = (gst 
vir) + Gq + rie (q, 7,5 1€ 0, т 是 kK 的 
一 个 元 , s, EXE +, t RIMER), RK 
上 八 维 非 结合 交错 代数 ' € (Jordan 代数 ). 称 
它 为 一 般 Cayley 代数 (general Cayley algebra), 
它 的 元 称 为 Cayley 数 (Cayley number), HF 
a=qtre, A а= re, MJ a— a 给 出 
了 5 的 反 自 同 构 。 若 再 令 oz = аа = N(a)( 范 
0), a + а= T(a) GE), WE (1184 K fJ 
元 , а x? — T(a)z + N(a) = 0 的 根 . 
而 且 N(ab) = N(a) NC), 二 次 型 N(a) = T 
(x%)/2 就 刻 划 了 C. HNE, I] — ^ K ERA 
构成 域 的 ( 非 结 合 的 ) 一 般 Cayley 代数 都 同 构 。 
€ 是 交错 域 ', 当 且 仅 当 N(a) = 0 Hi a —0: 
或 者 ， 当 和 且 仅 当 8 是 非 交 换 的 可 除 代数 , 而 
且 7 不 能 表 成 at — 28? — ш An 07 HER 
(о, п, CEK) (2, и 的 意义 一 代数 【一 般 的 
又 积 ])。 每 个 有 限 次 交错 咸 都 是 一 般 Cayley 代 
数 ， 特 别 是 , 当 8 是 实数 域 上 л = u = 一 ! 的 
四 元 数 体 , 且 y 一 一 1 时 , 一 般 Cayley 代数 简 
称 为 Cayley К. 以 有 限 次 代数 数 域 ' 为 基 
域 的 Cayley 代数 只 有 有 限 个 . 

一 般 Cayley 代数 的 微分 形成 G, KIR Lie 
IU BZ, G, 型 Lie 代数 作成 的 代数 是 一 般 
Cayley 代数 .当天 是 实数 域 时 ，Cayley 代数 E 的 
自 同 构 群 "的 单位 元 分 支 是 紧 单 连通 的 G, 型 单 
Lie BE, 它 刻 划 了 € 的 特征 。K 上 的 交错 域 仅 
AC, 这 一 事实 的 重要 性 在 于 射影 平面 上 非 
Desargues 几何 坐标 所 属 的 域 是 交错 域 . E 上 三 
Bt Hermite 矩阵 ! A 中 满足 rd = 1, 42 一 4 
的 全 体 «Р, KA Cayley 射影 平面 (Cayley 
projective plane), 更 进一步 令 3 是 E 上 三 阶 
Hermite 矩阵 的 全 体 ， 如 果 定 义 积 为 4. B= 
(1/2)(B4 + AB), W 3 的 自 同 构 群 的 单位 元 
分 支 G 成 为 紧 单 连通 的 F, 型 Lie RE GIE 
地 作用 于 Cayley 射影 平面 OP, 上 , 且 有 ZP, 
= F./Spin(9)(— АЗУ Ш). 
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[2J L1] L. E. Dickson, Algebren ond ihre Zahlen- 
theorie, Orell Füssli, 1927: [2] M. Zorn, Alternativkor- 
рег und quadratische Systeme, Abh. Math. Sem. Univ. 
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Jordan 代数 [3 Jordan algebra 法 algèbre 
de Jordan 4b Jordansche Algebra {R алгебра 
Жордана 日 2? з м2: К] 【一 些 定义 了 


设 4 是 域 K 上 的 线性 空间 '. 在 4 上 定义 了 一 
种 乘法 , 设 它 是 双 线 性 映射 '. 如 果 乘 法 满足 结 
合 律 ', 则 4 称 为 K 上 的 代数 (一 代数 )， 有 时 也 
研究 不 假定 结合 律 成 立 的 代数 ， 此 时 4 称 为 非 
结合 代数 (non-associative algebra) 或 分 配 代数 
(distributive algebra); 反之 ,满足 通常 结合 律 的 
代数 称 为 结合 代数 (associative algebra), 以 下 
设 4 是 有 限 维 ' 线性 空间 ， 在 4 的 K 自 同 态 环 ' 
ECA) 中 ,由 4 的 元 的 右 或 左 乘 得 到 的 同 态 Ras 
L. (а € 0 以 及 4 的 便 等 映射 ?所 生成 的 ECA) AT 
子 代 数 +, 称 为 4 的 包 络 代数 (cnveloping algebra), 
4 的 右 \ 左 与 双边 理想 + 等 ， 与 代数 的 情形 类 似 
地 定义 .4 的 中 心 (centre) 的 元 с 是 指 对 于 4 的 
任意 元 a, 5b, 它 满足 i) acca; ü) a(bc)=(ab)cy 
a(cb)=(ae)b, Cab) = (са)ь, 29 Y 558 61% 
数 情 形 的 乘法 祖 区 别 , 4 的 两 个 元 素 a, 2 的 积 
Ua b OR. 定义 49-4, A49—4,..., 
ARM (AV) 如 果 对 于 某 一 上 有 A = 0, 
则 4 称 为 可 解 代数 (solvable algebra); 如 果 4 的 
每 个 元 都 是 寡 零 "的 , 则 A 称 为 圭 零 代数 (nua- 
gebra). 非 结合 代数 А HA Jordan 代数 , 如 果 
对 于 4 的 任意 两 个 元 a.u 有 i)a- uu- as 
ü) a+ (u+ a) = (a - u) а, 非 结合 代数 4 
称 为 交错 代数 (alternative algebra), WRF 4 
的 任意 两 个 元 a,u, ff i)a и? = (a * u) us 
ü).e2 amu: (ита). 22—85, du 
ах, уза = b (a = 0) HAMMAR 
为 交错 域 (alternative Бе). 更 一 般 地 ,如 果 由 
TEER КВ BASH SU A OS ES 
BRB (power associative algebra), Jotdan 代数 
和 交错 代数 都 是 寡 结 合 代数 。 

在 以 下 关于 Jordan 代数 的 叙述 中 ,总 设 K 天 


184 Jordan 代数 


的 特征 ' 不 为 2, B. 4 是 有 限 维 的 K 线 性 空间 
对 于 两 个 Jordan 代数 A, В, A 到 8B 的 线性 映 
5! o 1:09 Jordan SÆ (Jordan homomorphism), 
如 果 它 满足 1) (a?) = (at); 2) (arba) = 
aba", ШЕВ ЖАНАТ", АН (a Б)" 
= a b (а by =з". 

设 4 是 结合 代数 ,对 它 的 任意 两 个 元 a, b, 
定义 一 种 新 的 乘法 : < b= (ab + b2)/2. 
若 4 的 子 空间 ! L. 关于 乘法 是 封闭 的 ， 则 称 
工 是 特殊 Jordan 代数 (special Jordan algebra), 
WHIM Lom 4 时 ,以 At 表示 . SR K [zo 
ies mw] 是 变量 x os z. 的 非 交 换 自由 环 
CBIRA а, +++, x 生成 的 自由 半 群 为 基 的 K 上 
WRB, Klr ttt z] 中 由 1 与 x 生成 
的 Jordan (UK, 称 为 具有 自由 生成 元 x, 的 自 
由 特殊 Jordan 代数 (free special Jordan alge- 
bra), Д Ji? Ж. Jordan 代数 4 是 特殊 的 
special), 当 且 仅 当 存在 4 到 某 个 结合 代数 8 的 
B* 上 的 同 构 映射 ;不 是 特殊 的 Jordan 代数 ,就 
称 为 例外 的 《exceptional)。 JP 的 所 有 同 态 ' 象 
都 是 特殊 的 , JH/ 凡 是 例外 的 。 此 处 贸 是 由 
x7— y? 生成 的 理想 UP Е K[x,y,z]). А 
有 单位 元 ' 且 由 两 个 元 生成 的 Jordan 代数 是 特 
殊 的 ,对 于 交错 代数 A, Jordan 代数 AT 是 特 
жї. 

对 于 Jordan 代数 A, # f ú) 与 [R。， 
Ra] 一 0 是 等 价 的 ， 并 且 (R. Roc) 十 [R,, 
R...) + [Re Res] = 0 以 及 [LRe, Reds Rol = 
Rasa 成 立 。 此 处 [3, T] = ST — TS, la, 
вс] = (а 6) cas (bec), 这 样 的 式 
子 称 为 Jordan 代数 的 恒等式 (identity). 

[Jordan 代数 的 结构 】 Jordan 代数 4 中 存 
在 最 大 可 解 理想 N. N 包含 全 部 宕 零 理 想 .N 
称 为 .4 的 根基 (radical). N = 0 的 Jordan 代数 称 
为 半 单 的 (semisimple)。 A/N 是 半 单 的 。 半 单 
Jordan 代数 具有 单位 元 ， 且 可 分 解 为 极 小 理想 
的 直 和 ,这 些 极 小 理想 都 是 单 ' 代 数 . 特别 是 , 当 
民 的 特征 为 0 时 ,存在 4 的 半 单 子 代数 S. 使 得 
4 一 5 四 N。 4ik e RAW MG, 2 是 天 的 
元 ,如 果 令 AQ) 一 (z|z € Are x = dx}, W 


4 可 表示 为 4 一 A1)2@4A.(1/2)@A.(0). 称 
EH ARF е В Peirce 分 解 (Peirce decompo- 
sition), 而 且 当 单位 元 1 可 表 为 互相 正 交 的 短 
等 元 с 之 和 时 ,如 果 令 Au = Aall) 4. = 
A。(1/2) 几 46(1/2), 则 4 可 表示 为 4 = >e 
A... Ani KA Peirce 空间 (Peirce space). 特 
别 是 ,如 果 对 一 切 i, AL = K + e, + М, ili Ny 
Ж A, BSBA, И) А 称 为 约 化 代数 (reduced 
algebra), 这 时 e; 的 个 数 称 为 4 的 次 数 (degree). 

今 设 D 是 具有 单位 元 1 以 及 对 合 '” 的 交 
FICE, MUR DIET IED — ve WY OCX) 满足 
к+#=О(жу-1=#-х(хє D), B (X,Y) = 
(Q(X + Y) — OCX) 一 9(Y))/2 给 出 一 个 非 
退化 * 双 线性 型 , 则 局 称 为 组 成 代数 (composition 
algebra), 

设 4 是 约 化 单 Jordan 代数 , 则 可 分 成 下 列 
三 种 情形 : 1) A=K-1; 2) 存在 满足 1 = 
ce + ez 的 竺 等 元 c bi A= K+ 1@K · (а 
@)+ don Brealey ad + aa y= ñ 
Ce — 6) + b: 是 4 的 元 (e, B € K, au ba 
€ Aa), 则 由 x * y = (e B+ (а ba))1 
可 确定 4 的 乘法 ,而 且 A 0, 此 处 t 是 一 个 
非 退 化 对 称 双 线性 型 ; 3) 设 D 是 具有 对 合 “的 
组 成 代数 , De ED EAI n ERER, r= diag 
[ro tt ra} roo 0), 348: D, PEX a! = 
rar PP. ff А = аер, r = xl). 

再 设 4 是 特殊 的 约 化 单 Jordan 代数 ， 且 
Аш 一 大 ci， 则 次 数 为 2 的 这 样 的 Jordan 代数 
必 为 Clitford 代数 '。 三 次 以 上 的 情形 ,可 划分 
为 五 种 类 型 . 

对 于 任意 单 Jordan 代数 ,存在 的 有 限 次 
PRP, HA, 与 下 面 的 五 种 类 型 之 一 同 构 : 
1) P; (P, ЖР ЕЁ" 阶 全 阵 代数 ); 2) P; 
中 全 体 对 称 和 矩阵 构成 的 代数 ; 3) {rlre 
Pins z! = z), 此 处 zx! = grg (tx x HOSE 


0 1, 
жю, 9 一 (_) ) Оона 
BE); 4) 由 Qo so ctos 生成 的 代数 ,满足 关 


RA 90 = 5-5 m 0) 


5) {Cayley 代数 * 上 的 三 阶 Hermite 矩阵 代数 六 . 

[Jordan 代数 的 表示 】 Jordan 代数 4 的 表 
示 (representation) S 是 指使 4 的 元 对 应 到 天 
上 的 一 个 线性 空间 的 自 同 态 ' 5, 的 映射 > 
5,， 它 满足 下 面 的 条 件 : i) (S. S,.1 + (5 
Sera] + [Ses Seu] = 05 ii) S.S, Se + S.S, Sa + 
Seo = Se + Sp Sne H 5,5... BIM K W 
M 是 Jordan # (Jordan module), 是 指 对 于 
М 的 元 х, HR i) e+ a =a r; ü) (ха). 
(Ge) + (z ° b) ° (a ° e) + (z ° c)(a 6)= 
(z- (b+ с)) а + (х + (ас с)) b + (х (as 
Ф) еу d) татса хт 
arc: = (хс) (а) + (xa: @ 
€) + (xb) (a+c) (a,b,c € A). 4 的 表 
示 与 4 的 Jordan 模 对 应 ，Jordan 代数 4 的 特殊 
表示 (special representation) 是 指 4 到 结合 代数 
Ей) E+ 中 的 一 个 同 态 映射 。 这 时 存在 某 一 结 
合 代 数 口 以 及 4 到 Ut 上 的 表示 5， 使 得 对 于 
任意 的 特殊 表示 "， 存 在 唯一 的 О? Я] Et F 
的 同 态 n, 满足 " = nS. 这样 的 (U, 5) 是 唯 
一 确定 的 , 而且 若 4 的 维 数 是 "， 则 局 的 维 数 


不 大 于 (0 5 1) ,这 个 а, s 称 为 4 的 特殊 


普遍 包 络 代数 (special universal enveloping alge- 
bm)，4 是 特殊 的 , 当 且 仅 当 S 是 一 一 对 应 . A 
的 不 等 价 的 不 可 约 模 ! 只 有 有 限 多 个 。 设 K 的 
特征 是 0，5 是 4 的 表示 , 则 对 于 4 的 根基 N, 
SCN) 包含 在 由 SCA) 生成 的 结合 代数 5(4)* 
的 根基 中 .特别 是 , 若 4 是 半 单 的 , 则 SCA) tb 
是 半 单 的 一般 地 , SCA)* 的 根基 R 是 由 SCN) 
生成 的 理想 , 且 着 设 4 = NOT, HJ 5(4)* = 
玉田 SCT)*, 此 处 T 是 4 的 半 单 子 代数 。 


[5] [1] А. A. Albert, Non-associative algebras I, 
al, Ann. of Math., 43 (1942), 685—707, 708—723: [2] 
A. A. Albert, À structure theory for Jordan algebras, 
Ann. of Math., 48 (1947), 546—567; [3] N. Jacobson, 
General representation theory of Jordan algebras, Trans. 
Amer. Math. Soc., 70 (1951), 509—530; [4] Е. D. Jaco- 
bson-N. Jacobson, Classification and representation of 
semi-simple Jordan algebras, Trans.Amer. Math. Soc., 65 
(1949), 141—169; [5] N. Jacobson-C. E. Rickart, Jor? 
dan homomorphisms of rings. Trans. Amer. Math. Soc., 
69 (1950), 479—502; ( 6] N. Jacobson, Lectures on Jordan 


algebras, Univ. of Chicago, 1964; [7] Н. Braun-M. 
Koecher, Jordan-Algebren, Springer, 1966, 


3A [Ж module 法 module ¿£ Modul Á 
модуль 日 加 群 ] 本 条 考虑 的 模 是 具有 算 子 
区 的 模 ， 特 别 是 环 上 的 横 . 域 上 的 模 是 线性 空 
间 ( 一 线性 空间 ).。 交换 环 上 的 模 在 代数 几何 学 
中 有 重要 的 应 用 (一 代数 秘 ， 交 换 环 ，Noether 
环 ). 非 交换 环 特别 是 群 环 上 的 模 就 是 群 的 线性 
表示 (一 表示 论 )。 有 理 整 数 环 上 的 模 就 是 不 基 
虑 算 子 区 的 模 , 有 限 生成 Abel 群 的 理论 可 以 推 
广 到 主 理想 整 环 ! 上 的 模 的 理论 ， 一 范畴 和 范 
子 , 同 调 代数 。 

【 模 】《〔 不 带 算 子 区 的 ) 模 M 就 是 一 个 交换 
群 ,其 群 的 运算 写成 和 a 十 4 的 形式 : a+ b= 
b+ а(а,БЄМ). 特别 其 单位 元 用 0 表示, e 
的 逆 元 写成 一 a: a + 0= a, a + (—a) = 0. 
MOPAFRMBRIEMT EE, dif EH PERS 
左右 剩余 类 不 加 区 别 地 写成 2 + HER (一 
群 [ 群 的 定义 ]). 

在 集合 M SUBEN 的 映射 的 全 体 中 ,通过 
值 的 和 定义 加 法 如 下 : (f + (к) = 100 + £ 
GO. 此 时 NY 成 为 模 . 模 M 到 模 N 的 同 态 的 全 
Ж Hom(M , N) 是 N" HTE, Hom (М, N) 
称 为 M 到 N 的 同 态 横 (module of homomor- 
phisms), 同 态 的 合成 也 是 同 态 . 因而 ,M 的 自 同 
态 的 全 体 Hom(M , M) 一 &(M), 关于 加 法 以 
及 合成 定义 的 乘法 构成 环 ', COSME Fs 
(endomorphism ring), d (M) 的 单位 元 ?是 M 
的 便 等 映射 ,而 其 可 逆 元 ? 无非 是 W 的 自 同 构 . 

ЖМ 0500906 Gn aea 中 , 若 除去 有 限 个 
Dh, MA ха = OCA € Л), WR xi 是 确定 的 。 


对 M 的 子 集 的 族 (Mhen 形式 为 >) a (me 


tea 

Na, 但 除去 有 限 个 外 都 有 z = 0) 的 元 的 全 

体 记 作 У) №. HONEA) 是 M 的 子 群 , 则 
ta 


N= >N, БАТ. NBA (Nie, 的 和 


ie 
(sum), WRN 的 元 能 唯一 地 表示 为 > ram 
Ni) 的 形式 ， 则 称 N 是 (Na ues MAD (direct 
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sum)。NN 是 直 和 当 且 仅 当 NN У) №, = {0} 


E 
(¿e A). 

【 带 算 子 区 的 模 】 给 定 集 全 4 与 模 M , 如 
果 定 义 了 acA 5 x€M 的 积 axe M ,满足 
条 件 1) ale + y) = ax + ау (a€ A, x, y € 
M), HJ A 称 为 M 的 算 子 区 (operator domain), 
M 称 为 带 算 子 区 A 的 模 (module with operator 
domain 4)， 人 上 的 模 (module over 4) 或 A 
38 (A-module) (一般 地 一 群 [ 带 算 子 区 的 群 ]). 
由 对 应 (a, х) зах 确定 的 映射 4X M — M , 
称 为 4 到 M 上 的 运算 '。 任意 a€ A 诱导 作为 
模 ( 而 不 是 作为 4 模 ) 的 MM 的 自 同 态 av:r 一 az. 
考虑 模 M 的 4 模 结构 无 非 就 是 给 出 映射 4— £ 
(M )(a—ram). 

若 N 是 M 的 子 群 , 满 足 ee A, z€ N Ai 
ax € М, 则 NN 成 为 一 个 4 模 , 称 为 M 的 子 A 模 
(sub-A-module), 或 略 去 4 而 称 为 容许 子 模 
(allowed submodule)， 对 4 模 M 的 子 4 模 的 族 


Mhen 它们 的 交 N N 与 和 37 N, 都 是 子 
леа = 


AB, 

Hi A BEM PROGR ROBA “a € A 
Ë. R(x, y) Йй R(az, ay)”, 则 RR 称 为 与 4 的 
运算 相 容 (compatible with operation)。 此 时 在 商 
M/R 上 诱导 出 4 的 一 个 运算 .而 且 若 RR 与 
加 法 相 容 , 即 若 有 “R(x,x') 与 R(y,y') dii 
R(z + уух + y)", MJ M/R IOS АЙ, Б 
它 为 M 的 商 A HE (quotient 4-module)， 含 有 
0 的 等 价 类 N 是 子 4 模 , 且 M/R 与 M/N df 
fa, 

【 群 与 环 上 的 模 】 当 对 算 子 区 4 赋予 群 的 
结构 (运算 写作 乘法 ) 时 , 则 关于 4 模 M, EA 
上 述 条 件 1), 我 们 常 假定 它 还 满足 下 述 两 个 条 
件 : 2) (ab)z = а(Ьх), 3) 1x = x(a, b€ A, 
x€M), : 

当 对 算 子 区 4 赋予 环 的 结构 时 ; 关于 4 模 
M ,连同 上 述 条件 1)，27， 我 们 常 假定 它 还 满 
足下 面 的 条 件 : 4) (a + b)z = az + bz (a,b 
€ A,z € M), 这 无 非 是 在 模 M 上 确定 4 模 结构 


的 映射 4 一 2 (M) 是 环 同 态 。 当 4 具有 单位 
元 时 ,如 果 这 一 映射 是 单 式 的 , 即 条 件 3) 成 立 ， 
则 MM 称 为 单 式 的 《unitary)。 以 下 设 4 模 都 是 单 
式 的 。 任意 的 模 M, 对 于 有 理 整数 环 Z. 可 以 
自然 地 看 成 乙 模 .又 NM 也 是 # (M ) l, 
FBR A БАМ, 4 RITH AAR 
(scalar), 4 称 为 M 的 系数 环 (ring of scalars) 或 
BEF (basic ring, ground ring), 运算 AX M 一 
МЕЗЕ (scalar multiplication), ax 你 为 
x ВШ НЕ (scalar multiple), 它 的 全 体 记 作 
Ax, ЗАМ СКО (rhea 形式 为 > DES 


(ar € A, 但 除去 有 限 个 2 外 ,都 有 a = 0) (M 
Йол {хаел 的 线性 组 合 (lincar combina- 
боп). 这样 的 元 的 全 体 广 是 包含 全 部 nO € 
A) 的 最 小 子 4 Ж, ESFM D An. WN 


由 Un aea 所 生成 generate). (ah 称 为 N 的 
生成 组 (system of generators)， 具 有 有 限 生 成 
组 的 模 称 为 有 限 生成 的 (finitely generated) 或 有 
限 型 的 (of finite type), 也 简称 有 限 的 (finite) .由 
一 个 元 x 生成 的 模 Ax 称 为 单项 的 (monomial) , 
当 4 是 ( 非 交换 ) 域 ! 时 , 4 模 无 非 是 4 上 的 线性 
空间 (一 线性 空间 ). 

对 于 4 模 M 的 元 a, 如 果 存在 元 4, 它 不 是 
4 的 零 因子 , 且 使 24 = 0, Me 称 为 4 模 M 的 
PET (torsion clement)。 如 果 M 的 元 全 部 是 拨 
元 , 则 称 M 是 挽 A (torsion A-module), 如果 
除 0 外 没有 挠 元 , ШМ 称 为 无 挠 A W 〈torsion- 
free A-module), MRAM AIT а, 对 4 中 任 
ЖАРАТ А 均 可 表 为 a= (bE М), Ша 
称 为 可 除 (divisible) ж. ШЖ M 的 全 部 元 是 可 
除 元 , 则 M 称 为 可 除 A #Ñ (divisible A-module). 

A 到 模 M 上 的 运算 , 象 上 面 那样 写 在 左 侧 ， 
即 写成 ar(ee A, z € M) 这 样 的 形式 时 ，M 称 
HE AB (left A-module), 反之 ， 如 果 用 记号 
ха, 把 条 件 1) 一 4) 分 别 改 为 对 应 的 写法 (但 对 
T 2) Ж х(аё) 一 (xa)b), 则 M 称 为 右 A 模 
(right A-module), 若 取 与 4 反 同 构 ' 的 群 或 环 
4°, WE 4 模 与 右 4? Ж, 由 记号 ax 与 xa 互 
相交 换 而 成 对 应 。 特 别 是 ， 当 4 是 交换 群 或 交 


换 环 时 ,由 于 ar = ra, 左 4 模 与 右 4 模 可 以 不 
加 区 别 . 

对 于 两 个 群 或 环 A, B, 有 时 在 一 个 模 M 
上 同时 考虑 4 模 与 B 模 结构 。 若 4 的 运算 与 B 
的 运算 可 交换 , 即 在 a(&x) = b(ax)(a € 4,5€ 
B,z€ M) 的 情形 下 ， 记 法 上 多 把 其 中 一 个 运 
算 写 在 右 方 。 如 果 赋予 M 左 4 模 与 右 B 模 的 结 
构 , 且 满足 条 件 5) (ar)2 = a(zb), WM 称 为 
EAA BRAM A-B 模 (4-B-bimodule), 
设 6 是 群 ,K 是 交换 环 , 则 考虑 两 侧 G-K 模 与 
考虑 左 КІС] 模 是 等 价 的 ， 其 中 KIC) 是 群 
A. 

【 算 子 同 态 】 4 模 之 间作 为 模 的 同 态 f: 
M — N 还 满足 条 件 flax) = af(x) (a€ A, 
x€ M) 时 ,就 称 为 А FAAS (A-homomorphism), 
也 可 省 略 4 而 称 为 算 子 同 态 (operator homomor- 
phism) REEE (allowed homomorphism), 当 
4 是 环 时 ， 称 为 A 线性 映射 〈4-lincar map- 
ping). 特别 4 本 身 也 是 4 模 , 线 性 映射 M — A 
也 称 为 M 上 的 线性 型 (linear form), 4 同 态 的 
合成 也 是 4 同 态 。 

WF AZ A a f: M 一 上 ，L 的 
F 4 BY Im f = КМ) 称 为 1 的 象 (image). М 
WT А Bi Ker f = (z|z € M ,fG) =0} EOS f 
{UR (kernel), Coim f=M /Ker f 称 为 了 的 余 象 
(coimage), Coker f = L /Im f 称 为 了 的 余 核 
(cokernel), MAIT z, y 之 间 由 f(x) = fy) 所 
定义 的 关系 与 由 N = Ker f 确定 的 等 价 关 系 
x—y € N 一 致 , 且 映 射 了 诱导 出 4 同 构 J: M / 
м» Км), 这 一 事实 称 为 关于 横 的 同 态 定理 
(homomorphism theorem) 《一 群 [ 带 算 子 区 的 
群 ]). 

对 于 4 模 之 间 的 4 同 态 序列 

Was 

如 果 对 一 切 n, Im fL m Ker 1。 都 成 立 , 则 称 它 
为 正 合 序 列 (exact sequence), 4 模 {0} 简 记 为 0- 
0 一 N->M SM 一 >L 一 0 是 正 合 序列 
分 别 意味 着 f:N M 是 单 射 ，g:M 一 工 是 
满 射 。 在 4 模 的 归纳 "(射影 ') 系 {Ma fw} 中 ， 


模 187 


如 果 当 2 < n> н) 时 ,映射 fiM >My 
AREAS NRR М = fimMi(M = lim 
Mi) 也 是 4 模 。 如果 对 一 切 2, 0 Lu Mi 
— Ni 一 0 是 正 合 序列 , 且 

L,—M:— N, 

1 iod 


L,— M, >N, 
是 交换 图 表 , 则 0 一 lim L, — limM, — lim Nk 
一 0 也 是 正 合 序列 , 但 这 对 于 射影 极限 不 一 定 
成 立 . 

ай M,N 之 间 的 4 同 态 M — N 的 全 
体 记 作 Hom, (М, N), FS A 同 态 模 (mod- 
ule of 4-homomorphisms)。 它 是 模 Hom(M ,N) 
的 子 群 . 4 模 M 的 4 自 同 态 的 全 体 Нот, (М, 
M)=€4(M) 是 环 (м) HTH, ESF 
与 所 有 ам (a € 4) 可 交换 的 元 的 全 体 . (M) 
SORTA Mc’ 形成 的 群 记 作 GL(M). 当 4 
是 交换 环 时 , 令 (af) (ж) = af C, BD af=avs°f, 
则 Hom4CM , N) 成 为 4 模特 别 是 , e (M) 
成 为 4 上 的 代数 '。 若 M 是 两 侧 4-B 模 , 则 由 
(р (z) = f(xb), Hom4(M , N) 成 为 左 B 模 ; 
TN 是 两 侧 A-B BL, 则 由 (15)(x) — 1025, 
Hom, (М, N) RHA B Bt. 

[ERSAN] HEARR iMi be Hg 
直 积 集 P 一 H Mi h, SE MMM EO (n + 


(n) = (n + yh, EOD аба) = (ana), M 
PHAR KEN (M hea ERM (direct 
product module), LL pi: P — M, 表示 把 (xi) 
对 应 到 的 标准 满 射 ( 同 态 ) (canonical surjec- 
tion)， 现 在 ,如 果 给 出 任意 的 4 模 M 到 M, 的 
ARE 有 (Xe 4)， 则 由 1G) (40) SPE 
义 4 同 态 f:M — P, B psf = hG € A) 成 立 . 
这 样 的 / 是 唯一 的 . 


在 4 模 的 族 [Me EREI м, th, 
除 有 限 个 外, 其余 的 如 都 是 0 的 元 {的 全 
жз, шуум, (ж [] м), 称 为 [Mahe 

= ie 


的 直 和 机 (direct sum module), 使 € M, 对 
应 到 除 ) 分 量 外 其 余 分 量 均 为 0 的 元 {…… 0， 
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++} € $ 的 标准 单 射 (canonical injection), 
记 作 4:M， 一 S。 若 给 出 到 任意 4 模 M 的 4 同 


态 九 :Mi 一 M， 则 由 ар) һа) 可 定 


Ха I:S >M, B foh m LE A) 成 立 。 

这 样 的 1 是 唯一 的 。 对 于 4 模 M 的 子 模 的 族 

{Mhen Hin) = 2 x 所 确定 的 4 同 态 
= 


Бум, M 是 4 同 构 的 充分 必要 条 件 是 : M 


= 
作为 (不 带 算 子 区 的 ) 模 是 (N, he, HO E fu. 
当 对 寺 全 部 4€A4 有 M， =M kj, [] Ma 
зел 


23 M) 分 别 以 M4, M жт, M^JE A SIM 


tea 
的 映射 的 集合 ，4 模 M,。-…，M,。 WAR SH 
和 , 分别 记 作 MX XM, Mihe +My, 
它们 可 以 看 作 是 同一 的 . 4 М, = MG <i< 
n) 时 ,就 以 M* 表示 . 

【自由 模 】 设 4 是 环 ， 对 于 4 模 M 的 元 的 
W {rhen E ax = 0 HER a, 一 0 对 所 有 


LE A 成立 时。fa e, 称 为 线性 无 关 的 (linearly 
independent)， 这 等 价 于 使 直 和 模 A! 的 元 { ai} 
HES D an € M ВН AO M LMA 
同 态 ， 生 成 M 的 线性 无 关 元 的 族 (ahe 称 为 
M 的 基 (basis)， 这 等 价 于 M 的 任意 元 都 可 唯一 
地 表示 为 > an (a) € A) 的 形式 . 


存在 基 的 4 模 称 为 4 上 的 自由 模 (free mod- 
ule), 当 4 是 ( 非 交 换 ) 域 时 ,4 模 总 是 自由 模 ( 一 
线性 空间 )。 自 由 模 M 的 基 ( 下 标 集 ) 的 基数 ,在 
4 是 ( 非 交换 ) 域 或 交换 环 时 由 M 确定 , 称 它 为 
M 的 秩 (rank) 或 维 数 (dimension), 主 理想 环 + 
上 的 自由 模 的 于 模 是 自由 模 . 

【 单 模 与 半 单 模 】 如 果 4 模 M = (0) R 
本 身 与 (0) 以 外 无 其 他 子 4 模 , 则 它 称 为 单 的 
(simple). 25 M, N 是 单 的 ,1:M 一 N 是 4 同 
AW f 是 同 松 或 1 一 0 (Schur 引 理 )、 若 4 
模 M 是 单子 模 的 族 (M le, 的 和 , 则 M 是 适当 
HIFR (M }ver ("CAM HAM. 此 时 ,M 称 
为 半 单 的 (xmisimple) 或 完全 可 约 的 (completely 


хз, 0, 


reducible). 

一 般 地 , 当 4 模 M 是 子 模 N, N 的 直 和 时 ， 
N' 称 为 N 的 补 子 AM (complementary submod- 
uk). 4 模 M 是 半 单 的 ， 当 且 仅 当 任意 于 4 模 
AGT ABR 

设 4 是 环 , 于 是 4 本 身 看 作 4 模 是 半 单 的 ， 
当 且 仅 当 所 有 4 模 是 半 单 的 。 此 时 环 4 称 为 半 
СРЕ ФТ). ERR A .上 的 单 模 ,与 
4 中 看 作 4 模 的 某 一 极 小 左 理想 + и АИ. 

【链条 件 】 4 模 M 的 子 模 的 全 体 关于 包含 
关系 形成 有 序 集 ， 考 虑 关于 它 的 极 大 条 件 和 极 
小 条 件 ， 或 者 分 别 与 之 等 价 的 升 链条 件 和 降 链 
条 件 (一 序 [链条 件 ]). 4 模 满足 极 大 条 件 时 , 称 
为 Noether (fj (Noetherian); 满足 极 小 条 件 时 、 
称 为 Artin 的 〈Arinian). 

取 4 模 M 的 子 模 N, 若 M 是 Noether 的 , 则 
NN 与 M/N 都 是 Noether 的 。 其 逆 也 成 立 ， 关 
于 Anin 模 也 有 类 似 的 事实 。 设 4 是 环 ,车 将 A 
本 身 看 作 左 4 模 是 Noether 的 或 Arin 的 , 则 分 
别称 4 为 左 Noether 环 ? 或 左 Artin WS. XT 
右 的 情形 也 完全 类 似 。 Noether 环 或 Artin Ж 
上 的 有 限 生成 模 分 别 是 Noether 的 或 Artin ff), 
而 且 在 任意 的 环 上 , 模 M 是 Noether 的 当 且 仅 当 
M 的 全 部 子 4 模 是 有 限 生成 的 . 

在 4 模 M 的 子 4 模 的 有 限 序列 (M ,jscicr 

中 ,如 果 М = Мо, Mj >My, М,= (0), B 
M,/M,.(0 Si < r) 是 单 的 , 则 这 样 的 有 限 序 
列 称 为 Jordan-Halder 序列 !+， 当 这 样 的 有 限 序 
列 存在 时 , 称 M 是 长 度 有 限 的 (of finite length), 
r 由 M 确 定 , 称 为 M 的 长 度 (length)。 若 不 计 商 
模 M;/Min(0 < ; < r) ЮДА, MET A 
构 的 意义 下 ,就 全 体 来 说 是 唯一 确定 的 (C. Jor- 
dan-O. Holder), 4 模 M 的 长 度 是 有 限 的 , MB 
仅 当 M 是 Noether 的 且 是 Artin WH. 对 于 半 单 
模 , 长 度 有 限 当 且 仅 当 它 是 有 限 生成 的 。 

4 模 M 不 能 表 为 M 与 {0} 以 外 的 两 个 子 模 
的 直 和 时 ,M 称 为 不 可 分 解 的 (indecomposable)。 
长 度 有 限 的 任意 4 模 M 能 表示 成 不 等 于 (0) 的 
不 可 分 解 子 模 的 有 限 序列 Notts N. 的 直 和 ， 
若 不 计 顺 序 , 这 些 直 和 因 了 于 NI <; < x) 在 


4 同 构 的 意义 下 是 唯一 确定 的 (W. Krull-R. 
Remak-O. Schmidt), 

【 张 量 积 】 AFRA. RRA AR 
M 与 左 4 模 N 构 造 模 M@4N( 称 它 为 M 和 NN 的 
IKR (tensor product)) 与 标准 映射 M х N> 
MON 如 下 .首先 考虑 以 M x N 为 基 的 自 
由 Z 模 (关于 加 法 是 自由 Abd ED F, 令 R 表 
示 形 如 (x + 2’, у) — G, y) 一 《x,y), G, 
y + у) — Gz, y) — (х,у), (азу) — (ау) 
Gi z, € M, y, y € N, ae4) 的 元 的 全 体 
所 生成 的 子 群 .我 们 定义 MOLIN = F/R. 再 
把 MOUN 中 含有 (z, y) € F 的 元 记 作 «8, 
并 由 对 应 (x, y) 一 10y 定义 映射 M X N — 
MBIN. 于 是 Ga + т) у = Gy + z@y, 
xG( + y) = z@y, + z@y, 以 及 (za) Әу 
= +@(ау) 成 立 。 此 时 M@4N 的 任 一 元 可 
表示 成 Xy € М, y, € N) IBEX. 

KER MOIN 与 标准 映射 M X N— 
MOIN 可 以 刻 划 如 下 。 一 般 地 对 于 模 М, N, 
L, RISE f: M X N— Lie elt f(x 十 
xy) = JG, y) + IG, y) 和 fxsy + y)= 
Has у) + Ка, у), WI FRAMME (biad- 
ditive)。 当 M 是 右 4 模 , N EIE AES, GEL f X. 
满足 条 件 xas y) 7165 ay) 时 ， 称 了 为 A 
平衡 映射 (4-balanced mapping), 这 时 有 : 1) 358 
ЖЕН M X N— M@ N 是 4 平衡 映射 ，27 
对 任意 的 模 工 与 任意 的 4 平衡 映射 f: M XN 
一 上 L， 存 在 唯一 的 同 态 p: M GN — L, 使 得 
fx, у) = 9(38y)(x € M, y € N). 

TORO ABM, 左 4 模 N 看 作对 于 4 的 反 
同 构 环 4? 的 左 A° BEM, f 4° É N, HU 
MOQ4NsNQ4oM . 

特别 地 ， 设 4 是 交换 环 ，ax 一 za, ША 
模 与 右 模 没 有 区 别 ， 一般 地 ,对 于 4 模 M. N, 
L, WRH f: M x N — L 是 双 加 法 的 ,而 
且 满 足 条 件 (ах, y) = К, ау) = af(x, y) 
(a€ 4, x€ M, y€ N), Wt RARER 
(bilinear mapping). “GAY & Ж icf ° (M , N; 
L), 这 是 4 模 L'* 的 子 模 。 双 线性 映射 M х 
N 一 A4 称 为 M Xx N 上 的 双 线 性 型 (bilinear 


模 as 
fom), AFM, NAKER MON 关于 ax 
@y) = (ах)®у( = х@(ау)) MA A Ж. 标准 
映射 M X N— M@4N 是 双 线 性 映射 ， 对 任 
意 的 4 模 工 与 双 线 性 映射 f:M X N — L, dE 
在 唯一 的 4 线性 映射 :MG@4N 一 上 ， 使 得 
Кх, y) = p(x@y)。 由 这 个 对 应 fe, 得 到 
лї LCM, N; L) = Hom (M @N, L), 当 
ARR, MOIN 与 线性 空间 的 张 量 积 MO 
入 (一 线性 空间 [多 线性 映射 ],[ 张 量 积 ]) 一 致 . 

一 般 地 , 若 M 是 两 侧 B-A 模 , MRS b(* 
Sy) = (bx)@y， 则 MON 成 为 左 B 模 ; $ 
入 是 两 侧 A-B 模 , 如 果 令 (x@y)b == Ob), 
WN RAG BER 特别 有 ABsIN=N,MBs 
A= M. 

对 于 右 4 模 之 间 的 4 同 态 f:M — M”, E 
4 模 之 间 的 4 同 态 g: N 一 N'， 使 得 Mr@y) 
=r) 成 立 的 同 态 A: MQN — M” 
ON 是 唯一 确定 的 。 称 4 为 了 与 & ЖЖ 
积 , 记 作 ) = 1e. 

下 面 举 一 些 简单 的 例子 。 又 一 [系数 环 的 
扩张 和 限制 ]. 

Bj 1) 设 交换 环 4 上 的 自由 模 〈 例 如 线 
性 空间 ) М, N 的 基 为 {uhe {yhe Hit 
MOIN 是 具有 基 (x@yhenie 的 自由 模 ， 特 
别 当 维 数 dim M , dim N 为 有 限时 , 则 有 dim M 
@, N = dim M dim N. 

例 2) 对 于 交换 环 4 的 理想 tm 若 将 商 环 ， 
M = A/m BEARN) МФ М М/у, 例 
如 (Z/mZ)@z(Z/nZ) = Z/(m, n)Z. 此 处 
(m, n) 是 m, n 的 最 大 公 因子 。 

[Hom KO) 考虑 环 4 上 的 模 . 对 4 模 
的 直 和 与 直 积 ， 有 Hom, (x Mas TI Na) = 
П Homa Mas м, (32) & (DN, ) = 
p T D 
У) MaN.) WF ATIS ER SII 
极限 ,有 Hom, Clim Му, lim N,) = lim Hom, 
Mais NJ; Cim MG KlimN,) = lim(M 8a 


М). Adds f:M 一 M 通过 对 应 8 一 of W 
导出 同 态 Hom4(M', N) — Hom4(M , М), ## 
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别 地 , 由 正 合 序列 M' > M > M” 一 0 诱导 出 

下 面 的 正 合 序列 : 

(1) 0— Hom,(M”, №) —> Hom4(M , N) > 
Hom4(M', N). 

A Fs f: N 一 N 通过 对 应 g 一 fog 诱导 出 同 

Æ Hom, (М, №) -> Hom (M , №). 特别 地 ， 

由 正 合 序列 0 一 N № 一 N” 诱 导出 下 面 的 

正 合 序列 : 

(2) 0— Hom4(M , №) — Hom (M , N) — 
Hom4(M , N”). 

其 次 ， 设 M 是 右 模 ， 其 他 是 左 模 。4 同 态 
NN 诱导 出 同 态 1.7: MG N — MO, 
N’. 特别 地 ,由 正 合 序列 N — N — N” — 0 W 
导出 下 面 的 正 合 序列 : 

G) ММ > MQN > MN” — 0, 
改换 左右 也 得 到 同样 的 结果 《进一步 一 范畴 和 
函 子 [范畴 的 例 ], 链 复 形 (Tor), [Ext], 同调 代 
ж). 

设 0 是 4 模 ， 如 果 对 于 4 模 与 4 同 态 的 任 
意 正 合 序列 
GQ) oe eM”, 

它 所 诱导 的 序列 

(5) 0— Hom4(M", 0) + Hom (M ,Q) — 
Hom.(M’, 0) 0 

总 是 正 合 的 , 则 0 称 为 内 射 A 模 Cinjective 4 

module), 这 等 价 于 : 对 于 4 模 M 的 于 4 HM 

与 4 同 态 м'— 0, M'— 0 总 能 扩张 成 4 同 

态 M 一 0. 任意 4 模 是 内 射 4 模 的 子 模 。 内 

射 4 模 是 可 除 4 模 ， 若 4 是 Dedekind Ж", Ш 

= А ЖЕРИН. 

对 于 (4), 使 诱导 序列 
(6) 0— Hom4(P, M^) — Hom (P, M)— 

Hom4(P, M”) — 0 
恒 为 正 合 的 4 模 P BG А A projective A- 
module), 这 等 价 于 : 对 于 4 模 M 与 满 射 4 同 
态 g:M — M” D) É. AF338 f:P > M”, 恒 存 在 
同 态 4:P 一 M ,使 得 кой = |. IEE ABE 
影 4 模 的 商 4 模 。 射影 4 模 没有 挠 元 . 自由 4 
模 是 射影 4 模 。 一 般 来 说 , 4 模 是 射影 4 Bun 


充分 必要 条 件 是 它 可 成 为 自由 4 模 的 直 和 因 
对 于 (4), 使 诱导 序列 

(7) 0— R@,M'— RQ M — ROM" > 0 
TES GE A A H R A) SER (at) 4 模 .射影 
《4 模 是 平坦 的 。 对 平坦 4 模 R, 当 ROM = 
{0} ай M 一 {0} 时 ,R 称 为 一 一 平坦 (taith- 
fully flat) 4 模 。 平坦 的 右 4 模 R 是 一 一 平坦 
的 充分 必要 条 件 是 ， 对 4 的 任意 左 理想 U (A 
4) RÆRU йуу. HAREM, WU 
ABR 是 平坦 的 充分 必要 条 件 是 R 没有 挠 元 . 
又 R 是 一 一 平坦 的 充分 必要 条 件 是 R 无 乒 元 且 
对 于 4 的 所 有 素 元 ' p, HA Кё Rp. FRR 
重要 的 例子 : 1) 对 于 交换 环 4 及 4 的 任意 的 
乘法 封闭 集 S, 商 环 ' As 作为 4 模 是 平坦 的 .但 
是 4 不 是 一 一 平坦 的 4 模 ， Plin Q fE Ze 
不 是 一 一 平坦 的 . 2)8L ARCH ABBR, 4 是 
它 的 完备 化 , BJ А 作为 4 模 是 一 一 平坦 的 (一 
Noether 环 )。( 关 于 其 他 一 些 性 质 ,一 [10] 
chap. 1, [3] $ 18—19). 

在 正 合 序列 4) 中 , 当 Im p = Ker oft M. 
的 4 直 和 因子 时 ，(4)》 #558 《split)， 这 时 
〈5),(6),(7) 对 于 任意 4 模 OP, R 成 为 正 合 序 
Э]. 在 正 合 序列 (4) 中 ， 若 M “是 内 射 模 或 M 
ELI M QUEM 

以 下 为 简单 起 见 , 将 M 是 左 4 模 , GARS 
两 侧 A-B 模 分 别 记 作 „М, Mas sMo. 如 前 
所 述 , 若 «Mas aN, W (Hom, (М, N)); 若 
aM, aNs, W) (Hom, (М, №)». 同样 ， 若 
sM а, Nas 则 (Hom, СМ, N))s; # M as вул» 
W) ,(Hom, (M , №)). 又 若 eM as 4N WJ ,( M 
QUN); # Mas «№, WJ (MOIN). 

X sLas «М, oN, WE 
(8) Hom,(M , Homs(L, N)) 

= Homs( L@ „М, N). 
同样 , 设 4Ms，L4， Nos 则 有 标准 的 
(в) Hom,(L, Homs(M , N) 
= Hom(LG)4M , N). 
此 处 ,车 8 是 交换 环 , 则 (8),(8') 是 8 同 构 , 又 
当 La 4Ms aN ЁЎ, 


(9) (LEMON = LO AMON) 
gar. 

Жл йм EAR SRM tk Hom (M, 4) 
记 作 M*. 着 M, 则 MI 8 M uS M MS, 
称 M* 为 M 的 对 偶 模 (dual module), 若 把 4 
本 身 看 作 4 BEB 44 与 4 EES 
一 个 的 对 介质 。 对 于 模 的 族 (Mihe 标准 的 
(San) < H мт, 由 此 得 知 ,对 于 有 


限 生成 的 内 射 模 M ,有 标准 同 构 (M*)*<M . 这 
样 涉及 对 个性 * 的 其 他 研究 ,与 线性 空间 情形 相 
类 似 的 结果 是 很 多 的 (一 线性 空间 [对 偶 空间 ]). 
当 4 是 交换 环 时 , ЖИЙ), (8") 中 的 4 = 
B = N, 则 得 到 标准 4 同 构 
Hom,(M , L*) = Hom,(L, M*) 
= (L@.M)*=&(L, M34), 
BD L x M 上 的 双 线 性 型 可 表示 为 线性 映射 
ML* 或 L 一 M*. 

【系数 环 的 扩张 和 限制 】 固定 环 之 间 的 同 
Жол В, HB AOL BIS B BE), HB 
BLN With А BE ps(N). 有 虽 只 考虑 左 模 , 但 右 模 也 
一 样 ， 若 由 Ë 

b+a=bpla),a€A,b€B 
来 定义 4 在 8 上 的 一 个 右 运算 ， 则 可 看 作 两 
W B-4 模 ,以 B, BR, 
对 于 任意 左 4 模 М, (EIE B IÉ 
e*(M) = B,G,M, 

Acts Hoj ERMER BT IK (scalar extension), 
AZ A BEEBE 1:M 一 M'， 诱 导出 B 
线性 映射 ot) = Ёё: o СМ)" (М7). 

对 于 任意 左 B 模 N, 作 左 4 模 

PN) Ноту(В„ N) 
PEX P 产生 的 N 的 缉 量 限制 (scalar restric- 
tion), ЭДЖ SEM (scalar change)， 由 对 应 
h — AG) 得 到 作为 模 的 同 构 Hom,(B,, N) 一 
N。 通 过 这 一 同 构 可 把 o*(N) 与 N 等 同 起 来. 
此 时 ,4 的 运算 由 a* y = p(a)y(a€ A, y € N) 
确定 。 若 4 是 B 的 于 环 , P 是 使 .p(4) = а(ає 
4) 的 标准 单 射 , 则 4 在 psCN) 上 的 运算 是 8 在 
N 上 的 运算 的 限制 。 模 之 间 的 5 线性 映射 f: 


ш owm 


NN 诱导 出 的 映射 ps( 站 :ps(N) > o. (N) 
是 4 线性 映射 .对 于 左 4 模 M, 左 8 模 N,4 线 
性 映射 1:M — ps (N) = N 也 称 为 关于 2。 的 半 
线性 映射 (semilinear mapping), 这 就 是 说 , f 为 
关于 加 法 的 同 态 , B. (бах) = eGOfGXG € 4, 
x€ MK. 

纯 量 扩张 与 纯 量 限制 的 关系 由 关于 任意 左 
4 模 M 与 左 B 模 NN 确定 的 同 构 

Hom (M , ps(N)) = Homa(p*(M), N) 
所 给 出 ， 这 里 左边 的 元 «与 右边 的 元 P 由 关系 
a(x) = (1@x) 连结 起 来 ， 一 范畴 和 函 子 。 

当 A, B АИ, TARM, м", 
得 到 标准 8 线性 映射 

p*; BQ, Hom, (M, M’) Hom, (BG, 

M,B@,M’), 
当 M 是 有 限 生成 自由 模 〈 可 以 是 射影 模 ) 时 ， 
REB RH, 如果 用 p* 的 写法 , 则 有 p* (Hom, 
(M , M’)) = Homs (p*(M), p*CM )). 

可 以 举 出 非 交换 系数 环 的 纯 量 扩张 的 例 , 
设 C 是 群 , H 是 G 的 子 群 。 考 虑 由 标准 单 射 H 
> G 诱导 出 的 群 环 之 间 的 同 态 p:K[Hl1 一 K 
[G1(K 是 交换 环 ). 对 于 任意 的 KIH] ЖМ, ре 
(M ) 称 为 M 的 诱导 模 (induced module), o*(M ) 
确定 的 C 的 表示 是 M 确 定 的 互 的 表示 的 诱导 表 
AU. P MER G, 也 能 研究 交换 环 之 间 的 
同 态 e: KK 所 诱导 的 同 态 o: K[G]—K[G]. 
4K=K B ç 是 自 同 构 时 , КІСІ 模 M 的 “ 纯 
量 扩 张 ”p*(M ) 确定 的 表示 是 M 确定 的 表示 的 
KGAA. it K — K/%(% 是 天 的 理想 ) 且 о 
是 标准 的 满 射 ， 则 由 K[C] Bt M 的 纯 量 扩张 
p*(M ) 确定 的 K 上 的 表示 是 由 M 确 定 的 K 上 
的 表示 的 模 A 约 化 (reduction modulo A), 此 时 
P*(M ) 与 M /MM 标准 同 构 。 此 外 ,表示 的 局 
部 化 和 完备 化 ,也 都 可 在 所 谓 “ 纯 量 扩张 ”的 公 
式 化 下 去 处 理 ( 一 交换 环 [ 商 环 ], Noether 环 [由 
理想 定义 的 拓扑 ]). 
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链 复 形 


chaines 


LÆ chain complex 法 complexe de 
Җ Kettenkomplex 4А цепный комплекс 
BMA) 【分 次 模 】 HARUAR KA 
为 算 子 区 的 模 的 以 Z 为 下 标 集 的 族 X。(ne Z) 


时 ,它们 的 直 和 模 ! X 一 > X. 称 为 分 次 А 
(graded A- module), 各 ЕЯ 称 为 X 的 n 次 分 
量 (component of degree п), 同样 , 对 于 X Э х= 
了 ta (x. € X2. x, ЁЗ x т ИШ. xi 
子 4 模 Y 称 为 X 的 齐 次 子 A WM (homogeneous. 
4-submodulc)， 如 果 z€ Y > x,€ Y(n € Z) 
成 立 ， 此 时 Y= УУ, (ИЖ), Y, = Х.П 
Y, X/Y = У) X/Y.) ORO 成 立 . 对 于 
两 个 分 次 4 模 X = 5X, у = > Y. 之 间 
的 线性 映射 (2X 一 Y， 若 存在 常数 p, 使 对 任 
意 的 ne Z, 都 有 (OC) C You, BJ 称 为 由 
X JY BY p ЖВНЕ Н (lincar mapping of de- 


gree p). ETE X, FOIE fa: X. — Yu, 
则 有 Ker f = > Ker f, (ELIRI), Im f = > Im f, 


CE RD, Kerf, Inf 分 别 是 X,Y 的 齐 次 子 AB. 

【 链 复 形 与 同调 模 】 对 于 分 次 4 模 x 一 
D X. 若 一 1 次 的 线性 变换 д, 即 9.:X。 一 
Xe (n€ Z) 满足 090 = 0, BD A196, = 0 
(пе Z), 则 X 与 8 合 在 一 起 所 成 的 (X, OKA 
4 上 的 链 复 形 . 8 称 为 它 的 边缘 算 子 (boundary 
operator): 


LE 9, 
e Ka X IR X. з 


此 时 Ker Ə 与 Im 8 分 别称 为 链 复 形 X. 的 闭 链 
3 (module. of cycles) 与 边缘 模 (module of bound- 
aries), Д Кед = Z(X), Ima 一 ВОХ) 表示。 
由 于 它们 是 X WKF ABGBIDL ZOO = У) 
ZAX) (HW), ZX) = Kerd,, ВОХ) = У) 
BAX) CHRI), BAX) 一 Im8。n. 因为 88 一 
0, BFL BOO C ZCX)，5。X)CZ。CX) (n € 
Z)， 把 商 模 表示 为 HOO = ZOO/BOO = 
D HX) (HM), H,(X) = Z,(X)/B,(X)， 
H(X) 称 为 链 复 形 СХ, 9) 的 同调 模 (homology 
module), 

设 (X, д), СҮ, 8') 是 4 上 的 两 个 链 复 形 ， 
á x 到 Y 的 0 次 线性 映射 了 满足 of — [00 
时 , BUS Of, 一 如 -ie8。 (n € 2), f BRIX 
BLY 的 链 复 形 映 射 或 链 映射 〈chain mapping), 
这 里 f(Z(X)) CZY), f(B(0) C BLY), 
从 而 诱导 出 4 同 态 ja:HCX) 一 HCY) (同样 诱 
导出 (s: HOO — H,(Y)). fa 称 为 由 链 复 
形 映射 了 所 诱导 的 同调 映射 (homological map- 
ping), XE RUUBUM f:X — Y g:Y 2, 
Ж (ef 一 вао С1х)» = luco BET. 

XY FREER f, g:X 一 Y, 若 存在 
次 数 为 1 的 线性 映射 D:X — Y, 使 得 1 一 g 一 
Dod + 8oD, 则 f 5 8 称 为 链 同 伦 的 《chain 
homotopic), ІД f = g 表示 ，D 称 为 1 与 8 之 间 
的 一 个 链 同 伦 (chain homotopy), #7 f +3 
链 同 伦 的 , 则 由 f, g 诱导 出 的 同调 映射 相等 : 
fa = gu. 又 对 于 两 个 链 复 形 (X, 0) CY ,0), 
如 果 链 复 形 映射 f:X 一 7 与 g:Y X OR 
fog = My 5 gof = lx, WIES X, Y (сап 
equivalent), Iet HT fa: HOX) 一 HCY), ge: 
HY) — HOO 互 为 逆 映 射 , 而 有 HOO = H 
(У) ЖУ. 

若 链 复 形 (X。8) 的 齐 次 子 4 模 Y= Sly. 
满足 BY C Y, 则 (Y, 0) 也 成 为 链 复 形 . (Y， 
9) 称 为 (X, 9) 的 子 链 复 形 (chain subcomplex), 
此 时 ,对 X/Y = У) СХ./Ү,), (X/Y, ә) 


链 复 形 , 称 为 商 链 复 形 〈quoricnt chain complex) 
HX HEY 的 相对 链 复 形 (relative chain complex), 
显然 对 于 标准 单 射 与 标准 满 射 ;, 序列 
оу tex ++ X/Y 一 0 是 正 合 的 . 
对 于 三 个 链 复 形 (W , 3) X, 3) CY, 8”) 
以 及 链 复 形 映射 f:W — X, g:X—> Y, RO 
W—X—Y—0 是 正 合 序列 . 此 时 对 yez 
CY), 4 84 + BOO) = "дәв Cy) + B 
CW), 这 就 定义 了 一 1 次 线性 映射 8。:HCY) 一 
HOV) (BP a: HCY) 一 日 (CW)), д. 称 为 连 
通 映射 或 连通 同 态 (connecting homomorphism), 
对 此 ,可 得 下 面 的 正 合 序列 : 
S HW) te HX) e 


H.C) S uan) e e 
它 称 为 同调 正 合 序列 (exact homology sequence). 
对 于 链 复 形 与 链 复 形 映射 的 两 组 正 合 序列 构成 
的 交换 图 表 
0—W— X> Y—0 
a) Vd k 
0—N'— X' — Y' —0, 
Duoga = faa HCY) 一 HWRE. 对 于 4 
上 的 链 复 形 X, 的 归纳 极限 lim Xas # H(im 
Xi) = lim H(X1), 
UM] RUE]. 对 于 链 复 形 (X, 0) (x 一 


Dx.) чх. moo 0) 时 ，X 称 为 正 链 
复 形 《positive chain complex), 特别 对 于 4 模 
C,H Y. = С, Y. = 0(a * 0), 8 = 0, W 
对 于 Y 一 Ууу, = С,(С,0) 可 看 成 链 复 形 . 
车 指定 正 链 复 形 X 到 C 的 链 复 形 映射 6: X 一 
C (Bl е:Х, + C), WX 称 为 横 C 上 的 链 复 形 
(chain complex over С), в 称 为 增 广 (augmenta- 
tion), C 上 的 链 复 形 X HAWAN (acyclic), 
如 果 
ee E AS 

构成 正 合 序列 。 一 般 对 于 增 广 的 正 链 复 形 (X, 
д), 4 H(X) = Ker e/Jm д, 由 此 C 上 正 零 调 
链 复 形 (X, 0) 满足 H.(X) = 0(я = 0, 1,2, 
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…')。C 上 正 零 调 链 复 形 称 为 C 的 左 分 解 (icft 
resolution), #54 X, (a= 0,1,2, 2 都 
是 射影 4 模 ' 时 ，X 称 为 C 的 左 射影 分 解 (lcft 
projective resolution)， 对 于 任意 4 模 C，C 存在 
左 射影 分 解 . 

对 于 线性 映射 a: C С", 4С, С 上 的 链 
ИЖ X, X'(e: X — C, 6: X' — CO) 之 间 的 链 
复 形 映射 f:X — X' 满足 eof 一 aoe B, f FE 
为 a 上 的 链 复 形 映射 C, C HENEN 
2X X, X, 则 必 存 在 a:C — C’ E) GE SEEDS 
HR XX. 而 且 着 有 两 个 这 样 的 1, g, WE 
们 必 是 链 同 伦 的 ， 特 别 是 ，4 模 C 的 左 射影 分 
解除 链 等 价 以 外 是 唯一 确定 的 . 

(Tor) 对 于 右 4 жм 与 左 4 模 N, 我 们 
WF EXE Tori (M, №) (п 50,1,2, 5, 
FERRE OM FON HUBER (torsion product): EN 
的 左 射影 分 解 为 

一 7 
由 它 与 M 在 4 上 的 张 量 积 * HREL (MDa 
Ү,1990): 
мл 22... M guy = 
м®лу MDN +0, 

把 这 个 同调 群 H.( MG Y) 记 为 Tor CM , N) 
(0—0,1,2, --.. 特别 在 ”= o 的 情形 ,有 
Torá(M , N) гє MN, Тога СМ, N) 不 依赖 
于 NN 的 左 射影 分 解 的 取 法 . 

【一 些 性 质 】 i) 若 M 或 N 是 平坦 ' 4 模 , 则 
TorKM , N) 一 0 (a = 1,2,--). 

i) 由 线性 映射 f:M1 一 M1 可 诱导 出 同 
态 fa:Tor4(Mi,N) 一 Tor4 СМ, N). 特别 是 ， 
С) = 1, HAS f:Mi + Mis g:M2 一 Ms,, 则 
(9f), = 6,9}. 

ш) 250-9 M + M23 一 > М, 0 是 正 
合 序列 , 则 

«De Torá My, N) e Tor Ms, А) 

Tor CM s, N) te gota (Mis N) — 


ðs 
+- — Torf (Ms, N) —> MUN > 
M:N — MQ N — 0 
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是 正 合 序列 , 称 为 Tor 的 正 合 序列 .此 处 Ө, 

iv) 对 于 (1), 有 8,°g, = fa, 成 立 。 

v) Tort (> м.м) У Torf Mi, N). 

vi) Tom Ms N) = lis Tor M, N). 

以 右 4 模 M 的 左 射影 分 解 (X, 6) 取代 六 的 
左 射影 分 解构 成 链 复 形 〈X@4N，6Q@1) 的 同 
调 群 时 ,就 有 H,(X@4N) = TorCM , N)(n = 
0, 1,---). 因而 上 面 的 性 质 iD) 一 vi) 当 M 与 N 
互 换 时 同样 成 立 . 

мі) 设 4 的 反 同 构 ? 环 是 A°, 则 有 Тога 
(M,N) & ТоС, М). 特别 地 , 若 4 是 交换 
Ж. Torá CM , N) 也 是 4 模 , ВЖ TorzCM , 
N) & Torá CN, M). 

vii) 设 4 是 主 理想 环 ', 则 Tors(M,N) = 
0 (n= 2,3, +++), Tort (M，N) 可 表 为 M * 
4N， 对 于 正 合 序列 0 一 Mi 一 Mi 一 M, 一 0， 0 一 
Mk N — Маж N — Муж „N — MUN > 
MBN — M @ N 0 也 作成 正 合 序列 、 特 
别 是 Z* zN = 0, (Z/nZ )* zN = NCS 
(ze N[nx =0}). Y 

【同调 群 的 万 有 系数 定理 】 对 于 4 上 的 链 
SUE (X, 0) SEERA BEN XON, 0@1) 
也 成 为 链 复 形 ， 特 别 是 , 若 4 是 主 理想 环 (例如 
Z), X RES SU, X, EEA = 0,1, 
ED š 
H,(X@ N) = H,(X)@,N + H.-(X)* aN 
成 立 . 这 称 为 万 有 系数 定理 ,(nniversal coefficient 
theorem), Ñ 

CT RAMEY. it Xu ne Z): A 
模 ， 取 线性 映射 Onn: X... > Xmas O” mini 
Х.Х М Doin Oma = Ә-Ә 
0, 05,1905, 一 Bu-uoo8ms 一 0 成 立时 ， 则 
Xmas 0', 8”) 称 为 二 重 链 复 形 《〈double chain 
complex), ЖН, Ф X,-— D Xpo Oe = 


I 


> Gra + Opes Wh (X, On) 成 为 链 复 形 . 


D 


0 称 为 全 边缘 算 子 (toal boundary operator), 8”, 
8” 称 为 偏 边 缘 算 子 (partial boundary operator). 


对 于 右 4 横 构成 的 链 复 形 (X,8) 与 左 4 模 
构成 的 链 复 形 (Y,07), Ф Xp = X,@ .Y., 
Bq = д,® 1, д; 一 (一 1)"1@0,, 就 得 到 二 
重 链 复 形 (X。,e,6', WEA, 与 (Y， 
8°) 的 积 二 重 链 复 形 (product double chain com- 
Plex)， 简 记 为 XG; Y. 特别 当 (X, 00 是 右 4 
模 M 的 左 射影 分 解 , (Y, 8°) 是 左 4 模 N 的 左 
射影 分 解 时 ， 积 二 重 链 复 形 XOY 关于 全 边 
缘 算 子 作成 的 同调 群 HA(X@4Y) 5 Tors (M, 
N) 同 构 ( 一 同调 代数 ). 

若 A4 是 主 理想 环 ，X。s Y nm 0, 1，…) 
RE AW 

HAX@1Y) = У) HODG,H) 

“=. 


+ У) H,Q)*. HAY) 


а 
成 立 , 称 为 Kiinneth 定理 . 

【上 链 复 形 】 对 于 分 次 4 模 X 一 > x, 
若 一 次 线性 变换 4:X 一 X (BJ d":X" > xt, 
满足 dod 一 0, 则 d 称 为 上 边缘 算 子 (coboundary 
operator) 或 微分 (derivation), (X, d) 称 为 上 链 
复 形 (cochain complex), МОХ, 8) (X = EX,, 
OXX) BEEE HE X= У) 
X", X" ХС, d" = ӘС, (2 — 0, 1,7), WJ 
(X, a) 成 为 上 链 复 形 . 

19 (X,d) 是 上 和 链 复 形 , 则 Kera = Z (X), 
Im 4 一 BCX) (同样 , Kerd" 一 Z"(X)，Im do 一 一 
B"(X)) 分 别称 为 上 闭 链 模 (module of cocycles) , 
E 3f] Sk # (module of coboundaries), H(X) = 
DHX) (HX) = Z*00/B*00) WAX 


的 上 同调 模 (cohomology module)。 对 这 一 情形 、 
也 可 定义 上 链 ( 复 形 ) 映射 (cochain mapping), 
上 链 同 伦 (cochain homotopic), БЖ Ccochain 
equivalent) , 子 上 链 复 形 (cochain subcomplex) , 相 
对 上 链 复 形 (relative cochain complex)， 连 通 映 
ЭЯ (connecting mapping) d, :H*(N) — H"™"(L) 
筹 等 .由 正 合 序 列 0 一 X 一 > y+ Z 一 0 可 
导出 上 同调 正 合 序列 (cxact cohomology sequence) 


I нео неру 
Неа) mmo ee oo 
又 对 于 (1), 有 dug. = foods 成 立 对 于 正 上 


链 复 形 X 一 Ў хе, 4 模 M 与 6:M >XE 
义 增 广 


. 2 а 
0— М —» X" — X' — 


wasn Reeve, 
当 这 是 正 合 序列 时 ,XX 称 为 堆 调 的 ,而 上 面 的 正 
合 序 列 称 为 M 的 右 分 解 (right resolution), 对 
于 任意 的 4 模 M, HX, (n=0, 1, …) 是 内 射 
4 模 , 则 X 称 为 M 的 右 内 射 分 解 (right injective 
resolution )。 对 于 任意 4 模 M , 一 定 存在 M 的 右 
内 射 分 解 . 

[Ex] 对 于 左 4 模 M,N, Z Ех CM, 
NyYn—0,1,2, --) 定义 如 下 ， 设 M 的 左 射 
影 分 解 为 

ME nd ORLY ee A 
由 此 作出 上 链 复 形 Hom, (X, N): 

0 — Ноти (Xa, N) 一 … 一 

Hom, СХ, 1 N) => Нот, (X,, N) —> +++, 
这 一 上 同调 群 H" (Hom, (X, N)) 记 作 Ex 
(м, N), 它 不 依赖 于 M 的 左 射影 分 解 的 取 法 . 
取 N 的 右 内 射 分 解 : ON Yt Yrs, 
而 此 作出 上 链 复 形 Hom, (М, Y): 0 一 Hom, 
(M, Y*) 一 … — Homa(M, У") — ---, HE 
出 这 一 上 同调 横 , 则 有 H"(Hom, (М, Y)) = 
Ех СМ, л). 而 且 由 上 面 的 链 复 形 X 与 上 链 
复 形 Y, 作出 二 重 上 链 复 形 Hom, (X, Y), H 
取 由 全 上 边缘 引出 的 上 同调 模 , 就 有 Н" CHom, 
(X, Y)) & ЕТМ, N). 

【一 些 性 质 】 i) Exti(M,N) = Hom (M , 
N). 

i) 若 M 是 射影 4 模 或 N 是 内 射 4 模 ， 则 
ExtXM,N) 一 0 (n= 1,2,5). 

iii) 由 线性 映射 1: Mi Mi (或 g: Ni 一 
N>) 可 诱导 出 线性 映射 六 :ExtiCM;, N) 一 Ext 
(Mi, N) (或 g*: Ex СМ, Ni) > Ex CM , 
N>). 
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iv) 对 于 正 合 序列 0 一 Mi 一 Mic М, 
0 或 0 一 Ni 一 N: 一 Ni 一 0, 分 别 可 得 Ext 的 
正 合 序列 
0 — Hom «(M,, №) — Hom. (M3, N) > 
Homa Му, N) 一 = Ext Mi, N) — ++, 
0 — Hom4CM , №) — Hom (M. Ns) 一 
Hom4( M ,NI 站 > Ек M, N) — ++, 


y) EXEM a [| ND [] вам. м). 
-s 


vi) 若 4 是 主 理想 环 , 则 有 Ext M ,N)=0 
(n= 2, 3 ).ExtwCM,N) 记 作 F (M,N), 
特别 是 , Extz(Z,N) = 0, Extz(Z/nZ,N) = 
N/nN , Exiz( M , Q/Z) = 0, Extz(M, Z/nZ) 

2x Ki /n (Stef Ñ = HomzCM , Q/Z)), 

【上 同调 群 的 万 有 系数 定理 】 设 X 是 主 旦 
想 环 4 上 的 链 复 形 , 每 个 X,。 是 自由 4 筑 , 则 有 

H"(Hom4CX , МУ) & Hom (H,(X), N) 

+ Ext CHACO), N) 
(万 有 系数 定理 )， 设 4 是 主 理想 环 , X 是 4 上 
的 链 复 形 ,Y 是 4 上 的 上 链 复 形 , 每 个 X。 是 自 
由 4 模 , 每 个 Y" 是 内 射 4 模 , 则 有 
H*(Hom, (X, Y)) 
е „21 Hom4(H,(X) , H*CY )) 


+ У) Exc(H,(X),H*(Y)) 


sedent 
(一 同调 代数 ,同调 群 ). 


Са] [1 小 松 朴 怨 -中 网 移 - 普 原 正 博 ， 位 相 坝 何 学 了 ， 
Wm, 1967, 
其 他 一 同调 代数 ,局 调 群 和 核 的 [ 参 ] . UN 


同调 代数 [Æ homologica algebra — ik algèbre 
homologique Ф homologische Algebra 4A ro- 
мологическая алгебра Н 水 捷 口 艺 一 代数 ] 
同调 代数 是 随 着 拓扑 学 ' 特别 是 同调 ' 论 的 发 展 
而 形成 的 一 种 代数 方法 ， 它 把 代数 学 中 以 往 作 
个 别 研究 的 一 些 问题 ,用 统一 的 观点 ,给 予 强 有 
力 的 展开 ， 基 于 这 一 认识 ， 而 形成 作为 一 般 体 
系 的 领域 ， 这 样 一 个 方法 是 建立 在 范畴 与 函 于 
《一 范畴 和 函 子 ) 的 观点 上 的 ， 它 以 不 仅 处 理 
对 象 的 内 部 结构 ， 而 且 处 理 对 象 的 机 能 结构 为 
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其 特征 。 同 调 代 数学 是 在 第 二 次 世界 大 战 后 形 
成 的 新 分 支 ,通过 这 种 考虑 方法 :发 现 它 在 广泛 
的 领域 中 都 得 到 了 应 用 ， 现 在 正 随 着 数学 的 整 
个 动向 而 产生 很 大 的 影响 .全 面 的 参考 文献 
一 [21,[4],[6],[7],[8]. 

【 复 形 的 (上 ) 同 调 】 以 下 主要 以 Abel 范 
Bye ЖЖ. th BT SP TS HE Abel 群 的 范畴 
(Ab) (RUSK Abel 群 为 对 象 ', 取 同 态 为 射 ") 或 R 
模 的 范畴 ' rH (关于 这 一 情形 一 链 复 形 ). 

Abel 范畴 E 中 的 (上 链 ) 复 形 (complex) C, 
由 对 象 C'E Elne Z) 与 称 为 微分 (differen- 
tiation) 或 边缘 算 子 (boundary operator) 的 射 
а C*— C"" (Eig ast'oas = 0 (n € Z)) 
所 构成 。 分 别 以 Z*(C), B"(C) 来 表示 Kera", 
Imd 时 , 我 们 由 正 合 序列 ' 0 一 B* (С) = 
Z"(C) 一 H"(C) 一 0 来 定义 C 的 x 上 同调 
(cohomology) H"(C), 4 С" = 0 (п < 0) (或 
n > 0) Rit, Bf С ЖЕЛЕ (positive) (S f (negative) 
复 形 ， 也 可 以 改换 符号 , 以 C-. RAR С". 这 
时 微分 是 dy 1C. 一 Cami (ЕЮ), Ker 4, = Z. 
对 于 Im dag = B, 的 商 称 为 ”同调 (homology) 
H,(C). 特别 对 负 的 复 形 ,通常 是 这 样 处 理 的 . 
对 于 R 模 的 范畴 nH, 当 С", 2", В", Н" 成 为 集 
合 时 ,它们 的 元 分 别称 为 (*) 上 链 (cochain)， 上 
闭 链 (cocycle), 上 边缘 (coboundary), 上 同调 
类 (cohomology class), 类 似 地 , 在 链 (chain) 群 
C, rh, 将 闭 链 (cyde)(€ Z,) 用 边缘 (boundary) 
(€ B.) 来 分 类 ,就 确定 了 同调 类 (homology class) 
(€ H.). 

复 形 的 射 (morphism) 或 链 变 换 (chain trans 
formation) f:C — C' 是 把 复 形 看 作 函 子 ! 2— 
E 的 自然 变换 ', BD ЖЕН fCC" (n € Z) 
баж (7 od" — an o) HE, W Sh EF URS 
4 H'CC) — HCC’), BRI СЯО — C ftJ 
等 价 类 ,特别 是 其 代表 DD, 称 为 C 的 子 复 形 (sub- 
complex)。 对 于 两 个 链 变换 fj,8:C C, BE 
在 射 的 族 В.С" C0 (ne Z), 满足 人 "一 
"= "ой" + -io 如， 则 称 这 个 族 为 了 与 e 
之 间 的 ( 链 ) 同 伦 ((chain) homotopy), 当 f, £ 
之 间 存 在 同 伦 时 ,f,£ 在 上 同调 中 诱导 出 相同 


的 射 . 对 于 f:C — C', Е Г: С, E 
Biot. tof 分 别 同 伦 于 C, C 的 恒 等 射 , 则 f 
称 为 ( 链 ) 等 价 (chain) equivalence), HEHE 
时 ,就 有 H"(C) = 月"((C')， 复 形 的 正 合 序列 
0 一 C' 一 C — C” -0 诱导 连通 射 (connccting 
morphism) H*(C”) — H*"(C') (ne Z), A 
eo HAC") HCC) H*(C) + HC") 
SHC) 一 … 是 正 合 序列 (上 同调 正 合 序 
Bi (exact cohomology sequence))。 关 于 同调 也 类 
似 .把 对 象 ACC 看 作 A= a d 0m 
形 ,指定 由 4 到 正 复 形 C 的 射 6 时, C 称 为 A 上 
的 复 形 (complex over A), € 称 为 增 广 (augmen- 
tation), 4 上 的 复 形 C 作成 正 合 序列 0 — A 
— cto C! 一 … 时 , 称 为 堆 调 的 Gacyclic)，4 
上 的 零 调 正 复 形 称 为 4 的 右 分 解 resolution). 
BUC, е}, {C's 分别 是 4, A’ 上 的 复 形 ,0 为 
射 4 一 全 ,如 果 复 形 的 射 大 C 一 C' WU foe 
sea, 则 称 f 为 < 上 的 射 ， 设 负 复 形 C 0034" 
是 s:C — 4， 同样 可 以 定义 零 调 , 左 分 解 等 等 . 

名 中 的 二 重复 形 (bicomplex, double com- 
pe) € 是 一 个 函 子 : Z x Z— €, CHIR 
ct 和 两 种 微分 4: Ct - gren, dy;C^* -n 
cr 所 组 成 , 满足 di — dh = 0, didu = dudy 
(有 时 代 之 以 反 交换 性 wan 十 dd 一 0). 射 的 定 
义 与 上 面 一 样 . 当 >, Ce 对 于 每 个 ne Z 存 


m 
在 时 , 设 它 是 ”上 链 复 形 , 则 在 Спе 上 能 定义 
由 4 一 4 十 (一 Urdu 所 确定 的 复 形 〈 复 形 的 
MWAL). 称 为 全 微分 бою! differentiation), 
di, dy, 称 为 偏 微分 (Partial differentiation), Cf 一 
{ers (рє Z), 4) 构成 复 形 , CWE E H WW 
H'(Cf) = НСС"). du 诱导 出 НСС) — H? 
(cm), PEM НСС). XP LWIA Hf 
(Hf(C)) 表示 。 同样 可 得 HP(HY(C)). 关于 
全 短 分 2 的 上 同调 简 记 作 H"(C)。 可 以 同样 地 
CR -EREK {Cr} 以 及 多 重复 形 等 . 

设 了 是 二 变 项 的 函 子 @, x 4.4, C, 
E @, 中 的 复 形 G = 1,2), 则 可 作出 e" 中 
的 二 重复 形 T(C C). Plin, CCEE 
的 正 、 负 复 形 , 则 Hom( C”, C) 成 为 (二 重 ) 正 复 


形 。 又 车 C, 5 "分别 是 范畴 es ed 中 的 复 
形 , UKER COC ЖЕЙ: (Ad) 中 的 复 形 : 
积 复 形 (product complex), 一 般 地 可 定义 H, 
〈CJ&H СС") + Hyg (CBC), 假定 C,, B. 
(a € Z) 是 平坦 的 +, 则 利用 函 子 Tor ( 见 后 ), 就 有 
下 面 的 正 合 序 列 : 0 一 У) H,(C)@H, (C) 


т 


HC@C)— У) THC), HC) 


mm 
— 0 (Künneth AR). 特别 是 ， 若 取 C S 
A € nd, WAESHA 0 — H.CC)@ A — H. 
€CG 4) — Ton(H,-(C), 4) 一 0( 万 有 系数 定 
理 (universal coefficient theorem))。 对 于 上 同调 ， 
它 有 0 一 Ext (Hai (C), 4) > H"(C, A) — 
Hom(H,(C), 4) 一 0 (ES) 的 形式 〈 一 链 复 
形 , 同 调 群 ). 

【卫星 函 子 ,导出 函 子 】 设 工 是 Abel 范畴 
之 间 的 加 法 共 变 函 子 € — m T HS 00 
任意 正 合 序列 映 为 C 的 正 合 序列 ， 则 工 称 为 
TE QHD (exact), 又 对 任意 的 短 正 合 (short exact) 
序列 0~ A — B — C — 0, fi TCA) — TCB) 
一 TCC) 是 正 合 的 ， 则 工 称 为 半 正 合 的 《half- 
exact)， 若 在 左 侧 添 上 0 — (或 在 右 侧 话 上 一 
0 ) 是 正 合 的 , 则 称 为 在 正 合 的 (left exact) (或 
HEN (right exactb))。 关 于 反 变 函 子 也 可 以 
同样 来 定义 。 定 义 范畴 Є 的 函 子 Hom; © х 
«€ — (Ab) CCAb) 是 Abel 群 的 范畴 ) 关于 二 变 
项 是 左 正 合 的 .特别 当 AC) 一 Hom(P,-) Ж 
正 合 时 , 则 已 称 为 射影 的 (Projective); 当 А0С-) 
= Hom(-, 0) 是 正 合 时 ,2 称 为 内 射 的 〈injec- 
tive)， 对 于 任意 的 对 象 4， 若 存在 由 射影 对 象 
的 满 射 1 P 一 4 (或 到 内 射 对 象 的 单身 "4 一 2)， 
则 称 E 具有 充分 多 的 射影 RAM) 对 象 ， 若 
自然 对 应 HomCA , B) 一 Hom(hc(4), hoe(B)) 
是 一 一 的 , 则 CG 称 为 生成 元 (generator), 同样 用 
如 得 到 余生 成 元 (cogenerator) 的 概念 . 具有 生成 
元 的 Abel 范畴 多 ,满足 条 件 “ 恒 存在 直 和 , 且 关 
于 任意 ACC 的 子 对 象 ! B 与 子 对 象 的 全 序 序 
列 {4j, (UA) NB = U (А, N B) SE" HI 
#00 Grothendieck 范畴 (Grothendieck cate- 
gory)。 它 具有 充分 多 的 内 射 对 象 . (Abet 群 的 
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#588: R. Baer, 1940; 一 般 的 : А. Grothendi- 
ak, 1957.) 由 对 象 4 到 内 射 对 象 2 的 单 射 
于 4 一 0, 若 对 于 非 零 单 射 g:B — О 恒 满 足 
Im ар 0, 则 A> 0 KH AAMAS 
injective envelope), 对 于 Grothendieck 范畴 中 
的 每 个 对 象 ,内 射 包 络 总 是 存在 的 , 且 除 同 构 外 
是 唯一 确定 的 ( 模 的 范畴 : B. Eckmann-A. Sch- 
opf, 1953; —ARAY: B. Mitchell, 1960), 

BB 3) MSH 8 BF (O-functor) 
HS 到 多 ' MARAT OPA T = (ТОРЫ 
EFE 中 任意 短 正 合 序列 0 一 个 一 4 一 人 
一 0 的 连通 射 a: T'CAT) T CAT) 所 构成 , 且 
满足 下 面 的 两 个 条 件 : D 对 短 正 合 序列 的 射 、 
дәт! = Тоё 成 立 ; fi) m TCA") 
TICA) + TICA) = THA") TP (0) 一 
… 构 成 复 形 。 换 8 以 0*: TCA") T7 (4, 
且 满 足 同样 的 条 件 19), ii*) 时 ,就 可 定义 共 变 
8* 函 子 (O*-functor), 对偶 地 可 定义 反 变 8 范 
子 , 反 变 6* 函 子 。 这 些 也 称 为 函 子 的 连通 序列 
(connected sequence of functors)， 若 在 一 co < < 
+ co 上 定义 的 8 函 子 (或 6* RF) 使 ü) (或 
ii*)) 中 的 序列 恒 为 正 合 , 则 称 它 为 上 同调 函 子 
(cohomological functor) (或 同调 函 子 (homological 
functor))。 8 FAWN f: S 一 了 由 与 连通 射 可 
交换 的 自然 变换 Pis 一 T! 所 构成 ,在 a <i 
<b EXE ORFS, 若 对 于 相同 的 ;的 范 
转 内 定义 的 任意 8 函 子 了 与 自然 变换 9:5 一 
те, 存在 唯一 的 8 函 子 的 射 1, WE p = p, 就 
称 为 万 有 的 (universal). 对 于 共 变 函 子 F: 
>E, b> 0, WRES < 上 定义 的 万 
有 共 变 8 函 子 满足 中 一 Е, 则 称 它 为 F 的 右 卫 
BHF (right satellite), Ц (SF) 表示 . ASF ff. 
在 , 则 它 是 唯一 确定 的 , 且 有 SHF = SSF), 
若 留 有 充分 多 的 内 射 对 象 , 则 右 卫 星 函 子 必 存 
在 ， 若 E 是 左 正 合 的 ， 则 GSIFY 成 为 上 同调 函 
+. ә" 函 子 的 万 有 性 通过 倒转 箭头 方向 来 定 
义 , 下 的 卫星 函 子 GF) 由 变换 符号 记 作 (577 
F}, 称 为 在 卫星 函 子 《left satellite), 

设 吕 具有 充分 多 的 内 射 对 象 , 若 4 的 右 分 
3 0 = (0) 中 每 一 0' 是 内 射 的 , 则 称 0 为 4 
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的 内 射 分 解 (injective resolution), 这 一 分 解 是 存 
在 的 , 且 除 链 等 价 外 是 唯一 确定 的 《H.Cartan， 
1950)。 关 于 共 变 函 子 Fi — "T A> 
H'CF(Q)) 与 2 的 取 法 无 关 , 称 为 F MBIA 
导出 函 子 (right derived functor) RF, {КЕ} Ж 
成 上 同调 函 子 。 由 卫星 函 子 的 万 有 性 ， 存 在 9 
EFAN ASF} {RF XTRA. 
仅 当 下 是 左 正 合 的 。 同 样 定义 反 变 函 子 的 在 导 
HH F (left derived functor) L;F, 当 F 为 右 正 
合 时 , 左 导出 函 子 与 左 卫星 函 子 同 构 。 同样 地 ， 
Xv 具有 充分 多 的 射影 对 象 时 , 用 射影 分 解 
(projective resolution) 来 定义 共 变 (RIE) BF AY 
左 ( 右 ) 导 出 函 子 。 对 于 多 个 变 项 的 函 子 ， 除 由 
范畴 的 直 积 ?作为 函 于 的 导出 函 于 外 ,还 有 注视 
某 一 个 变 项 来 定义 的 偏 导 函 子 〈Pariiail derived 
functor), fln, 设 T(A,B):61 x @,— X 
FALRRAF XT В ЕЗЕТ. BOR 
AFA SWARM R, ТН B ОРУНА О 
来 定义 RIT(4, В) = H'(T(A, 0). BT 
Ei) B 是 单 射 的 蕴涵 4 — T(A, B) RES 
WT, NEEM B PT. RIT CA, В) OU A 
的 上 同调 函 子 。 假 定 在 Cı 中 存在 4 的 射影 分 
WEP, 则 可 定义 RIT(4, B) = H'(T(P,B)) 与 
全 导 函 于 R'T(A, B) = H'(T(P, 0)). AT 
满足 让 i) 4 RBA BTCA, B) 
是 正 合 函 子 ( 右 平衡 的 〈right balanced))， 则 这 
三 种 导出 函 子 全 都 是 同 构 的 。 函 子 的 左 平衡 的 
(left balanced) 性 质 也 可 同样 叙述 。 当 定 义 范 
畴 的 函 子 Hom 的 右 导出 函 子 能 够 定义 时 , 它 以 
Exc (А, B) Жж. 

【 谱 序列 】 我 们 现在 论述 关于 尺 模 的 范畴 
kf 中 的 上 同调 . 同调 的 情形 可 以 用 符号 替换 
原理 来 处 理 。 在 一 般 的 Abel 范畴 中 ,大 致 可 作 
同样 的 讨论 ([3],[10]). 模 4 的 滤 子 (filtration) 
下 是 4 的 子 模 的 族 (FC) lp € Z}, Ей Fr 


(4) овен). 4 FPC4) 一 4 时 ，F 称 为 
y 
H ERARI (exhaustive), 而 当 存 在 使 


F'(A) = 01}, 称 为 下 方 有 界 或 离散 的 《dis- 
crete), & G*(A) = F'CA)/ FF CA) IS E 


相伴 的 (:ssociated) 分 次 模 ' G( 4) = (G^ CA)1 
peZ} BERD f:4— A 是 一 个 模 同 
态 ,满足 1{F*(4)) C FA). BBS 
模 的 同 态 GCA) 一 GCAD. BC = (Cn, at 
AFM F(C) D ЕС) 的 子 复 形 FF 
(с) 一 {F"(Cc")} 构 成 。 以 下 假定 LU FC) = 


C, 且 对 于 每 一 次 数 ”都 存在 户 E РСС") m0 
(FHAR (bounded from below))， 特 别 当 F° 
(С) =С, ЕС) = 0193, ВЖ Canon- 
ically bounded), ФД C^* 记 GCO, 就 产 
生 二 重 分 次 模 (C), P 称 为 滤 子 次 数 filtra- 
tion degree), 9 称 为 余 次 数 《complementury de- 
gree), p + q 称 为 全 次 数 (total. degree}, 

以 分 次 模 D = {D"} 为 其 极限 ( 英 limit 法 
aboutissement) 的 谱 序 列 (spectral sequence) (E, T 
( 常 记 作 Et*—,D") 是 由 二 重 分 次 模 的 族 BE, 一 
{Ef*|p,q€Z} (r2 2, 8M rm 1) 与 满足 
a= 0 HY (r, 1 一 7) 次 微分 4,: ЕР — ЕРТН 
(p,46 乙 ) 所 组 成 的 ,并 满足 下 面 的 条 件 : i) 关 
于 4, Н(Е,) = 已 ft。 从 而 有 E; 的 分 次 子 模 
序列 0 一 BCB'C.…C2Z.C2Z: 一 BE， 使 得 


Z,/B, & En ü) BREF Ze C (1 Z, 和 BaD 
n 


UB 使 得 Е. = Z-/B。 3ш DAVEE 

Y 

F 所 产生 的 二 重 分 次 摸 同 构 : Ett = G' 

(Dr), 以 下 ;只 讨论 Zo — N Zo Be = U 
А x 


B, CSI SK (weak convergence) 的 情形 。 47 F 
Ji LWA FHER FAK T ON р, е. 
ZC EL) 是 稳定 的 , 则 {E,} 称 为 正则 的 《regu- 
la); 若 对 任意 的 +， 存 在 po IEH p< pks 
TEH Еги? = 0, W {E} 称 为 下 方 有 界 (boum 
ded from below), 特别 当 E2? = 0(p < 0, q < 
0) 时 , 称 为 第 一 象限 型 (first quadrant) 或 上 同 
调 谱 序列 ， 在 最 后 这 种 情形 中 ,通过 底 项 〈base 
terms) Et, SFI (fiber terms) ЕЁ" 定义 边 
RIBAS (edge homomorphism) E$” — EL’, EY? 
一 Et*, ХМ ТЕ PURO t fE DY — E; 
DYRENES IAKO OKH f: E, EL. 


9 次 的 1:D >D. 当 谱 序列 为 正则 时 , 若 某 个 
f 是 同 构 ， 则 也 是 同 构 。 在 射 的 集合 中 定义 
了 加 法 , 谱 序列 就 成 为 加 性 范畴 . 由 Abd 范畴 
E Six RH MBS MBF (spectral 
functor), ZEB FACIE lC, F} 中 , 若 设 2? = 
la € F'(C)|da € FPM(C)}, B? = 227—7, E?= 
ZIAZE + Bly), E, = У) Et, 则 产生 谱 序 
列 ED > С(НСС)). RBH c= (Ст, 
а dy Vb, SE XB PBF Fr, Fu: Ff(C) = У) 
5 
ae - ‚кысу = У 2 en > 应 用 上 面 的 
方法 ， 可 得 到 两 个 谱 序 列 HEGISCC)) > ,H" 
(C). H&GHICC)) > gH*(C). 从 比较 这 两 个 
谱 序列 可 以 得 到 许多 结果 。 设 工 是 由 Abel 15 
Wi 8] к 的 加 性 共 变 函 子 , C E € 中 的 复 
Ж, 0 = {OP} 是 C 的 内 射 分 解 , 则 关于 二 重 
复 形 TO) 如 上 所 作 的 两 个 谱 序 列 分 别 是 HP 
(RIT (суу) > НСТ (0)), R'T(H*(C)) > H 
(T(9)). 这 一 极限 与 2 的 取 法 无 关 , 称 为 了 关 
F C 的 超 上 同调 (hypercohomology)([2],[ 101). 
伺 样 能 定义 多 重 函 子 的 超 上 同调 。 谱 序列 理论 
是 由 J. Leray (1946) FORJ, J.-L. Koszul 
《1950) 又 把 它 代数 化 . 
【 模 的 范畴 】 具有 单位 元 的 环 R 上 的 左 
《 右 ) 模 的 范畴 nH (NA) 是 Abel 范畴 ,特别 是 
Grothendieck 范畴 (一 模 ) .由 完全 嵌入 定 理 ', 关 
于 一 般 的 Abel 范畴 的 命题 ,多 数 可 由 a 导出。 
在 rH th, P 是 射影 模 , 当 且 仅 当 它 与 自由 模 ' 的 
直 和 因子 同 构 。 任 意 射影 模 是 可 数 生成 射影 模 
的 直 和 (I. Kaplansky, 1958), 对 于 有 限 生成 身 
KR P, Ps 如果 存在 有 限 生成 自由 神 Fi Fa, 
使 得 P+Fi( 直 和 ) 守 P+F( 直 和 ), 则 Pi 与 Ps 
称 为 等 价 . 按 这 种 等 价 关系 分 类 ,得 到 以 直 和 作 
为 运算 的 Abel 群 , 称 为 R 的 射影 类 群 (projcerive 
class group), 各 种 空间 上 的 向 量 从 * 的 范畴 与 
适当 的 函数 环 上 射影 模 的 范畴 等 价 ， 与 此 有 
关 ， 多 项 式 环 上 的 射影 模 是 否 为 自由 模 的 问题 
(J.-P. Serre 1955) 尚未 解决 (已 由 Quillen 与 
Суслин 在 1976 年 独立 地 肯定 解决 一 一 译 者 ). 
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一 般 地 ,“ 大 的 ”射影 模 多 半 是 自由 的 . Pin, 
ARR] SP 880939 Nocher 环 ' 上 的 非 有 限 生 成 射影 
模 是 自由 的 (日 野 原 幸 利 ，1963). 
Hom, 的 第 ”个 右 导出 函 子 以 Ext A, B) 
表示 , 它 成 为 关于 4 为 反 变 \ 关 于 了 为 共 变 的 函 
于 nH Хк (Ab). Ех 5j Hom; 同 构 ， 
两 者 可 以 看 作 是 同一 的 。 由 正 合 序列 0 一 
4'— A— A” — 0 可 诱导 出 连通 同 态 A": Eng 
(A', B) — Exit CA" 。，B)， 从 而 构成 下 面 的 正 


合 序列 : Барба", B) > Exi (A, 


B) — Exti(4, В) — Ех (А', B) -全 。 вы" 
CA", B) — -- (Ext 的 正 合 序列 )， 同 样 地 ,由 
正 合 序列 0 — В. B — B” — 0 可 诱导 出 
At; Exig (A, B”) — Еч" (А, В), 也 有 类 似 
的 正 合 序列 成 立 。4 通过 8 的 (或 通过 4 的 ) 
扩张 (extension) 是 指 形 如 (E): 0 一 B 一 X 一 
4 一 0 的 正 合 序列 。 基 于 使 示 性 类 (characteristic 
class) xz = Д1) € Ех (4, В) (1 是 Home 
(B, 8) 的 单位 元 ) 对 应 于 (E), 4 通过 B 的 扩张 
的 等 价 类 的 集合 与 Extx(4, В) 是 一 一 对 应 的 。 
此 时 ， 这 个 集合 中 的 加 法 由 所 谓 扩张 的 Baer 
和 (Bacr’s sum) 的 方法 作出 ， 用 同样 的 方法 ， 
Ен (А,В) 与 重 扩张 0 + BX 
一 X。 4 +0 CES) 的 等 价 类 对 应 ， 反 之 ， 
由 这 一 观点 ,可 以 对 于 一 般 的 (不 一 定 存在 充分 
多 的 射影 、 内 射 对 象 的 ) 加 性 范畴 ' 构成 Ex 等 
的 理论 (米田 信 夫 , 1954, 1960). 

ADB 作成 右 正 合 共 变 函 子 .Au X ew 
一 (Ab). 若 nC) = -OP 是 正 合 的 , 则 P 称 
为 平坦 + 模 。 射 影 模 是 平坦 的 。 一 般 地 ,平坦 模 
是 有 限 生 成 自由 横 的 归纳 极限 (М. Lazard, 
1964). ЖҰР 关于 RR 的 任意 极 大 理想 m 
恒 满足 P = тр, ДР 称 为 一 一 平坦 ? 模 。 四 与 
Hom 互 为 伴随 函 子 ! (一 范畴 和 孙子 )， 从 这 
个 观点 ,也 可 以 对 一 般 的 范 栈 考虑 四 。@r 的 左 
THAPA Tori (А,В). Тот (4, B) $$ 
SE Tork (А,В) 称 为 挽 积 (torsion product), 
Torf (4,B) 也 记 作 А ж XB, Or 是 左 平衡 的 , 因 
而 由 4 的 ，B 的 或 4 和 8 的 射影 分 解 总 可 得 到 
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Тог, Tor = @,. 正 合 序列 0 — 4’ + A> 
A" 0 BEA, Tori CA", B) > Tort CA, 
В) 和 Tor 的 无 限 正 合 序 列 ( 对 第 二 变 项 也 同 
FJ. 

Hom 与 @ 的 各 种 关系 可 导致 导出 函 子 之 
间 的 相应 关系 . 例如 对 K ERE A T, Ф 
AQT = ON, EXTR Тои, В) Тот (л, 
B^) — Torg, ( AG A' B@B’) 作为 外 积 (exter- 
nal product); 而 当 A,r XE K 射影 模 且 Tor 
(A, A’) = 0(n > 0) 时 ,就 能 定义 栅 积 (wedge 
product) V :Exti( A, B)@Ext#(A’, В") Ете 
(4@4', BOB'), 后 者 可 由 模 扩 张 的 合成 来 
ЖЖ. TRY K = A= T = 0 时 成 为 内 积 
(internal product) ‚Л ^ #R. 对 于 天 上 的 Hopf 
代数 "4, 由 对 偶 积 !4 一 A@A 诱导 出 Extwes > 
Ext， 它 与 V 积 合成 就 导出 上 积 (cup product) 
:Exth(4, B)OExd( 4’, B')9 Exft (AG) 4”, 
BSB), RUM, Dg XL BLA BU Y RAR 
(AER (cap produc) (一 [2]). # AT, X 是 
天 上 代数 , AEK HER, MH 4 € -Aier:Be 
ats, CEM ros, Tors(A, B)=0(n > 0) 时 , 
由 Homyer (4, Нот; (В, С)) = Homrez (A 
@, B, C) 用 二 重复 形 的 方法 可 导出 谱 序列 
Ехо CA, Exdf( B, C)) > ,Extiex(A@,B,C), 

AC rH 的 同调 维 数 (homological dimen- 
sion) h.dimg, dhed, BSE HEB (projective 
dimension) proj.dimx4， 就 是 存在 B 使 Extg (4, 
В) 关 0 的 = 的 最 大 值 ( 如 果 不 存 在 , WELE 
Jj co). h.dim 4<0 等 价 于 4 是 射影 的 。 同 
В.В Ем С, В) 定义 BE rH WAR 
维 数 (injective dimension) injdim, B, H Torf 
C. C) E X. C € rH B8 SERI weak dimension) 
w.dimy C, sup {proj.dimp A | A € RA} = sup 
linj.dim,B | B € кё}, iX FR 2S R 的 左 全 
JE $Ë Ж (left global dimension) lgldim R. “Ë 
等 于 循环 模 ! 的 同调 维 数 的 上 确 界 《M. Auslan- 
der，1955)。 右 全 局 维 数 r.gl.dim R 也 同样 地 
定义 .sup {w.dimyA] A € Ær} = sup (w.dim, 
CÍC € nA}, 3X 4" të N R 0) 88 + ВЕ 


(weak global dimension) w.gl. dim К, w.gl. 


dim R 三 1.gl.dim R, r.gldim R. XH -i 
都 不 相等 《Kaplansky,1958)。 若 R 是 Noether 
环 ?2 则 关于 有 限 生 成 模 这 三 个 数 是 相等 的 (Aus- 
lender, 1955), ERX Кй Ф BHR (global 
dimension) gl.dim R. lgldim R = 0 
gl.dim R — 0 都 是 R 为 Anin 半 单 环 ! 的 充分 
必要 条 件 。w.glLdim R = 0 当 且 仅 当 R 是 在 
J. von Neumann # FRUiEWUIR' (EHI. 
1956). # lgldim R < 1, WHR 是 左 遗 传 
BY (left hereditary); +R ÍT BRE JA ЛЕ PEA ДЕ 
射影 模 , 则 称 R 是 左 半 遗传 的 Cleft semi-here- 
ditary)。 左 而 且 右 ( 半 ) 遗传 的 简称 为 ( 半 ) 遗 传 
的 。 因 为 交换 整 环 R 的 理想 的 射影 性 与 可 逆 
性 ' 等 价 , 所 以 R 是 遗传 的 当 且 仅 当 RR 是 Dede- 
kind 环 '。 此 时 射影 类 群 无 非 就 是 理想 类 群 '. 
又 R 是 半 遗 传 的 当 且 仅 当 w.gldim R < 1 
(服部 胎 , 1957) ,此 时 RR 称 为 Prüfer 环 ( Priifer 
ring). Dedekind 环 上 的 极 大 整 环 ' 是 遗传 的 。 
平坦 性 与 无 挠 性 〈torsion-free) 等 价 是 交换 半 进 
FERRIE GREN, 1961). Noether KR 
作为 左 R 模 是 内 射 模 ， 当 且 仅 当 R 是 拟 Frobe- 
nius 2" (AHA EB , 1952), 40 Frobenius 环 的 全 
局 维 数 是 0 或 co (S，Eilenberg- 中 山 正 , 1955), 
关于 交换 环 K 上 的 多 项 式 环 R =K [Xn 
X.]， 有 gldim R = gl.dimK +n, КҖ 
的 情形 ， 就 是 Hilbert 的 合 系 序列 ' 的 理论 〈 一 
多 项 式 环 ), 所 以 一 般 论述 环 或 范畴 的 全 局 维 数 
的 理论 有 时 也 称 为 合 系 论 (syzygy theory) CEilen- 
berg, 1956). 一般 地 说 ,交换 Noether 环 R 的 同 
调 代数 在 代数 几何 学 中 很 有 用 、 对 它 已 进行 了 
详细 的 研究 。 当 m 在 RR 的 极 大 理想 中 变动 时 ， 
有 gl.dim R = sup gl.dim R。(R。 是 关于 m 的 
SERT) 成 立 , 从 而 问题 归结 为 考察 局 部 环 !. 局 
部 环 上 的 平坦 有 限 生成 模 是 自由 的 。 令 K 为 由 
极 大 理想 m 产生 的 剩余 域 , 则 Tor'(K,K) 具有 
Hopf 代数 的 结构 (E. F. Assmus, Jr., 1959), Ж 
于 R 的 Betti $ (Betti number) dimTor? (K, 、 
K), 有 详细 的 结果 《J. Tate，1957, 等 等 )、 特 
别 是 ，gl.dim R < co MAH R 是 正则 的 ' 
(Serre, 1955), 4 » ЖЕЖ ЕЕ Extk(K, R) 


5 r. 


= K(i=n);=0(i 9 n) BY, R 称 为 Gorenstein 
Ж (Gorenstein ring), 这 是 位 于 正则 环 与 Macau- 
lay 环 之 间 的 概念 (一 Nocther £f). 

对 于 环 R 的 子 环 $ 作 相对 的 考察 就 导出 相 
对 同调 代数 学 (relative homological algebra), 3j 
此 有 G. Hochschild 的 理论 (1956): R 模 的 正 
合 序列 作为 s 模 的 正 合 序列 是 分 裂 ! 时 , 称 为 
(RS) EF RBI (CR ,S)-exact sequence) , 2 Hom 
(P,:) 把 (5,5 ) 正 合 序列 映 为 正 合 序列 , WE 
ХР (R, S) 射影 的 ((R,5)-projective), 同样 
可 定义 (R, S) 内 射 的 ((R,5)-injective), 定义 
Home, Тог" 的 相对 导出 函 子 (relative derived 
functor) 为 Extir,sy, Тог), 4543 MA — HE 
考察 的 相对 理论 (高 须 天，1957)。 自 然 在 一 般 
的 范畴 中 ， 也 可 由 各 种 观点 构成 相对 理论 〈 一 
[8]). 

【代数 的 上 同调 论 】 设 A 是 交换 环 K 上 的 
代数 +, 4 是 A 两 侧 模 '. 由 4 映 到 4 的 = 重 线性 
映射 称 为 ”上 链 , 上 链 的 全 体 构成 的 模 记 为 
C*(C* = A), 边缘 算 子 8";C" — Cn" (of) 
(м, isi) = hf Aas Аы) + >) СИ 


e 
fas ә, as ts Rapa) + (— Dt? fn 
… 4.)4。n1 来 定义 ， 这 一 复 形 的 上 同调 , 称 为 
A 的 以 4 З КЙ (coefficient module) 的 = Ж 
Hochschild 上 同调 群 (Hochschild’s cohomology 
group) Н"(А, A) (Hochschild, 1945), 限于 具 
有 性 质 “ 若 u 中 有 1， 则 {s-s А) = 0” 
的 上 链 (正规 化 (normalizecd) 上 链 ) 的 子 复 形 , 可 
得 到 同样 的 上 同调 群 H(A, A). {H"(A,-)} 
形成 4 两 侧 模 的 范畴 Lon. Bbk ® K 模 的 范畴 
к 的 上 同调 函 子 . GAR A 的 反 同 构象 
A = AG A® (4A 的 包 络 代数 《enveloping alge- 
bra)), 则 44 与 4H 及 .Hw 可 看 作 是 同一 
的 。 若 4 是 玉 射 影 的 , 则 {Н*СА,-)) 5 {Ех 
(A,-)) 同 构 (在 [2] 中 ,一 般 地 Ех (As) 就 是 
H*(A, A)), HA, A) = (a € Alda = ax, VÀ 
€ A). 1 上 闭 链 称 为 由 A 到 4 的 微分 〈deriva- 
tion, crossed homomorphism), 1 上 边缘 称 为 内 微 
分 (inner derivation, principal crossed homomor 
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phism), 因而 H'(A, 4) 是 微分 类 群 ， 与 分 歧 ' 
HARA. кавы, H'(A,..) 一 0 SERS 
4 是 可 分 代数 。 一 般 地 , YAR A 射影 的 , BD 
Ext (A,-) 一 0 时 ,4 称 为 K 上 的 可 分 代数 
(separable algebra) (Auslander-O. Goldman, 1960), 
这 是 极 大 中 心 代数 概念 (中 山 - 东 屋 五 好 ,1948) 
的 推广 H(A, A) 与 4 的 以 4 为 核 的 代数 扩 
张 ! 的 等 价 类 一 一 对 应 ， 满足 HAS) = 0 的 
BK EMRE A А БАО E 2) RW 
(J. H. C. Whitehead-Hochschild), 这 对 于 可 分 
代数 的 情形 成 立 ， 并 推出 Wedderburn-ManbueB 
定理 +。FP(4, A) 也 可 解释 为 与 扩张 有 关 . 

一 般 地 ， 存 在 4 使 H"(4, A) 天 0 的 ”的 
最 大 值 , 称 为 4 的 上 同调 维 数 (cohomological di- 
mension) dim A (Ж = 不 存在 则 dim A— co). ill 
4 是 域 K 上 的 有 限 维 代数 ,N 是 它 的 根基 ", 则 
dimA 一 oo 当 且 仅 当 A/N 是 可 分 的 , 且 gl.dim 
A < co (ib IB kJ UL - hili, 1954), 

同样 定义 4 的 以 4 为 系数 模 的 同调 群 H. 
(A, A), BARK HEH, W| {HA 2) 与 
(16) Cs A)) 6. 

【 群 的 上 同调 论 ] K 上 的 一 个 代数 4 与 一 
个 代数 同 态 e: A 一 天 所 成 的 对 , 称 为 添加 e 的 
天 上 的 增 广 代数 Gupplemented algebra ([2])， 
augmented algebra ([8])). Ë G RA PERAK 
群 代数 ! ZI G] 成 为 添加 elx) = 1(x € G) 的 增 
广 代数 . 左 G 模 的 范畴 ¿€ Sk ZUG) 模 的 
范畴 看 作 是 同一 的 。 对 于 有 限 群 C, 有 限 生成 
的 射影 G 模 不 一 定 是 自由 的 (D. S. Rim, 1959), 
它 同 构 于 G 自 由 模 与 ZIG] 的 左 理想 的 直 和 ， 
从 而 ZLG) 的 射影 类 群 是 有 限 群 (R. G. Swan, 
1960)。G 的 关于 A € oH 的 上 同调 群 、 同 调 群 
(Eilenberg-S. MacLane, 1943) 分 别 定义 为 Н" 
(G, A) = Extr (Z, 4), H.(G, А) = Tor?! 
(Z, 4). 它们 的 具体 描述 常 通过 Z 的 Z [G] 
标准 分 解 (standard resolution), i) 齐 次 表示 : 
以 集合 G 的 直 积 G 为 基 的 自由 Abel 群 由 运 
Ж xus c x) = (хх, +++, 1S TERE BL 
这 就 得 到 齐 次 n 链 (homogeneous n-chain) ЁЁ, 
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HH 40, 7 te) = У) С) 5 в 


бә 

xs) 来 定义 边缘 算 子 而 得 到 复 形 . i) 非 齐 
次 表示 : 以 6" 为 基 的 自由 ZIC] 模 定义 为 非 
齐 次 n 链 (non-homogencous a-chain) 群 ， 并 由 


або Ce ie S (D 


(ns ttt» Reta ` "s te) HCH (zo rs 
zx。-!) 来 定义 边缘 算 子 而 得 到 复 形 . 非 齐 次 2 上 
PAE PR BFA (factor set), H(G, AEG 
不 变 元 所 成 的 子 模 AS, НСС, A) 是 4 的 使 得 
G 的 运算 是 平凡 的 最 大 剩余 类 模 Ac. 个 给 出 两 
HG, K, 群 同 态 构 成 的 正 合 序列 1 一 K 一 
E—G— 1, 称 为 G 的 以 K 为 核 的 群 扩张 (group 
extension), 当天 是 Abel 群 时 ,此 扩张 在 K 中 引入 
G 模 的 结构 ,K 与 成 为 E 的 半 直 积 ' 因子 的 偏差 
就 产生 因 于 组 . НКС, 4) 一 一 对 应 于 在 4 中 导 
出 G 模 结构 的 以 4 为 核 的 G 的 群 扩张 的 等 价 类 
AE (O. Schreier 的 理论 )。 在 Schur-Zassenhaus 
定理 (一 有 限 群 ) 的 证 明 中 ,主要 的 就 是 这 一 观 
д. НСС, A) 可 理解 为 扩张 的 障碍 的 集合 
(Eilenberg-MacLane, 1947)。 对 于 自由 群 4 F,H* 
(F, A) = Н.Е, А) = Оби 2 1). 一 般 的 群 
G 可 以 表 为 自由 群 的 商 群 6 一 F/R, 若 令 R/ 
[R, R] = K, F/[R, R] = E, 则 E 给 出 了 G 
的 以 K 为 核 的 扩张 ， 设 对 应 的 HXG, K) 的 元 
FEE, 此 时 对 于 任意 6 模 4, 把 上 积 X 一 X 5 
Hom (К, 4)@K — 4 组 合 起 来 ,给 出 了 同 构 
H"(G, Hom (K, 4)) = Н" (G, A) (n > 0) 
《上 积 还 原 定理 (cup product reduction theorem)) 
(Eilenberg-MacLane, 1947)。 关 于 同调 群 也 间 样 
有 还 原 定 理 .以 上 积 为 积 的 Z 上 的 代数 HG, 


Z) 一 È MG, Z)， 当 G 是 有 限 咯 时 ,是 有 


ЕЈ (B. Б. Венков, 1959; 
1961). 

关于 子 群 H 的 各 种 映射 Dii z€ G 引出 
的 内 自 同 构 诱导 出 H"(H, A) 55 H"(zHx”', A) 
同 构 ; # H = G, 它 给 出 H"(G, 4) 到 自身 
上 的 恒 等 映 射 。 因而 当 矿 是 G 的 正规 子 群 时 ， 


L. Evens, 


在 HCH, A) 中 引入 了 G/H 模 的 结构 .关于 
H,(G, 4) 也 同样 . 2) H 是 G 的 正规 子 群 时 的 
膨胀 映射 (inflation, lift) Inf; H*(G/H, A") > 
H*(G, A), ERAH (deflation) Def: H.(G, A) 
—H.(G/H, Ан). 这 些 都 是 由 非 齐 次 链 的 对 
BE (а, tto x) — (mH, c х„Н) 导出 的 . 
3) 限制 映射 (restriction) Кез: H*(G, A) > Н" 
(H, A), ЖЯ Cinjection) Inj CS correstriction, 
Cor):H.(H, 4) — H,(G, A), 这 些 都 是 由 非 
齐 次 链 的 嵌入 导出 的 。 又 用 诱导 表示 ' 的 方法， 
给 出 这 些 映 射 的 另 一 个 作法 . ER CA) = 
Homztm (ZLG], 4), 则 Res 由 同 构 Н" (H, 
A) = H*(G А) 结合 A — (A) 所 诱导 出 
的 同 态 而 成 ; LEG ш (A) = ZIG1G zu A, 
AJ Inj 由 同 构 H,《H, A) = H, (G, to(4)) 结 
(A) — A 所 诱导 出 的 同 态 而 成 ，4) 荐 
(6:H) < co, WA CCA) e CA). Eod 
B H*(H, A) > HCG, i (4)) > HG, A) 
定义 上 同调 群 的 Inj: H'(H, A) 一 H(G, 
A); 由 合成 H. (G, A) н, (G, (0) 一 
HAH, A) 给 出 同调 群 的 Res: H. (G, A) 一 
HL, А). 特别 是 , Res: Hı (G,Z)— HT, 
2) УН G/LG, G] —H/[H, H] —. 5) 
设 妃 是 G 的 正规 子 群 ， 考 虑 he 2H, A) 与 
1€ Z(G/H, A") зн "3g € CG, A): = 
Res g，Inff 二 8g” 所 定义 的 加 法 关系 (对 应 ), 特 
别 当 由 此 诱导 出 同 态 HH, 406 — Ht (G/ 
H, A") 时 , 称 为 超度 (transgression)， 若 HH, 
A)=0 (0 <i < n), 则 由 这 些 映 射 形成 的 0 一 
H"(G/H, А9) >H"(G, 4) >+ H*(H, A)°— 
H**(G/H, A") > НС, A) EAE A GE 
本 正 合 序 列 (fundamental exact sequence)) (Ho- 
chschild-Serre, 1953), 一般 地 存在 谱 序列 H'(G/ 
H, H° (H, A)) > ,H"(G, А) (R. C. Lyndon, 
1948; Hochschild-Serre，1953), 用 这 个 边缘 同 态 
可 以 导出 基本 正 合 序列 . 

关于 子 群 的 相对 (上 ) 同 调 论 (1. Т. Adam- 
son, 1954) 可 以 用 相对 Ext, HAR Tor 来 讨论 
(Hochschild, 1956), 绝对 情形 的 很 多 结果 可 
以 推广 到 相对 情形 。 例 如 ， 基 本 正 合 序列 〈 中 


ш, 服部 。1958)。 而 且 也 一 般 地 考察 了 关于 C 
的 置换 表示 ! 的 上 同调 论 CE. Snapper, 1964). 

(ЯЕ Abel 上 同调 】 对 于 非 Abd G BEA, 
也 类 似 地 由 非 齐 次 上 链 定义 上 同调 “集合 ” 丰 
(G, 4) CAR HYG, 4)) (例如 一 LI11)。 对 
一 般 的 非 Abel 理论 也 在 党 试 . 

【有 限 群 】 定义 范 数 N: 4 一 4 为 N(a) = 
У) хе, Ker N 以 vA 表示 , 增 广 的 核 以 了 表 


< 
Ж.Ж ACG, A) = HG, 4)( > 0), AUG, 
A) = AS/NA, AG, А) = yA/14, A-"(G, 
A) = H,-(G, 4)(n > 1), W {ANG, -)) Ж 
成 上 同调 函 子 《E. Artin-Tate)。 这 可 以 作为 由 
乙 的 完备 (complete) 自由 分 解 而 来 的 上 同 译 群 
来 表述 (Bh, 关于 拟 Frobenius 环 同样 的 论 
述 成 立 (中 山 , 1957)， 这 种 类 型 的 理论 称 为 完 
备 上 同调 论 (complete cohomology theory), 4 
WR AG, A)=0(n € Z) 当 且 仅 当 h.dimza) 
ASI CHL, 1957), 若 4 满 足 条 件 i) 关于 
GHJ Sylow p 群 Gh, A'(G,, A) = 0; ii) fF 
fk БЄЙ? (С, A), 使 得 ñ'(G,, A) 由 RoE 
生成 , 且 是 与 6, 同 阶 数 的 循环 群 , 则 当 Tor(4， 
B)=0 时 , AFEEF H, 由 与 Ress 的 上 积 
ME MAS AS AH, B) — B" (H, A@B)(n€ 
Z) 是 同 构 ( 中 山 ,，1957; В = Z BWE, Tate, 
1952).G 是 循环 群 时 ,与 在 (Z)( 以 下 略 去 C) 
POA RTC RY EBUE MAOH II ACA) Aa) 
eI (ne Z). 4 ACA), ACA) 的 阶 数 有 限 
时 ， 它 们 的 比 称 为 4 的 Herbrand 商 (Her- 
brand's quotient) A( 4). 对 于 正 合 序列 0 — 4^ 
一 4 一 人 一 0 ff ACA) = ACAD CAT) 38 
FAIR E A, ACA) 一 1( 合 起 来 得 到 Her- 
brand 引 理 ). 一 般 地 ,周期 性 CA) = AtA) 
(neZ, A € co) 成 立 当 且 仅 当 Sylow 子 群 全 
部 是 循环 群 或 广义 四 元 数 群 (Artin-Tate, [2]). 

it L/K 是 有 限 次 Galois 扩张 ',G 是 Galois 
TUS L/K 有 关 的 各 种 G 模 的 上 同调 称 为 Ga- 
lois 上 同调 (Galois cohomology) (一 Galois Ж 
Ф). ЖРК Galois 扩张 也 由 研究 连续 上 
FASE (continuous cocycle) 而 构成 上 同调 论 (Tate 
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上 同调 (Tate cohomology))( 一 [11])， 有限 群 及 
作为 其 射影 极限 ' 的 完全 不 连通 紧 群 "(protinite 
group) 的 上 同调 论 通过 Galois 上 同调 在 类 域 论 
以 及 有 关 领 域 中 有 着 重要 的 应 用 (一 类 域 论 ). 
(Lie 代数 的 上 同调 论 】 ZRAK 上 的 
Lie 代数 ' 9 是 天 自由 的 。9 的 包 络 代数 "U = 
U(g) 作成 K 上 的 系数 增 广 环 . 当 4 是 9 模 ( 一 
ОФ), Ext (K, A), Tors(K,A) 分 别称 为 
以 4 为 系数 模 的 9 的 上 同调 群 站 (9, 4), 同 调 
群 H.(g, A). 它们 主要 由 Chevalley-Eilenberg 
(1948) 给 出 的 天 的 忌 自 由 分 解 UG Лк (a) Ca 
的 标准 复 形 《standard complex)) 来 描述 ， 此 处 
4x(9) ЖК # о RISER, HS UO (aA ++ 
Ax.) DL Gay 7775 x。) 表示 ) 就 由 dG rs 


r) = SED Gs ats + 


У) (Оаза атое tines tin 


уг 
s x) MM > [g: K] B$, H'O, 4) = H, 
(9, 4) =0. 对 特征 为 0 的 域 K 上 的 半 单 Lie 
代数 'g, 关于 任意 有 限 维 模 4, 有 HIG ,A)= 
H*:(g, A) = 0, (B Н?(а, К) #0, H'(g, A) = 
0 与 有 限 维 表示 的 完全 可 约 性 (Weyl 定理 ) 等 
tt. Hg, А), На, A) 与 群 的 情形 同样 具 
有 与 Lie 代数 扩张 相关 联 的 意义 ， 由 上 面 
Hg, A) 一 0 可 导出 Levi ЯЕ ЯН. Cheval- 
ly-Eilenberg 将 紧 Lie 群 ' 的 上 同调 论 代数 化 而 
构成 上 面 的 上 同调 论 ,同时 由 齐 性 空间 ' 的 上 同 
调 引入 关于 9 WF Lie 代数 b 的 相对 上 同调 群 
H*(g, b, 4)。 它 与 Hochschild (1956) 的 相对 
上 同调 群 Ext gce,otw(K，4) 不 一定 一 致 ， 但 
在 K 是 特征 为 0 的 域 , b 在 9 中 是 可 简约 ' 的 这 
个 重要 情形 下 是 一 致 的 (一 Lie EO. 

对 于 域 K 上 的 线性 代数 群 ' G 的 变换 空间 ? 
所 成 的 模 , 基于 有 理 内 射 性 〈rational injectivity) 
的 概念 也 引入 了 有 理 上 同调 群 (rational coho- 
mology group) (Hochschild, 1961). 特别 是 , 设 
FEX ойк юж ЧЕ G р Lie 代 数 
是 9, ЙЇН(С, A) SHG, 4) 同 构 。 也 可 考察 
相对 的 情形 。 7 
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【Amitsur 上 同调 】 设 R 是 交换 环 , F 是 
交换 尺 代数 的 范畴 名 x 到 Abel 群 的 范畴 的 共 变 
Wy. WE SE, Уп 0,1, 2, ---,10 50 
= 5@.--@5(Е® Es EKER) + eset 
SSD (10,1, n + 1) Ж @, Н, E 
MA ELD: Br) = "ODD 
®---@х.. 又 定义 dr, F(su*)— rF(se) 

ni 
жа = У) (— 1) FC), 就 得 到 一 个 上 链 复 


= 
形 《{F(Se+b)，d}。 这 个 复 形 及 其 上 同调 群 分 
别称 为 Amitsur Ж (Amitsur complex) 与 
Amitsur 上 同调 群 (Amitsur cohomology groups), 
通常 记 作 C(S/R, F) 5 H"(S/R, F). 

若 S/R 是 具有 Galois 群 G 的 有 限 Galois 扩 
张 , 则 单位 群 函 子 U 的 群 H"(5/R,U) 自然 地 
同 构 于 H(G, V(S))。 E S/R 是 有 限 纯 不 可 


ЛУЗЕ, SET. 0 2 3A H'G/R,U) —0, EE 
HY(S/R,U) У Braver 群 ' B(S/R) 有 关 ( 一 代 
数 [ 环 的 Brauer Hil. 
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群 DX group ik groupe 4è Gruppe А 
груша Я 群 ] 【 群 的 定义 】 设 对 于 非 空 集 
合 G 的 任意 两 个 元 a, b, 都 可 唯一 确定 G 的 一 
个 元 c, HH a, b 的 积 (product), 写 成 < = ab, 
这 样 的 对 应 (a, 5) rab 称 为 G HAYR Culti- 
如 果 乘 法 满足 以 下 两 个 条 件 ，G 就 
ЗВЕНА ВЕ (multiplicative group): 1) 乘法 
满足 结合 律 (associative law), BI e(bc) 一 (ab)c， 
i) 对 于 G 中 任意 两 个 元 *，4， 都 唯一 地 存在 
G 中 的 元 z, y, 满足 er 一 6，ya = b. 条件 
ii) 与 下 述 两 个 条 件 d), iv) Før: Шш) 单位 
元 (identity clement or unit clement) 存在 , 即 G 
中 存在 一 个 特别 的 元 。, 使 得 对 于 G 的 任意 元 
а, BJH ae = еа = а; iv) BFE (inverse clement) 
存在 , 即 对 于 G 的 任 一 元 。, 存在 z, 使 得 ox 一 
za 一 ce。* 称 为 4 的 逆 元 ,写成 a-'，G 的 单位 
元 以 及 «的 逆 元 是 唯一 确定 的 。 关 于 乘法 群 的 
单位 元 通常 用 。 或 1 表示 . ab m ba RL 
deb, BEES а M p 是 交换 的 《commutative)。 对 于 
GHEDI a, b, 一般 不 假定 交换 律 《commu- 
tative law) ab=ba 成 立 ;交换 律 成 立 的 群 称 为 
Abel 群 (Abelian group) 或 交换 群 (commutative 
group), 由 于 М. H. Abel 在 研究 方程 式 论 时 
发 现 了 交换 群 ， 故 以 最 初 研究 者 的 名 字 把 这 种 
群 命名 为 Abd PB. 交换 群 的 元 的 乘积 又 常 写 
成 。+“ 的 形状 ,这 时 对 应 (se, b) 一 。 + PR 
为 加 法 (addition), 而 a + b MOS a 与 “的 和 
(sum)， 并 称 G 为 加 法 群 或 模 (additive group, 
module), 加 法 群 的 单位 元 通常 用 0 表示 ,a 的 
逆 元 记 为 —a (—Abd 群 , 模 ). 有 时 也 用 乘法 、 
加 法 以 外 的 写法 表示 ， 一 般 称 它们 为 合成 法 
(law of composition) (一 结构 )。 

【 群 的 例 】 对 于 域 ! K 上 的 线性 空间 '， 如 
果 把 它 的 元 (向 量 ) 的 和 作为 合成 法 ,就 成 为 加 
法 群 (一 线性 空间 ), 域 K 关 于 它 的 加 法 构成 加 


plication), 


iE CERE BHR, Lie 群 表示 论 ) 


法 群 ，K 中 除去 加 法 单位 元 0 以 外 的 所 有 元 素 
所 成 的 集合 ， 以 域 的 乘法 作为 合成 法 构成 乘 
法 群 ， 称 它 为 域 的 乘法 群 (multiplicative group 
of a field) (>38). 以 环 尺 的 元 为 元 素 的 所 有 
(n, n) 型 正则 矩阵 的 全 体 ， 以 矩阵 的 梯 法 作为 
合成 法 也 构成 群 ， 称 为 R 上 的 n 次 一 般 线性 
群 (一 典型 群 )、 设 M 是 任意 集合 , M 上 定义 的 
到 自身 的 一 一 对 应 ( 称 它 为 M 的 置换 Cpermuta- 
tion)) 的 全 体 以 fogl) = f(gG) (z € M) fE 
为 合成 法 fog， 也 构成 群 ( 有 时 把 fog 写作 gf， 
这 时 ,如 果 把 f(x) 写作 xj, 就 有 nef) = Gf 
G€ M)), 这 个 群 称 为 M 上 的 对 称 群 ' Gym- 
metric group)。 如 果 一 个 群 G 的 所 有 元 均 为 集 
AM 上 的 置换 ， 那 末 就 称 G 是 M 上 的 一 个 重 换 
Ë (permutation group), 常 可 把 具体 给 定 的 群 
看 作 各 种 各 样 集合 上 的 置换 群 。 例 如 域 K 上 的 
n 次 一 般 线性 群 可 以 看 作 ” 维 向 量 的 集合 上 的 
置换 群 ,也 可 看 作 张 量 空间 上 的 置换 群 ， Euclid 
空间 中 的 运动 的 全 体 , 以 运动 的 合成 作为 乘法 ， 
也 构成 群 。 一 般 线性 群 中 使 给 定 的 二 次 型 不 变 
的 矩阵 的 全 体 ,以 矩阵 的 乘法 作为 合成 法 ,也 成 
为 群 , 称 为 属于 给 定 二 次 型 的 正 交 群 '。 当 域 K 
为 实数 域 或 复数 域 时 ,这 些 群 都 是 Lie 群 的 例子 
(~Lie 群 )、 其 他 例子 一 自由 群 ARE, ith 
群 .代数 群 等 . 

【基本 概念 】 车 群 G 由 有 限 个 元 组 成 ， 则 
PHARM (finite group)， 否 则 称 为 无 限 群 
(infinite group). С 所 含 的 元 的 个 数 称 为 G 的 
阶 (order)， 当 群 c 的 非 空子 集 互 对 于 G 中 所 定 
义 的 乘法 仍 成 为 群 时 ,就 称 互 为 C 的 子 群 (sub- 
group). 昌 为 G 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 
于 HH 中 任意 两 个 元 a,5, a ORTH. it 
(H,) 是 G 的 子 群 的 一 个 族 ， 则 所 有 H, 的 交 仍 
是 G 的 子 群 . 

ita 为 大 于 2 的 任意 自然 数 ， 对 于 给 定 的 
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n 个 元 аа +++, a^ 的 积 aa; … ae， 只 要 不 改 
变 这 ”个 元 的 排列 次 序 ， 任 意 结合 所 得 的 结果 
都 相同 (一 般 结 合 律 ). 当 a= an=- =m ama 
时 ,把 аа-а HAR а". 当 约 定 HBA BALTIC 
并 以 (e") 一 来 定义 负 指 数 寡 a7" 时 ,就 有 = 
(275, 且 一 般 指数 规则 asa" = ast=,(as)"= 
am 对 于 任意 整数 т, a 都 成 立 ， 对 于 G 的 元 
a, 如果 存在 某 个 正 整 数 ", {# а 等 于 G 的 单位 
元 , 那 末 ,具有 这 种 性 质 的 最 小 正 整 数 就 称 为 “ 
的 阶 数 (order)、 如 果 对 于 任意 正 整数 n, a" 都 
不 是 单位 元 , W) a HIF (power) a (= е), а, 
at,  - 均 不 相等 。 这 时 ,就 称 a 为 无 限 阶 
Cintinite order) 的 元 . He 具有 有 限 阶 数 d, 则 
aC г), a, а, sat 是 a 的 仅 有 的 d 个 
HAMAD. а ОНО (а) СВТ 
TE. 称 为 G 的 循环 子 群 (cyclic subgroup). “的 
阶 数 与 子 群 《a》 的 阶 数 相等 .《a》 本 身 称 为 循 
FRR (cyclic group), ‘EAE Abel 群 的 一 个 例子 
(Abel BÉ. 

一 般 地 ,给 定 群 G 的 一 个 子 集 S, 则 G 的 所 
HOR S 的 子 群 的 交 称 为 由 S 生成 (generate) 的 
子 群 ， 常 记 作 (S》。 这 是 包含 S 的 最 小 子 群 , 它 
与 G 中 形 如 afai- apr (a, € S, m € Z) 的 元 
的 全 体 是 相同 的 。 当 《5〉 一 G, S 的 元 称 为 
G 的 生成 元 (generators)。 当 G 具 有 有 限 的 生成 
元 集合 时 ， 称 G 为 有 限 生 成 的 finitely genera- 
ted). 4 S = {а} 时 ,把 《5》 EH (а). АМ 
а 是 循环 群 (a) 的 生成 元 ， 在 G 中 ,可 能 发 生 这 
样 的 情况 , 即 S 的 元 的 某 些 竺 的 积 等 于 单位 元 ， 
IR, RRR s 的 元 之 间 在 6G 中 的 
一 个 关系 (relation). 若 给 定 生成 元 的 集合 5, 又 给 
出 5 的 元 之 闻 的 所 有 关系 , 则 可 定义 一 个 群 (一 
自由 群 )。 这 个 群 是 由 所 给 生成 元 的 集合 所 生 
成 , 且 满足 所 给 关系 的 最 一 般 的 群 ,然而 ,这 个 
群 是 否 含有 单位 元 以 外 的 元 ， 不 可 能 有 一 个 一 
般 的 判定 规则 ( 字 的 问题 '). 

当 给 定 群 C 的 子 集 5 以 及 G 的 元 x 时, 所 
416 x's xG € 5) 的 元 的 全 体 , 记 作 zS x 或 
S*, 并 称 S 与 5* ЗЕ (conjugate) .(a5)*—a* b7, 
(a7 = Cat)" У. MH AGTH, Н" 


也 是 G 的 子 群 . 给 定 G 的 子 集 3, 所 有 使 得 
3 一 3 的 元 zx 所 成 的 集合 NCS) E G BJ T В, 
称 为 S 的 正规 化 子 (normalizer)， 与 5 的 一 切 元 
Зер Soo z WEA. Bx eme, Є S)— 
Z(5)， 也 是 G 的 子 群 ， 称 它 为 S 的 中 心 化 子 
Ccentralizer), G 本 身 的 中 心 化 子 Z 称 为 G 的 中 
心 (centre), 这 是 一 个 重要 的 子 群 .与 G 的 元 a 
共 堪 的 所 有 元 构成 的 集合 。 称 为 元 a HF 
(conjugate class), G 可 分 解 为 若干 个 互 不 相交 
RMK METREKARE). 

当 G 的 子 群 万 以 及 G 的 元 * 给 定时 ,一切 
形 如 hx (h € H) 的 元 所 成 的 集合 , 记 为 Hx, 称 
为 关于 H MEBER Cleit coset)。 右 陪 集 〈righr 
coset) zH 可 同样 定义 。 G 可 分 解 为 关于 HH 的 
互 不 相同 的 诸 陪 集 的 不 相交 并 集 。 关于 HH 的 不 
同 的 左 ( 右 ) 陪 集 的 个 数 称 为 五 的 指数 (index), 
常 记 作 (C: 且 . 设 妃 和 天 是 G 的 两 个 子 群 ,HzK 
RAG 中 一 切 可 写成 形 如 hrk (À EH, KEK) 
的 元 的 全 体 , 称 它 为 关于 互 与 天 的 重 陪 集 (dou- 
ble coset), G 可 分 解 为 关于 与 K 的 互 不 相同 
的 重 陪 集 的 不 相交 并 集 。 当 关于 子 群 妃 的 左 、 
右 陪 集 相 同时 , 即 对 所 有 * ，Hx = z H 均 成 
立时 , 称 及 为 G 的 正规 子 群 (normal subgroup) 或 
不 变 子 群 (invariant subgroup)， 这 也 等 价 于 ,对 
GREBA х, Н = Н" 都 成 立 。 这 时 , 两 个 
TRAE. На, НЬ 中 的 元 的 乘积 的 全 体 是 Hab; 我 
们 把 Hab 定义 为 Ha, Hb WR, 于 是 ,关于 H 
的 陪 集 的 全 体 就 构成 群 , 称 它 为 G 的 模 A 
余 ( 类 ) 群 (residue class group modulo Н) ЕЕ 
(quotient group)、 因 子 群 (factor group) 等 , 记 作 
G/H. 当 G 是 加 法 群 时 ， 也 常 写成 G-H, 称 
AME (difference group)。 若 群 G 除 了 本 身 以 
及 只 含有 单位 元 的 正规 子 群 以 外 ， 别 无 其 它 真 
ERTE WEG 2938 BE (simple group). AA 
有 限 指数 的 子 群 必 含有 具有 有 限 指数 的 正规 子 
Et. 具有 有 限 指数 的 子 群 的 左 、 右 两 种 陪 集 分 
解 中 ， 必 有 共同 的 代表 元 的 完全 系 ， 若 群 G 由 
有 限 个 元 生成 ， 则 G 中 具有 有 限 指数 的 子 群 也 
可 由 有 限 个 元 所 生成 . 

给 定 群 G 中 的 等 价 关 系 !R, WR хКг, 


yRy HM (ху) (гу), WET 58 KR 
R SIRE LADS AY (compatible), 4 R 与 乘法 相 
Bly, 商 集 ! G/R 关于 诱导 的 乘法 成 为 一 个 群 ， 
称 它 为 关于 等 价 关 系 尺 的 商 群 . 含 单位 元 的 
等 价 类 五 是 G 的 一 个 正规 子 群 ,而 等 价 关 系 
xzRr 就 是 r EH, W z, x 属于 关于 HH 的 同 
一 个 陪 集 ,从 而 G/R 与 G/H 相同 . 

【 同 构 , 同 态 】 BAC, С' 的 元 之 间 
存在 一 一 对 应 aa, 而 且 аа 和 bond’ D 
dE abeat, WGS С 是 同 构 的 (iso- 
morphic)， 记 作 G&G’, Ф a’ = Ка), WJ 
1:G 一 G' 是 双 射 +， 且 Ка) = Ка)Кь) H G 
中 任意 元 a,b 都 成 立 。 一 般 地 , 如 果 两 个 群 
G, G' 间 存 在 映射 f:G — C, 满足 条 件 Кар) 
= f(a)1(5) (a, b € G), WHF REF G' 的 一 
ВА ЯН, ШКЕ) (homomorphism), 25 f 
ER, PRAMAS Cinjective homomor- 
phism), 24 f 是 满 射 ! 时 , 称 为 满 射 同 态 〈surjcc- 
tive homomorphism), 当 存在 G 一 G' (Ui 
同 态 时 , 称 G 与 G' 是 同 态 的 (homomorphic). 同 
态 的 合成 是 同 态 . HAA f: G 一 G' 是 双 射 , 则 
其 着 映射 六 也 是 同 态 ,这 样 的 同 态 f KA G BI 
G 上 的 同 构 映射 ,简称 同 构 (isomorphism). 

设 有 AH 是 G 的 子 群 ,由 Ка) = a (a € H) 所 
EMWHAGAWE NAR НС, KH 
标准 单 射 canonical injection) 或 者 自然 单 射 
(natural injection)， 对 于 G 的 商 群 G/R, 规定 
a€ Ка) (a € G), RBH GH G/R 上 的 满 射 
同 态 1:6 — G/R, 称 这 个 f 为 标准 满 射 (cano- 
nical surjection) 或 自然 满 射 (natural surjection), 

BER G, C 间 的 同 态 1:G С. FOR 
《image) KG) 是 G' hY F E, f AY $k (kernel) 
H={a€G|f(a) = с (G' 的 单位 元 )} 是 6 的 
正规 子 群 .按照 等 价 关系 IG) 一 f(y) 确定 的 
等 价 类 是 关于 互 的 陪 集 ,， 由 f 可 诱导 出 同 构 天 
G/H>{(G), 这 个 事实 称 为 群 的 同 态 定理 
(homomorphism theorem), 这 条 定理 可 推广 如 
F: 为 了 简单 起 见 , 设 f: G G' 是 满 射 同 态 . 
1) 6’ 的 正规 子 群 HAR Н — (нус 
的 正规 子 群 ， 且 由 + TSHR J: G/H — 
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G'/H. 2) HF CHFHH SEMF HN, AE 
H, n€ N 的 积 hn 的 全 体 HN СТ, H 
由 标准 单 射电 >HN 可 诱导 出 同 构 H/HNN 一 
HN/N. 3) iH, N 都 是 G 的 正规 子 群 , 并 且 
H 2 N, 则 由 标准 满 射 G 一 G/N 可 诱导 出 同 
Ë G/H 一 (G/N)/(H/N)， 这 些 事实 都 称 为 
群 的 同 构 定理 (isomorphism theorem), 

特别 是 ， 群 G 到 它 自身 的 同 态 称 为 自 同 态 
(endomorphism), G 到 它 自 身 的 同 构 称 为 自 同 构 
# G 的 所 有 自 同 构 关于 合成 
运算 构成 群 , 称 为 G 的 自 同 构 群 (group of auto- 
morphisms), WE G 的 一 个 元 a, 由 对 应 х — 
ore 所 定义 的 G 的 自 同 构 , 称 为 G 的 内 自 同 构 
(пасг automorphism)，G 的 所 有 内 自 同 构 形成 
自 同 构 群 的 一 个 正规 子 群 ， 称 为 G 的 内 自 同 构 
群 (group of inner automorphisms)， 这 个 群 与 G 
关于 其 中 心 的 商 群 同 构 . 

WREG, б' 之 间 的 映射 大 G 一 6' 满足 
Же flab) = f(b) Ка) (a, b € G), 则 称 f HG 
到 G” HRA (anti-homomorphism), ЖЗ} fs [ni] 
态 称 为 反 同 构 (anti-isomorphism). 特别 当 G=G" 
时 ,可 同样 地 定义 反 自 同 态 (anti-endomorphism) 
与 反 自 同 构 (anti-automorphism( 例 如 ,由 人 a) 一 
47 SEX f: G — G 是 一 个 反 自 同 构 ). 

【 带 算 子 区 的 群 】 给 定 集合 8 与 群 6, ж 
对 于 9€ 8 以 及 z€ G， 可 以 定义 乘积 ere G, 
而 且 满足 条 件 6(zy) = 0(z)6(y) (=, y€ G), 
则 称 2 是 群 G 的 算 子 区 (operator domain), ЖС 
是 还 有 算 子 区 2 的 群 , ROW (O-group). Өх 
也 可 写成 六 .由 (6, х) 一 Өх 定义 的 映射 称 为 
到 G 的 运算 '. 任意 € O 可 以 诱导 出 2 群 
G 的 一 个 自 同 态 9c:x 一 gr。 考虑 群 C 的 2 群 
的 结构 无 非 就 是 使 每 一 6€ 0 对 应 于 G 的 自 同 
HO. 任意 的 群 都 可 以 看 作 以 空 集 (或 仅 含 恒 
等 自 同 构 的 集合 ) 为 算 子 区 的 群 , 这 样 , 群 的 一 
般 理 论 都 可 以 推广 到 带 算 子 区 的 群 上 去 .而 
且 , 取 定 适当 的 算 子 区 ， 在 某 些 场合 ,还 可 以 提 
高 对 群 本 身 的 研究 效果 (一 Abel 群 , 模 ). 

如 果 2 群 c 的 子 群 孔 满足 条 件 : 060 和 
xE 刀 蕴涵 Ox € H, ж, HibE O Et, RHQ 


(automorphism). 
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子 群 (2-subgroup) 或 容许 子 群 (admissible sub- 
group). 如 果 G 的 等 价 关系 R 与 乘法 相 容 ， 也 
与 算 子 区 中 的 元 (简称 算 子 ) BS MAH 
Өє QA x R х' і (Or)R(Gx’)), MRR G/R 
也 成 为 2 群 .这 时 ， 单 位 元 的 等 价 类 既是 容许 
子 群 ,又 是 正规 子 群 ， 称 它 为 客 许 正规 子 群 
(admissible normal subgroup)、 反 之 ， 任 一 容许 
正规 子 群 召 所 定义 的 等 价 关系 与 算 子 是 相 容 
的 , 且 商 群 C/ 妃 是 2 群 ， 如 果 两 个 2 群 间 的 同 
AS 1:G ~> 6' 满 足 条 件 1(9x) = 61(x) (9€ 9, 
z€ G), Д f Æ Q [Б] & (Q-homomorphism), 
BUSA (admissible homomorphism), 或 算 子 
125 Coperator homomorphism), “4 f 是 同 构 时 ， 
称 为 2 同 构 〈Q-isomorphisn)， 或 容许 同 构 
《admissible isomorphism)， 或 算 子 同 构 (operator 
isomorphism)。 群 的 同 态 定理 以 及 同 构 定理 , 当 
子 群 以 及 同 态 分 别 与 算 子 相 容 时 ， 同 样 也 都 成 
x. 

【 子 群 序列 】 EH Ha … 为 群 G 的 ( 正 
规 ) 子 群 的 无 限 序列 ,并 且 Н, SHG = 1,2， 
…'), 则 称 这 个 序列 为 (正规 ) 子 群 的 升 链 (ascen- 
ding chain), АЊА, Ж H, R Hu = 1,2, 
++), ДИХИ CEBU) TEREE (de- 
scending chain), HEG 中 不 存在 升 链 或 者 降 链 
时 ,这 时 就 说 G 关 于 (正规 ) 子 群 适合 升 链条 件 
(ascending chain condition) 或 者 降 链条 件 (de- 
scending chain condition)。 这 也 就 是 说 ，G 的 所 
有 (正规 ) 子 群 所 成 的 序 集 适 合 升 链条 件 或 降 链 
条 件 ( 一 序 [链条 件 1)。 群 C 关 于 子 群 适合 升 
链条 件 的 充分 必要 条 件 是 : G 的 每 一 子 群 都 有 
ARS PERI. DERI THAT ABE 
也 间 样 成 立 ， 适 合 升 ( 降 ) 链条 件 的 Abel 群 的 
结构 是 已 经 知道 的 (一 交换 群 ), 但 是 ,一 般 地 ， 
关于 子 群 同时 适合 升 链条 件 与 降 链 条 件 的 无 限 
群 是 否 存在 ， 则 还 不 知道 。 关 于 子 群 适 合 降 链 
条 件 的 群 ， 不 存在 无 限 阶 的 元 ， 但 其 逆 未 必 成 
立 。 具 有 有 限 多 个 生成 元 并 且 每 个 元 的 阶 数 皆 
为 有 限 的 无 限 群 是 存在 的 〈 一 自由 群 Burnside. 
问题 ]). 


GEM] 设 6-626262» 


С, = (e) Ce 是 单位 元 ) 是 群 G 的 子 群 的 一 个 有 
限 序列 ， 且 对 于 所 有 11,2, -sr G 是 
Gi 的 正规 子 群 , 则 称 它 为 一 个 正规 列 (normal 
chain), r 称 为 这 个 正规 列 的 长 ， 商 群 Go/G,, 
G,/Gx, ---G,-,/G, 称 为 这 个 正规 列 的 商 群 列 
(sequence of quotient group). 设 G = HDHD 
H,D+-+DH, = {е} 是 G 的 另 一 个 正规 列 , 并 
且 前 一 正规 列 中 的 各 项 6, 都 在 其 中 出 现 , 则 称 
第 二 个 正规 列 是 第 一 个 正规 列 的 加 细 (retine- 
ment)。 对 于 两 个 同 长 的 正规 列 , 如 果 在 它们 的 
商 群 列 之 间 存在 一 一 对 应 ， 而 且 对 应 的 商 群 又 
同 构 、 就 称 这 两 个 正规 列 是 同 构 的 .给 定 6 的 
两 个 正规 列 , 分 别 将 其 加 细 , 可 得 出 两 个 同 构 的 
TEMP) (O. Schreier 加 细 定 理 )， 对 于 一 个 由 
不 同 的 子 群 所 组 成 的 正规 列 ， 如 果 它 的 任 一 真 
加 细 必 有 同一 子 群 重复 出 现 的 情形 ， 则 这 个 正 
规 列 就 称 为 合成 列 (composition series), 也 称 为 
Jordan-Hélder 3j (Jordau-Holder sequence), 
合成 列 的 商 群 列 称 为 合成 商 群 列 . 合 成 商 群 列 
中 每 一 商 群 均 为 单 群 。 作 为 上 面 加 细 定 理 的 一 
个 特例 ,我 们 有 这 样 一 个 结 沦 : 如 果 群 G PUTES 
成 列 , 则 组 成 这 个 合成 商 群 列 的 单 群 列 (不 管 其 
顺序 的 话 ) 与 合成 列 的 取 法 无 关 , 而 由 群 G 自身 
唯一 确定 (这 是 O. Holder 的 结果 ;对 于 有 限 群 ， 
C. Jordan 时 就 证 明了 合成 商 群 的 阶 数 的 集合 
不 依赖 于 合成 列 的 选取 。 因 此 上 述 定 理 称 为 
Jordan-Hélder 定理 )，G 的 合成 商 群 列 中 的 
每 个 单 群 都 称 为 G 的 合成 因子 (composition 
factor). 

对 于 带 算 子 区 2 的 群 G, 如 果 仅 考虑 9 子 
群 ， 则 类 似 于 上 述 的 定义 及 定理 仍然 成 立 ， 若 
把 G 的 内 自 同 构 群 取 作 O, 则 2 群 G 的 合成 列 
HALA MAM (principal series); 若 把 G 的 整个 
自 同 构 群 取 作 O, 则 这 时 的 合成 列 称 为 转 征 列 
(characteristic serics)， 无 限 群 未 必 有 合成 列 , 而 
且 即 使 有 合成 列 , 也 可 能 有 "无 限 正规 列 ”, 即 在 
子 群 的 升 链 CGIC G,C---C G mig G 均 
A Cin 的 正规 子 群 , MAUG=G, 实际 上 ， 
已 知 具 有 无 限 正规 列 的 单 群 的 例子 (P. Hall), 
具有 同 构 的 合成 列 的 两 个 群 也 未 必 是 同 构 的 . 


АЛЕ G 的 正规 列 中 所 出 现 的 子 群 ， 都 称 为 C 
的 次 正规 子 群 (subnormal subgroup), 两 个 次 正 
规 子 群 的 交 仍 是 次 正规 子 群 ， 但 对 于 无 限 群 麻 
说 ,两 个 次 正规 子 群 的 联 (join)( 即 由 二 者 的 并 
ERATE) 未 必 是 次 正规 子 群 . 群 的 子 群 的 
集合 与 正规 子 群 的 集合 ,对 于 包含 关系 来 说 ,分 
别 构成 格 。 关 于 这 个 格 与 群 的 关系 一 [91. 

【 换 位 子 群 】 对 于 群 G 的 两 个 元 a, b, FK 
aba™ b- = [a, Б] a, 6 的 换 位 子 《commum- 
tor). G 的 一 切换 位 于 生成 的 G 的 子 群 C 称 为 
G 的 换 位 子 群 (commutator subgroup) 或 导出 群 
(derived group), СЖ С ЛЕНТЕ. 商 群 C/C 
是 ла 群 。 另 一 方面 ， 若 了 是 G 的 正规 子 
群 , 且 G/B 是 Abel HMI BWA C. 一 般 地 ， 
A, B 是 G WE, а, b YHON A, B 的 
元 , 则 这 些 (a, 5] EMME HRY A, B 9 
换 位 子 群 (commutator subgroup of 4 and B), 
记 作 L4, Bl. 特别 地 , 当 А, B 是 6 的 正规 子 
群 时 , C = [4, 8] 也 是 G 的 正规 子 群 ,并 且 C 
包含 于 4 内 ,也 包含 于 B 内 ,在 G/C h A/C W 
每 个 元 与 B/C 的 每 个 元 皆 可 交换 ,而 C 又 是 具 
有 这 个 性 质 的 最 小 正规 子 群 ，G 的 换 位 子 群 C 
ME LG, G]. 

如 果 某 个 群 的 痪 位 子 群 是 Abel 群 , 则 称 这 
个 群 是 亚 Abel 群 (meta-Abelian group), # G 
具有 长 为 2 的 正规 列 G(— G.) D G, > G,(= 
det), B. GWG, 以 及 GVG: 均 为 Abel BEG 
为 亚 Abel 群 . 亚 Abel 群 是 下 面 介绍 的 可 解 
群 的 特殊 情形 . 

【可 解 群 】 EEG ART RES G, G, IS 
PUL TES Gr, +++, 这 就 得 到 G 的 一 个 正规 
#|G = 6.26.2 G,2:-:; ERTA 
有 G, = (e) (€ 是 G 的 单位 元 )， 则 C 称 为 可 
WEE (solvable group). 这 时 正规 列 С(= Со) 
DGD ::-2 G, (= (e) 的 商 群 列 中 的 每 个 
б/б (1—0, 1, +++, r—1) EDS Abel 群 .对 


于 有 限 群 G, 可 解 群 的 定义 等 从 于 : FEGH. 


EMP GDH, DHD: DH, = (e), 使 得 
它 的 商 群 列 G/H,, H/H +++, H,-/H, 中 的 
每 个 商 群 的 阶 数 党 为 素数 .在 特征 为 0 的 域 


LE 


中 ,不 可 约 方程 的 所 有 根 洁 能 用 根 号 表示 即 “ 代 
数 可 解 ” 的 充分 必要 条 件 是 , 这 个 方程 的 Galois 
群 是 可 解 群 (一 Galois 理论 ). 
(BSH) 由 G= G G,= (G, Gl 
G = 1,2, …) 所 定义 的 G 的 子 群 列 称 为 降 中 
心 列 (lower central series); 如 果 存在 自然 数 л, 
使 6G。={e}, WIE G HMB (nilpotent group), 
并 称 使 G, = (6) 的 最 小 自然 数 ”为 寡 零 群 的 
级 (class). 寡 零 群 都 是 可 解 群 设 G 的 中 心 为 
Z,，G/Z, 的 中 心 为 ZMZ,。`…， 这 样 定义 的 子 
群 列 Zo = (ej C Z, C Z:C… 称 为 C 的 升 中 
心 列 (upper central series), С 为 宪 零 群 的 充分 
必要 条 件 是 ,存在 自然 数 m, 使 Z。 一 G; 具有 
这 样 性 质 的 最 小 自然 数 恰 好 等 于 罕 零 群 G 的 
级 .上 面 所 定义 的 群 G, 与 Z, ZWA 16,1, 
Z) = (e) X. UGH Lie 群 时 ， 则 G 为 
BSH VERB MF G Lie 代数 工 
是 宪 零 的 , 即 Le — 0, ARAM EE AHH 
a 
【无 限 可 解 群 】 对 于 无 限 群 来 说 ， 可 解 与 
等 零 的 概念 可 以 用 各 种 方式 来 推广 ， 例 如 ， 当 
群 G 的 任 一 不 等 于 (e) 的 同 态 象 都 含有 不 等 于 
fe} 的 正规 Abel BT, 称 G 为 (广义 ) 可 解 群 
(generalized solvable group); 又 当 G 的 任意 不 等 
T (e) 的 同 态 象 都 具有 不 等 于 {e} 的 中 心 时 ， 
RACH (OR) WE (generalized nilpotent 
group). 对 于 有 限 群 来 说 ， 这 些 定义 与 前 面 的 
定义 是 一 致 的 而 对 于 无 限 群 则 不 是 这 样 〈 例 
如 ,一 [8]). 
【 群 的 直 积 】 AMT BE G, G, t, Gu 
的 直 积 或 直 积 群 (direct product group) G 是 指 
所 有 形 如 x = (o, ey z) G€ G, imd. 
+++, п) 的 元 所 构成 的 群 , 这 里 ，x* 一 nsns 
sas у= cs y) WR ху 定义 为 zy 一 
Guys iit ny).. ÉRGHIES б = сх. 
XG, BAR. 设 G, 的 单位 元 为 <;， 则 G6 的 单 
位 元 是 。 = (e 6). BIEC n 
z.) 一 所 定义 的 同 态 G — G, 称 为 标准 满 
射 (canonical surjection), 又 命 H; = (Ces, 


fio Zis eo ts Ea) | € GG = 3, sm), 
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MJ H, 55 С, 同 构 ， 而 且 满 足以 下 条 件 1), 2), 
3): D H, 是 6G 的 正规 子 群 ; 2) 4 ier 时 ， 
H, 的 元 与 H; 的 元 可 交换 ; 3) G 的 元 可 唯一 
WER H, Hy, ++ H, PTR. ROT. 
一 个 群 G 有 = AFR H, Н, oo Ha, 满足 上 
Ж# 1), 2), 3), WES H, X H, x ++ 
x H, A. BR SRG = H, x H, x … 
XHn, 称 它 为 G 的 直 积分 解 (direct product de- 
composition)。 每 个 H, 称 为 G 的 直接 因子 (direct 
factor), RPF 1), 2), 3) 与 条 件 1), 29,3) 
等 价 , 这 里 2) Æ G = HIH, Hn 3) 是 
нун ПН, = (е), € BG 的 单位 元 , i 一 
2,3, =; n, 

若 一 个 群 不 能 表示 成 异 于 (e) 的 两 个 子 群 
的 直 积 ， 则 称 它 为 不 可 分 解 群 〈indccomposable 
group). 若 G 能 表示 成 单 群 的 直 积 ， 则 称 它 为 
完全 可 约 群 (completely reducible group). 如果 
G 关 于 正规 子 群 适合 升 链 或 降 链条 件 , 那 末 , G 
可 以 分 解 为 不 可 分 解 群 的 直 积 。 然而， 这 种 分 
解 一 般 不 是 唯一 的 。 关 于 这 个 问题 ， 有 下 面 的 
EM: 着 G= GX:…XxG.=HX:…xH, 
是 把 G 分 解 为 不 可 分 解 群 的 两 种 直 积分 解 ， 则 
m = n, 并 且 适 当 调换 G, H, 的 次 序 ,可 以 使 
每 一 对 都 是 同 构 的 ,而 且 , REG 与 H, 同 构 ， 
则 有 G = H, x G, x … X Gy, 这 条 定理 对 
有 限 群 而 言 首先 是 由 J. Н. М. Wedderburn 4i 
述 的 ,而 R. Remak 和 O. Schmidt 给 出 了 完全 
的 证 明 。 后来，W Krull 对 一 般 的 带 算 子 区 群 
也 给 出 了 证 明 , 因此 称 为 Krull-Remak-Sch. 
midt M, O. Ore 把 这 条 定理 作为 模 格 "问题 
加 以 讨论 . 

IMER Guo Gao ---, С, 的 直 积 群 称 为 直 
和 或 直 和 加 法 群 (direct sum additive group), 表 
成 6= G1 十 .… 十 G,。 而且 用 站 和 分 解 
(direct sum decomposition) 来 代替 直 积 分 解 这 一 
Rid. 

当 给 出 无 限 个 群 的 族 (Саса 时 ， 它 们 的 
直 积 群 可 同上 面 一 样 地 定义 , 表 为 H б. 8 


者 , 设 直 积 群 的 元 Cini G€ Gi) B 


足下 述 条 件 , 即使 得 n 不 等 于 G, 的 单位 元 的 
AQ e A) DARRA, 那么 由 这 样 的 元 得 出 
的 群 称 为 限制 直 积 群 (restricted direct product 
group). 

【 群 的 自由 积 】 当 给 定 群 的 族 { G4he4 时 ， 
作为 “由 它们 所 生成 的 最 一 般 的 群 ”， 可 以 定义 
Ж (G1 的 自由 积 的 群 6, 连同 6G, 到 6 的 
标准 单 射 ( 同 态 ) :Gs 一 G. 

先 考虑 {Cihea WAAR S, 并 把 G, 看 
fe S 的 子 集 。 然后， 把 5 的 元 的 有 限 序列 a, 
41,77, an (а, S) 称 为 字 (word)， 所 有 这 些 字 
的 集合 记 作 W。 空 序列 叫做 空 字 , AEWA 
T. 对 于 W 定 义 乘法 ， 即 以 两 个 字 顺 次 相连 作 
为 这 两 个 字 的 乘积 ， 于 是 ww 的 乘法 满足 结合 
f HW PROPS w, w 满足 下 面 两 个 条 件 
之 一 时 ,就 用 符号 ww 表示 : 1) w 中 有 相 邻 
的 两 项 a, b 属于 同一 个 Gr, 将 所 有 这 样 的 元 
换 成 积 ab, 就 成 为 w'; 2) w 中 某 项 为 单位 元 ， 
将 这 元 去 掉 , 就 成 为 w'。 再 者 , 对 于 两 个 字 w, 
“€ W ， 如 果 存在 字 的 有 限 序列 w= wo, ил, 
tes wm w'， 使 得 对 每 一 i,(1 Si <n) HY 
有 ww, 或 wm ws 这 时 就 记 作 w mw. 
关系 w ww диф ИЖА, HASH 
的 乘法 相 容 ， 即 由 o= wi, w= w, 可 得 出 
wai 四 wiw;。 于 是 , 设 W 对 于 这 个 等 价 关系 的 
商 集 为 G6, WE h W 中 的 乘法 诱导 出 G rige 
法 . 于 是 G 成 为 一 个 群 ， 并 以 空 字 的 等 价 类 作 
为 单位 元 ， 而 且 , 对 于 任意 є А, 把 属于 C, 的 
x 看 作 字 并 以 x 所 属 的 等 价 类 (G 的 元 ) 作 为 = 
的 象 ,这 样 就 得 到 标准 单 射 ( 同 态 ) h:G, G. 
ВС (С... 的 自由 积 或 自由 积 群 (tree 
product group), f, 称 为 标准 单 射 ( 同 坊 )(canon 
ical injection) .自由 积 的 概念 可 用 下 面 的 万 有 性 
质 来 刻 划 : 对 于 任意 的 群 G' 和 任意 的 同 态 fi: 
Gi 一 G' (4€ A), 存在 唯一 的 同 态 映射 8:G 一 
G, E вор = fL Ge A). 自由 积 是 直 积 的 对 
偶 概 念 , HEEB (GMAT). 
特别 当 每 一 个 G, 都 是 元 a) 所 生成 的 无 限 循环 
PES (Chen 的 自由 积 就 是 以 Gn Jaca 为 生 
成 元 系 的 自由 群 (一 自由 群 ). 


自由 积 的 概念 还 可 以 推广 如 下 : наж 
个 固定 的 群 , 考虑 群 G 以 及 单 射 同 态 1: 妃 一 G 
的 对 (6, j) ЮК. 两 个 对 (6, D. (G', P) 称 
为 同 态 , 当 且 仅 当 存 在 同 态 映 射 1:G 一 G', 使 得 
fej ji. ХР ((G,, b)), 把 (G, 站 与 标准 
单 射 同 态 fhi:(G,, i) > (G, G € A) 称 为 融 
ER (amalgamated product), 融合 积 由 下 面 的 
万 有 性 质 所 刻 划 : 对 于 任意 的 《6G', F) 以 及 同 
态 映射 fis (Gis) > CC, 门 ， 存 在 唯一 的 同 
态 映射 8;:《G, i) — (G, 门 ,使 得 gofi = AG 
єл). н (e) 时 ,融合 积 就 是 自由 积 。 再 
#,h:G, — G 为 单 射 。 车 把 Gi 看 作 G 的 子 
W, GAH Gi Q € A) 所 生成 , 且 G, G, = 
ACH) = i,(H) Q = н). 

利用 融合 积 ， 可 以 构成 各 色 各 样 具 有 奇妙 
性 质 的 群 , 故 它 是 非常 有 效 的 工具 .例如 ,可 以 
作出 一 个 除 单位 元 以 外 其 余 元 均 互相 共 轿 的 群 
(B. H. Neumann-G. Higman); 又 可 以 作出 一 
个 具有 有 限 个 生成 元 的 群 而 其 A de) A 
象 恒 为 无 限 群 (Higman); 于 是 可 得 出 一 个 具有 
有 限 个 生成 元 的 无 限 单 群 等 等 . 

【 群 的 扩张 】 给 定 两 个 群 N, F， 作 一 个 
# G, 使 之 含有 与 N 同 构 的 正规 子 群 N, 并 且 
G/N = F, 这 样 的 G 就 称 为 群 F 基于 NN 的 扩 
ЗК (extension), 定 出 这 样 的 G 的 结构 的 问题 是 
Schreier (Monatsh. f. Math. Phys., 34 (1926), 
Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 4 (1928)) 
所 解决 的 .假设 1) 对 于 oe F， 有 N 的 一 个 
BAW s 与 之 对 应 ; 2) 对 于 o, re F, FE 
са € Ny ER за) 一 Cove (Sar (a) ese (a € 
N); 3) сыс» = e ru) Ў. 然后 ， 
命 G 表 示 所 有 记号 as,(a € N, сє F) 的 集合 ， 
定义 G 的 乘法 为 : at， br, = Can) entes 
则 G 成 为 群 ,并 且 а = астам) MEAN 
成 为 G 的 正规 子 群 , 且 使 C/N = Р, ЁРАТ 
N 的 扩张 全 都 可 用 这 种 方式 得 出 适合 条 件 
1), 2), 3) № G, Cor) WART F 的 因子 组 
(factor set)。 对 于 两 个 因子 组 (засан), (tos 
don), 如 果 可 以 选择 coe N(a € F), {# ,(a)= 
з, (ааа), do, = а, (з, (а) сола RIL, ЖБ 


# m 


末 , 就 说 (ss, сы) 5 (tos dove) 是 相伴 的 《asso 
ciated)。 这 时 ,分 别 与 (so, Cove) s (tas dave) 相对 
应 的 群 (扩张 ) 是 同 构 的 。 特 别 是 , 当 G, doe) 
与 (1,， 1) 相伴 时 ， 这 个 因 于 组 或 与 这 个 因子 
组 对 应 的 群 的 扩张 G 称 为 分 裂 的 〔 英 split Ж 
zerfallcn)。 这 时 群 G 含 有 与 F 同 构 的 子 群 F, 
使 得 G = FN, FAR = {e}， 在 这 种 情形 ,G 
也 称 为 N 与 的 半 直 积 或 半 直 积 群 (semidirect 
Product group). 

PRE, WRN AE Abel 群 , 则 由 于 N 的 内 
自 同 构 只 能 是 恒 等 映 射 ,所 以 上 面 的 条 件 ?) 成 
为 ws(s(a)) = з. (а), ТАРТИ йс іа ВЕД 
НОНЕ Т. ШЖ N 是 Abel 
群 , 且 包 含 在 G 的 中 心 内 ,就 称 G 是 N 的 中 心 扩 
З (central extension), 

【转移 】 нё с 的 指数 为 有 限 的 子 群 . 
令 关于 互 的 不 同 的 左 陪 集 的 代表 为 = 1, 
2,7, A), M b€ Hg 时 ,用 z m BAUR, 


^ 
Tec, H TT eix(8.x)-"( 与 代表 系 的 选取 法 
ЕП 


无 关 ) 决 定 了 H/H 中 一 个 确定 的 元 ,这 里 区 Ж 
万 的 换 位 子 群 ， 于 是 由 对 应 Gs {Н G/G' 
到 H/H 的 一 个 同 态 , HEH G/G' 到 H/H' 
的 转移 ( 英 transfer Ж Verlagerung), 

【 群 概 念 的 推广 】 和 群 的 概念 有 种 种 推广 . 
首先 , 设 有 一 个 定义 了 乘法 (*,，2) — ab 的 集合 
5, 并 且 假 定 在 S 中 结合 律 成 立 , 就 称 S 为 半 群 
(semi-group), Ж S 是 交换 半 群 ( 即 ab = ba 成 
立 ), 并 且 在 S 中 “由 ax = bx 可 得 一 如 ( 消 
去 律 (canccllation law)) 成 立 , 则 可 以 作 一 个 群 G， 
使 G 包 含 5, ifa s 中 的 元 的 乘法 在 G 中 仍然 保 
持 ， 并 且 G 的 任意 元 x 都 可 以 表示 成 8 的 适当 
的 两 个 元 a, b 的 “ 商 >: <= ak = ba", G 
的 结构 是 由 s 唯一 确定 的 ， 称 G 为 s 的 商 的 群 
(group of quotients), 

半 群 是 把 群 中 的 结合 律 单 抽出 来 ， 而 把 单 
位 元 、 逆 元 的 存在 舍弃 后 所 得 的 概念 ， 另 一 方 
面 , 若 对 于 定义 了 合成 法 (a, b) — ab 的 某 个 集 
合 Qa, 5,c，"……， 不 要 求 合成 法 适合 结合 
律 ,而 只 要 求 对 于 8 的 任意 两 个 元 a,c, 在 8 中 
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存在 唯一 的 元 b, 满足 条 件 ab = c, Hb, cth 
定时 ,在 G 中 也 存在 唯一 的 元 ,满足 条 件 op 一 
<， 这 时 , 就 说 2 关于 所 定义 的 合成 法 构成 拟 群 
《quasi-group)， 若 在 拟 群 2 中 存在 “单位 元 e, 
使 对 任意 元 a, H ae = са = a, ПОЙ 
《loop)。 对 于 轿 来 说 ,有 一 些 与 群 的 结构 理论 十 
分 类 似 的 结果 成 立 (R. H. Bruck, Trans. Amer. 
Math. Soc., 68 (1946)), 

再 者 ， 如 果 对 于 群 的 乘法 不 要 求 任何 两 个 
元 一 定 存在 乘积 ,或 存在 乘积 但 不 要 求 唯一 性 ， 
又 可 得 出 如 下 的 推广 : 如 果 对 于 集合 M 中 任意 
=a, b, dM 中 一 个 非 空子 集 ab 与 它们 对 
应 , 则 称 M 2988] 8E Chypergroupoid) , 如果 这 个 
乘法 适合 结合 律 (ab)e 一 а(ьс), FARM rh fE 
BE a, b, BETE x, y € M fh xa 9b, ay 3b 
成 立 , 则 称 M 为 超群 (hypergroup)、 又 如 果 M 可 
分 解 成 不 相交 的 子 集 Mo, Mi, Mas 5-5 对 于 
aé Mo 以 及 和 6MiG 一 1 2,…), 可 定义 同 
属于 M, 的 ab, a\b, {# a(a\b) = b; 对 于 b, 
c € M, 可 定义 b/c, 使 b/ceMo (b/c)e = b; 
并 且 乘 积 ab (HE a,b 可 能 求 积 的 情况 下 ) 6 
合 结合 律 (ab)e = a(bc)， 这 时 ， 称 M 为 混 群 
CAeMischgruppe) (A. Loewy, 1927), 又 如 果 
M 可 分 解 成 不 相交 的 子 集 Мб ,у=1,2‚,+--), 
XM a€ My, БЄМ 时 ,定义 了 一 个 元 ade 
Маз 当 e€ Mi, bE Ma 时 ,定义 了 一 个 元 
a\bE Mix, 使 得 a(a\d) = b; ae M, b € 
My 时 ,定义 了 一 个 元 a/b € М, 使 得 (a/6)b 
= a; BA, 对 于 ae My, ó € Mio c€ May 
结合 律 ab)c = abe) 成 立 , 这 时 FM 为 广 群 
(groupoid) (H，Brandt，1926)。 这 些 推广 的 概 
念 ,也 有 许多 实际 的 应 用 。 一 模 、Abel BAER 
ARRAN. BRA, Lie 群 \ 拓 扑 群 , 拓 
{К Abd 群 \ 紧 群 ,不 连续 群 ,代数 群 、 格 ,结晶 
体 群 ,典型 群 等 . 

【 群 的 历史 】 群 的 概念 在 数学 史上 出 现 不 
是 很 十 的 事 (十 九 世纪 前 半 叶 ), 但 是 其 思想 的 
萌芽 则 在 古代 Euclid 的 《原本 ?中 已 经 出 现 . 此 
后 ， 群 的 概念 以 运动 和 变换 等 概念 作为 基础 潜 
在 地 形成 ， 到 了 十 九 世纪 后 半 时 ， 它 才 正式 出 


现 ,其 后 在 整个 数学 中 占有 重要 的 位 置 ,成 为 现 
代数 学 的 基础 之 一 。 

有 意识 地 开辟 通 向 群 的 概念 的 道路 开始 于 
A BEGA, J. L. Lagrange, A. T. Vandermonde, 
P. Ruffini 等 试图 求 出 高 次 代数 方程 的 代数 解 
法 ， 因 之 作 方程 诸 根 之 则 的 置换 而 注意 到 了 群 
的 概念 。 基 于 这 种 思考 方法 , N. H. Abel 证 明 
了 五 次 以 上 的 一 般 的 代数 方程 不 可 能 代数 求 
WW. A. L. Cauchy 用 一 个 文字 来 表示 置换 , 将 
群 本 身 作为 研究 对 象 ， 而 群 与 代数 方程 之 间 的 
关系 的 完全 描述 是 由 E. Galois (1830 年 左右 ) 
作出 的 (一 Galois 理论 )。 这 种 Abel 和 Galois 的 
方程 论 是 群 论 成 功 的 开始 。 这 个 理论 在 1870 
年 出 版 的 C. Jordan ff) "Traité des substitutions” 
一 书 中 有 着 详细 的 介绍 ， 并 且 得 到 了 发 展 ， 在 
这 本 书 中 研究 的 对 象 是 置换 群 ， 而 把 它 抽象 化 
并 给 出 群 的 最 初 定义 的 是 A. Cayley 〈1854) 以 
R L. Kronecker (1870). F. Klein 在 其 埃 尔 兰 
根 纲领 (1872) 中 强调 了 群 论 在 几何 学 中 的 意 
X. 1880 年 左右 ，M. S. Lie 发 展 了 连续 群 论 
(ше Ж). 18974 W. Burnside 的 “Theory 
ot groups” 出 版 了 , 其 第 二 版 (1911) 是 群 论 的 
经 典 著 作 之 一 ,直到 现在 , 仍 保有 其 价值 ，1900 
年 左右 ，G- Frobenius, Burnside 等 人 进行 了 抽 
象 群 的 研究 ， 特 别 是 用 和 矩阵 来 表示 群 的 表示 论 
(一 表示 论 ) 的 研究 , 这 些 研究 现在 已 成 为 有 限 
群 论 的 基础 ， 由 此 群 论 成 为 数学 的 一 个 分 支 . 
群 论 是 抽象 代数 学 最 先 发 展 的 一 个 部 门 ， 二 十 
世纪 三 十 年 代 的 抽象 代数 学 的 进步 ， 是 大 力 推 
进 群 论 思 想 方 法 的 结果 。 由 三 十 年 代 后 期 起 ， 
有 限 群 的 研究 逐步 开展 起 来 ,特别 从 1955 年 前 
后 开始 ,对 有 限 群 的 兴趣 大 大 提高 ,得 到 了 各 种 
各 样 的 结果 (一 有 限 群 ). 
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Abel ВЕ [3 Abelian group 法 groupe abélien 
Җ& Abelsche Gruppe fA абелева rpyma 日 
y- хь] 设 G 是 一 个 群 *'， 如 果 对 于 G 的 
任意 两 个 元 a, b, 交换 律 :2 一 Ба 都 成 立 ， 则 
称 G 是 Abel PELIE E (commutative group), 
G 的 有 限 阶 元 的 全 体 构成 一 个 子 群 ' 了 ， 商 群 ' 
G/T 除 单位 元 。 以 外 ,不 含 任何 有 限 阶 元 . 如 
Жс — T, 则 称 C 是 挠 (Abel) 群 (torsion group) 
或 周期 群 (periodic group); 如 果 Т = (е), 就 
SG SAFER (Abel) BF (torsionfree group); 这 两 
种 情形 以 外 的 G, 就 称 为 混合 (Abel) BE (mixed 
group)。 由 于 挠 (Abel) 群 可 唯一 地 分 解 为 Sylow 
子 群 ! 的 直 积 +， 故 其 结构 可 归结 为 Abel p BE 
(Abelian p-group) (p 是 素数 ) 的 结构 。 dn Re 
群 G 的 每 个 元 的 阶 数 是 一 个 固定 的 素数 ?的 
Ж, ШСЖ Abel p Bí. WEA 36 38 BF (pri- 
mary group), 

CAPR Abel Zt] APR Abel 群 的 基本 定理 
是 由 L. Kronecker, G. Frobenius, L. Stickelber- 
ger 等 于 十 九 世纪 七 十 年 代 发 现 并 证 明 的 。 阶 
数 为 p 的 Abel 群 G 可 分 解 为 循环 子 群 ' Z,， 
…,Z, WHR: G 一 Z, X cx Z,。 这 时 ， 
若 设 Z, OKRA pu, MA пет + m + 
… 十 m， 并 且 可 设 mw 2 nr。 这 样 的 循环 群 
的 直 积分 解 并 不 是 唯一 的 ,但 n, n> sns 的 
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值 由 G 唯 一 确定 .这 时 ,把 (ps ps pr 
或 者 {m4, mss п,} ROS GRISE SR invariant) 
RAM (ype), BEJE 21, 7,,---, Z, 的 生成 
TOMI (zo 2,7755 s) 称 为 C 的 基 (basis). 
(ps р, >to p) 型 Abel 群 称 为 初等 Abel 群 
(elementary Abelian group) .具有 相同 不 变 式 的 
有 限 Abel PERK AY. G. Hajós (1942) 不 
限于 考虑 有 限 Abel 群 的 子 群 的 直 积 ! 分 解 ,更 
进一步 考虑 它 的 子 集 的 直 积分 解 ， 并 将 其 成 功 
地 应 用 于 数论 上 (一 有 限 群 ). 

【具有 有 限 生成 系 的 Abd Ë) 具有 有 限 
生成 系 的 Abel 群 的 理论 与 有 限 Abel 群 的 理 
论 同样 是 古典 的 。 无 限 阶 循环 群 ' 的 直 积 称 
为 自由 Abel 群 (free Abelian group), 具有 有 
限 生成 系 的 Abd 群 G 可 分 解 为 有 限 Abel BES 
Fil Abe 群 的 直 积 。 有 限 部 分 是 G 的 挠 群 , 自 
由 部 分 虽然 不 是 唯一 确定 的 ， 但 是 ， 将 其 分 解 
成 无 限 循环 群 的 直 积 时 ， 直 积 因子 的 个 数 即 G 
的 秩 (rank) 是 唯一 确定 的 。 具有 有 限 生成 系 的 
两 个 Abe BE, 着 它们 的 找 群 同 构 而 且 秩 也 相 
同 ， 则 这 两 个 群 同 构 。 这 个 理论 可 以 推广 到 主 
理想 环 上 模 ' 的 情形 (一 交换 环 [Dedekind Ж, 
主 理想 环 ])。 

CH] 关于 一 般 的 Abel 群 (未 必 具 有 有 
限 生成 系 ) 的 结构 ,只 有 Abel р 群 ( 乒 群 ) 的 情 
形 比较 清楚 ,关于 Abd p 群 ,在 二 十 世纪 二 十 
SEAR, H. Prüfer 曾 作出 重要 的 研究 ,三 十 年 代 
H. Ulm, L. Zippin 等 人 对 可 数 基数 的 情形 ,得 
到 了 完整 的 结果 ， 四 十 年 代 ， Л. Я. Куликов 
对 一 般 基数 的 情形 开始 了 最 初 的 研究 ， 对 这 种 
情形 的 研究 一 直 继续 到 现在 . 

їй G = (e) 是 Abel p 群 ,如 果 对 于 C 的 
每 个 元 a, FE z€ G, 使 得 x? = о 成 立 , 则 
СЖ (divisible) 群 或 完备 (complete) Rf, 
可 除 群 是 p" BEE (group of type p“) 的 直 积 
(Prüfer), 所谓 p” 型 群 ,是 指 与 由 复数 域 中 1 
的 所 有 ” 香 次 根 构成 的 乘法 群 " 同 构 的 群 . 
Abd p 群 G 的 极 大 可 除 子 群 V 是 G 的 直 积 因 
d: G=V x R. R 不 含 可 除 子 群 。 不 含 可 
除 子 群 的 Abel p EEK AKL (reduced) Abel Ef, 
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设 ze G(G 是 Abd p E). 如果 对 于 任 
意 自然 数 ”都 存在 y, € G, 使 得 + = у", WJ 
称 x 是 无 限 高 元 (element of infinite height), С 
中 所 有 无 限 高 元 构成 G 的 子 群 G С = fe} 
的 可 数 阶 群 C 是 循环 群 的 直 积 ， 并 且 所 有 这 样 
的 直 积 分 解 皆 同 构 (Priifer) .这 里 可 数 竹 的 假定 
不 能 去 掉 。 我 们 可 按照 超 限 归纳 法 ?定义 G in 
F: 当 8>1!1 为 非 极限 序数 ' 时 , @ Ge 一 


【Ge-905， 当 # 是 极限 序数 时 , 命 64 = [\ G°. 


于 是 存在 最 初 的 序数 +r， 使 得 + 不 超过 G 的 基 
数 , 且 有 G = Cr 、0" 是 G 的 最 大 可 除 子 群 . 
当 G 是 约 化 群 时 ，G' = (e), AMR HEN 
B (ype). М а<т 时 , 称 G = С/С" 为 
Gf) Ulm AF (Ulm factor), BF) G,---, 
Gt, « (e < r) RAGH Ulm 因子 列 Cse- 
quence of Ulm factors), 每 一 个 Ulim 因 于 都 不 含 
无 限 高 元 ,而 除 GO 以 外 ， 含有 阶 数 为 任 
BAM. ie 为 任意 的 最 大 是 可 数 基数 的 
序数 ,并 假定 对 任意 序数 « < т, 存在 一 个 可 数 
Abel p BE Aa, 使 4。 没 有 无 限 高 元 、 但 对 任 
Ж “天 一 1，4。 有 阶 数 为 任意 大 的 元 。 于 
是 存在 一 个 型 z 的 约 化 Abel p 群 , 它 具 有 同 构 
于 do Ais rtt Aas (a < r) 的 一 个 Ulm 
AFP) (Zippin), 若 两 个 可 数 约 化 Abd p 群 
4, B 有 同一 型 *， 并 且 对 于 任意 a<r, 对 
应 的 Ulm 因子 4°, Be 是 同 构 的 , 则 4, B 同 
构 (Ulm)。 这 里 可 数 性 的 假定 不 能 去 掉 . 

【无 浇 群 】 Abe 群 的 合成 法 如 果 用 加 法 
a 二 6 表示 , 则 称 之 为 加 法 群 ;在 加 法 群 中 单位 元 
HAET (zero element), 用 0 表示 。 а 的 逆 元 
用 一 a BAR, a + (—b) 一 般 改 写成 。 — 4, BD 
4 十 (一 6) = a 一 和 .加 法 群 可 以 看 成 为 有 理 整 
数 环 乙 上 的 模 ,从 而 可 以 考 上 志 下 面 阐述 的 线性 
相关 与 线性 无 关 的 概念 . G 的 元 as't a 称 
为 线性 相关 的 〈lineariy dependent), 如 果 存 在 不 
全 为 8 的 整数 м, 5750 no W ma 十 十 
ара, = 05 # ao 75, а, 不 是 线性 相关 的 , 则 
称 为 线性 无 关 的 (linearly independent). 车 无 
腿 个 元 中 任意 有 限 个 都 是 线性 无 关 的 ， 则 称 这 


无 限 个 元 为 线性 无 关 的 . 设 G 中 存在 N 个 线性 
无 关 的 元 ,而 不 存在 N + 1 个 线性 无 关 的 元 , 则 
称 这 和 个 元 为 极 大 线性 无 关 组 (maximal indepen- 
dent system) ， 并 称 G Й (тапк) М. ЖБ 
法 群 G 若 不 是 有 限 生 成 群 ， 就 不 一 定 是 自由 加 
iE. 

关于 无 找 群 的 最 初 的 重要 工作 是 由 F. W. 
Levi (1917) 做 出 的 ，A. Г. Курош (1937) 完 
全 解决 了 有 限 秩 的 群 的 情形 然而 一 般 情形 是 
困难 的 。 最 近 ，L Kaplansky, J. Rotman 等 人 
继续 进行 着 研究 . 

有 理 数 加 法 群 Q 的 秩 是 1, 反之 , 秩 为 1 
的 群 必 与 有 理 数 加 法 群 Q 的 某 个 子 群 同 构 . 
设 对 于 群 C 的 每 个 元 a, BEER n= 
а 的 元 x。， 此 处 "是 任意 自然 数 , 这 时 , 就 称 
G 是 可 除 (divisible) 群 或 完备 (complete) Ef. 可 
除 无 挠 加 法 群 同 构 于 若干 个 Q WHA. HE 
一 无 挠 加 法 群 C ， 包 含 G 的 可 除 无 挠 群 是 存在 
的 ,这 些 可 除 无 乒 加 法 群 中 的 极 小 加 法 群 F 彼 
此 同 构 ,因而 唯一 确定 。F 以 有 理 数 域 Q 作为 
КИТЕ". it QP Æ ОРЕ РЕ a/b] 
Ca, b) = 1, ptb}, 而 令 G, 是 F 中 的 包含 6 
并 以 Qe 为 算 子 区 的 最 小 子 群 再 设 Q 为 p- 
adic BK", Z, 为 p-adic MERI, WG HH 
FEQ О, 时 ,我 们 就 自然 地 由 得 到 一 个 
Q, Wi F,. RG С, # F, 中 的 自然 闭 包 ?， 
RI G, 是 具有 算 子 区 Z, 的 Z, 模 ， 秩 为 N 的 
Z, 模 同 构 于 c, 7 Q, 55 N к, + Z, HH 


я: б,= У Qro, + У) Zo (nm 


kpi m= 1,575, № к). к, ЖШС p 
Ж (p-rank)。 作 为 G 的 不 变量 , Курош 给 出 了 
秩 数 ,对 于 所 有 素数 ?的 秩 , 以 及 矩阵 t, 的 
序列 (W) 的 某 个 等 价 类 ， 这 里 p 取 遍 所 有 素 
Ж, N, 是 F 的 极 大 无 关 组 的 元 表 成 (s。, we) 
的 线性 组 合 时 在 Q, 中 的 系数 和 矩阵. 

【一 般 Abel EE] 一 般 的 Abel 群 是 挠 群 基 
于 无 挠 群 的 扩张 ?， 设 了 是 挠 群 .如果 存在 某 个 
自然 数 a, 使 得 对 于 工 的 每 个 元 n 均 有 2 一 1， 
则 称 工 是 有 界 的 《〈bounded)、 包含 挠 群 T 作为 


最 大 子 挠 群 的 任意 Abd 群 G 以 T 为 G 的 直 积 
因子 的 充分 必要 条 件 是 : T 为 可 除 群 与 有 界 群 
的 直 积 (R. Baer-C. Фомин), 
【特征 标 】 如 果 对 于 Abel Ж G 的 每 个 元 
a。 有 一 绝对 值 为 1 的 复数 (а) 与 之 对 应 , 并 
且 满 足 条 件 Xab) = X(a)X(6)。 则 称 x 为 G 
的 转 征 标 (character)， 对 于 G 的 两 个 特征 标 
Xis Xas ZH Х(а) = Xa) Ha) 定义 它们 的 
` Bx = xx, W x 也 是 G 的 一 个 特征 标 ， 于 是 
G 的 一 切 特征 标 所 成 的 集合 X 对 于 上 面 定义 的 
合成 法 形成 一 个 Abd BE CCG), 其 单位 元 是 恒 
等 特征 标 X(a) 一 1. X 称 为 Abel 群 G 的 特征 
RE (character group)。 当 G 是 有 限 群 时 ，G 与 
其 特征 标 群 X 同 构 , 这 就 草 涵 对 偶 竹 G — c 
(C(G)). 这 个 事实 被 Л. C. Понтрягин 推广 
到 局 部 紧 拓 扑 Abd PE. Abel 群 的 特征 标 在 
数论 中 有 各 种 应 用 (一 拓扑 Abel 群 ,表示 论 ). 
关于 具有 算 于 区 的 加 法 群 一 模 . 


(8) (1] L. Fuchs, Abelian groups, Pergamon, 
1960; [2] 1. Kaplansky, Infinite Abelian groups, Univ. 
of Michigan, 1954; [3] A. T. Курош, Теория групп, 
Tocrexranar，1953〈 中 译本 : А. T. ЖЕН, ВЕ, Ei, A 
民 教 育 出 版 社 ，1964)， 又 一 群 的 [ 参 ] . 


自由 群 [X free group 法 groupe libre Ф 
freie Gruppe 4А свободная группа 日 自由 
群 ] 设 群 了 是 生成 元 分 别 为 а, 2 а, 
的 无 限 循环 群 G,,…，G。 的 自由 积 (一 群 [ 群 
的 自由 积 ]), 则 称 F 为 由 个 元 a,,… as ER 
MORE, » 称 为 F 的 秩 (rank)。 半 群 ' 的 自由 
积 也 与 群 的 情形 同样 定义 ,而 在 С, ЖН 1, a, 
di, CG, 2,……，m) 形 成 的 无 限 循环 半 群 
的 情形 ， 它 们 的 自由 积 称 为 个 元 aG = 1, 
+++, n) 生成 的 自由 半 群 (free semigroup), 
设 群 是 由 与 6, 同 构 的 子 群 AG = 1, 
tes n) 生成 的 ， 则 G 是 G; 的 自由 积 F 的 同 态 
象 。G, 的 自由 积 F 的 每 一 个 子 群 H, ШЖК 
只 含 单位 元 ， 就 是 某 个 自由 群 与 某 些 子 群 的 自 
由 积 , 而 这 些 子 群 中 每 一 个 都 与 某 个 G, 的 一 个 
FEEF piky (A: Г. Курош, 1934). 特别 
是 ,自由 群 的 子 群 如 果 = {c}， 则 必 是 自由 群 
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(O. Schreier), FRA ”的 自由 群 中 指数 为 7 的 
子 群 的 秩 等 于 1 + i(n — 1) (Schreier), 
PHONE astrs 4a。 生成 的 自由 群 
GA nA b r, ba ERRIRE, WITE F 到 
GEWAS Ф, Egla) = 6G m 1, 0). 
设 9 的 核 为 N, 又 设 字 wlas ts an) 的 类 属 
FN, 则 wlha bn) = 1, 称 它 为 G 的 生成 
Ж big + bs ZIDAR Crelation) EN A F rh 
的 含有 字 o (as. а) Um dis? а, 
的 类 的 最 小 正规 子 群 , 则 称 关系 (s ++ ba) 
=+ m, (b, ++, bn) 一 1 为 G 的 定义 关 
Ж (defining relation》 或 基本 关系 (fundamental 


relation)。 反之， 给 定 生成 元 a. ++, an 并 给 
定 任意 的 字 wlas os aer os s 
a), WEER G, CA a, ts a, 为 生成 元 


ВЮ wlas, an) = 1,7775 m s ) = 
1 为 定义 关系 。 这 个 群 G 就 是 在 由 а, 77, an 
所 生成 的 自由 群 下 中 ,以 含有 wi Qs a)» 
ts ans : ` as) 的 类 的 最 小 正规 子 群 入 
所 作 的 商 群 F/N， 自 由 群 就 是 没有 定义 关系 
ЮЙ. n, т 为 无 限 的 情形 也 可 以 同样 地 处 理 。 
当 n, m 为 有 限时 ,就 称 G 为 有 限 表 出 的 (finieely 
presented), 

【 字 的 问题 】 设 群 6 是 有 限 表 出 群 ， 给 定 
某 个 字 类 ， 经 过 有 限 多 次 步 又 判定 它 在 G 中 是 
否 等 于 单位 元 的 问题 , 称 为 字 的 问题 (wordprob- 
lm). 字 的 问题 一 般 不 可 解 (1,C. Новиков, 
1955)。 例 如 ,已 经 知道 存在 "一 2, m=32 ЮН 
限 表 出 群 ,对 于 它 字 的 问题 不 可 解 (W，Boone) . 
31—3718, В. А. Тартаковский 证 明了 对 于 根 
当 大 的 一 类 群 , 这 个 问题 是 可 解 的 。 当 m 1 
Hj, W. Magnus (1931) 证 明了 问题 是 可 解 的 . 
字 的 问题 真正 应 该 表述 为 判定 问题 ， 而 且 对 于 
群 的 字 的 问题 与 对 于 半 群 的 字 的 问题 是 密切 要 
关 的 (А. M. Turing, 1937; E. L. Post, 1947; 
A. A. Марков 1947), 在 其 它 的 代数 系 中 也 能 
研究 类 似 的 问题 (一 判定 问题 )。 另 外 ,在 G 中 ， 
通过 有 限 次 步骤 判定 两 个 字 类 在 何 种 情形 之 下 
可 以 经 过 一 个 内 自 同 构 互 相 推 出 的 问题 ， 叫 做 
变换 问题 (transformation problem), 
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iF BRM MAH, F = FDD 
F, DF nD Ë F EROA, P/F 是 


PROS n. (0) = (1/r) У pn(r/da)m GXB n Ж 


Ж Mobius 函数 1) 的 自由 Abel BEY (E. Witt). 
F 中 所 有 指数 为 有 限 的 子 群 之 交 是 单位 群 . 

[Burnside 问题 】 原来 的 Burnside 问题 是 
指 有 限 个 元 生成 的 周期 群 是 否 为 有 限 群 的 问 
题 ,在 这 个 意义 下 ，E. C. Голод (1964) 证 明 
了 存在 着 满足 上 述 要 求 的 无 限 的 * BY, KER 
是 否定 的 。 然而 ， 通 常 所 请 Burnside 问题 

„(Burnside problem) Ali]: 设 C 是 由 有 限 个 元 
ERK, G 的 每 个 元 都 具有 能 除 尽 自 然 数 ” 的 
有 限 的 阶 ,G 是 否 为 有 限 群 ? 设 F 是 秩 为 ”的 
自由 群 ,N 是 由 一 切 z'(z € F) 生成 的 下 的 正规 
TR, HLM BC, п) = Е/М, 则 上 面 的 问题 
RART BO, п) 是 否 为 有 限 群 的 问题 . 当 
+= 2,354, 6 时 , B (r, n) ДАКИ (H. H. 
Canos, M. Hall)。 还 有 所 谓 狭 义 Burnside 问 
Eñ (restricted Burnside problem); B(r, n) 的 有 
限 商 群 的 阶 是 否 有 上 界 ” 当 r 是 素数 时 ， 这 个 
问题 已 得 到 肯定 的 解决 《A. H. Kocrtpuxmn, 
1959), 

由 两 个 元 *, y 生成 的 并 且 适 合 关系 式 z" 
一 六 一 (zy)* = 1 (u, v, w 此 为 自然 数 ) 的 群 
dE Mu Mo t Mw 一 1 和 0 的 条 件 下 是 无 
限 群 , 而 在 0< 1 + I/v + 1/e —1 = 2/g 
的 条 件 下 是 阶 数 为 & 的 有 限 群 . 

再 者 ,存在 有 限 表 出 群 , 它 与 其 真 商 群 同 构 
(B. H. Neumann), 

(8) (11 А. Г. Курош, Теоруя групп, Tocrex- 
малат, 1953 《中 译本 : A. Г. ж, Mit, ЕШ, ABK 
gift. 1961): [2]M. Hall, The theory of groups, 
Macmillan, 1959; [3] Н. S. M. Coxeter-W. O. J. 
Moser, Generators and relations for discrete groups, Erg. 
d. Math., Springer, 1957; [4] A. M. Кострикин, О 
проблеме Берисайда, Изв. Акад. Наук СОСР, 23 (1959), 
1—34; 15) Е. С. Голод, O Нильалгебрах и финитно- 
аппроксимируемых р-груплах, Изв. Акад. Наук COCP 
28, (1964), 273—276; [6] W. W. Boone, The word 
problem, Ann, of Math., 10 (1959), 207—265; (7) IL 
С, Новиков, Об алгорифмической неразрешимости npo 


блемы тожества слов в теории rpym, Труды Матем. 
Инет, им. В. А. Стеклова, 44 (1955), 1—143; [8] # 


KET Ahe BB, 1042: [9] W. Magnus-A. Kar- 
rass-D. Solitar, Combinatorial group theory, Interscience, 


1966, 其 它 一 群 的 [ 参 ] . 


有 限 群 [X finite group 法 groupe fini 4 
endliche Gruppe 4A конечная rpyma A APR 
群 ] 【 阶 数 为 的 有 限 群 的 个 数 】 阶 数 " 有 限 
的 群 称 为 有 限 群 (一 群 )， 取 定 自然 数 ” 时 , 阶 
数 为 ”的 群 〈 同 构 的 群 不 加 区 别 ) KRALL 
个 ? 这 是 有 限 群 论 中 历史 悠久 的 一 个 问题 ， 然 
而 ,除了 对 于 = 的 某 些 特殊 的 值 以 外 ,要 求 出 一 
般 的 答案 几乎 是 不 可 能 的 . Sin 是 素数 p 时 ， 
阶 数 为 的 群 仅 有 一 个 ， 而 且 是 循环 群 "'， 当 
n 是 素数 ? 的 平方 寺 ， 阶 数 为 p 的 群 是 Abel 
群 ,, 且 只 有 两 个 不 同 的 群 。 当 ”是 两 个 素数 
4(p > 9) 的 乘积 且 p 1 (той д) 时 ， 阶 数 为 
ра 的 群 仅 有 一 个 ,而 且 为 循环 群 ; (834 p= 1 
(moda) it, MA pa 的 群 则 有 两 个 ,一 个 是 循 
环 群 ， 另 一 个 为 非 Abel 群 。 对 于 比较 小 的 ”， 
BPS n ROBERTS fn) 如 下 所 示 : 

n:8 12 16 18 20 24 27 28 30 32 60 
Ки):5 514 5 515 5 4 45113 
шп РИО, п 一 p” 时 , 阶 数 为 "的 
群 的 个 数 是 ? 与 m 的 函数 ， 其 实际 的 值 ， 仅 当 
mm 过 6 时 为 已 知 例如 当 m 一 3 时 ， 有 5 个 不 
同 的 群 ; 而 当 m 一 + 时, ЖР — 2 则 有 14 个 不 
同 的 群 ,而 若 > 2 则 有 15 个 不 同 的 群 。 当 m 
一 5 时 ,可 参看 O. Schreier 在 Abh. Math, Sem. 
Univ. Hamburg, 4 (1926) БЖ. ут 
相当 大 时 , 阶 数 pr 的 群 的 个 数 为 p, 其 中 1 = 
Am, A — 2/27 (m — co) (G. Higman, Proc. 
London Math. Soc., 10 (1960); C. C. Sims, 
Symposium on group theory at Harvard, 1963). 

【关于 有 限 群 的 一 些 基本 定理 】 下 面 的 几 
个 基本 定理 对 于 研究 有 限 群 特别 有 用 。 

DG TREE G 的 子 群 的 阶 数 是 G 的 阶 数 的 因 
数 (J. L. Lagrange). 但 它 的 逆 定 理 不 一 定 成 
立 . 如 果 有 限 群 G 含有 以 G 的 阶 数 的 任何 因数 
为 阶 数 的 于 群 ， 则 G 必 为 可 解 群 '. 特别 是 ,如 
果 对 于 G 的 阶 数 的 任何 因数 ， G 都 含有 唯一 的 
以 此 因数 为 阶 数 的 子 群 , 那 末 , G 就 一 定 是 循环 


群 . 

П) Sylow 定理 . 设 c 的 阶 数 为 pm. m 
SPER, 则 G 必 含有 阶 数 为 p" 的 子 群 ,这样 
的 子 群 称 为 G 的 p-Sylow FE (p-Sylow sub- 
group). G 的 两 个 p-Sylow 子 群 一 定 是 互 为 共 
8609. Grp p-Sylow TRDE p ARTFL. 
G 中 阶 数 为 ? ЖЕКЕ Л fa @ Ze Ж — i 
p-Sylow FR Zh. 

阶 数 为 某 个 素数 的 寡 ， 例 如 的 宏 的 群 称 
20 p Bt Cp-group). 

ш) PRERE. РА, 至 少 含有 两 个 
元 的 ? 群 ,其 中 心 ' 必 含有 单位 元 以 外 的 元 . K 
T pt, P. Hall 曾经 作 过 出 色 的 工作 (Proc. 
London Math. Soc., (2) 36 (1933)). 

如 果 群 G 的 阶 数 为 8, 具有 两 个 生成 元 c, 
r, 它们 满足 关系 式 吧 m 1, ror mon = 
тї, 则 称 G 为 四 元 群 (quaternion group). “EJ 
构 于 四 元 数 体 中 由 { 士 1， ti жу, tR 
的 乘法 群 ， 广义 四 元 群 〈generalized quaternion 
group) 是 2" 阶 的 群 ,具有 两 个 生成 元 , s W 
BRAK PT end, ror = rT 
如 果 一 个 非 Abel 群 的 所 有 子 群 都 是 正规 子 
Tt, 则 称 它 为 Hamilton 群 (Hamilton group). 
Hamilton 群 是 一 个 四 元 群 ,一 个 奇数 阶 Abel BE 
和 一 个 指数 为 2 ( 即 对 于 每 个 元 2 fi o! = 1369 
Abel 群 的 直 积 . 

对 于 任意 有 限 群 ,其 合成 商 群 列 ' 中 的 单 群 
的 集合 是 唯一 确定 的 。 因 之 ， 从 事 有 限 群 的 研 
究 时 ， 研 究 单 群 以 及 研究 具有 给 定 合成 商 群 列 
的 群 的 性 质 ， 这 两 件 事 是 基本 的 。 单 群 的 研究 
很 早 就 开始 了 ,但 是 ,获得 出 色 的 成 果 还 是 最 近 
的 事 (一 [有 限 单 群 ])。 对 于 上 述 第 二 个 问题 的 
研究 ， 是 由 H. Wieland 等 开始 的 ， 他 们 是 把 
Sylow 定理 试行 向 各 个 方面 进行 推广 而 取得 结 
果 的 .对 于 有 限 可 解 群 来 说 ,第 一 个 问题 是 非 党 
简单 的 ,因而 只 剩 下 第 二 个 问题 需要 研究 ,但 直 
到 现在 还 没有 得 到 令 人 满意 的 结果 EBAR 
可 解 群 均 含有 与 它 本 身 的 正规 化 子 ' АО F 
FRH NAH) = Н) „РЕЙ Л ЖЕТ 
Наз GX t5 Lie 代数 中 Cartan 子 代数 的 
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定理 是 类 似 的 ，R. W. Carter, Math. Z., 75 
(1960)). | 
【Hall 子 群 】 阶 数 与 指数 ! 互 素 的 子 群 称 
为 Hall +# (Hall subgroup), Bk m,n 是 两 
个 互 素 的 自然 数 , 则 阶 数 为 mn 的 有 限 可 解 群 
含有 阶 数 为 m 的 子 群 ， 而 任 两 个 阶 数 为 m 的 子 
BREN. EI 是 m 的 因数 ， 则 阶 数 为 
的 子 群 至 少 包含 在 某 个 阶 数 为 m 的 子 群 内 
(P. Hall)， 这 条 定理 的 第 一 部 分 的 逆 命 题 也 成 
Xr ”如果 对 一 个 有 限 群 的 阶 数 的 任何 形 如 mn 
(Gn, n) = 1) 的 分 解 ,这 个 群 必 包 含 一 个 m 阶 
子 群 , 则 所 给 有 限 群 是 可 解 的 ,也 就 是 说 ， 设 C 
为 阶 数 z 的 有 限 群 ,如 果 对 于 任何 形 如 gm pm 
(р Sm 互 素 ) 的 分 解 ，G 都 含有 阶 数 为 m 的 子 
Et, WG 是 可 解 群 (P. Hall 可 解 性 准则 )， Ж 
后 这 个 可 解 性 判定 条 件 , 萄 涵 “ 阶 数 为 两 个 素数 
TORR p'q' 的 有 限 群 是 可 解 群 * 这 条 有 名 的 
Burnside 定理 .在 何 种 情况 下 才 存 在 Hall F 
群 ， 尚 无 一 般 的 定理 来 判定 。 如果 G 含有 正规 
Hall FR N, 那么 G 含有 Hall FH H, € 
满足 条 件 NH 一 С, NAH == 1, 所 有 这 样 的 
Hall PREMEIRA (Schur-Zassenhaus ji 
95]. E 
关于 可 解 群 的 上 述 Hall 定理 是 Sylow 定 
理 的 推广 , 但 是 , 对 于 非 可 解 群 ,这 样 的 推广 是 
不 成 立 的 .然而 ， 若 有 限 群 G 〈 可 解 与 否 都 无 
关 ) 含 有 阶 数 为 ЮЕ Нап PEH, MGB 
为 = 的 因数 的 任意 子 群 必 与 已 的 某 个 子 群 共 
$ (Wielandt, Math. Z., 60 (1954), 以 及 P. 
Hall, Proc. London Math. Soc., (3) 4 (1954)). 
Wielandt 等 人 也 曾 尝试 对 于 极 大 = 子 群 〈 它 可 
以 不 是 Hall 子 群 )( 一 [x 可 解 群 ]) 推 广 这 些 结 
5. 
CREF SHE G HRSA 
必要 条 件 是 G 等 于 它 的 p-Sylow 子 群 的 直 积 . 
每 零 群 的 任 一 极 大 子 群 都 是 正规 子 群 ， 反之 ， 
若 有 限 群 的 每 个 极 大 子 群 都 是 正规 子 群 ， 则 这 
个 有 限 群 必 是 军 零 群 . 
【有 限 可 解 群 】 有 限 群 为 可 解 群 的 充分 必 
要 条 件 是 ， 它 的 每 个 合成 列 的 商 群 都 是 素数 阶 
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的 循环 群 .奇数 阶 的 有 限 群 必 为 可 解 群 ，(Feit- 
Thompson 定理 ，Pacific J. Math., 13 (1963). 
这 是 有 限 群 论 中 的 最 深刻 的 结果 之 一 ， 它 是 长 
期 未 得 解决 的 Burnside 猜想 (Burnside conje- 
cure) 的 肯定 回答 .) 可 解 群 的 极 大 子 群 的 指数 
为 素数 寡 (E. Galois)， 但 是 其 逆 命 题 不 一 定 成 
x. 

阶 数 为 168 的 唯一 的 单 群 具有 下 述 的 性 
质 : 它 的 所 有 极 大 子 群 的 指数 为 素数 需 。 有 限 
可 解 群 包含 自 正规 化 的 宕 零 子 群 〈 也 就 是 一 个 
WET H, CWE МСН) = H), 而 且 任 
PAPE PRBE (R. W. Carter, 
Math. Z., 75 (1960); 关于 它 的 推广 ,参看 w. 
Gaschütz, Math. Z., 80 (1963)). 这 样 的 子 群 
称 为 Carter 子 群 (Carter subgroup)， 它 类 (Ul 
于 Lie 代数 的 Cartan 子 代数 .然而 ,与 Cartan 
子 代数 不 同 ， 很 多 单 群 不 包含 自 正规 化 的 宕 堆 
+B. 

如 果 一 个 有 限 群 的 主 合成 列 ' 的 商 群 列 由 
循环 群 所 组 成 ， 则 称 它 为 超 可 解 的 〈supersolva- 
ble), 有 限 群 为 超 可 解 群 的 充分 必要 条 件 是 : 它 
的 所 有 极 大 子 群 的 指数 均 为 素数 〈B。Huppert, 
Math. Z. 60 (1954)), 如 果 ”是 超 可 解 群 的 阶 
RAR BA, BAI p-Sylow FREER 
FH. 

Са 可 解 群 】 用 = 表示 某 些 素数 所 组 成 的 
集合 ,用 = 表示 不 属于 = 的 所 有 素数 所 组 成 的 
集合 ， 若 G 的 阶 数 的 所 有 素 因数 均 含 在 < 中 ， 
MERGA aE, 而 当 G 的 任何 合成 列 的 商 群 寡 
为 w 群 或 可 解 * 群 时 ， 就 称 G 为 я 可 解 的 
resolvable), 仅 由 一 个 素数 ? 组 成 的 情形 是 
重要 的 ,这 时 ,就 简称 = 可 解 群 为 可 解 群 。 若 
P, = 1 C NSP,SN,S-- Р CN, = G, В. 
P/N G 一 1,……) 是 G/N,-. 的 极 大 正规 = 
群 МРК 一 0.……) 是 С/Р, 的 极 大 正规 二 
群 , 则 具有 这 样 性 质 的 群 列 称 为 于 列 (一 serics). 
ІХС = d& (length). 可 解 群 对 于 由 
素数 所 成 的 任何 集合 = 均 为 = 可 解 群 ，= 可 解 
Веня Hall 子 群 ,对 于 它 ,推广 的 Sylow 定 
理 成 立 ， 关 于 ? 可 解 群 的 ?长 与 p-Sylow PE 


的 不 变量 之 间 的 关系 ，Hall 与 Higman 曾 进行 
过 研究 (Proc. London Math. Soc., 7 (1956)), 
例如 ,如 果 p-Sylow FHA Abel Ef, WAP K 
为 1. 

【置换 群 】 个 事物 的 所 有 置换 所 构成 的 
群 称 为 ” 次 对 称 群 (symmetric group), 次 对 
称 群 一 般 用 S. s ©, dcs. 其 子 群 通常 叫做 次 
数 (degrec) ”的 置换 群 ， 通 常用 1,2,，……,” 表 
mn PHD, TH, n 次 对 称 群 的 元 " 可 表 为 


"(а 
从 2345 P) 


231546 
此 处 六 是 i 在 9 ЕШЮ,” — G). о 也 可 
以 写成 (…) abe 2) C), "EROR о Mi 
环 地 把 а 变 成 4, 把 变 成 <，.…, 把 z 变 成 
a。 例如 ,在 上 述 的 例 中 ,a = (123) (45) (6). 
这 里 (6) 表 示 不 动 的 文字 ,习惯 上 通常 省 略 ， 上 
面 的 (abe.…s) 表示 这 些 文字 《〈 设 它们 共有 1 
个 ) 作 循环 推移 , 而 其 它 文字 都 不 动 , 称 它 为 长 
1 的 循环 (cycle)， 任 一 置换 均 可 表示 成 落 干 不 
含 共 同文 字 的 循环 的 乘积 ， 而 且 如 果 不 计 写成 
循环 的 积 的 次 序 ， 则 这 样 的 表示 方法 还 是 唯一 
的 。 长 为 2 的 循环 也 称 作对 换 (transposition). 
任意 置换 又 都 可 表 成 对 换 的 积 ， 但 表 成 对 换 之 
积 的 方法 不 是 唯一 的 ， 然 而 其 中 对 换 的 个 数 为 
奇数 或 为 偶数 则 是 不 变 的 。 能 表 成 偶数 个 对 换 
之 积 的 置换 , 称 为 偶 置换 (even permutation), 5 
MIRAR Codd permutation), 对 称 群 中 奇 
置换 与 偶 置换 的 个 数 是 相同 的 ,其 中 ,所 有 偶 置 
换 形成 指数 为 2 EMF RE > 2), 称 它 为 n 
KÆRE (alternating group)， 任 一 个 置换 均 可 
表 为 长 为 3 的 循环 的 乘积 。" 次 交代 群 用 符号 
A. RU, 等 来 表示 。 

阶 数 为 "的 有 限 群 必 与 次 对 称 群 的 某 一 
FRAG. a 4 BL, n 次 交代 群 是 单 群 ， 而 
В, п VOHRERR RSA TERME RE n= 
4 时 ,4 次 交代 群 含有 阶 数 为 4 的 正规 于 群 
((2, 2) 型 的 Abel BE), 故 不 是 单 群 .一 般 地 。 


例如 


把 (2, 2) 型 的 Abel 群 称 作 Klein MERCE 
Kleinsche Vierergruppe), n 2 5 Fj, n 次 对 称 群 
不 是 可 解 群 ,这 是 著名 的 Abe EH, MY a> 
5 时 一 般 = 次 代数 方程 不 能 用 根 式 求解 的 群 论 
根据 . 当 n — 2,3, 4 时 , n 次 对 称 群 是 可 解 群 , 
它们 的 合成 列 的 合成 高 群 列 分 别 为 2; 2, 3; 2, 
3,2,2, 4 次 交代 群 ,5 次 交代 群 以 及 4 次 对 称 群 
分 别 为 阶 数 12, 60, 24 的 群 ,而 且 分 别 与 三 维 空 
人 向 中 正四 面体 \ 正 二 十 面体 、 正 八 面体 的 所 有 由 
自身 到 自身 的 运动 所 成 的 群 一 致 。 由 于 这 个 缘 
dk, 把 它们 称 作 正 不 面体 群 或 上 面体 群 (K 一 4 
时 , 称 作 ( 正 ) 四 面体 群 (tetrahedral group), k = 
20 时 , 称 作 ( 正 ) 二 十 面体 群 (icosahedral group) , 
4 一 8 时 , 称 作 ( 正 ) 八 面体 群 (octahedral group)). 
这 些 群 自 古 以 来 就 很 有 名 ， 而 且 也 有 几何 上 的 
兴趣 ， 另 外 ， 正 * 边 形 的 所 有 由 自身 到 自身 
的 运动 所 成 的 群 称 作 ( 正 ) 二 面体 群 (dihedral 
group)， 其 阶 数 为 2n, 且 具 有 指数 为 2( 从 而 阶 
数 为 ") 的 循环 正规 子 群 ,它们 总 称 为 正 多 面体 
BE (regular polyhedral group), 五 次 交代 群 是 
Galois 已 经 知道 的 阶 数 最 小 的 非 可 解 群 ， 因 而 
特别 有 名 ， 三 维 空间 的 运动 群 的 有 限于 群 或 者 
是 循环 群 ， 或 者 是 正 多 面体 群 之 一 ， 正 二 面体 
群 由 阶 数 为 2 的 两 个 元 所 生成 ;反之 ,由 阶 数 为 
2 的 两 个 元 生成 的 有 限 群 是 正二 面体 群 。 这 个 
简单 的 事实 在 偶数 阶 有 限 群 论 中 有 很 多 推论 . 
若 n 6, Wa 次 对 称 群 的 自 同 构 必 为 内 自 同 
构 ;车 п 一 6， 则 存在 阶 数 为 2 的 外 自 同 构 , 且 
ss 的 自 同 构 群 的 阶 数 等 于 5, 的 阶 数 的 二 倍 . т 
次 对 称 群 的 真子 群 的 指数 , 除 交代 群 外 ,至 少 为 
п. 指数 ”的 子 群 与 ” 一 1 次 对 称 群 同 构 ; Ж 
n 夫 6， 则 这 些 子 群 是 互相 共 乞 的 ,而 在 ”一 6 
时 ,它们 可 分 为 两 个 共 轿 类 ,并 且 可 由 某 个 阶 数 
为 2 的 外 自 同 构 将 一 个 共 轿 类 变 到 另 一 个 共 生 
类 .关于 交代 群 一 [有 限 单 群 ]. 

【可 迁 群 】. 设 G 是 给 定 的 集合 0 上 的 一 个 
置换 群 ,如 果 对 于 0 中 的 任意 两 个 元 。,5, 均 存 
在 G 的 元 , 它 使 。 变 到 5, 则 称 C 是 可 迁 (置换 ) 
Æ (transitive permutation group), 否则 G 称 为 非 
可 迁 ( 置 换 ) 群 (intransitive permutation group). 
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设 c 是 集合 2 上 的 一 个 可 迁 置换 群 ，“ 是 2 的 
一 个 元 .G 中 使 «不 变 的 所 有 元 形成 G 的 一 个 
子 群 , 称 为 a( 在 G 内) 的 稳定 化 子 (stabilizer). 
稳定 化 子 的 指数 等 于 0 的 元 的 个 数 ， 即 G 的 次 
Ж. 这 样 ， 可 迁 置 换 群 G 的 次 数 整 除 G 的 阶 数 
《这 是 一 条 基本 定理 ). 

轨道 的 概念 是 重要 的 . 设 G 是 集合 2 上 的 
一 个 置换 群 ，2 的 子 集 了 称 为 G 的 一 个 轨道 
《orbit) 、 如 果 它 是 G 不 变 的 且 G 可 迁 地 作用 于 
r. ER, 0 的 子 集 T 是 G 的 一 个 轨道 ， 如 果 下 
面 两 个 条 件 满足 : G) 若 s ET，g€ G， 则 象 
ela) 也 位 于 T 内 ; Gi) # < Mo Rr 的 两 个 
元 , 则 存在 C 的 元 x, Eb == x(a), 这样,G 
的 每 个 元 x 诱导 出 T 上 的 一 个 置换 orl). 所 
有 这 些 置换 prle) (z € G) 所 成 的 集合 形成 了 
上 的 一 个 置换 群 ,可 把 它 记 为 px(G). 于 是 
qr(G) 在 T 上 是 可 迁 的 , 且 er 是 G 到 pr(G) 上 
的 一 个 同 态 。 因 而 一 个 轨道 中 的 元 的 个 数 是 G 
的 阶 数 的 一 个 因子 。 显 见 G 作 用 于 其 上 的 集合 
0 是 G 的 互 不 相交 的 轨道 rn …,T, 的 并 .这 
蕴涵 着 G 的 次 数 是 轨道 T, 中 元 的 个 数 之 和 . 由 
此 得 到 的 方程 常常 包含 不 平凡 的 关系 ,如果 
把 上 面 定 义 的 同 态 pr 12% pr WJ G 同 构 于 群 
ФСС) = 1,2,--:, r) 的 直 积 的 一 个 子 群 . 

一 个 可 迁 置 换 群 称 为 正则 的 《regular)， 如 
果 任 一 文字 的 稳定 化 子 都 是 单位 元 子 群 {1}. 
可 迁 置 换 群 是 正则 的 当 且 仅 当 它 的 阶 数 等 于 它 
的 次 数 ， 任 何群 均 能 用 正则 置换 群 来 实现 
(Cayley 定理 (Cayley's theorem)). 如 果 一 个 可 
迁 置 换 群 是 Abd 群 , 则 它 必 是 正则 的 。 如 果 集 
合 0 上 的 置换 群 G 中 恒 存在 这 样 的 元 ， 使 得 对 
于 0 中 任意 两 个 由 个 相 异 元 所 成 的 组 a, аз, 
tty ag E bo bas 它 能 将 a BH bis 
i-1,2,-, k, ШИС А BOLE (k-piy 
transitive group), {ЕЁ k 22 2} ,总 称 为 多 重 可 迁 
S (multiply transitive group). 

次 数 = OAR n 重 可 迁 的 ， 交 代 群 是 
2 一 2 重 可 迁 的 (a 2> 3), KZ, n 一 ?2 重 可 迁 
的 = 次 置换 群 仅 限于 次 交代 群 或 对 称 群 . 找 
出 所 有 多 重 可 迁 群 的 问题 尚未 解决 .《 > 6], 
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还 不 知道 是 否 有 除 交 代 群 及 对 称 群 以 外 的 不 重 
可 迁 群 的 例子 如果 关于 有 限 单 群 的 Schreier 
猜想 (一 [有 限 单 群 ]) 是 正确 的 话 , 那 示 ,除了 交 
代 群 和 对 称 群 以 外 ,不 存在 7 重 可 迁 群 《Wiel- 
andt, Math. Z., 74 (1960); Н. Nagao (ЖЕ 
YL), Nagoya J. Math., 27 (1964)). 除了 交代 
BSA TERRES. 它 
们 是 次 数 为 12 和 24 的 群 (E. L. Mathieu, 
1864，1871), 通 常 记 作 Mu. Ma. Mas Mn 中 
所 有 使 一 个 文字 固定 的 元 分 别 构 成 11 次 ,23 次 
的 4 重 可 迁 群 , 分 别 记 作 Mus Ma. 除开 交代 
群 与 对 称 群 以 外 的 4 重 可 迁 群 ,至 目前 为 止 , 仅 
知道 Mus Mus Mas Ma 这 四 个 , 此 外 是 否 还 
Ж. ЖАНА. Ma 中 使 一 个 文字 固定 的 所 有 
元 所 构成 的 子 群 ， 是 22 次 3 重 可 迁 群 ， 记 作 
Mn. Mus Ми» Mas Mn, Ma 这 些 群 统称 为 
Mathieu 群 (Mathieu group)， 它 们 都 是 单 群 
(E. Witt, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 12 
(1938)). 现在 ， 这 些 群 不 论 是 作为 重 可 迁 
群 ,还 是 作为 单 群 ， 它 们 都 具有 非常 特殊 的 性 
质 .在 人 重 可 迁 群 中 ,使 4 个 不 同 的 文字 固定 的 
元 所 成 的 于 群 的 指数 为 n(n 一 1)… — k+ 
Ю.Н К, MRSA ВЕ А 个 不 
同 的 文字 固定 的 元 仅 有 单位 元 , 那 末 ,这 样 的 群 
仅 限于 对 称 群 ,交代 群 或 者 Mas Mu 之 一 (C. 
Jordan), KF 《一 2, 3 的 情形 ， 可 参看 H. 
Zassenhaus, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 
12 (1936), 

一 个 多 重 可 迁 群 G, 除了 G 的 次 数 ” 是 一 
个 素数 的 寡 且 C 包含 阶 数 为 ”的 初等 Abel BE 
(elementary Abelian group; BU (p,p, +-+, p) 型 
Abel 群 ) 作 为 其 正则 正规 子 群 的 情形 外 ,总 包含 
非 交换 的 单 群 5 作为 其 正规 子 群 ， 且 G 同 构 于 
S 的 自 同 构 群 Aut S 的 一 个 子 群 (W. Burnside), 
此 外 , 在 上 述 的 例外 情形 中 , 如 果 ”是 奇数 , 则 
G 至 多 是 二 重 可 迁 的 ;如 果 RAT + 的 偶数 ， 
则 G 至 多 可 迁 的 . 次数 为 4 的 对 称 群 5。 
是 仅 有 的 包含 一 个 真 可 解 正 规 子 群 的 四 重 可 迁 
群 


设 C 是 集合 2 上 的 一 个 可 迁 群 ，A 是 2 的 


一 个 子 集 ， 如 果 对 于 所 有 的 z€ G, 恒 有 АП 
x(A) = A 或 空 集 , 则 称 人 为 一 个 块 .具有 以 OQ 
的 至 少 含有 两 个 元 的 真子 集 作为 块 的 群 称 为 非 
本 原 的 Cimprimitive), 否则 称 为 本 原 的 《primi- 
tive), 多 重 可 迁 群 是 本 原 的 .本 原 群 的 {1} 
的 正规 子 群 是 可 迁 的 。 可 迁 群 是 本 原 的 充分 必 
要 条 件 为 : 凡 使 一 个 文字 固定 的 所 有 元 组 成 的 
子 群 是 极 大 子 群 . 

素数 次 的 置换 群 与 素数 次 的 代数 方程 的 解 
法 有 关 ， 很 早 以 来 这 就 是 令 人 感 兴趣 的 一 个 问 
题 , 故 有 各 种 各 样 的 研究 。 设 ?为 一 素数 .? 次 
MATH, 如 果 不 是 多 重 可 迁 群 , 则 为 可 解 群 ， 
МЕНТН РИЧЕ, ЗЕН, ВЛЕ 
规 子 群 模 所 得 的 商 群 与 阶 数 为 * 一 1 的 因数 的 
某 个 循环 群 是 同 构 的 (Burnside). 注 意 到 Mu, М» 
的 例外 性 ,关于 次 数 为 素数 (此 处 p 一 1 一 29 
而 4 为 素数 ) 的 多 重 可 迁 群 , 除 交代 群 , 对 称 群 
以 外 是 否 还 有 的 问题 ， 是 很 早 就 开始 研究 的 问 
题 。 随 着 计算 机 的 发 展 ， 可 以 研究 相当 大 的 这 
样 的 素数 ,现在 已 经 知道 对 于 这 些 素数 p, 23< 
Р < 4079， 不 存在 多 重 可 迁 群 (参看 P. J. Ni- 
kolai-E. T. Parker, Math. Tables Aids Compt., 
12 (1958), UL RC BUM A, Ball. Amer. Math. Soc., 
69 (1963)). 

在 5, 内 取 两 个 长 为 的 循环 ， 分 别 用 P , 
2 表示 , 若 2 不 是 P 的 宕 , 则 了 与 2 生成 的 群 为 
RK PMS MER, MAAR. AR 
方法 得 出 的 单 群 虽然 具有 简单 的 定义 ， 但 对 其 
结构 几乎 毫 无 所 知 ， 

在 可 迁 群 G 中 ， 如 果 使 两 个 不 同文 字 固定 
的 元 只 能 是 单位 元 ， 则 称 G 为 Frobenius 群 
(Frobenius group). wk fi) Frobenius 群 正好 
SUB n 一 个 使 得 任何 文字 都 变动 的 元 ， 这些 
元 与 单位 元 合 在 一 起 ， 形 成 G 的 一 个 正规 于 群 
(Frobenius 定理 ). ZEM F NERF 
(J. G. Thompson, Proc. Nat. Acad. Sci. US, 45 
(1959); [20], ch. 3). 

【有 限 单 群 】 到 目前 为 止 已 知 的 单 群 可 大 
致 分 为 下 面 四 类 : 1) 素数 阶 的 循环 群 ，2) 次 
数 > 5 的 交代 群 ， 3) Lie 型 单 群 , 4) 其 他 单 


群 . 
第 1) 类 电 阶 数 为 素数 的 循环 群 所 组 成 ， 
p 是 任意 的 素数 ， 而 且 Abel 单 群 是 属于 第 1) 
类 的 。 属于 第 2) 类 的 当然 是 = 次 (n > 5) 交代 
SEA 3854) 类 则 由 五 个 Mathieu 群 Mns Mas 
Ma. My» Mu 以 及 零星 的 单 群 所 组 成 ,而 所 有 
零星 的 单 群 都 是 近来 发 现 的 .属于 第 3) 类 的 
某 些 单 群 具有 二 重 可 迁 的 表现 . 
属于 第 3) 类 的 Lie 型 单 群 不 好 给 出 明确 
的 定义 . 复 单 Lie 群 可 以 完全 分 类 (> Lie BD. 
对 于 各 个 类 型 ， 在 任意 域 上 也 可 给 出 其 “类 似 
型 * 的 定义 (C. Chevalley, Tôhoku Math. J., (2) 
7 (1955)). X 型 的 复 单 Lie 群 与 复 单 Lie 代 
数 ' 对 应 , 故 可 对 其 Lie 代数 作出 在 任意 域 上 的 
类 似 型 ,对 于 各 种 Lie 代数 ,类 似 于 复数 域 上 的 
指数 映射 ', 可 以 用 典范 的 方式 定义 出 它 的 自 同 
构 群 的 某 个 子 群 ， 这 个 子 群 是 定义 在 取 作 基 础 
的 域 已 上 的 X 型 代数 群 ， 而 且 它 关于 其 中 心 的 
商 群 除了 若干 例外 情形 外 都 含有 小 指数 的 单 正 
规 子 群 ， 称 它 为 上 的 xX 型 单 群 。 与 复数 域 的 
情形 一 样 , X 型 单 群 与 Лынкин BUE! 一 一 
对 应 (一 Lie 代数 ). 当 X 型 的 图 形 具 有 自 同 构 群 
人 A 时 (例如 对 于 A, 型 的 情形 ,按照 正中 点 的 对 
称 变换 ), 若 A 与 域 K& 的 自 同 构 群 的 某 个 子 群 同 
构 ， 则 域 K 上 定义 的 X 型 的 代数 群 具有 与 A 同 
构 的 自 同 构 群 的 子 群 ), 它 的 在 各 个 自 同 构 下 
不 变 的 所 有 元 构成 定义 于 K 的 子 域 上 的 代数 
咯 ， 这 里 的 F 是 KK 的 在 A 下 不 变 的 所 有 元 作成 
的 子 域 。 这 个 代数 群 关于 其 中 心 的 商 群 含有 指 
数 极 小 的 单 群 作 为 其 正规 子 群 (但 有 一 个 例外 ， 
即 二 元 域 上 的 4; 所 产生 的 群 )， 由 Дынкин 图 
形 的 分 类 可 知 : RARA > 1 的 自 同 构 群 人 的 
图 仅 有 A,, E, EAM), Das 而 在 ”过 5 时 
D, 具有 阶 数 为 2 的 自 同 构 群 A, 但 D 具有 与 
三 次 对 称 群 同 构 的 自 同 构 群 。 由 于 有 限 域 K 的 
自 同 构 群 为 循环 群 ， 所 以 人 的 阶 数 只 可 能 是 2 
和 3, 而 令 其 阶 数 为 i 时 , 则 上 面 所 得 的 单 群 可 
AX RREK. Дынкин 图 形 是 由 带 有 权 的 点 
和 线段 所 组 成 ,如 果 不 考 卡 权 , 则 BGF. 是 
左右 对 称 的 .如 果 对 基 域 加 上 适当 的 条 件 ,这 


LL z2 
个 对 称 就 可 由 群 的 自 同 构 = 诱导 出 来 ， 关 于 = 
不 变 的 所 有 元 所 构成 的 群 ,除了 两 三 个 例外 , 均 
为 单 群 . = 存在 的 条 件 是 ，F 的 特征 为 ?时 ， 
FRAG ("У 一 x° 的 自 同 构 о. 对 应 于 
Bz, Ga, Fa 型 的 p 2,3,2, ТЕШИК X" 
型 . 

如 果 3) 所 属 的 Lic 型 单 群 的 意义 仅 限于 对 
应 于 Дынкин 图 形 的 群 以 及 在 对 应 于 图 形 自 同 
构 的 群 自 同 构 下 不 变 的 元 的 全 体 所 成 的 群 ， 那 
A Lic 型 单 群 只 限于 下 面 所 列举 出 的 ， 先 举 出 
Дынкин 图 形 的 型 ， 然 后 是 普通 的 命名 ，Artin 
符号 ,以 及 它 的 定义 (其 困难 者 引用 原 论文 ). 设 
单 群 的 阶 数 为 g，4 HIM p IURE. REP XT. 
的 4g 的 值 ,在 定义 群 时 除 特别 标 出 的 以 外 ,一 般 
q 都 表示 任意 素数 的 短 ， 令 GLO, 4) 表示 有 
ШЙ Р, = GF(4) 上 ”=” 维 线性 空间 的 所 有 正 
则 线性 变换 所 构成 的 群 ,而 符号 SLC, 4), 
PGL (n, Ф), PSL(n, q) 等 等 均 表示 习惯 上 和 常 
用 的 群 (一 典型 群 ). 

An > 1)， 一般 线性 ( 单 ) 嘻 . L,n(9) 一 

pn 
PSL (n 1, 4), g = ant [T Gi — 1/4. 


га 
de (n 1,q— 1) = GL(G + 1,4) 
的 阶 数 )， 而 记号 (a, b) 表示 а, b 的 最 大 公 因 
жи. 

MA > 1). BRB. Unn (q) 一 PSU 
(a + 1,4), B GL (n + 1, 42) Hoc nei 
化 Hermite 型 f 不 变 的 全 体 记 为 UCn + 1,49), 
它 与 1 的 取 法 无 关 , 也 就 是 说 所 得 的 群 均 同 构 。 

pe 

gage || (9 — C7 00/4, d = G+ 


1,4 + 1) = (SU(m + 1, 9 的 中 心 的 阶 数 )， 
Bn 0). (奇数 维 的 ) 正 交 Ca) В. 
Ox (4) = O (2n + 1,4) (q = 27); = (50. 
Оп + 1,4) 的 换 位 子 群 )(4 9 2")。 在 后 一 种 
情形 关于 SO(2n 十 1,9) 的 指数 为 2，8g 一 
а I (e — 1/2, 4 一 (2,49 一 1). 这 里 , 00 


in 
+ 1,4) 是 GL(2n + 1,4) 的 元 中 使 非 退 化 
二 次 型 f 不 变 的 全 体 所 作成 的 群 ， 与 1 的 取 法 
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无 关 而 均 为 同 构 。 

Bi, ЖЕР (Suzuki’s group), SAK, 
Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 46 (1960). q = 
Pe. gage + 1)(q 一 1), 通常 把 它 记 为 
5.04). 

Сп > 2). ЖЕСЕ). Saq) = (402, 
D) = PSp(n, 4). KBR Sp(n, 4) GL(2n, 
4) 的 元 中 使 非 退 化 斜 对 称 二 次 型 了 不 变 的 全 


ж. 1 (gt — 1)/4, 4 = (2,4—1) 


是 5р(п, q) 的 中 心 的 阶 数 。 

Dn > 3). (PAREN) 第 一 正 交 ( 单 ) 群 . 
Or +1,q)=O/Z ,9 是 50(2n:9) 的 换 位 子 群 ， 
Z 是 9 的 中 心 . 但 O(2n,4)JÉ GL(2n,4) 的 元 
中 使 指数 ' = 的 二 次 型 了 不 变 的 元 的 全 体 . 8 一 


sm - TG 0а, аа). 


*D,(a>3), (偶数 维 的 ) 第 二 正 交 ( 单 ) 群 . 
Om( 一 1, 9) = 0/2, 0 与 Z 的 意义 与 
Lm D。 中 的 情形 相同 , 但 O(n, 4) 是 
SL(2n, q) 的 元 中 使 指数 ”一 1 的 二 次 型 1 不 


变 的 元 的 全 体 ,8 一 qie-5(g* 十 D) ] TG 2. 


d (4, 4" +1). 

在 上 面 的 两 种 情形 下 都 有 [SO(2n, q): Q] 
=2, 8974 20M, WZ = {1}, 而 在 其 它 情 
É, Z 的 阶 数 就 等 于 2, 且 gd = (50029,4) 的 
芥 数 ). 

3D,。 第 一 正 交 单 群 D, 的 第 二 斜 型 。 D. 
Hertzig, Proc. Amer. Math. Soc. 12 (1961); R. 
Steinberg, Pacific J. Math., 9 (1959); J. Tits, 
Publ. Math. Inst. HES, (1959), g = 42 (4 + 
a+ Dg — 00 — 1). 

在 L. E. Dickson 的 著作 ([5]) 中 ,将 L,(g) 
写成 LF(n ,9), 称 为 线性 分 式 群 (linear fractional 
group), Y U,(4) 写成 HO (n ,492)，, 称 为 超 正 交 
群 (hyperorthogonal group), 将 So(9) 写成 4(2n， 
9), 称 为 交换 线性 群 (Abelian linear group), 又 
将 Oxrt(9) GH FO(2n +1, 4), On( +1, 
2") BH FH(2n, 2"), 0,0—1, 27) 写 为 SH 


(22,27), 在 дзе 2" 时 ， 依 照 二 次 型 了 的 判 
别 式 ' Р Е. 的 平方 元 或 非 平 方 元 的 情况 ， 
将 O,( + 1, 4) 分 别 写 为 FO(2n, 4) SO 
Cn, q) (151). q 27$, Os Ce, q) (e = 
士 1) 的 符号 在 (一 1)"D 为 F, 的 平方 元 时 为 十 1， 
非 平方 元 时 为 一 1. 

对 于 下 面 一 些 例外 型 的 群 ， 就 只 列举 出 发 
现 者 的 名 字 , 原 论文 , 阶 数 & 和 指数 d. 

G, Dickson, Trans. Amer. Math. Soc., 2 
(1901);Math. Ann., 60 (1905), g = (6 — 1) 
(0—1), 4-1. 

С; (q = 37), R. Ree, Amer, J. Math., 
83 (1961). g = 40 + 1)(4—1),4= 1. 

Fy, Chevally, Tóhoku Math. J., (2) 7 
(1955), g eg (q¥— 1) (9 一 1) (6—1) 
(4 — 0D. 4-1. 

Е,(д=??”*%\), R. Ree, Amer. J. Math., 83 
(1961). 8 一 和 (4 十 1) (4—1) (@' + 1) 
(4—1), 4-1. 

Es. Chevalley, Téhoku Math. J., (2) 7 
(195), g = 49 (9 一 1) (4 一 1) (9 一 1) 
Gi — DG? — DG —1,4 m G,4 1). 

2Е,. Herzig, Amer. J. Math., 83 (1961); 
Steinberg, Pacific J. Math., 9 (1959); Tis, 
Séminaire Bourbaki, 1958. g 一 94(92 — 1) (2° 
+I — DG — DG + DG -D.d= 
G,4 +1). 

E; Chevalley, Tóhoku Math. J., (2) 7 
(1955). g = 4% (4% — 1) (q" — 1) (4° — 1) 
(" — iX? — DG — 0G —0.4-Q, 
4—1). 

Es. Chevalley, Tóhoku Math. J., (2) 7 
(1955). g = 4204 — 1) (9% — 1) (^ — 0 
(4* — 1X(g* — DG? — DG — 0X? — 1), 
4-1. 

Gi, Е,Ж% Ree BF (Ree’s group), 例 外 型 
的 群 Gas FEH Anin 的 表示 法 E,(q), E.(q) 
等 等 . 

例外 的 情形 。Lx2), 163), U), S2) 
分 别 为 阶 数 等 于 6, 12, 72, 20 的 可 解 群 . 


042), E), G13), F.(2) 分 别 含 有 指数 为 
2,2,3, 2 的 正规 子 群 , 且 除了 最 后 一 个 外 , 都 
分 别 与 А, 1,9), UG). L,(8) Ей, 而 
FAQ) 中 指数 为 2 的 正规 子 群 是 单 群 ， 具 有 极 
例外 的 性 质 (Tis，Ann，of Math., 80 (1964)). 

Mathieu. 群 的 阶 数 从 小 到 大 顺 次 为 7920 一 
11:10-9-8; 95040 == 12 х 7920; 443520 
= 22-21-20-48; 10200960 = 23 x 443520; 
244823040 = 24 X 10200960, 

除 以 上 单 群 外 ,还 发 现 有 Janko Bt (Janko's 
group) (J. Z. Janko, J. Algebra, 3 (1966)), 
这 是 属于 4) 类 的 群 ,其 阶 数 为 175560 一 22 - 
21.20-19. 

属于 2), з) 类 的 单 群 除了 下 述 的 一 些 例 
外 场合 都 是 不 同 的 . 当 4 29 2 ЯН, Он) 
= Salg); 1263) & As; LA4) = LG) & As 
107) = L2); LA9) & Aes L2) = As 
U,2) = 03)。 当 9 是 奇数 时 ，Oao+'(4) 与 
s) 的 阶 数 相同 ， 但 不 同 构 ， 又 LX4) 与 
L (2) & 4, 的 阶 数 也 相同 但 不 同 构 。 只 是 阶 
数 一 致 的 也 仅 限于 上 面 所 列举 的 情形 (E. Artin, 
Comm. Pure Appl. Math., 8 (1955)). 

下 面 的 群 是 1967 年 8 月 以 后 发 现 的 ,每 一 
个 群 用 一 个 符号 GO, 表示 , 足 码 i 表示 在 19 z 
年 发 现 的 第 i 个 群 ,例如 Janko HICH (64). 
表 中 依次 记载 群 的 名 字 或 发 现 者 的 名 字 、 群 的 
阶 数 以 及 简短 的 叙述 . 

(67), M. Hall, g=604,800==27-3°+5?+7, 
次 数 为 100 的 Us(3) 的 一 个 可 迁 扩张 . 

(67); D. G. Higman 与 Sims, 8 一 
44,352,000 == 2*. 314 55 7 - 11, RHA 100 的 
Ma 的 一 个 可 迁 扩张 。 它 是 具有 100 个 顶点 的 
某 个 图 的 自 同 构 群 的 指数 为 2 的 正规 子 群 . 

(67): BRAK, g 一 448,354,497,600 = 24+ 
3 .5.7.11. 13， 由 一 个 1782 个 顶点 的 图 
的 自 同 构 群 确定 的 GXK4) 的 一 个 可 迁 扩张 . 

(87): J. McLaughlin, g = 898,128,000— 
3625 De 11。 由 一 个 275 个 顶点 的 图 所 
确定 的 UG) 的 一 个 可 迁 扩张 。 

(68): G. Higman У J. McKay, g= 


ARE ms 
50,232,960 —2 .3.5.17-19， 由 L,(16) 
添加 基 域 的 2 阶 自 同 构 所 得 的 群 的 一 个 可 迁 扩 
3k. 其 存在 性 已 用 计算 机 验证 . 

(68), (68)s, (68)4: J. H. Conway, g = 
22.35.51. 71-11 13+ 23 = 4,157,776,806, 
543,360,000, g == 2". 35453 - 7-11-23, g= 
20.3.5 -7- 11-23, 

其 中 最 大 的 群 由 24 维 空间 的 一 个 格 的 自 
同 构 群 得 出 ， 其 余 两 个 较 小 的 是 它 的 子 群 ， 这 
个 格 是 J. Leech. 联系 到 在 24 维 空间 中 紧密 地 
装 满 球 的 一 个 问题 而 确定 Н! Ж) (Сапай. J. 
Math., 19(1967)). 

(68); В. Fischer, g = 27 + 39 + 5?+7+ 
11 . 13 = 70,321,751,654,400, 利用 某 个 图 引 
出 的 0,02) 的 一 个 可 迁 扩张 . 

(69): D. Held SA, gz22* 39. 52 
75417 = 4,030,387,200, 

(69): B. Fischer, р 25.39 + 53.7- 
11 + 13 +17 +23 = 4,089,470,473,293,004,800, 

(69); B. Fischer, g = 22+ 3% 5? + 7° - 
11+ 13+ 17+ 23 + 29 = 2,510,411,418,381,323, 
442,585,600, 

(71): R. N. Lyons 5j C. C. Sims, g = 
2913545547110: 331: 37+ 67, HE (69), 与 
(71), 的 存在 性 已 用 计算 机 验证 ; (69), 与 
(69), 是 利用 某 个 图 引出 的 ;关于 这 些 新 发 现 的 
单 群 的 详细 叙述 可 参看 J. Tits, Séminaire Bour- 
baki (1970), No. 375 以 及 [ 参 ][22, 23, 241. 

群 (67), 15 (68), 存在 的 可 能 性 是 Janko 
《1967) 宣 布 的 ;与 他 所 发 现 的 群 (64) 一 样 , 这 
两 个 群 由 一 个 2 阶 元 的 中 心 化 子 的 结构 所 刻 划 
HU. Conway HF (68), ASE Мы, (67). 以 
E (67). McLaughlin ft (67), 包含 群 Mx. 
Hall-Janko ## (67), 是 G,(4) -DFR 

阶 数 小 的 单 群 ( 除 交 换 群 ,交代 群 外 ) 可 举 
出 : 阶 数 168(L;7) е L,(2)), 504(L,(2')), 
660(L,(11)), 1092(L,(13)), 2448(L,(17)), 
+++ (Dickson [5], p. 309; Artin, Comm. Pure 
Appl. Math., 8 (1955)), 属于 4) 类 的 其 它 
单 群 是 否 还 有 ,迄今 尚未 可 知 . i 
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属于 1), 2), 3) 类 单 群 的 自 同 构 群 均 已 
获知 .在 Lie 型 单 群 的 适当 的 自 同 构 " 下 不 变 
的 元 的 全 体 , 除 了 上 面 所 列举 出 的 一 些 群 以 外 ， 
是 否 还 有 可 能 出 现 其 它 的 单 群 ,尚未 可 知 . 

关于 有 限 单 群 的 著名 结果 有 : 有 限 单 群 的 
芥 数 均 为 偶数 (W. Feit-Thompson 、 前 引文 章 )， 
且 其 阶 数 至 少 被 三 个 ( 互 异 的 ) 素 数 除 尽 (Burn- 
side), 任何 单 群 都 含有 L,(p) 102") LG?) 
1363), 5,022") 中 的 某 一 个 (Thompson) ,具有 
独立 的 2-Sylow 子 群 ( 即 相 异 的 2-Sylow FFERR 
单位 元 外 再 没有 共同 元 ) 的 单 群 只 有 1,02"), 
0,02"), 5,02") (GBA), 等 等 

Lie 型 单 群 中 可 表 为 多 重 可 迁 的 群 ， 除了 
L,(4), U(4) , 5.64), Gq) 以 外 ， 是 否 还 有 
别 的 ， 尚 不 知道 ,又 具有 三 重 可 迁 表现 的 群 仅 
知道 有 102") 5 LO), 于 是 又 有 除 此 二 者 
外 再 无 其 它 的 猜想 . 

关于 有 限 单 群 ， 除 上 面 所 述 者 外 还 有 各 种 
各 样 的 猜想 。 单 群 的 阶 数 告 为 偶数 就 是 所 谓 
Burnside 猜想 ,已 由 Feit-Thompson 定理 证 实 了 
这 猜想 的 正确 性 ， 除 5,(2") 以 外 的 单 群 ,其 阶 
数 均 能 被 12 除 尽 。 认为 单 群 的 外 自 同 构 群 均 
为 可 解 群 ， 这 是 所 谓 Schreier $828 (Schreier 
conjecture)， 除 了 某 些 近 来 所 发 现 的 单 群 外 ， 
Schreier 猜想 大 都 已 被 证 实 了 。 另 一 猜想 是 有 
限 单 群 均 可 由 两 个 元 所 生成 , 除 F.G2) 外 , Л, 
平 所 有 已 知 的 群 都 被 证 实 了 .在 许多 情形 ， 存 
在 由 两 个 元 构成 的 生成 元 集合 ， 其 中 一 个 元 的 
阶 数 等 于 2, 这 在 已 知 的 单 群 中 也 全 被 验证 , 迄 
今 还 未 发 现 反 例 . 

【补充 】 (1975 年 12 H) 

(1) 零星 单 群 。 自 1972 年 3 月 以 来 ,发 现 
了 下 面 的 单 群 : 

(72), A. Rudvalis; g = 2" + 3°+5*+ 7+ 
13-29, 

(73), M. O'Nan; g 一 2.3 5- P-L 
19:31, 

(74), RBBB: g == 29 + 36. 56.7. 
11-19, 

(74), J. G. Thompson; g = 2% 3% · 53+ 


72.13-19.31. 

(72), 是 Tis 单 群 的 一 个 可 迁 扩张 ， 即 
F(Q) 中 指数 为 2 的 一 个 正规 子 群 ， 关 于 这 个 
群 ,可 参看 ] H. Conway У D. B. Wales 的 
论文 (J. Algebra, 27 (1973)). 对 于 群 (73),， 
(74), 和 (74),, BA Proc. internat. symp. on 
theory of finite groups, Sapporo, 1975, Japan 
Soc. for the Promotion of Sci., 1976. 还 有 三 个 
可 能 性 已 被 宣布 ， 它 们 的 阶 数 为 

(a) ge 2% + 39. 59.76. 11. 
19-23. 31-41-47: 59.71, 

(b) g = 29.39.59. 72. 11. 13.017. 
19+ 23-31-47, 

(c) z = 22. 
37+ 43, 

这 几 个 群 的 存在 性 尚未 被 证 明 ， 前 两 个 群 
(a) 与 (b) 的 可 能 性 是 由 B. Fischer 提出 的 ， 
(74), 5 (74), 的 可 能 性 也 是 B. Fischer 提出 
HU. Z. Janko 宣布 了 第 三 个 群 (c) 的 可 能 性 . 

(2) M. O’Nan 推广 了 Н. Wieland: 与 永 
尾 涡 早 先 的 结果 (一 [可 迁 群 ]), 即 是 , 若 Schreier 
猜想 是 真实 的 , 则 除了 5, 与 4。 以 外 ,不 存在 
6 重 可 迁 群 . 

(3) 我 们 氢 述 关于 具有 给 定 的 2-Sylow + 
群 的 有 限 单 群 的 分 类 问题 的 某 些 结果 ， 若 一 个 
单 群 G 的 一 个 2-Sylow 子 群 是 Abel 群 , 则 G = 
164) (q 20, 3,5 mod8) 或 者 G 具 有 一 个 对 
B r, 其 中 心 化 子 同 构 于 《1》 x LG) (9 = 3 
EK 5 mod 8 , q >5)(J. H. Walter, Ann.of Math., 
(2) 89 (1969). H. Bender, Math. Z., 111 
(1970)). 后 者 称 为 Janko-Ree 型 的 群 ( 简 记 为 
J-R 型 )。 阶 数 为 175.600 的 Janko 群 和 Ree 
TÉ Re(q) = G; 是 J-R 型 群 的 仅 有 的 已 知 例 
子 。 若 单 群 G 的 每 一 个 2-Sylow 子 群 至 多 由 4 
个 元 所 生成 , 则 G 必 同 构 于 下 列 群 之 一 : (i) 特 
征 为 奇数 的 Lie 型 群 : 1,04), 1364), Оз), 
G4), Di(q), L.(q)(q#1 mod 8) U.(q)(q 
7 mod 8) L,(q) (q = —1 mod 4), U,(4)(q = 
1 mod 4); Gü) 特征 为 偶数 的 Lie 型 群 : 
L,(8), L,(16), La(4), U(4) 5,(8); Gü) 交 


13.47. 


3.3. 7.11. 23. 29.31. 


RE: An As As Aw, Au; Gv) 零星 的 群 : 
Hall-Janko Ж (67), McLaughlin # (67). 
Higman-McKay Ef (68),, Lyons-Sims Ж (71); 
(v) J-R Җ (D. Gorenstein 与 K. Harada, Mem. 
Amer. Math. Soc., no 147 (1974)). 

最 后 , 我 们 来 叙述 H. Bender (J. Algebra, 
17 (1971)) 的 一 条 定理 , 它 提供 了 关于 有 限 单 
群 分 类 的 一 个 基本 工具 。 若 有 限 群 G 有 一 个 偶 
数 阶 的 真子 群 H, 它 具 有 这 样 的 狂 质 : 对 任意 
的 g€ G — H, H: OH. 是 奇数 阶 的 , 则 互 称 为 
G 的 一 个 强 嵌 人 子 群 ，Bender 定理 断言 : 若 一 
个 有 限 群 G 有 一 个 强 嵌 人 子 群 ， 则 下 列 事实 必 
有 一 成 立 : G) GAY 2-Sylow 子 群 是 循环 群 或 
广义 四 元 数 群 Gi) G 具有 一 个 正规 列 G = 
6,26,26,21, 使 6/6, 与 G, 为 奇数 阶 
的 ,并 且 61/6, = 14027), 05029) 或 S Q7) 
《n 之 2)。 这 定理 是 铃木 (Ann. of Math. (2) 
79 (1964)) 早先 的 一 个 结果 的 推广 ,其 证 明 大 
HOR FRAN ER. 

(8) [1] аа-а =, PRICE I, бм, 
1952; [2] 秋月 康夫 -给 木 通 夫 , MEF 1, п, Hae 
42%, 1952, 1957; [3] AMM BERR, 共立 出 版 ，1954; 
[41 MUPNZ-AJU, MR, Hide 1965: [5] L. 
f. Dickson, Linear groups with an exposition of the 
Galois field theory, Teubner, 1901 (Dover 1958); (6] 
W. Burnside, Theory of groups ot finite order, Cambri- 
dge Univ。Press， 第 二 版 ，1911; [7] Н. Zassenhaus, 
Lehrbuch der Gruppentheorie, Teubner, 1937; [8] A. 
Speiser, Die Theorie der Gruppen von endlicher Ord- 
nung, Springer, WEM, 1937; [9] W. Specht, Gru- 
ppentheorie, Springer, 1956; (10] М. Suzuki (铃木 通 
3k), Structure of a group and the structure ot its lattice 
ot subgroups, Erg. d. Math., Springer, 1956; (11) H. 
S. M. Coxeter-W. O. J. Moser, Generators and relations 
tor discrete groups, Erg. d. Math., Springer, 1957; [12] 
M. Hall, The theory of groups, Macmillan, 1959; [13] 
C. W. Curtis-l. Reiner, Representation theory of finite 
groups and associative algebras, Interscience, 1962; [14] 
W. R. Scott, Group theory, Prentice-Hall, 1964; [15] 
M. Hall-J. K. Senior, The groups of order 2" (n <6), 
Macmillan, 1964; [16] Н. Wielandt, Finite permuta- 
tion groups, Academic Press, 1964; [17] J. Dieudonné, 
Sur les groupes classiques, Actualités Sci. Ind., 1040, 
Hermana, 1948; [18] J. Dieudonné, La géométrie des 
groupes classiques, Erg. d. Math. Springer, 1955 (中 译 
本 : J KS MILT, BEBE, 1960); (I9] 
D. Gorenstein, Finite groups, Harper & Row, 1968; [20] 
JD. Passman, Permutation groups, Benjamin, 1968; [21] 
P. Huppert, Endliche Gruppen, Springer, 1967; [22] R. 
Prauer-C. H. Sah (eds.), Theory of finite groups, a 
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symposium, Benjamin, 1969; [23] M. В. Powell-G. 
Higman (eds), Finite simple groups, Academic Press, 
1971, [24] W. Feit, The current situation in the theory 
of finite simple groups, Actes Congr. Intern, Math. 
1970, Nice, Gauthier-Villars, vol. U, p. 55—93. 


典型 群 [3E classical groups 法 groupes classi- 
ques 4$ klassische Gruppen {f классические’ 
группы 日 古典 群 ] ТЖ AY — A AR PE 


ЕР FREE BOK АЮ ВЕ (Lie 
BE, Lie 代数 代数 群 \ 有 限 群 ). 

【一 般 线性 群 】 设 了 是 域 K 上 的 ”= 维 向 量 
空间 !'，P 到 了 上 的 线性 映射 (从 而 必 为 双 射 ) 
的 全 体 用 符号 GLO) 表示 ; GL(F) 以 映射 合 
成 为 乘法 构成 一 个 群 ， 称 它 为 Y 上 的 一 般 线性 
群 ， 或 者 称 为 了 上 的 一 般 线 性 变换 群 或 全 线性 
B (general linear group, full linear group), Ù 
eu ers S es 为 V 在 K 上 的 基 , GLO) 的 元 
4 关于 这 个 基 的 方 阵 为 《a)): Ае, 一 > LL 
则 对 应 A — (aD RB GLOU) BK 上 的 所 有 
^ 阶 非 奇异 矩阵 + 所 成 的 乘法 群 GLC, K) 上 
的 同 构 ， 从 而 可 把 两 者 看 作 相同 ， 于是， 也 把 
СІ (п, К) УЖК 上 n 次 一 般 线 性 (变换 ) 
E (gencral linear group of degree n over K). 
GL (V) BULK RS3ETETEK* = K—(0) 上 的 同 
& A—141GAl 表示 4 的 行列 式 ) 的 核 
SL(V) 是 GLO) 的 正规 子 群 , 称 为 VY 上 的 转 
殊 线性 群 或 特殊 线性 变换 群 ,或 么 模 群 (special 
linear group, unimodular group), GL (n, Kf 
+Ë SL(n, K) = (41461408, K), |A| = 
1}, 在 上 述 同 构 对 应 GL(V) = GL(n, K) F, 
HAFSLO). Biz, SL(n, K) WARK k. 
nn 次 特殊 线性 (SEHR) BF (special linear group of 
degree n over К). WRT n = 2 HK 是 有 限 域 ' 
GF(2) (=F) t ti BW, SL(n, K) 都 是 
GL(», K) 的 换 位 子 群 '。 GL(n, Куй бз 
与 所 有 纯 量 矩阵 al (ce K*) 的 集合 是 相同 的 . 
SL(», К) 的 中 心 如 是 由 MSL(n, K) = {al | 
acK, а" 一 1} 给 出 的 有 限 群 . 

PO) 为 从 ” 维 线性 空间 了 所 产生 的 
n—1 维 射 影 空间 ', 即 PO) 是 了 的 所 有 一 维 
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子 空间 所 成 的 集合 。 这 就 存在 从 GL(V) 到 
P (V) 的 所 有 射影 变换 所 成 的 群 内 的 自然 同 态 
e. ЕФ 的 核 * 就 是 CLO) (tub а, Mit 
e(GLO)) = GL(V)/3. ЖТ Ф 可 把 两 者 看 
作 相 同 ,并 记 作 PGL(V)， 称 它 为 PO) 的 射 
影 一 般 线性 (变换 ) 群 《projective general linear 
group). AHEM, ER P GL (n, К) = GL (n, 
K)/s 为 域 K 上 射影 一 般 线性 (变换 ) Н. 5; 
Jh, SL(n, K) 以 其 中 心 в 为 模 所 得 的 商 群 
SL(n, K)/to 称 为 射影 特殊 线性 (变换 ) 群 
(projective special linear group), 记 作 PSL (n, 
K)， 或 记 为 LF(n, K) (线性 分 式 群 〈linear 
fractional group), 

有 时 也 用 GLK), SLK) 代替 上 面 的 
记号 ,特别 当天 是 有 限 域 4( 一 GF(9)) 时 ,又 
可 以 使 用 记号 GLGn,4), SL(n,4), PGL(n, 
4), PSL(n, q), LF(n, q). 

PSL(n, КУЙ. TE n = 2, K = F, fJ 
情形 ， 有 PSL (2, 2) = 6, G 次 对 称 群 )， 在 
n =2, K = F, Roe, PSL(2,3)=% (4 
次 交代 群 ), 除 了 这 两 种 情形 以 外 ,PSL (n, K) 
(п > 2) 为 非 交换 的 单 群 ' 一 有 限 群 [有 限 单 
#1). 

在 K 是 有 限 域 ,的 情形 , GL (n, 4), SL 
(n, 4), PGL (n, q), PSL (n, а) 的 阶 数 如 果 
分 别 用 aln, q), #(л,4), 709, 4), O(n, q) 
来 表示 , 则 有 

a(n, 4) = (^ — DG" — 4): (q" — #7), 

Bn, 4) = (п, 4) = aln, 4)/(q — 1), 

(n, 4) = (n, 4)/4, 4 = (э, g 一 1)( 最 大 
ART). 

【作为 Lie 群 的 性 质 】 当 基 域 K 是 实数 域 
RX 或 复数 域 C) 时 ,上 面 所 说 的 群 都 是 Lie FE 
(或 复 Lie BH). SIE, SL(n, C) 是 4。-: 型 
单 连 通 ' 的 单 的 并 且 是 半 单 ' 的 复 Lie BF, PSL 
(n, C) 是 Ani 型 复 单 Lie 代数 的 伴随 群 '. 


(сіу) 的 有 理 表示 的 决定 】 下 面 出 现 


WIRK WREE. GLV) = GL(n,K) 
到 GL(m, K) ФНБ Р 称 为 GL(V) hym 
次 有 理 表示 (rational representation) 或 多 项 式 


表示 (polynomial represcntation)， 如 果 р: 4 = 
(aj) 一 B 一 (的 ), 其 中 各 个 1 是 系数 属于 天 的 
(ai, ой, ---, a2) 的 有 理 式 (或 多 项 式 )。 例 如 ，、 
一 次 有 理 表示 仅 限 于 4 141 Ce REW. 
特别 是 ， 在 K 是 复数 域 C 的 情形 ，GL (n, C) 
的 每 个 解析 表示 都 是 有 理 表示 .因为 GL (n, 
C) AER Uo) 的 复 型 ', 所 以 GLO, C) 
的 复 解析 表示 与 U(n) 的 连续 表示 之 间 存在 着 
一 一 对 应 , 这 个 对 应 保持 等 价 性 、 不 可 约 性 \ 张 
量 积 与 直 和 (一 Lie H). MM, REGL, CH 
有 理 表示 与 决定 U(n) 的 连续 表示 是 等 价 的 . 
一 般 情 形 ，GL(V) 一 GL (n, K) 的 有 理 表示 
均 为 完全 可 约 的 。 再 者 , 对 于 CLV) 的 任意 
有 理 表示 o, 都 存在 适当 的 自然 数 e, 使 4 一 
141004) 是 多 项 式 表 示 。 Az, 为 了 决定 
GL(V) 的 有 理 表示 ,只 要 决定 其 不 可 约 多 项 式 
表示 即 可 ,而 如 下 所 述 ,后 者 可 由 分 解 V 上 的 所 
有 mw 阶 张 量 ' 所 构成 的 空间 Vm" 二 V@*…@V(m 
个 ,m 一 1, 2，.…) 上 的 表示 来 得 到 .对 于 4 € 
GL(V), 把 D(A) € GL(V”) 定义 为 张 量 积 * 
Du(4) = A@---@4 (m 个 )， 
即 对 于 eo so c EV, Ж 
D.(A)(5- Gv.) = Aun: GArv,. 

对 应 GL(V) > 4 一 Du(4) € GL(V™) Ж 
GL(V)RS п" RS GABA. wv P| Vo 中 的 
所 有 线性 映射 所 成 的 代数 (全 阵 代数 ) 为 SCV")， 
#4 еби") 中 由 {Da(4)14€ GL(V)) 生成 
的 子 代数 为 U 

其 次 ,对 于 m 次 对 称 属 6, HIT o, MRE 
X GL(V7) 的 元 Bo 为 B, ( QO tm) = 
se GO рану ОҢ бй, o rt Om € 
V), BA, MM "一 B, 是 Ө. 在 V” LR 
ж, 这 样 就 产生 了 6S。 在 K 上 的 群 环 ' KL[S。) 
dE V" 上 的 表示 r: K[@,] >С"), d r(K 
[6.]) = 9, N AMBE L 中 互 为 交换 
子 , 即 % = (x €L(V")|XB = BX(VB € 3)}, 
B = {X E L(V”) | AX = XA(VA € 9D). 

ME, UF 9 的 右 理想 +, 把 V” 中 所 有 
形 如 2Bx《(B єт, x € V") 的 有 限 和 所 构成 的 子 
空间 记 为 (V), 于 是 ,下 面 的 事实 成 立 . 


1) (V) UA PARR, 因 之 它 是 V” 
WKF GL(V) 不 变 的 子 空间 .反之 , RUE 
V" 的 关于 GL(V) 不 变 的 任 一 子 空间 , 则 满足 
条 件 U =V") 的 3 的 右 理想 r 存在 且 唯一 

2) їй,» 25 8 的 两 个 右 理想 , QU 一 
e (V7), U2=n《(V"), ll ecc (看 作 Ө. ЖЖ) 
UU, (看 作 GLO) 的 表示 空间 ). 

3) WM e — V7) 是 $ 的 一 切 右 理想 所 
成 的 格 * 到 V" 的 关于 GL(P) 不 变 的 一 切 子 空 
间 所 成 的 格 上 的 格 同 构 。 从 而 , Arma te 
《 直 和 ), 则 对 应 地 有 U = U, + U, СЯП). 再 
者 , И") 给 出 GL (V) 的 不 可 约 表示 的 充分 
必要 条 件 是 r 为 的 极 小 右 理想 . 

由 于 K[Sm] EER RK. MS 可 看 作 
K[6。] 的 双边 理想 ， 从 而 , 9 的 极 小 右 理想 c 
也 是 KIS.) 的 极 小 右 理想 , Н HERES 
元 'e 是 K[@,] RGGI. 按照 对 称 群 
的 理论 (一 表示 论 [对 称 群 的 线性 表示 了 D, K Sn] 
的 本 原 宕 等 元 ,( 除 同 构 外 ) 均 可 由 Young 图 形 * 
Ths О (h 2 h 2 o Sh > 0, m=h 
++ 十 加 ) 给 出 . 对 此 ,有 

4) BE Young 图 形 ТО, +++» fe) 决定 的 
本 原 宕 等 元 为 “一 е, t В), W eKLS。] 
CSek < 和 mn。 这 时 ， 命 sK[Sn] 一 rr) 一 
аби") = V7 CI, +++, fed)» 把 GLOU) 在 
VCT Ch, 777, 10) 上 的 不 可 约 表 示 写 成 4 一 
D(A;fo ts fO. W Cs 从) 为 这 个 不 可 
约 表示 的 符号 林 Gignature), 

5) 表示 D(A; hs cs fa) 是 GL (V) 的 
不 可 约 多 项 式 表示 。 并 且 , 对 于 GL(V) 的 任 
意 不 可 约 多 项 式 表示 p， 存 在 唯一 的 一 个 与 之 
等 价 的 DAS fis s fO. 

A: X k= 1, WJ f = m, e = (т) 

У) =, Y"(TCm)) 是 m 次 对 称 张 量 ' 空 间 ， 再 
EM 


者 , # h = 
m) У) (sgn ado, VT, --- 


“e, 


с=т, MJ k= m, e = 
31)) 是 m 


次 的 交错 张 量 ' 空间 . 


6) 设 不 可 约 表示 DCA; fo o 及) 的 特征 
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BRA XC4; fas ^ О, WJ 
XCA; fo 7s fed) 


eh efe- -efa s 


El 


sh eg elp] (em er? -esl 
其 中 ss, -…, ,是 4 的 特征 值 , 4 — fi + (n— 
D, l, =b + G — 2), la = fs ($ ha = 
++ =f, = 0). 从 而 D(A; fis i fe) 的 次 
Ea 
d= D(l,-*:,1)/D(G — 3,77 1,0), 
StH DG, …， 


r.) RARER [| G, 一 22. 


7) 特别 是 , 若 以 Pm = Pm CA) 表示 DCA: 
m) 的 特征 标 , 则 |1 — zA|"' = p + pz + 


p+- HE 
XCAx fs iS f 
LS Pin Pian) 
= Pn Pn. Рік |> 


Pin-tn—d Prato D * "Pto 


fin = а m = 0, 
pate 

将 上 面 的 行列 式 简 记 为 |pi-(n-0，** 
定 在 各 行 中 L= ҺА (a1), 
1, I. = fee 

【SL(V) 的 有 理 表示 的 决定 】 SLO) 的 
有 理 表示 均 为 完全 可 约 的 .车 把 GL(V) 的 不 
可 约 表示 DAS hs ts h) (h 2 h > 
fa > 0) 限制 在 SLCV) 上 , 就 得 出 SLO) 的 
不 可 约 有 理 表示 DOS hoth). 并 且 ， 
SL(V) 的 任意 不 可 约 有 理 表示 都 可 由 此 得 出 ， 
BRE, DG fos te) 5 DCA; fs s f) 
为 SLU) 的 等 价 表示 的 充分 必要 条 件 是 一 
fn=f—fn(i=1,2,..,7— D. 

(BR) 元 素 为 复数 的 ”次 西 矩 阵 ' 的 全 
Ж U (n) 关于 矩阵 的 乘法 作成 群 (一 ERE), Ж 
H n KEE (unitary group) HB SEE (unitary 
transformation group). #18, U (n) 中 行列 式 
等 于 1 的 所 有 和 矩阵 形成 VC") 的 正规 子 群 , 称 为 
特殊 西 (变换 ) B (special unitary group)， 记 作 


Spb FEY 
a tant = feat + 
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SU(n), 

U(n), SU(#) 分 别 是 复数 域 C 上 的 GL 
(n, C), SL(n, CTR, HERR CIEE 
限制 ' 所 得 出 的 子 群 ， 因 而， 它们 均 为 紧 连 通 
Lie Ë, 特别 SUO) 等 于 单 立 群 , 而 且 UC) 
就 是 绝对 值 等 于 1 的 所 有 复数 所 成 的 乘法 群 . 
U(n) 的 中 心 à 是 对 角 和 矩阵 ¿IG eC, 121 = 
1) 的 全 体 , 且 有 

ва U(1), à: SU(m) = U(n), 
U(n)/SU(n) = U(1). 
FER, 1 > 2 hj, SU(n) 均 为 单 的 并 且 是 半 单 
的 单 连通 Lie 群 ， 它 们 给 出 了 四 种 单 的 紧 Lie 
群 的 无 限 系列 之 一 . 

用 PU) 表示 U(n)/3， 称 之 为 射影 丁 
(变换 ) 群 (projective unitary group), РО (п) = 
SU (п)/ьГ\$И (n), aN SU (n) = Z, (Z, = 
Z/»Z). 从 而 PUC) 与 SUCO) 局 部 同 构 . 

【 西 群 的 不 可 约 表示 】 DAs fy f 
为 GL(», C) 的 不 可 约 表示 , 特别 是 , 若 限定 
AX SU(m) 的 矩阵 , 则 得 出 SU(n) 的 连续 不 
可 约 表示 , MA, SU(m) 的 连续 不 可 约 表示 都 
可 由 这 样 的 DG fii s А) 得 出 。 同 样 ， 
U(») 的 连 组 不 可 约 表示 都 可 由 4 一 141'D 
(AS hs ctr fa) 得 出 ,此 处 e 是 任意 有 理 整数 
因为 U(n), SU(m) 均 为 紧 的 ， 故 这 些 群 的 任 
意 连 续 表示 恒 可 分 解 为 上 述 不 可 约 表示 的 直 和 
CES). 

U(n), SU (n) 的 表示 论 , 作 为 一 般 紧 Lie 
群 的 表示 论 的 最 典型 而 且 具 体 的 例子 ， 是 引 人 
注目 的 (一 紧 群 ，Lie Bf, Lie 代数 ). 

【一 般 域 上 的 西 群 】 西 矩 阵 从 而 西 群 也 可 
在 复数 域 以 外 的 一 般 域 上 定义 , 即 设 P 是 任意 
域 ,K 是 P 的 二 次 扩 域 ,K 的 元 5 关于 PP 的 共 
Wü scing E. FAR. TREK hiyi Hermite 
Mt GE, + hh t+ Е, ЖЭО ”次 矩 
阵 称 为 K( 关 于 己 ) 的 西 矩阵 , 酉 矩阵 的 全 体 所 
成 的 乘法 群 记 作 Ulm, K, Р); 特别 是 , 行列 
式 为 1 的 本 矩阵 所 成 的 子 群 记 作 SU(",K, 己 ). 
SU(n, K, P) 以 形 如 IG" — 1,11] — 1) 的 
ЗВЕРТАВ РНИ, KARE 


PREG (SER) BE (projective special unitary group)» 
记 作 PSU (n, K, P). 特别 是 , 4K, P 是 有 
限 域 Fo, Е, (q = p") 时, U(n, K, Р), SU 
(2, K, P), PSU(n, К, P) 分 别 记 作 U(n, q), 
SU(n,4), PSU(n, 94)。 这 时 , 除 PSU(3, 2) 的 情 
形 以 外 ,对 于 一 切 s 22 3, PSUC, д) 均 为 非 交 
换 的 单 群 (一 有 限 群 [有 限 单 群 ]). 

【 正 交 群 】 元 素 为 实数 的 ”次 正 交 和 矩阵" 
的 全 体 O(n) 关于 矩阵 乘法 所 成 的 群 称 为 ”次 
正 交 群 (orthogonal group) 或 正 交 变 换 群 (ortho- 
gonal transformation group) .特别 是 ,行列 式 为 1 
的 正 交 矩阵 的 全 体 SO(n) (或 记 作 OF) 是 
O(n) 的 指数 为 2 的 正规 子 群 ， 称 为 ”次 旋转 
E (rotation group) 或 正常 正 交 (变换 ) BF (proper 
orthogonal group). 用 几何 的 语言 来 说 ，OC) 
Æ nt Eudid 空间 内 使 一 点 固定 的 所 有 正 交 
变换 的 集合 ,而 SO(n) 是 围绕 这 个 固定 点 的 所 
有 旋转 所 成 的 集合 . 

O(n), SO(n) 均 为 紧 Lie Bf, SO(n) 与 
O(n) 的 含有 单位 元 的 连通 分 支 是 相同 的 。 另 
外 ,mn 一 3 或 n5, SO(n) 均 为 单 的 并 
且 是 半 单 Li Ef. EBR Lie 代数 的 理论 , 依 " 
为 偶数 或 奇数 的 情形 , SO(n)(n > 3 fn © 4) 
给 出 四 类 单 的 且 半 单 的 紧 Lie 群 的 无 限 系列 中 
的 两 类 . (关于 SOU), 例如 可 一 [1].) 

SO(n) (a 2 3) 是 连通 Lie 群 ,但 不 是 单 连 
通 的 。 与 SO(") 局 部 同 构 的 单 连 通 Lie 群 称 作 
HEF (spinor group)， 记 作 Spin(n), SO(n) 
与 Spin(n) BHI 2 的 正规 子 群 所 得 的 商 群 
同 构 。 设 Spin(n) 的 中 心 为 5, 则 当 ”是 奇数 
Bf, ва 25 4 n = 2(mod 4) hj, a e Z; 当 
n= 0 (mod 4) IY, 3 = Z, + Z, (Clifford tÇ 
数 ). 

n 次 复 正 交 和 矩阵 + 的 全 体 0(n, C) 所 成 的 
群 称 为 复 正 交 (变换 ) BE (complex orthogonal 
group)、 其 中 行列 式 为 1 的 全 体 SOCo, C), Fk 
为 正常 复 正 交 (变换 ) 群 (Proper complex ortho- 
gona) group), SO(n, C) (n > 3, n ае 4) t 
的 并 且 是 半 单 复 Lie 群 . 

【 正 交 群 的 不 可 约 表示 】 Оби) 的 不 可 约 


表示 ,与 GL(",K) 的 表示 相同 , WHEE 
BE ANKE DCA) = 48- -QA 关于 对 称 
群 的 分 解 得 到 . 即 是 ,一 般 地 若 把 第 一 列 与 第 二 
列 的 长 度 的 和 不 超过 n 的 Young 图 形 TCH, 
ft f + h < n) OS. Обл) 图 形 , W 
末 对 应 于 任意 060) ШЖ T = TOS fs 
1), TEE On) 的 一 个 绝对 不 可 约 表 示 
DAS fists feds MZE РА, h) 
是 互 不 等 价 的 。D。(4) 可 分 解 为 这 些 D(A; 
hy ty c fe) AULA OR f = ft ft +h, 
取 值 m.m 一 2,m 一 4,…。 而 O(") 的 任意 
ERA HRA SME O(n) 图 形 了 一 
Ths hs ss h) 得 到 的 表示 DAs f, h, 
000 80. 

一 般 地 , 若 两 个 O(n) 图 形 T, T 的 第 2 
列 以 下 各 列 的 长 度 均 相 等 ， 而 且 它们 第 一 列 的 
长 度 的 和 等 于 n. WET- T EHW Casso- 
ciated) 的 图 形 。 特 别 是 , 当 T 一 7 时, 则 称 了 
与 自身 相伴 ， 全 部 Обл) 图 形 可 分 成 互 为 相伴 
的 组 了 ,7'( 以 及 自 相伴 的 7 一 T), T, T th 


有 一 个 第 一 列 的 长 不 超过 = 现在 , 设 了 一 了 


Chis hs +*+ fa) 的 第 一 列 长 度 为 《。 并且 k< 
SORT T AY DICAS lo fas +++ O00884 


标 为 Xr(A), 对 应 于 7' 的 不 可 约 表示 的 特征 标 
为 Xi 4), 则 有 
X(A) = [рат Реон зра 


— Pitos Pi — Р » 


Xr(4) = 141xr(4)， »-l 


ЗАВ p, AR рио 一 Picos | 的 意义 与 
前 面 GLC, К) 的 特征 标 公式 中 介绍 过 的 相 
Tj. 

SO(n) 的 不 可 约 表示 可 直接 由 O(n) 的 不 
可 约 表示 求 出 。 即 ， 若 T = Ths hs s fed 
与 其 自身 不 相伴 ， 则 D° (A; fo ++, fe) 作为 
SO(n) 的 表示 也 是 不 可 约 的 ,而 且 SO(n) MM 
了 所 导出 的 表示 与 从 相伴 的 T” 所 导出 的 表示 
是 一 致 的 。 若 7 与 其 自身 相伴 ， 则 D(A; f, 
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hs ts fe) 在 复数 域内 可 分 REOS SO(n) 的 两 
个 相同 次 数 的 不 可 约 表示 . 而且 这 样 由 不 同 的 
相伴 图 形 组 所 得 出 的 SO(w) 的 不 可 约 表示 是 互 
不 等 价 的 , HE SO(n) 的 任意 连续 不 可 约 表示 
都 与 这 样 得 出 的 一 个 表示 等 价 。 关于 500) 
(3 次 旋转 群 ) 的 表示 一 Racah 代数 . 

由 于 SO(n) 5 Spina) 关于 它 的 一 个 阶 
数 为 2 的 正规 子 群 N 的 商 群 同 构 , 故 Spin (n) 
的 (在 N 上 不 是 单位 表示 的 ) 连续 表示 可 看 作 
SO(n) 的 二 值 表示 . RP RAK 29 MRR 
(spin representation), 在 应 用 上 很 重要 . 

ERE O(n) 是 使 二 次 型 Ht be + 
名 不 变 的 所 有 n 次 实 方 阵 所 成 的 集合 ,使 符号 
差 ' 为 (r,s — r) 的 二 次 型 BR 十 时 一 
Ea 一 … 一 8, 不 变 的 所 有 次 实 方 阵 所 成 
的 群 称 为 符号 差 为 (r, n — r) 的 Lorentz 群 
(Lorentz group), n = 4, r = 3 的 情形 , 被 用 
于 狭义 相对 论 中 (一 相对 论 )。 设 б, 表示 符号 
2H (3,1) 的 Lorentz 群 的 单位 元 的 连通 分 支 ， 
G, 称 为 正常 Lorentz 群 (proper Lorentz group), 
it o = (gu) ЄС, 1а] = x1, 9H. gu 1 
或 e < —1. 我 们 还 有 G = follo =l, 
gu > 1), G/GsD + Z((2, 2) 型 4 阶 Abel 
Ж), б, = SLO,C)/ +1). 

【一 般 域 上 的 正 交 群 】 正 交 群 也 可 在 实数 
域 以 外 的 一 般 域 K 上 定义 ， 给 定 K 上 的 一 个 二 
RÆ OCE, E) = Seba] 80, K E 


的 (i 一 1,2,"…,n) 的 线性 变换 称 为 关于 
2 的 正 交 变换 (orthogonal transformation), 如 果 
这 个 线性 变换 使 0 不 变 ， 关 于 0 的 所 有 正 交 变 
换 对 于 变换 的 乘法 作成 群 ， 称 为 关于 0 的 正 交 
(变换 ) 群 , 记 为 O(n,K,Q) 或 简 记 为 O). 
在 OCO) 中 行列 式 为 1 的 所 有 变换 作成 O, 
K, 0) 的 正规 子 群 , 记 为 S0(n,K, о) 或 简 记 
% so(9). O(n), SO(n) 分 别 是 O(nsK,8)， 
SO(n, K, Q) 中 天 为 实数 域 ，2 为 单位 二 次 型 
OGE = H + E+ o + E 的 特殊 情形 . 
设 O(n, К, 0) 为 O(n, К, Q) MB 
B, C5 SOl, K, 0) 的 换 位 子 群 是 相同 的 ; 
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在 天 的 特征 = 2 的 情形 , 若 ” 2 5. 0 的 指数 " 
»21, HJ O(n, К, 0)/2 (Z Ж O(n, K, 0) 
的 中 心 ) 是 单 群 . 这 里 Z = (IR Z = (*1) 
CL. Dickson, ，J，Dicudonnt)。 在 天 是 特征 关 2 
的 有 限 域 F, 的 情形 ， 当 n = 2 m + 15, 有 
yom; 当 n 一 2m 时 ,有 > 一 m 或 者 mm 一 1. 
AMG " 5， 恒 有 "这 2。 再 者 , 在 "一 0 
的 情形 , 若 K=R, W O(n, R, O)=SO(n), 
WHE ARH, 4a 2 5 В, 50 (n)/Z 
是 单 群 。 对 于 代数 数 域 ' 的 情形 , 也 有 同 
样 的 结论 (M. Kneser, 1956). 在 天 的 特征 等 
于 2 的 情形 ,0(n,K.0) = SO(n,K,0).Z— 
{1}, 且 在 多 数 情况 下 , QC, К, О) 都 是 单 群 
CDicudonné {7]). KK 是 有 限 域 的 情形 (Dickson)， 


一 有 限 群 [有 限 单 群 ]. 
DEB) 设 有 两 组 变量 R.hs 5s 
mo Mast» qa. 落 对 这 两 组 变量 施行 K 上 上 


的 同一 个 线性 变换 4 时 , Е, n 的 双 线性 型 ? 
Divas л» 一 84m-) 不 变 ， 则 称 这 个 线性 变 


Ж л (或 者 表示 这 个 变换 的 矩阵 ) 为 2? 次 辛 变换 
(symplectic transformation) (或 辛 矩阵 )，K 上 的 
所 有 2n 次 辛 变换 (或 辛 矩阵 ) АОВ 38 
变换 群 (symplectic transformation group) 或 辛 群 
(symplectic group), RUSE? (complex group) 
或 交换 线性 嘻 (Abelian linear group) 记 为 
Spln, К). 

属于 Spln, К) 的 矩阵 的 行列 式 恒 等 于 1. 
而 且 Sp (n, К) 的 中 心 a 由 工 及 一 1 所 组 成 . 
Spln, К) 关于 a 的 商 群 称 为 射影 辛 (变换 ) 群 
(projective symplectic group) , 记 作 PSp(», К), 
除了 п=1, K=GF(2); K= 
GFG); Uk n = 2, K СЕ(2) 这 三 种 情 
JES, PSp(n, K) (n > 1) 恒 为 单 群 . 

作为 Lie 群 的 性 质 。 在 天 是 复数 域 C 或 实 
数 域 尺 的 情形 , Sp(n, К) 是 Lie 群 。 SERERE 
Spln, С) SER UC n) 的 交 , 即 Sp(n , C)RS 
西 限制 ?， 记 为 Spl), KH BSH (unitary 
symplectic group) (ЕЁ KKE). Sp(n, C) 是 
单 群 并 且 是 半 单 复 Lie t, Sp(n, R) 及 Spl) 


2-1, 


也 是 单 的 并 且 是 半 单 Lie Bf, 而 且 Sp(n) 还 是 
紧 的 且 是 单 连通 + 的 , 它 是 四 种 单 且 半 单 R Lie 
群 的 无 限 系列 中 的 一 种 (一 Lie BD. 

ENTRE H 上 的 n 维 线性 空间 H" 中 ， 
对 任意 两 个 元 z= (а, еа), y = (n> 
Us y» 定义 它们 的 内 积 为 (x，y) = =p + 
xiXsb ook х„ў, Gi Ж& y, 8935860638), 
考虑 使 内 积 不 变 的 所 有 线性 变换 所 成 的 群 . 这 
DRS Spa) 同 构 。 在 这 个 意义 下 ,Sp (n》 
可 与 O(n), U(n) 相对 比 : ERR O(n) ЖЗ: 
数 域 上 线性 空间 的 保持 内 积 不 变 的 所 有 线性 变 
换 所 成 的 群 ,而 丁 群 V(”) 是 复数 域 上 线性 空间 
的 保持 内 积 不 变 的 所 有 线性 变换 所 成 的 群 (C. 
Chevalley [4] ,第 一 章 ). 

【 辛 群 的 不 可 约 表示 】 5 GL», K) 的 情 
形 相同 ,Sp(",C) 的 表示 Do(4) = A@---@A 
(m 个 4 的 张 量 积 ) 可 分 解 成 与 对 称 群 关连 的 
不 可 约 成 份 ， 即 对 于 行 数 & 不 超过 ”的 任意 
Young AB T = T (fi, «fO S n), HE 
出 Spln, С) 的 一 个 不 可 约 表示 D'CAs h, ho 
s h), 而 这 些 D'CAs fis b, o f ЖЕЖ 
等 价 的 。D。(4) TARRE f= h + ht 
十 久之 值 取 m, m — 2, m — 4, 57 的 若干 个 


DAS fis fis c f 的 直 和 。 D'CAs fis o> 
fa) 的 特征 标 由 下 面 的 式 子 给 出 : 
X1(A) = |р» Prat F Pins ttt 


Pi + Pi-asaal s 
这 里 р, 以 及 [раен Prensa + Pines cd 与 
GL(n, K) 的 不 可 约 特征 标 公式 中 已 介绍 过 的 
有 同样 意义 。 

车 限定 4 为 Sp(n) 的 矩阵 , 则 D'CAs fishes 
…* f) 就 给 出 Sp(n) 的 连续 不 可 约 表示 .而 
Sp(n) 的 任意 连续 不 可 约 表示 必 与 适当 的 图 形 
工 所 对 应 的 D'CAs fis +++» fe) 等 价 . 

【各 种 典型 群 之 间 的 关系 】 上 述 各 种 典型 
群 之 间 存 在 着 某 些 同 态 ( 同 构 ) 关 系 ， 关 于 一 般 
域 K 一 [1],[71. 天 是 有 限 域 的 情形 ,一 有 限 群 
[有 限 单 群 1. 再 者 , K=R 或 者 K=C 的 情形 ， 
紧 Lie 群 之 间 存 在 着 下 述 同 构 关系 : 50(3) = 
sU(Q2)/{+ 1}, SU(2) = Sp(1)， so(5)= 


SpQ/( x1), SO(6)=SUC4)/{ +1} (Lie 
BE, Lie 代数 )。 

【 非 交 换 域 上 的 典型 群 】 设 V 是 非 交换 域 
上 # 维 右 线 狂 空间 ,这 时 ,V ЈУ 上 的 线性 变 
换 的 全 体 GLO) 以 映射 的 合成 为 乘法 构成 一 
个 群 , 称 为 了 上 的 一 般 线性 (变换 ) 群 , 它 与 KK 上 
= 次 非 奇异 夭 阵 作成 的 乘法 群 GLO, К) 同 
ж. 

18 GL(V), GL(n, K) 的 换 位 子 群 ! 分 别 
记 为 SL(V), SL(n,K), 分 别称 它们 为 V 上 
的 或 K 上 的 = 次 特殊 线性 (变换 ) 群 . 设 À € 
GL(V), 并 假定 在 4 作用 之 下 ,V 的 一 个 n—1 
维 子 空间 UU 的 每 个 元 都 不 变 。 这 时 , 取 ze V, 
fB z RRFU, M À z = xa (mod U), a € K Ж 
仅 与 4 有 关 , 而 且 还 与 * WREAK. 但 是 ,在 
K 的 乘法 群 K* ch, айо jk 6 a — {2a27'| 
4€ K*} 仅 由 4 唯一 地 确定 。 特 别 当 á — (1) 
及 4 1 tf, Á 就 称 为 平 延 (transvection)， 命 
En 为 矩阵 单位 +, 则 当 a0 及 ij 时, Bylo) 
= i + aE 是 一 个 平 延 .SL (V) 5 GL(V) 
中 一 切 平 延 所 生成 的 子 群 是 相同 的 . 这 个 
事实 对 于 K 为 域 的 情形 也 成 立 ，( 但 ”一 2， 
k = F, 是 个 例外 ,这 时 所 有 平 延 生成 的 群 就 是 
GL(2, 2), 而 且 GL (2, 2) 与 三 次 对 称 群 S, 
同 构 , 并 与 其 换 位 子 群 不 一 致 .) GL, K) 的 
中 心 a 就 是 由 属于 天 的 中 心 的 非 零 元 所 成 的 纯 
量 和 矩阵 的 全 体 ， 设 天 的 乘法 群 K* 的 换 位 子 群 
X C, 3 n2 2, W GL(n, K)/SLG. K) 与 
K*/C 同 构 。 这 个 同 构 可 这 样 求 得 , 即 对 于 GL 
(n, КУЙ Жз A, 可 适当 地 定义 K*/C 的 一 
个 元 det A, 它 称 为 4 的 行列 式 (一 [81,111]). 
510%, К) 的 中 心 Æ {al la" € C}, RPSL 
(n,K) = SL (n,K)/k 称 为 K 上 的 次 射影 特 
殊 线 性 (变换 ) 群 。K 是 非 交 换 域 时 ,PSL(n,K) 
(a > 2) 恒 为 单 群 (一 [71,[8]). 

以 下 设 天 是 任意 的 域 〈 非 交换 域 的 情形 也 
可 以 ),? 是 天上 的 = 维 右 线 狂 空间 。 如 果 对 于 
V EFK ARNA? J AY Hermite 型 f(x, y) 
(一 线性 空间 ), 能 决定 天 的 中 心 的 一 个 元 s, 使 
f(x,y) = sf(y,x), 则 称 Kry) 是 e-Hermite 


RER zi 
38 (e-Hermite form), 以 下 设 了 是 了 上 的 e- 
Hermite Ж, 29 3 V 6932518] W, 如 果 对 任意 
x,y€W, BA Кх, у) 一 0， 则 称 W HEB 
向 子 空间 (totally isotropic subspace). UE V 0—0) 
全 迷 向 子 空间 的 维 数 的 最 大 值 为 т, 则 称 m 为 
f 的 指数 (index) , 恒 有 2m <n, BH AE GLCV), 
AMER r, yeV, EA Ках, Ay)= 
Кх, у), WK 4 为 关于 的 本 变换 (unitary 
transformation)。 关 于 f 的 所 有 西 变换 U,K, 
D 构成 GL(V) Т, 称 它 为 关于 # HBB 
RE. P SU(n,K,f) = U(n, Kf) NSL(n,K) 
为 特殊 本 (变换 ) 群 在 /一 1 及 es 一 1 时 , 西 
变换 ( 西 变换 群 ) 就 改 用 正 交 变换 ( 正 交 ( 变 换 ) 
群 ) 的 名 称 ,这 时 用 记号 O(n, К, 了) 代替 UC, 
Kf). 又 1 一 1,6 一 一 1 时 , 西 变换 ( 群 ) W 
改 用 辛 变换 ( 辛 (变换 ) 群 ) 的 名 称 ,这 时 用 记号 
Spln, К) 代替 Un, К, [). АЭХА, 当 
n, K 一 定时 , U(2n, K, f) 与 了 的 取 法 无 关 ， 
是 互 为 同 构 的 。 107 38 s-Hermie 型 ， 如 果 
对 任意 z€ V, HaT K, 使 fx,*) = 
a+ ca’, 就 称 f 29 © 这 形式 〈s-trace form), 
当 /一 1，s 一 一 !(〈 从 而 大 是 可 交换 的 ) 或 者 
s= 1, 且 K 的 特征 #2 的 情形 ,任意 的 se-Her 
mite 型 都 是 EAER. í f 是 в 迹 形式 时 , 设 
8 是 V 的 任意 子 空间 W 到 V 中 的 线性 变换 ， 如 
果 对 WW 的 任意 两 个 元 х,у, Ж (Bx, Ву) = 
Кх, у), 则 B 可 扩张 成 1 的 西 群 U(n,K,f) 的 
元 4 (Witt EM), HAA, Обо, К, f) WE | 
地 作用 在 V 的 所 有 极 大 全 迷 向 于 空间 上 ， 这 些 
极 大 全 迷 向 子 空间 的 维 数 均等 于 f. 的 指数 m. 
现在 , 设 P 是 Pythagoras Fm, (Pythagorean 
ordered ficld)( 即 含有 任意 正 元 的 平方 根 的 有 序 
域 )。 在 天 就 是 P 且 J=1 的 情形 , 或 K 是 P 
(V 二 1) 的 情形 ,或 K 是 P 上 一 般 四 元 数 体 且 7 
Хек НОЗЕ, ЛЖ, 对 于 两 个 Hermite 型 
f. f. KER UC, Kf) SUC’, K, f) lil 
构 的 充分 必要 条 件 是 : n = n, Hf Rm 
等 于 f 的 指数 ， 这 时 就 用 符号 UG, m, KÆ 
ж U(s,K,f). 再 者 , 若 K 是 Pythagoras 有 序 
域 P 上 的 一 般 四 元 数 体 , 且 # 为 反 Hermite 型 +， 
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则 存在 了 的 正 交 基 Ces), E eise) = i (四 元 
数 的 单位 ), 1 <; mn, 而且, 此 时 反 Hermite 
型 f WAR Ul, К, f) 由 "与 K 唯 一 确定 . 

现在 ， 考 虞 一 般 非 交 换 域 K 上 є 迹 形式 的 
€ -Hermite 型 1。 但 是 ,要 把 1 一 1, = 一 1 即 
二 次 型 的 情形 除外 ,并 且 假 定 的 指数 m = 0. 
这 时 西 群 U (a, K, f) 含有 平 延 。 所 有 是 平 延 
的 西 变换 在 UG, K, N PERITE TC, 
к. @m>2, WL T(n, K, f) E U, 
K,f) ROTH. Tn, К, f) HOW. $ 
于 GL(n, К) 的 中 心 + 5 TC, К, f) 的 交 . 
当 n 之 3 且 K 含 有 多 于 25 个 的 元 时 , 商 群 
T(n,K,J)/W. EAEC). FA, 当 K 可 
ЖЕН n D2, m>1, J#1 kf, T(n, K, 
D =SU(n, K, f), BE, n=3, K = FH 
情形 除外 . 

当天 是 实数 域 R, 或 复数 域 C, 或 通常 的 
四 元 数 体 ! 厅 时 , 以 上 的 GL (n, К), SL (n, 
К), U(n, К, f) 等 都 是 Lie W. E, 
以 下 三 种 情形 以 外 ,5L(n, K) 与 Ul, Kf) 
都 是 单 Lie 群 。 例 外 的 情形 是 : 1) = 1,K= 
К С. 2)n=2, K=R. J= 1, s=1. 
3) n=4, К= R С, J= 1.s= 1, m= 
2, 1) 2) 的 情形 是 交换 群 ，3) 的 情形 ， 它 们 
局 部 地 是 两 个 非 交 换 单 群 的 直 积 . 

K = H i, H 含有 C 作为 其 于 域 , 故 
H 上 的 维 向 量 空 间 V 具有 C 上 的 2n 维 向 


， 量 空间 的 结构 ， 于 是 ,很 自然 地 可 以 把 GL(n, 


H) BE GL(2n, C) 的 子 群 . 

复 典型 单 群 G <= SL(n, C), SO(n, C), 
Spln, C) 具 有 定义 在 尽 上 的 代数 群 ' 的 结构 (一 
代数 群 )。G 的 实 型 (real form) (RU G 的 代数 
子 群 , 它 当 系数 域 扩张 到 C 时 就 是 C), 在 天 一 
R, C, H 的 情形 ， 可 作为 SL(n, K), UG, 
K,D 来 实现 .就 是 说 , 复 典 型 群 G 的 实 型 与 
以 下 所 述 各 种 群 之 一 在 G PEERS. 1) SL 
(2, C) 的 实 型 : SL(n, R) CAL); 仅 当 n= 
2А, SL (k, H) (АП Ж); 对 于 指数 m 的 
Hermite 型 f 的 特殊 西 群 SU(n, m, C), 0 < 
m < [n /2] (АШ W). 2) Son + 1,C) 的 


KE: 对 于 2» + 1 维 空间 的 指数 m 的 二 次 型 
的 正常 正 交 群 SO(2n + 1,m,R), 0<m<n 
(BIX). 3) 50 (2n, С) 的 实 型 : SO Qn, 
m, R),0 < m <n (D) 4TH. ERG, Her- 
mite 型 了 的 U(n, H, f) (ОШ R). 4) Sp(n, 
С) 的 实 型 : Sp(n, R) (CI W), HFT A 上 指 
Bim Й) Hermite Z! f 的 西 群 U (2n, m, H), 
O<m<n (СИ Ж): 以 及 对 应 于 特殊 情形 
т = 0 的 Sp(n), 这些 实 型 以 其 中 心 为 模 所 
得 的 商 群 ,每 一 个 均 可 以 用 具有 对 合 / 的 一 
R 上 半 单 代数 的 与 /了 可 交换 的 自 同 构 所 成 的 
群 来 实现 (Weil 一 [12]). 
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—623, 


拓扑 群 [HK topological group — ik groupe to 
pologique {& topologische Gruppe fA Tonono- 
гическая группа 日 位 相 群 ] 【定义 】 若 群 
G 同 时 又 是 一 个 拓扑 空间 ， 并 且 直 积 拓扑 空间 
G x G 到 G 中 的 映射 (x*,y) 一 xy BOURG 
到 G 中 的 映射 x — GAT) 都 是 连续 映射， 
就 称 G 为 拓扑 群 ， 并 把 不 邦 虑 拓扑 的 群 G 称 为 
拓扑 群 G 的 基础 群 (underiying group), 拓扑 空 
间 G 称 为 拓扑 群 G 的 基础 拓扑 空间 Cunderiying 
topological space). i& G, G' 是 两 个 拓扑 群 ,如 
Ж RIE С, G' 间 的 一 个 同 构 *, 并 且 1 又 
是 基础 拓扑 空间 G, G' 间 的 一 个 同 胚 ', Ж, 
就 说 f 是 拓扑 群 6，G- 间 的 一 个 同 构 (isomor- 


phism)。 存 在 同 构 的 两 个 拓扑 群 G，6' 称 为 同 
38693 (isomorphic), 

(BBA) 设 я 为 拓扑 群 G 的 单位 元 。 
的 邻 域 系 , 即 9t 是 由 G 中 所 有 这 样 的 于 集 所 组 
成 ,每 个 千 集 包含 一 个 含有 。 WFR. X, N 
具有 以 下 的 性 质 1) 一 6): 1) FUER R. 
UCV, 则 Vem; 2) Ж U, VER, MUN 
VEN; 3) Æ UER, BJ e€ U; 4) 对 于 任意 
的 UER, FE wem, 使 得 ww = {xylz, 
yEW}CU; 5) BUEN, W 0-9; HF 
UEN, аєб, W| aUa" €9, 反之， 若 群 C 
的 子 集 的 一 个 非 空 族 NAHE 1)—6), HI 
存在 G 的 拓扑 D, 使 得 % 成 为 “ 的 邻 域 系 , 且 
G 成 为 具有 拓扑 9 的 拓扑 群 。 这样 的 拓扑 还 
是 唯一 的 ， 因 为 在 拓扑 群 G 中 , 左 平移 'x > ax 
SALE z — x a ЩАС Вс LAA, 故 若 
N 是 单位 元 e 的 邻 域 系 , 则 aN Na 是 元 。 
的 邻 域 系 ,此 处 aN = fa U]U EN), 

当 拓扑 群 G 的 基础 拓扑 空间 是 Hausdorff 
空间 ! 时 , G 就 称 为 T, 拓扑 群 ， 或 Hausdorff 
拓扑 群 (Hausdorft topological group), 或 分 离 拓 
扑 群 ( 英 separated topological group 法 groupe 
topologique stpare)。 若 拓扑 群 G 的 基础 拓扑 空 
闻 是 T 空间 ', 则 易 知 6 也 是 T, 空间 *; 若 它 是 
T, 空间 , 则 因 它 的 拓扑 具有 一 致 性 , 故 为 完全 
正则 空间 1, 从 而 为 Hausdorff 空间 ， 这 就 是 说 ， 
基础 拓扑 空间 为 T, 空间 的 拓扑 群 是 T, 拓扑 
W. 

【 直 积 拓扑 群 】 设 {c。j。ex 是 拓扑 群 的 一 


个 族 , 则 基础 群 G, 的 直 积 群 G 一 П с.ж 


基础 拓扑 空间 G。 的 直 积 拓扑 ?成 为 拓扑 群 ， 这 
个 拓扑 群 G 一 [[ Ga WAHIE G. (ce A) 
aca 


的 直 积 拓扑 群 (direet product topological group). 

【 子 群 】 拓扑 群 G 的 基础 群 的 任意 子 群 妃 
连同 它 作为 G 的 子 空间 !* 的 拓扑 (相对 拓扑 ') 成 
为 拓扑 群 , 称 刀 为 拓扑 群 G 的 子 群 (subgroup), 
我 们 把 作为 闭 集 的 子 群 与 作为 开 集 的 子 群 分 别 
称 为 闭 子 群 (closed subgroup) 与 开 子 群 (open 
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subgroup)。 开 子 群 一 定 也 是 闭 子 群 再 者 ， 对 
于 拓扑 群 C 的 任意 子 群 召 , 妃 的 闭 包 H ВЕТ 
群 . 若 已 是 正规 子 群 , 则 吾 也 是 正规 子 群 . 若 
HEZTEA LEZHE. E T, 拓 
扑 群 G 中 , 任意 于 集 M 的 中 心 化 于 * COD = 
[z € Glam = mz (m € M)) 是 G 的 闭 子 群 ， 特 
别 地 , T, 拓扑 群 G 的 中 心 C = CCG) “сїз 
闭 正 规 子 群 . 

【 商 空 间 】 设 及 是 拓扑 群 G 的 于 群 ，G/H 
= (aH|a € G) 是 关于 H 的 左 陪 集 ' 的 集合 ， 
p 是 G 到 G/H 上 的 标准 满 射 : p(a) = ан, W 
在 G/H 中 可 引入 商 拓扑 +， 即 使 得 ”是 连续 映 
射 的 最 强 拓扑 、 这 时 , 对 于 G/H 的 于 集 4 , 因 
为 当 pA) 是 开 集 时 , 4 也 是 开 集 , 故 ? 也 是 
开 映 射 +， 引 入 这 个 拓扑 的 集合 G/H 称 为 关于 
拓扑 群 G 的 子 群 H 的 左 商 空间 (left quotient 
space, left coset space)， 同 样 可 定义 右 商 空间 
(right quotient space, right coset space) H\G = 
(Hala €G). 商 空间 G/H 是 离散 的 充分 必要 
条 件 为 :HH 是 G 的 开 子 群 。 商 空间 是 Hausdorff 
空间 的 充分 必要 条 件 为 : H 是 闭 子 群 。 若 С/Н 
与 及 均 为 连通 的 ， 则 G 也 是 连通 的 。 若 G/H 
与 互 均 为 紧 的 , 则 G 也 是 紧 的 。 再 者 , 若 妃 是 G 
的 闭 子 群 ,并 且 б/н HIERBEI, WC 
也 是 局 部 紧 的 。 

若 妃 是 拓扑 群 G 的 正规 子 群 , 则 商 群 G/H 
基于 商 空间 的 拓扑 就 成 为 拓扑 群 ， 称 它 为 拓扑 
BHCKFREMT HH HBR (RMR) 
(quotient group), 

【连通 性 】 拓扑 群 G 中 含有 单位 元 。 的 连 
通 分 支 ! G6。 是 6 的 闭 正规 子 群 。 这 时 , 对 于 任 
意 的 a€ G, 含有 а 的 连通 分 支 是 陪 集 aG, 一 
Са. Go 称 为 G 的 单位 元 分 支 (identity com- 
ponent), Ё С/С, 是 完全 不 连通 + 的 ( 即 所 有 
连通 分 支 均 为 一 个 点 ).。 连通 拓扑 群 G 可 由 其 
单位 元 的 任意 邻 域 U 所 生成 ,这 就 是 说 ,G 的 任 
意 元 均 可 表 为 口中 有 限 多 个 元 的 乘积 。 连 通 拓 
扑 群 C 的 完全 不 连通 的 (特别 是 离散 的 ) 正 规 子 
群 包含 在 G 的 中 心 内 . 

【一 致 结构 】 设 % 为 拓扑 群 G 的 单位 元 
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的 基本 邻 域 系 ,对 于 UEN, @ U,=[(z,y) € 
G X G|yéxU), 把 (U,]U € 9) 作为 一 致 性 
的 基 +, 可 在 G 中 定义 一 致 性 , 并 称 这 个 一 致 性 
为 G 的 左 一 致 性 (left uniformity), G 的 左 乘 变 
É x 一 ax 关于 左 一 致 性 是 一 致 连续 变换 。 同 
样 ,基于 U, = [((z, y)|y € Uz) (069) 可 定 
义 右 一 致 性 (right uniformity)。 这 两 个 一 致 性 
不 一 定 相同 。 映射 x 一 xz 一 是 赋予 左 一 致 性 的 
一 致 空间 G 到 赋予 右 一 致 性 的 一 致 空间 G 的 一 
RAM. 这 样 ， 拓 扑 群 G 基于 与 其 拓扑 相 容 ' 
的 一 致 性 成 为 一 致 空间 ， 因 而 如 果 它 的 基础 拓 
扑 空间 是 T, 空间 , 则 它 是 完全 正则 ?空间 . 

【完备 性 】 若 拓 扑 群 G 关 于 左 一 致 性 是 完 
备 ! 的 , 则 它 关 于 右 一 致 性 也 是 完备 的 ,反之 亦 
9А. Хи, 拓扑 群 G 就 称 为 完备 的 《complete)，。 
局 部 紧 的 T, 拓扑 群 是 完备 的 。 当 T, 拓扑 群 
G 与 完备 的 T, 拓扑 群 C 的 一 个 稠密 子 群 同 
构 时 , 就 称 О 为 G 的 完备 化 《completion), 而 
称 G 是 可 完备 化 的 《completable)。 任 意 一 个 T, 
拓扑 群 G 不 一 定 是 可 完备 化 的 ,也 就 是 说 О 未 
必 存 在 .了 拓扑 群 G 可 完备 化 的 充分 必要 条 件 
Æ, 关于 左 一 致 性 的 一 致 空间 G 的 任意 Cauchy 
BH 在 映射 > 之 下 仍 是 这 个 一 致 空间 
Gi) Cauchy 滤 子 。 这 样 一 来 , 除 同 构 外 ,这 个 
© 是 唯一 确定 的 。 ШЖ T, 拓扑 群 G 是 交换 
群 , 则 C 恒 有 完备 化 6, 而 且 О 也 是 交换 群 . 
再 者 ,如 果 T, 拓扑 群 G 的 每 个 点 都 有 全 有 界 1 
WBR, 则 G 存 在 完备 化 О, Н О 是 局 部 紧 
的 。 

【度量 化 】 对 于 T, 拓扑 群 G, 如 果 其 拓 
扑 能 够 由 引入 度量 而 得 到 ， 则 称 G 是 可 度量 化 
BY (metrizable), T, 拓扑 群 G 可 度量 化 的 充分 
必要 条 件 是 , G 满 足 第 一 可 数 公 理 *+。 这 时 度量 
可 以 特别 取 作 左 不 变 的 ， 即 度量 在 左 平移 下 不 
Ge. 同样 也 可 取 右 不 变 度量 。 又 如 ， 满 足 第 一 
可 数 公理 的 紧 T, 拓扑 群 可 由 同时 是 左 不 变 和 
右 不 变 的 度量 来 赋予 拓扑 ([51). 

【 同 构 定理 】 对 于 两 个 拓扑 群 G,G', ж 
基础 群 G 到 基础 群 G” 内 的 同 态 f 是 基础 空间 
G 到 G6” 内 的 连续 映射 Wk f ажаа 


(continuous homomorphism), 如 果 同 态 f ЖЕ 
续 的 ， 而 且 还 是 开 映 射 ， 就 称 f 是 开 连 续 同志 
(strict morphism , open continuous homomorphism), 
Hn RAD us TA ST. 拓扑 群 上 
的 连续 同 态 是 开 连 续 同 态 . 

一 般 地 , 若 存在 开 连 续 同 态 妃 使 G 映 到 
C 上， 则 称 拓扑 群 G' 与 拓扑 群 C 是 同 态 的 
(homomorphic)。 这 时 , 命 N 为 了 的 核 广 (e), 则 
商 群 G/N 与 G' eX INA (AE 
定理 (homomorphism theorem)), Fig f 是 拓扑 
Всі с 上 的 开 连 续 同 态 , H 是 6” 
的 子 群 , 则 H = (Н) 是 G 的 子 群 , 并 且 由 
P (gH) = f(g)H' ВТЕ AY We 93 Ф AE Bš S 
G/H 到 商 空间 G/H EAU, RE, 着 
Н REMTE, MARREMTH, 并 且 9 是 
作为 拓扑 群 的 商 群 G/H 到 商 群 G'/H' 上 的 同 
构 (第 一 同 构 定理 (first isomorphism theorem)), 
ЖИМИ СИЛ ТЕН SN WER RN 一 
NH, WEZE H/HOYN 到 HN/N FRE 
射 J:h(HNN) — AN 是 连续 的 双 射 ,但 不 一 定 
ARM. HHL, EN JERE HN 的 正规 子 群 ， 
则 f 是 连续 同 态 映射 ， 再 若 了 是 开 上 映射， 则 商 
FÉ H/HNN 与 HN/N 作为 拓扑 群 是 同 构 的 
(第 二 同 构 定理 (second isomorphism theorem) ). 
例如 , 若 1) N 是 紧 的 ; 或 2) G 是 局 部 紧 的 ， 
H HN 与 N 都 是 G 的 闭 子 群 ,H 是 可 数 个 紧 集 
的 并 ;等 等 , 则 f 确 是 开 映 射 。 若 拓扑 群 C 的 子 
群 互 与 正规 子 群 N 满 足 条件 HON, WBS 
(G/N)/(H/N) 到 G/ 马 上 的 标准 映射 为 同 是 ; 特 
别 当 五 也 是 正规 子 群 时 , 则 商 群 (G/N)/(H/N) 
与 G/H 作为 拓扑 群 也 是 同 构 的 〈 第 三 同 构 定 
理 (third isomorphism theorem)), 

【射影 极限 】 设 4 是 一 个 伪 有 癌 t, 
{С,}„‹ 是 以 4 为 指标 集 的 拓扑 群 族 ， 并 且 当 
o<e 时 ,存在 连续 同 态 Lu: Gs 一 G., MH 
当 上 < 和 8 和 7 时 ,有 j :一 /sefpr. 这 时 拓扑 群 族 
(G.).«4 SORA Uus) 所 成 的 组 (G., fas} 称 
为 拓扑 群 的 射影 系 (Projective system of topological 


groups)。 这 时 再 作 拓扑 群 的 直 积 TT. Co, 并 在 


П б. 中 到 所 有 适合 条 件 x. = aa) Ch a< 


时 ) 的 元 x 一 xo}se4， 又 设 所 有 这 样 的 x* 所 
成 的 集合 为 G, 则 G 是 IIG。 的 子 群 。 这样 得 
出 的 拓扑 群 G 称 为 拓扑 洛 的 射影 系 {G。, foe 
射影 极限 群 (projective limit group) , 记 为 С = 
lim С.. 着 所 有 的 С, 是 T, 拓扑 群 (或 为 完备 
群 ), 则 G 也 是 T, 拓扑 群 (或 完备 群 )， 现 在 ， 
设 有 同样 指标 集 4 的 另 一 拓扑 群 的 射影 系 
1G,, fa) ,并 且 存 在 连续 同 态 ua: G, 一 G。, 使 
得 当 ag ЊН nof, = оиу, ЗИЧ, 必 
存在 唯一 的 从 G = lim G, 到 G' = lim С. 0 
ЖНЖ и, 使 得 对 生意 的 ae л, Huoh = 
jacu, ZRH 如 (以 及 fa) ANG. WAR ПС.) 
到 G。( 以 及 С) 的 射影 在 G (AR. С) 上 的 
限制 。 这 个 « 称 为 连续 同 态 族 {4。} 的 射影 极限 
(projective limit), df u = lim ua ЖСЖ Т, 
ЖМ, (H.).., EG 的 闭 正规 子 群 的 递减 序 
Al (H3 a < нў, HH), (ЕЙР G, 一 
G/H,, 并 令 当 ag 时 , fog 是 G, 到 G, 的 标 
准 映 射 gHs 一 gH。， 这 时 (Gus fos) 是 拓扑 群 
WHR. (o f. 为 G 到 G/H, 的 射影 , 又 命 
1 一 lim fan ME, 假定 G 的 单位 元 的 任意 邻 域 
都 包含 某 个 H., 并 假定 某 个 H. 是 完备 的 , 则 
1= lim fa 是 G 到 lim G/H, (作为 拓扑 群 ) 上 
WAH. 关于 拓扑 性 的 一 般 理论 , 一 [1]， [4], 
[5]. 
【局 部 紧 群 】 以 下 说 到 的 拓扑 群 ， 凡 是 未 
加 申明 的 ,都 表示 T, 拓扑 群 ， 局 部 紧 群 (局 部 
紧 T, 拓扑 群 ) G 的 单位 元 分 支 G, 是 G 的 所 
有 开 子 群 的 交 ， 特 别 是 ， 全 不 连通 的 局 部 紧 群 
的 单位 元 的 任意 邻 域 均 含有 开 子 群 . 全 不 连通 
紧 群 是 具有 离散 拓扑 的 有 限 群 的 射影 极限 . 
一 个 T, 拓扑 空间 工 称 为 局 部 Lie (local 
Lic group) ， 如 果 它 满足 下 面 六 个 条 件 : G) 存 
dE L x 的 一 个 非 空子 集 M 以 及 一 个 连续 映 
REHM 一 工 ， 称 它 为 乘法 《multiplication) (把 
иба, Б) 记 为 ab). Gü) H (а, 4), (ab, с), 
(6, с), (a, bc) 都 在 M 中 . 则 (ab)c = albe). 
Gi) L 含有 一 个 元 。, 称 它 为 单位 元 Gdentity) , 
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使 得 Lx (e) CM. 并 且 对 于 所 有 €L, 
ае = а 都 成 立 . Gv) FEL 的 一 个 非 空 开 子 


”和 集 N 以 及 一 个 连续 映射 x:N 一 上 ,使 得 对 于 所 


有 a €N, av (а) = e ЖУ. (у) ELPRE 
在 。 的 一 个 邻 域 U ,并 存在 从 口 到 Euclid 空间 
R 的 原点 的 一 个 邻 域 V ARIE f。 (v) E 
D 是 V x V 的 开 子 集 ， 此 处 D = ((х, y) € 
Ихи |06), MON eM, f(x), MODE 
U}, 则 由 Р(х,у) = fax), Cy) 所 定 
义 的 函数 F:D >V 属于 CR, 

对 于 任意 连通 局 部 紧 群 G 的 单位 元 < 的 任 
一 邻 域 О. 存在 紧 正规 于 群 K 与 子 集 LCL X 
于 G 的 诱导 拓扑 以 及 关于 G 的 群 运算 构成 局 部 
Lie 群 '), 使 得 积 LK 是 包含 在 U 内 的 。 的 邻 域 ， 
而 且 LK 基于 (О, к) dk 与 积 空间 L x K 
AK. 连通 局 部 紧 群 C 的 任意 紧 子 群 均 包含 在 
一 个 极 大 紧 子 群 内 ， 而 且 G 的 所 有 极 大 紧 子 群 
HAH. RE G 的 一 个 极 大 紧 于 群 K, 则 
存在 G 的 有 限 个 子 群 H,, Н, +++, H,, 每 个 H, 
都 与 实数 加 法 群 R 同 构 , 且 使 得 G 一 KH 
H,, їй CRs hig t h) — kh: he 是 直 积 空 
fa K x H, Xx … X H, 3G EASA. ER 
局 部 紧 群 上 都 存在 左 不 变 的 正 测度 和 右 不 变 的 
正 测度 (Haar 测度 ?), 它们 除了 一 个 常数 倍数 
外 都 是 唯一 确定 的 。 由 此 ,实数 加 法 群 R 上 的 
调和 分 析 理论 可 以 推广 到 G 上 (一 不 变 测度 , 拓 
th Abd 群 ,调和 分 析 , 紧 群 , 西 表示 ). 

【局 部 Euclid W) 如 果 拓扑 群 G 的 每 个 
点 都 有 一 个 与 Euclid 空间 的 某 个 开 集 同 胚 的 
邻 域 ,就 称 G 为 局 部 Euclid g (locally Eucli- 
dean group)， 若 群 G 同 时 又 是 实 解析 流 形 ', 且 
ЕНЕЙ (х, у) 一 ху! 为 实 解析 映射 ， 则 称 G 
为 Lie BY, Lie 群 当然 是 局 部 Euclid P. 

[Hilbert 第 五 问题 】 反之 ,任意 局 部 Euclid 
PROS Lie 群 的 问题 ,就 是 Hilbert 第 五 问 
ЖЕ (fifth problem of Hilbert)( 一 Hilbert)， 这 个 
问题 在 1952 年 已 得 到 肯定 的 解答 , 即 证 明了 任 
意 有 限 维 + 局 部 连通 + 的 局 部 紧 群 是 Lie EE (D. 
Montgomery-L. Zippin [3])。 与 此 相关 , 也 研究 
T Lie 群 与 一 般 的 局 部 紧 群 之 间 的 关系 , 而 得 
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到 了 如 下 的 结果 : 局 部 紧 群 G 为 Lie 群 的 充分 
必要 条 件 是 : 存在 单位 元 е 的 一 个 邻 域 ， 使 得 
ERAS (e) 以 外 不 包含 任何 其 他 子 群 CRE 
规 子 群 )， 再 者 ,任意 局 部 紧 群 都 含有 一 个 开 于 
BER Lie 群 的 射影 极限 。Hilberr 第 五 问题 
也 可 表述 为 : 求 有 效 地 + 作用 于 流 形 上 的 拓扑 变 
换 群 ?是 Lie 群 的 充分 必要 条 件 (一 变换 群 ). 

【 履 盖 群 】 弧 连 通 ' 且 局 部 弧 连通 ' 的 Ts 拓 
扑 群 的 全 体 用 记号 © 来 表示 ds Geo 是 
GeO MASA ES RMB J: G* — G 
是 群 的 开 连 续 同 态 , 则 称 G* GR (G*.1)) 是 
С КОНИ ЕВЕ (covering group), XR, f 的 核 
1<)=р 是 包含 在 G* 的 中 心 内 的 离散 于 群 ， 
E G*/D 与 G 作 为 拓扑 群 是 同 构 的 ， 设 也 CC) 
是 G 的 基本 群 . 由 f 导 出 的 自然 同 态 T 
(G*) = п.с) 是 单 同 态 ， 若 基于 I" 而 看 作 
п(с®) с (б), WA D е 1,(G)/CG*), 
反之 ， 任 取 包 含 在 G*(G* e 9) 的 中 心 内 的 离 
RTR D, 则 G* 是 G 一 G*/D RRR. 再 
者 ,对 于 G (Ge 6) 的 任意 覆盖 空间 (6*, f), 
在 G* 中 适当 定义 乘法 可 使 6* 成 为 属于 © 
的 拓扑 群 , 并 且 (G*, D 是 G 的 覆盖 群 。 特别 
是 ,任意 的 Ge @ 都 具有 单 连通 + 的 覆盖 群 (和 ， 
@). XH, 设 (G*, 1) 是 G 的 任 一 覆盖 群 , 则 
存在 同 态 fr:G ct. deb (OLI) 是 с" 
MRE, MH e = 19 1". HATA, Geo 
的 单 连通 覆盖 群 作为 拓扑 群 都 与 G 同 构 。 因 
之 , 称 G 的 单 连通 覆盖 群 (G, р) CHIAR 
MBE (universal covering group). 

一 般 地 , 设 G, G' 是 两 个 拓扑 群 ,ce， < 是 
它们 的 单位 元 , 从 。 的 某 个 邻 域 U 到 。 的 某 个 
ABR U' 上 的 同 胚 f, 若 满 足下 面 的 条 件 1) 与 
2) ,就 称 它 为 G 到 G” 的 局 部 同 构 《local isomor- 
phism); 1) a, b, ab 都 含 在 口内 时 ,有 Ka) 
KG) = Кау: 2) 8 m ga, LE EU’, 
则 g(a’ b) = (2) (6). {РЕС G' 的 
局 部 同 构 时 ,就 称 G 与 G' 是 局 部 同 构 的 (locally 
isomorphic)。 若 G* 是 G 的 覆盖 群 , 则 G* SG 
局 部 同 构 。 属于 @ 的 两 个 拓扑 群 局 部 同 构 的 
充分 必要 条 件 是 : сэс юлт. 


又 两 个 连通 的 Lie 群 G, C 局 部 同 构 的 充分 
必要 条 件 是 它们 的 Lie 代数 ' 同 构 . 

一 般 地 ， 若 拓扑 群 G 的 单位 元 的 邻 域 U 到 
нїш f 满足 条 件 : 当 a,b, ab € U M. 
有 fab) = (GfG), WK 1 29 G #|H BB 
В (local homomorphism), U 称 为 它 的 定义 
PR. 单 连通 的 群 G(G € 9) SIBEH H9 A RA 
态 , 当 定义 域 为 连通 时 ,可 以 扩张 为 @ 到 万 的 同 
态 ([2],14]). 

[拓扑 域 】 若 环 R 同 时 又 是 拓扑 空间 ,并 
BR x+y, Rory 都 是 RX R 到 R 的 连续 
映射 , 则 称 R 为 拓扑 环 (topological ring), BiH 
扑 环 K 同 时 又 是 域 (不 假定 交换 性 ) ,并 且 = 一 
x7 是 K* 一 K 一 {0} 到 K* 的 连续 映射 , 则 
称 K 为 拓扑 域 (topological field), 以 下 说 到 的 
K, 均 指 本 身 是 非 离散 的 局 部 紧 Hausdorff 空 
间 的 拓扑 域 。 若 天 是 连通 的 , WK 是 实数 域 R 
上 有 限 秩 的 可 除 代数 +, 而 且 必 与 实数 域 R, 复 
数 域 C、 四 元 数 体 H 之 一 同 构 。 若 天 是 不 连 
通 的 , 则 它 必 为 全 不 连通 ,并 且 与 p-adic SORT 
Q, 上 的 有 限 秩 可 除 代数 ,或 以 有 限 域 作 为 系数 
域 的 形式 寡 级 数 域 !* 上 的 有 限 维 可 除 代 数 同 构 
«4b. 

关于 拓扑 群 的 各 种 重要 类 型 一 紧 群 ， 拓 扑 
Abel Bf, Lie 群 ,拓扑 线性 空间 等 . 
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拓扑 Abel $ [3 topological Abelian group 
ik groupe topologique abélien — 4Ë topologische 
‘Abelsche Gruppe {Å коммутативная топологи- 
ческая груша 日 位 相 7 了 一 习 二 群 ] 交换 的 
拓扑 群 称 为 拓扑 Abel 群 。 在 本 条 中 , 除 最 后 
的 线性 拓扑 一 节 外 ,只 考察 同时 是 局 部 紧 Haus- 
dorff 空间 的 拓扑 Abel 群 ,并 把 它 简称 为 群 (一 


拓扑 群 ). 

【特征 标 】 若 绝 对 值 等 于 1 的 复数 值 连续 
BORK X(x) (z€ G) 满足 X(xy) = XG) LG), 
则 称 XC) 为 群 G 的 特征 标 (character), BU Z 
是 G 的 一 维 的 从 而 是 不 可 约 的 西 表示 '。 反 之 、 
G 的 任 一 不 可 约 丁 表示 是 一 维 的 。 即 对 拓扑 
Abel 群 来 说 , 它 的 特征 标 与 不 可 约 西 表示 是 一 
致 的 。 如 果 由 XX'(x) = ХО) Ск) 来 定义 两 
个 特征 标 X. X 的 积 , 则 特征 标的 全 体 构成 特 
征 标 群 (character group)C(G), 在 C(G) 内 
引入 紧 开 拓扑 + 后 ，C(G) 也 成 为 一 个 局 部 紧 拓 
th Abel 群 . 

【对 侦 定理 】 固定 G 的 元 * 后 , x(z)(x € 
C(G)) 是 CCG) 的 一 个 特征 标 , 即 为 CCCC) 
的 一 个 元 ,把 它 记 为 x(X), 并 考虑 对 应 G 9 à 
х (X)e CC(G)。 这 个 对 应 是 一 一 的 。 这 是 因 
为 ,任意 的 局 部 紧 群 G 具 有 充分 多 + 的 不 可 约 西 
表示 (一 西 表示 ), 而 当 G 29 Abel ВЕЕ, С 的 任何 
不 可 约 西 表示 都 是 G 的 特征 标 . 此 外 ,C(G) 的 
特征 标 只 能 是 上 述 的 *(X)。 也 就 是 说 ,由 上 面 
的 对 应 可 得 到 G e СС(С). 这 就 是 Понтря- 
син SHIEH (Pontrjagin's duality theorem), 

。 根据 对 侦 定理 ，G 与 C(G) 中 的 每 一 个 都 
与 其 中 另 一 个 的 特征 标 群 同 构 。 在 这 个 意义 
下 ,也 称 G 和 ССС) 互相 对 偶 (dual). 

【 子 群 的 对 应 】 设 C, C 一 C(G) 是 互相 
对 偶 的 群 、 给 出 了 G 的 闭 子 群 后 ， 对 8 的 所 
Ж к 都 满足 X'(x) 二 1 8) X 的 全 体 构成 了 G 
的 闭 子 群 ,通常 把 它 写作 (G',g). 如 果 同 样 地 定 
LCG, g), WHE g< 一 (G g) = Z 建立 了 
СЮ C 的 闭 子 群 之 间 的 一 个 一 一 对 
BL MAF eg W e/ e 8 (С, 82)/(G', а) 
是 互相 对 偶 的 。 在 С, С 的 群 运算 用 加 法 表示 
的 情形 ,单位 元 记 为 0, AT z QC) = 1 就 变 成 
了 x0) 一 0. 在 这 个 意义 下 , 称 (G',g) 为 8 
#944 (annihilator, annulator), 

【结构 定理 】 Ф RAE COD BK Haus- 
dorff 拓扑 Abel ED) WEEK. HG, Ger, 
WHR G, x GEA Ж GEA, T H E G fJ 
闭 子 群 , 则 He 而 且 G/HEA ihh, BE 
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为 任意 拓扑 Abd FE, H 是 G 的 闭 子 群 ， 而 且 
HEY,G/HEA, 则 G 本 身 也 属于 %。 х, а 
对 于 求 直 积 、 取 闭 子 群 、 取 商 群 及 扩张 ?来 说 
都 是 封闭 的 。 命 C 表 示 把 群 G 上 映 为 其 对 偶 群 
C(G) HRA. CEW ARE % 上 的 自 反映 
射 ,而 着 GH， 则 HH 的 零 化 子 (C(G),H) 是 
C(G) +. ЖЬ, CCG/H) = (C(G), 
H). C(H)= C(G)/(C(G), H),C(G,x С) = 
C(G,) x C(G). 最 后 还 有 H = (G,(C(G), 
日 )), 称 它 为 零 化 于 的 互 反 性 《reciprocity). 

属于 % 的 群 的 典型 例子 有 : 实数 加 法 群 
RR， 有 理 整数 加 法 群 Z， 一 维 环 面 群 了 一 R/ 
ZARAR Abel H F. T 同 构 于 绝对 值 等 
于 1 的 复数 的 乘法 群 U (1). s 4 (n 是 自然 
XO ROHR R° 是 ” 维 向 量 群 (vector group), 
oS T 的 直 积 T 是 ” 维 环 面 (torus) 或 环 面 
BE (torus group). Т“ 和 F 是 紧 的 ,但 R° 和 
Ze 都 不 是 紧 的 。 而且 c(R)=R, С(Т) 一 
Z, c(Z) = T. 任意 的 有 限 Abel # F 同 构 
FERRIERE CO). ARAR, T, 254 
HL Abel Bt F 的 直 积 , 即 形 如 R'X T"x Zex 
F 的 群 , 称 为 初等 Abel Ë$ (elementary Abelian 
group). 

% 中 的 任 一 群 均 同 构 于 某 个 维 数 的 向 量 群 
与 某 个 紧 群 基于 某 离散 群 的 扩张 的 直 积 〈 结 构 
定理 (structure theorem))， 因 此 ,如 果 运 算 C 的 
效果 已 被 充分 了 解 , 那 末 , 搞 消 % 中 的 群 的 结构 
的 问题 ,就 归结 为 仅 与 离散 群 有 关 的 问题 ,而 关 
于 外 中 的 群 的 结构 ,有 如 下 的 定理 . URGE 
由 单位 元 e 的 一 个 紧邻 域 所 生成 ， 则 C 同 构 于 
某 个 紧 群 K 与 形 如 R° x Zr(n，m 为 非 负 整 
数 ) 的 群 的 直 积 。 此 时 ,G 的 任意 紧 子 群 都 包含 
于 玉 内 。 也 就 是 说 ， 天 是 G 的 唯一 的 极 大 紧 子 
群 (maximal compact subgroup), 由 e 的 紧邻 域 
所 生成 的 群 Ge 中、 是 初等 Abe 群 的 射影 极 
FRY, Jl. С. Понтрягин 在 证 明了 这 样 的 结构 
定理 后 ,又 用 它 来 证 明了 对 偶 定 理 . 

【 紧 元 】 若 群 € % 的 元 “所 生成 的 循环 
群 ! (ise Z) 包含 在 C 的 一 个 紧 子 集 之 内 ， 
则 称 < 为 紧 元 (compact element), # GEA 
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的 紧 元 的 全 体 C 是 G 的 一 个 闭 子 群 ， 商 群 
с/с, 不 含有 单位 元 以 外 的 紧 元 。 尤 其 当 G 
是 由 单位 元 的 一 个 紧邻 域 所 生成 时 , Co 与 G 的 
极 大 紧 于 群 K 是 相同 的 。 零 化 于 《C (6G), Co) 
是 G 的 特征 标 群 C(G) 的 一 个 连通 分 支 。 当 
G 为 离散 群 时 ，G 的 紧 元 就 是 G 的 有 限 阶 的 
ж. 
【 紧 群 与 离散 群 】 两 个 互相 对 侦 的 群 G, 
Xe al， 如 果 其 中 一 个 是 紧 群 , 则 另 一 个 必 是 离 
散 群 ， 而 当 一 个 是 离散 群 时 ， 则 另 一 个 就 是 紧 
群 。 根 据 对 偶 定 理 , 从 原则 上 来 说 , Ж Abel PE 
G 的 性 质 可 以 用 离散 Abel BE CCG) 的 性 质 来 
表达 。 我 们 来 举 出 两 三 个 例子 。 当 G 是 紧 Abel 
群 时 , 它 的 维 数 + 就 等 于 离散 Abel BF ССС) 的 
秩 !， 若 Y 是 离散 Abd 群 X 的 于 群 ， 且 商 群 
X/Y 除了 单位 元 以 外 不 具有 有 限 阶 的 元 , 则 称 
Y 为 可 除 子 群 (divisible subgroup)。 紧 Abel 群 
G 为 局 部 连通 + 的 充分 必要 条 РЕ Ж: 特征 标 群 
C(G) 的 任意 有 限 子 集 包含 在 C(G) 中 的 某 个 
由 有 限 个 元 生成 的 可 除 子 群 内 ， 因 此 可 以 导出 
以 下 的 结果 : 具有 由 可 数 个 开 集 组 成 的 基 的 紧 
局 部 连通 Abd BE G 的 形式 必 为 Tx F, ik 
里 的 F 是 有 限 Abel Zt, T 为 有 限 个 或 最 多 
是 可 数 无 限 个 一 维 环 面 群 T ЮА, 
[对偶 直 积分 解 】 设 G 是 紧 或 离散 Abel 
P, 9 = {Hula € 4} 是 G 的 闭 子 群 的 一 个 族 。 
此 时 设 (Л) 一 n Ha, 并 设 (WEG H 


包含 U н, Калт. MRE 2 = {(C 
ВЯ 


(6),н.)1ає4}, WA A(2) = (С (G), > 

(90) 以 及 ECO) = (С(С), ACM). 现在 

RG = П 已 是 直 积分 解 ,对 于 各 个 ae 4, 又 
aca 


置 K, = Z(% — {H.}), Xa = (C(G), Ka), 
则 此 时 X. 是 H. 的 特征 标 群 , H. C(G) = 
TI x. ERAR. c(G) 的 这 个 直 积分 解 称 
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为 G 的 直 积分 解 G = П н. 的 对 偶 直 积分 解 


aa 
(dual direct product decomposition), 


【 正 交 群 偶 】 对 于 两 个 群 G, С, MRE 


在 从 直 积 空间 G x G' 到 绝对 值 为 1 的 复数 的 
全 体 U(1) 内 的 一 个 映射 (x,x ) 一 xx ,满足 : 
Guy! = Gia), 
або) = (а)ба), 

则 称 С, G' 构成 群 偶 (group pair). 现在 假设 
G, C 构成 群 偶 ， 把 xx BEU x 为 变量 的 函 
Bere), 如 果 仅 当 x, = 六 时 才能 使 得 两 个 函 
数 nlr) 5 x(x’) 相同 ,并 且 把 GE 与 С 交换 
后 仍 是 如 此 , 则 称 G, C 构成 了 正 交 群 偶 (or 
thogonal group pair)。 若 G 为 紧 Abd b, G' 为 
离散 Abel 群 ,而 且 G, С 构成 正 交 群 偶 , 则 G. 
с 是 互 为 对 偶 的 。 

【交换 Lie Ë] 初等 Abel BPO R'x Tx 
2" x F 是 交换 Lie 群 ', 反之 ,由 单位 元 的 一 
个 紧邻 域 所 生成 的 任意 交换 Lie 群 G 同 构 于 一 
个 初等 Abel 群 ， 特别 地 ,任意 的 连通 交换 Lie 
群 C 同 构 于 某 个 R x Т", 维 向 量 群 R" 的 
闭 子 群 已 同 构 于 Re х ZO <р + 4<n), 
详细 地 说 ,存在 向 量 群 Re 的 基 or ++ an 使 
H -位 za + У) malxi€ Ryn) € 4.3 


= 11 
而 ,如 果 Re 的 商 群 是 分 离 拓扑 群 ', 则 它 同 构 
于 形 如 R' x T” (0 <i + m <n) HR, Ха 
维 环 面 群 Te 的 闭 子 群 都 同 构 于 形 如 Te x F 
(0 <p <n) MB, RBA 严 表 示 有 限 Abel BE, 
从 而 ,如 果 T> 的 商 群 是 分 离 拓扑 群 , 则 它 同 构 
FT(0<m<n), 线性 空间 Re 的 正则 线性 
变换 + 是 向 量 群 R 的 连续 自 同 构 ", 而 实际 上 ， 
Re 的 连续 自 同 构 都 可 由 正则 线性 变换 给 出 ,也 
就 是 说 , R 的 连续 自 同 构 群 同 构 于 ”次 一 般 
线性 群 ! GL(n, R). n ШЕКТ, 一 R°/Z- 
的 连续 自 同 构 可 以 由 满足 pZ) = Z* 的 R° 
的 正则 线性 变换 ?给 出 。 因 此 , T 的 连续 自 同 
构 群 同 构 于 以 有 理 整数 作为 元 素 的 * 阶 方 阵 中 
所 有 行列 式 等 于 土 1 的 方 阵 所 构成 的 乘法 群 . 
【Kronecker 通 近 定理 】 对 于 任意 的 G € 

UAAR GHR- EAMT H, (G, (CCG), 
H)) 必 与 昌 的 闭 包 H 重合 ， 特 别 是 ,五 在 C 内 
筒 密 + 的 充分 必要 条 件 是 : BEF (CCG), H) 
仅 由 单位 元 构成 。 现 在 设 G = R', CHEB 


Ө = (61, +++, 0n) E€ R° UR К" WARE = 
(1,0, 25550), ***„ e, — (0, ---0, 1) 所 生 
成 的 К" 的 子 群 . WH R 内 稠密 的 充分 必 
要 条 件 是 : (R°, Н) = {0}, BD 6，……，6. 1 
在 有 理 数 域 Q 上 线性 无 关 。 这 就 是 Kronec- 
ker 通 近 定理 (Kronecker’s approximation theo- 
rem)。 根 据 此 定理 ,可 以 推导 出 = 维 环 面 群 Te 
RAL Т" 内 稠密 的 循环 子 群 与 单 参 数 子 群 . 
【线性 拓扑 】 在 域 2 中 考虑 离散 拓扑 。 如 
果 在 2 模 G 里 能 引进 一 个 拓扑 ， 使 零 元 0 有 一 
个 由 2 子 模 组 成 的 基本 邻 域 系 ， 且 满足 Haus- 
dorff 分 离 公理 ,而 且 使 群 G 连 同 所 引进 的 拓 外 
成 为 拓扑 Abel 群 ， 则 这 个 拓扑 就 称 为 线性 拓扑 
(linear topology)。 线 性 拓扑 在 2 子 模 上 的 限制 
仍 是 线性 拓扑 ， 若 G 的 秩 为 有 限 ， 则 线性 拓扑 
就 是 离散 拓扑 ，G 上 的 离散 拓扑 总 是 线性 拓 
扑 ， HOF RH É 3) z€ G 而 得 到 的 集合 
V = g + H 称 为 G 内 的 一 个 线性 镶 Cincar 
variey), EV ERER RU V ДАЕ, w 
果 G, G' 都 是 赋予 线性 拓扑 的 2 模 , 那 末 当 提 
3c 8) С 内 的 同 态 时 ,总 是 认为 它 关 于 这 个 拓 
扑 是 开 连 续 映射 。 设 了 是 G 内 的 线性 符 ， 如 果 
对 任意 的 在 V 中 为 闭 的 线性 签 所 构成 的 具有 有 


MAERUA (Уй N V。 关中 , 则 称 V 


是 线性 紧 的 《linearly compact). JEN V fe Gr 
是 闭 的 。 又 若 可 以 选取 线性 紧 2 子 模 的 一 个 集 
合 ,使 得 它 可 以 作为 C 的 零 元 的 邻 域 基 , 则 称 G 
为 局 部 线性 紧 的 《locally linearly compact). SA 
赋予 线性 拓扑 的 2 模 c 到 2 内 的 同 态 的 全 体 
Co(G) DEOR. 对 于 G 的 任意 线性 紧 2 子 
模 日 , 置 UCH) = (x|x(g) = 0, g€ H}, 则 用 
{UCH)} 作为 基本 邻 域 系 可 以 在 Co( G) 内 引 
人 线性 拓扑 。 如 果 G 分别 为 离散 的 ,线性 紧 的 、 
局 部 线性 紧 的 , 则 c (G) 相应 地 是 线性 紧 的 、 
离散 的 、 局 部 线性 紧 的 。 车 G, H 是 分 别 赋予 
了 线性 拓扑 的 0 模 ,，p:G 3 8 一 ps € Co(H)， 
d:H3h- 44€ Co (G) 分 别 是 满足 PA) = 
og) WARM o. $ 之 一 为 同 构 时 , 另 一 
个 也 必 如 此 。 这 类 似 于 Понтрягин HAER, 
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称 为 Q MANAGE (duality theorem for Q- 
modules)。 特 别 地 ,线性 紧 2 模 是 一 维 空间 的 直 
和 空间 (S. Lefschetz (51), 


(5] (11 Л.С. Понтрягин, Непрерывные группы, 
Гостехиздат, 1954 (中 译本 : Л. С. MBAR, ERE, 
科学 出 版 社 ，1957， 1958); [2] W. Rudin, Fourier 
analysis on groups, In:erscience, 1962; [3] BHEN, 
SUR, Hae, 1951; [4] A. Weil, L'intégration dans 
les groupes topologiques et ses applications, Actualités Sci. 
Ind, Hermann, 1940; [5] S. Lefschetz, Algebraic to- 
pology, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., 1942; [6] Е. 
Hewitt-K. A. Ross, Abstract harmonic analysis, Springer, 
1, 1963, и, 1970. 


FRE [Ж compact group 法 groupe compact 
4% kompakte Gruppe 4% компактная группа 
日 зиноро ] UR) 拓扑 群 ' G 的 基 
础 拓扑 空间 是 紧 Hausdorff 空间 时 ， 称 G 为 紧 
Ж.Ш ТУ 一 К“ /2* (n = 1,2, 0028 
群 ), 正 交 群 + O(n), 西 群 ' U(n), 辛 群 'Sp(n) 等 
都 是 紧 群 (一 典型 群 )( 关 于 其 他 紧 Lie >ле 
В, Lie КО. їй CCC) 为 紧 群 G 上 的 复 值 
连续 函数 fogh, o 的 全 体 所 构成 的 线性 空 
Пат, ССС) 引入 范 数 Il] = sup UGOT 后 ， 
它 就 成 为 Banach 空间 '。 

紧 群 当然 是 局 部 紧 的 ， 故 可 引入 右 不 变 
Haar 测度 '。 由 于 紧 性 , 全 测度 是 有 限 的 ,而 且 
这 个 测度 也 是 左 不 变 的 。 特别 取 全 测度 为 1 
时 ,这 样 的 测度 是 唯一 的 ; 属于 LCG) 的 1 关 
于 这 个 测度 的 积分 称 为 了 的 平均 值 《mean val- 
uc). 

# fg € CCG), W ey) 8G) 关于 两 
个 变量 r, y 是 连续 的 , 因 之 卷 积 ' Хх g(*) = 


Jer) sooo WRF eco): CCO) UER 


作为 乘法 就 成 为 一 个 环 !。 当 CG 是 有 限 群 时 ,可 
以 认为 这 个 环 是 群 环 ' 的 扩张 , 称 它 为 紧 群 G 的 
BRK (group ring)。 我 们 用 记号 1* 表示 函数 
107), 而 用 记号 (fs g) 表示 LAG) 的 
内 积 . 

【 紧 群 的 表示 】 Vk G(E) 为 Banach 空间 
EE 的 所 有 有 界线 性 算 子 * 所 成 的 环 的 乘法 群 . 
АНИС Я) G( E) 的 同 态 О, 如 果 对 E 的 
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任意 元 *, G 到 E 的 映射 + 一 U(x)a RF EW 
强 拓扑 ?或 级 拓 扑 + 是 连续 映射 ， 则 分 别称 书 为 
© 的 强 连 续 表 示 (strongly continuous representa- 
tion) RERE (weakly continuous repre- 
scntation)。 特 别 是 ,当天 是 Hilbert 空间 +, 且 所 
有 的 UCa) 都 是 西 算 子 ?时 ,就 称 这 样 的 强 连 续 
表示 为 西 表示 '。 对 于 紧 群 6 在 Hilbert 空间 E 
上 的 任意 强 连续 表示 О, U la, b) 表示 EE 的 
内 积 (U(x)a, U G5) 的 平均 值 ， 于 是 UU 在 新 
MOAR (a, b) 所 定义 的 Hilbert 空间 E 内 为 
ARK. 

如 果 在 Banach 空间 E 中 , 对 所 有 U(x) 
(z € G) 均 不 变 的 闭 子 空间 仅 有 {0} MEAS, 
则 称 表示 乙 为 不 可 约 的 (irreduciblc)。 若 紧 群 C 
在 Banach 空间 E 中 的 弱 连 续 表示 是 不 可 约 的 ， 
则 E 是 有限 维 的 。 又 紧 群 G 在 Hilbert 空间 E 
上 的 任意 西 表示 均 可 分 解 为 不 可 约 表示 的 离散 
直 和 ' , 即 存在 E 的 互相 正 交 的 不 可 约 《 从 而 有 


限 维 ) 不 变 于 空间 的 族 {E。}。e 4 使 得 E= EL. 


特别 是 ， 紧 群 在 有 限 维 空间 上 的 任意 连续 表示 
都 是 完全 可 约 的 。 设 6 为 局 部 紧 群 ' ,在 关于 G 
的 Haar 测度 的 LG) H, A (UGG) = 
fx) (z, y € G, 1€ LXG)) 来 定义 的 表示 UU 
是 C 的 西 表示 , 称 它 为 G BJ (Hi) E MRR 
(regular representation), KEG 的 正则 表示 U 
的 不 可 约 分 解 将 由 后 面 的 Peter-Weyl 理论 
《Peter-Weyl theory) 给 出 。 

今后 ， 作 为 表示 ， 仅 限于 考虑 有 限 阶 矩 阵 
GERIATR. BDE) = (499 G2), = 
Cg GO) ) 是 不 相似 ?的 不 可 约 西 表示 ,由 Schur 引 
FE AER (АР, de) = 0 ARE (У m йр, 
Mm d) 一 sm Ôa (m 表示 Dy BOXEO. М 
G 的 每 一 个 不 可 约 表示 类 D. 中 选择 一 个 西 代 
表 Dale) 一 (d(x)), 令 其 次 数 为 wm， 则 上 面 
这 个 事实 就 是 V n (=) 的 全 体 成 为 LLG) 的 
一 个 正规 正 交 系 +。 

再 者 , 设 he CCG), 把 从 CCG) 到 CCG) 
的 映射 1 一 4x/ 写作 H, MARE CCG) 中 的 
KAT! BUBB G Xf, р) = О.в), 


ЙН A = à* F (Ну, g) = GJ, Не), ВН Æ 
Hermite SEF, HFAA E fo fo 可取 适当 的 
AC=A*), AX 1 与 1 一致 地 任意 接近 ， 又 由 
Ж Hermite 算 子 的 理论 得 知 ，H# 3] H KE 
征 函 数 的 线性 组 合 来 一 致 逼近 ， 握 的 特征 空间 
是 有 限 维 的 ,而 U(a) 又 使 HH 的 特征 空间 不 变 ， 
故 瓦 的 特征 函数 是 有 限 个 W n, dt Gr) 的 线性 组 
合 ,因而 了 可 用 有 限 个 W n, dt Go) 的 线性 组 合 
Ж 80800. 这 个 事实 与 Fourier 级 数 ' 等 情 
形 一 样 , 称 为 通 近 定理 (approximation theorem), 
由 此 可 得 出 正 交 系 {V n 500). 的 完备 ' 性 ， 
即 CCG) 中 与 这 个 系 的 所 有 函数 都 正 交 的 元 仅 
限于 零 元 . 

由 于 C(G) 在 LXG) 中 是 稠密 的 , 故 {W m. 
Фуу} 是 Hilbert 空间 L(G) 的 完备 正规 正 
交 系 。 因 而 对 于 任意 的 fe La CG), 其 Fourier 


BRD Det n. dt) (此 处 et mo me 
D 


а) 平方 平均 收敛 ! 于 f. RU GER Lie BE 
WLOSET 62 S UCET MM 7, EET. Fourier 级 
数 就 一 致 收敛 于 了 

由 矩阵 D, Go) 的 第 i 行 的 各 个 元 素 d 
(1 <j<<m) 所 生成 的 ng 维 空间 V: 在 右 正则 
表示 U 下 不 变 , V? 上 由 U 所 产生 的 表示 也 只 
能 是 D。。 这 里 {W nd%(x)} MM LG) 的 完 
备 正 交 系 这 个 事实 ， 意 味 着 紧 群 G 的 正则 表示 
器 可 分 解 成 有 限 维 不 可 约 表示 的 离散 直 和 ， 而 
各 个 不 可 约 表示 D, {ЕШ 中 所 出 现 的 回 数 恰 等 
于 其 次 数 n. 

Ж ф(х) Є C(G) 对 于 任意 z, y 满足 p(y 
ху) = p(z)。 则 称 它 为 类 函数 (class function), 
所 有 类 函数 所 成 的 集合 KC) 与 作为 群 环 的 
C(G) 的 中 心 + 是 相同 的 。 由 于 G 的 不 可 约 表 
示 的 特征 标 ?是 类 函数 , 故 所 有 特征 标 所 成 的 集 
AL} 起 着 正 交 系 {V п, 00) 在 CCG) 
中 所 起 的 同样 的 作用 。 即 {X。(*)} 在 K(G) (的 
完备 化 ) 中 构成 完备 正规 正 交 系 ,任意 类 函数 可 
用 这 些 特征 标 中 的 有 限 个 的 线性 组 合 来 一 致 逼 
ж. 

以 上 是 Peter-Weyl 理论 的 简要 叙述 .如 


果 G 是 一 维 环 面 群 ' T' = R/Z 即 实数 加 法 群 
mod | 所 得 的 紧 群 , 则 上 述 理论 就 是 关于 直线 上 
的 周期 函数 的 Fourier 级 数理 论 。 关 于 O(n), 
U(n), Sp(n) 的 具体 的 不 可 约 表示 和 特征 标的 
公式 一 典型 群 。 关于 紧 Lie 群 的 表示 — Lie 
PE. Lie 代数 。 紧 群 的 理论 是 由 F. Peter- H. 
Weyl (Math. Ann., 97 (1927)) 所 完成 的 , J. 
von Neumann (1934) 在 “ 群 上 的 概 周 期 函数 
论 ”( 一 列 周 期 函数 ) 中 把 紧 群 的 理论 与 H. Bohr 
的 到 周期 函数 理论 统一 了 起 来. 

【 紧 群 的 结构 】 设 。 是 紧 群 G 中 异 于 < 的 
元 。 由 于 拓扑 群 的 基础 空间 是 完全 正则 空间 *， 
故 可 在 CCG) 中 选取 一 个 适当 的 1(x), 使 
Ка) * Ke), 从 而 存在 G 的 表示 Оо), 使 得 
D(a) 不 是 单位 矩阵， 这 意味 着 6 可 表 为 紧 Lie 
群 列 的 射影 极限 群 '”von Neumann (1933) Ж 
于 这 个 事实 ,证 明了 局 部 Euclid 紧 群 是 Lie 群 
(一 拓扑 群 [Hilbert 第 五 问题 ]). 

【表示 的 集合 】 C 的 表示 的 集合 G'=lD) 
可 有 以 下 一 些 运算 :1) DOD: (KAREK), 


Doth namo, D e 


DP (相似 表示 )，4) D (MERA). WRC’ 
的 于 集 M 满 足下 列 条 件 ， 当 DD 属于 M 时 ,DD 也 
属于 M, D, D, 属于 M 时 , DD; 的 不 可 
约 分 支 也 属于 M , 那 末 就 把 M 称 为 G 的 表示 的 
3À (module), GHAIEMF RAS G/H 的 所 
有 表示 构成 的 横 M 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

所 谓 G' 的 表示 ,是 指 对 每 个 D, 有 一 个 阶 
数 与 也 的 阶 数 相同 的 矩阵 4(D) 与 之 对 应 , 并 
且 保 持 С 的 运算 : ACD, @ D) = Ар) @ 
ACKD3) , ACD, + D) = ACD) + ACD), A(P™ 
DP) =P"'A(D)P, ACD) = ACD). @ G' 的 
表示 的 全 体 为 6"、 对 Ay, 41€ G”, H A, AD) 
= A(D)AXD) 定义 它们 的 积 ,并 且 ，6” 的 
拓扑 定义 为 D 的 函数 ACD) HBB, RD 
4 的 邻 域 U( А; Di, Das © ERA UC Ло; 
Dis: ++ De) = {аА — ADI < s, 
ied.) TE, G” 关于 上 述 运算 及 拓 
扑 成 为 紧 群 。 这 时 ， 淡 中 对 偶 定理 (Tannaka’s 
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duality theorem) G” 2 С 成 立 ( 淡 中 忠 郎 ，T6- 
hoku Math. J., 45(1939))， 命 R(G) X (d GF 
的 有 限 线性 组 合 的 全 体 , 并 命 Au RCG) AC 
上 的 代数 RCG) 的 自 同 构 群 , 则 Аш RCG) 中 
一 切 与 左 平移 LG) ((1.(х)/)у = /(zy)) 813% 
换 并 适合 G) =o) 的 元 = 的 全 体 G* 关于 
弱 拓 扑 成 为 拓扑 群 . 这 时 ， 淡 中 对 偶 定 理 就 
是 下 面 的 事实 : 使 re G 对 应 到 右 平移 RGO 
(U(x) 在 RCG) 上 的 限制 ) 的 映射 是 作为 拓扑 
群 的 G 到 с" 上 的 同 构 。 特别 当 C 是 紧 Lie BE 
Bt, C. Chevalley 把 谈 中 对 偶 定 理 作为 给 出 紧 
Lie 群 与 复 代数 群 之 间 的 一 个 关系 的 定理 重新 
加 以 叙述 , 使 它 的 意义 更 为 明确 (一 Lie 群 [ 紧 
Lie 群 的 复 化 ]). 


(5) 一 拓扑 群 的 [ 参 ]， 又 关于 紧 Lie 群 ~Lie 群 的 
I$). 


Lie B [Æ Lie group ik groupe de Lie Ж 
Liesche Gruppe А rpyma Ли 日 ) 一 群 
【定义 】 当 集 合 C 满 足以 下 条 件 1) 一 3) 时 就 
称 它 为 Lie 群 : 1) G 是 一 个 群 ; 2) G 是 仿 紧 * 
实 解析 流 形 *( 也 可 以 不 连通 ); 3) G x GHG 
的 映射 (+,y) 一 zy: 是 实 解析 的 * (一 微分 流 
形 ). 

以 下 为 了 简单 起 见 ， 实 解析 的 就 写成 C, 
Piin, C 函数 ，C” 映射 等 等 。 dE EXE Хр 
把 2), з) 的 实 解 析 换 成 复 解析 ', 相应 地 用 记 
B 25, 3) 表示 , 则 称 满足 1), 2), 3) HE 
为 复 Lie B (complex Lie group), ІН, 下面 
仅 就 实 解析 的 情形 加 以 叙述 ,对 复 解析 的 情形 
有 平行 的 理论 . 

对 于 G 的 每 一 个 元 "， 都 可 以 确定 C 到 C 
的 一 个 映射 х 一 cxr(x — хо), 称 为 G 的 (由 人 
确定 的 ) E ОШ) 平移 , 用 符号 LCR.) Ж. 
L., R, 是 作为 С” 流 形 的 G 的 自 同 构 、 因此， 
对 于 G 上 的 向 量 场 'X ,微分 形式 +o ,或 一 般 地 ， 
对 于 G 上 的 张 量 场 + T , 我 们 可 以 作用 Los Ro 
Tu ARAKI LT, R.T. WRN G 的 每 
个 元 r, 均 有 LT = T (RT = Т), Е 
3 T HERRY (left invariant)( 右 不 变 的 (right 
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invariant), 左 不 变 或 右 不 变 的 张 量 场 必 是 С” 
RU. 

[Lie 群 的 Lie 代数 】 设 C 是 一 个 Lie Bf, 
GER C 向 量 场 的 全 体 XC) 作成 实数 域 R 
上 的 线性 空间 ,并 且 关 于 ІХ, Y] 一 XY 一 YX 
《X,Y eX(G)) 作 成 R 上 的 Lie К. REE 
的 左 不 变 向 量 场 的 全 体 为 o, W 9 是 Lie fX 
数 XCG) 的 子 代数 ', 因 之 , в 也 是 R 上 的 一 个 
Lie 代数 , 称 这 个 实 Lie 代数 9 为 Lie HGH 
Lie 代数 (Lie algebra of the Lie group), 从 g 
到 G 在 它 的 单位 元 e 处 的 切 空间 ' T.(G) 的 映 
Hb X — X, 是 线性 映射 ， 而 且 是 双 射 ， 因 而 
dim g = dimG, 基于 这 个 映射 ,常常 把 9 与 
T.(G) 看 作 相同 . 

CHER Liel 对 于 实数 域 尽 上 的 
在意 有 限 维 Lie 代数 a, La PEASE Lie RR 
的 连通 Lie 群 C6 是 存在 的 。 这样 的 Lie 群 是 互 
相 局 部 同 构 + 的 ;而 其 中 单 连通 Lie 群 ,就 同 构 
的 意义 来 说 是 唯一 的 ， 称 它 为 9 оаа Ж 
Lie 群 (simply connected covering Lie group), 

[Lic 子 群 】 4 Lie BEG fJ f RAM ED 
下 条 件 时 ， 就 称 它 为 G 的 Lie FE (Lic sub- 
group): i)H 具 有 Lie 群 的 结构 ;而 且 i) HE 
G 内 的 恒 等 映 射 ? 是 С” 映射 ,又 『 的 微分 ' dp 
在 互 的 每 个 点 都 是 单 射 ( 即 作为 流 形 的 妃 是 G 
的 子 流 形 ?)， 当 流 形 局 连通 时 ,已 称 为 连通 Lie 
REL UF Lie 群 G 的 子 群 Н, 使 之 成 为 连通 
Lic FRH Lie 群 结构 至 多 只 有 一 个 ( 若 不 具有 
连通 性 , 则 这 个 关于 唯一 性 的 陈述 一 般 不 成 立 ). 
Lic E сї Жїн Ж G їй Lie 子 群 的 充分 必 
BRE AME. CÉPSIERCIUXEE)., 

MH J& Lic BEC HY Lie FH, WO SIA TH) 
是 7T.G) 的 子 空 间 ， 设 在 上 面 令 述 过 的 同 构 
TAG) 60:27, ХУР ТКН) 的 8 的 于 空 
EA b, 则 9 是 Lie 代数 9 的 子 代数 ', KEW 
HEFTIR H 的 子 代数 .可 以 自然 地 把 8 看 作 
SAT Н Lie 代数 于 是 对 应 H 一 9 是 G 的 
所 有 连通 Lie 子 群 所 成 的 集合 到 o 的 所 有 子 代 
数 所 成 的 集合 上 的 双 射 . 例如 ,对 应 于 9 的 导出 
理想 ! 9 的 连通 Lie FR С 是 G 的 换 位 子 群 +. 


G 的 正规 子 群 的 Lie 代数 是 o 的 理想 。 反之 ， 
如 果 连 通 Lie EEG 的 连通 Lie FRAY Lie 代 
数 ! 是 8 的 理想 , 则 万 是 G 的 正规 于 群 . 

当 连 通 Lie HG 的 Lie 代数 9 是 半 单 1、 
SAN BE EB. 可 交换 ! 时 , 分 别称 G 为 半 单 
(semi-simple) 群 , 单 (simple) 群 、 可 解 (solvable) 
BELIEF (nilpotent) 群 、 交 换 (commutative) FF, 
可 解 性 、 守 入 性 和 交换 性 与 群 论 中 相应 的 定义 
是 一 致 的 

UATE) Lic RGM Lie 于 群 H 的 作为 
于 流 形 的 拓扑 〈 称 这 个 拓扑 为 互 的 内 草 拓 扑 
(inner topoiogy)) 与 作为 拓扑 空间 的 子 空 间 的 相 
对 拓扑 ! 未 必 一 致 。 扎 的 内 萄 拓扑 与 相对 拓扑 
一 致 的 充分 必要 条 件 是 日 是 G 的 闭 子 群 .反之 、 
对 于 G 的 任意 闭 子 群 н, HR F H U Lie + 
群 结构 、 使 电 的 内 蕴 拓 扑 与 相对 拓扑 一 致 (E。 
Cartan 定理 ), 并 且 这 样 的 Lie 子 群 结构 是 唯一 
的 。 以 后 , 凡 说 到 Lie 群 的 闭 于 群 ,都 看 作 是 这 
个 意义 下 的 Lie FB. HH, Lie HG, H, 
的 Lie 代数 ,常用 对 应 的 德 文 小 写字 母 8，9*…… 
KER, 

【 齐 性 空间 ] 设 H 29 Lie 群 G 的 闭 于 群 ， 
则 能 对 拓扑 群 G 以 五 为 模 所 得 的 商 拓扑 空间 
M = G/H WT. C" 流 形 的 结构 ,使 得 标准 映射 
x:G— M 以 及 G 在 M 上 的 作用 : G x M— M 
(Ca, zH) 一 8xH) 都 是 Се 映射 ， 而 且 ,这 样 得 
到 的 M 上 的 С" 流 形 的 结构 是 唯一 的 。 这 样 得 
到 的 С" 流 形 M 称 为 G 关于 总 的 齐 性 空间 (一 
ЖЕЕ SS MAD). fh xe) — p, ИЛ RAS dx: 
TAG) =9T (M) 的 核 为 5， 于 是 ,基于 这 个 
微分 映射 , 可 以 把 M = G/H 在 点 ?处 的 切 空 
闻 T,CM ) 看 作 等 同 于 商 空 间 9/0. 

【 商 Lie Ef] GOTE H J E SL + 
群 , 则 G/H 具有 商 群 的 结构 , 且 作为 齐 性 空间 
又 具有 流 形 的 结构 ; C/HAT AA MARA 
Lie 群 , HEN G 关于 互 的 商 Lie H (quotient 
Lie group), iN, 8 是 9 的 理想 , 并 且 9/6 与 
Lie # G/H 的 Lie 代数 同 构 .。 

(Lie 群 的 直 积 】 设 G, GEAD Lie t, 
由 于 с, G, 的 直 积 群 G, x G, 自然 地 满足 前 


述 Lie 群 的 公理 系 1), 2), 3),# G, x С, 
为 一 个 Lie 群 ， 称 它 为 Lie 群 G,, G, HAR 
(direct product of Lie groups), С, X С, 的 Lie 
代数 可 以 看 作 与 o, о, 的 直 和 是 等 同 的 。 

(Caran TH] BHEE GRANT 
FRYT AERA RIOT H, H, 
在 G 中 的 正规 化 子 МСН) = (s€ GloH, o = 
Ay} HASTE RE ALA BLAS ОП [N(H.): н, < 
со), WKH G ËJ Cartan FEF (Cartan sub- 
group), 特别 当 G 是 连通 Lie 群 时 , 则 G 的 Cartan 
子 群 是 存在 的 , 且 是 G 的 闭 子 群 ,从 而 还 是 Lie 
FR, HAN Lie (UR b Ж С ftJ Lie 代数 9 的 Cartan 
子 代数 .映射 H — b 是 G 的 一 切 Caran FH 
的 集合 到 в 的 一 切 Cartan 子 代数 的 集合 的 一 
个 双 射 (一 Lie 代数 的 [ 参 ] [7] TID, 

[Bord FR) 连通 半 单 Li 群 G 的 极 大 可 
解 连通 Lie 子 群 称 为 G 的 Borel 子 群 (Borel 
subgroup). 又 G 的 包含 一 个 Borel 子 群 的 连通 
Lie 子 群 称 为 抛物 子 群 (parabolic subgroup), 24 
G 是 复 半 单 Lie 群 时 ，Borel PREHJE. 

(Lie 群 的 简单 例子 】 设 了 是 实数 域 尺 上 
的 有 限 维 线性 空间 , eCV) 是 V BV ATER 
性 映射 所 成 的 代数 '。 了 上 的 一 般 线性 群 GL 
(V) = {x€ ECV )|det x * 0) 是 Lic 群 。 把 这 
个 Lie 群 的 Lie 代数 记 为 oV), 于 是 ,可 把 
gl(V) 5 e(V) 看 作 相同 ,并 且 对 于 X, Y € 
oCV), СХ, Yleot(V) НІХ, Y]-XY 一 YX 
给 出 ， 若 dimV =n, WJ GL (V) 可 看 作 是 所 
Ж n 阶 实 正则 矩阵 〈 非 奇异 矩阵 ) 所 成 的 群 
GL(», R)， 这 时 , gl(V ) 可 看 作 是 所 有 阶 实 
JERE PTB Lie 代数 gl(n, R). 

此 外 ,特殊 线性 群 ' SL(n, R), 其 Lie 代数 
= {XEgl(n, Rl X = 0); BH Uo), 其 
Lie {Ж = (X € gl(n, C)|'X + X = 0}; EX 
BY O(n), 其 Lie 代数 二 (X € al(n, R)|'X + 
X —0); FRE Sp), 其 Lie 代数 二 {XE gl 
(an, C)|JX + 'X J =0,'X + X = 0) (其 中 
Jh ，)，7 是 "次 单位 类 隆 ). 


复 Lie 群 的 例 : 复 一 般 线性 群 ' CL(":C)， 
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其 Lie 代数 一 a(n, C); MIERH O(n, С), 
FE Lie {КЖ = (X € al(n, C)|'X + X = 0}; 
ER Spln, C). 其 Lic RE = (X Eat (2 n, 
OX + 'x] = 0}. 

CAS Lie 群 】 对 应 于 紧 实 Lie 代数 的 连 
Ñ Lie 群 是 紧 Lie 群 .特别 是 ,对 应 于 紧 实 单 Lie 
代数 的 单 连通 紧 Lie 群 是 存在 的 ， 其 中 心 是 有 
PR Abel 群 ， 对 应 于 紧 实 单 Li 代数 AG > 1), 
B 2 2), C,G > 3), DU > 4) 的 连通 紧 
Lie B SUU + 1), SOQU 1), 5р(1), SO(21) 
称 为 典型 紧 单 Lie FB (classical compact simple Lie 
group), Sp(n)(n >2), SU(n) (n > 2) 是 单 
连通 的 ,但 SO(n) (п =3,n>5) 不 是 单 连通 
的 ,而 其 基本 群 的 阶 数 是 2, 它 的 万 有 单 连通 
Lie 群 是 Spin (п). ХХР E = 6,7,8), 
Fa, G> 的 连通 紧 Lic 群 称 为 例外 (型 ) RA Lie 
P (exceptional compact simple Lie group), 对 
应 于 Es, Fy, С, 的 连通 Lie 群 是 单 连通 的 , C 
们 的 中 心 是 {e}, 而 对 应 于 Eo Е, 的 连通 万 有 
覆盖 Lie 群 的 中 心 分 别 是 阶 数 3 和 阶 数 2 的 循 
环 群 ,但 是 ,它们 的 伴随 群 不 是 单 连通 的 ， 

UR Lie Zt]. 对 于 复 Lic BEG, MI Lie 
群 的 情形 一 样 ,可 以 定义 复 Lie 代数 9. в MOS 
复 Lie 群 G 的 复 Lie 代数 (complex Lie algebra 
of the complex Lie group)。 对 应 于 典型 复 单 Lie 
RII Ai, Bi, Ci, D, 的 连通 复 Lie 群 SLO+ 
1, C), S0 21 + 1, C), Sp(1, С), SO(21,C) 
称 为 典型 复 单 Lie BE (classical complex simple Lie 
group)， 对 应 于 例外 型 的 复 单 Lie 代数 1 E.G 
6,7,8), F4, Gi ITE RE Lie 群 称 为 例外 (型 7 
复 单 Lie 群 (exceptional complex simple Lie 
group). 

【 同 态 】 Lie Ë G, 到 Lie 群 G6, 的 映射 p: 
G, — G; 如 果 适 合 条件 i) ?是 群 之 间 的 同 态 ， 
i) PREZ CePA, WP G, 到 
G, 的 解析 同志 (analytic homomorphism) (C* 
FA). BPR MH, Н o7 也 是 CUM, 
则 称 p 是 解析 同 构 (analytic isomorphism) (C* 
同 构 )。 若 存在 G, 到 G; 的 C" 同 构 , ШЙ С, 
5 G; 作为 Lic 群 是 同 构 的 ,写成 G = С. Wk 
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O:6,76, 是 С” 同 态 , 这 时 ,9 的 微分 K(dp)e: 
T4(G) > T,,(G) 可 诱导 出 4p:9 — 92, XX 
Lic 代数 о, 到 о, 的 一 个 同 态 。 这 样 , ?的 核 的 
Lic 代数 就 是 d p WH. RH G, 是 连通 的 ,并 
县 是 单 连 通 的 , 则 对 于 任意 的 同 态 d: 一 92， 
就 存在 唯一 的 С” lalis e: G, > Gr, фар. 
C* ABHRA D. н) 中 ,iD( 在 条 件 让 之 下 ) 
可 用 以 下 较 弱 的 条 件 ü) 来 代替 : i) PEE 
续 映 射 ， 特 别 是 ,对 于 给 定 的 拓扑 群 G , 若 要 使 
得 群 结 均 与 拓扑 结构 都 保持 不 变 ， 则 在 C 中 引 
A Lie 群 结构 的 方法 就 至 多 只 有 一 种 。 能 在 G 
中 引入 这 样 的 Lie 群 结构 的 充分 必要 条 件 是 : 
是 局 部 Euclid 拓扑 群 (一 拓扑 群 Hilbert 第 
五 问题 ]). 

【表示 】 GE Lie 群 ,了 是 复数 域 C (或 
实数 域 R) 上 的 有 限 维 线性 空间 ，G 到 GLCF) 
的 连续 同 态 ( 因 之 ,是 С” 同 态 ) e 称 为 G 的 复 
ЗЕК (complex representation) (或 实 表 示 (real 
representation), V #9 P 的 表示 空间 (representation 
space) ,的 维 数 称 为 的 次 数 (degrec)。 表 示 
e 也 可 记 作 (o, V). G 上 的 函数 oCo) 记 作 
x,(g), Же BU METER (character) (一 表示 
ib). GRA (p, V) 可 产生 a 的 表示 (do, 
V). 当 G 是 连通 群 时 , 对 于 C 的 表示 (p, V) 
G = 1,2). 表示 p, 与 p 等 价 ' 的 充分 必要 条 
件 是 表示 do, 与 doi 等 价 . 又 对 于 表示 的 直 和 * 
与 转 置 表示 ,有 dot p) do dpi d('o7)— 
一 ‘(dp)， 对 于 表示 的 张 量 积 ?, 有 (4 (o, 02) 
(x) = (49) 0811s, + 19,8 (40) 0). ЖР 
紧 Lie 群 的 表示 , 一 Lie 代数 [表示 论 ]. 

【伴随 表示 】 对 于 Lie BG 的 元 o, 可 确 
定 G 的 解析 自 同 构 хохот, EMS Be 
射 Ad(o):9 一 9 是 9 的 线性 自 同 构 : Ad(o)€ 
GL(8). o> Ad(o) 是 以 9 为 表示 空间 的 G 的 
一 个 表示 , 称 它 为 G 的 伴随 表示 《adjoint repre- 
sentation), G 的 象 Ad(G) 称 为 G 的 伴随 群 Cad- 
joint group), Ad(G) 是 СІ (а) Lie FE, С 
的 中 心 1 Z 是 G 的 闭 于 群 , B. G/Z = Ad (G). 
Lic 群 C 到 GL(9) 的 解析 同 态 o — Ad(o) 诱 导 
出 Lic 代数 9 到 оба) 的 同 态 : X 一 ad(X), 且 


ad(X)Y = [X,Y](X,Y єз). Вай: — gl(9) 
i$ o 的 伴随 表示 ' 是 相同 的 。 当 G 是 连通 群 时 ， 
对 应 于 at(g) 的 Lie 子 代数 ad(o)Co 的 伴随 Lie 
REC) 的 GL(9) 的 连通 Lie 子 群 是 G 的 伴随 
Et, Mt] G 的 伴随 群 Ad(G) 与 9 WARIS 
群 '(g 的 伴随 群 ') 100) 是 一 致 的 . 

若 c 是 连通 半 单 的 , 则 9 也 是 半 单 的 ， 
®(а) 一 ad(9)，G 的 伴随 群 Ad(C) = 1(9) 与 
s 的 自 同 构 群 ' 4(9) 中 含有 单位 元 的 连通 分 支 
是 相同 的 。 紧 或 半 单 Lie 群 的 表示 均 为 完全 可 
#060. 

【标准 坐标 系 】 对 于 Lie 群 G 的 Lic 代数 
з 的 任意 元 X ,存在 G 的 单 参数 子 群 (one param- 
eter subgroup)， 即 存在 实数 加 法 群 尽 到 G 的 
连续 同 态 :一 p(x) ,使 得 对 于 尺 的 Lie 代数 
R- (4/d MEANT E + d/ di, Ж do * а/а) 
= ЕХ. fH, НАФ 是 唯一 确定 的 。 命 
Ф(1) 一 expX, 这 就 定义 了 9 BG 的 指数 映射 
(exponential mapping) exp: 9 一 G， 于 是 有 Ф 
(0) = expr XG € R). 特别 是 , 当 G = GL(n, 
С), = a(n, C) 时 ,对 于 9 的 每 个 元 X， 均 
有 exp X 一 3X"/ml， 它 与 矩阵 的 指数 函数 一 
致 (一 矩阵 ). 映射 exp: 9 一 G 是 C* 映射 , 它 
Ж X = 0 处 的 微分 是 To) 一 9 E) TG) 的 
双 射 ,因而 , 当 取 定 o 的 基 Xi. 5, X, 时 , 存 
在 具有 下 述 竹 质 的 正 数 e:lexp(ZzX.)|l1z |< 
6Gi 一 1,……，n)} 是 G' 的 单位 元 。 的 一 个 开 
邻 域 ， 而 在 这 个 邻 域 内 ，o 一 exp (Er X 一 
(zo tty tees] вг, 09) 是 一 个 
局 部 坐标 系 '. 这 个 局 部 坐标 系 称 为 由 基 {X,} 确 
定 的 第 一 种 标准 坐标 系 (canonical coordinates of 
the first kind)。 类 似 地 , 在 “的 一 个 邻 域内 ,我 
们 有 局 部 坐标 系 r = (expzX ) ° ` ` (exp z, Xa) 
一 (x1,，…… ,x。)， 称 它 为 由 基 (X,) 确 定 的 第 二 
种 标准 坐标 系 (canonical coordinates of the second 
kind), 

对 于 Lie 群 G, 到 Lie 群 6; 的 连续 同 态 
p, gCexp X) 一 exp(dg(X))(X € ө) RL. G 
的 连通 Lic 子 群 万 的 Lie 代数 b 可 用 指数 映射 
刻 划 为 :5 = {X € a|expz X € H(V re R)} 


i 


【在 第 一 种 标准 坐标 系 中 的 乘法 函数 】 取 
定 Lie 群 6 的 Lie 代 数 g 的 一 个 基 X,,-…,X。. 设 
Сатов) 是 (Xi) 所 定 出 的 第 一 种 标准 坐标 
系 。 关 于 这 个 坐标 系 命 w* — (x), 062, 
ar< 一 (zi) 则 每 一 个 z EG, ote yore 
yo) 的 解析 函数 , CE n=- 

(m y, = 0 处 的 Taylor 展开 ?为 
z= Pn (ST ado 
= x, + yi + (STa)o 十 (3 阶 无 穷 小 )， 

此 处 5 = ®х,Х,,Т=Еу,Х,. Leto tro 
(wi), WH wi = (ЕТ, 51и) (3 阶 无 穷 小 )。 

e 上 的 所 有 线性 型 构成 8 的 对 偶 线性 空间 
9*，g* 的 元 就 是 G 上 左 不 变 的 一 次 微分 形式 '。 
о" 的 元 称 为 Maurer-Cartan WAWR. W 
9* ОБЖ а," On, WH (X) = a,(1< 
i,j n), о 的 外 微分 ' do, 是 左 不 变 的 二 次 
微分 形式 ， 可 以 利用 9 关于 《X,) 的 构造 常数 1 


сих, X4] = У) en X2, LER o, A 


-=z =y = 


o, (符号 入 表示 外 积 人 的 线性 组 合 : 
Q) а D e Ae. 


命 o, = o, lu, du) = У) Ayuda; AEQ 


Саа) 可 由 下 式 给 出 : 
Q) %=1+X⁄/2 + 8/3) 十 


BX — (ey(u)) (e (u) = > ch w) RO X 


是 ad (Хи,Хь) 关于 基 (X,) 的 矩阵 《特别 是 , 当 
GERR, x RSE"). 

BH, BX Ayl) 是 已 知 的 , 则 描述 G 
的 乘法 函数 x, 一 fx x у, сс, Ya) 
(а (к), т+—*(у,), ore—(z)) 可 由 下 
面 的 方法 求 出 . 根据 o, 的 左 不 变性 ,下 面 的 
Maurer-Cartan 微分 方程 成 立 : 

G) ols,ds) = o(y,dy), 1 Si<n. 
ВЕ х, ron 看 成 参数 , 命 ‚= ess 
y)， 则 (3) 等 价 于 (3): 


G) D 4,60) 22 = лб), 
7 Oy, 
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1<i,k<n. 

根据 (1), 它 们 是 完全 可 积 * 的 ， 在 初始 条 件 
(4)  e(0,-.,0)—2z, 1<;i<n 
之 下 解 出 微分 方程 (37， 就 能 求 得 乘法 函数 
z = jns rti rtt VCD. 

【 极 大 紧 子 群 】 连通 Lie 群 G 的 任意 紧 子 
群 均 包含 在 某 个 极 大 紧 子 群 (maximal compact 
subgroup) 内 ,而且 G 的 任意 两 个 极 大 紧 子 群 在 
стих. кас МАКТ 
群 , 则 K 是 连通 的 , 且 G 同 胚 于 K 与 Euclid 空间 
R” HAR (Сагёап-Мальцев- ЖЕ). 

CARA) 设 6 是 其 中 心 为 有 限 群 的 
半 单 连通 Lie Ff. HG HY Lie fR Meo GER. 
分 解 ' (一 Lie 代数 ) g = h + a + n, 命 对 应 于 
k, а, n BUG AIG Lie FRED 8408 К,А ,N , W 
它们 都 是 闭 子 群 , 旦 KK 是 极 大 紧 子 群 ,4 是 某 个 
R 的 加 法 群 ，N 是 单 连通 宕 零 子 群 ， 这 时 ， 电 
(k, a, n) — һап 给 出 的 KX A xN 一 G 的 映 
射 是 微分 同 构 !。 这 个 分 解 称 为 G IRS 
(Iwasawa’s decomposition)， 岩 况 分 解 就 下 面 的 
意义 来 说 是 唯一 的 : 设 G = K'A'N' 是 另 一 岩 
RA MEG NTI а, E aK ot = К”, 
2497 = 4', Мат = № (101,131), 

【 紧 Lie 群 的 复 化 】 设 C 是 紧 Lie 群 ,C(G) 
是 定义 在 G 上 的 复 值 连续 函数 的 全 体 所 成 的 
sfa (G) = {f € C(G)|dim 3” CLo < co} 


zr 
(其 中 Laf = foL) N] CG) Æ CCG) HFR, 
称 为 G 的 表示 环 (representative ring), 它 的 元 称 
ARABM (representative function), (这 个 命 
名 的 由 来 是 ,对 于 fe CCG), feo(G) МНХ 
当 存 在 C 的 一 个 连续 矩阵 表示 一 (di(c))， 
使 得 1 是 dy 的 C 线性 组 合 ,) 对 于 ce G, L, 
与 R, BHE OCG) 不 变 , oC G) 对 于 范 数 册 |- 一 
тах |/(0)1 在 ССС) 中 处 处 稠密 《Peer Weyt 


理论 77. 由 此 可 知 ,存在 G 的 表示 p:G -> GL(n, 
С), 使 "是 单 射 ( 即 p 是 一 一 表示 ).。 FAC 
上 的 代数 (C) 是 有 限 生 成 的 ， 因 之 , 取 G 的 
适当 表示 o 一 (dslo)) 后 ， 有 (G) = Clay, 
1 三 i,j n). 这样 的 表示 称 为 G 的 生成 表示 
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(generating representation), 

BAW C 上 的 代数 %G) 的 一 切 自 同 构 
所 构成 的 群 , 命 б = (a € Alas L, = Loa (对 
每 一 ce G)}, 则 各 是 4 的 子 群 , ARH a 
ата) = o(f) (е), ( € (6) Ж С E] Ноте 
(С), C) 上 的 双 射 ， 这 样 利 用 G 到 Hom, 
(XG), C) ERI a >a ,对 于 G 的 任意 生成 
表示 pis (di(0))iei,icn, 可 由 Bo) = (а 
(а) 定义 台 的 一 个 一 一 矩阵 表示 .此 
.外 , @ KG) 是 GL(n,C) 的 一 个 由 (8 
(4). icn l8 € Homc(o(G)，C)} 所 给 出 的 代数 
子 群 '. 从 而 G 具有 线性 代数 群 ' 的 结构 ,并 且 与 
生成 表示 о 的 取 法 无 关 (因而 G 是 复 Lie 群 )， 
G 30 一 R, € 6 是 G 到 台中 的 一 一 的 连续 同 态 ， 
因而 G 可 以 看 作 6 的 于 群 。 于 是 ,对 于 a € G “a 
€ G"e" 对 每 一 个 1e KG),a( 有 ) = a)" (BEB 
对 偶 定理 (Tannaka’ duality theorem)) (一 紧 
群 )，G 是 G WR KE TE, А G 的 任 一 极 大 
紧 子 群 与 G (在 G rh) Зи, G 的 复 Lie 代数 
首 与 G 的 Lie 代数 9 的 复 化 9° 一 CO ro 同 构 . 
© ART G 和 一 个 Euclid 空间 的 直 积 。 对 于 
各 上 的 复 解析 函数 p, p = 09lG 一 0, 从 
而 ,特别 地 , Č 是 G 关 于 Zariski MIWA. 
ж G усю Chevalley 3816 (Chevalley’s com- 
plexification) , 以 下 用 记号 G€ Ж, ik G, G, 
是 两 个 紧 Lie 群 ,P 是 G, — G; 的 连续 同 态 , 则 
四 可 扩张 为 有 理 同 态 p°: Gf — G$ ,并且 这 种 
扩张 是 唯一 的 。 特 别 是 ,G 的 任意 复 表示 (p,V) 
可 唯一 地 扩张 为 G° 的 有 理 表示 ' Сб, V). G€ 
的 任意 复 解析 表示 o 都 是 有 理 表示 ; 命 p = P51 
G, йй р = p°, 从 而 5 是 完全 可 约 的 这样， 
决定 G 的 不 可 约 连 续 表示 类 与 决定 G° 的 不 可 
约 复 解析 表示 类 是 一 致 的 。 对 于 G 的 闭 子 群 
H, H 在 G° 中 关于 Zariski HIWA ASH 
的 复 化 He 是 相同 的 . 

对 于 G 的 生成 表示 (e, V), G* e pG 
GL(V), В. CG) 是 了 上 的 完全 可 约 代数 群 。 
EE CLV) 的 代数 子 群 F 在 V 上 完全 可 
约 ， 则 存在 满足 条 件 F e G° (作为 代数 群 ) 的 
ЖЕ с. Ж GL(n,C) 的 代数 子 群 F 满足 条 


ФР = F, HR FOUG) EX С, WA F= 
G°, 任意 连通 复 半 单 Lic 群 与 其 任 一 极 大 紧 
于 群 G 的 复 化 G° 同 构 ,特别 是 , F 具有 忠实 表 
ж. 

fl: WF G =U), OG), SOM), Spin), 
分 别 有 G° 2 GL(n, С), O(n. C), SO(n, C), 
Sp(n,C). 111. 

【历史 】 M.S. Lie 是 在 上 一 世纪 后 半 时 
期 开始 讨论 Lie 群 (当时 称 为 连续 群 ) 的 ， 他 的 
动机 是 用 群 论 的 观点 来 讨论 当时 的 各 种 几何 学 
(一 埃 尔 兰 根 纲领 ), 还 有 研究 微分 方程 与 保持 
这 些 方程 的 解 不 变 的 变换 群 之 间 的 关系 最初 
是 发 现 Lie 群 在 局 部 上 与 Lie 代数 对 应 ,根据 这 
个 对 应 ， 群 的 各 种 性 质 在 代数 方面 有 强烈 的 反 
映 .在 这 个 草创 时 期 ,引入 了 可 解 和 半 单 Lie (Ç 
数 的 概念 ， 讨 论 了 它们 的 基本 性 质 ， 线 性 常 微 
分 方程 的 Galois 理论 (E. Vessiot 等 ) 也 进入 了 
Lie 的 思考 范围 ， 无 限 维 Lie 群 是 本 世纪 初 由 
E. Cartan 所 研究 的 ,而 在 他 之 后 到 五 十 年 代 愈 
西 正 武 等 人 为 止 ,中 断 了 一 个 时 期 .以 下 仅 限于 
有 限 维 的 情形 ，1900 一 1930 年 , Cartan, H. Weyl 
开始 研究 半 单 Lie 代数 的 完全 分 类 和 结构 ， 并 
确定 了 它们 的 表示 与 特征 标 ， 并 在 Lie 群 流 形 
的 整体 结构 研究 方面 做 了 开创 性 的 工作 ， 继 续 
到 五 十 年 代 ,是 C，Chevalley，Harish-Chandra 等 
人 对 以 上 成 果 的 整理 时 期 ， 在 这 个 时 期 , FR 
健 吉 ([10]) 不 但 明确 了 Cartan 的 研究 在 拓扑 方 
面 以 紧 Lie 群 最 为 重要 ， 而 且 在 以 后 的 研究 中 
给 出 了 基本 的 半 单 群 的 岩浆 分 解 ， 同 时 把 用 拓 
扑 群 的 性 质 来 刻 划 Lie 群 的 Hilbert 第 五 问题 
的 研究 也 推进 了 一 步 。 这 个 问题 在 1952 年 由 
D. Montgomery, L. Zippin， 山 边 英 彦 等 人 解决 
T. 五 十 年 代 以 后 ，Lie 群 的 拓扑 性 质 引 起 了 
很 大 的 注意 。Cartan (他 预想 了 С. de Rham Ж 
ie) 的 方法 ,还 有 利用 群 的 特性 的 Н. Hop 等 
的 方法 ， 都 是 由 于 系统 地 运用 了 代数 拓扑 的 一 
般 理论 才 取得 成 功 的 。 特别 是 把 纤维 从 ' 的 拓 
扑 理论 应 用 到 了 齐 性 空间 G/H E (A. Borel 
等 ) ,其 结果 完全 决定 了 Le 群 的 同调 群 ， 也 在 
相当 程度 上 决定 了 Lie 群 的 同 伦 群 . 现在 对 Lie 


群 的 研究 则 分 散在 下 列 各 个 领域 : 齐 性 空间 
《其 上 的 结构 与 分 析 ) ， 代 数 群 ，( 无 限 维 ) EUR 
示 , 有 限 群 或 不 连续 子 群 等 等 《一 微分 几何 学 ， 
Lic 群 和 齐 人 性 空间 的 拓扑 , 西 表示 ,代数 群 ). 
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Lie 代数 [F Lie algebra 法 algèbre de Lie Њ 
Liesche Algebra 4A алгебра Ли 日 9 — 1 
【基本 概念 】 设 天 是 具有 单位 元 的 交换 环 . R 
合 9 称 为 KK 上 的 Lie 代数 (或 Lie 环 (Lie ring)), 
如 果 它 具有 满足 下 面 的 条 件 1) 一 4) 的 结构 : 
1) 9 是 左 天 模 +( 并 且 假 定 K 的 单位 元 导出 9 的 
恒 等 算 子 )，2) 给 出 了 aX 9 一 9 的 一 个 映射 
(X, Y)— IX, Y] (括号 积 (bracket product), 
它 是 关于 系数 环 к 的 双 线 性 映射 (ах, 
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DB Yi = Хав, 1Х,, Yi] (e, Bj € K ,X,,Y;€ 
9). 3) 对 9 的 每 一 元 X,[X,X] = 0 (APE 
RD. 《从 而 对 9 的 任意 元 X, Y, 有 [X,Y] 一 
一 [7,X].) 4) 对 9 的 任意 元 X, Y, Z, 有 
[X,[Y,Z]] + [Y,[Z,x]] + [Z,[X,Y]] = 
0 (Jacobi 法 则 ). 特别 当 K =C 时 , a 称 为 
复 Lie 代数 (complex Lie algebra), 当 К = R 
时 ,9 称 为 实 Lie 代数 (real Lie algebra), 

fl: 对 KK 上 的 代数 ' A, @ [X,Y] 一 XY 一 
YX(X, Y € 90, Wig 站 得 到 KK 上 的 一 个 Lie 代 
Ж, 称 为 代数 A 所 确定 的 Lie 代数 。 特 别 当 A 
是 天 上 的 所 有 = 只 矩阵 构成 的 代数 К, 时， 这 
样 得 到 的 Lie 代数 称 为 K 上 的 n 次 一 般 线 性 ， 
Lie 代数 (general linear Lie algebra), 以 at (m, 
K) 39m. * 

以 下 设 8 是 K 上 的 Lie 代数 , a, b 0 AS 
FRB, HAR ША, BICA € a, Beb) 的 元 
的 有 限 和 构成 的 9 AIT K E la, b] 表示 . в 
的 子 K 模 a 满足 [a,a] Colt, pa Je o OF 
Ж (subalgebra), 9 的 于 代数 a 满足 La, 9]C 
a (这 与 [9, a] C a 等 价 ) 时 ， 称 为 9 的 理想 
(ideal), 对 g KIPRE a, 若 把 9 的 括号 积 限 
Еа E, Wa RAK ER Lie TK. 对 于 9 
的 理想 a, 由 9 Bt а 所 得 的 商 K 模 ' 9/a 关 于 括 
BR [X +a, Y +a] = [X, Y] 十 a 成 为 K 
上 的 Lie 代数 ， 称 为 商 Lie 代数 (quotient Lie 
algebra), 

Ho o 是 K 上 的 Lie 代数 , 若 映射 /: 一 
9 满足 i) 了 是 KK 线性 映射 ，i 对 o, 的 任意 
36 X, Y, ІХ, УТ) = (X), (CY) ARE W 
称 了 是 % 到 9 的 同 态 (homomorphism) , Ж EL At 
的 同 态 称 为 同 构 (isomorphism)。 当 存在 o 到 
2 上 的 一 个 同 构 时 , 称 о, 与 中 是 同 构 的 (isomor- 
phic), 记 作 в, & өз. WFLA fio > m, fn) 
是 e FRE, РО a = 广 (0) 是 o 的 理 
i8. 因而 f 所 诱导 的 映射 + : 9/a f(a,) 是 
同 构 ( 同 态 定理 ). 

天 上 的 Lie 代数 9,, 9 的 直 和 (direct sum): 
% + 9 也 和 代数 的 情形 同样 地 定义 , 9，@ 是 
$ + о 的 理想 。 
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Lie 代数 9 的 自 同 构 (automorphism) 的 全 
Ж A90) 作成 一 般 线性 群 GL(9) 的 子 群 .4(9) 
称 为 9 的 自 同 构 群 (automorphism group). 

【表示 】 设 9 BK ERY Lie 代数 , V EK 
上 的 线性 空间 . 设 了 到 了 上 的 所 有 线性 映射 构 
成 的 K 上 的 代数 为 CV), ЕСИ) 所 确定 的 Lie 
代数 为 CV) Gi dimy = m, ОСИ) e atm, 
K)). 此 时 。9 到 gl(V) 上 的 同 态 ? 称 为 o 的 
表示 (representation)( 详 言 之 是 线性 表示 (linear 
representation)), V 称 为 2 的 表示 空间 (repre- 
sentation space), dim V 称 为 的 次 数 (degree), 
不 仅 可 用 P 来 记 表 示 ， 也 可 用 (e, V) 来 记 表 
示 , 以 明显 表现 出 表示 的 空间 V. 表示 的 等 价 
性 ,不 可 约 性 ,完全 可 约 性 的 定义 与 代数 的 情形 
和 胡同， 特别 取 9 {ЕЗ V, WH (X) Y = 1Х, 
Y1(X, Y € ө) 所 定义 的 映射 作为 p, 这 样 得 到 
的 9 的 表示 称 为 9 的 伴随 表示 (adjoint represen- 
tation)， 记 作 p = ad(X). 又 ad(a)—{ad(X)| 
X és) 是 l(a) WF Lie 代数 , ad(g) 称 为 9 
的 伴随 Lie 代数 (adjoint Lie algebra). 

We 的 表示 (о, 了 )， 伴 之 以 一 个 9 X 9 一 
K 的 对 称 双 线 性 型 ' В,, бн BOX, У) == 
trp(X)p(Y) 所 定义 .对 每 一 Z € a, 它 满足 不 变 
HERE BIX, Z), Y) 一 BA(X,[Z,Y]), 特 
别 当 o= ad M, $G B, fE B, 称 它 为 9 的 
Killing 型 (Killing form), 

ita Æ REH nt 1ле (К, ad: 8 一 
gl(g) 是 9 的 伴随 表示 。 对 每 个 元 XEg, Ф 


даба — a0) = SF PAX), 则 PX) 是 


9 上 的 多 项 式 函 数 ， 且 P, 一 1。 设 ! 是 使 得 
P, = 0 的 最 小 整数 , 则 1 等 于 9 WERT. 8 的 元 
XX 称 为 正则 的 (regular) (奇异 的 (singular)), 如 
XE P(X) #0 (P(X) = 0). в 中 由 9 的 所 有 
正则 元 组 成 的 子 集 9 在 9 内 是 开 的 且 是 稠密 
的 。 由 8 的 所 有 奇异 元 组 成 的 子 集 8 一 9 X 
F а 的 Lebesgue 测度 + 是 零 测度 集 ; 用 9 £ R 
上 的 任意 的 基 ， 这 个 测度 可 用 9 到 Re 上 的 线 
性 同 构 得 到 ;在 不 计 正 纯 量 乘 法 的 意义 下 , 它 是 
唯一 确定 的 . 


现在 设 9 是 可 简约 的 〈 一 本 条 [可 简约 的 
Lie 代数 ]), 则 X € a 是 正则 元 当 且 仅 当 X 的 中 
ҖМЕ эх = (Y € a|ad(X)Y=0) 是 g 的 Cartan 
子 代数 (一 本 条 【Cartan 子 代数 ])。 此 外 ， 如 
果 Xee 是 正则 的 , 则 ad(X) Ж a 的 半 单 线 注 
自 同 态 . 

(Lie 代数 的 结构 】 Æ a,b 是 K 上 的 Lic 
代数 a 的 理想 , 则 La, 6] 也 是 9 的 理想 , 特别 
是 , 若 令 g 一 [9,9],9 一 [9 9]，… 
192,9], ---, WENER 9 的 理想 ， 且 有 
929 DD- Yo 一 0 时 , 9 称 为 交换 
的 《commutative)， 当 对 茶 个 自然 数 K 有 9% = | 
0 时 , o 称 为 可 解 的 (solvable)。 序列 8 Dg 2 
9" D +++ 称 为 9 的 导出 列 (derived series), 0 
称 为 9 的 导出 理想 (derived ideal), HY, 9 一 
з, = (9,80), o= 18,87], s, o" = [s 
91, 全 都 是 9 的 理想 , 且 有 s 29202 
……， 这 个 序列 称 为 9 的 降 中 心 列 (descending 
central series), HIRDER kA ot = OF}, 
оО (nilpotent), Zi 9 的 理想 a 作为 
子 代数 是 交换 的 、 可 解 的 或 寡 零 的 , 则 它 分 别称 
为 交换 理想 \ 可 解 理 想 或 寡 零 理想 . 

8 中 使 [X, 4] 一 0 对 9 的 每 个 元 X 均 成 
立 的 元 4 的 全 体 a, 是 9 的 交换 理想 , 称 它 为 9 
We (centre), 9 的 伴随 表示 的 核 是 o 的 中 
心 . 令 9 的 中 心 是 ha， 9/ 的 中 心 是 s/n 
9/4, 的 中 心 是 hs/a。…，。 于 是 得 到 а 的 理想 
的 一 个 序列 0C a CHC. KEN в Ж 
中 心 列 (ascending central series), g 321924 
且 仅 当 对 于 某 个 自然 数 k, 有 34 一 9。 

以 下 设 K 是 特征 为 0 的 交换 域 ， 且 只 考虑 
K ERARE Lie 代数 。 令 这 样 的 Lie 代数 9 
在 K 上 的 基 是 X,t Xa 由 [Xi, Xj] = 
Det X(t, e K) 确定 的 居中 的 n 个 元 ch, Ж 
为 8 关于 基 (Xi) 的 构造 常数 《structure con- 
stant), 

【根基 与 最 大 宕 零 理 想 】 9 的 全 部 可 解 理 
想 的 并 c 也 是 9 的 可 解 理想 ,+ 称 为 8 的 根基 
(radical), 9 的 全 部 竺 零 理想 的 并 n 也 是 9 AVR 
零 理 想 . n 称 为 8 的 最 大 圳 零 理 想 (largest nilpo- 


(4) 
39^ m. 


tent idea), X э = [r,9] 称 为 9 的 器 零 根基 
{nilpotent radical), s 是 9 的 一 切 不 可 约 表示 的 
NE, HA a De Dns, 

CEHJ 根基 为 0 的 Lie 代数 称 为 半 单 
的 (semisimple), 15 9 是 天 上 的 半 单 Lie 代数 ， 
而 且 它 除 9 与 0 以 外 不 存在 其 他 理想 , 则 9 称 
2938889 (simple). 若 Lie 代数 的 根基 是 “， 则 
а/с 是 半 单 的 。 半 单 Lie 代数 是 一 些 单 Lie (Ç 
жайа. 

例 : it (n, К) = (4— (95) € al(n, К) ay 
= 0( 对 每 一 í< j)), n(n, K) 一 {4Et (n, 
К) = aa = +++ =a,, =0). (tn, KEE 
三 角形 矩阵 的 全 体 , n(n, КЕНЕ F = IE 
ФЕЙК. (n K) 是 о(л,К) 的 可 解 子 代数 ， 
n(n, K) 是 at(n, K) 的 宕 堆 子 代数 .) 令 H Gn, 
К) = {A€gl(n, K)|tr4 = 0}, XÆ al (n, K) 
的 理想 . Фп 2, WNC, K) 是 半 单 的 ， 实 
际 上 是 单 的 。 

【一 些 定理 】 以 上 是 关于 基本 概念 的 令 
述 ,现在 列举 一 些 基本 定理 . 

1) Engel 定理 ( 域 K 的 特征 为 正 也 成 立 )。 
设 V 是 K 上 的 有 限 维 线性 空间 , а 是 aV) 的 
子 代 数 ， 假 定 9 的 每 个 元 (作为 线性 映射 ) 都 是 
REN WR V = 0,， 则 存在 了 的 元 " > 0, 使 
得 对 于 o 的 所 有 元 X, 满足 Xv —0. РЕ, 
适当 选取 VV 的 基 , 使 at((Y) 等 同 于 oia, К), 
WH gc a (n, K), n = dimV, 

2) Lie 定理 . 对 于 可 解 Lie 代数 9 的 任意 
MARRO, V) ,po(9) 是 交换 的 ， 特别 是 , 若 天 
是 代数 闭 域 ， 则 有 dim V 一 1。 从 而 对 代数 闭 
域 K 上 可 解 Lie 代数 9 的 任意 表示 Co, V), Ж 
He V 的 适当 的 基 , 就 有 (9) C (а, К), 

3) E. Cartan 定理 (可 解 性 的 判定 条 
件 )， 对 于 at(n, К) ЮТК o, o STE 
对 于 9 的 每 一 元 X 与 [9, a] 的 每 一 元 Y, 有 
«ХУ 一 0. 

4) E. Cartan 定理 〈 半 单 性 的 判定 条 
件 ). 9 Enero 的 Killing 型 是 非 退化 * 
的 , 即 满足 B(X, 9) = 0 的 XE8 只 能 是 0. 

5) Н. Weyl 定理 ， 半 单 Lie 代数 的 任意 
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《有 限 次 ) 表 示 是 完全 可 约 的 . 

6) Levi 0%. 40 的 根基 是 +, 则 存在 
9 的 半 单 子 代数 1, 满足 8 一 + 十 f,r 站 f= 0. 
这 样 的 和 不 计 a 的 自 同 构 是 唯一 的 . 

7) Ano 定理 〈 岩 次 健 吉 证 明了 特征 为 正 
的 情形 )。 对 KK 上 有 限 维 Lie 代数 a, FE a 
的 有 限 次 表示 Со, V), 使 s 兰 p(9). 

【可 简约 的 Lie 代数 】 Lie 代数 9 的 根基 
“5 与 8 的 中 心 3 相同 时 , 9 称 为 可 简约 的 (redu- 
ctive)。 下 面 的 iD) 一 iv) 是 相互 等 价 的 条 件 . iD 
9 是 可 简约 的 ; ü) o ЮЖ о 一 0; ii) 9 
的 伴随 表示 是 完全 可 约 的 ; iv) [g, 0] 是 半 单 
的 , 且 9 为 中 心 3 与 [9, 9] 的 直 和 .因而 9 的 
表示 Co, V) 是 完全 可 约 的 ， 当 且 仅 AR a 的 
每 一 元 X, X) 可 化 为 对 角 型 ， 例 : on, K). 

【微分 】 K 上 的 Lie 代数 o 到 9 中 的 线性 
BRA OU а 的 任意 的 元 X,Y 满足 5([X,Y]) 
= [8(X), Y] + [X,6(Y)] 时 ,3 称 为 8 的 微 
分 (derivation)。 微 分 的 全 体 D(a) 形成 oCo) 
HOF (RE. D(a) 称 为 9 的 微分 Lie fU (Lie 
algebra of derivations), 8 的 伴随 Lie 代 数 ad(9) 
是 9(9) 中 的 理想 .ad(9) 的 元 称 为 9 的 内 微 
分 (inner derivation)。 若 9 是 半 单 的 , 则 D(a) = 
ad(9) 成 立 . 

在 K = R (R K = C) 的 情形 ,Lie 代数 
в 的 自 同 构 群 4(9) 成 为 ( 复 ) Lie 群 ，4(9) 的 
(SL) Lie 代数 与 9(9) 相同 。 对 a e Do) (C 
9109)), exp 8( € GL(9)) 是 9 的 自 同 构 ， 特 别 
是 由 {exp515ead(9)] 生成 的 4(9) 的 连通 不 
变 子 Lie FÈ 1(9) 称 为 9 的 内 自 同 构 群 (group 
of inner automorphisms) 或 9 的 伴随 群 (adjoint 
group)， 因 而 10а) 的 ( 复 ) Lie {К Ж айба). 
4(з)/1(в) 称 为 9 的 外 自 同 构 群 (group of outer 
automorphisms)， 若 а 是 半 单 Lie 代数 , 则 1(0) 
与 4(9) 的 含 单 位 元 的 连通 分 支 一 致 . 

(Cartan 子 代数 】 Жк E Lie 代数 9 的 子 
代数 0: i) BRS, ü) b 在 а 中 的 正规 化 
子 (normalizer) п (BI n = (X€ a|[X,b]Cb)) 
与 b 相等 ， 则 b 称 为 в 的 Cartan 子 代数 
(Cartan subalgebra), @K BAMA, WH 
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T а 的 任意 两 个 Cartan PRE D, 5. 存在 9 
的 自 同 构 e, 使 ob) = b. The 在 下 面 的 
意义 下 是 9 的 内 自 同 构 : FE sh Ao -…， 
A,» 使 得 每 个 ad(41) MARSH, В o = 
exp (ad( 4,)) -+ -exp (ad( 4,)). 

【万 有 包 络 代数 】 对 于 域 K 上 的 Lie 代数 
o, © o 看 作 是 K 上 的 线性 空间 , 构造 в 上 的 
张 量 代数 T. ШТ him XOY 一 Y@X 一 
ІХ, УЈСХ, Ye9) 的 元 的 全 体 所 生成 的 了 的 双 
边 理想 1 为 J, WK 上 的 代数 U(9) = T/J 9828 
9 的 万 有 包 络 代数 (universal enveloping algebra), 
映射 8 一 了 一 U(g) 的 合成 是 9-> Uo) 的 单 
射 ， 若 基于 这 个 单 射 而 看 作 ocula), 则 在 
U(g) th, IX, Y] 一 XY 一 YX RX. UCo) 不 
含 零 因 子 +。 特别 是 , 若 9 是 连通 Lie Ht GS 
Lie 代数 ， 则 Uo) 与 G6 上 的 所 有 左 不 变 ' 微 分 
算 子 所 构成 的 代数 是 同 构 的 .8 的 子 代数 9 的 
万 有 包 络 代数 与 由 1 和 "生成 的 Са) 的 子 代 
数 (作为 代数 来 说 ) 是 同 构 的 。 又 K 上 的 Lie 代 
жо, 9 的 直 和 ө, + e 的 万 有 包 络 代数 与 张 
量 积 U) @ xU(9) AW. 对 于 9 的 理想 a, 
AL a 生成 的 UC) 的 双边 理想 是 %, 则 有 
U(g)/U = U(a/a) 成 立 ， 设 Ue = K 1, Ф 
U(g) 中 可 写成 9 的 至 多 i 个 元 的 积 的 元 所 张 
成 的 子 空间 为 0,, WA Uo CU, CUC 


о, СО, U U, = U(9). 于 是 {Uj 定义 了 


U(g) 的 一 个 滤 子 '。 设 这 个 滤 子 所 属 的 分 次 环 ' 
E с=с HGHG + (6° = Uo, С = 
U,/UaG 1,2,7) Ta = ССС. i 
G 的 基 是 X,,…，,X。, 取 多 项 式 环 !K[Y,,-…， 
Yal = 5, 则 存在 唯一 的 代数 的 同 态 o: 5 一 G 
使 得 o(1) = 1, e(Y,) = X, ША о, 
wm 把 5 的 i 次 齐 次 部 分 SRE G: Б. 因而 
Xi，…，X。 的 单项 式 的 全 体 {Xf Xe XP] 
í ttt ig > 0) 成 为 K 上 的 线性 空间 U(e) 的 
基 (Poincaré-Birkhoff-Witt X8). Lie fX 
数 9 在 K 上 的 任意 表示 (o, V) 可 唯一 地 扩张 
为 万 有 包 络 代数 UC9) 的 表示 (p , V). РАЖ 
可 约 的 (或 完全 可 约 的 ) 当 上 且 仅 当 p' 是 不 可 约 的 


(或 完全 可 约 的 )。 又 9 的 两 个 表示 po o; ЖИЙ 
当 且 仅 当 pi 与 p; 等 价 。 当 о 是 半 单 时 ， 取 一 
组 基 (Х,,---, Xa), 对 于 Killing 型 B, Ф 
gá = BCX,，Xi)。(85) ВОВЕ (2). + 


c = У) g!X,X, € (a), ж Ë Lie К ай 
a 


Casimir WF (Casimir operator), с 不 依赖 于 
в 的 基 的 取 法 ， 它 作为 UO) 的 元 是 唯一 确定 
的 . c 属于 UG) 的 中 心 . 对 于 в 的 任意 绝对 
不 可 约 表示 р, р(с) 是 纯 量 变换 , trole) 是 正 
ABM. 

【 复 半 单 Lie RH] 以 下 设 K 是 复数 域 C. 
对 于 特征 为 0 的 代数 闭 域 ' 结 果 也 是 一 样 的 。 

半 单 Lie 代数 8 的 Caran FRR b 就 是 
对 每 一 HED, ad(H) 可 化 为 对 角形 的 极 大 交 
RTRM., AFE b 是 一 个 固定 的 Cartan FA 
Jk. dimb 称 为 9 的 秩 (rank), 设 上 在 C 中 
取 值 的 所 有 线性 型 构成 的 线性 空间 为 bo. 对 每 
— aeb", g, = (X €glad(H)X = a(H)X (对 
&—Н € 5)) 是 9 的 线性 子 空间 , 且 % 一 0. Ф 
A —(a€b*]az- 0, в, з= 0), WAR 0* HH 
限于 集 。A 的 元 称 为 9 的 关于 5 HAR Croot), 
Ай в 的 关于 b 的 根系 (root system), ХЕР 


Mila, o 是 一 维 的 。 因而 9 一 "十 Уо. 


=< 
一 个 分 解 为 线性 子 空间 的 直 和 分 解 。9。 称 为 根 
© 所属 的 根子 空间 《root subspace), 

g 的 Killing 型 了 限制 在 b LAOR AR HE 
В, 是 非 退 化 的 。 因 而 由 条 件 XH) = BOCA, 
H) (对 每 一 HE9) 唯 一 确定 从 b* 到 5b 上 的 线 
性 双 射 2 一 到。 由 此 B, EX T b" 上 的 一 个 
对 称 双 线性 型 (2, и) 一 B (Hi, Hy) (2, we 
9*), 将 人 在 实数 域 R БЖ Бе А А TE 
闻 记 作 bk, 则 b* LANA (A, p) 在 bk 上 
是 正定 的 。 从 而， 若 令 ! —dimd, W be 关于 
上 述 内 积 就 成 为 1 维 Euclid 空间 . 根系 AB 
这 个 Euclid 空间 的 向 量 组 成 的 有 限 集 . 

【根系 的 性 质 】 D 若 <e A, 则 一 a€ A. 而 
且 = 的 实数 倍 中 属于 A 的 只 限于 to, ú) ж 
asPE A. 则 2(а, 8)/Ca, a) 是 有 理 整数 : 2a. 


8)/(a, a) € Z. ii) Wa, ge A(8 = te) f£ 
在 整数 ) > 0.120, WE (8 + valve Z) ñ 
A={p— ја, В — G— 10а, … 8— a, B, 
# + а, ‚8 + іа), BT: Xo. 
a), i+ji<3. (8 + Za) Па ёа Ж 
3). 因而, 如果 把 bk 关于 bk PLL = 为 法 向 量 
的 超 平面 忆 = [z € bx |(e, х) = 0) 的 反射 记 
fE wa, ШЕ BEA, (B) = 8 一 (a* Be 
€ A tihi a* = 2a/(a, a)), BU (А) = A. 
iv) # a, PEA, аз tp, 则 a 与 8 的 夹 角 9 
ж 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150° Z 
—. MAH 0<6 < 90°, (a, а) < (8, 0), RU 
Ө = 30° ө 3(a, a) = (8, В), Ө = 45°%2(o, 
a) = (8,8) ,8 = 60° (а,а) = (8,0). v) F 
a, В,а + BEA, M| [s 80] “Gore RZ — 
个 有 限 维 Eudid 空间 的 有 限 子 集 A 浦 足 条 件 
D, i) 及 ü) 或 i) 时 ， 则 人 与 一 个 复 半 单 
Lie 代数 的 根系 相似 ， 

Ok 的 字典 式 序 】 取 bk 在 尽 上 任意 的 
Hash, WF bk MATA, PQ A 
н), 定义 bk 上 的 序 关系 和 > 上 如 下 : bi 
DEA, и = Ул, m € R) HRE A < 
<D, E Ema G=1,2, $70, 
E >n WEXiDa F> Bot ЕЖ, 
称 为 基 Qu) 所 确定 的 OF HIF RAF Clexico- 
graphic order), ЖЕТ a > 0 (Ж a < р) 的 根 称 
为 正 (或 负 ) 根 〈positive (negative) root), @Ж 
正 ( 或 负 ) 根 的 集合 记 作 A+( 或 A-). 反之 ,着 人 
是 两 个 子 集 At, A- 的 直 和 分 解 a= at U 
a, А* 147 = @, BRA EA e€ at 
一 ce A”, W| At 与 由 OF ETE RET 
生 的 正 根 的 全 体 相同 ，we A* 不 能 表示 成 A* 的 
两 个 元 的 和 时 ，c 称 为 单 根 (simple root), 

【基本 根系 】 HAHA Tia. m 
所 成 的 子 集 H 称 为 A 的 一 个 基本 根系 (funda- 
mental root system), WÈ i) A 的 每 一 元 “可 
以 唯一 地 表 成 “一 Emo Cm, 全 部 是 整数 ); 
ii) т, com 总 是 全 部 > 0 或 全 部 <0. X 
+ of 的 任意 字典 式 序 的 全 体 单 根 ， 构 成 一 个 
基本 根系 ,并 且 任意 的 基本 根系 均 可 这 样 得 
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Bl, 对 于 基本 根系 也 一 [a.s 75,09), Eta + 
Xu. 生成 8。 所 以 9 不 是 单 的 当 且 仅 当 NÍ 
EZAR” BUA AE RP ES F E, 
п, 的 并 ,而 且 n, ATMS П, 的 元 正 交 . 了 个 
整数 oj = —2(о,, 00/09, o (1 < i, j DR 
为 关于 基本 根系 п {б Cartan 整数 (Cartan 
integer), 0 í j, WM aa 220, a = s 
[Borel 子 代数 与 抛物 子 代数 】 9 的 Cartan 
子 代数 9 与 关于 全 部 正 根 ec At 的 q, 的 和 


з=» + Уа. 是 9 的 极 大 可 解 子 代数 .9 的 


极 大 可 解 子 代数 称 为 9 的 Borel 子 代数 (Borcl 
subalgebra), в 的 任意 极 大 可 解 子 代数 是 在 
169) 的 元 素 下 互相 共 胃 g 的 .包含 8 的 一 个 Borel 
子 代数 的 8 的 任意 子 代数 , 称 为 9 的 抛物 子 代 
Ж (parabolic subalgebra), ZIRMA N= {a 
5) 中 的 任意 一 个 子 集 O, 考虑 那些 负 根 
a 一 Ena, 这 里 只 有 a, € @ 才 有 可 能 n, #05 
作 这 种 a 的 a, 的 和 加 上 Borel 子 代数 b, QH 
р, 于 是 p 是 一 个 抛物 子 代数 .反之 ,9 的 任意 
抛物 子 代数 几经 1C) 093638 F —4 BE 5, 
п 而 得 的 ) р 形 的 抛物 子 代数 . H 9 WRAL, 
则 互 不 共 和 的 抛物 子 代数 的 个 数 恰好 是 2 个 。 

(Weyl 的 标准 基 】 b 的 基 Husos H, 5 
每 一 9 的 基 E. 组 成 的 4 的 基 (Ha, E.) 满足 
FIRMA i), ü), ü) 时 ,就 称 为 Weyi di 
Ж (Weyl’s canonical base); i) 对 每 一 ce A, 
o(H,) € RG = 1, ++, L); ii) 9 É Killing 型 
B 对 每 一 ve A 满足 BCE, E-.) = 一 1; Ш) 
ENEB a, p,a + бє A o, В, Ф1Е,, Eol 
= Nop Esso (Noss € C), 则 Nee BEM, Н. 
Nap = Noone. Weyl 标准 基 必 存在 .此 时 , 若 


s, = ERV TI H; + ERCE, + E-a) 
+ SRV=1 (Е, — E). 
则 8。 是 尺 上 的 半 单 Li 代数 ， 且 它 的 Killing 
型 是 负 定 的 。 而 且 以 o. 为 其 Lie 代数 的 连通 
Lie 群 总 是 紧 的 。 且 有 9 一 e V — 19s. 
Vla, = 0. е 与 将 a, HÆR R IKE 
C 而 得 到 的 C 上 的 Lie 代数 a£ 一 Ско, F 
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38. o, 称 为 9 关于 Weyl HIE (H,, EOS 
限制 (unitary restriction), 

一 般 地 ， 当 Lie 代数。 满足 a° esa 时 ， 
可 以 看 作 a C a, а 称 为 9 的 实 型 (real form), 
9 称 为 a 的 复 型 (complex form) 或 复 化 (com- 
plexification)。 若 实 Lie 代数 a AY Killing 型 是 
负 定 的 , 则 a 称 为 紧 实 Lie t (compact real 
Lie algebra), 

Ж Lie 代数 a 是 某 个 紧 Lie 群 的 Lie fX 
数 的 充分 必要 条 件 是 : а 为 紧 实 Lie 代数 Ж 
SE Lie 代数 a 是 o 的 中 心 与 紧 实 半 单 Lie fX 
数 的 直 和 ,因而 是 可 简约 的 . 

复 半 单 Lie 代数 9 的 紧 实 型 0, 称 为 9 的 
紧 型 (compact form), 9 的 紧 型 对 于 9 HAA 
同 构 群 K(9) дЗ АО. 

【Chevalley 标准 基 】 FT WIR b 的 基 Н,, 
Us His 以 及 每 个 о, 的 基 EL, 使 得 下 列 条 件 
成 立 ; iD 对 每 一 aeA 5i =1, -++,1,0(H,) 
是 整数 ; ii) 对 每 一 a€ A. B(E,, E-a) = 2/ 
(a, а); №) X a, p,a + 8€ A, RIE, E,]— 
Not Ea Nas С), lll NL, 是 整数 , 且 Neo 一 
N-as. 这 样 的 基 称 为 Chevalley 标准 基 
(Chevalley’s canonical base), 这 时 ，9 关于 基 
(H,, E.) 的 构造 常数 全 部 是 整数 .因而 9z 一 
> ZH, + EZE. KH Z Li Lie 代数 .gg 一 
> RH, + У КЕ, 是 9 的 实 型 ,而且 具有 下 面 
的 性 质 : 存在 ая 的 Cartan 于 代数 br, 对 于 每 
— H € bg, ad(H) 在 ая 上 的 特征 值 全 部 是 实 
数 (实际 上 可 取 be = У RH;)， 这样 的 实 型 称 
为 9 的 正规 实 型 (normal real form). g 的 正规 
实 型 对 于 !(8) VHA. 

(Weyl Bf] Euclid 25/8] 0 ARM wala € 
A) 生成 的 合同 变换 群 W 称 为 9 的 关于 9 的 
Weyl ЕЁ (Weyl group)。W 能 一 一 地 表示 为 有 
限 集 A 的 一 个 置换 群 ,, 因而 是 有 限 群 ， 若 卫 一 
{as en m) BERRAR MW H ws， ++, wa 
ER. ARRAS {w(a)|weW ,a € I) d 
同 。 着 设 全 体 基本 根系 作成 的 基 是 了 3, 则 Ww 单 
可 迁 地 作用 在 上 . 若 9 是 单 的 , 则 a, pea 
ЖЇР ЗЕ ЭН BON X (а, а) = (6, 8). н 


bk 中 除去 以 a € A 为 法 向 量 的 超 平面 P, 的 并 
所 得 的 全 集 为 D. WT RÀ oF 中 Ww 不 变 的 开 集 . 
工 的 连通 分 支 称 为 Weyl Бу (Wey! chamber), 
环 单 可 迁 地 作用 在 所 有 Weyl 房 的 集合 上 。 对 
ERRA I= (а, +++, о}, {2 € RI (2,0) > 
0G — 1, +++, 0) 是 一 个 Weyl 房 ， 称 为 属于 
五 的 正 Weyl Bg. Hc 57 HA П = (m.m) 
为 单 根系 的 任 一 字典 式 序 WF ee w. > 
Аў = {ac А*|ш(а)є A7), 并 把 AZ 中 根 的 
个 数 记 为 a(w), WA пш) = 0 w 一 1. 而 
且 w 能 写成 wass ws 中 nw) 个 元 的 积 
(允许 重复 ), 而 不 能 写成 was rs Wa 中 少 于 
n(w) 个 元 的 积 。 关 于 生成 系 wes 
有 下 面 的 基本 关系 : 
wr, = 1,1<i<1; Quum)" = 1, 
1€&i,j«l. 
其 中 mi 是 was Wo, 的 阶 数 ， 若 о 与 m WK 
角 是 9j， 则 mu == =/(=.— 8,4). 

令 哄 的 线性 变换 中 使 A 不 变 的 全 体 为 了 ， 
则 工 也 是 bz 的 合同 变换 群 ,而 且 是 有 限 群 . w 
是 工 的 不 变 子 群 ， 因而 ， 若 固定 基本 根系 n, 
4 P—ÍceT|a(II) = n). PRT OTE, 
ТР W( 半 直 积 )。P 的 元 称 为 关于 了 的 转 
IRH (special transformation), Pe«T/W 536 ff) 
外 自 同 构 群 40)/1Co) 同 构 . 

【 复 单 Lie 代数 的 分 类 】 取 半 单 Lie 代数 
9 的 Cartan 于 代数 9, 关于 9 的 基本 根系 了 一 
Дал, "=" ,0m), 对 于 也 可 构成 如 图 1 的 图 (一 维 复 
型 ), 称 为 8 的 Дынкин 图 形 (Dynkin diagram) 
(也 称 Schläfli 图 形 或 Coxeter 图 形 )， 首 先 ， 
一 a 分 别 对 应 一 个 小 白 圈 , 这 1 个 白 圈 按 下 面 
的 规则 用 线段 连结 : Bo, 与 m 的 夹 角 是 0. 
i) 若 9, = 150°, 则 用 带 箭头 的 三 条 线 连 结 
(图 1 之 (1), 箭头 表示 (a, a) > (9, о,)); 
ii) Ж Ө, = 135°, 则 用 带 箭头 的 两 条 线 连结 
(图 1 之 (2)); ш) ж 6; 一 120°, 则 用 一 条 
线 连 结 (图 2 (3), REMA): iv) 若 6 一 
90° ， 则 不 连结 。 这 样 , 9 的 Дынкин 图 形 不 
依赖 于 9, п 的 取 法 。 而 且 对 C 上 的 两 个 半 
单 Lie 代数 9, 05, "9, = фео, 与 和 的 Дынкин 


Wap W 


图 形 相同 ”成 立 . 9 是 单 的 当 且 仅 当 Дынкин 图 
形 是 连通 的 . 
(2) 9-4 ( 4—4 


m — 


图 1 Дынкин 图 形 

半 单 的 复 单 Lie 代数 的 所 有 可 能 的 Дын- 
xn 图 形 有 图 2 所 示 的 七 种 (4 的 下 标 字母 ! Ж 
AoW). AG > D,B02 2), CU > 3), 
DO > 4) 称 为 典型 (型 ) 复 单 Lie 代数 (classical 
complex simple Lie algebra), Ej(1 = 6,7,8), 
Fy, Gr 称 为 例外 (型 ) 复 单 Lie (exceptional 
complex simple Lie algebra), 其 中 A, = В, = 
Ci, В, = Cr, А, = Dy, HAR FERAHA 
Ж. X D,% А, + A, А, BB Lie SLUH 
1, C) 的 复 Lie (OR, В, 是 SOC + 1, C) 的 
复 Lie 代数 ,Ci 是 Sp(1, С) 的 复 Lie 代数 ,D, 
是 SO(21, C) 的 复 Lie 代数 。 


A 081,27) 
ве» 


C, а=) CE ba 
D, (945) s 
7 


е ан nan massa 
в 
кереез r 90-04 
6 Sa 
图 2 M Lie 代数 的 Дынкин 图 形 
dim 0, An P + 21, В; 2 +1,С,: 2 十 1 01:28 — I, 
By: 78, Ey 133, Бу: 248, Fe: 52, Gar 14 
【 紧 实 单 Lie 代数 的 分 类 】 关于 一 般 域 上 
的 单 Lie 代数 的 分 类 一 [4] 及 其 书 末 的 文献 表 。 
特别 是 ， 在 实数 域 上 的 情形 一 公式 5T H. € 
与 不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 有 密切 的 关 
系 (一 对 称 Riemann. 空间 ). 
特别 地 ， 紧 实 半 单 Lie 代数 8 和 它 的 复 化 
复 半 单 Lie 代数 0° 〈 除 同 构 外 ) 是 一 一 对 应 的 ， 
紧 实 单 Lie 代数 的 分 类 ,可 归结 为 复 单 Lic 代 数 
的 分 类 , 因而 它们 可 用 同一 个 Juann 图 形 来 表 
ж. KI, 41, Br, Crs Di 称 为 典型 (型 ) 紧 实 
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Ë Lie 代数 (classical compact real simple Lie 
algebra), E,(1 = 6,7,8), Fas G; 称 为 例外 
(型 ) 紧 实 单 Lie KK (exceptional compact real 
simple Lie algebra), Ar, Bı, Ci, D, 分 别 是 SU 
GQ + 1), SOQ + 1), SPU), 50 2D) 的 实 
Lie 代数 . 

【 实 半 单 Lie 代 数 的 佐 起 图形】 设 9 是 实数 
域 上 的 半 单 Lie 代数 , 与 9 的 伴随 群 ' 中 极 大 紧 
子 群 相 伴 的 子 代数 是 k; 又 设 对 于 9 的 Killing 
型 ,k 的 正 交 补 空间 是 pe 是 中 的 一 个 极 大 交 
换 子 代数 , b 是 9 中 包含 a 的 一 个 Cartan FL 
数 , 设 8,9 的 复 化 分 别 是 95 0С, с 是 由 o(X + 
SZI Y) = X — /—Y(X,Y € 9) 确定 的 gc 
的 半 线 性 ! 自 同 构 "。 5€ 在 o 作用 下 不 变 . o 如 
下 地 作用 于 oC 关于 0C 的 根系 A 上 : (oa)(H》 
= он), їй о ERF (Ook E. dE (OR 
上 有 一 个 字典 式 序 ,使 "是正 根 , 且 若 ca 一 
а, 则 oa 也 是 正 根 。 固 定 这 样 一 个 序 ， 设 卫 是 
对 于 这 个 序 的 单 根系 。 把" 分 解 为 Weyl 群 的 
元 wv 与 对 于 了 的 特殊 变换 ?的 积 "一 pw 时 ， 
? 导出 使 得 са + 一 a 的 单 根 o 所 成 的 集合 上 
的 阶 为 2 的 置换 ,在 了 的 Дынкин 图 形 中 , 把 对 
应 于 使 得 oa = —a 的 单 根 。 的 白 圈 变 为 黑 点 ， 
余下 的 白 圈 中 可 由 特殊 变换 ? 而 相互 交换 的 用 , 
两 端 各 有 一 个 箭头 的 弧 连 结 。 这样 得 到 的 图 
形 , 称 为 佐 武 图 形 (Satake diagram). 佐 武 图 形 与 
bab 及 (9 次 的 序 的 取 法 无 关 , 仅 由 9 的 同 构 
类 确定 。 两 个 实 半 单 Lie 代数 同 构 ， 当 且 仅 当 
它们 的 佐 武 图 形 相同 。9 是 单 的 充分 必要 条 件 
是 它 的 个 武 图 形 是 连通 的 。 因而 由 佐 武 图 形 可 
以 作出 实 单 Lie 代数 的 分 类 ([16])。 

【 实 半 单 Lie 代数 的 岩 况 分 解 】 设 9 是 实 
数 域 上 的 半 单 Lie 代数 。 采 用 作出 佐 武 图 形 时 
所 取 的 k, а, b 和 (OO % 的 序 ， 对 于 满足 ca 
一 a HEM о, oC 的 根子 空间 的 直 和 У (8С). 
与 8 的 交 n 是 9 WORST RR its 可 分 
解 为 直 和 9 = ® + a +n, KEN SBR AF 
解 〈Iwasawa's decomposition), ARSE TF 
的 意义 下 是 唯一 的 : 车 9 一 k + w +w 也 是 
аЙ WEE o 的 适当 的 内 自 同 构 4> 
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{Ë Ak =k, Аа =a’, An =m. 

RF Lie 代数 的 上 同调 理论 与 特征 p > 0 
的 域 上 Lie 代数 的 理论 , 特别 是 限制 Lie 代 
数 (restricted Lie algebra) 的 理论 一 [4]. 关于 
Lie 代数 与 有 限 群 理论 之 间 的 关系 〈 例 如， 
Chevalley 单 群 与 Burnside 问题 等 ) 一 [8] 以 及 
其 中 的 文献 

【表示 论 】 设 9 是 复 半 单 Lie 代数 ,b 是 9 
的 一 个 Caran 于 代数 , 以 下 固定 9 与 晓 的 一 
个 字典 式 序 。 设 单 根系 是 П = (m.s). 
AX o 的 表示 全 都 是 完全 可 约 的 ， 所 以 决定 不 
可 约 表示 即 可 。 设 (p,V) 是 8 的 表示 ，4 是 9 
上 的 线性 型 时 ，Vi = {v € Vlp(H)v = XH) 
《对 一 切 HED) ЖУ 的 子 空间 ， 使 V, 0 
的 26 9*, 称 为 表示 P( 关 于 9) 的 权 (weight), 
V, 的 维 数 称 为 А AVM (multiplicity), 2 的 全 
体 权 构 成 bg 的 有 限 子 集 , 设 它 为 {a，……，j}， 
W (3, +, 2,) 是 W 不 变 的 ,并 有 V e V, + 
+h, ( 直 和 )。 对 于 上 述 的 字典 式 序 ， 
(bo crs deb 中 的 最 大 元 称 为 "的 最 高 权 
(highest weight), 

对 于 不 可 约 表示 的 决定 ， 下 面 两 条 定理 是 
基本 的 : 1) E. Cartan 定理 。 若 9 的 两 个 不 可 
约 表示 pu, o 的 最 高 权 分 别 是 A, Ar, 则 о 5 
оз BUA 一 Ar, 2) E. Cartan-H. Weyl Ж 
BE. Mp лерд 时 ,存在 9 的 不 可 约 表示 , CA 
2 为 其 最 高 权 的 充分 必要 条 件 是 : 1) 对 每 一 
atA, 2(3,2)/(a,2a) € Z (ОХ 2 c b* A 
3839 (integral form)); ME i) 对 每 一 we W , 
wh) < à GRIN LE 称 为 支配 的 《domi- 
nant)), 

从 这 些 定理 ， 可 以 导出 不 可 约 表示 的 基本 
Ж. $ af =2a,/(a,,0;), 5 at. af 对 
йз bk AY Ж Ж Ar, +++ Ar: CA аў) = bijs 
则 自由 Abel HY > ZA, 与 全 体 整 型 所 成 的 模 
P 相同 。 P 的 元 2mA, (m, 都 是 整数 ) BX 
配 的 充分 必要 条 件 为 一 切 mi > 0. 把 P 中 的 
支配 元 所 成 的 半 群 ' 记 作 Pt. iE 9 的 不 可 约 表 
Ж Со, Vi) 有 最 高 权 AG 一 1,2，…,?1), 这 
些 不 可 约 表示 称 为 不 可 约 表示 的 基本 系 Cun- 


damental system of irreducible representations), 这 
时 ,以 A= Zim; 为 最 高 权 的 不 可 约 表示 可 
由 下 面 的 方法 构成 。 首 先 , 令 V7; =V D 
V, (mi 个 的 张 量 积 ), V = РӘ Ovr, 于 
是 六 按 自然 的 方法 成 为 9 的 表示 空间 , 设 了 中 
&& V, = VRO- ӘУ): 的 最 小 的 8 不 
变 子 空间 是 ,于 是 了 给 出 了 以 4 为 最 高 权 的 9 
的 不 可 约 表示 。 这 样 ， 分 解 形 如 VDO D 
Vm 的 张 量 积 ， 就 得 出 全 部 不 可 约 表示 ， 表 示 
pi `` "> pt 称 为 不 可 约 表示 的 基本 系 的 理由 就 
ETH. 

【与 紧 Lie 群 的 表示 论 的 关系 】 cdi 
Жуй, KML Lie M. GRI Lie 代数 s 的 
Caran FARK b 是 交换 的 。dimb 称 为 8 或 G 
AOR (rank)。 设 对 应 于 5 的 C 的 连通 Lie FRE 
жн, нс 的 极 大 环 面子 群 (maximal 
tons), G fJ ES RAE TRS HI, сїў 
任意 元 与 万 的 某 一 元 共 轿 。 设 N = NC) 
在 C 中 的 正规 化 于 !。 对 于 每 一 ce N, с 
随 表示 Ado) 诱导 出 的 o° Co 的 复 型 ) 的 自 同 
构 也 记 作 Ad(o) 时 ,由 Ad(o) FRAME (Oe E 
导出 gc 关于 0С 的 Weyl 群 的 元 wo 由 映射 
o> w, 得 出 N/H e W , 以 下 看 作 N/H=W. 

因为 (gc)a = VTI b RI, BLA 9 的 一 
个 基 可 以 确定 一 个 字典 式 序 。 固定 这 样 一 个 
Ж. G 的 线性 表示 (o, V) (V 是 复线 性 空 
间 ) 可 导出 a 的 线性 表示 (dp, V) (dp 是 2 的 
微分 ) (Lic 群 )， 从 而 可 导出 gc 的 线性 表示 
(do, V). AF, 8° 的 表示 do (关于 00) 的 权 
1, 称 为 G 的 表示 p (关于 H) 的 权 .“G 的 表示 
Pis бз ЗС 的 表示 dp dor 等 价 ” 成 立 ,所 
以 对 于 G 的 不 可 约 表示 р, рі, Я dos der CX 
T€) 的 最 高 权 分 别 是 A, A, 则 “p 与 px 
eA 一 А? ar. 

(0С) HATS k Me TRAE P FE (5С) 
中 成 为 gc 的 某 一 表示 (对 于 9) 的 权 的 元 的 全 
体 ,把 P 中 或 为 G 的 某 一 表示 CMF H) 的 权 的 
元 的 全 体 记 作 Po. Pç ЖРТ, Е ІР: 
Pe] < оо, Ж P$ = PE D Po, 则 由 对 应 : (表示 
0) > Co 的 最 高 权 A). 导出 G 的 不 可 约 表示 的 


等 价 类 的 全 体 到 PE 上 的 一 个 双 射 。 

RA exp:b 一 日 是 0 到 有 上 的 满 同 态 . 令 
它 的 核 是 Tc, 则 Го JE b 中 的 秩 为 (一 dimb) 
的 格 群 ', To Z 3E H, o Hi HR ORR 
XH LOL) = 540 <i, 7 «D 确定 9 上 的 
线性 型 n, м, FÆRA Pom 18 / —1 
DZ, 成 立 。 即 对 于 ie (DR. eP X 
每 一 Herc, ME)e20WV 一 1Z、 这 刻 划 了 
Po, BARIT Pi 一 PeNP+。 特别 是 ，G 是 
单 连通 的 oP = Per. = 21V —1XZer Gk 
中 m,- BRR, af 22/(2,. 9) 
(<i<)); 还 有 G 一 1(e) (s 的 内 自 同 
ЮВ) e P, DZ, e r = xx /—1 DZ, 
(其 中 e, ++, sl 是 由 (o, si) 一 0, 确定 的 
(вс) д 020). ERORE, A P DƏ PDD 
Z,,22/ —1 XZ? © To C 2=V 一 1Z.. 而 
且 , C 的 基本 群 (6) e б/с ex Р/Р = To/ 
22 —1 D Zot (Õ Жс tb EB BE Lie BE), 
X. G/1 (G) Pe/ X Zu & (2aV—1 DZ,,)/ 
ге. 

[G 的 不 变 测度 】 对 每 一 根 aca, 下 面 
的 of 作成 五 的 一 维 表示 4 — x, (A) 的 表示 空 
Tl: 取 of 的 基 Е„, 有 ACAD E, = X,ODE.. 
HAS A= exp X(X Eb), W Xs(h) = (eO; 
Х„°ехр == е". ДТВ Xa H e°: XU) — e) 
(A€H), dg, dh, dm 分 别 是 G, H, M = G/ 


H Ets aene ви | a= f a = 1, 
f dm 一 :所 正规 化 。 此 时 对 于 G 上 任意 连续 
函数 /。 有 下 面 的 公式 成 立 : 

CD оа 


x Cum 4am) оса», 


此 处 ww 是 Weyl BEW MOBY, Кт, A) = Сезе!) 
是 仅 由 & 的 陪 集 m = g H 与 4 所 确定 的 函数 ， 
因而 是 M XH 上 的 函数 .对 于 à = exp X(X € 
DPI 

00) = П G9 ео) 


E» 


Lie 代数 
定义 的 OC) жан LASER. QELE 
式 右 端 关于 ce A+ 取 积 所 得 的 函数 为 DO), 
WA oG) = DG) DO = ID OD P z 0, 4$ 
别 是 , 若 对 =, y € G 有 ay = 05), BIS 
f 是 G 上 的 类 函数 ', 则 有 Cm, A) = 1A), BA 
而 (1) 可 更 简化 如 下 (类 函数 的 积分 公式 ): 


(0 


w 
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【特征 标 公式 】 设 G 的 不 可 约 表示 (p,V) 
的 特征 标 为 X。:X(g) = trole), A 是 。 的 最 
高 权 。 2 除去 等 价 外 ,由 4 也 由 xX, 确定 , 所 以 
X, 应 由 4A 确定。 实际 上 下 面 的 Weyl 特征 标 
公式 《Weyl's character formula) 成 立 ， 易 知 X, 
由 它 在 互 上 的 限制 所 确定 (因为 G= UJ gH. 
对 于 AEH, 
G) XCA) = £44 00/80), 
其 中 & (对 于 2 € P) 是 下 面 的 “交错 和 ”: 


@ AA) Уу аи) ню, 
< 
A = exp X. 
又 在 (3) 中 , o 是 全 部 正 根 的 和 的 一 半 : 
г= 1 Уа. 
255 


特别 有 ECA) 一 DO) WIL. Ро А, 
把 它 的 重 数 dim V, 记 为 m.(2), W x0) 一 


У) та) В). mA) = 1, тА) = mw 
ç ë 

Q2) Go € W). 关 于 ma(4), 有 下 面 的 Kostant 

公式 : 


G) m (2) = >) det(w)P(w(A + 8) 
< 


— GQ +), 
此 处 对 于 a € P, 以 PCa) 表示 4 表 为 正 根 的 和 


的 方法 的 总 数 , 即 Pa) Жн 一 ke 的 非 负 


整数 解 (ka) 的 个 数 . 

G 的 不 可 约 表示 (оз, Vi), (о, Уз) К 
Ж (o. Go. Viv.) 分 解 为 不 可 约 分 量 的 直 
和 : о Әр XimGe, (о, 是 以 上 为 最 高 权 
的 G 的 不 可 约 表 示 , mau) 是 它 的 重 数 )， 于 是 
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关于 重 数 mla), 有 下 面 的 Steinberg AR: 
{6) т(и) = У) > det(ww")P(w(A,+6)) 


“cw wow 
+ w'((A, + 8) — Q + 28)) 

此 处 Ar, Ar ЗЯ po ps 的 最 高 权 .上 面 的 划 

分 函数 PCp) 满 足下 面 的 递 推 公式 (B. Kostant): 


e» PC 一 一 У) delw) 


Went 


X Ри — (8 — w(3))). 
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École Norm. 


ЖЕШ [2 algebraic group 法 groupe algébri- 


que 4& algebraische Gruppe {А алгебраическая 
група п 代数 群 ] 【定义 与 一 般 理论 】 设 
是 任意 域 ，Q 是 包含 的 万 有 域 ', ARCA 
时 又 是 在 某 个 仿 射 空间 O" 中 的 定义 于 上 的 
ск Жажа) НК" С), 
又 设 群 的 运算 G x G 3 (z,y) ye GRE 
XF k БЕТЕ ИИО Н", 这 时 , 就 称 
G 为 (关于 这 些 结构 ) 定 义 于 人 上 的 仿 射 代数 群 
(affine algebraic group), GIRA k ARAR 
成 的 集合 G, 形成 一 个 (抽象 的 ) 群 。 又 含有 6 
的 单位 元 。 的 不 可 约 分 支 ' 只 有 一 个 ， 若 用 Go 
表示 这 个 分 支 ， 则 G, BER БЕ ХАОС 
ERTH, H (GG) 有 限 ,G 分 解 为 (绝对 ) 不 
可 约 分 支 的 分 解 与 按照 G, 的 陪 集 的 分 解 是 一 
致 的 . 当 G 一 Go 时 , 称 G 为 连通 的 (connected). 
ХРА LEHR С, 陪 集 gG, 不 一 定 都 在 
上 定义 ,而 且 即 使 gGo tE k EE UH, gGo 的 代 
AR e 也 不 一 定 能 取 成 有 理 点 ， 但 在 《是 含 
有 无 限 多 个 元 的 完全 域 ' 并 且 G 是 连通 的 情形 
F, G, 在 G 中 处 处 稠密 ([12]), 因而 G 由 G, 
完全 确定 (在 这 种 情形 ， 有 时 称 G, Ж“ k 代数 
ВР). "4 A 是 拓扑 域 时 , 则 G, 关于 由 《的 拓 
扑 所 定义 的 自然 拓扑 成 为 拓扑 群 ,, 这 个 拓扑 一 
般 比 Zariski Я 38. Bn, k= R hj, (Code 
一 般 是 具有 有 限 多 个 连通 分 支 的 Lie BP. 

仿 射 代数 群 G 的 Zariski HFR H 具有 在 
其 上 自然 导出 的 代数 群 的 结构 。 一 般 地 ， 代 数 
群 的 子 群 具 有 其 自身 代数 群 结构 时 ， 称 为 代数 
FE (algebraic subgroup). HH AER LEX, W 
它 为 & 闭 .一 般 地 , 仿 射 代数 得 4 称 为 k ВО 
(4-closed), 如果 4 是 以 不 的 元 为 系数 的 若干 个 
多 项 式 的 共同 零点 的 集合 。 4 是 《 闭 的 充分 必 
要 条 件 是 : 4 的 所 有 不 可 约 分 支 均 定义 于 的 
RUE k H, 而 且 对 于 k/k 的 每 个 Galois 自 
Awe 均 有 4t- A. 又 代数 群 的 同 态 、 同 构 
等 概念 可 用 自然 的 方法 来 定义 ， 例 如 , 设 6G,6' 
是 在 上 定义 的 代数 群 若 G 到 С HARA? 
同时 也 是 在 & 上 定义 的 《处 处 正则 的 ) 有 理 映 
射 ,就 称 ? 是 G 到 С 中 的 在 & 上 定义 的 有 理 同 
Æ (rational homomorphism), К А #} (4- 


morphism), jXFj,CSE G1 $e pg(G) 是 G6’ 的 
在 上 定义 的 闭 于 群 ， 其 核 pg™*(e) EG k 
ИТВ, HE dimp(G) = dimc 一 dimg (e). 
特别 当 dimG=dimp(G)=dimG’ (BD Ф(Сь)= 
Gis 97 (e) 有 限 ) 时 , 称 9 为 同 种 (isogeny) (对 
于 两 个 群 6，G'， 当 存在 第 三 个 群 6” 到 с.с 
的 同 种 G” +6, G” — G' 时 ,就 称 G,G' 为 同 
种 的 (isogeneous)). ЖР JEXUM,H o7 ALE 
义 在 4 上 的 《处 处 正则 的 ) 有 理 映 射 , 则 称 F 为 
双 有 理 同 构 (birational isomorphism) 或 简称 А 
同 构 (4-isomorphism)， 有 理 同 态 9 又 是 抽象 群 
的 同 构 时 ， 未 必 一 定 是 代数 群 的 同 构 ( 例 如 
Frobenius 同 态 )， 这 个 事实 与 拓扑 群 的 单 连续 
同 态 的 情形 是 类 似 的 . 

设 G 是 连通 仿 射 代数 群 ,已 是 其 闭 子 群 (都 
是 在 《上 定义 的 ), 则 在 高 空间 G/H 上 ,存在 唯 
一 确定 的 代数 复 的 结构 ,使 标准 映射 G 一 G/H 
是 可 分 的 +。 这 时 ，C/ 的 函数 域 ! 可 以 看 作 是 
G 的 函数 域 中 所 有 五 不 变 的 元 所 构成 的 子 域 ， 
特别 是 , 当 已 是 闭 正规 子 群 时 ,可 用 自然 的 方法 
使 G/H 具有 (k 上 定义 的 ) 仿 射 代数 群 的 结构 
(a1), D71, 080). 

Pl: GL(G) (所 有 = 阶 正 则 矩阵 (xi) 构 成 的 
EDENE mtl 维 仿 射 空间 中 方程 det (xy) у= 
1 所 定义 的 代数 复 时 ,就 成 为 素 域 ! 上 定义 的 连 
通 的 代数 群 。 与 GLC) 的 闭 子 群 同 构 的 代数 
群 ,一 般 地 称 为 线性 代数 群 (linear algebraic 
group)。 仿 射 代数 群 恒 为 线性 代数 群 ([7]), 改 
这 二 者 是 同 义 语 ( 一 [1],[71,[111). 

【定义 的 推广 】 在 上 面 仿 射 代数 群 的 定义 
sp, inde; B CO p ALIS d e RO COR 
GEIR (RER Calgebraic group 
variety)) 的 定义 。 关于 一 般 的 代数 群 , 以 下 事实 
是 已 知 的 。 完 备 + 的 连通 代数 群 是 Abd Ж (一 
Abd Ж). — йі, Р ( 上 定义 的 ) 连通 代 
数 群 G, 总 存在 最 大 (4 闭 ) 线 性 连通 闭 正规 子 
群 , 设 它 为 工 , 则 G/L 是 Abd Ж. 再 者 ,对 于 

G 的 闭 正规 子 群 H, G/H 为 完备 的 充分 必要 
条 件 是 HD L (Chevalley 定理 [11]). 特别 
是 , 若 连 通 代数 群 C 是 完备 的 同时 又 是 线性 的 。 
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则 G 是 单位 元 群 。 由 于 这 些 定理 , 一 般 代数 
群 的 研究 ,原则 上 可 归结 为 Abel УАК 
数 群 的 研究 。 因 之 ,在 本 条 里 ,专门 讨论 线性 代 
数 群 ,为 了 简单 起 见 , 称 之 为 代数 群 ( 作 为 一 般 
代数 群 概念 的 应 用 , РИШ, 有 M. Rosenlicht 的 
广义 Jacobi Ж ([14]) 一 代数 曲线 )。 最近， 
A. Grothendieck [27] 更 进一步 把 代数 群 的 概念 
推广 成 群 概 型 ' 这 个 的 概念 . 

(Lie 代数 】 由 于 上 定义 的 代数 群 G 不 
具有 奇 点 ,所 以 特别 有 ,在 G 的 单位 元 e 处 的 切 
向 量 空间 g 是 有 定义 的 ,而 且 与 G 有 相同 维 数 : 
dimg = dimG, 9 可 以 用 自然 的 方法 看 作 是 Go 
的 函数 域 的 所 有 左 不 变 的 微分 + 所 构成 的 线性 
空间 ,从 而 具有 上 定义 的 Lie 代数 的 结构 (一 
Lie 代数 )。9 Ой а 中 《有 理 点 的 全 体 所 成 的 
кй Lie 代数 o) 称 为 G GR k BG Ga) 
的 Lie 代数 (Lie algebra), # GCGL(n), Sil 
u 是 包含 于 al(n, k) 中 的 Lie 代数 ( 积 为 (z, 
yl = ху 一 yx)， 这 样 对 应 于 (线性) 代数 群 的 
《线性 ) Lie 代数 一 般 称 之 为 代数 的 Lie 代数 
(algebraic Lie algebra)。 当 的 特征 为 零 时 , 线 
性 Lie 代数 是 代数 的 Lie 代数 的 充分 必要 条 
件 可 用 仿 样 (replica) 的 概念 给 出 〈[4])， 设 
“是 和 上 的 变量 , kCCO) 是 上 的 形式 宕 级 数 
CCO), WRF Egi (n, k), xE gk 人 exp 
1x€ G, 其 中 exptr 理解 为 * HEAREN. H 
这 个 事实 出 发 ,与 Lie 群 论 的 情形 相同 〈 一 Lie 
群 )， 可 以 证 明 G 的 《 闭 连 通 子 群 H 与 4 的 代 
数 的 Lie 于 代数 b. 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 从 而 
建立 起 代数 群 与 Lie 代数 两 种 理论 的 平行 性 
((41,L5D. 但是, ERTE P > 0 的 情形 , 由 于 
没有 所 希望 的 如 此 简单 的 关系 出 现 ， 因 而 采取 
直接 就 代数 群 讨论 的 方针 ， 另 一 方面 ， 在 特征 
?的 域 上 ,J. Dieudonné 引入 了 类 似 于 “局 部 Lie 
群 " 概 念 的 形式 群 (formal group), 

CREER) 万 有 域 的 非 零 元 所 构成 的 乘法 
ВС. = GL(1) 是 在 素 域 上 定义 的 一 维 连通 
каш. 一般 地 ,与 直 积 〈G。)" 同 构 的 代数 群 
G 称 为 (代数 的 ) 环 面 群 ((algebraic) rorus)， 当 
《上 定义 的 环 面 群 6 与 (G。)" 在 KODILA 
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构 时 , 称 G 为 开平 凡 的 (K-ivial), HARK AG 
的 分 裂 域 (spliring field), 对 于 & 上 定义 的 环 
面 群 ,总 有 《上 有 限 次 可 分 的 分 裂 域 K 存 在 . 

一 般 地 ,代数 群 G 到 G。 的 有 理 同 态 X 称 为 
G 的 特征 标 (character), 特征 标的 全 体 用 记号 
X(G) 表示 。 对 于 X, XeX(G), 其 和 x, + 
X, H (X, + X;)(g) = x,(g)x/(g) (g € G) 来 定 
义 ,于 是 , X(G) 成 为 模 , 称 为 特征 标 模 《chara- 
cter module), 

设 G 是 在 《上 定义 的 环 面 群 , X = X(G) 
是 G 的 特征 标 模 , 设 K 作 为 G 的 一 个 分 裂 域 ,是 
RAR Galois 扩张 ', 又 设 K 同 构 G = 
(Ga) HRR G38 — (Xle), +", X.) 
所 给 出 , 则 z. e X, 而且 X 是 由 XXX 
生成 的 秩 为 = 的 自由 模 !， 又, 设 К/К 的 Galois 
TOS г, WHF oer, хех, x DE G tot 
征 标 ,关于 这 个 作用 ,X 具 有 ( 右 )T 樟 的 结构 . 

设 G6, 是 G 的 (在 上 定义 的 ) MTE, X 
Жх (т ЖЖ) 子 模 , 它 使 X/X, RE p PERE 
《此 处 ? 是 的 特征 ), 于 是 零 化 于 关系 X, 一 Gt， 
G, = Xi 建立 了 它们 之 间 的 一 个 一 一 对 应 , Ж 
Gy, С/С, 的 特征 标 模 分 别 可 与 X/X,, X, 视 为 
同一 又 设 6, G' 为 (4 EEX, EK EDA 
HAARE, XX WICKER TCR) 
AE ф:С 一 6', 可 根据 ‘p(X) = Kop (Xe 
X) 来 定义 (T) ЮФ: X X; Hp HP 
ПОХВА Я. 反之 , X 到 X 的 (T) 同 态 均 可 
唯一 地 表 成 这 种 形状 。 特 别 是 ，P X; (A) 同 构 
的 充分 必要 条 件 是 p 20 (T) A. BERE, Н 
于 已 经 证 明了 ,对 于 任意 有 限 秩 的 自由 (T) 模 ， 
存在 (4 上 定义 的 ,在 K 上 分 裂 的 ) 环 面 群 G, 使 
18 X = X(G), ШН (к 上 定义 的 ,在 玉 上 分 
裂 的 ) 环 面 群 构成 的 范畴 * 与 所 有 有 限 阶 的 自由 
(T) 模 构成 的 范畴 是 互相 对 偶 的 (一 L[9]). 

【 半 单 元 与 寡 单 元 】 当 方 阵 a 可 对 角 化 
时 , BD a 的 最 小 多 项 式 ? 仅 有 单 根 时 , а 称 为 半 
Ar. a-i ERFT, RI а 的 特征 值 仅 
有 1 时 ,a 称 为 寡 单 元 ( 当 特 征 为 0 时 ，GLC"， 
k) 的 寡 单 元 与 gl (n, k) HRS S6 z, 由 对 应 
ш = exp x 成 一 一 对 应 )。 任意 正则 矩阵 a 可 唯 


+ 一 地 分 解 为 互相 可 交换 的 正则 半 单 矩阵 ah 与 


TR JERE a” 的 积 : a 一 az”( 乘 法 的 Jordan 
DRE). a, a” 分 别称 为 的 半 单 部 分 和 宪 单 
部 分 ,分 别 用 记号 as a, 表示 。 а, 可 写成 < 的 
(系数 为 纯 量 的 ) 多 项 式 。 对 于 代数 群 G 的 元 
4， 半 单 的 性 质 以 及 宕 单 的 性 质 与 C 的 矩阵 群 
的 表示 无 关 ; 并 且 这 个 性 质 在 代数 群 的 同 态 对 
应 下 保持 不 变 , 又 a€ G 时 , a, a,€ G. 

设 c 为 代数 群 , G 中 所 有 半 单 元 与 寡 单 元 
所 成 的 集合 (未 必 是 子 群 ) 分 别 用 记号 Go G, 
表示 。 环 面 群 G 可 刻 划 为 满足 G 一 G, 的 连通 
代数 群 。 另 一 方面 , G = G. , 称 代数 群 G 为 
WAE (unipotent group)， 例 如 ,万 有 域 的 加 法 
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群 . 

【可 解 群 与 寡 零 群 】 对 于 代数 群 6 的 两 个 
G 上 定义 的 ) 闭 正规 子 群 H, Hi,《 作 为 抽象 群 
A HALE [H,, H,] 仍 是 (4 上 定义 的 ) 闭 正 
规 子 群 ， 于 是 ,当代 数 群 C (作为 抽象 群 ) 是 可 
REE, 分 别称 它 为 可 解 代数 群 (solvable 
algebraic group), Ж СЕВЕ (nilpotent algebraic 
* 
0 3 
的 ( 称 为 “上 三 角形 矩阵 ”的 矩阵 构成 的 群 T(”) 
Жей =н. кеен ЕКЕН. 

对 于 连通 可 解 代数 群 GCGL(), 可 取 适 
HHY a € GL(n), fla" GaC T(n)(Lie-Kolchin 
定理 [1])，(k 上 定义 的 ) 连 通 可 解 代数 群 G 有 
合成 列 G 一 G,2G,2--.2G, = (e), 使 得 每 
个 G, 都 是 连通 (4) 闭 正规 子 群 , 62/6, 5 G, 
或 С.Н. X. G. 是 G 的 连通 (k) 闭 正规 子 
В, 取 包 含 于 G 中 的 任意 极 大 环 面 群 7， 则 有 
G = T - G, 这 样 的 (作为 代数 群 的 ) 半 直 积分 
R CEARA T x G,— G 是 双 有 理 的 ). 
(G 的 极 大 环 面 群 中 存在 在 上 定义 的 ,并 且 它 
MKF G, MEHR). СЖ ею 
分 必要 条 件 是 , G 只 含有 一 个 极 大 环 面 群 ,此 时 
T =G, 上 且 工 包含 于 G 的 中 心 ' 内 对 于 上 
定义 的 连通 可 解 群 G, 可 取 a€ GL (n,k), 使 


group). Bl; я ИНЕ h — eD t( 


47 Ga C T(n) (参看 Lic-Kolchin 定理 ) 的 充 
分 必要 条 件 是 : 所 有 XEX(G) MER LEX. 
此 时 , G 称 为 让 可 解 的 《4-solvable)。 这 时 G. 
也 在 下 上 定义 , B. С/С, 是 平凡 的 环 面 群 . 

特征 为 0 时 ，(4 EE MNT RRS 
与 直 积 〈G.)" GO EH. k 是 特征 p > 0 的 代 
BART, k 上 定义 的 连通 交换 寡 单 群 与 几 
个 (长 为 m 的 ) Witt 向 量 群 W, 的 直 积 《 同 种 
《Chevalley-Chow《 周 炜 良 》 定 理 , [141)， 又 完 
全 域 4 上 定义 的 一 维 连 通 寡 单 群 CG 与 G, А 
同 构 的 (一 [1],[7],[121)。 

[Bord 理论 】 设 C 是 代数 群 ,7 是 抽象 的 
КЕКСА k 上 定义 的 ), 如 果 存 在 (4 EE 
义 的 ) 处 处 正则 的 有 理 了 映射 G x V3 (g，") 一 
8 v EV， 适 合 条 件 glew) = (n gre, ev 一 
v (a, n€ G, ve V), WR RKV (k EE 
义 的 ) G 的 变换 空间 (cransformation space), 或 
者 简单 地 称 为 “G 作用 于 了 上 ”、 特别 当 G 可 
迁 地 + 作用 于 了 上 时 ， 称 了 为 齐 性 空间 *， 设 妃 
是 连通 代数 群 6 的 闭 子 群 (都 在 4 上 定义 ), M 
G 关 于 H 的 商 空 间 G/H 可 按 自然 的 方式 具有 
(k 上 定义 的 ) 6G 的 齐 性 空间 的 结构 。 А. Borel 
证 明了 以 下 各 条 定理 ({1]). 

1) 设 c 是 连通 可 解 代数 群 ,是 G 的 完备 
的 变换 空间 , 则 G 在 了 中 至 少 有 一 个 不 动 点 .更 
精确 地 说 ， 完 全 域 4 上 定义 的 连通 代数 群 G 是 
可 解 的 充分 必要 条 件 是， 对 于 上 定义 的 G 
的 任 一 完备 且 使 得 V, = @ 的 变换 空间 了 ，C 
在 了 中 至 少 有 一 个 & 有 理 的 不 动 点 ([12] ). 

2) RG 是 连通 的 代数 群 ，G 的 极 大 连通 
可 解 闭 子 群 称 为 G 的 Borel 子 群 (Bord sub- 
group), kM, i) G 的 极 大 环 面 群 工 与 含有 了 工 
的 Borel 子 群 了 所 组 成 的 对 (T, B) XT G fg 
ARMM 3886. i) 对 于 G 的 闭 于 群 H, 
G/H 为 完备 的 充分 必要 条 件 是 玉 含 有 某 个 
Borel 于 群 。 这 时 G/H 实际 上 是 射影 代数 位?. 
iü) B, T AME HIRE MEG, G. Й: 
G= GL(n), В = Т(п) H, G/B RMR. 
G 的 包含 Bod 子 群 3 的 闭 子 群 一 般 称 为 C 的 
抛物 子 群 (parabolic subgroup). 抛物 子 群 与 
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它 的 正规 化 子 ! N(H) 是 相同 的 ;特别 是 ,HH 总 
是 连通 的 .抛物 子 群 的 概念 在 自 守 函 数论 中 起 


. 着 重要 作用 . 


当 G 是 在 完全 域 + 上 定义 的 连通 代数 群 
BY, i) 可 以 精密 化 , 即 G 的 极 大 平凡 环 面 群 
4508 4 的 极 大 连通 TEATE (为 简单 
EL, REX “k Borel FH”) 及 所 组 成 的 对 
CA, H) 关于 由 G, 的 元 所 定义 的 内 自 同 构 是 
3220368669. X. k Borel H AEM FT" 
NCH) 是 G 的 极 小 闭 抛物 子 群 。G 的 《Borcl 
子 群 为 单位 元 群 时 , с ROS k RBI (k-compact, 
A-anisotropic), Ain, п 个 变量 的 二 次 型 了 的 正 
交 群 G = SO(n, ER RURKI URRE: 
二 次 型 了 是非 迷 向 的 ， 即 齐 次 方程 了 = 0 在 
中 除 0 以 外 没有 其 他 解 。 同 样 的 命题 对 于 其 他 
KARERE. Mk 是 局 部 域 ! 时 , GH k É 
的 充分 必要 条 件 是 : G 作为 拓扑 群 是 紧 群 .一 
But, k 紧 群 是 可 简约 的 + 

(Weyl 群 】 设 c 是 连通 代数 群 ,2 是 包含 
于 G 内 的 任意 环 面 群 ， 则 8 的 中 心 化 子 '2(0) 
是 连通 的 , 且 与 正规 化 子 N(O》 的 连通 分 支 相 
同 . 从 而 W = N(0)/Z(9) 是 有 限 群 ， 并且 
可 以 把 它 看 作 等 同 于 8 的 (以 及 8 的 特征 标 模 
X(Q) 的 ) 自 同 构 群 的 一 个 于 群 ，W 称 为 关于 
2 的 G 的 Weyl É (Weyl group), 特别 是 , 当 
9 一 T〈 极 大 环 面 群 ) 时 ,Ww 的 阶 数 等 于 包含 T 
的 Borel 子 群 的 个 数 ， 又 对 于 极 大 环 面 群 T, 
C 一 Z(T) 称 为 G 的 Cartan FB (Cartan sub- 
group). 它 可 由 下 述 性 质 来 刻 划 : C 是 G 的 ( 极 
ХНИТ, ЖА С 与 它 的 正规 化 于 NN 
(C) 的 连通 分 支 相 同 。 Borel 子 群 ，Cartan + 
群 ， 极 大 环 面 群 等 概念 在 G 的 有 理 同 态 下 保持 
不 变 . 

【 半 单 群 与 可 简约 群 】 对 于 代数 群 6， 存 
在 最 大 的 连通 可 解 闭 正规 于 群 ， 称 为 G 的 根基 
(radical), 以 下 用 R 来 表示 根基 .。 当 R = (e) 
时 ,G 称 为 半 单 的 (semi-simple); 而 当 尺 是 环 面 
群 时 ,G 称 为 可 简约 的 (reductive)， 这 两 个 性 质 
关于 形成 直 积 以 及 在 同 种 映射 下 是 保持 的 .对 
于 可 简约 的 连通 代数 群 C, 其 换 位 于 群 * DCG) 
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是 半 单 的 , 且 G 一 D(G): R, D(G)NR 是 有 
ШЕ, с 与 连通 半 单 代数 群 与 环 面 群 的 直 积 
D(G)x R 同 种 . 一 般 地 , 设 连通 代数 群 G 的 
根基 为 R, HRSA Ra M G/R, G/R。 
分 别 是 半 单 的 ， 可 简约 的 。 当 基 域 的 特征 为 零 
时 ,存在 C 的 可 简约 闭 子 群 刀 ,使 有 半 直 积分 
解 G—=H-R, (Chevalley 分 解 (Chevalley 
decomposition), [51). (G 在 不 上 定义 时 ,R,R。 
是 多 闭 的 , 且 态 可 在 + 上 定义 ,它们 关于 G, 的 
元 所 定义 的 内 自 同 构 互 为 共 轿 )。 当 特征 为 0 
时 ,可 简约 代数 群 可 以 由 它 的 有 理 表示 均 为 完 
全 可 约 这 个 性 质 来 刻 划 . 然而， 当 特 征 ? > 0 
时 ,连通 代数 群 具有 这 个 性 质 的 充分 必要 条 件 
是 它 为 环 面 群 《永田 雅 宜 。 关 于 特征 #0 的 
半 单 群 的 表示 理论 属于 T. A. Springer). 

【根系 】 设 G 是 连通 的 半 单 代数 群 ，T 是 
其 极 大 环 面 群 ,X = X(T) BREE. 对 
于 ає X， 当 存在 适合 下 面条 件 的 G. Boh 
的 同 构 x. 时 ， 就 称 “为 G 的 〈 关 于 T 的 ) Ж 
(root); 

XC EJ = ха (0) E), E E G., tE T, 

对 于 根 a, 这 样 的 同 构 x. 在 G, 中 除 纯 量 乘法 
外 是 唯一 确定 的 。 以 下 命 Pa 一 x (GO. 

设 全 体 根 的 集合 为 r, R| r 满足 以 下 条 件 
(其 中 E = x@Q, 其 对 侦 空间 ! 为 E*, 双 线性 
HUC DAR): 

i) 对 于 a € r, 存在 某 个 *e E*, t a”, 
a) 一 2, 且 对 所 有 pEr, 《a*,p) € Z. 

ii) 设 wa 是 如 下 定义 的 E 的 线性 变换 : 

wax == x — la", r)a, x € E, 
则 对 于 所 有 pe r, 有 wop Er (特别 是 ，wa 一 
—аєг). 

iii) i$ a, pEr HAREEK, 则 8 一 
ta, 

iv) BE dim E = 7, Wi Bar TREE 
关 的 元 . 

一 般 来 讲 ， 若 2 上 有 限 维 线性 空间 已 的 有 
HT E c 具有 条 件 让 一 iv), WJ r 称 为 互 的 根系 
(root system), 这 时 ， i), i) 中 的 a* 是 唯一 
确定 的 , r = (a*y 还 是 E* 的 根系 (a* єс 


为 对 偶 根 (со-гоог)). 又 e, (BR wt Na E DE 
成 的 E (或 E*) 的 线性 变换 群 到 是 有 限 群 , 称 
为 根系 上 的 Weyl 群 (Weyl group of a root 
system), 用 任 一 WV 不 变 的 E 的 内 积 把 E 与 E* 
SARK, 就 有 а? = (2/(a, a))a， 当 + 是 半 
单 代数 群 的 根系 时 .有 
a) {a*, Х) Є 2, aec, X € X. 
因 之 X 是 ;不 变 的 ,而且 根系 + 的 Weyl 群 可 
以 与 以 前 定义 过 的 Weyl 群 N(T)/2(7T) 等 同 
起 来 (一 般 地 ,连通 可 简约 代数 群 的 极 大 环 面 群 
了 与 其 中 心 化 子 Z(T ) 相同 ， 因 之 , и 可 以 与 
N(T)/T 视 为 同一 ). 

当 在 互 中 引入 (与 加 法 相 容 的 ) 全 序 ? 时 ,把 
所 有 正 根 的 集合 记 为 r+。 若 oé r, 不 能 分 解 为 
“+ o" (d, a” єт) 时 , RIP o EHR (simple 
root), 若 全 部 单 根 的 集合 记 为 A= fa, c 
a}, Rb a, +++, 0, 线性 无 关 ， 并 且 任 意 根 。 均 


可 唯一 地 表 为 a。 — + тае Z,m > 


0) 的 形状 。 一般 地 ， 的 具有 这 个 性 质 的 于 集 
和 A 称 为 "的 基础 系 (fundamental system) (AA 
系 总 可 出 E 上 的 一 个 适当 的 全 序 用 上 述 方式 
得 到 ). 对 于 基础 系 A, 由 关系 式 lo, x) > 0 
(1<i<r) 所 定义 的 E* 的 角 域 hs 称 为 Weyl 
By (Weyl chamber), Xa € r, 如果 把 由 《a， 
z) 一 0 定义 的 超 平面 记 为 Las W E*—U) L. 


= U hs 成立 . W 可 迁 地 ?作用 于 所 有 Weyl 房 
MAA) LAW RM wu (1<i<r) 所 
ER. 

半 单 代数 群 G 的 包含 T 的 Borel 于 群 8 与 
基础 系 A 《或 r.) 由 关系 B. — i Pay (其 中 
P, = s (G2) 而 成 一 一 对 应 (更 精确 地 说 ，B。 
的 元 可 表 为 Р, 的 元 的 积 , 且 表 法 唯一 ,此 处 Р, 
的 积 的 顺序 可 以 是 任意 的 )(~[1]) 

【Bruhat 分 解 】 若 设 we W 在 N(T) 中 


的 代表 元 为 se W G 一 U BBM). 又 
ww 


对 于 wep, 令 No 一 II Pro 特别 令 


aergwn 


Ne = Bu, 1 wok W 为 使 得 wa = 一 A 的 唯 
一 的 元 ， 则 Bs, B 的 元 可 唯一 地 表 为 No， 
SeT, NOTKA. RZ, 
G= U Non’ wT: N, 
ww 

#4 GH Bruhat 分 解 (Bruhat decomposition), 
特别 是 , 命 N' m Z New。( 对 应 于 一 A 的 Bu), 
NIN -T:N 是 G 的 Zariski FR, BARR 
HN XT XN— G 是 双 有 理 的 ,从 而 G 的 
函数 域 为 有 理 函 数 域 . 

【 半 单 群 的 结构 】 根系 :的 于 集 适合 条 
{пс = n НОЌ nz Ж п 生成 的 模 ), 称 
"EX r WFR (closed subsystem), 它 仍然 满 
足 根系 的 条 件 D ii,ii)。 对 于 半 单 代数 群 G 
的 (关于 了 的) 根系 c HAFA п, 若 把 Pala € 
n) 生成 的 G 的 于 群 记 为 GC), HJ G0) 是 以 
T, = (GAT) 为 其 极 大 环 面 群 的 半 单 闭 
子 群 ， 它 的 〈 关 于 T, 的 ) 根系 是 把 s 限制 于 
Ti 上 而 得 到 的 ,又 对 偶 根系 可 等 同 于 (Т ={а*| 
ae fj，G(n) 为 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 
с— n 是 闭 子 系 。 这 时 ,G 一 GGG — t), 
GOA) NGO — n) = 有限。 又 G 的 任意 连通 闭 
正规 子 群 均 可 由 这 种 方法 得 出 。 C 〈 作 为 代数 
群 ) 是 (绝对 ) 单 的 ((absolutely) simple; 有 时 也 称 
% almost simple)， 即 不 含 真 的 连通 闭 正规 于 
群 ) 的 充分 必要 条 件 是 : "为 不 可 约 的 (irreduci- 
ble)， 即 不 能 分 解 为 两 个 真 的 闭 子 系 的 直 和 . 
一 般 地 ,根系 " 可 以 唯一 分 解 为 ‘二 nU*…* U5 
CHA) G, 是 不 可 约 闲 子 系 ,nU…Ur А 
FA). 与 之 对 应 , 6G 与 (绝对 ) 单 代数 群 G, 一 
GC) WAR G, x e X G, АЖ (G 是 单 连 
通 或 伴随 群 的 情况 ,实际 上 就 是 直 积 ).。{ 6,} 由 
G 唯 一 确定 ， 

Lk 形式 】 设 K 是 的 扩 域 , G1 是 在 K 上 
定义 的 代数 群 ,上 定义 的 代数 群 G 与 G 到 G, 
上 的 KK 同 构 + 所 成 的 组 (G, f) HE Gi IS RB 
st (k-form). 特别 当 K/ 是 可 分 的 代数 扩 域 
时 ,对 于 (8 的 )《 上 的 自 同 构 o, BH Ф, = Ро 
f^, 则 o, ERE IK 决定 的 G1 到 Сі 上 的 
fi, HRAK фор. = que XXI. RZ, Ж 
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给 定 适合 这 个 条 件 的 同 构 的 集合 {P}, 则 对 于 
它 , 形式 (G, 力 ( 除 & 同 构 以 外 ) 是 唯一 存在 的 
(A. Weil), 特别 当 К/К 是 有 限 次 Galois 扩 域 
Ej, BH Galois #0 T, Wi {pe} AT AY Ашк 
(6) (G, 的 所 有 天 自 同 构 所 成 的 群 ) 中 是 1 维 
EMR, k BAC, 有) 的 同 构 类 与 {ps} 的 1 
维 上 同调 类 ! (€ HUT, Aut (G1)) 之 间 存 在 一 
一 对 应 . 

设 K/t 是 a 次 可 分 扩 域 , G 是 K 上 定义 
的 # 维 代数 群 ， 于 是 我 们 可 伴 之 以 在 上 定义 
的 一 个 nd 维 代 数 群 wx(G1), 它 是 由 G, 其 
于 限制 基 域 而 得 到 的 ([20])。 正 确 的 定义 如 下 
所 述 . БОА LAV EAH (mom 1, оњ) 


в ок AR. FER Č = Ц cf 的 


YA (С, D, 使 得 和 = TT 由 GCC) = 
(х) 所 给 出 ,这 里 i RR Cro) IK = ol K 
所 定义 . dO 到 G, 的 第 一 个 因子 的 射影 为 
prs @ p = рої, W (G, р) 可 以 由 下 述 万 有 性 
TCR А 同 构 外 ) 唯 一 地 刻 划 : 设 6 EA EXE 
义 的 任意 代数 群 , o С 到 G, 的 K 同 态 , 则 
能 唯一 确定 С BIS Wk Ф. 使 得 = 
pop, MISR Č = RCG). 关于 有 理 点 ， 
有 人 一 (GDx 成 立 ， 当 G, 有 代数 群 以 外 的 
结构 (线性 空间 ,代数 等 ) 时 ,对 9,00). 也 可 
以 按照 自然 的 方法 定义 这 种 结构 。 

【Chevalley 的 基本 定理 】 i С, G' 为 连通 
MEER, T, ТХ, Хут, r; e 为 它 的 极 
大 环 面 群 等 等 。 若 G 到 С 的 同 种 映射 ?把 了 
KF T', p(T) 一 7', 则 + 与 "之 间 存 在 自然 
的 一 一 对 应 aea, 使 得 如 果 将 p17 的 对 侦 
вана Ф, Bj Ca’) 一 qe《 此 处 当 域 的 特 
征 为 0 时 , 4. = 1, 特征 p > 0 时 , q, 为 ?的 
3D. 反之 ,满足 这 个 条 件 的 一 一 同 态 由 :X 一 
X, 均 可 从 同 种 o: G — G' н Ф = СЇТ) 得 
到 . 特别 是 ，P 是 同 构 的 充分 必要 条 件 是 Ф 
是 同 构 ,并 且 对 于 一 切 a, HA 4, = 16171). 
由 于 这 条 定理 , G 的 同 构 类 由 (X, r) 完全 决定 ， 
故 可 写成 G 一 GCX, 口 . 更 精确 地 说 , 当 太 上 
定义 的 ( 半 单 ) 代 数 群 G 具 有 平凡 极 大 环 面 群 
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时 , 称 G 属 于 Chevalley 型 (of Chevalley type), 
若是 完全 域 , T, 7” 是 平凡 的 ， 则 把 上 面 
定理 的 后 半 段 中 的 “ 同 构 > 换 成 “人 局 构 >， 所 述 
定理 仍然 正确 。 从 而 完全 域 和 上 定义 的 Che- 
valley 型 半 单 代数 群 G А ШЖ СХ. 0) 
完全 决定 . C，Chevalley 还 证 上 明了， 对 于 适合 
(1) 的 任意 根系 c C X， 在 任意 素 域 上 均 存 在 
Chevalley 型 的 群 G(X, т)(1161). 从 而 Che- 
valley 型 半 单 群 的 分 类 本 质 上 可 归结 为 根系 (X， 
人 ) 的 分 类 ,并 且 知 道 在 任意 完全 域 上 ,存在 同 
样 多 的 Chevalley 型 单 代数 群 与 连通 的 复 单 Lie 
群 (一 Lie 群 ,公式 5D. 

对 于 根系 c, fh Xo = rz (tH r 生成 的 模 )， 
X’ = (x € El(a*.x) € Z, a€ t), 则 存在 (4g, 一 
1 的 ) 同 种 G (X°, 0 > G (X, r) > G (Xo, 0). 
G(X*, r) 称 为 单 连通 的 (simply connected), G 
(Хог) 也 称 为 伴随 群 (adjoint group). 当 特征 为 
0 时 ,只 存在 这 样 的 同 种 (这 种 同 种 在 Lie 群 论 
中 是 熟知 的 )， 而 当 特征 ? > o 时 ,还 存在 Fro- 
benius 对 应 (4。 = p) 以 及 下 述 奇异 (ge 一 1 或 
p. СТ o) 同 种 : BC., F—>F,(p=2), 
G,— G, (p = 3). 特别 在 有 限 域 上 的 代数 
群 中 ， 取 这 些 同 种 映射 的 不 动 点 ,可 以 得 出 
PHAM, R, Re 等 的 有 限 单 群 [15] (CAR 
FD. 

【分 类 论 】 《上 定义 的 连通 代数 群 G 不 包 
含 4k 上 定义 的 真 的 连通 闭 正规 于 群 时 ，G 就 称 
为 下 单 的 ((almost) k-simple). 《如 果 G 不 是 紧 
的 ,除了 少数 例外 情形 ,可 从 G, 中 去 挤 适 当 的 
交换 部 分 ,得 到 抽象 的 单 群 [16] .) 当 是 完全 
域 时 非 交 换 和 单 代数 群 G 是 半 单 的 ,又 设 G1 为 
G 的 任 一 绝对 单 分 支 ,又 设 G1 的 (包含 的 ) 最 
小 定义 域 为 ko M 心 /是 有 限 次 的 , 且 G 与 
СС) AA. AT k ЖЕ CA E) 的 分 类 问 
题 ( 除 同 种 映射 外 ) ,归结 为 求 Chevalley 型 单 群 
的 所 有 k 形式 的 问题 .原则 上 紧 k 形式 的 分 
类 可 归结 为 某 种 图 形 〈 在 Дынкин 图 形 * 上 加 上 
Galois 群 的 作用 ) 的 分 类 〈[13]，[151)( 一 公式 
51). #їйп, 是 有 限 域 时 《或 更 一 般 地 ， 维 数 
三 1 的 域 时 [28]), 由 于 紧 的 4 单 群 不 存在 , 故 从 


图 形 的 简单 分 类 可 知 ,* 上 定义 的 绝对 单 群 G, 
只 能 是 Chevalley 型 或 R. Steinberg 引入 的 А„, 
D, WEE D,，E。 (一般 地 ，G1 BHA LE 
义 的 Borel 子 群 时 ,也 得 到 同样 的 结果 ). 又 特 
dE = 2 时 , 典型 单 群 的 分 类 ( 除 Ds 外 ) 归结 为 
具有 对 合 ' 的 半 单 代数 的 分 类 (L119]) .同样 的 关 
系 在 某 些 例外 型 单 群 与 Jordan 代数 ' 之 间 也 成 
立 (土方 弘 明 ，Springer)。 
下 面 是 绝对 单 典 型 群 的 表 . 
I) 5L(n)(n > 2) WRK, 
П) Gyi-SL(m, 8)—(g € Ma(R)IN(g)=— 
1); 其 中 R 是 上 的 正规 ' 可 除 代数 , (R: 
k) = т, n = mT, 入 表示 Ma( 多 的 缩 碱 
范 数 '. 
12) Gi = SU (m, R, f) = (g€ SL(m, ®)| 
Ках, gy) = Кх, у), (z, y € $7)) Jh R 
是 的 二 次 扩 域 , KEK 上 具有 第 二 种 对 
EMAAR, UOS = K) = r’, n = 
mr (这 里 ,是 区 上 第 二 种 对 合 , 指 的 是 
k= (eleg, F = EY); 1 是 关于 名 上 的 
对 合 : 的 mw 个 变量 的 Hermie ҖИ. 
ID SO(n)(n > 3, n я 4), Spln) (a XA 
1022) AAR. С. =SU(m,%,J); 
[B 3E & 上 的 具有 第 一 种 对 合 “ 的 正规 可 
除 代 数 , Gp) 一 r’, n 一 mr ОХ, 是 
上 第 一 种 对 合 ， 指 的 是 k= (ELEC k, 
Pei) f 是 关于 贸 上 的 对 合 :的 m 个 变 
` 景 的 e-Hermite 型 1. 若 dim{& e e| = Е) = 
r(r + 80)/2 (вв = 土 1), 则 按照 soe = 1 
或 一 1, Gi X SO 或 5p 的 形式 .(S0(8》 
除 此 以 外 ,还 有 其 他 形式 .) 
是 代数 域 或 局 部 域 时 ， 具 及 上 的 第 一 种 对 
合 的 真正 规 可 除 代数 仅 限于 四 元 数 体 *( 若 取 。 
为 标准 的 , 则 so 一 一 1). 
【代数 数 域 上 的 代数 群 】 设 是 (有 限 次 ) 
代数 数 域 , G 是 上 定义 的 连通 代数 群 ，{v} 是 
和 的 所 有 素 除 子 !( 赋 值 的 等 价 类 ) 的 集合 ,作为 
局 部 紧 拓 扑 群 的 族 { G4,} 的 限制 直 积 ' 得 到 的 局 
部 紧 拓 扑 群 G4 称 为 G 的 阿 代 尔 群 (adele group) 
(〈[20])( 一 阿 代 尔 与 伊 代 尔 ). 3 G = G, Pf, 


【一 (G。)， 在 类 域 论 中 就 是 Chevalley 的 伊 代 
尔 群 (idile group), 把 z € G, 等 同 于 所 有 分 量 
均 为 x 的 伊 代 尔 , 那 末 G, 就 成 为 G4 的 离散 子 
群 . 

关于 С/С, 的 有 限 性 ,最 近 证 明了 如 下 的 
一 般 的 结果 ([2],[8]). XE XG) ЕЁ 
义 的 特征 标 模 ) 可 用 自然 的 方法 定义 X4:G4 一 
1=(G,.),. f Gy = g€ GalXa(g)] 一 1， 
LEX CG)}, 则 G% KBB (unimodular), Н. 
GY / Gx 的 不 变 测 度 是 有 限 的 又 62/6, (G4/ 
G4) 为 紧 的 充分 必要 条 件 是 G 的 半 单 部 分 C/R 
(可 简约 部 分 G/R。) 为 Ж. 并且 在 这 里 定 
出 标准 的 测度 , 从 而 决定 G%/G 的 测度 r( G) 
《由 于 是 玉河 恒 夫 开始 引入 的 , 故 称 它 为 玉河 数 
《Tamagawa number)) 是 重要 的 小野 孝 [101， 
Weil [201)。 例 如 ， 关 于 二 次 型 的 单位 群 的 基 
本 域 的 体积 的 Siegel 诸 公式 , 可 以 作为 关于 正 
交 群 的 玉河 数 的 定理 (r(50( 有 )) 一 2) RRB. 

设 。 表 未 的 主 整 环 , LAE G 作用 的 线 
性 空间 中 的 一 个 格 群 . ge G, 以 自然 的 方式 
作用 于 。 格 群 的 集合 上 ; 这 时 , G.L, G4L 分 
别称 为 工 的 种 (genus), 类 (clas)。 使 工 不 变 的 
Ga ЮРЕ Car 是 G, 的 开 于 群 , 且 Gai\G4a/ 
©, 是 有 限 的 (类 数 的 有 限 性 ), 又 设 (ns s 


2) 为 《的 无 限 素 除 子 ", 令 Go 一 TT с. W 


G+ J Lie 8, Gan C G, 到 Go 的 射影 GL 是 
С 的 离散 子 群 (ARF (arithmetic subgrou- 
ps)). 对 于 LEX CG), 可 用 自然 的 方法 定义 
Xo: Ge > (R*y, @ Go={g€ Gal [Xo(g)| = 
1}, W GL/G, 是 测度 有 限 的 ,又 G2/G, (Ge/ 
GL) 是 紧 的 当 且 仅 当 G%/GK(G4/G4) 是 紧 的 . 
此 外 ,逼近 定理 *，Hasse 定理 * 等 也 可 以 推 
广 到 多 数 (典型 ) 代 数 群 的 情形 (M，Eichler，M. 
Koneser, AAR, EHARA, Springer), 
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AR группа преобразований 日 变换 群 ] 设 G 
是 一 个 群 ,M 是 一 个 集合 ,了 是 由 G x M 到 M 
的 映射 , 命 f(g, z) = gGO(g € G, r€ M). 如 
果 以 下 条 件 成 立 ， 则 称 G 是 集合 M 的 一 个 变换 
fh D 对 于 G 的 单位 元 。, el) = r(x € M); 
2) 对 于 G 的 任意 元 g, h, (gh) (z) = g(4(x)) 
(z€ M). 这 时 变换 x > g(x) 是 M 到 它 自身 上 
的 一 一 映射 。 如 果 M 具有 结构 s (例如 ,拓扑 空 
闻 , 微 分 流 形 , 复 流 形 ，Riemann 流 形 等 结构 ) 
并 且 对 于 G 的 每 一 元 8， 对 应 的 M 的 变换 保持 
结构 5, BD x 一 р(х) 是 (M,5) 的 自 同 构 , 则 
МСЖ (М, S) 变换 群 . 

【拓扑 变换 群 】 设 G 是 拓扑 群 ，M 是 拓扑 
空间 , 如 果 (g, x*) 一 g(x*) 是 GxM 到 M 的 
连续 映射 , 则 称 G 是 M 的 拓扑 变换 群 (topological 
transformation group), 这 时 , x — g(x) 是 M 到 
自身 上 的 同 胚 。 

对 于 M 中 的 点 x, 称 G(x) = {g(x)1geC} 
为 G 的 通过 x 的 轨道 (orbiD. 对 于 M 中 两 个 点 z， 
7》, 当 它们 具有 相同 轨道 时 ,定义 x 55 y 等 价 ,这 
样 就 给 出 了 M 中 的 一 个 等 价 关系 。 按照 这 个 等 
价 关系 得 出 的 M 的 商 拓扑 空 间 , 记 作 M/C, 称 
为 G 的 轨道 空间 (orbit space), 

对 于 M 的 点 z,B: 一 {geGlg(z) = х) Æ 
G6 的 闭 于 群 , 称 为 G 在 x 点 的 迷 向 群 (group of 
isotropy) 或 稳定 群 (group of stability), 

如 果 对 于 M 的 任意 两 点 z, y, 均 存 在 G 的 
36 g, 使 g(x) = y, WEK G IEH (transitively) 
作用 在 M 上 ， 对 于 M 的 所 有 元 x ВН ек) == 
的 G 的 元 8 的 全 体 N 是 G 的 闭 正规 于 群 . 

当 入 仅 含有 单位 元 时 ,就 称 G 有 效 地 (cf- 
fectively) 作用 在 M E. м 是 G 的 离散 子 群 
时 ,就 称 G 歼 有 效 地 《almost effectively) 作用 在 
ME. H Næ (e) 时 , 商 拓扑 群 G/N 可 以 自 
然 的 方式 看 成 有 效 地 作用 在 M 上 。 

[Lic 变换 群 】 设 G 是 微分 流 形 M 的 变换 
群 ,G 具 有 Lie 群 ' 的 结构 ,并 且 (g, x) > g(x) 
ÆG x M 到 M 的 微分 映射 *, 这 时 , 就 称 G 是 
M 的 一 个 Lie 变 换 群 (Lie transformation group), 
jk gG € R) 是 G 的 单 参数 子 群 +, 由 于 x 一 


кб) 是 M 的 单 参数 变换 群 ， 故 可 用 Gf 一 lim 
GGG) — fG)/: 来 定义 M Е@— + AE 
Sy X (ADR). 由 G 的 一 个 单 参数 子 群 
这 样 地 定义 的 M 上 的 向 最 场 + X, 称 为 Lie 变换 
ВЕС 的 无 穷 小 变换 (infinitesimal transformation), 

G 的 无 穷 小 变换 的 全 体 9 关于 向 量 场 的 加 
潜 以 及 括号 积 + 形 成 有 限 维 Lie RE. MOA 
效 地 作用 在 M 上 时 , 则 9 5 G ñ Lie 代数 同 构 . 
反之 , 取 9 为 M 上 的 向 量 场所 组 成 的 有 限 维 Lic 
代数 ， 则 未 必 有 Lie 变换 群 б, 以 9 为 其 无 穷 
小 变换 所 构成 的 Lie 代数 。 然而， 下 述 局 部 定 
理 成 立 , 即 取 对 应 于 Lie 代数 9 AY teil Lie 8 
G, 则 对 于 M 的 任意 点 *, 存在 G 的 单位 元 的 
AR 0, ЖУ, W(VCW), 以 及 六 x v 
到 到 的 微分 映射 (@ f(g, z) = g(x) (ge Ü, 
z€ V)), 满足 下 面 三 个 条 件 : 1) 对 于 所 有 хє 
V, elx) =x; 2) bg, HET, rEV, 若 ghe 
0, AG) € V, MIH CEACE) = g Ch G0); 3) 
Kg 为 С 的 任意 的 单 参数 子 群 ， 若 取 e > 0 
充分 小 , 则 当 lel < e 时 ,有 g € Ü, 从 而 g,(y) 
(| cs, 767) 有 定义 ， 于 是 由 X, 一 lim 
(GG) = 1G))/r 定义 V А 
X. 这 样 得 到 的 Y 上 的 向 量 场 的 全 体 与 属于 8 
的 M 上 的 向 量 场 在 V 上 的 限制 的 全 体 是 一 至 
的 . 

1),2), 3) 所 述 事 实 常 表达 为 g 生成 局 部 
Lie 局 部 变换 群 (local Lie group of local trans- 
formations) , 通常 称 它 为 关于 局 部 Lie 局 部 变换 
群 的 Lie 基本 定理 (Lie'ss fundamental theorem), 

对 于 一 个 变换 群 ， 它 是 否 为 拓扑 变换 群 或 
Lie 变换 群 解决 这 个 问题 在 应 用 上 非常 重要 ， 
关于 这 个 问题 ,下 面 三 条 定理 是 非常 有 用 的 . 

1) 对 于 局 部 紧 Hausdorff 空间 M 的 变换 
群 G 引入 紧 开 拓扑 ' ,满足 1) 站 是 局 部 连通 的 ， 
或 者 2) M 是 一 致 拓扑 空间 而 C 等 度 连 续 地 作 
用 于 M 上 , 则 G 是 M 的 拓扑 变换 群 . 

II) 设 M 是 C' 流 形 1,G 是 M 的 拓扑 变换 
群 , 且 有 效 地 作用 在 M 上 ， 再 设 G 是 局 部 紧 的 ， 
并 且 对 于 G 的 每 个 元 8,M 的 变换 z 一 g(x) 是 
C' 映 射 , 则 G 是 M 的 Lie 变换 群 . 


ш) 设 G 是 微分 流 形 M 的 变换 群 ， 且 有 效 
地 作用 在 M 上 ， 又 设 作为 G 的 于 群 包含 在 G 中 
的 M 的 单 参数 变换 群 在 M 上 定义 的 向 量 场 的 全 
fk o 是 有 限 维 Lie 代数 , 则 在 G 中 可 定义 Lie Bt 
的 结构 ,使 G 成 为 M 的 Lie 变换 群 ,并 且 9 SE 
的 无 穷 小 变换 作成 的 Lie 代数 是 一 致 的 . 

关于 这 些 定理 及 其 应 用 ,一 [31,[4],[5]- 

应 用 D，ID，ID)， 可 以 证 明 下 面 的 变换 
BEE Lie 变换 群 。 1) Riemann 流 形 的 所 有 等 
距 变换 + 所 成 的 群 ; 2) 具有 线性 联络 ?的 微分 流 
形 上 的 所 有 仿 射 变换 所 成 的 群 ,更 一 般 地 ,使 微 
分 流 形 上 的 Cartan 联络 7 不 变 的 所 有 变换 所 成 
的 群 ; 3) 紧 复 流 形 的 所 有 解析 变换 所 成 的 群 
(这 个 群 实际 上 是 复 Lie BE); 4) Ce 中 的 有 界 
域 的 所 有 解析 变换 所 成 的 群 . 

关于 轨道 空间 的 拓扑 研究 一 [1], (31, X 
于 不 连续 变换 群 (discontinuous transformation 
group) 〈 一 不 连续 群 ) 的 一 般 理论 详 见 [6]. 

[Ф] [1] А. Borel, Seminar on transformation 
groups, Ann. of Math. Studies, no. 46, Princeton Univ. 
Press, 1960; [2] S. Lie-F. Engel, Theorie der Tran- 
sformationsgcuppen, Teubner, 1 1888, 1 1890, (u 1893, 
L3] D. Montgomery-L. Zippin, Topological transforma- 
tion groups, Interscience, 1955; [4] R. S. Palais, A glo- 
bal formulation of the Lie theory of transformation gro- 
ups, Mem. Amer. Math. Soc., no. 22, 1957; [5] 5. Ko 
bayashi 《小 林 阳 七 ) -K. Nomizu 〈 野 水 克 已 ), Foundations 
of differential geometry, Interscience, E 1963, tt 1969, 
[6] W. Fenchel, Bemerkungen zur allgemeine Theorie 
der diskontinuierlichen Transformationsgruppen, Trei 


zième Congrès des Mathématiciens Scandinaves, 1957 
(Mercators Tryckeri, 1958, p. 77—85). 


齐 性 空间 [Ж homogeneous space ik espace 
homogène {# homogener Raum А однородное 
пространство Н AZM] 设 M 是 微分 流 
形 +，Lie 群 'G 是 M 的 一 个 Lie 变换 群 ', B G 
可 迁 地 + 作用 于 M 上, 则 M 称 为 以 G 为 变换 群 的 
齐 性 空间 (一 变换 群 )， 设 在 M 的 点 * 处 的 迷 向 
BE 20 H.L WH. 是 G 的 闭 子 人群。 通过 使 C/B。 
的 元 :sse G) 与 M 的 点 sx) 对 应 ,给 出 G/H, 
5M 之 闻 以 G 为 左 作用 域 的 一 一 对 应 。 Wc 
的 连通 分 支 的 集合 至 多 是 可 数 的 , 则 M 与 商 
流 形 G/H, 成 (包含 G 的 作用 的 ) AE. 
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因此 ,在 这 种 情形 , 齐 性 空间 M 与 由 Lie REG HY 
闭 子 群 瑟 得 到 的 商 流 形 G/H 可 视 为 同一 (一 
Lic 群 )。 但 是 ,五 不 是 由 MM 唯一 确定 的 ,也 可 取 
Наш =s Hs € G). 对 于 点 x 的 迷 向 群 H, 
中 的 各 个 元 4。 可 以 诱导 出 M 在 点 的 切 空间 
V, 的 线性 变换 2. 的 全 体 AL 称 为 点 * 处 
的 线性 迷 向 群 (linear isotropy group), 

把 齐 性 空间 M ARY G/H 时 ,G 到 M 上 的 
映射 x:s > H 称 为 射影 《projection)。 设 9 为 
Lie 群 G 的 Lie 代数 ', b 为 闭 子 群 刀 所 对 应 的 
F Lie 代数 。 当 把 s. b 看 作 G 的 单位 元 < 处 
的 切 空间 及 其 子 空间 时 ,射影 = 诱导 了 o/b 5 
M 在 点 x = яе) 处 的 切 空间 V, 之 间 的 作为 
线性 空间 的 同 构 ，H 的 元 4 的 伴随 表示 ? 
Ad(h) , 作为 线性 空间 a/b 的 线性 变换 ,定义 了 
нт. 通过 9/0 与 切 空间 V, [Н 
射影 = 定义 的 线性 同 构 Ad(h) 在 9/0 上 诱导 
出 的 变换 , 与 切 空间 V, 上 由 4 定义 的 线性 变 
th 4， 给 出 了 五 的 一 个 等 价 表示 .。 

在 齐 性 空间 G/H 中 ,如果 存在 着 浦 足 
Ad(H)m C m в 的 子 空间 m, 使 得 gb + 
т 《线性 空间 的 直 和 ), 则 G/H 称 为 可 简约 的 
(reductive), WEHE 9 中 的 表示 Ad(H) 为 
完全 可 约 的 +, 则 称 H 在 9 中 是 可 简约 的 , 

若 齐 性 空间 M 一 G/H 上 的 张 量 场 'P 为 
G 不 变 的 ( 即 在 G 的 每 个 元 所 确定 的 变换 下 不 
变 ), 则 P 在 点 x == (с) 处 的 值 是 在 x 处 的 切 
空间 V. 上 的 张 量 !, 而 x 在 线性 迷 向 群生 作用 
下 是 不 变 的 。 反 之 , V 上 一 个 这 样 的 张 量 ,可 
以 唯一 地 扩张 成 M 上 的 一 个 6 不 变 张 量 场 ， 若 
G/H 为 可 简约 的 , 则 G/H 上 的 6 不 变 张 量 场 
与 m 上 的 H 不 变 张 量 一 一 对 应 。 例 如 ,着 电 为 
ay AE а 中 是 可 简约 的 ,m 上 A 不 变 的 
正定 二 次 型 , 定义 了 G/H 上 的 一 个 6 不 变 
Riemann 度量 + 

当 在 齐 性 空间 M = G/H 上 给 出 G 不 变 
Riemann 度量 (或 线性 联络 ', 复 结构 '，Hermite 
BER, Kabler 度量 + 等 ) 时 ,就 称 M 为 Riemann 
(或 具有 线性 联络 的 ， 复 的 ，Hermite 65, 
Kahler 的 ) 齐 性 空间 。 关于 这 些 齐 性 空间 的 
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结构 与 几何 性 质 ， 有 着 各 种 详细 结果 (111— 
15], 一 对 称 Riemann Z], Lie 群 和 齐 性 空间 
的 拓扑 )。 

【 齐 性 空间 的 例子 】 1) Stiefel 流 形 (Sticfcl 
manifold), fE f Euclid 空间 R° 中 ,由 
个 线性 无 关 的 向 量 所 成 的 有 序 集 , 称 为 k 标 架 
Ck-frame) (n 2 k 21), 如 果 把 ” 维 实 线性 
EP GL(n, R) 看 作 К" 的 正则 线性 变换 群 , 则 
GL (n, R) 可 迁 地 作用 在 R 的 所 有 大 标 架 所 
或 的 集合 V. (R) 上 。 设 GL(n, R) 中 使 得 
RAR of 固定 的 元 所 成 的 子 群 为 Н, W Var 
(R) 与 商 空间 GL(n, R)/H 可 视 为 同一 。 由 
此 GL(n,R)/H 上 的 流 形 结构 可 转移 到 VxR) 
上 (这 个 结构 是 唯一 确定 的 ， 与 vb 的 选 法 无 
Ж) ,这 样 V. (R)=GL(n,R)/I,XGL(n—k, 
R) RARE TVR) KARA 
的 《 标 架 ( 实 ) Stiefel AH (real Stiefel manifold 
of k-frames), 

如 果 属于 一 个 & 标 架 的 向 量 的 长 度 均 为 
1, 且 这 些 向 量 相互 正 交 ， 则 这 个 标 架 称 为 正 交 
不 标 架 (orthogonal 有 -frame)。 所 有 正 交 不 标 架 
的 集合 V.. (R) 构成 Vr(R) 的 子 流 形 . 正 交 
群 '10(m) 可 迁 地 作用 于 其 上 ,V ,nCR) 成 为 0(n) 
的 齐 性 空间 ,表示 为 Vr(R) = O(n)/l, x O 
(п — 4). И, (R) 就 是 п — 1 HRB. Vee 
(R) MATER kg (BL) Stiefel 流 形 ,或 简 
称 为 Stiefel 流 形 。 同样 地 可 定义 复 Stiefel 
ЖЖ (complex Stiefel manifold) V,,(C) = 
U(2)/ly X U(n — k). 

2) Grassmann jf Jó (Grassmann manifold), 
设 А" 的 所 有 大 维 线性 子 空间 (n > k > 1) 所 
成 的 集合 为 M... (R). O (n) 可 迁 地 作用 于 
M La ET RAH М, (В) = О(п)/0()х 
O(n 一 人 .这 里 把 OG 看 作 等 同 于 OC) 中 
使 一 个 固定 的 л 一 人 维 子 空间 的 所 有 点 全 部 不 
动 的 元 所 构成 的 子 群 ， 把 0( — k) 看 作 等 同 
于 O(n) 中 使 上 述 子 空间 的 正 交 补 空间 的 所 有 
点 全 部 不 动 的 元 所 构成 的 于 群 。 这 样 M CR) 
成 为 齐 性 空间 ， 称 为 〈 实 ) Grassman ЖЖ 
(real Grassmann manifold)。 行 列 式 为 1 的 正常 


正 交 群 ! 50(n) 可 迁 地 作用 于 M... (R) E. 
М.В) 也 可 以 表示 成 以 SOC) 为 变换 群 的 
齐 性 空间 ,因此 , M... (R) 是 连通 的 。 此 外 , 齐 
#2518] M, CR) = 50(0)/50(&) x SO(n—k) 
称 为 由 定向 子 空间 所 构成 的 Grassmann Ж 
W. M (OR) 可 看 作 等 同 于 n 一 1 维 实 射影 空 
fal, CR) 可 看 作 等 同 于 ”一 1 维 球面 。 
在 以 上 的 步 难 中 ,将 R" 代 之 以 复 Euclid 空 
闻 С" 时 , Ce 中 的 所 有 维 线性 子 空间 所 成 的 
集合 M... CC), 构成 了 以 HEB UC) 为 变 
换 群 的 齐 性 空间 ,表示 为 UC(n)/UCK) x U(n— 
0), 称 为 复 Grassmann 流 形 (complex Grass- 
mann manifold), МАСС) 是 单 连通 的 复 流 形 、 
MACC) 可 以 分 解 成 以 Schubert PEt 为 胞 腔 的 
CW 复 形 (一 示 性 类 [ 示 性 类 的 各 种 定义 ])， 另 
Th, МСС) 也 可 看 成 是 "一 1 维 复 射影 空间 
中 的 所 有 《一 1 维 线性 子 空间 所 成 的 集合 ， 这 
时 , 应 用 这 个 空间 的 Plücker ФАК", МСС) 


可 实现 为 (% ) 一 ! 维 射影 空间 中 一 个 没有 奇 


点 的 代数 签 !( 一 坐标 [ 标 架 与 坐标 ] 4). Plücker 
坐标 ). 也 有 把 M a(R) S СР) R GC, 
k) 的 。 同样 地 ,可 表示 为 Sp (n)/Sp (A) х 
Sp(n — k) 的 齐 性 空间 ， 称 为 四 元 数 Grass- 
mann 流 形 (quaternion Grassmann manifold), 用 
MACH) SER. 

3) ЖЖЖ (flag manifold)。 当 指定 满足 
n4 > k, > WERFF Rh 
时 , 设 R" rh k 维 线性 子 空间 VG = 1, ns 
r) 的 单调 序列 V, D +s 2 V, 的 集合 为 FC 
te. k). 对 于 属于 РО, cc k) 的 两 个 序 
PV, D+! DV, VI D+ D V;, 因为 存在 
GL(n RYDE ERO VG, r), 
FAF (Cku 和) 构成 以 GL(n,R) 为 变换 群 的 
齐 性 空间 , 称 它 为 正常 族 流 形 (Proper flag mani- 
fold)。 由 于 维 西 群 U(n) 可 迁 地 人 年 用 于 其 上 ， 
FRAP (Ai, +++ 5 hp) 也 可 看 成 是 以 VC>) 为 变换 
群 的 齐 性 空间 .这 时 , 若 FCs k,)=U(n)/ 
H, WH SHR UC — k) X Uh — ki) x 
eé|XUG А. EIEE rm l, = 


?一 ;的 情形 ,这 个 齐 性 空间 可 看 成 是 紧 Lie Et 
U(n) 对 极 大 环 面 群 ? T 的 商 空 间 。 这 时 一 般 
考虑 紧 连 通 Lie 群 G 对 极 大 环 面 群 了 的 商 空 间 
G/T, 它 称 为 旗 流 形 ， 如 果 G 有 效 地 作用 于 
G/T EWG BER Lie E WAE G/T Æ 
单 连 通 的 Kahler 齐 性 空间 ,以 G 为 极 大 紧 子 
群 的 复 Lie BE СС, 是 由 双 正 则 变换 构成 的 Lie 
变换 群 ， 它 可 迁 地 作用 于 G/T E. G/T 也 可 
表示 成 G5/B, 其 中 B 是 G° 的 极 大 可 解 ' 子 
Lie В. 

[ 参 】 [1] A. Borel-R. Remmert, Über kompakte 
homogene Kahlersche Mannigfaltigkeiten, Math. Ann 
145 (1962), 429—439; [2] Y. Matsushima (БЫЗ 
=), Espaces homogénes de Stein des groupes de Lie 
complexes, Nagoya Math. (1960), 205—218; [3] 
K. Nomizu 《 野 水 克 已 )， iant affine connections on 
homogeneous spaces, Amer. J. Math., 76 (1954), 33—65; 
[4] H. C. Wang ( 王 宪 钟 )，Closed manifolds with ho- 
mogeneous complex structure, Amer. J. Math., 76(1954), 


1—32; [5] 数学 振 愉 会 夏 期 妃 7- I, MORID 
В, 1956. 


对 称 Riemann 空间 [3 Riemannian symmet- 
ric space — ik espace symétrique ricmannicn Ж 
Riemannscher symmetrische Raum 4 симметри- 
ческое риманово пространство RH Ў) 一 了 
EM] 对 称 Riemann 空间 M 是 在 每 点 ?都 
存在 以 ? 为 中 心 的 点 对 称 的 Riemann 空间 ， 它 
是 由 E. Cartan 开始 进行 研究 的 (1926)。 从 局 
部 微分 几何 来 说 ， 它 可 用 曲率 的 协 变 微分 为 等 
来 刻 划 ， 由 于 等 距 变 换 群 1(M ) 可 迁 地 作用 于 
M 上 , 且 一 般 ICM) Ж Lie 群 ,所 以 M 是 Lie 群 
G = I(M ) 的 齐 性 空间 。 对 M 作 de Rham 分 
解 ',M 的 各 个 不 可 约 分 支 ( 除 去 平坦 分 支 外 ) 都 
成 为 半 单 Lie 群 G 对 于 紧 于 群 K 的 齐 性 空间 ， 
通过 群 论 的 刻 划 ， 由 于 不 可 约 的 对 称 Riemann 
空间 与 实 单 Lie 群 一 一 对 应 ,因此 对 称 Riemann 
空间 与 Lie 群 有 密切 的 关系 ， 作为 对 称 Rie- 
mann 空间 的 例子 ,可 举 出 Euclid 2218), & RUNI 
贺 型 空间 (具有 一 定 Riemann 度量 的 射影 空 
闻 )，Grassmann 流 形 等 许多 例子 。 此 外 , 对 称 
Riemann 空间 的 分 类 也 已 完成 ， 而 且 进 行 了 详 
细 的 研究 。 我 们 知道 流 形 上 的 种 种 结构 大 体 上 
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在 什么 样 的 对 称 空间 来 实现 ， 就 可 以 很 方便 地 
运用 与 流 形 有 关 的 种 种 理论 。 由 这 点 出 发 ， 从 
数论 到 概率 论 的 各 个 分 支 都 有 一 部 分 人 对 它 表 
FRAD. 

【对 称 Riemann 空间 】 在 Riemann 空间 * 
M 的 每 一 点 ?的 适当 的 邻 域 U。， 可 以 定义 U。 
到 U, 自身 的 映射 rw， 使 得 通过 Р 的 测 地 线 " 
x1] 6, хо р) EROR UAE ou) = z—, 成 
立 。 如 果 对 于 M 的 每 一 点 p， 都 能 选取 ?的 充 
分 小 邻 域 Up, 使 得 o, 是 U, 的 等 距 变 换 ', 则 
JEM 称 为 局 部 对 称 Riemann 空间 (Riemannian 
locally symmetric space), Riemann 空间 M 为 局 
部 对 称 的 充分 必要 条 件 是 M 的 曲率 张 量 '( 对 于 
Riemann 联络 ) 的 共 变 微分 ' 等 于 零 。 局 部 对 称 
Riemann 空间 是 实 解析 Riemann 流 形 。 如 果 
Riemann 空间 M 是 连通 的 , 且 对 于 其 上 各 点 p， 
存在 从 M 到 M 上 的 等 距 映射 0,, CA P 为 孤立 
不 动 点 ( 即 在 ? 的 适当 邻 域内 没有 ? 以 外 的 不 
动 点 ), 且 中 是 恒 等 变 换 , 就 把 M 称 为 整体 对 称 
Riemann 空间 (Riemannian globally symmetric 
space) 或 简称 为 对 称 Riemann 空间 , 把 c, 称 
为 关于 ?的 对 称 变换 (symmetry at р). (HEL) 
对 称 Riemann 空间 是 局 部 对 称 且 完备 ' 的 
Riemann 空间 ,反之 单 连通 的 * 完备 的 局 部 对 称 
Ricmann 空间 是 (整体 ) 对 称 Riemann 空间 . 

【对 称 Riemann 齐 性 空间 】 连通 Lie HY 
G 的 齐 性 空间 ! G/K 称 为 (关于 6 的 ) 对 称 齐 
性 空间 (symmetric homogeneous space)， 如 果 存 
在 G 的 对 合 自 同 构 (involutive automorphism (BD 
二 阶 自 同 构 ))6 ,满足 下 列 条 件 : 设 在 8 作用 下 
G 的 所 有 不 变 元 构成 的 闭 于 群 为 Ko 其 单位 元 
的 连通 分 支 为 Ky. W| KS C К C Ko 成立. 在 
此 情形 下 , 映射 aK 一 O(a) K (a € G) 是 G/K 
的 一 个 变换 ,以 K 为 孤立 不 动 点 , 更 一 般 地 , Bh. 
射 aK 一 aug(ao)-'6(a)K 定义 了 G/K 的 一 个 
变换 On 以 任意 给 定点 a K 为 孤立 不 动 点 . 35 
对 称 齐 性 空间 G/K 上 存在 G 不 变 Riemann 度 
E, B G/K 通过 {б„|®є G) 而 成 为 对 称 
Riemann 空间 , 则 G/K 就 称 为 对 称 Riemann 
齐 性 空间 (symmetric Riemannian homogencous 
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space)。 对 称 齐 性 空间 G/K 是 对 称 Riemann Ж 
性 空间 的 充分 条 件 是 玉 是 紧 子 群 。 反 之 ， 对 于 
任意 的 对 称 Riemann 空间 M , 设 其 等 距 变换 全 
体 所 成 的 Lie 群 的 单位 元 的 连通 分 支 是 G, 则 M 
可 表 为 对 称 Riemann 齐 性 空间 M 一 G/K, K 
是 G 的 紧 闭 子 群 。 因 此 , 对 称 Riemann 空间 就 
是 可 用 对 称 Riemann 齐 性 空间 来 实现 的 Rie- 
mann 空间 。 

对 称 Riemann 齐 性 空间 G/K 的 Riemann 
联络 ! (不 依赖 于 C 不 变 Riemann 度量 的 选取 ) 
是 唯一 确定 的 .关于 这 个 联络 通过 C/K 的 一 点 
ao K 的 测 地 线 хаа < оо, xo = aK) 可 由 
z, = (expaX)a K 给 出 , 式 中 X 是 G 的 Lie 代数 
a 中 满足 OCX) 一 一 X 的 元 素 ，8 也 表示 由 C 
的 自 同 构 6 所 诱导 出 的 9 的 自 同 构 ，exp eX Ж 
示 由 X 决 定 的 G 上 的 单 参 数 子 群 '。G/K EE 
48 G AIK GAO DMA AS, C/K 上 任何 
G 不 变 微分 形式 ?是 闭 微分 形式 . 

"СР Riemann 空间 的 分 类 】 对 称 Riemann 
空间 的 单 连 通 覆 盖 Riemann 空间 也 是 对 称 
Riemann 空间 。 因 此 , 对 称 Riemann 空间 的 分 
类 归结 为 单 连通 对 称 Riemann 空间 M (以 及 M 
的 等 距 变 换 所 成 的 不 连续 群 ) 的 分 类 。 通 过 de 
Rham 分 解 ' 把 这 种 M 表 为 实 Euclid 空间 和 几 个 
单 连通 不 可 约 + Riemaan 对 称 空间 的 直 积 时 ,每 
个 直 积 因子 也 是 对 称 Riemann 空间 。 如 果 对 称 
Riemann 空间 作为 Riemann 空间 是 不 可 约 的 , 它 
就 称 作 不 可 约 对称 Riemann 空间 (irreducible 
symmetric Riemannian space). 

单 连通 不 可 约 对 称 Riemann 空间 与 下 列 四 
种 类 型 的 对 称 Riemann 齐 性 空间 之 一 《作为 
Riemann 空间 ) 同 构 ( 此 处 Lie 群 总 假定 是 连通 
#0). 

1) HG x G 的 对 称 Riemann 齐 性 空间 
(G x G)/{(a, a)la € G}。 其 中 G 是 单 连通 的 
Ж! Lie BE, G x G 的 对 合 自 同 构 由 (ea,2) 一 
(b,a) (a, 2) € G x G) 给 出 。 这 个 空间 (fE 
为 Riemann 空间 ) 同 构 于 赋予 群 G 以 双边 不 变 
的 Riemann 度量 的 Riemann 空间 G， 这 个 同 构 
由 映射 G ох СЭ (а, 6) — ab! € G 诱导 出 来 。 


2) 对 称 齐 性 空间 G/Ke, 它 是 由 单 连通 的 
紧 单 Lie 群 G 的 对 合 自 同 构 0 来 定义 的 。 这 时 
Ke = {a € G]0(a) = a) 成 为 连通 闭 子 群 、 且 
我 们 可 以 从 G 的 自 同 构 群 的 所 有 2 阶 元 所 成 的 
共 思 类 * 中 ,每 类 选 出 一 个 代表 组 成 6. 

3) 齐 性 空间 G5/G。 其 中 GC 是 复 单 Lic 
群 ,其 中 心 ! 只 由 单位 元 构成 , G 29 G€ 中 任意 选 
定 的 一 个 极 大 紧 子 群 . 

4) 齐 性 空间 Go/K. Heth Go 是 非 紧 单 Lie 
群 ,其 中 心 只 由 单位 元 构成 , 且 Go RRHH Lie 
群 结构 ,天 为 Go 的 一 个 极 大 紧 子 群 . 

3)，4) 均 成 为 对 称 齐 性 空间 ,这 点 参看 下 
节 。 这 四 类 对 称 Riemann 齐 性 空间 都 是 不 可 约 
Riemann 2218], 其 上 的 Riemann 度量 除了 一 个 
正 数 倍数 外 是 唯一 决定 的 。 且 在 D. 2), 3), 
4) th, D, 2) 是 紧 空间 ,在 拓扑 方面 , 3), 4) 
与 Euclid 空间 同 胚 , 因 此 是 非 紧 空间 。 单 连通 
不 可 约 对称 Riemann 空间 的 分 类 ,对 于 1), 3) 
两 种 类 型 的 空间 来 说 ， 分 别 归结 为 紧 实 单 Lic 
代数 和 复 单 Lie 代数 的 分 类 ,而 2),4) 两 种 类 
型 的 空间 的 分 类 则 归结 为 非 紧 实 单 Lie 代数 的 
分 类 CET). (这些 类 型 的 分 类 结果 一 公 
式 5.) 另外 , 任何 (不 一 定 是 单 连通 的 ) 不 可 约 
对 称 Riemann 空间 , 均 对 应 1), 2), 3), 4) 中 某 
一 类 的 一 个 单 连通 覆盖 空间 , 而 与 3), 4) 对 应 
的 空间 必定 也 是 单 连 通 的 。 

【 半 单 Lie 群 的 对 称 Riemann 齐 性 空间 ] 
如 上 所 述 ， 不 可 约 对 称 Riemann 空间 都 可 以 表 
为 半 单 Lie 群 (一 Lie 群 ) G 可 歼 有 效 地 作用 于 
其 上 的 对 称 Riemann 齐 性 空间 G/K。 在 对 称 
Riemann 空间 中 ,这 种 空间 M 一 С/К 可 以 这 
样 来 刻 划 ， 即 不 存在 对 于 Riemann 联络 平行 的 
非 零 的 向 量 场 。 另外。 如果 G 有 效 地 作用 于 M 
上 , WG 与 M 的 等 距 变 换 全 体 所 构成 的 Lie 群 
的 单位 元 的 连通 分 支 1(M )" 相 等 。 下 面 我 们 设 
M = G/K 是 半 单 Lie Heo BAR IE ЯТ 
其 上 的 对 称 Riemann 齐 性 空间 这 时 G 是 与 
1MY 局 部 同 构 ? 的 Lie 群 , 因此 G 的 Lie 代 
数 由 Riemann 空间 M 决 定 。 设 G 的 Lie 代数 
为 9, 对 应 于 KK 的 子 Lie KAR, EM G/K 


的 G 的 对 合 自 同 构 为 9, 由 8 定义 的 Lie 代数 9 
的 自 同 构 也 记 作 Ө, 则 k = (X e s|o0(X)=X). 
© m= (X € s|0(X) = —X), 我 们 就 有 9 一 
m 十 h《 作 为 线性 空间 的 直 和 ),m 可 自然 地 等 
fF G/K 中 点 K 处 的 切 空间 。 KK 的 元 素 在 
9 中 的 伴随 表示 ' Ad Ck) 诱导 出 m 的 线性 表示 
Ada(k), {Ada(k)]k€K} #5 Riemann 空间 
с/к 的 点 天 处 的 限制 线性 完整 群 ? 相 等 。 另 一 
方面 , 设 9 的 Killing WH g Ma mx TF ez 
WEZ, FILE Ek 与 m 上 的 限制 分 别 为 @,, 
Pus Wo 是 k 上 的 负 定 二 次 型 。 如 果 pa E 
m 上 的 负 定 二 次 型 , 则 8 是 紧 实 半 单 Lie fX 
HC, С/К 是 紧 对 称 Riemann 空间 . 在 这 种 情 
JF G/K 就 称 为 紧 型 (compact type). RZ, 
如 果 e. 是 m 上 的 正定 二 次 型 , G/K 就 称 为 
AR IRB (non-compact type), ZIK TEG RRA 
KTE, C/K 作为 拓扑 空间 , 同 胚 于 Euclid 25 
IH. H G/K 的 等 距 变 换 群 ((G/K) 与 G 的 Lie 
代数 а 的 自 同 构 群 通过 自然 的 对 应 同 构 。 当 
G/K 是 紧 型 ( 非 紧 型 ) 时 ,在 G/K 上 存在 唯一 
的 G 不 变 Riemann 度量 , 它 在 点 K 处 的 切 空间 
m 上 诱导 出 正定 内 积 —o, (9.2. 

用 单 连 通 紧 半 单 Lie 群 及 其 对 合 自 同 构 0 
所 得 的 紧 型 对 称 Riemann 齐 性 空间 G/K, 是 
单 连 通 的 ， 设 G 的 Lie 代数 o 通过 6 的 分 解 
Jj а e m + ko, 9 的 复 型 ' 为 85, 则 ас 的 实 于 
空间 g = V —1 m + ho EREM Lie 代数 ,也 
是 oC 的 实 型 '。 这 时 设 G, 为 对 应 于 中 心 只 由 
单位 元 构成 的 Lie 代数 в» 的 Lie 群 ,K 为 Ge 的 
对 应 于 ke 的 子 群 , 则 得 到 ( 单 连通 ) 非 紧 型 对 称 
Riemann 齐 性 空间 Со/К. 如 果 我 们 不 从 紧 型 
对 称 Riemann 空间 G/Ks 而 从 非 紧 型 对 称 Riem- 
ann 空间 G/K 出 发 , 应 用 同样 的 造 法 ,选单 连 
Ж Lie 群 Ge 为 对 应 于 % 的 Lie 群 ,就 可 以 得 到 
单 连通 紧 型 对 称 Riemann 齐 性 空间 。 而 且 ,这 
两 个 造 法 是 互 逆 的 ， 借 此 我 们 得 到 单 连通 紧 型 
对 称 Riemann 齐 性 空间 与 单 连通 非 紧 型 对 称 
Riemann 齐 性 空间 之 间 的 一 个 一 一 对 应 关系 . 
通过 这 种 关系 相互 对 应 的 对 称 Riemann 空间 彼 
此 都 称 为 对 方 的 对 偶 (dual)。 这 种 关系 的 存在 
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称 作对 称 Riemann 空间 的 对 偶 性 (duality), 

彼此 对 侦 的 对 称 Riemann 空间 ， 如 果 一 方 
是 不 可 约 的 则 另 一 方 也 是 不 可 约 的 ， 上 节 所 举 
的 1) 型 与 3) 型 的 空间 之 间 ，2) 型 与 4) 型 
的 空间 之 间 , 都 有 对 偶 关系 成 立 。 这 是 根据 Lie 
代数 理论 中 的 下 述 定理 : 如 把 同 构 的 Lie 代数 
看 成 相同 , 则 1) 复 单 Lie 代数 95 与 紧 实 单 Lie 
代数 a (Hi o 成 为 o 的 复 型 ) 一 一 对 应 ; 2) 
紧 实 单 Lie 代数 9 及 其 对 合 自 同 构 6, 8 可 选 
为 9 MAM BRAM 070, 用 如 上 作 
法 可 造 出 Lic 代数 во. 这 样 从 组 (g, Ө) 可 以 
得 出 非 紧 实 单 Lie 代数 86， 且 由 这 种 造 法 可 以 
逐个 得 到 所 有 非 紧 实 单 Lie 代数 . 

对 于 由 半 单 Lie 群 G 的 对 称 Riemann 齐 性 
空间 М = G/K 给 出 的 Riemann 空间 , 设 其 截 
面 曲率 ?为 K， 则 M 为 紧 型 时 天 的 值 > 0,M 为 
非 紧 型 时 K < 0。 又 W 的 秩 〈rank) 是 指 (在 如 
上 的 分 解 8 一 m + в HEEF m 内 的 9 的 
极 大 交换 Lie 子 代数 的 维 数 (其 值 一 定 )， 关 于 
MM 的 等 距 变 换 群 与 MY 上 测 地 线 的 分 布 等 结果 
=[3]—[5]. 

【对 称 Hermite 空间 】 ”定义 了 Hermite BE 
量 + 的 连通 复 流 形 ，M ,如 果 对 于 每 点 Р, 存在 
M 到 M 自 身 的 等 距 且 双 正则 的 变换 , 使 它 以 尹 
为 孤立 不 动 点 ， 则 M 就 称 为 对 称 Hermite 空 
f) (Hermitian symmetric space), 作为 实 流 形 ,这 
种 空间 M 是 偶数 维 对 称 Riemann 空间 ， 且 M 的 
Hermite 度量 成 为 Kahler К", 设 M 的 等 距 
变换 全 体 所 成 的 (不 一 定 连通 的 ) Lie 群 为 
1M), 其 中 正则 变换 所 成 的 子 群 为 AM), W 
ACM) Æ ICM ) WH Lie FE mR ACM ) 
的 单位 元 的 连通 分 支 4(M) Ж с, WEG 可 迁 
地 作用 在 M 上 ，M 可 表 为 对 称 齐 性 空间 G/K. 
特别 M 是 对 称 Riemann 齐 性 空间 。 

单 连通 对 称 Hermite 空间 (作为 Riemann 空 
闻 ) 的 de Rham 分 解 ' 的 直 积 因子 也 都 是 对 称 
Hermite 空间 。 作为 Riemann 空间 与 实 Euclid 
空间 同 构 的 因子 是 与 复 Euclid 空间 同 构 的 对 
称 Hermite 空间 。 定 义 一 个 不 可 约 对 称 Riemann. 
空间 的 对 称 Hermite 空间 称 为 不 可 约 对 称 
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Hermite 空间 (irreducible Hermitian symmetric 
space), 这样 ,对 称 Hermite 空间 的 分 类 问题 就 
归结 为 求 不 可 约 对 称 Hermite 空间 的 问题 .一 
MRI, 当 把 对 称 Hermite 空间 M 所 定义 的 对 
Ж Riemann 空间 表 为 半 单 Lie Ë G 有 效 作用 
于 其 上 的 对 称 Riemann 齐 性 空间 G/K 时 , 则 
MES EW, c 与 上 面 的 群 AMY 相等 , 且 
天 的 中 心 不 是 离散 + 集 。 特别 是 ， 不 可 约 对 称 
Hermite 空间 总 是 单 连通 的 。 并 且 ,不 可 约 对 称 
Riemann 齐 性 空间 G/K 能 通过 不 可 约 对 称 
Hermite 空间 M 来 定义 的 充分 必要 条 件 为 天 的 
中 心 不 是 离散 集 。 在 这 种 情形 下 ， 如 果 G 有 效 
地 作用 于 M 上 , 则 G 是 中 心 只 含 单位 元 的 单 Lie 
群 ， 且 KK 的 中 心 的 维 数 是 1。 对 于 满足 这 些 条 
件 的 G/K ,存在 两 种 能 给 出 G/K 的 Riemann 
结构 的 对 称 Hermite 空间 结构 . 
按照 不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 结 
Ж, 不 可 约 对 称 Hermite 空间 定义 下 列 对 称 
Riemann 齐 性 空间 之 一 ,反之 这 些 齐 性 空间 中 
的 每 一 个 均 对 应 两 个 不 可 约 对 称 Hermite Z8], 
1) 对 称 齐 性 空间 С/К. G 为 紧 单 Lie 群 ,其 中 
心 只 有 单位 元 ，G/K 由 G 的 对 合 自 同 构 9 定 
义 ,， 天 的 中 心 不 是 离散 集 。 6 可 选取 为 在 G 的 
自 同 构 群 中 对 合 自 同 构 的 共 胱 类 的 代表 元 ; ID 
齐 性 空间 Go/K. Go AFIRM Lie PE, K 为 其 极 
大 子 群 ,Ge 的 中 心 只 有 单位 元 ， 天 的 中 心 不 是 
离散 集 ，1) 型 不 可 约 对 称 Hermite 空间 是 紧 的 
ВАЕ". Ш) 型 不 可 约 对 称 
Hermite 空间 同 胚 于 Euclid 空间 且 〈 作 为 复 流 
形 ) 同 构 于 С° 中 的 有 界 域 (参看 下 节 ). 
根据 与 不 可 约 对 称 Riemann. 空间 同样 的 原 
理 , 不 可 约 对 称 Hermite 空间 之 间 也 存在 着 对 
PRA, GE D) 型 空间 和 H) 型 空间 之 间 有 一 
一 对 应 。 对 于 D 型 的 不 可 约 对 称 Hermite 空间 
M, 一 G 人 改 , 其 对 偶 的 ID 型 的 不 可 约 对 称 Hermite 
空间 M, 可 以 实现 为 M。 的 开 子 复 流 形 。 令 
G€ 为 M。 的 全 体 正则 变换 所 构成 的 Lie 群 的 
单位 元 的 连通 分 支 ; 则 G5 是 以 G 为 极 大 紧 子 群 
的 复 单 Lie BE GC 的 复 Lie 代数 вс 包含 C 
的 Lie 代数 9 为 其 实 型 。 定义 对 称 齐 性 空间 


с/к 的 G 的 对 合 自 同 构 6 把 9 分 解 为 3 一 
m+, dE 0С 的 实 型 g 一 V — Lm + к, ШЫ 
它 对 应 的 GC MIST BEN Go. IK Go JE СС 
闭 子 群 ,其 中 心 只 含 单位 元 , 且 б, BAEK 
其 极 大 紧 子 群 ,这 样 我 们 就 定义 м, = Go/Ko. 
В Go 作为 Co 的 子 群 作 用 于 M. Б. бәй) 
包含 Ke M, 的 轨道 是 M, 的 开 复 子 流 形 , 它 ( 作 
AAW) M, AH. H M. EARNE 
表 为 复 单 Le BE GC 的 齐 性 空间 GC/U. 

【对 称 有 界 域 】 令 忆 表示 复 ” 维 Encid 25 
IJ Ce 中 的 有 界 区 域 。 对 于 刀 的 每 一 点 ,如 果 存 
在 D 到 DD 本 身 的 阶 数 为 2 的 双全 纯 变换 、 使 得 
此 点 为 孤立 不 动 点 , 则 称 DD 为 对 称 有 界 域 (sym- 
metric bounded domain), 又 DD 的 所 有 双全 纯 变 
换 构成 Lie 群 ， 如果 它 可 迁 地 作用 在 D 上 , MJ 
忆 称 为 齐 性 有 界 域 (homogeneous bounded dom 
ain)。 对 称 有 界 域 是 齐 性 有 界 域 。 还 有 下 述 更 
强 的 定理 成 立 。 利 用 有 界 域 D 上 的 Bergman 核 
PAR, 可 以 引进 在 D 的 任意 双全 纯 变 换 下 不 变 
的 Kahler 度 量 ', 当 D 是 对 称 有 界 域 时 ,D 在 这 个 
度量 下 成 为 对 称 Hermite 空间 , 且 它 所 定义 的 
Riemann 空间 可 表 为 非 紧 型 对 称 Riemann 齐 性 
空间 G/K， 且 G 是 半 单 Lie 群 ， 反 之 ， 任 意 
非 紧 型 对 称 Hermite 空间 (作为 复 流 形 ) 与 某 个 
对 称 有 界 域 同 构 。 与 不 可 约 对 称 Hermite 空间 
同 构 的 刀 称 为 不 可 约 对 称 有 界 域 (irreducible 
symmetric bounded domain)， 对 称 有 界 域 可 表 
为 单 连通 的 不 可 约 对 称 有 界 域 的 直 积 空间 , 

对 称 有 界 域 D 的 所 有 双全 纯 变换 所 构成 的 
群 的 单位 元 的 连通 分 支 是 在 D 上 可 迁 地 作用 的 
半 单 Lie 群 。 反 之 , 齐 次 有 界 域 D 上 如 果 人 允许 
连通 半 单 Lie 群 或 更 弱 一 些 具 有 双边 不 变 Haar. 
测度 的 连通 Lie 群 可 迁 地 作用 , 忆 就 成 为 对 称 
ARR. Ce 中 的 齐 性 有 界 域 当 n< 3 时 是 对 
称 有 界 域 ,而 当 n> 4 时 就 不 一 定 是 对 称 有 界 
Ж. 


【不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 例子 】 这 里 
关于 不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 。 我 们 采 
用 E. Canan 分 类 记号 ,列举 2) 和 4) 型 中 可 
表 为 典型 齐 性 空间 的 空间 ，2) 型 的 单 连通 不 


可 约 对 称 Riemann 空间 可 表 为 M. = G/K, 
其 中 6 是 殖 有 效 作 用 于 M. LOR, K 是 
由 6G 的 对 合 自 同 构 9 由 К = ко 所 给 出 的 
FR. SM. 对 偶 的 4) 型 的 空间 表 为 
M,= Go/K， 显然 有 dim M, =dimMs, (X 
于 MM ,的 维 数 和 秩 以 及 可 表 为 单 连通 紧 例 外 单 
Lie 群 ! 的 齐 性 空间 的 2) 型 不 可 约 对 称 Riemann 
空间 M ,一 公式 5 Ш,) EA (RAR 5 ID 
H, O(n), U(n), Sp(n) 分 别 表示 ”次 正 交 
BE n 次 西 群 ', 2n KERE, SL(n ,R),SL(n, 
) 表 示 实 及 复 特殊 线性 群 '.50(n) 二 SL(n,R) 
NO(n), SU(n) = SL(n, C)NU(n). BS 


mn o) 


nol, 0) 


—,‚ 0 0 0 
0 1, 0 0 

Ke o o-!, of 
° 0 0 fy 


其 中 7, 是 p x p БРЕ. 

ATI, M,=SU(n)/SO(n) (02 1) „ХШ 
Os) =F GAR + ВОВЕ). M. SLG, 
R)/SO(n), 

АП 型. М, = SU(2n)/Sp(n) (n > 1), 
这 里 OCs) = J. s Ja’. Ma = SU*(2n)/Sp(n), 
其 中 SU*(2n) 是 与 C" 的 变换 (有, 
2,445777 52) > (1855775, E209 Ro 9 Be) 
可 交换 的 sL(2n , C) 的 元 所 构成 的 矩阵 群 , 称 
为 四 元 数 么 模 群 (quaternion unimodular group), 
它 与 四 元 数 体 H 上 的 n 维 线性 空间 的 所 有 正 
则 线性 变换 构成 的 群 的 换 位子 群 同 构 . 

AIS, M, = SU(p+ q)/S(U, x U,) 
(p> 42 l), HP S(U, XU,) =SU(p + 4) 
П(Ш(р) x U(4)), 这 里 把 UC) x UG) Ë 
然 地 看 成 UCp + 4) FB. OCs) = 1,1. 
M. 是 复 Grassmann BIE". М» = SU(p, 4)/ 
SU, X U,), 这 里 SU (p, q) 是 使 Hermite 型 


二 


ties 


一 zp+e 


2,4 不 变 的 SL(p + а, С) 的 元 所 构成 的 矩 
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阵 群 . А 
АТУ 型 . 这 是 AI 型 中 4 = 1 的 情形 . 
M. Ж л 一 1 维 复 射影 空间 ，M。 是 所 谓 Her- 
mite 双 曲 空间 (Hermitian hyperbolic space), 
BD 1 Æ, М, = 500р + 4)/50(p) X 
50(9)(р2421,р2>1,р+а = 4), Ж OG) = 
1,41. M. 是 Rr+* 中 可 定向 子 空间 所 构 
成 的 实 Grassmann HH. Mo = SOo(p,9)/ 
SO(p) X 50(4), SO(p, 4) 是 使 二 次 型 r + 
` +, 不 变 的 SL(n， 
R) 的 元 所 构成 的 子 群 ， 50o(p, 4) 是 其 单位 元 
的 连通 分 支 。 
BDI 型 .这 是 BDI 型 中 9 = 1 的 情形 . 
M. 是 ”一 1 Ж, М, 是 所 谓 实 双 曲 空间 
(real hyperbolic space), 
DI 型. M, = 50(2я)/0(п)(п2>2), 
9,9, 
中 把 UG) заж ¿e UG) E| S) 
ESOC п) 的 对 应 关系 看 成 S0(2n) HTH. 
6G) = Ja ]z. Мо = S0* (2n)/U(n), Аф 
$0* (2n) 是 使 斜 Hermite W zet 一 Zar + 
в,а Zaprt >t + Ea В, — ma P, 不 变 的 
行列 式 为 1 的 复 正 交 和 矩阵 所 构成 的 群 ， 它 与 使 
四 元 数 体 H k. ” 维 线性 空间 上 的 正则 斜 Her 
mite 型 不 变 的 线性 变换 全 体 所 构成 的 群 同 构 . 
СІ 型 . M。 一 Sp(n)/U(n)(n > 1), 其 中 
Ulna) 如 上 所 述 看 成 SO (2 n) 的 子 群 .因而 成 
为 Spln) WTE OCG) = s(=J.,J;'). M = 
Spln, R)/U(n), Spln, R) 是 实 2» 次 辛 群 '， 
СПИ. M. = Sp(p + 4) /5р(р) x Seq) 
(р > 4 > 1), 其 中 Sp(p)X5Sp(q) 通 过 如 下 对 应 
4,0 B, 0 
‘A, Bw (4, Bs о 4, 0 В, 
(с р) (с >) соро 
о с, 0 р, 
看 成 Selo + 4) WFR. Os) = Ky os Kpa 
М» = Sp(p»9)/Sp(p) X SPC) ,其 中 SPCP q) 
是 使 Hermite 型 (21, 5. 2,44) Kpa ' Gi, 
t pe.) 不 变 的 复 2(p + 4) KEHREN K 
成 的 群 , 它 同 构 于 四 元 数 体 H Ей p + q 维 线 


Mo: M RUE ids, 
toes 
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性 空间 上 使 指数 为 的 正则 Hermite 型 不 变 的 
线性 变换 全 体 构成 的 群 . 9 一 1 P, M. 是 四 
元 射影 空间 ，M。 称 为 四 元 数 双 曲 空间 (quater- 
nion hyperbolic space), 

在 上 述 各 型 空间 中 , 当 p.q.e 较 小 时 ,有 
些 不 同型 的 空间 (作为 Riemann 空间 ) 彼 此 相同 
(一 公式 51V). 

【空间 型 】 常 曲 率 ” Riemann 空间 称 为 空 
间 型 (space form), 按照 常 曲 率 天 为 正 、 零 或 负 ， 
其 空间 型 就 分 别称 为 球 型 (spherical), Euclid 
Æ (Euclidean) RM AAA (hyperbolic), S 
为 局 部 对 称 Riemann 空间 。 单 连通 完备 的 空间 
型 , 当 K > 0 时 是 球面 , K 一 0 时 是 实 Euclid 
空间 , K < 0 时 是 上 节 所 述 的 BD II 型 实 双 曲 
空间 (赋予 适当 的 Riemann 度量 ) .一般 地 , 完 
备 的 球 型 空间 型 , 当 维 数 为 偶数 时 ,只 限于 球面 
及 射影 空间 ， 而 当 维 数 为 奇数 时 就 成 为 可 定向 
流 形 。 完 备 的 二 维 Euclid 空间 型 有 Euclid P 
HAGA Mobius 带 及 Klein 瓶 等 五 
种 ， 除 了 这 些 和 二 维 球面 以 外 ， 其 他 所 有 闭 曲 
面 { 都 是 二 维 紧 双 曲 空间 型 . 

【不 可 约 对 称 有 界 域 的 例子 】 在 前 节 所 举 
的 不 可 约 对 称 Riemann 空间 中 , 对 应 于 不 可 约 
对 称 Hermite 空间 的 有 АШ, ОШ, BDI (q= 
2), Cl 等 四 型 。 这 里 我 们 列举 与 其 所 对 应 的 
不 可 约 对 称 Hermite 空间 同 构 的 不 可 约 对 称 有 
界 域 。 和 矩阵 正定 用 > 0 жт. 

lmm 型 (m' 2 m > 1). HABA Iw 一 
'ZZ 六 0 的 m x т 复 矩 阵 Z 所 成 的 集合 是 
Com 中 的 对 称 有 界 域 , 它 (作为 复 流 形 ) 同 构 于 
АШ (р = m, q = т) 的 Me 所 定义 的 不 可 
约 对 称 Hermite 空间 . 

IL, 型 (m > 2). KEEA ln —'ZZ > 0 
的 m X 姻 的 复 斜 对 称 矩 阵 所 成 的 集合 是 
Cha-a 中 的 对 称 有 界 域 。 它 对 应 于 рш 型 
(n = m). 

Il, 型 (m > 1)。 所 有 适合 1, — '22 > 
0 的 m X m 的 复 对 称 和 矩阵 所 成 的 集合 是 
Coon 中 的 对 称 有 界 域 , 它 对 应 于 CI 型 (" 一 
т). XX AB ER т К Siegel 上 半空 间 ' 复 解 


析 同 构 . 

IV, 型 (m > 1, т зе 2), 这 是 Cn dii 
E le)? +--+ + feel + leit vee + 
251)/2 < 1 BIT (21, "5, zm) 所 构成 的 有 界 
域 , 它 对 应 于 BDI 型 (рет, q = 2). 

以 上 四 型 的 有 界 域 中 间 ， 有 下 列 复 解析 同 
构 关系 成 立 : hu © U, ае HI & IVi, I, & has, 
IV, = Ih, IV, & h.z IV, e IL. 关于 这 些 对 称 
AAR ERI] 还 存在 另外 两 种 不 可 约 对 称 
有 界 域 ,它们 可 表 为 例外 Lie 群 的 齐 性 空间 . 

СЗ Riemann 空间 】 作为 对 称 Rie- 
mann 空间 概念 的 一 种 推广 , A. Seiberg 引信 了 
SANK Riemann 空间 。Riemann 空间 M 称 为 能 
对 称 Riemann 空间 (weakly symmetric Rie- 
mannian space), ， 如 果 M 的 等 距 变换 + 群 ICM) 
的 一 个 Lie ЖС = ИЕН ЕМЕ, ВЕ 
一 个 等 距 变 换 we !(M )， 满 足下 列 条 件 : 1) 
иби”! = G; 2) WEG; 3) 对 于 M 上 任意 两 
Biz, y, ВЕСЕ т, 使 得 wx m my, ву 
mx。 对 称 Riemann 空间 MM 成 为 弱 对 称 Riemann. 
空间 ,如 果 令 G 一 1(M ) ,pz = 恒 等 映 射 . 这 时 
条 件 3) 中 的 mm 可 选取 为 关于 连结 *;y 两 点 的 
测 地 线 弧 的 中 点 ?的 对 称 变换 o,。 但 是 存在 弱 
对 称 Riemann 空间 , 它 不 具有 对 称 Riemann 空 
间 的 结构 。 例 如 M 一 G 一 SL(2, R), X G 赋予 


ЕЗИ) ОЖЖ Riemann И, (10) 


定义 的 内 自 同 构 * (Selberg (61). SAAR Rie- 
mann 空间 上 G 不 变 微分 积分 算 子 所 构成 的 环 
是 交换 的 ， 因 此 在 其 上 可 以 开展 球 函数 理论 的 
研究 (一 西 表示 ). 
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В. Кома, Lie algebra cohomology and the generalized 
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不 连续 群 1% discontinuous group 法 groupe 
discontinu ¿Ë diskontinuierliche Gruppe 4А pas- 
рывная групла A ЖЖ) 【定义 】 ik 
群 了 (连续 地 ) 作 用 在 Hausdorff 空间 + X F. 也 
就 是 说 ,对 于 7 ET, хЄХ, 可 以 确定 rrex, 
使 得 映射 * — rz ХАВА, HAWE 
Tx) = (у, уйк, 1x = z (1 Ë T RS tü Ër. 
70). WRX MOA x, y 能 借助 的 元 而 互相 
移动 , 即 存在 7 €T, 使 得 y 一 vx 成 立 , ИЙ 
x, y RFT BH (equivalent), CA x AF 
集 也 可 作 同 样 的 定义 .) 

关于 了 的 “不 连续 性 ”可 以 考虑 下 列 条 件 : 
i) 对 于 任意 的 x € X 以 及 由 T 内 不 同 的 元 组 成 
的 无 限 序列 rd. 点 列 {7x} BARA: п) 对 
于 任意 的 xE X, 存在 某 个 够 域 U;, 使 得 7U: 几 
U,# 的 7ET 只 有 有 限 多 个 ; н) dixe 


不 连续 群 273 


X 关于 了 不 等 价 , 则 存在 x, y BR U. U,, 
使 得 对 于 所 有 的 r eT HH rU, NU, =Ø; 
Hi) 对 于 X 的 任意 紧 子 集 M ,使 7MnM = 
OH rcr 只 有 有 限 多 个 .。 

不 难看 出 , i)i), ii) + i’) >i), ШЖ 
X 是 局 部 紧 ' 的 , 则 反 过 来 di) > ü), ii’) 也 成 
立 . 当 1) 成 立时 , 《作为 X 的 变换 群 ) 称 为 
不 连续 的 《discontinuous); 当 ii) 或 iii) 成 立时 ， 
就 称 为 总 不 连续 的 (properly discontinuous). 特 
别 把 X 和 局 部 紧 群 G 由 它 的 某 个 紧 子 群 K 得 
到 的 齐 性 空间 ? G/K 视 为 同一 时 ， 对 于 G 的 子 
EET, 上 述 的 条 件 D, ii), ii) 都 是 等 价 的 ， 它 
们 还 等 价 于 Г (作为 G 的 子 群 ) 是 离散 的 + 

给 定 一 个 不 连续 群 T, 对 于 ze X, x 的 迷 
HR T, = (r €T|ry x = z) BE IR t. 09 
别 是 , 若 对 于 所 有 的 * 有 Tx = (1), WAT 8 
由 地 (frecly) 作用 在 X 上 ， Ф Tx = 0" 

чех 
4x = {1} RT AAA. WETA, 
的 x 称 为 的 不 动 点 (fixed рош), ДЗ 
单 起 见 ， 在 不 作 特别 说 明 时 。 总 假定 了 是 有 效 
i. - 

因为 xX 的 点 关于 的 等 价 关系 显然 满足 等 
价 定律 ', 所 以 可 利用 它 将 xX 分 成 等 价 类 , 或 
称 为 了 轨道 。 所 有 轨道 组 成 的 空间 (X % r 
的 商 空间 ) 记 为 T\X。 当 了 满足 让) ун) 时 ， 
T\X 关于 商 空间 的 拓扑 成 为 Hausdorff 空间 . 
又 当 工 是 自由 地 作用 时 ,X 成 为 T\X 的 ( 非 分 
歧 ) 履 盖 空 间 * ,了 可 看 作 它 的 覆盖 群 '。( 反 之 ， 
覆盖 群 总 是 自由 的 纯 不 连续 群 ,) 一 般 地 说 , 把 
x 看 作 TNX 的 有 分 歧 点 的 覆盖 空间 ， 它 的 分 
歧 点 就 是 的 不 动 点 。〔 关 于 这 一 节 — 31, 
(91, [2], 117].) 

【基本 域 】 TAX 在 X 内 的 完全 代表 系 F 
(BUX ATH F, 它 使 得 TF =X, УЕПЕ = 
多 (у #1), 通常 称 为 了 在 X 内 的 基本 域 ( 英 
fundamental region — 4& Diskontinuitatsbereich) , 
实际 上 往往 再 附加 适当 的 拓扑 或 几何 条 件 。 这 
里 假定 的 闭 包 F 是 F 的 内 部 F'《 内 点 的 集 
合 ) 的 闭 包 (这 时 ,有 时 代替 而 把 F 或 F' 称 为 
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HEAR), WRT ORES Gi), 8) 的 , 且 
CHI Жай Н". RIT КАРЕ E K Ek 
是 存在 的 〈R. Baer-F. W. Levi, 1931), 如果 
集合 {YF Ку eT) 为 局 部 有 限 ( 即 对 任 一 xE X, 
存在 一 个 邻 域 U,, 使 得 满足 r F U, = @ d 
Y ET 只 有 有 限 个 ) , 则 称 为 正规 的 (normal). 
如 果 X 是 连通 的 ，F 是 正规 的 ， 则 本 由 把 F 移 
往 “ 邻 接 ” 的 等 价 集合 内 的 变换 ， 即 由 (v €T; 
ҮРПР ) 所 生成 。 因 此 ,知道 了 基本 域 的 
形状 ， 对 于 了 解 工 的 生成 元 以 及 它们 的 基本 关 
系 ? 是 有 用 的 ， 假 定 X 有 一 个 Г ABE Borel W 
Feta, B T RAR, 则 w(F) 与 F 的 取 法 无 
关 (=p(T\X))。 如 果 T 具 有 正规 基本 域 F ,使 
得 (rl, FOF # Ø) X898, H x(F)<%， 
则 下 称 为 第 一 类 (of the first kind) RERE (C 
L. Siegel[9]). 例 如 , 若 X 为 局 部 紧 , FM (e 
T\X 紧 ), 则 了 是 第 一 类 不 连续 群 . 

为 了 看 出 的 定性 性 质 ,考察 基本 (F) Ж 
(fundamental (open) set) О ( 即 TO = X, (v € 
Tirana * 2) 为 有 限 的 ( 开 ) 集 ) 要 比 考察 基 
本 域 更 方便 一 些 (一 [3], [141, C1]. 1191). 

(Riemann 面 的 情形 】 i Г JE Riemann 
面 ' X 的 解析 变换 的 不 连续 群 .根据 单 值 化 * 理 
论 , 从 理论 上 说 , 只 考察 X 为 单 连通 + 的 情形 即 
已 足够 . 

1) X 一 CU {co} (Riemann 球面 ') 的 情 
Ж. 了 是 有 限 群 ， 因 为 它 被 看 作 球面 运动 群 ， 
所 以 是 循环 群 、 二 面体 群 '、 或 多 面体 群 ' 中 的 一 
个 ([5])， 

2) x 一 C (复数 平面 ) 的 情形 。T 包含 于 
平面 运动 群 中 。 属 于 T 的 所 有 平移 构成 秩 为 
>( < 2) 的 子 群 ( 且 是 自由 Abel BED. # >= 
4, 则 是 有 限 循环 群 ; 若 » > 0, 则 了 由 下 列 形 
状 的 变换 组 成 : 

r= 18, 

> 一 2 时 ， 


z— tz + mo, kame Z, 
z— etz + mo, + myn, 

ky тє Z, 
其 中 oso) 为 非 零 复数 , 且 (о/о) > 0, 通 
W e= t1, RIE »—2, Boo mtus GREG 
Lm exp 2 ai/1(i 二 V 一 1 )), 这 时 es 可 分 别 


取 值 5, ERG. 这 些 情形 的 基本 域 可 参看 图 
1. 在 v == 1,2 的 情形 ,关于 T 的 自 守 函数 本 
质 上 由 指数 函数 、 椭 圆 函 数 所 给 出 (一 椭圆 函 
数 ). 


19] 


i] 
js 0] 
N Z: 
1 
E (a) 
图 1 @)v=2,e=1, 
(b) 9, =1, o, =, e =, 


(с) 9, =1, o, = bs, в =, 
(d) @ =1, о, =o), a=; 


3) X (1а < 1) (单位 回 ) 的 情形 С 
[8], [5], [2], 0171). 借助 Cayley 变换 +， 把 
它 变换 到 上 半 平 面 9 = {2 = r + iyly 之 0)。 
因为 9 的 解析 自 同 构 必 由 实 线性 分 式 变换 ? 
(Mobius 变换 ) z— (az + ó) (ez + 4)" (a, 
b,c,d€ R, ad — bc = 1) 所 给 出 , 且 它 的 全 
体 所 成 的 群 可 迁 地 作用 在 上， 所 以 9 可 以 
等 同 于 齐 性 空间 GK, 其 中 G = SLO, R), 
K = 50(2)(V 一 1 的 迷 向 群 )、 从 而 多 的 不 连 
续 群 可 作为 G 的 离散 子 群 而 求 得 。Y eT 了 可 
被 延 拓 成 Riemann 球面 CU (0) 的 解析 变换 ， 
对 于 某 个 ze CU о} UL B T 8921893648 
成 的 无 限 序列 7}, 把 点 列 {Yiz) 在 C U (oo) 
内 的 聚 点 ( 它 必定 位 于 实 轴 RU (co) 内 ) 称 为 
工 的 极限 点 (limit point), 当 只 有 一 个 或 两 个 
极限 点 时 ,通过 简单 的 变换 可 把 r 归结 为 2) 的 
情形 。 在 其 它 情形 ,极限 点 有 无 限 多 个 , 设 它 的 
KS WS = ВО (о), REY 是 完全 
PUES. ERES T HEMS СЕ Hauptkreisgrup- 
pe)， 因 为 9 具有 G 不 变 的 Riemann BERT d= 
утах + dy) (KH Poincaré BERE), BESTE 
作 关于 这 个 度量 的 负 曲率 非 Euclid 平面 +， 使 


用 这 个 度量 ,就 能 构成 由 测 地 线 即 与 实 轴 正 交 
的 圆 弧 所 图 成 的 正规 多 边 形 基本 域 F. 由 它 的 
等 价 边 的 对 应 关系 ， 可 以 得 到 了 的 生成 元 和 它 
们 之 间 的 基本 关系 . (反之 ,从 满足 适当 条 件 的 
正规 多 边 形 出 发 、 可 以 构成 以 它 为 基本 域 的 主 
BR.) 特别 是 ， 当 且 仅 当 F 的 边 数 有 限时 ,T 
才 具 有 有 限 个 生成 元 ， 这 时 了 称 为 Fuchs 群 
(Fuchsian group) (不 是 这 样 的 主 圆 群 称 为 氢 
Fuchs 群 (Fuchsoid group). 又 ,通常 把 使 得 复数 
平面 的 某 个 区 域 不 变 的 线性 分 式 变换 的 《有 限 
生成 ) 不 连续 群 称 为 Klein BE (Kicinian group)), 
了 成 为 第 一 类 Fuchs 群 的 充分 必要 条 件 是 
p(T\9) < co ([10]), Fuchs 群 成 为 第 一 类 
Fuchs 群 当 且 仅 当 Z 一 RU {co} (不 是 这 样 
的 Fuchs 群 称 为 第 二 类 (of the second kind) 
Fuchs 群 ). 对 于 *eRU{co}, 也 把 它 的 迷 
向 群 记 为 T。。 当 г, 是 由 某 个 抛物 ?变换 (六 十 
1) 生成 的 无 限 循环 群 时 ，* MOS GR) RA 
(parabolic) cusp), 的 尖 点 由 基本 多 边 形 F 
在 实 轴 上 的 顶点 所 代表 . 另 一 方面 , ANT 
在 9 内 的 不 动 点 = 的 迷 疝 群 T, 是 由 椭圆? 变换 
生成 的 有 限 循环 群 ， 所 以 也 把 HAME (F 
动 ) 点 (elliptic point)， 设 第 一 类 Fuchs HET 09 
MAW СЕР ГЮ) 等 价 类 的 代表 系 为 (a, 
s z), 各 Tu RIM eus 抛物 尖 点 的 等 价 类 
个 数 为 +。 在 商 空间 TND 里 添加 与 尖 点 相对 
应 的 * 个 “无 穷 远 点 ”", 再 适当 地 定义 一 个 解析 
结构 ， 就 可 得 到 紧 Riemann M R. MRE 
的 亏 格 + 为 g, 而 关于 上 述 Poincaré 度量 的 面积 
为 x(Rr)，, 则 下 述 关系 式 (Gauss-Bonnet 公式 ') 


这 里 uu) 具有 一 个 下 界 x/21([10])。 关于 
Fuchs THATAR (Fuchs 函数 ) , 它 与 Rr 
上 的 代数 函数 论 有 关 ， 从 Н. Poincaré (1882) 
以 来 ,已 作 了 详细 的 研究 (一 自 守 函数 ). 


不 连续 群 275 


Use) r-stG. Z)={(" 1. bs 


ede Z, ad — bc = !}( 或 与 它 对 应 的 线性 分 
式 变换 群 ) ROS (ШШ) M elliptic) modular 
group), T 是 作用 在 9 上 的 第 一 类 Fuchs Rf, 
它 的 基本 域 以 及 它 的 等 价 边 的 对 应 如 图 2 所 
ж. (图 3 表明 了 把 主 贺 作 为 单位 圆 的 情形 下 
基本 三 角形 的 等 价 集 的 情况 .) 从 图 2 可 以 得 到 


r Gd 15 (t 5 (1 7) 的 如 下 的 生 
成 元 及 其 基本 关系 : 
p Own 
ЕЛ 
YE 
LN. S 
图 2 ms 
s sm 
а= = (T, 9), 


TRMA z, 一 15 所 代表 的 两 个 等 价 类 
构成 [Ti (6 h) m 2. IT h) 3. 
又 ，F 的 尖 点 集合 只 由 一 个 等 价 关 构 成 ， 且 与 
QU {co} 重合 。 mr 成 为 Riemann 球面 

对 任意 的 自然 数 N, 由 条 件 ("“)=( 1) 
(mod N) 所 定义 的 的 正规 子 群 F(N) 称 为 级 
(Ж level Ж Stufe) X N RUSE RF BE (principal 
congruence subgroup) (图 4)， 一 般 说 来 ,对 于 某 
£ N. HEB TOT OT CN) 的 Г 称 为 (级 N 的 》 
同 余子 群 (congruence subgroup) (存在 满足 
Ir) < оо, 但 它 不 是 同 余 于 群 )， 若 V > 3, 
则 由 于 一 D&TCN) ,所 以 TCN) 是 有 效 的 .(N 一 
1,26, P(N)» = (+ 1).) XS N22M, 
TCN) 没有 本 圆 不 动 点 。FCN) 的 尖 点 的 等 价 类 
+ (N) 以 及 对 应 的 Riemann 面 Rron WS 


20 。 KERE 


格 g(N) 由 下 式 给 出 : 
(0-1, (2) = 3, 
Км) = (1/2N)[T:T(N)], N 2 3, 
8&(D 一 0，8(2) 一 0， 
ECN) 一 1 二 (CN 一 6)/24N)LT:TCN)]， 
N>3, 
其 中 IT:TCN) 一 NII (一 1/p). 关于 T 
ix 
(N) 的 自 守 函 数 称 为 级 N HEARR. ETX 
一 节 ~[5], (61, (171.) 


图 4 7(2) BAR, PC) 的 基本 域 由 6 个 组 成 


【多 变量 的 情形 】 到 目前 为 止 ， 对 不 连续 
群 了 及 与 之 相关 的 自 守 函 数 的 研究 ,只 有 下 
述 这 些 情形 : 2) X = Cr, re 2” (由 平移 
构成 的 秩 为 2” 的 自由 Abel 群 )([t21, 一 Abel 
Ж); 3) X 是 С" 内 的 有 界 域 , 是 由 X 的 解 
析 变 换 构 成 的 不 连续 群 ( 此 时 条 件 0, ii), ii) 
是 等 价 的 ). 在 3) 的 情形 , X 的 所 有 ОШ) 解 
析 变换 所 成 的 群 .er(X) 关于 自然 拓扑 〈 紧 开 
拓扑 ) 成 为 Lie 群 ',T 可 作为 它 的 离散 子 群 来 
得 到 . 若 TNX 是 紧 的 , 则 根据 自 守 形式 的 理论 
(或 小 平定 理 ), TAGE BRA Gli EXE 
极 小 模型 9)([12],[2])， 特别 当 X 是 对 称 有 界 
域 ' 时 , 即 X 关 于 它 的 Bergman 度量 ' 成 为 对 称 
Riemann 空间 ! BY, . СХ) 的 单位 元 的 连通 分 
支 ( 它 与 X 的 等 距 变换 ' 群 (X) 的 单位 元 的 连 
通 分 支 重合 ) 成 为 非 紧 型 的 〈 即 没有 紧 单 因子 
的 ) 半 单 Lie 群 +，X 可 与 G 对 于 它 的 一 个 极 大 
紧 子 群 玉 的 齐 性 空间 视 为 同一 . 关于 这 种 博 
形 ,以 Siegel 的 研究 (9。 一 Sp(n, R)/K: Siegel 


上 半空 间 1; T 一 Sp(n, Z): Siegel 模 群 9 以 及 
О. Blumenthal, H. Braun， 华 罗 庚 等 人 的 研究 
作为 开端 后 来 德国 学 派 诸 如 M. Koecher, H. 
Maass 以 及 其 他 人 继续 进行 了 这 方面 的 研究 , 近 
年 来 在 代数 群 理 论 的 影响 下 ， 这 一 理论 得 到 了 
重要 的 发 展 ([11], [12], (31, 1191, -AFE 
数 ). 

另 一 方面 ,一 般 说 来 负 曲率 的 对 称 Riemann. 
空间 + 的 等 距 变换 全 体 所 成 的 群 /(X), 是 具有 有 
限 个 连通 分 支 且 中 心 为 有 限 的 非 紧 型 半 单 Lie 
群 ，X 可 与 C 对 于 一 个 极 大 紧 子 群 的 齐 性 空间 
视 为 同一 .从 而 由 X 的 等 距 变 换 构成 的 不 连续 
群 的 研究 可 归结 为 对 这 样 的 Lie SEG 的 离散 子 
群 的 研究 .作为 一 个 例子 ， 行 列 式 为 1 的 阶 
正定 实 对 称 矩阵 ?全 体 的 空间 X 可 与 SL(n,R)/_ 
SO(n) 视 为 同一 (4€ SLCn, 尺 ) 通过 X 33 一 
448S4 作 用 于 X 上 ). 此 时 T= 510, Z) Ж 
X 的 第 一 类 不 连续 群 ， 构 造 它 的 基本 域 的 方法 
就 是 所 谓 Minkowski 的 约 化 理论 (Minkowy- 
ki’s reduction theory) ([7], 1141). 

CES Lie 群 的 离散 子 群 】 对 于 群 G 的 两 
AFH, 如 果 指数 [Frnr],IF:rnP] 
都 有 限 , 则 称 它们 为 可 公 度 的 (commensurable) , 
同 模 群 或 SL(n, Z), Sp, Z) 一 样 ， 对 于 在 
8 上 定义 的 某 个 实 线性 代数 群 ' CC GLO, 
R), 与 Gz = СПСІ (п, Z) 可 公 度 的 子 群 了 
通常 称 为 G 的 算术 子 群 (arithmetic subgroup), 
算术 子 群 总 是 离散 的 。 特 别 是 , 若 C 为 半 单 的 ， 
则 关于 不 变 测度 ! 有 aNG) < ©; 并 且 TNG 
为 紧 的 充分 必要 条 件 是 G 为 Q 紧 ! ОШ Ga 或 
Gz 仅 由 半 单 1 THR) (B. H. C. M. T. 定理 
《1141,11]); 更 一 般 地 , 若 G 关 于 Zariski 拓扑 " 
是 连通 的 , 且 没有 定义 在 Q 上 的 特征 标 +, 则 同 
样 的 结果 仍然 成 立 )、 在 证 明 这 些 事实 以 及 构 
成 T\X 的 紧 化 时 ,有 效 地 使 用 了 由 H. Minko- 
wski-Siegel 的 想法 ([7], 1111, 13), LODER 
起 来 的 基本 开 集 理论 . 

假定 C 是 连通 非 紧 半 单 Lie 群 ,了 是 它 的 
离散 子 群 , 且 使 aNG) < со, 则 下 述 的 “稠密 
性 定理 ”成 立 (A. Borel, Ann. of Math, 72 


(1960)): i) 对 于 所 有 的 线性 表示 pp(T)7 的 线 
性 闭 包 与 (G) 的 线性 闭 包 相 同 ; i) 若 G 是 代 
数 的 , 则 了 关于 Zariski 拓扑 是 稠密 的 。 另 设 C 
的 中 心 为 有 限 , 且 G 是 单 群 G, OAR. WR 
到 {Gi} 的 ( 真 ) 部 分 积 的 射影 总 是 非 离散 的 , 则 
称 本 为 不 可 约 的 (irreducible), 例如, 若 G 是 8 
单 + 代 数 群 , HJ D = Gz 是 不 可 约 的 . 一般 地 ， 
存在 指标 集 { 的 一 个 划分 , 使 了 与 对 应 这 个 划 
分 的 部 分 积 的 不 可 约 离散 子 群 的 直 积 是 可 公 度 
的 , 且 这 些 不 可 约 分 支 (不 计 可 公 度 性 ) 是 唯一 
确定 的 . 

作为 高 维 半 单 Lie 群 G 的 离散 子 群 的 构造 
方法 ,要 推广 像 单 位 园 情 形 (G = SL(2, R)) IB 
样 的 几何 方法 是 困难 的 ， 到 目前 为 止 只 知道 上 
述 的 数论 方法 。 与 之 相反 , SETTE! 或 者 可 
WE Lie 群 ,已 经 知道 构造 离散 子 群 的 统一 方 
法 (P| An HL йт HR E BE, Amer. J. Math., 83 
(1961)).) 实际 上 ,已 经 得 到 一 些 结果 暗示 ,在 
半 单 Lie 群 G 内 ,离散 子 群 并 不 太 多 .第 一 ,SL(n， 
Z) (n > 3), Sp(n, Z) (n > 2) 等 有 限 指数 的 
子 群 都 是 同 余子 群 (H，H. Bass-M. Lazard-J.-P* 
Serres 这 个 结果 已 由 C. C. Moore 和 松本 英 也 
推广 到 代数 数 域 上 的 任 一 Chevalley 群 ' 的 情形 ); 
Gz = SL(», Z), Sp(n, Z) 等 ,在 G 中 是 极 大 
的 . 又 若 中 心 为 有 限 的 非 紧 半 单 Lie 群 G 不 含 
有 与 SL(2, R) 局 部 同 构 的 单 因子 ， 则 C 的 使 
ING 为 紧 的 离散 子 群 T, 除了 《由 G 的 内 自 同 
构 得 到 的 ) 平 凡 变形 ' (deformation) 以 外 ,没有 
非 平凡 变形 (A. Selberg, E. Calabi-E. Vesentini, 
A. Weil [15]; 这 一 事实 本 质 上 与 HT, X, 
ad) = 0 等 价 )。 又 由 于 发 展 了 这 一 证 明 中 所 
使 用 的 方法 , T\X 的 Betti 数 ', 以 及 与 G 的 表 
Ж б 有 关 而 定义 的 上 同调 群 H^ (Г, X, р) CE 
们 与 关于 的 自 守 形式 有 关 ) 等 ， 都 被 松 岛 与 
三 , 志 村 五 郎 ,村 上 信 看 , K. G. Raguanathan 等 
作 了 研究 ([16],[18]). 

【几何 的 不 连续 群 】 古典 的 研究 是 对 于 X 
为 Eudid 空间 , 射影 空间 等 , 而 包含 于 所 指 
定 的 变换 群 里 的 情形 进行 讨论 ， 在 低 维 的 情形 
里 把 所 有 的 都 列举 了 出 来 . 例如 ， 三维 Eudid 
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运动 + 的 不 连续 群 中 ,没有 不 变 子 空间 的 运动 有 
230 种 , 它 可 分 成 32 个 结晶 类 (A. Schoenflies-E. 
C. Федоров, 1891—92, 一 结晶 体 群 )。 又, 在 
Euclid 空间 内 由 反射 + 生成 的 不 连续 群 也 已 全 
部 求 出 来 了 (H. S. М. Coxeter，1934)。( 关 于 
这 一 节 , 一 [4], 1131.) 

[Klin 群 】 近 十 年 来 ,对 于 (有 限 生成 的 7 
Klein 群 作 了 相当 多 的 研究 。 这 些 研究 是 与 拟 
保 角 映 射 和 Riemann 面 的 模 密 切 相关 的 。 

应 用 Eichler 上 同调 理论 和 位 势 ,L. V. 
Ablfors 建立 了 他 的 有 限 性 定理 ，L， Bers 建立 
了 他 的 面积 定理 。Bers 和 B. Maskit 研究 了 
Teichmaller 空间 ! 的 边界 ,发 现 具有 下 述 性 质 的 
Klein Zi; 极限 点 集 «^ 的 补 集 是 连通 并 且 单 
连通 的 . 

后 来 ,有 许多 数学 家 讨论 了 集 se 的 分 类 、 
变形 和 稳定 性 的 性 质 ， 具 有 结 点 和 没有 结 点 的 
Riemann 面 的 单 值 化 和 变形 ， 以 及 其 他 的 几何 
性 质 。 拟 保 角 映 射 理论 在 他 们 的 讨论 中 起 了 重 
要 的 作用 。 对 三维 双 曲 空间 的 运动 离散 群 也 作 
了 研究 . 
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ЗАЕВ [3 crystallographic group 法 groupe 
eristallographique 4È Kristallographische Gruppe 
АА кристаллографическая группа Н Ж] 
Pnt Eucid 空间 Re 的 运动 群 ' % 的 离散 " 
FRO 含有 ?= 个 独立 的 平移 a, ++ 0,, 则 称 
ОАВ. a... a, 所 生成 的 的 
FR UAL @ 的 交换 正规 子 群 ', 称 作 @ 的 格 群 
{lattice group), 3} R* 的 一 个 点 ,施行 属于 外 中 
的 所 有 平移 所 得 到 的 格 点 ' 的 全 体 ， 称 为 @ 的 
《或 站 的 ) 一 个 格 Carice), IBF G/U 的 阶 数 
WHE ”并 为 有 界 ,可 与 = 次 正 交 群 O(n) 的 一 
个 子 群 看 作 相同 。 这 个 群 称 作 ® 的 结晶 类 (crys- 
tal. class) BRASE (point group), 对 于 给 定 的 
п, n 维 结晶 体 群 的 矩阵 群 的 等 价 类 (一 表示 论 ) 
的 个 数 只 有 有 限 多 个 (L. Bieberbach), БАЙ," 
维 结晶 类 的 这 样 的 个 数 也 是 有 限 的 Uka, 
eS 0, Gai, ,a 为 Re 的 两 组 无 关 向 量 ， 
ШЖ W — la, 7, 0,} 为 其 格 群 的 结晶 体 
ВУД ч = (ai, 5-5, qa} 为 其 格 群 的 结晶 体 
群 作为 矩阵 群 是 等 价 的 ,这 时 ИН 15 % (或 
Jis) EBON AY. n 维 格 群 按 等 价 
关系 来 分 类 ,等 价 类 的 个 数 也 是 有 限 的 . 

HF W = (fa san}, BAR (oo) 一 
ац: 则 * 阶 矩阵 A = Cay) EX PEM, B Саг, 


г) = 3aixiti 是 正定 二 次 型 ,对 于 = (a1, 
t2 同样 作出 矩阵 A = Cai) Cai, = (9, 
%)), BAA = 1AGQ > 0), WAV, a; HK 
fE A 的 格 常数 (lanice constants), 
【三 维 空间 的 结晶 体 群 】 实际 结晶 学 中 用 
到 的 只 是 ”一 3 的 情形 。 这 时 ， 称 结晶 体 群 为 
空间 群 (space group) , 称 它们 的 格 为 空间 格 
(space lattice) 或 Bravais 格 (Bravais lattice), 
格 群 的 基 а, a,, а, 通常 写 为 a, b, с, 而 把 格 
常数 а, 换 成 下 面 所 述 的 三 个 正 数 a, b, 以 
АЕ а, В, v:a = |а] = ass b= [o] 
Man, c = |‹] = Vas, а = 2(b,¢) = arccos 
(an/ V anas) 8 (6а)  arccos(an/ Vasa), 
7 = (а,Ь) = arccos (za/W onan), 在 三 维 
的 情形 , 这 些 a, b,c, 0,8, у 普通 也 称 为 A 
的 格 常数 . 设 % RRRA 0’, b, с.а, В. 
т", Garbicma hic uam Gah, r= 
r р, 
按照 这 些 格 常数 ， 空 间 格 可 分 成 七 个 结晶 
Ж (crystal system) (С. Weiss), HR (cubic. 
system), atbic == 1:1:1, a = p = y = 90°; 
WARK (tetragonal system), a:b:c == 1:1:х 
(#41), а= В = v = 90°; 正 交 晶 系 (rhom- 
bic system), aibic = 1:х:у (r#l,y #1, 
x= y), a = = у = 90°; Ж (mono- 
clinic system), а:0:с = 1:х:у (z 1,у 91, 
x3 y), a= Y = 90°; 854 90°; RMR 
(hexagonal system); aibic = liliz, a =p = 
90°, у = 120°; ЖЖЖ Ж (rhombohedral sys- 
tem), a: b: c = 1:1:1, a = 8 = r # 90°; 
SBR (triclinic system)、 上 述 以 外 的 情形 . 
按照 这 个 分 类 ， 属 于 不 同 结晶 系 的 空间 格 不 等 
p? 


对 于 格 群 % — (o, b, cH AUK, (a, b, (b+ 
0/23, {c+ 0)/2, b, с}, (а, (a+ 5)/2, c}, 
{Ca + b+ ¢)/2, b, с} AIRA BER A Bi % 确定 
的 A 格 . B 格 , CH, 1438. А, В, C 格 统称 
底 心 略 (base-centred lattice), 工 格 称 作 体 心 格 
(body-centred lattice), MA, B, C, 1 HEME 
称 为 % 所 确定 的 二 重 格 或 双 格 (doublc lattice), 


再 者 , {C(e + a)/2, (a + 6)/2. (b + 0/2188 
格 称 为 A 所 确定 的 下 格 ,或 面 心 格 (face-centred 
lattice) , 或 四 重 格 (quadruple lattice), Уј 
相对 的 ,原来 A 的 格 本 身 称 作 单 格 (simple lat- 
tice) BR P 4% (H 1). 


Pp 
2088 


mt 

由 上 面 七 种 结晶 系 每 一 个 所 属 的 空间 格 出 
发 ， 作 它们 的 各 种 格 ， 可 得 下 述 十 四 种 空间 格 
(A. Bravais); 三 斜 P; MRP, C GL 1); EX 
P, A (В, C), І, F; 四 方 P, i; WAP, I, 
F; 六 角 Ps ЖЖ P。 属 于 这 十 四 种 空间 格 中 不 
同 种 类 的 空间 格 必 不 等 价 、 而 属于 相同 种 类 的 
也 有 不 等 价 的 . 

P. Niggli 利用 G. Eisenstein 关于 三 元 二 
次 型 的 结果 《12])， 把 空间 格 分 类 为 四 十 二 种 
《[5])。 按 照 Eisenstein 的 结果 ,以 下 事实 成 立 。 
即 若 再 次 使 用 作为 格 常数 的 eu(:,1 = 1,2,3), 
则 在 与 给 定格 等 价 的 格 中 满足 下 述 条 件 1) 或 
2) 的 格 是 唯一 存在 的 。1) an, aw, an 均 
20 ( 即 a,8,7 # < 90°). 主 条 件 : a < 
an as, 2403 < ап, 2 а < ац, 2 4g & an, 
副 条 件 : av 一 an PF, an < aw; an = as hj, 
ay Says 2an = ag Kl, an < 244; 2a = ац 
К, aa < 2455 2ag = an PF, an < 2an, 2) 
аз, вы» аа 9 <0 (BD а, 8, r FJ 290°), 
主 条 件 : 5 1) 相同 并 加 上 2 (as + on + on) 
< а + а. Я: au = an BF, as < aw; 
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ап = as PÍ ay Say; 2ay = ax tf, au = 0; 
Lay = ay Bt, ао = 0; 2 au = а, В, a = 0, 
BA 2 (ar + ant au) = an + an 8, ay < 
lay + ap。 这 个 条 件 称 作 Еівепвќеіп 约 化 条 
件 (condition of reduction), 满足 这 些 条 件 的 格 
称 作 约 化 格 (reduced lattice)， 给 定 一 个 格 , R 
与 其 等 价 的 约 化 格 的 步骤 称 为 约 化 (reduce). 例 
如 .在 立方 晶 系 的 P 格 ,1 格 \F 格 的 各 类 中 ,各 
有 一 个 约 化 格 给 出 如 下 (图 2: 图 中 的 粗 线 表示 
约 化 格 的 ob 0). Pian 一 an = 28a!  an77 
30/4, an 


ay = ар = 0; 


ax = а= — a*/4; =axs=as=2/2, an 


as = ap = af/4, 


m 
将 给 定 的 空间 格 进行 约 化 ， 我 们 有 时 利用 
几何 学 的 直观 方法 ,由 于 上 述 约 化 条 件 很 复杂 ， 
所 以 这 一 方法 未 必 简 单 。P，Bachmann([4]) 给 
出 了 一 个 代数 方法 ， 但 它 也 非常 复杂 . 为 了 弥 


补 这 个 缺点 ，E. Selling 给 出 了 一 个 比较 简单 的 
约 化 法 (13])，6. Делоне 使 之 图 式 化 (ID. 
Æ, Sling 的 条 件 虽 然 比 较 简单 ， 然 而 满足 
这 些 条 件 的 各 格 类 不 能 唯一 确定 ， B. W. Jones 
将 这 个 方法 精密 化 ， 成 功 地 使 每 一 格 类 唯一 确 
定 (L7]). 

Seling-/lenoue 的 方法 如 下 所 述 。 即 对 于 
格 群 % 的 格 常数 ay (i. 1 一 1.2,3)，, 命 an 一 
San a a y = — аһ T inin, Әм 
аһ — аз — аз, TH, 当 an, аң, ans ans 
ам, ay 均 < 0 H, 我 们 说 % 是 约 化 的 。 当 中 
不 是 约 化 时 ,譬如 说 , 若 sa > 0, 则 命 = 一 
аз. ay аз + ав, aú = aytin, a = a— 
аъ, ам = au + ав, du = ам + аз, FH, S 
Gs dus dus ds Gns ам ciate abd 以 an 
— an — dus а= — 
—4% — 4и — а, аһ, аз, ап 为 常数 的 格 群 
x 与 9 等 价 , FARAH. ХЖ as, аз, 


— anan, au 
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an, dus du, ам 中 有 > 之 0 的 数 , 则 用 由 到 
w у ager 有 限 次 以 后 即 可 把 A 24 

， 这 个 方法 , 由 Делоне 图 式 给 出 如 图 3 所 
ieee 


On 
Ted on 


VN 
PAN Zes 


ms ene aL 
WANA as, ам, аы; 当 an ORT, 
RAIA A MN ЛИН FF Be CA 
an) 用 一 个 黑 点 表示 ,将 这 个 图 形 向 右 图 变换 ， 
将 粗 线 上 的 数 改变 符号 ,将 这 个 数 (现在 是 an) 
加 到 其 他 各 边 的 数 上 ， 但 对 于 粗 线 对 边 上 的 数 
则 减 去 这 个 数 。 又 对 于 以 黑 点 为 顶点 而 又 不 是 
粗 线 的 边 上 的 两 个 数 ， 则 交换 位 置 。 这 样 就 得 
lian. аз, аз, ам, du. ам. ФП, ILHE 
系 的 P，1，F 各 格 利用 这 个 约 化 方法 ,就 得 出 
Р 4. Делоне 按照 这 个 方法 ,把 空间 格 分 类 为 
二 十 四 种 . 


AAA 


三 维 结晶 类 共有 三 十 二 个 ， 每 一 个 都 由 三 
次 正 交 群 0(3) 的 至 多 三 个 元 所 生成 。1831 年 
J. F. C. Неме! 最 初 证 明了 它们 的 存在 , Bravais 
(1848), A. Gadolin (1871), P. Curie (1884) 
等 建立 起 理论 体系 ，A. Schoenflies (1891) 将 
它 用 群 论 来 叙述 . 

表示 这 些 结晶 类 的 记号 , 有 Schoenflies 记 
号 以 及 国际 记号 两 种 . Schoenflies 记号 (Scho- 
enflies” notation) Æ C, D, S, T, O, V ЖЛ 
个 字母 并 添加 一 至 二 个 下 标 而 作成 的 ， 下 标 用 
2(—1,2,3,4,6) IR i, s, h, v, d, d 
(=, y, z) 为 R 的 直角 坐标 系 , x 轴 取 a 的 方 


laztan) 


向 , b 位 于 (z, y) 面 上 ,这 时 , 绕 z 轴 旋转 2x/ 
n 用 RG) 表示 ,关于 (x,y) 面 的 面 对 称 ( 即 
变换 (x,y, 2) > (z, y, 一 z)) ASG) 表示 ， 
关于 原点 的 点 对 称 〈 变 换 (r, y: 一 (一 +， 
—y, —2)) 用 工 表示 .这 样 一 来 ,这 些 记号 的 意 
义 可 说 明 如 下 . C 表示 循环 群 ",C, 表示 R) 
生成 的 阶 数 # 的 循环 群 。D 表示 正二 面体 
BED, 表示 R.) 与 R(x) 所 生成 的 群 . V= 
D, 是 “四 元 群 ”( 即 (2, 2) 型 的 Abel HY), T 
表示 正四 面体 群 ', 是 由 D, 与 绕 直线 * == y = 2 
旋转 2 =/3 所 生成 。 O 是 正八 面体 群 *'， 是 由 
Ria) 与 绕 直线 x y m s 旋转 2 =/3 所 生成 , 字 
母 $ 只 在 5, 时 使 用 了 一 次 ,S% 是 S(z) R.(z) = 
TR C=) 所 生成 的 阶 数 4 的 循环 群 ， 下 标 i Ж 
示 点 对 称 (或 反 演 ) Ginversion) , 它 用 于 Ci 以 及 
Ca, 分 别 表示 了 以 及 LR G) 所 生成 的 群 ,* 只 
用 了 一 回 , 即 在 C, 的 情形 , $ RREH UE Spic- 
gelung), C, 是 Se) 生成 的 群 ， 4 表示 水 平面 
(horizontal), 例如 ,Cn Ж C, 与 “水 平面 > 即 关 
于 Cx, y) 面 的 面 对 称 S(s) 所 生成 的 群 。v Ж 
AREA (vertical) ,例如 Cy 是 C, 与 垂直 面 即 
关于 O, 2) 面 GR (z, z) 面 ) 的 面 对 称 S(z) 
(或 5(y)》 所 生成 的 群 。d 表 示 对 角 面 (dia- 
god) , Du, Ры, Ta 中 利用 了 这 个 下 标 , D. 
是 D, 与 关于 平面 y/x = tan s/n. 的 面 对 称 所 
AMOR, T. 是 T 与 关于 平面 y = x 的 面 对 
称 所 生成 的 群 

在 国际 记号 (international notation) 中 ,一 个 
结晶 类 用 其 生成 元 表示 出 来 ， 为 了 表示 生成 
元 ,采用 数字 n (=1,2,3,4,6), ”上 加 以 上 
线 元 ,字母 m 以 及 n/m 的 符号 ， 其 意义 如 下 : 数 
字 ” 表 示 族 转 2 n/n, 其 旋转 轴 规定 如 下 : п 
出 现在 第 一 个 记号 的 位 置 上 时 , 指 z 轴 , 而 当 它 
出 现在 第 二 或 第 三 个 记号 的 位 置 上 时 ， 根 据 结 
晶 系 以 及 后 面 所 述 的 规则 来 决定 。5 的 意义 为 
IR, 此 处 R 代 表 用 ”表示 的 旋转 ，m 是 mirror 
的 字 头 ， 表 示 面 对 称 ， 当 作为 第 一 个 记号 时 为 
5G) ,作为 第 二 第 三 个 记号 时 是 对 于 垂直 于 后 
面 的 规定 所 指出 的 轴 的 面 的 面 对 称 . X. n/ m Ж 
示 5R, 此 处 设 R 为 用 "表示 的 旋转 (其 角 为 2/ 


а, 其 轴 由 ”的 位 置 来 确定 ), 而 S 为 关于 垂直 
于 RR 的 轴 的 平面 的 面 对 称 。 关 于 第 二 个 、 第 三 
个 记号 的 规定 如 下 : 三 斜 晶 系 以 及 单 斜 晶 系 
时 ,第 二 、 第 三 个 记号 不 出 现 ， 对 于 正 交 晶 系 ， 
第 二 个 轴 为 * 轴 , 第 三 个 轴 为 y》 轴 .四 方 、 姜 形 
以 及 六 角 晶 系 时 ,第 二 个 轴 为 = 轴 , 第 三 个 轴 是 
直线 r= y, z 一 0。 对 于 这 三 个 晶 系 ， 第 一 、 
第 二 ,第 三 个 轴 , 分 别称 为 主轴 、 侧 轴 \ 间 轴 。， 对 
于 立方 晶 系 ,第 二 个 轴 为 直线 + my 一 =， 第 
个 轴 为 直线 r= y 

在 以 上 约定 下 ， 
Am 


* = 0. 


十 二 个 结晶 类 如 表 1 所 


Rl 三 十 二 个 结晶 类 


Schoentlies 记号 国际 记号 
=маж ©, 1 
c, 1 
MMAR e » 
€, 2 
Cy 2/m 
EZMA Os 2mm 
b, 222 
Dy 2/m 2/m 2/m 
AJ T 
6 
6/m 
62m 
6mm 
622 
Da. 6/m 2/m 2/m 
四 方 品系 s. Н 
€, 4 
Co 4/m 
Dye 42m 
c 4mm 
D, 422 
, Da. 4/m 2/m 2/m 
REMK с, 3 
см 3 
C, 3m 
D, 32 
Dig 32/m 
立方 品系 T 23 
Ty 2/m3 
т, ` 43m 
o 432 
Or Alm 3 2/m 


FAERIE 281 
MRH KR A= {a,b,c}, 结晶 类 O/H 
以 及 6/2 的 各 个 生成 元 对 а, 6, c 各 作 变 换 ， 
将 会 得 出 % 的 哪些 元 , 即 可 确定 空间 群 6( 一 群 
[ 群 的 扩张 ])。 其 种 类 共有 230, 在 [13],[15]， 
116],[17] 中 ,有 这 230 种 的 表 ， 将 它们 全 部 列 
举 出 来 ,是 在 Curie 的 影响 下 ， 由 E. Федоров 
(1885), Schoenflies (1891), W. Barlow (1894) 
等 人 分 别 独 立 完成 的 。 在 [13], [171 中 记载 有 
国际 记号 ,在 举 出 结晶 系 以 后 ,用 例如 Pas Co» 
P;，P:， 那 样 的 记号 把 空间 群 表示 出 来 . 此 处 
P 表示 结晶 系 的 单 格 , C 表示 底 心 格 ,添加 的 下 
F om, 2 的 意义 与 结晶 类 相同 ， 即 分 别 表示 面 
对 称 以 及 旋转 x。 例如 ,四 方 最 系 情形 的 P, Ж 
示 由 % (a, b, с} 与 (е) 生成 的 空间 群 . 
同样 ， 四 方 晶 系 的 P, 表示 6/2 的 平行 移动 与 
Riz) 的 合成 运动 (这 就 是 下 标 2 的 意义 ， 在 
四 方 晶 系 的 情形 ,一般 地 , 当 P。4 出 现时 ,下 标准 
表示 Kc/n 的 平行 移动 与 R$(z) 的 合成 运动 (所 
谓 步 距 k/n 的 ”次 旋转 )) 与 (а, Ы, сЕ 
成 的 空间 群 ,其 他 记号 的 意义 同 此 。 
上 面 三 十 二 个 结晶 类 的 群 的 特征 标 * 等 也 
已 计算 出 来 
[8) [1] A. Bravais, Abhandlung über die Syst- 
eme von regelmässig auf einer Ebene oder Raum vertei 
цеп Punkten, Ostwald’s Klassiker d. exak. Wissenschaften, 
mo. 90, Engelmann, 1897; [2] G. Eisenstein, Tabelle 
der reduzierten positiven ternáren quadratischen Formen, 
nebst den Resultaten neuer Forschungen über diese For- 
men, in besonderer Rücksicht auf ihre tabellarische Ber- 
echnung, J. Reine Angew. Math., 41 (1851), 141—190; 
[3] E. Selling, Des formes quadratiques bi 
maires, J. Math. Pures Appl., (3) 3 (1877), 
206; [4] P. G. H. Bachmann, Die Arithmetik der 
quadratischen Formen, Teubner, 1923, 1925; [5] Р. 
Niggli, Kristallographische und strukturtheoretische Grund- 
begriffe, Handb. d. exp. Physik УП 1, Akademische 
Verlag. 1928; [6] B. Delaunay (Б. Делоне), Neue 
Darstellung der geometrischen Kristallographie 1, Z. Kri- 
stallogr., 84 (1932), 109-149, [7] В. W. Jones, A 
table of Eisenstein reduced positive ternary quadratic for- 
ms of determinant<200, Bull. Nat. Res, Council, 97 
(1935), 1—51; [8] B. W. Jones, On Selling's method. 
of reduction for positive ternary quadratic forms, Amer. 
J. Math., 54 (1932) 14—34; [9] MATT, TIT 
жа, RIBER, 1935: [10) PRATT, X-ray study 
on polymorphism, Tokyo, 1950; [11] А. M. Schoen- 
flies, Kristallsysteme und Kristallstruktur, Teubner, 1891, 
[12] H. Hilton, Mathematical crystallography and thé 
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theory of groups of movements, Clarendon, 1903; [13] 
internationale Tabellen zur Bestimmung von Kristallstru- 
kturen |, 1935; [I4] J. J- Burckhardt, Die Bewegungs- 
Rruppen der Kristallographie, Basel , 1947, [15] R. W. 
G. Wyckoff, The analytical expression of the results of 
the theory of space groups, Carnegie Institute of Washing- 
ten， 第 二 版 ，1930; [16] Р. Niggli, Geometrische Kri- 
stallographie des Diskontinuums, Gebrüder Borntraeget, 
1919, [17] International tables for X-ray crystallography 
1, Birmingham, 1952, (18) A. Speiser, Die Theorie der 
Gruppen von endlicher Ordnung, Springer, 1923, 
1937; [I9] D. Hilbert -S. Cohn-Vossen, Anschat 
Geometrie, Springer, 1932 (中 译本 : D. 希 尔 伯 特 ，5. 康 
福 森 ,直观 几何 ， 人 民 教育 出 版 社 ， 上 册 1959， 下 册 1964); 
[20] G. Frobenius, Gruppentheoretische Ableitung der 
32 Krisallklassen, S.-B. Preuss. Akad. Wiss., 1911, 681 
一 691 (Gesammelte Abhandlungen, Springer, 1968, vol. 
3, p. 519—529), [21] F. D. Murnaghan, The theory of 
group representation, The Johns Hopkins Press, 1938, [22] 
E. H. Benopa-H. B. Белов-А. B. Шубников, О числе ú 
составе абстрактных, отвечающих 32 j 

«ским классам, Докл. Акал. Наук СССР, 63 (1948), 
669—672, 


自 守 函数 
tion automorphe & automorphe Funktion 4 
автоморфная функция A {КЖ В) itx 
是 ( 复 ) 解 析 流 形 ', 了 是 X 的 解析 ( 自 同 构 ) 变 换 
所 成 的 一 个 不 连续 群 '，X 上 的 亚 纯 函数 + f(x) 
称 为 ( 积 性 ) 自 守 函 数 , 如果 对 于 所 有 的 v €T, 
存在 X 上 的 (没有 零点 ) 的 全 纯 函数 + j,(x) , 使 
得 f(YG = 0а), н) (26 X) В, (4, } 
(тєг) RHA FRM 的 自 守 因子 (factor of 
automorphy) , 它 满足 关系 式 у, (а) 二 j,(7'(z)) 
Т, бя), ЯРА ў, = 1, BD f(z) 是 T 不 变 函 
数 时 ，f 就 简称 为 自 守 函数 . 当 所 有 ) ЖИ 
Ж (因而 > 一 1, 是 的 拟 特 征 标 ) 时 ，f 称 为 
积 性 函数 《multiplicative function), WRH Y 
的 函数 行列 式 为 J,e), WA (z) = ЈС)" 
为 自 守 因子 的 自 守 函数 (2) KAR (weight) 
攻 的 自 守 形式 《automorphie form), (EX 
JF, 往往 假定 f 是 全 纯 的 , 在 一 般 情 形 下 , 相 
应 于 不 同情 况 , 要 对 f 在 “无 穷 远 点 ”的 性 态 加 
一 些 适当 的 条 件 .) 

【 单 变量 的 情形 】 《本 节 一 [171,[71,[2]; 
1111,1121.) 除去 T 是 有 限 群 或 秩 过 2 的 自由 
Abel 群 (的 经 有 限 群 的 扩张 ) 的 情形 (一 椭 贺 函 
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SOM, 只 需 考虑 X 是 上 半 平 面 $= {3, >> 0} 
的 情形 就 够 了 .。 在 这 个 情形 下 , 了 可 以 看 作 是 
G —SLQ,R) 的 离散 * 子 群 . 下 面 我 们 只 讨论 
了 是 第 一 种 Fuchs 群 '( 即 x(T\9) < oo) 的 情 
形 (一 不 连续 群 ).9 上 的 亚 纯 函 数 了 满足 下 列 
RF i), ü) 时 称 为 关于 工 的 自 守 函数 或 Fuchs 
函数 (Fuchsian function): i) f X T TAE, BW 
对 所 有 的 c€ T, foz) = f(x). ü) f 在 任意 
的 尖 点 + ro 的 邻 域 也 是 亚 纯 函 数 , 即 如 果 qo 是 
FE xo 映 到 co 的 实 线性 分 式 变换 (例如 pols) 一 
—1/(а 一 %)), wl Ф Ts。 是 xo PETIT) 
的 生成 元 为 变换 zc AU 0) HU Cs CO) 
在 oo 点 的 某 个 邻 域 Sz > yo 内 可 展 成 q, = 
exp((2 xi/h) z) 的 Laurent 级 数 '( 只 有 有 限 个 
负 指 数 项 ). Æ Г\9 上 添加 与 的 尖 点 (的 等 
价 类 ) 相对 应 的 * 个 “无 穷 远 点 ”后 得 到 的 闭 
Riemann 面 ? 设 为 %r, 则 上 述 条 件 i), ü) 无 非 是 
说 1 可 以 看 成 是 Rr 上 的 亚 纯 函 数 。 从 而 所 有 
关于 T 的 自 守 函 数 所 构成 的 域 mr 就 可 以 看 成 
等 同 于 属于 Rr 的 代数 函数 域 ' (一 代数 函数 )。 
(关于 第 一 种 Fuchs 群 了 的 (非常 值 ) 自 守 函 数 f 
以 实 轴 为 自然 边界 ', 而 关于 第 二 种 Fuchs 群 了 
的 自 守 函数 f. 总 可 以 通过 实 轴 上 任何 "寻常 点 ” 
的 一 个 邻 域 解析 开拓 到 下 半 平 面 .) 

如 果 9 上 的 全 纯 函 数 1 满足 下 面 的 条 件 
i), 让， 就 称 它 为 关于 的 权 (weight) X 4/2, 
或 维 (dimension) 为 一 人 的 (全 纯 ) 自 守 形 式 
(automorphic form) 或 Fuchs 形式 〈Fuchsian 


form). D WE e (7 Per, foto 


Ces + d, BIER TH J(= (o) 
di)? — (es + а) ü) ERM АА А 
的 邻 域内 全 纯 ， 即 用 上 面 的 记号 ,Cgit(a)) 
(doi GO/4 9 = Sa gh 展开 成 正则 的 


“Fourier RRL" (q, RRO). HANA, Z ii) 
中 如 果 f 在 所 有 的 尖 点 处 为 0, 即 上 面 展 开 式 
中 的 m 一 0, Ж} 称 为 尖 点 形式 ( 英 cusp form 
4È Spitzenform)。 特 别 是 , f 是 一 2 维 尖 点 形式 
当 且 仅 当 微分 形式 f(z)dz 是 Riemann H 9t 


上 的 第 一 种 微分 +.( 为 简单 起 见 , HERH i) 
ЖЧ К 为 偶数 时 说 的 ， 当 《 为 奇数 时 要 作 如 下 


< 0 
的 改变 : 着 ( 。_1) er, 则 由 D1= 0. ж 
-1 % -1 š 

(751). ватда (7061) 
ФГ, ors REI) 中 的 “gi 的 震级 数 "要 换 成 
"gf x (а, HEBER”) 

设 关于 的 所 有 一 4 维 自 守 形式 构成 的 线 
性 空间 为 M), HARAKAH RIEF 
空间 SDD), 由 于 mam cm, MOS 


Sy, ж (г) 一 Su) 成 为 分 次 环 '， 
п 
ST) = У S(T) RACHA MME 
u 


有 限 维 空间 ， 通 过 Riemann-Roch 定理 ?可 以 求 
出 dim MAT) = dy, баб (Г) = 4: 


d,-0. k«9: 
1. 21-0, 
4-1 4- 
са. 位 220; 
3 ео, 
"E 54 
gttr—l, 1>0, 


4 = 6-06-10) 
SE 1 k 
+ zd - +)) ur 

deda- KABK, KE, 
其 中 :为 椭 贺 型 不 动 点 ' 的 (等 价 类 的 ) 个 数 , e, 
为 这 些 椭圆 型 不 动 点 的 迷 向 群 的 阶 数 ,* 为 抛 
物 型 尖 点 的 (等 价 类 的 ?个 数 , g 为 Riemann 面 
ж, юни. Озин (О, 2) єг 
ERAS 3 可 得 类 似 公式 ,但 4, A 不 能 由 
Riemann-Roch 定理 求 出 .) 

具体 构造 自 守 形式 的 方法 可 通过 Poincaré 
级 数 给 出 。 设 op 是 把 单位 圆 映 到 上 半 平 面 多 
的 线性 分 式 变换 '( 例 如 Cayley 变换 '), 令 r= 
ey Too, Ф 为 闭 单位 贺 上 的 全 纯 函数 (例如 多 项 
式 ), 则 


BG) = >) Фб" (а)) (20 G0/42)*^ 


e) 
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WAS 4 在 单位 圆 内 广义 一 致 绝对 收敛 《 即 
在 单位 圆 内 的 每 个 紧 集 上 一 致 绝对 收敛 ). B. 
PLES); 反之 S(T) 中 的 任意 元 均 可 表 为 
这 种 形式 .。 这 个 级 数 就 称 为 Poincart 的 Ө 
Fuchs 级 数 (thea Fuchsian series), ， 简 称 为 
Poincaré 级 数 (Poincaré series). 

在 St(T) (k > 3) 上 可 定义 如 下 的 内 积 : 

аза = | KOGI zdy 

(z 一 x 十 iy,，F 为 T 的 基本 域 ')， 这 个 内 积 
称 为 Petersson BEM (Petersson metric), AH 
4 z€ mu) 之 中 有 一 个 人 E St(T) 时 ， 这 个 
积分 收敛, 所 以 可 以 定义 ST) 在 MT) 中 
的 正 交 补 空间 CT). E,(T) 可 由 Eisenstein 
级 数 ( 见 后 ) 生 成 . 

КРГЕ АЖ f, 对 于 充分 大 的 
,可 表 为 两 个 自 守 形式 л, f 6 UC) 的 商 : 
d= idh E w 一 f(z) 的 反 函数 可 以 表 为 线性 
微分 方程 d's/dw! = 9(w)w 的 两 个 线性 无 关 
的 解 的 商 ,其 中 P(w) 是 wv 的 属于 Riemann (ii 
Rr 的 代数 函数 '。 

【 模 函 数 及 模 形式 】《〈 本 节 — [131, [8], 
[121.) GERD SERE Га) = SL CO, Z) 一 


(C ene Z, abe -1} 是 作用 


于 上 半 平 面 的 第 一 种 Fuchs 群 , 通过 把 对 应 于 
尖 点 co 的 一 个 无 穷 远 点 添加 到 Г\® 上, 就 得 
到 亏 格 为 0 的 闭 Riemann 面 Rr = Г\9 U {оо}. 
关于 模 群 的 自 守 函 数 、 自 守 形 式 就 分 别称 为 
CHA) WM (elliptic) modular function), Ж 
WAX (modular ftorm)( 在 定义 时 ,无 穷 远 点 的 “局 
部 参数 "为 q =e), 4, = dim WCT) (К X 
> 2 的 偶数 ) 由 下 式 给 出 : 
14/1021, k = 2 (mod 12), 
ын {илэ +1, ks 2010812). 
关于 更 一 般 的 级 为 N EJ E EE 
ab 10 
roo = (12) = (5 1) ero ] se 
函数 、 自 守 形式 , 分 别称 为 级 (È leved + 
Stufe) 为 N 的 模 函 数 、 模 形式 .(T(N) 的 尖 点 的 
RK, CN) 的 亏 格 等 等 一 不 连续 群 。 在 这 种 
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WEF, ú) 的 局 部 参数 为 дм 一 exp CQ xi/ 
N)2).) SN, 23, 4,,4 GITAR th 
一 样 ) 由 上 节 的 一 般 公 式 给 出 . H ë (T(N)) 
Ck > 3) 的 基 可 取 为 (广义 ) Eisenstein 级 数 
(Eisenstein series): 

1 
sa m+ mye )* 
GR XJ 表示 除 掉 (m, m) = (0,0) 的 求 
和 ) ,其 中 a, WIR (сз, с, №) = 189863, 
С,(2; са, со, N) RACE. cis с (тойм) (但 
(а, e) (е 一 62) 之 中 我 们 只 取 一 个 )。 因 
thd, — 4 = dim €, = (М) > 3)( = 1, 2 
时 的 细节 参看 E. Hecke, Abh. Math. Sem. Univ. 
Hamburg, 5 (1927)). 

Eisenstein 级 数 的 Fourier 系数 а, BAA 
算出 来 , 当 一 2 BJ, а, = O(n '**) Ce ALE 
意 正 数 )。 另 一 方面 ,对 于 尖 点 形式 , Hecke (上 
述 论 文 ) 得 到 а, 一 O(n*?), H. D. Kloosterman 
为 了 改进 这 个 估计 ,引入 了 所 谓 Kloosterman 

Ku, v= 


和 (Kloosterman sum) 
2 xi v 
E) 
хотой a Yt 4 x 


Cu, v, 4 € Z), 其 估计 还 与 二 次 型 的 算术 有 关 . 

用 А. Weil 的 估计 : IKC, v, p) <2/ P 

(p XUI, (и, р) = (z, p) = 1) 可 得 a= 

Oln F3), (inf X. Ramanujan 猜想 ?正确 的 
i-e 


їй, а, —0(n? ).) 

N = 1 的 情形 ,可 得 通常 的 Eisenstein 级 数 
GG) = Gile; 0,0, 1) (k 为 > 4 的 偶数 ), 特 
BUA (ш) — 60 С, Са), gale) = 140 GC), 
AG) = d — 27 zl. SP = Ps Y, z) 为 基 
本 周期 为 《1 ，z) 的 Weierstrass P 函数 *， 则 
有 关系 式 4" m A Pg, Pp BSL, AG) 
是 右 端 的 三 次 多 项 式 的 判别 式 !。 所 有 的 模 
形式 都 能 唯一 表 为 gs 8 的 同 权 的 项 的 多 项 
式 , 即 MCT) & Clo. el. H AG) 是 权 
最 小 的 尖 点 形式 ，S(T(1)) =RTU))A GE 
理想 )， 当 设 = qe 时 , G4(z) 的 Fourier 
展开 由 下 式 给 出 : 


G Gia a N) = 


GG) = G 2u 


NIC Я 
= e aa 
х(в,+ cota) 
(В, 为 Beli t) ELA ARREST 
ac)» = Qs [| a — e». 


vst 


令 JG) = б/а, J REHE Rr = F(1)ND U 
{一 个 点 } 一 一 解析 映射 到 Riemann ER CU {00} 
上 的 模 函 数 《] 分 别 把 ¿, ¿O о CRI 0, 1, 
оо), 从 而 模 函 数 域 Sro SH J 生成 的 有 理 函 
数 域 CO) HI. DL Cos, oy) 为 基本 周期 的 
BATE (HAR) Ес... 一 C/(Zo, 
+ Zeo) 的 解析 同 构 类 由 其 模 数 (modulus) 
r= oo, 从 而 由 (т) 唯一 决定 。 这 就 是 模 
函数 名 称 的 历史 来 源 《[11],[13])。 

级 为 2 的 模 函 数 的 例子 有 à 函数 (lambda 
function): 


PA + 2)/2) — 902/2) 
М0 = 2072) Pl) C 
248 Rrw 一 T(2)N9U {三 个 点 } 一 一 解析 映 
射 到 CU{co} (分 别 把 0, 1, oo 映 成 1, 00,0) 
《这 个 性 质 被 用 来 证 明 Picard 定理 ')， 因 此 
Sus 一 CQ). 7 与) 之 间 有 如 下 关系 ; 
4 (一 2 十 2 
Ke = BOTA D 
一 般 级 为 N fO BEER BAT H Gs з) PCa 
+as)/N;1,z)(aoa € Z) 的 有 理 函 数 来 表示 . 
(Hecke 环 及 其 表示 】 《本 节 一 [91,[10]， 
[5],[14].) 一 般 设 站 为 群 , 7 为 其 子 群 ,假定 对 
所 有 的 сє Ї, oo! 与 了 是 可 公 度 的 Y( 即 Гог 
由 有 限 个 左 或 右 陪 集 构 成 )、 这 时 ,在 由 重 陪 集 
ToT(o € Ё) 所 生成 的 自由 模 内 ,可 按 下 式 定义 
RR: 
ToT TeT = У) mlo, v; о)ГоГ, 


fer 


其 中 mlo, r; p) 表示 有 Tor = To TeT— 


Ure, 这 样 的 分 解 时 ， 满 足 Го, = Го 的 组 
7 
G, D 的 个 数 ， 这 样 得 到 的 (满足 结合 律 的 ) 环 


称 为 Hecke SK (Hecke ring), 以 下 记 为 H 
(Т, г), Qi F INR, 为 的 紧 开 于 群 
н, QE PS г) 就 等 同 于 定义 在 下 上 且 具 有 紧 
支 集 的 、 对 了 两 侧 不 变 的 、 在 Z ин 
函数 全 体 关于 卷 积 Convolution) 作成 的 环 .) 
BR = сіта, Q), г SLC, Z), 8 
为 它们 满足 上 述 条 件 。 所 以 可 以 研究 其 Hecke 
HOTT), 根据 初 等 因 于 "理论 ,TNFT 的 
a, 0 
Folutse esee (o 9), we Q, a, 
a, 0 
a>, ala}. er(5 ) T=T(a, а), 


由 于 T(aa. aa) T(a а") = T (a, а), 
ФИО, г) 是 可 交换 的 。 特 别 对 自然 数 n, 


* i 

T,-TG)- P) Та, а), $ 

tes C Zn y 

TUF 6938282 pR ar: : 
T(n) + T(m) = У) 4Т(4, d): T(nm/2), 


drm 


得 到 QE (Ë, Г) 在 mT) 中 的 表示 如 下 : 对 
а зүү. 

Ted. D»r-Ura(a = (% 7). 

15 GROS 1 I) —k 维 模 形式 , 令 

GIT) = Silos) Сее + d) dao, 


(1 为 任意 整数 ) , 即 得 到 该 表示 .SAT) 关于 这 
个 表示 是 不 变 子 空间 ， 特 别 T。 的 表示 (按照 
Hecke, 设 1 = k — 1) 称 为 Hecke WF (Hecke 
operator) (Hecke, Math. Ann., 114 (1937)). 
Hecke 算 子 关于 Petersson 度量 成 为 Hermite 算 
子 1, 因 此 7) 也 是 它 的 不 变 子 空间 . 


令 每 个 模 形式 1(z) = Saga = enm) 


ALA Dirichlet R oC) 一 $) ann, 


为 fe m2) 时 , а, = OCH"), HOG) 
在 Rs > k AERC. MMT f K k 维 模 
形式 ,9 满足 下 列 条 件 : G 一 p(s) 是 有 限 亏 
格 ' (实际 上 等 于 1) 的 整 函数 ', Н RG) = 


自 守 函数 


(2x) (OPC) 满足 函数 方程 RG 一 9) 一 
(“DY R()。 这 个 了 与 9 的 对 应 是 一 一 对 应 
Cao = (—1)*? Res, RG)). gC) = 162) 一 
а(х > 0) 与 RCs) 通过 Mellin HAY 彼此 联 
Ж: 


283 


RO) = |ба, 


es 
2xi 
通过 同样 的 对 应 ， 一 般 满足 某 种 函数 方程 的 
Dirichlet 级 数 与 某 种 自 守 形式 也 一 一 对 应 
(Hecke, Math. Ann., 112 (1936)), A. Weil 
在 1967 年 有 更 一 般 的 结果 . 

假如 SUC) 的 子 空间 9C 对 于 所 有 的 Т, 
人 一 1, 2+++) SARE, RAF MAE sess 
fe) (& = dim M), T, ЕКЕ 29 Aa), 则 
存在 < 个 上 xx 常数 矩阵 BO = (nu) si 
к) 以 及 200), 使 得 


FG) = Dh BO = Ў) iQ) 
成 立 ， 设 对 这 个 函数 矩阵 的 每 个 元 进行 上 述 变 
SITS RIE O) 一 У) aal), 


ont 


则 根据 ACn) 的 乘法 性 质 ,得 出 如 下 的 矩阵 的 
Euler 积 ! 分 解 : 


$6) = ][G. — арр" + risa y" 
[1 


6 = | RO ds 


G, 为 < 次 单位 矩阵 )， 特 别 在 dim 9t — 1 的 
情形 , 即 存在 某 个 f € 9t, CERA Hecke 算 子 
Т. 的 特征 函数 的 情形 ,这 时 f 所 对 应 的 Diric- 
Мес 级 数 eG) 可 分 解 成 如 下 的 Euler Bl: 


eG) = Па аре + pty, 
› 


例如 ,对 应 Eisenstein 级 数 G, 的 Dirichlet 级 
数 是 QQ x4 — 11) çG) ¿G — t + 1) 
(@ Ж Riemann ¿ 函数 ?)， 它 具有 众所周知 的 
Euler 积分 解 . 当 大 一 12 时 ,因为 6, = {A}, 
所 以 对 应 A(z) AY Dirichlet 级 数 也 具有 Euler 
积 (Remanujan 3828; S. Ramanujan 还 猜测 ， 
这 个 Euer 积 中 的 二 次 多 项 式 1 一 4,X + px? 
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具有 应 根 , 即 12, | 一 27, 这 一 猜想 已 为 P. De- 
ligne 证 明 (1973)).M. Eichlcr- 志 村 五 郭 阐明 了 
模 函 数 域 (8ron) 的 Hase C 函数 + 与 上 述 Euler 
乘积 的 关系 ， 结 果 证 明了 = 2 的 情形 的 广义 
Ramanujan 猜想 : 7， 在 Ө, 中 的 表示 的 特征 什 
的 绝对 值 均 < 2 p*-02，( 这 一 狂想 一 般 情 形 
也 为 P，Deligne 所 证 ,其 发 展 可 参看 М. Kuga 
CA B8E)-G. Shimura GATS), Ann. of 
Math. 82 (1965),) 

[多 变量 的 情形 】 CES UOLDLOLL 
设 X 为 CN 中 的 有 界 域 ,为 x 的 ( 复 ) 解析 自 
同 构 的 不 连续 群 ', ШЕ т > 2 的 Poincaré 级 数 
广义 一 致 绝对 收 全 ,表示 权 赤 的 自 守 形式 . 且 如 
ТУХ JES BLL mY Poincaré 级 数 的 空间 的 
А (o 7 2» RSS AY m CB os t 
是 所 有 T, 的 阶 的 倍数 ) ,映射 X 3 z (бб), 
-…,f(z)) 定义 了 商 空间 TAX. 到 复 射影 空间 
Pe 中 的 一 个 一 一 解析 嵌入 ,其 象 是 正规 + 代数 
Ж. 因此 ， 关 于 的 自 守 函 数 域 成 为 维 代数 
函 域 !， 且 所 有 自 守 函 数 均 可 表 为 两 个 Poincaré 
级 数 的 商 。 

INX 非 紧 的 情形 有 下 面 的 例子 。 

[Siegel MBA (本 节 一 [201,[151,[31.) 
BURIED Y > 0 GER) n MANIRE Z= 
X + EY 所 构成 的 空间 9, 称 为 a 次 Siegel 上 
半空 间 (Siegel upper half space of degree n) 或 
а 次 Siegel ig. 9, їй GD 解析 自 同 构 群 
是 2 次 实 CHE) PEBE Sp (s, RY/C 1), 


om (5) Spm, R) mit D) = (az + 


B)(CZ + D)' 作用 于 9,. Sp(n, R) 中 矩阵 
的 元 限制 为 整数 时 可 得 子 群 T, = Sp(n, Z), 
对 应 于 它 的 分 式 线性 变换 群 称 为 n 次 Siegel 
模 群 (Siegel modular group of degree n), T, 是 
作用 于 9。 上 的 第 一 种 + 不 连续 群 . 

多 。 上 的 全 纯 函 数 (Z) MOS —k # GR 
15 0) 的 Siegel 模 形式 (Siegel modular form), 


Р AB 
WR KZ) 满足 下 列 条 件 : i) 对 于 o 一 ies 5) 
< г. ((a(Z)) = KZ) det (CZ + DA, ü) R 


有 正则 的 Fourier 展开 ; (7) = Y, агенте 


ái 
(T 取 遍 所 有 » BORER BEER). de 
n> 2 W, RE ü) 可 由 另 一 条 件 推出 (M. Koc- 
her, Math. Z., 59 (1954)). —k 维 的 Siegel 模 
形式 全 体 所 构成 的 空间 记 作 элү” = MCT), 
把 Ze9. 分 解 成 Z 一 (2 * 


PE" 


) e me» 


(Z) 一 > а (21, dem", W al Zi, 8) 只 是 


Z, 的 函数 ， 写 作 (Z0, FR f eon. ix 
样 定义 的 映射 @:f — f FE DY? BRB) unnm, 
ЩА APRA > 20 b, © AWAY (Н. Мааз, 
Math. Ann., 123 (1951)), ЕФ А SM, 
K IESP 为 尖 点 形式 Cusp form) GED. 看 
REDS 的 尖 点 )。 对 于 EM, 下面 三 条 件 
等 价 : а) fe Өү”; b) KZ) = Dyare; 


E) 
с) 1002) d (Y)'^] AR. k <0 Rk E. n 3⁄4 
X de, MY — 0, WMO 一 { 常 数 }， 一 般 
dim MO 有 限 , 且 = OCR") (k — оо), $ 


ЯНЕ п = 2 的 情形 ,分 次 环 MCT.) 一 >, зл 


= 
的 结构 〈 其 偶数 部 分 与 四 变量 多 项 式 环 同 构 )， 
dim MP 以 及 PAD, 的 奇 点 等 都 已 完全 确定 
QERUM—, Amer. J. Math., 84 (1962), 86 
(1964); U. Christian), 

作为 Siegel 模 形 式 的 具体 例子 , 我 们 有 如 
下 定义 的 Eisenstein-Poincaré 级 数 (Eisenstein 
Poincaré series) : 


EQ(Z)9 У) eme det CZ + DI", 


fer 
Hh 5 Ж > 0 @) n B fi SOS E, TC) = 
KC pr гизи 5, ече aequ). 
ARE k > + rank S + 1 (如 果 $20, 
则 当 &>2я) WTKR, EGER UP. CHF BI 
Esa(S > 0) Ж ©) (Maass, 1517030). B. 
由 整 系数 二 次 型 定义 的 э 级 数 ' 也 是 〔 某 阶 》 
Siegel BUE, (С. L. Siegel, Ann. of Math., 36 
(1935)). 
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商 空间 TAS, 可 以 作 如 下 的 紧 化 ( 佐 武 一 %* function) HH" 上 关于 T» 不 变 的 亚 纯 函 数 .并 


BB, W. Baily [3])。 存 在 一 个 正 整数 如 使 得 
folk 时 ,由 902 的 基 所 定义 的 射影 嵌入 u Z 
一 一 全 纯 的 ,其 象 的 闭 包 CTS.) 是 正规 代 
数 入 , 它 (作为 代数 稍 ) 的 结构 与 无 关 .如 果 把 


它 简单 地 表 为 TAD, WA FS5.— U TAD. 


ro 


当 # 之 2 时 ,应 该 添加 到 DAD. 的 “无 穷 远 点 ”， 


的 维 数 < dim TS. 一 2, 因此 (由 于 Hartogs 
的 开拓 定理 ') ， 在 定义 模 函 数 及 模 形式 时 ,在 
“无 穷 远 点 ”的 条 件 就 不 必要 了 .实际 上 , 如 把 
n 次 Siegel 模 函 数 (Siegel modular function of 
degree n) 定义 为 关于 T。 不 变 的 、9。 上 的 亚 
纯 函 数 ,那么 它 可 以 开拓 成 T。\9。 上 的 亚 纯 函 
数 ， 从 而 可 表 为 等 权 的 模 形 式 的 商 . H s K 
Siegel 模 函 数 的 全 体 构成 n(n 十 1)/2 维 代数 
函数 域 。( 这 些 结果 也 可 以 不 用 紧 化 方法 ,而 从 
Г.М, Hp M'HE (pseudo-concavity) # H (A. 
Andreotti-H. Grauert), ) 特 别 当 ” = 2 时 Siegel 
模 函 数 域 就 是 有 理 函 数 域 . 

(Hilbert 模 函数 】 根据 D. Hilbert 的 建 
1, О. Blumenthal 研究 了 模 群 的 下 述 推广 . iz 
为 全 实 有 限 次 代数 数 域 '( 即 的 共 轿 均 属于 
KRR), КООЗ Е KO,» Kun = [K: 
Ql, =€ K MFP a,---, o (Ait a 
Mp SSMO. AD 为 K 的 主 整 环 ,考虑 群 T。 一 


ов) 


pr = 1]. BEX Te 在 ”个 上 半 平 面 9 的 直 


2,8,7,8€ D, 8— 


BO == (s= (s 2) ]2 € 9) 上 的 作用 
az, a ae, + В) 
якор. See ga) 


则 Ts 成 为 第 一 种 不 连续 群 (Te 是 5102, R)" 
的 不 可 约 + 离散 子 群 )。Ts 就 称 为 (狭义 ) Hil- 
bert 模 群 〈Hilbert modular group)， 也 有 的 定 
义 把 条 件 a5 一 87 —1 放宽 ,只 假定 a3 — pr = 
(REMM). 设 天 的 类 数 ' 为 4， 则 TND* 可 
tkm 个 无 穷 远 点 而 紧 化 。 因此 当 ” 2 
时 ,能 够 定义 Hilbert 横 函 数 (Hilbert modular 


Н, 同样 可 把 一 ЖЕ Hilbert 模 形 式 〈Hilberr 
modular form) 定义 为 具有 下 列 性 质 的 $" 上 的 


全 纯 函数 , 即 对 于 om ("Pers оо 


Кас) TT Cros, + в®у-* — уйу. ОХ 


时 , 对 于 任意 的 ve SL(2, K), flo 具有 正则 
的 Fourier 展开 , 即 f ERA o7 (оо) 
的 .) 关 于 Hilbert 模 函 数 与 Hilbert 模 形式 ,也 
得 到 了 类 似 于 п = 1 的 情形 及 Siegel 模 函数 、 
模 形式 的 情形 的 结果 (Kloosterman, Maas, К. 
B. Gundlach, H. Klingen), 

【其 他 推广 】 模 函 数 的 其 他 推广 还 有 
Hilbert-Siege! 8 (И. И. Пятецкий-Шалиро, 
Baily, Christian [4]; [4] 中 有 开 列 150 篇 文献 
的 文献 表 )，Hermite 模 函 数 (H. Braun, Н. 
Klingen) 等 等 ,最 近 Пятецкий-Шапиро ([18], 
1231), A. Borel-Baily ([1]) 已 对 最 一 般 的 情形 ， 
即 作用 在 有 界 对 称 域 ' 上 的 算术 不 连续 群 ' 的 情 
形 建立 起 自 守 函数 的 统一 理论 . 

另外 ,正如 椭 贺 模 函 数 是 一 维 复 环 面 群 的 
不 变量 ， 可 以 把 广义 模 函数 考虑 成 为 某 种 〈 极 
化 ) Abel 化 ?的 族 的 解析 不 变量 ， 正 是 从 这 种 
观点 出 发 , 志 村 把 (由 Hecke 及 M. Eichler 开始 
的 ) 自 守 函 数 的 数论 的 和 代数 几何 学 的 研究 大 
大 地 推进 了 一 步 (Ann. of Math., 70 (1959), 
76 (1962) 等 ;又 一 [5],[14]). 

从 解析 的 观点 来 看 ， 自 守 函 数论 密切 联系 
FGF LAT\G) 中 的 西 表示 (或 对 称 空间 上 的 
球 函 数 )， 在 这 方面 ，A, Selberg (1191) 引进 
重要 的 迹 公式 +, 它 推广 了 古典 的 Poison 求 和 公 
SY ,可 用 来 计算 自 守 函数 空间 的 维 数 以 及 
Hecke 算 子 的 迹 等 等 (R. P. Langlands), i 
х= с/к 是 对 称 域 的 情形 ， 对 于 C 的 极 大 紧 
子 群 玉 的 任意 表示 e. 可 定义 典范 GERD А 
FAF, 研究 关于 它 的 不 连续 群 了 的 《向 量 值 7 
ASK, ERMA AT AH, MX 
F, o 的 最 高 权 + 充 分 大 ) 之 下 ,我 们 可 以 得 到 一 
个 公式 ,使 这 种 自 守 形式 空间 的 维 数 表示 为 
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INX 的 算术 亏 格 ! 和 X 的 “对 偶 ”X。 = G。/K 
HOCH e 有关 的 ) 某 种 不 变量 的 积 ([3], (161, 
[22]). 
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MAW |Æ representation theory 法 théorie 
des représentations Ж Darstellungstheorie А 
теория представления A RM) 对 于 一 个 
数学 体系 л, 从 4 到 同类 的 〈 一 般 是 “更 具体 
的 ”) 一 个 数学 体系 的 保持 结构 的 映射 , 称 为 4 
的 一 个 表示 (representation), EAA rh АИ 
群 和 结合 代数 的 表示 . 其 他 代数 体系 的 表示 ， 
可 看 Boole 代数 、Jordan 代数 、Lie 代数 各 条 、 
关于 拓扑 群 、Lie 群 代数 群 的 表示 ,可 看 相应 各 
条 以 及 拓扑 Abd „ЖИ, ARR. RE 
某 些 特殊 的 群 ， 可 看 典型 群 和 Clifford 代数 等 
fk. 

【 群 的 置换 表示 】 RAM 的 全 体 置换 组 成 
的 群 (一 群 [ 群 的 例子 ]) 记 做 su. FRG TEM PR 
的 置换 表示 (permutation representation) 是 指 一 
个 同 态 6 一 Sv。 设 与 a。€ G 对 应 的 M 的 置换 
是 av。 而且 使 用 记号 au(x) = az (z € M), W 
有 条 件 (ob)z = (z), 11 = xla, bEG, 1 
是 G 的 单位 元 ，*e M)， 一 般 地 ， 如 果 aec 
和 z€ M 的 积 аем 有 意义 而 且 满 足以 
上 条 件 , 则 称 G 从 左 方 作用 于 М (operates on M 
to the left), 而 且 称 M 是 一 个 左 G 集 (left G-ser), 
给 定 G 在 M 内 的 一 个 置换 表示 等 价 于 对 M 给 定 
一 个 左 G RAN. CEM ADR URS 
(reciprocal permutation representation) ` 是 指 一 个 
反 同 态 ' G 一 Sv, 当 在 5м HRERS = 
GDg 规定 乘法 时 它 成 为 一 个 同 态 . ШЖ a € G 
和 re M WR za e M 有 意义 而 且 满 足 条 件 


x(ab) = (xa)b 和 xl 一 *。 则 与 前 相仿 , 称 G 
从 右 方 作用 于 M (operates оп М to the right), 
而 且说 M 是 右 С Ж (right G-set). 给 定 G 在 M 
内 的 一 个 反 置换 表示 等 价 于 对 M 给 定 一 个 右 G 
集结 构 。 

如 果 一 个 置换 (或 反 置 换 ) 表 示 是 单 射 ， 则 
它 称 为 一 一 的 《faithful); 对 应 的 G 集 也 称 为 一 
一 的 。 特 别 是 ， 可 以 取 G 本 身 作为 M 而 把 左 
REXY E ОН) 作用 ,由 此 得 到 的 一 一 的 
置换 ( 反 置 换 ) 表 示 , 称 为 G 的 左 (Ж) 正则 表示 
left (right) regular representation), 对 于 a€ G 
所 导出 的 置换 acix — ах (或 ха) RAH a 7 
生 的 左 ( 右 ) 平 移 (left (right) translation), 

以 下 把 左 G 集 简单 叫做 G 集 ， 如果 G 集 M 
的 子 集 N 满足 条 件 : ee G, x€N Ж ахє 
N， 那 么 N 也 是 一 个 G 集 , 称 它 为 M 的 子 G 集 
(sub-G-set), 如果 G 集 M 没 有 真子 G 集 ( 即 不 是 
MM 和 空 于 集 的 子 G 集 )， 则 对 于 任何 两 个 元 z, 
ye M ,存在 元 a € С, 使 得 az = y. 在 这 种 情 
ЖЕ, G 对 M 的 作用 称 为 可 迁 的 《tansitive), 对 
应 的 置换 表示 也 称 为 可 迁 的 。 如 果 G 集 M 中 的 
一 个 等 价 关系 是 与 G 的 作用 相 容 的 ( 即 R 满 
足 条 件 : se G,R(z, y) HIM R(az, ay)), W 
ШЖ M/R 自然 地 成 为 一 个 G 集 ， 它 称 为 M 
Rİ RAOR G Ж (quotient G-set)， 如 果 G ЖМ 
没有 非 平 凡 的 商 G 集 ， 即 如 果 与 6 的 作用 相 容 
的 只 有 这 样 两 种 等 价 关系 R:“R(z, x) RETE 
何 х,х ЄМ 都 成 立 ” 或 “R(x,*) 当 且 仅 当 
x= x7, WJ G 对 M 的 作用 和 对 应 的 置换 表示 
都 称 为 本 原 的 《primitive)。 

如 果 G 集 之 间 的 映射 1:M 一 M” WE $e fF 
flax) = af(x) (a € G, x € M), Wt 就 称 为 G 
映射 《G-mapping)。 自 然 地 可 以 定义 G AH, 
С, G 双 射 。G 双 射 的 逆 映 射 也 是 G 双 射 。 
两 个 置换 表示 称 为 相似 的 《similar) ， 如 果 在 对 
应 的 G 集 之 间 存 在 一 个 G 双 射 

设 M 是 可 迁 的 G 集 , 取 定 任意 元 xE М, 如 
果 把 G 看 做 G 集 , 则 由 f(a) = ах 确定 的 映射 
1:G 一 M 是 G 满 射 ,而 且 导 出 6 双 射 J:G/R 
>м. 此 处 等 价 关系 尺 的 等 价 类 ， 是 指 对 x 
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的 迷 向 子 群 (fixed subgroup) H, = {a € Glar= 
zx} 的 左 陪 集 。 因 此 我 们 有 一 个 6 RH G/H, 一 
M. 反之 ,对 于 G 的 任何 子 群 日 ， G/H 是 可 迁 
的 左 G 集 .可 迁 的 G 集 也 叫做 G 的 齐 性 空间 
(homogeneous space), 


对 于 一 族 G 集 {Miha HRR ]] Mi 及 


直 和 集 > Mi 以 自然 的 方式 成 为 G 集 ;它们 分 
别称 为 直 积 G dk (direct product G-set) RAM 
С Ж (direct sum G-set)， 每 一 个 G 集 M 都 是 一 
族 可 迁 子 G 5E (Mi) 的 直 和 ， 这 时 每 个 M, 都 
称 为 轨道 (orbitr) WE (system of transiti- 
уйу). 对 于 G 集 M , 直 积 G 集 M4 一 MX 
X M (Kk 4)&& T G 3 MY = (n) 
lis HB x; 天 ху). ШЖ M 是 可 迁 的 , 则 
M 称 为 k TEN Ck-ply transitive), WMM 
是 可 迁 的 ， 而 且 M 的 每 个 元 的 迷 向 子 群 都 只 含 
有 单位 元 ， 则 M 称 为 单 可 迁 的 《simply tran- 
sitive), 

当 M 有 ”个 元 时 ， 群 G 在 M 内 的 置换 表示 
叫做 = 次 (degree) AY. 当 G 是 M 的 一 个 置换 群 
时 ， 典 范 单 射 G 一 Sy 是 一 一 的 置换 表示 ， 这 
种 情形 已 有 详细 的 探讨 (一 有 限 群 [置换 群 ]). 

【 群 和 结合 代数 的 线性 表示 】 设 K 是 具有 
单位 元 1 的 交换 环 '!，M 是 KK 模 '。 虽然 我 们 主 
要 讨论 K 是 域 且 M 是 K 上 的 有 限 维 线性 空间 ' 
的 情形 ， 但 KK 是 整 环 且 M 是 K 上 有 限 秩 的 自由 
模 ! 的 情形 同样 是 重要 的 。 因 为 K 是 交换 的 ,所 
以 可 以 写 jz =r (QEK, EM). WE POM) 
是 由 M 的 全 体 K 自 同 态 ( 即 M 到 M 的 线性 映射 
组 成 的 K 上 的 结合 代数 ', 再 设 GL(M) 是 к 
(M) 中 全 体 可 逆 元 ?组 成 的 群 ,这 里 假定 M = 
{9j。 设 4 是 K 上 的 结合 代数 ， 代数 4 在 M 内 
的 线性 表示 (linear representation) 是 指 代数 同 
态 4 一 Bk(M). 以 下 总 假定 4 有 单位 元 而 且 
其 同 态 是 酉 同 态 . 为 了 方便 起 见 ,也 可 以 讨论 平 
ABA M = (0) 内 的 线性 表示 , 它 称 为 零 表示 
(zero representation), 反 线 性 表示 (reciprocal 
linear representation) 是 指 反 同 态 4— 4 k«(M). 
EG dE M 内 的 线性 表示 是 指 群 同 态 с 
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GL(M)。 这 可 以 唯一 地 扩张 成 群 环 ! K[G] 在 
M 内 的 线性 表示 ; 反之 , 把 КІС) 在 M 内 的 线 
性 表示 限制 于 G 时 就 是 G 的 线性 表示 ; 同样 可 
以 讨论 反 线性 表示 。 因 而 群 G 在 M 内 的 ( 反 ) 线 
性 表示 的 研究 可 以 归 之 于 群 环 КІС) EM P5 
的 ( 反 ) 线 性 表示 的 研究 ， 现 在 来 讨论 结合 代数 
(以 下 简称 “代数 ”) 的 线性 表示 . (注意 群 环 有 
个 典范 基 一 一 即 这 群 本 身 一 一 因而 可 作 详 细 的 
讨论 (一 [有 限 群 的 线性 表示 ], [有限 群 的 模 表 
aD. 

给 定 具 有 单位 元 的 交换 环 太 和 天 代数 4 在 
KHAM 内 的 线性 表示 р, 规定 ax = p(a)x (a € 
A, z€ M) 可 以 导出 左 4 模 到 M 的 一 个 结构 ; 
M 内 由 典范 同 态 K — 4 得 到 的 K 模 结构 与 原 
ЖК ИФА Б НЇН]. ХА йк с 的 表示 模 
(representation module of p)。 反 之 ,对 于 任何 左 
АЖ М, Ж р(а)х = ax 可 以 定义 4 在 M 内 的 
线性 表示 e (把 M 看 做 由 一 4 得 到 的 K 模 ); 
о 的 表示 模 与 原先 的 表示 模 相 同 ， 这 个 表示 e 
称 为 与 M 相伴 的 线性 表示 (linear. representation 
associated with M), 4 的 反 线性 表示 对 应 于 右 
АЖ. 因而 研究 4 的 ( 反 ) 线 性 表示 等 价 于 研究 
JE CH) 4 模 .例如 ,如 果 群 G 对 M 的 作用 是 平 
AR: ox = z (z € G, z € M), ЙС M 内 的 
对 应 的 表示 使 每 个 ee G 都 对 应 于 恒 等 映射 
lw， 此 外 ,如果 M =K, 则 这 种 表示 称 为 G 
《在 KK 上 ) 的 单位 表示 (unit representation), 

设 p,p' 分 别 是 4 在 K 模 M,M’ 内 的 线性 
Жл. 那么 一 个 4 同 态 M — M° 明显 地 是 满 
足 条 件 foo(a) = p'(a)of (a € A) 的 一 个 K 同 
ЖЕМ — M's 这 有 时 叫做 从 e 到 “的 同 态 . 
特别 地 , 一 个 4 同 构 是 满足 条 件 fola) 一 
оа) (a € 4A) 的 一 个 K 同 构 f:M — M^; 在 这 
种 情形 我 们 说 Pp 和 p 是 相似 的 (similar) 或 同 构 
的 (isomorphic), 记 作 рер’. 

设 M 是 代数 4 的 线性 表示 。P 的 表示 模 。 如 
果 P 是 单 射 , 则 说 Pp 和 对 应 的 M 是 一 一 的 (faith- 
ful) .举例 说 , 与 左 4 模 4 相伴 的 线性 表示 是 一 
一 的 , 称 它 为 4 的 ( 左 ) 正则 表示 ((left) regular 
representation)。 如 果 M 作 为 4 模 是 单 的 *, Шо 


称 为 不 可 约 的 《irreducible) 或 单 的 (simple)。 从 
不 可 约 表示 ? A о 的 同 态 必 是 同 构 或 零 同 态 
(Schur 引 理 (Schur's lemma))。 特 别 地 ,如 果 
天 是 代数 闭 域 ,而 且 M 是 有 限 维 的 , 则 这 种 同 态 
是 纯 量 乘法 。 如 果 一 个 线性 表示 不 是 不 可 约 
的 , 则 它 就 称 为 可 约 的 (reducible), 如果 M 作 为 
ABE BADIM o 称 为 完全 可 约 的 (completely 
reducible) 或 半 单 的 (semisimple)， 如 果 4 是 半 单 
环 ， 则 4 的 任何 线 竹 表 示 都 是 完全 可 约 的 ， 逆 
定理 也 成 立 ( 一 环 [ 半 单 环 ]). 

与 M 的 作为 4 模 的 子 模 或 高 模 相 伴 的 线性 
表示 分 别 叫做 子 表示 (subrepresentation) 或 商 表 
FR (quotient tepresentation)， 与 线性 表示 pi,…… °> 
pr 的 表示 模 Mu +++, М, ВЯ М+М, 
相伴 的 线性 表示 记 做 p + ++ tore 而 且 称 为 
这 些 表示 的 直 和 表示 (direct sum representation), 
ШЖ e 不 相似 于 两 个 非 零 表示 的 直 和 ， 则 ? 称 
为 不 可 分 解 的 (indecomposable); 这 也 就 是 说 M 
作为 4 模 是 不 可 分 解 的 *。 

对 于 群 6 在 М, M' 内 的 线性 表示 p, o> 
在 M @M' 内 可 以 由 (p@p)(g) = oB 
(в) (g € G) 来 定义 线性 表示 p Gp; 这 称 为 表 
IR p 和 wm 的 张 量 积 表示 (tcnsor product represen- 
tation), 

USHA) db K" 是 以 交换 环 KK 的 元 为 
元 的 全 体 "元 组 (5,) 构 成 的 K 模 Fx(K") 等 
AF K ЕФ n ЕРЕ Cu) R9 K 代数 M. 


00:046) = (X 16). FEAE K A 
= 


的 线性 表示 , 即 同 态 А > M.K), 称 为 4 在 K 
上 的 矩阵 囊 示 (matricial representation) , » 称 为 
"БИЖ (degree). ЁЁ СЕК йул КЖ 
示 是 一 个 同 态 G > GL(n, К), KB GL(n, 
K) 是 全 体 = 阶 可 逆 矩 阵 的 群 ， 如 果 Ces 


с.) акам", 则 根据 由 对 应 СЕ) 一 > 


ed, 所 给 出 的 K 同 构 K* М, 我们 得 到 在 4 
的 =” 次 矩阵 表示 和 4 在 M 内 的 线性 表示 之 间 的 
一 一 对 应 ， 而 且 对 应 的 表示 是 相似 的 .具体 地 
说 ,线性 表示 对 应 于 矩阵 表示 a Qu(a)) 


的 对 应 关系 是 
о(а)е, = > ehala), a€ A, 


= 
因此 给 定 域 K 上 有 限 维 线性 表示 就 等 价 于 给 定 
到 上 的 矩阵 表示 。 设 T, T 是 次 数 分 别 为 "， 
п ВРЕ, MAT 到 六 的 同 态 就 是 使 
PT(a) = Т'(а)Р(ає A) H (w SEE Р. ES 
th, TAT 相似 当 且 仅 当 = 一 地 并 且 存 在 = 
Pt ST ERE Р, 使 得 PT(a)P- = T'(a) (a € 
4)。 对 于 群 G 的 表示 而 言 , 只 要 上 述 方程 被 所 
有 ae G 所 满足 就 够 了 . 

以 下 总 假定 K 是 域 ， 于 是 K 模 就 是 K 上 的 
线性 空间 ，KK 代 数 4 在 K 上 的 线性 表示 P Xn 
次 (degree) AY. 是 指 它 在 Kk 上 的 表示 模 M 是 " 
维 的 。 假 如 给 定 M 的 子 4 模 的 序列 {0}==M。 CC 
M,C- СМ, = М. KM ЕК ERE (е, 

teren), WEEE Cerys em) Ж M, 在 K 上 的 
Ж (1<71< ғ). АХР о 的 矩阵 表示 相 
对 于 基 (2,7775 e.) RATER 

Tala) Tua) Tua) 
2 T() = Te) Te) 
0 
Ta) 
这 里 如 果 令 n = dim M/M,-, = m, — m, 
则 Tala) Ж (т, ni) Е. ПОВ i> ih, 
© Tula) m. eui usto em 的 剩余 类 组 成 K 
Ба м/м, 的 基 ， 而 且 对 应 于 与 
M/M 相伴 的 线性 表示 о, 的 矩阵 表示 , H 
对 于 这 个 基 由 T, 给 出 。 序列 (M.) 是 合成 
列 ' 当 且 仅 当 每 个 o, (因而 Ta) 都 是 不 可 约 的 .。 
在 这 种 情形 下 ,p,,………, pr 除 先后 顺序 并 可 相差 
一 个 相似 关系 外 ,由 。 唯一 决定 (Jordan-Helder 
定理 ')， SET o, 相似 的 不 可 约 表示 р' 称 为 
б 的 不 可 约 分 支 (irreducible component)。 相 似 
于 wm 的 p, 的 个 数 p > 0 称 为 p 的 不 可 约 分 支 
e 的 重 数 (multiplicity)。 也 可 以 说 P Rmo Р 
Жо 在 o 中 作为 不 可 约 分 支出 现 了 次 .一 
个 表示 。 完 全 可 约 当 且 仅 当 它 相 似 于 它 的 不 可 
约 分 支 ( 允 许 重复 ) 的 直 和 。 这 时 o 相似 于 矩阵 
表示 


表示 论 291 


[s Д о 5 
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【线性 表示 的 系数 与 特征 标 】 现在 来 讨论 
BRK 上 的 代数 4 的 线性 表示 。 右 ( 左 ) 4 模 M 可 
以 看 作 K 上 的 线性 空间 ， 在 它 的 对 偶 空间 M* 
内 ,可 以 利用 内 积 (，) 如 下 地 引入 左 ( 右 ) 4 模 结 
0:05, ад) = (ха, 1*) GR (у. х*а) = (az, 
x*)), 这 里 a€ 4, z€ M. z*€ M*. ШЖР 
是 与 M 相 伴 的 表示 , 则 与 M* 相伴 的 表示 称 为 
的 转 置 表示 (transposed representation) 或 对 偶 
表示 (dual representation) 或 伴随 表示 (adjoint 
representation) , 记 作 'p。 线 性 映射 p(a) 是 pCa) 
WRB, MRM EK 上 是 有 限 维 的 , 则 作 
为 4 模 我 们 有 (M*)* 一 M. 对 于 群 G 的 线性 
表示 p, BUM g 一 "po(g)-' (g € G) Ж o їй 
BRA (comtragredient representation), 5A 
模 4 相伴 的 反 线性 表示 称 为 4 的 右 正则 表示 
(right regular representation ) ， 而 它 的 转 置 表 示 
(《 即 与 左 4 模 4* 相伴 的 线性 表示 ) 则 称 为 上 正 
则 表示 (coregular representation)， 对 于 任何 有 限 
维 的 半 单 代数 和 有 限 群 的 群 环 ， 正 则 表示 和 上 
正则 表示 是 相似 的 (一 代数 [Frobenius 代数 ]). 

设 ? 是 4 在 K 上 的 线性 表示 而 且 M 是 它 的 
表示 模 ， 对 于 任意 的 re M. "EM", 定义 4 
上 的 一 个 线性 型 ' pue € A* D: uut) = 
(ax, x*)(a € 4)。 这 称 为 相对 于 x, х" Ж 
数 (coefficient), 而 且 由 它 在 4( 作 为 线性 空间 ) 
的 生成 元 上 的 值 决定 .特别 地 ， 群 c 的 线性 表 
示 ? 的 系数 可 以 看 作 G 上 的 在 K 内 取 值 的 函 
数 。 对 于 固定 的 z* € M*, 对 应 rene 给 
出 4 同 态 M — 4*, 这 里 AT 看 作 左 4 模 ， 因 
此 ， 不 可 约 表示 的 任意 非 零 系数 pw” 生成 
A* 的 一 个 同 构 于 M 的 子 4 模 . 换 句 话说 4 的 
任意 不 可 约 表示 相似 于 4 的 上 正则 表示 的 某 个 
子 表示 .特别 地 ， 一 个 有 限 维 半 单 代数 或 一 个 
有 限 群 的 任意 不 可 约 表示 是 正则 表示 的 一 个 不 
可 约 分 支 。 设 AP 是 4* 的 于 空间 , 它 由 给 定 
的 线性 表示 о 的 全 体系 数 prt (хєМ,х*є 
M*) Е. РЖ ор HR 4) = AL. m 
Ж ou cts p, 是 4 的 互 不 相似 的 不 可 约 表示 ， 
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则 和 42 + +++ + А42 AT 内 是 直 和 ， 特别 
地 ， 对 于 半 单 代数 4, 设 ps <i <r) 是 不 
可 约 表示 , 它 与 4 的 单 分 支 ' 4; 的 极 小 左 理想 
相伴 , 则 任意 不 可 约 表示 恰好 与 pm … ,pr 中 的 
一 个 相似 ,而 且 4* 可 以 分 解 成 AZ, 5-6, AZ. 
WHA, 此 外 ,每 个 42 与 At 是 典范 等 同 的 。 

以 下 专门 处 理 有 限 维 表示 . COS eu) 
E: p 在 K 上 的 表示 模 M 的 基 ， 对 应 于 ?的 相对 
于 这 个 基 的 矩阵 表示 是 — T(a) = (45(4))， 
BY diy = Pee? A Kiri <n), KH (е, +, 
ot) 是 对 偶 基 ， 如 果 K 是 代数 封闭 的 ,而 且 2 
是 不 可 约 的 ,或 更 一 般 地 是 绝对 不 可 约 的 *, 则 
{Ay} 是 线性 无 关 的 ; 因此 有 dim 42 = »' (G. 
Frobenius-l. Schur), iR Р 是 任意 的 有 限 维 线性 
表示 ， 取 对 应 于 Р 的 矩阵 表示 工 而 且 令 T (a) 
WMH Х,а) = Т(а)=(ає A), Хх, A 
上 的 函数 , 它 由 p 唯一 决定 而 且 属于 42; Z, Ж 
Ж) P 的 特征 标 (character), HFEF G 的 线性 表 
示 ? 而 言 ,P 的 特征 标 可 以 看 做 G 上 的 函数 .再 
有 , 它 还 可 以 看 作 G 的 全 体 共 四 e 类 ' 的 集合 上 的 
函数 。 p 的 特征 标 等 于 。 的 不 可 约 分 支 《各 按 
其 重 数 ) 的 特征 标 之 和 。 不 可 约 表示 的 特征 标 
称 为 不 可 约 特征 标 (irreducible character) 或 单 
转 征 标 (simple character)。 如 果 天 的 特征 为 0， 
MJ pee 等 价 于 X= Xy, 而 且 不 同 的 不 可 
约 特征 标 是 线性 无 关 的 。 绝 对 不 可 约 表示 《〈 见 
后 ) 的 特征 标 称 为 绝对 不 可 约 特征 标 (absolutely 
irreducible character), 如 果 只 讨论 绝对 不 可 约 
特征 标 , 则 上 面 论断 的 成 立 与 K 的 特征 无 关 . 

4 的 全 体 绝对 不 可 约 特征 标的 和 称 为 4 的 
简化 特征 标 (reduced character) a Hë ARIE (reduced 
trace), 4 的 全 体 绝对 不 可 约 表示 的 直 和 表示 
称 为 4 的 简化 表示 (reduced representation), IÑ 
且 它 的 特征 标 就 等 于 简化 特征 标 。 简 化 表示 的 
行列 式 称 为 4 的 简化 范 数 或 缩减 范 数 (reduced 
norm), 

【线性 表示 的 纯 量 扩张 】 设 天 , 工 是 具有 
单位 元 的 交换 环 ,固定 一 个 同 态 o:K — L. 用 
MM 表示 KK 模 M 相 对 于 o 的 纯 量 扩张 ot (M) = 
MQ@cLixk@p = rpl €M32EK,pE L) 


《一 模 [ 系 数 环 的 扩张 和 限制 ])。 对 于 天 上 的 代 
数 A, K Ba 的 纯 量 扩张 4° 具有 工 上 的 代数 
的 自然 结构 : (a@21)(0@u) = brula, ó € 
4;24,pEL)， 对 于 群 G、 可 以 认为 (KLG])= 
LI[G]:g@1 = g’ (€ G, 4€ L). ШЖМ EL 
4 模 , 则 M RAE 4? BOR ABA: (am 
A) (xGp) = ax ди (4€ A, rE M; і, пє 
L). 对 于 与 M 相伴 的 线性 表示 而 言 ， 与 M° 
相伴 的 工 上 的 线性 表示 o" 称 为 p 相对 于 o 的 
AMT (scalar extension): р°(а @1) = pla) 
GL. 8 (eo ++ en) ЖМ 在 K 上 的 基 ， 如 
果 相 对 于 这 个 基 的 对 应 于 M 的 矩阵 表示 是 a 一 
QuiC)) , 则 相对 于 工 上 的 基 (al, e 
1) 的 对 应 于 M° 的 矩阵 表示 由 a @ 1 — Qu 
(ay) 给 定 。 如 果 工 上 的 一 个 线性 表示 与 K 上 
的 某 个 线性 表示 P 的 纯 量 扩张 o° 相似 , 则 它 称 
为 可 实现 的 《realizable). 

特别 地 ,如 果 o: K — L 是 同 构 , 则 p" 207 
б 相对 于 o ЗК Е (conjugate representation), 
当 K 是 复数 域 时 ,相对 于 自 同 构 o:4 一 1 (3 
复数 ) 093546 38 2845829 BABB, WH m Jë 
天 的 一 个 理想 而 且 a: K — K/m 《剩余 类 环 ') 
是 典范 同 态 , 则 从 Р 作出 ot 称 为 横 m 的 简化 
(reduction modulo m) (一 [有 限 群 的 模 表 示 ]). 
如 果 p 是 K 的 素 理想 而 且 c: K — K, Oa 
环 ') 是 典范 同 态 , 则 从 P 作出 ot 称 为 相对 于 р 
的 局 部 化 (localization)。 如 果 K 是 整 环 而 且 
ре К — (0), W| K, 是 K 的 商 域 '， 我们 也 可 
以 讨论 相对 于 p 的 “表示 的 完备 化 

设 K 是 域 , 工 是 KK 的 扩张 域 ,而 且 o:K 一 上 
是 典范 单 射 。 这 时 对 于 4 的 线性 表示 P 和 它 的 
表示 模 M, 纯 量 扩张 ot. M° 分 别 记 做 of, 
MY, 基于 自然 单 射 认为 M C Mt, AC 4^, 
4M) C EM"), 可 以 把 只 看 作 映射 的 
扩张 。 以 下 专门 讨论 有 限 维 表示 。 对 于 上 上 的 
线性 表示 oo pis р = or 等 价 于 pre ог. 如 
果 天 上 的 不 可 约 表示 Р 对 任何 扩张 域 工 的 纯 量 
扩张 o^ 是 不 可 约 的 。 则 o 称 为 绝对 不 可 约 的 
absolutely irreducible); 与 之 等 价 的 条 件 是 : 对 
天 的 代数 闭 包 + K 的 纯 量 扩 张 o 是 不 可 约 的 . 


另 一 个 等 价 条 件 是 : 2 的 表示 模 M 的 每 一 个 自 
同 态 必定 是 由 K 的 元 所 作 的 纯 量 乘法 。 如 果 4 
在 K 上 的 每 一 个 不 可 约 表示 都 是 绝对 不 可 约 
的 , 则 K КЖ AHS} BUM (splitting field), ST 
ЖС, 如 果 域 K 对 于 群 环 КІС] 是 分 裂 域 , 则 
天 称 为 G 的 分 裂 域 。 设 4 在 K 上 是 有 限 维 的 . 
如 果 玉 是 4 的 分 型 域 。 则 对 于 天 的 任何 扩张 域 
L, A 的 任何 不 可 约 表示 都 是 在 天 内 可 实现 
в. РЕНК (不 一 定 是 分 裂 域 ), 不 可 约 
表示 2 对 天 的 可 分 "代数 扩张 域 工 的 纯 量 扩张 
e^ 是 完全 可 约 的 为 简单 起 见 , 假定 K 是 完全 
域 而 且 L = K, 24 o" 的 全 体 不 可 约 分 量 
的 重 数 是 相同 的 ,这 个 重 数 称 为 ?的 Schur 指 
数 (Schur’s index), 

设 K 上 的 每 个 代数 类 都 由 某 个 有 限 群 G6 的 
群 代数 КІСТ 的 一 个 (中 心 ) 单 分 支 来 表示 , 那 
么 这 些 代 数 类 的 集合 SCK) 是 K 的 Brauer 群 ' 
B(K) 的 子 群 , 它 称 为 B(K) 的 Schur 子 群 
(Schur’s subgroup)， 最 近 的 研究 已 极 大 地 辨 明 
了 这 个 群 的 结构 (一 [24]). 

【有 限 群 的 线性 表示 】 设 C 是 阶 为 的 有 
限 群 。G 在 K 上 的 线性 表示 等 价 于 群 环 KIG) 
的 线性 表示 ,关于 后 者 已 经 介绍 过 一 般 的 事实 . 
如 果 天 是 有 理 整 数 环 Z, WK 上 的 线性 表示 有 
时 称 为 整数 表示 (integral representation), BLF 
假定 天 是 域 . 如 果 天 的 特征 是 0, 或 更 一 般 地 
不 是 g 的 约 数 ， 则 G 在 K 上 的 每 个 线性 表示 都 
是 完全 可 约 的 (H. Maschke)， 这 种 表示 称 为 通 
MAR (ordinary representation)， 如 果 g BK A 
特征 整除 ,得 到 的 就 是 模 表示 (Cmodular represen- 
tation) 《一 [有 限 群 的 模 表示 ]). 

对 于 每 一 个 a€ G 都 满足 a 一 1 的 最 小 
正 整 数 ” 称 为 G 的 指数 (exponent)、 含 有 1 的 
全 部 = 次 根 的 域 是 G 的 分 裂 域 (R. Brauer, 
1945), 因此, ВАКа, к 上 的 不 
可 约 表示 的 任何 纯 量 扩张 是 不 可 约 的 ， 而 且 在 
的 任何 扩张 域 上 的 不 可 约 表示 征 K 内 是 可 实 
现 的 。 下 面 固 定 G 的 一 个 分 裂 域 K， 而 且 假 定 
的 特征 为 0, 例如 可 以 假定 K — C. 

G 的 互 不 相似 的 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 G 
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内 共 铂 类 的 个 数 ， 作 为 正则 表示 内 的 不 可 约 分 
量 而 出 现 的 每 个 不 可 约 表示 的 重 数 等 于 次 数 . 
再 有 ， 每 个 次 数 都 是 G 的 阶 WHR We 是 
G 的 子 群 媚 的 线性 表示 , 且 M 是 它 的 表示 模 , 则 
与 KIG] 模 K[G]@kua M 相伴 的 G 的 线性 
表示 称 为 诱导 表示 (induced representation), id. 
作 об. 如 果 和 矩阵 表示 工 对 应 于 р, 则 利用 G 的 
陪 集 分 解 G =a, HU- -Ua H, SMF о 
的 和 矩阵 表示 可 写 为 


ey En 


Талаа) +++ Т(аг\аа,) 

这 里 设 T(6) = 0 (é € H). WER 1 КЖК 
得 到 的 诱导 表示 称 为 单项 表示 (monomial repre- 
sentation), 对 应 于 这 种 表示 的 矩阵 表示 了 是 这 
样 的 :对 于 每 一 个 a€ С, T(a) 的 每 一 行 和 每 
一 列 恰好 只 有 一 个 非 零 元 ， 对 于 平凡 于 群 H 二 
{e}， 就 得 到 G 的 正则 表示 . 一般 地 说 ,对 于 G 
的 不 可 约 表示 o 和 子 群 号 的 不 可 约 表示 P, о 
在 о 中 的 重 数 与 ? 在 on 中 的 重 数 相同 ， 这 
里 oy Bo {ЕН НВА (Frobenius 定理 ). 

对 于 G 的 不 可 约 特征 标 X 和 由 ， 有 下 列 正 
IAR (orthogonality relation) 成 立 : 

= в, X0, 
оха yal b a 
si в/в. CCa) = C(b), 
Хах) “1. онору 

在 第 二 个 公式 中 ，X BOB с 的 全 体 不 可 约 特征 
ж, Cla) 表示 G 的 含有 。 ЮЗИ, z, 是 
С(а) 中 元 的 个 数 . 

【对 称 群 的 线性 表示 】 对 称 群 ' 5, 在 有 理 
数 域 Q 上 的 不 可 约 表示 是 绝对 不 可 约 的 ， 因 
此 , S, 在 特征 为 0 的 域 上 的 表示 理论 归结 为 它 
在 Q 上 的 表示 理论 .因为 群 代数 4 = Q[S,] 
是 半 单 的 ,为 了 得 出 Ө, 的 不 可 约 表示 , 只 需 找 
出 4 的 本 厌 知 等 元 〈 即 不 是 两 个 正 交 的 非 零 宕 
等 元 之 和 的 宕 等 元 )， 这 种 寡 等 元 可 以 用 以 下 
的 方法 得 出 . 

图 !( 左 ) 夯 的 是 由 = 个 方块 组 成 的 图 形 
T, 它 的 各 行 的 长 度 递减 ,各 行 的 左 端 在 同一 列 


Т(аг\аа,) ) 
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图 1 Young 图 形 
n=26; f,=8, f,=6, f=6,1,=4,h=2 
上 排 齐 ,这 样 的 图 形 工 叫做 Young 图 形 (Young* 
diagram), WRA kT, STMKER fis f 
tfi 的 Young 图 形 , fis 有,"… fe WE 
h2h2eÉhn-9, 
hthtor than, 
Wid T= Ths ++ fe). MLB BPR 
码 按 任意 顺序 填 人 T = TO, `: 有) 的 方块 
"B, REI) ВТЕ Е. 然后 用 o 表示 
6, 中 保持 每 一 行 的 数码 不 变 的 任意 置换 ,而 且 
作 4 的 元 з Xo. 同样 地 ,用 + 表示 Ө, 中 保 
持 每 一 列 不 变 的 置换 而 且 令 : 一 Z(sgn r)r. 然 
后 令 
wm 十 ro， 
那么 x 的 适当 有 理 数 倍 就 是 4 的 本 原 宕 等 元 . 
由 此 可 知 # 产生 €, 的 一 个 不 可 约 表示 。 A 的 
Ж « KS T IMPER Young 对 称 子 (Young's 
symmetrizer), 
如 果 把 数码 1 到 =” 换 一 个 顺序 填 到 了 中 ， 
就 得 到 与 T 相伴 的 另 一 个 对 称 子 w。 但 是 与 ” 
和 相伴 的 两 个 不 可 约 表示 是 相似 的 。 因此 ， 
与 对 应 的 是 6, 的 -- 个 固定 的 不 可 约 表示 类 ， 
即 5, 的 一 个 固定 的 不 可 约 特 征 标 。 再 有 ,任何 
两 个 不 同 的 Young 图 形 产生 不 同 的 不 可 约 的 
特征 标 ， 而 且 任 何不 可 约 特征 标 都 可 以 从 适当 
的 Young 图 形 得 出 。 因 而 在 Young 图 形 和 S, 
的 不 可 约 特征 标 之 间 存在 一 一 对 应 . 
决定 与 一 个 已 知 图 形 相伴 的 特征 标的 方法 
是 由 Schur 和 H. Wey! 发 现 的 (一 典型 群 ). 
【有 限 群 的 模 表 示 】 设 G 是 阶 为 的 有 限 
群 ,而 且 K 是 6G 的 特征 为 p = O 的 分 发 域 ， 如 
Жр R z 的 约 数 ， 这 就 是 与 通常 表示 类 有 不 同 
的 模 表示 的 情形 。 有限 群 的 模 表示 的 理论 是 在 
1935 年 以 后 主要 由 Braver 发 展 起 来 的 ,他 得 到 
了 这 方面 的 许多 重要 结果 . 


若 c 的 一 个 元 的 阶 与 ? 互 素 ， 则 这 个 元 称 
为 p 正则 的 (p-regular). RAEN P EMA 
WAR, NG HEA РІС УСНО ИКАО. 
则 恰好 存在 个 不 相似 的 绝对 不 可 约 模 表示 
Fy, Ез, sss Fa, G 的 正则 表示 R 的 不 相似 的 
不 可 分 解 的 分 量 的 个 数 也 等 于 《我们 把 这 些 
表示 记 作 Uy, U2, … , Uy. 我 们 可 以 这 样 地 
编号 , 使 F。 在 U。 内 同时 作为 首 末 两 个 分 量 
而 出 现 。 如 果 F. 的 次 数 是 J. U, 的 次 数 是 
u.s Й] U. 在 R 内 出 现 fe 次 ,而 且 F. ERA 
出 现 we Ж. Е, 在 U。 内 出 现 的 重 数 ca 称 
为 6 的 Cartan 不 变量 (Cartan invariants), 

设 代数 数 域 9 是 G 的 分 裂 域 . 设 p 是 2 中 整 
除 ” 的 一 个 素 理想 ,再 设 。 是 2 中 全 体 p 整数 
组 成 的 整 环 , 则 剩余 类 域 o/p 是 特征 为 ?的 有 
限 域 ! 而 且 是 G 的 分 裂 域 。 因 此 可 以 假设 wp 一 
天 ,这 里 类 是 在 本 节 开 始 时 考虑 的 域 。 设 Z,, 
Zi, +++, Z, EGE O 内 的 不 相似 的 不 可 约 表 
л. 可 以 假设 Z, 的 所 有 系数 都 属于 。 (EZ, 
中 把 每 一 个 系数 都 换 成 它 mod p 的 剩余 类 ,就 
得 到 模 表示 Z. 这 样 得 到 的 模 表示 Z,,---, 
Z。 可 以 是 可 约 的 ，F。 在 Z, 中 的 重 数 4, 称 
为 G 的 分 解数 (decomposition numbers)， 它 们 与 
Caran 不 变量 之 问 有 下 列 关 系 式 : 

ca = У? didi. 


m= 
KARTAR cali РО. Wap. 
(psg) 一 1， 则 可 假定 0 含有 1 的 g 次 元 根 
aleo), 因为 (p,8) = 1, 所 以 2 modo f 
RR OC € K) 是 1 的 8 次 元 根 ， iS M 是 G 的 
模 表示 , 则 对 于 正则 元 a, MCa) 的 特征 根 是 
5 0938 o, THER 8” 换 成 5” 而 作 这 些 a” 
的 和 ， 就 得 到 2 的 元 Ea), 这样 一 来 ,我 们 在 
G 的 ?正则 元 的 集合 上 定义 了 一 个 复 值 函数 
Е. 我 们 把 § 称 为 M 的 模特 征 标 〈modular char- 
acter) 或 Brauer 转 征 标 (Brauer character), 两 
个 模 表 示 有 相同 的 不 可 约 分 量 的 充分 必要 条 件 
是 它们 的 模特 征 标 相同 .把 Р, 的 模特 征 标记 
做 q. 而 且 把 U. 的 模特 征 标记 作 ne FADE 
于 模特 征 标的 正 交 关系 成 立 : 


9 Deanna e t7 
: 7 0, к=. 
mi) m [8/8 CCa) = CG), 
Xietona e соусу 


在 第 一 个 和 式 内 , а BGB G 的 全 部 ”正则 元 . 

我 们 说 F. 和 Р, 属于 同一 块 (block)， 如 
果 存 在 指标 序列 e.o, p, try T, 2, 使 co зе 
0, cop 00, e en 9 0。 这 显然 是 一 个 等 价 
关系 , ME F. F, +++, Fe 被 分 成 有 限 个 (s 
个 ) 块 Bi, Bas os. В. WR F. 属于 块 B,， 
为 简短 起 见 也 说 对 应 的 UV。 属于 块 Bu. AAH 
d, v 0 R1 da HON ca 0, 所 以 Z, 的 全 
部 不 可 约 分 量 属 于 同一 个 块 ， 如 果 Z, 的 不 可 
约 分 量 属于 B., 则 也 说 Z, 属于 B. it х, Ж 
属于 В, 的 7, ЮМ, у, 是 属于 B. 的 F. 的 
个 数 ， 则 < > y. ШЖ X, 是 Z, 的 通常 特征 
标 , 则 X, 可 以 看 作 Z, 的 模特 征 标 。 如 果 把 Z， 
的 次 数 记 作 = ， 则 对 于 ee б, gX.(a)/z, 是 代 
数 整 数 ,因而 属于 。. 于 是 Z 和 Z, 属于 同一 块 
的 充分 必要 条 件 是 ga Xi Са)/з, = в, X (a)/z, 
《modp) 对 于 G 的 所 有 ?正则 元 a 都 成 立 . 

如 果 p° 是 能 整除 属于 В, 的 所 有 Z, 的 次 
数 5 的 ?的 最 高 里 , 则 它 也 是 整除 属于 B. 的 
所 有 F. 的 次 数 fe 的 ?的 最 高 寡 ， 4 一 а 
MO В, 的 号 值 (defect); BIL O<d<e, 如 
Ж. 7, 属于 亏 值 为 2 的 块 , 则 整除 z, AY РШ. 
FE pC, S 0). 亏 值 为 0 的 块 恰好 包含 一 
个 通常 的 表示 Z,, 因此 也 恰好 只 有 一 个 模 表 示 
Fm y, = 1). RIDER Z, = F. = Ш.Н 
此 推出 属于 亏 值 为 1 的 块 的 所 有 Z, 的 次 数 z, 
恰好 能 被 pO 整除 ;反之 亦 然 ，Z, 属于 亏 信 为 
0 的 块 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 G 中 其 阶 能 被 
也 整除 的 任何 元 a, 都 有 Xa) 一 0. 

设 D 是 G 的 元 = 的 中 心 化 子 ! Ce(a) ЮЕ 
意 p-Sylow FRE, B (D: 1) 一 ре, а 1529 EUG 
类 CCa) SM, D HRA Cla) WSH (defect 
group), 亏 值 为 。 的 块 的 个 数 等 于 亏 值 为 。 的 
?正则 类 的 个 数 ， 设 В, 是 亏 值 为 4 的 块 ， 则 
存在 亏 值 为 4 的 ?正则 类 , 它 含 有 元 素 а, 使 得 
got (a)/2, Æ 0(modp) 对 于 B, 中 的 任何 Z, 都 


表示 论 295 


RY. Cla) 的 亏 群 D 称 为 B, HSH, MAD 
ЖСК Ла. с 
RAGH D 的 块 的 个 数 等 于 正规 化 子 ! Ne(a) 
中 具有 亏 群 DD 的 块 的 个 数 . 

G 的 任意 元 x 可 以 唯一 地 写成 乘积 x 一 
sr = rs, XE s RA x 的 p BF (p-factor), 
它 是 阶 为 的 寡 的 元 素 , > 是 ?正则 元 。 我 们 
称 G 的 两 个 元 属于 同一 截 口 (section)、 如 果 它 
们 的 因子 在 G 内 共 罗 ， 这 是 一 个 等 价 关系 . 
显然 每 一 截 口 是 G 的 共 轿 类 的 并 ， 如 果 * 的 ? 
ВУЖ B, 的 亏 群 D 的 任何 元 , 则 对 于 
B, 内 所 有 的 2, 都 有 Xi(z) 一 0. i of, ei. 

++, Фи» 是 Ce(*) 的 绝对 不 可 约 的 模特 征 标 ， 
x, 是 Cs) 的 绝对 不 可 约 的 通常 特征 标 。 那 
么 因为 


Kier) = er) = e, dupi Cr), 


r€ Cs), 
所 以 有 
X(Gr) =D) raXi Gr) =D det). 


di, 称 为 G 的 广义 分 解数 (generalized decomposition 
number)， 如 果 s (eJ p. Ul dr, Jš: 1 09) p K 
根 的 域 中 的 代数 整数 ， 设 Ç jk S T р 0—1 
元 , 则 对 应 于 B: 的 有 Cols) 的 一 些 块 的 并 Ё,, 
而 且 如 果 r p, WE f B, 不 包含 共同 的 
不 可 约 的 模 表示 。 这 时 下 述 重 要 结果 成 立 : 对 
+ B, 内 的 任意 Z, 有 d 一 0 (BO os EB. 
Brauer 关于 这 个 结果 的 原始 证 明 相当 复杂 ; 比 
ic DEPO IEEE ЖН ff B = RI X DUBITA Un 
的 。 从 这 些 关系 式 可 以 得 出 群 特征 标的 正 交 关 
系 的 下 列 精密 化 。 如 果 2, 和 Z, 属于 G 的 不 
同 的 块 , 则 

У) хаух (a) = 0. 

< 
这 里 a ийа Bg G 的 固定 截 口 5 的 所 有 元 。 如 
Ж a 和 2 是 属于 C 的 不 同 截 口 的 元 , 则 


У) Xe) 一 0， 
ы 
这 里 x, HoR G 的 属于 固定 块 B. 的 所 有 特征 
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【有 限 群 的 射影 表示 】 没 V ERK 上 的 有 
限 维 线性 空间 ， 再 设 PV) 是 与 V 相伴 的 射影 
空间 (一 射影 几何 学 ). PCV) 的 所 有 射影 变换 
组 成 一 个 群 PGL(V), 它 可 以 与 商 群 GL(V)/ 
K*1y 等 同 起 来 。 这 里 K* 一 K 一 {0}, 而 K*1y 
是 V 的 恒 等 变 换 1, 的 全 体 纯 量 乘法 的 集合 , 因 
而 是 GL(V) 的 中 心 ， 同 态 6 — PELCV ) 称 为 
GEV 内 的 射影 表示 (projective representation) 
或 简称 G 在 K 上 的 射影 表示 .G 的 两 个 射影 表 
Ж Co, V) Rn Co^, V^) 称 为 相似 的 (similar), 
如 果 存 在 由 适当 的 同 构 V — V* 诱导 出 的 同 构 
:PGL(V) 一 PGL(V'), 使 得 pep(a)og 一 一 
pla) Cae G). У, з (0) 是 了 的 子 空间 ,我 
们 可 以 假定 PO.) C PCV). mR Co, VE 
的 射影 表示 , 使 得 每 个 ola) (a € G) 都 保持 
PCV) 不 变 , 则 只 要 把 pCa) 限制 在 PCV.) Est 
得 出 一 个 射影 表示 Co, V), 它 称 为 Io 
示 (subrepresentation)。 如 果 射 影 表 示 р 没有 真 
子 表示 , 则 它 称 为 不 可 约 的 Grreducible), 

映射 0:6 -> GL(V) A Co, VO ARO, 
如 果 对 于 每 个 ee С MBA я(0(а)) = pla), 这 
里 * 是 从 GL(V) 到 PGL(V) 上 的 自然 射影 ， 
ERO o 决定 一 个 映射 Сх С К", їй 
Е o(a)o(b) = f(a, 0)0 (а) (а, b € С). 集合 
(Ga, b) avec A 0 相对 于 的 因子 组 (factor 
set), 映射 + 是 G 的 具有 K* 内 的 值 的 2 维 上 
闭 链 '”f 的 2 维 上 同调 类 e, € HG, K*) 由 
PREM SMO o 的 选取 无 关 ， 射 影 表 示 P А 
有 这 样 一 个 截 口 a, 使 得 0 是 G 在 V 内 的 线性 
表示 ,其 充分 必要 条 件 是 <。 一 1. 如果 G 是 有 
限 群 , 则 对 于 任意 的 ce HCG, K*), FEGE 
天 上 的 不 可 约 射影 表示 р, CAF c, BD < 一 
<。 如 果 p 和 or 是 相似 的 , 则 o =o. HTH 
ERROM р 的 张 量 积 p @ р 可 以 与 线性 表 
示 的 情形 同样 地 定义 ,而 且 有 cower = c, cv. 
如 果 天 是 代数 闭 域 , 则 НСС, K*) 由 大 的 特征 
决定 ， 当 天 是 复数 域 C 时 ， 群 下 (CCG，C”) 一 
MCG) 称 为 G BUS BE (multiplier). WR 
MCG) = 1, Ж] G 称 为 闭 群 (closed group) ,这 时 


G 的 任何 射影 表示 都 可 以 由 G 的 线性 表示 诱导 
шж. 一般 地 说 ,如 果 是 G 在 C 上 的 射影 表 
示 , 则 c, 的 阶 是 P 的 次 数 (V 的 维 数 ) 的 约 数 . 
如 果 р 是 不 可 约 的 , 则 。 的 次 数 和 c, 的 阶 的 平 
方 都 是 G 的 阶 的 约 数 。 山崎 圭 次 部 和 其 他 一 些 
人 对 有 限 群 的 射影 表示 作 了 详细 研究 

【整数 表示 】 G 的 每 个 复数 矩阵 表示 等 价 
于 它 在 代数 整数 环 内 的 一 个 矩阵 表示 。 如 果 取 
定 一 个 代数 数 域 K, 则 每 一 个 K[G] 模 V 包含 
G 不 变 的 R 格 '( 简 称 G 格 ), 这 里 R 是 由 K 中 的 
整数 组 成 的 环 ， 一 个 G 格 工 可 以 刻 划 为 一 个 
RLG] 模 , 它 是 有 限 生成 的 ,而 且 作 为 R 模 是 无 
зино" (因而 是 射影 的 ')， 它 提供 G 的 一 个 整数 
表示 (integral representation) 作为 R 射 影 模 工 的 
一 个 自 同 构 群 . 

Wit KIG] 模 KOL 和 KOM 同 构 ， 
RIG] MLAM 也 不 一 定 同 构 。 在 一 个 固定 的 
KIG] BV 里 的 G 格 的 集合 分 成 有 限 个 RIG) 
同 构 类 (Jordan-Zassenhaus 定理 )， 设 ?是 
及 的 一 个 素 理想 ,而 R, ERE p 处 的 局 部 化 。 
R, 表示 的 研究 直接 与 模 表示 理论 有 关 ， 对 于 
任何 RIG] 模 工 ,存在 与 它 相 伴 的 一 族 RAG) 
模 上 ,一 R,@BL, XT p N R f) £ K £ FË 
想 . КІС) 模 了 里 的 G 格 工 和 M 称 为 在 同一 个 
7588 (genus) 内 ,如 果 对 于 每 一 个 p WA Le S= 
М. V 内 的 G 格 的 亏 格 数 等 于 [[ x, G = G 

E 
的 阶 ) 3X Ae ARV A RAG] 格 的 R,LG1 等 
价 类 的 个 数 ， 如 果 V 是 绝对 不 可 约 的 ， 则 在 一 
个 亏 格 内 的 RIG] 等 价 类 的 个 数 等 于 天 的 〈 理 
想 ) 类 + 数 (J. М. Maranda-S. Takahashi С 835 
—)). 

ш. R 564: RIK, ROR RER 
散 赋 值 环 而 K 是 G 的 分 裂 域 ， 则 断言 分 解 成 不 
可 分 解 的 RIG) 模 的 直 和 的 唯一 性 的 Krull- 
Schmidt 定理 + 成 立 。 不 同 构 的 不 可 分 解 的 G 格 
个 数 有 限 的 条 件 是 已 知 的 、 特 别 是 ,对 于 R= 
Z, 由 此 得 出 下 列 要 求 : GH Sylow P PRI 
于 每 个 PNg WE РИК РИИ ДИ. XT 
射影 ZLG1 模 ,一 同调 代数 . 


同 构 问 题 (isomorphism problem), BFA 
情 沈 下 整 群 代数 的 同 构 Z[G1 兰 Z[H] 蕴涵 群 
的 同 构 G ex H 的 问题 , 对 于 某 些 特殊 的 情形 ， 
例如 亚 Abel 群 ' 等 ,已 有 肯定 的 回答 . 

RIG) 在 КІС) 内 是 一 个 R 序 '。 在 这 方 
面 ， 整 表示 理论 的 一 个 值得 注意 的 部 分 已 被 推 
广 到 可 分 代数 中 的 更 一 般 的 序 (一 [19], 1201, 
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tation unitaire 4% unitär Darstellung Á унитар- 
ное представление 日 == 2 7 #81] 【各 
种 定义 】 拓扑 群 'G 到 Hilbert 空间 ! H(A{0}) 
上 的 西 算 子 ! 群 的 强 连续 同 态 U: g 一 Us E 
G), сй т. MRU WBE, 是 指 
对 于 任意 的 z€ $, 映射 g 一 U,z 是 G 到 9 
内 的 连续 映射 9 称 为 0 的 表示 空间 (represen- 
tation spac), 100 9 = 9 (U). 对 于 G 的 两 
个 西 表示 U, U', MRF $(U) 到 9007 
上 的 一 个 等 距 算 子 了 ,使 得 对 于 所 有 ¿z€ G, 
TU, = ОТ 成 立 , 则 称 它们 是 等 价 的 (cqui- 
valent), 记 为 U =U’, MRI THAN z€ G, 
HU, REN 9 = $ (U) 的 闭 子 空间 仅 限于 
$ 与 {0}, 则 UU 称 为 不 可 约 的 Girreducible)。 对 于 
G 的 西 表示 口 的 表示 空间 的 元 x, 当 {Uxlg € 
G) 的 有 限 线性 组 合 的 全 体 在 HU) 中 稠密 时 ， 
* 就 称 为 循环 向 量 Ccyclic vector), 而 具有 循环 
向 量 的 表示 称 为 循环 表示 (cyclic representation), 
车 UU 是 不 可 约 的 , 则 5(U)》 中 的 任意 非 零 元 都 
是 循环 向 量 . 

例 : 设 群 G 是 从 右边 作用 在 局 部 紧 Haus- 
dorff 空间 X 上 的 拓扑 变换 群 '， 若 上 是 对 群 G 
不 变 的 Radon 测度 ', 则 由 公式 CRI) x) = f 
Gg) (fe9) 可 定义 G 的 一 个 本 表示 R^, GA 
D= LAX, и) 为 表示 空间 ，R* 称 为 G 在 (X， 
м) 上 的 正则 表示 (regular representation)， 当 G 
从 左边 作用 于 X 上 时 ,可 根据 (Lif) (z) 一 上 
(g^x) 定义 正则 表示 L*。 特 别 地 ， 当 X 是 局 
部 紧 群 G 对 它 的 闭 子 群 太 的 商 空间 ' H\G 时 ， 
由 于 X 上 的 两 个 G 不 变 测度 а, w 《如果 它 们 
存在 ) 至 多 相差 常数 倍 , 所 以 (X, x) 上 的 正则 
表示 R" 53 (X, w) 上 的 正则 表示 RY 是 等 价 
的 。 这 时 R* 或 Re 就 简单 地 称 为 X 上 的 正则 
表示 . 特别 在 H = {е} 的 情形 ,由 于 在 局 部 紧 
群 C 上 存在 在 右 ( 左 ) 平 移 4 — hg (h > gh) 下 
不 变 的 测度 , 即 右 ( 左 ) 不 变 Haar 测度 ,所 以 G 
具有 在 G 上 的 正则 表示 RCL). XA CH 
HEMER. 

【正定 函数 与 表示 的 存在 】 拓扑 群 G 上 的 
复 值 连续 函数 plg) 称 为 G 上 的 正定 函数 《po- 
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Sitive definite function) , 如 果 对 于 G 的 任意 有 限 
个 元 By ds ct Be ЇЙ oig) 4 G, D) Ж 
素 的 矩阵 是 半 正 定 Hermite SRE, wR UE 
G 的 西 表示 ， 则 对 于 任意 的 z€ $(U), @Ж 
ole) = (Ох, х) EG 上 的 正定 函数 . 反之， 
局 部 紧 群 G 上 的 任 一 正定 函数 e. 可 以 通过 G 
的 某 个 西 表示 U 和 re $(U) 表示 成 ele) = 
《Usx，x)。 根 据 这 个 事实 以 及 Крейн-Мильман 
定理 ' ,可 以 证 明 任意 的 局 部 紧 群 G 具 有 充分 多 
的 《sufficiently many) 不 可 约 酉 表示 。 即 对 于 
G 中 每 一 个 与 单位 元 “不同 的 元 8 ， 存 在 G 的 
不 可 约 西 表示 U (Se AX) В О, #1. 特 
ЖЖ, 具有 充分 多 的 有 限 维 不 可 约 西 表示 的 群 
САКИН 若 G 是 连通 局 部 紧 极 大 殖 
周期 群 , 则 G 是 一 个 紧 群 与 R° 的 直 积 。 另 一 
方面 , 非 紧 的 任意 连通 单 Lie 群 没有 单位 表示 ? 
以 外 的 有 限 维 西 表示 (一 歼 周 期 函数 ). 

(FRA) 对 于 拓扑 群 6G HARA U, 
9 = 900) 中 对 任意 的 U, (ge G) 不 变 的 闭 
子 空间 9t, 称 为 U 不 变 的 。 这 时 ,如 果 NA 
{0}, U, Æ 9t 上 的 限制 为 VY,， 则 V 是 以 9t 
为 表示 空间 的 G 的 酉 表示 ， 称 为 U Um 
《subrepresentation)。 

对 于 G 的 两 个 西 表示 L, M, 5 LAYER 
子 表示 都 不 等 价 于 M 的 子 表示 时 ， 就 称 这 两 个 
表示 是 不 相交 的 (disjoint), WR LERF 
示 都 与 M 不 相交 ， 而 M 的 任何 子 表示 都 与 工 不 
相交 , 则 称 工 与 M 是 拟 等 价 的 (quasi-equivalent). 

【不 可 约 表示 】 对 于 G 的 酉 表示 О, it 
(U,lg€ G) 所 生成 的 von Neumann 代数 ' 为 
M, 而 M 的 换 位 子 环 为 M'. 于 是 OU) 的 
AFBI 所 为 U 不 变 的 充分 必要 条 件 是 ,到 9 
上 的 射影 算 子 P 属 于 M. Bilt, 为 不 可 约 
的 充分 必要 条 件 是 M = (alla € C) (Schur 
引 理 )。 可 分 ! 的 拓扑 群 的 循环 西 表示 或 不 可 约 
西 表示 的 表示 空间 是 可 分 的 。 

[因子 表示 】 # von Neumann 代数 
M = (U,lge С} 是 因子 +, 即 MOM = (all 
ac C), RIP AER И KARE RM (factor repre- 
sentation). 如 果 G 的 两 个 因子 表示 不 是 不 相交 


的 , 则 它们 必 是 拟 等 价 的 。 对 应 于 M 是 LN, 
本 型 因子 ,U 分 别称 为 1, П, ш 型 的 因子 表示 
(von Neumann 代数 )。 如 果 G 的 每 一 因子 表 
示 都 是 1 型 的 , 则 G 称 为 1 WE (group of type 
D. ! 型 群 的 例子 有 : ЖЕ, 局 部 紧 Abel FE, 
ЖЖ Lie 群 ,连通 半 单 Lie Б}, GL(n, R) 
或 GL(n, С) 的 代数 子 群 等 .连通 可 解 Lie 群 ， 
当 其 Lie 代数 的 元 在 伴随 表示 ?* 中 没有 纯 虚 数 
特征 值 时 ,就 是 1 型 的 ,但 一 般 它 不 一 定 是 1 型 
的 .可 数 离散 群 成 为 1 型 群 的 充分 必要 条 件 
是 ,G 由 有 限 群 通过 交换 群 扩张 ' 而 成 。 

【 直 积 群 的 表示 】 设 拓扑 群 G 是 两 个 拓扑 
FG, G1 的 直 积 ' (G = G, x G), UCG = 1, 
2) 为 G, 的 不 可 约 西 表示 , 则 张 量 积 ! 表 示 U,@ 
Ur: (вов) > U ,,@U,, 是 G 的 不 可 约 西 表示 . 
RZ, WRG, 或 G, 中 至 少 有 一 个 为 1 型 群 ， 
则 G 的 任意 不 可 约 西 表示 U 都 等 价 于 G, 的 某 
个 不 可 约 西 表示 U, 的 张 量 积 UOU. 

DER) 设 G 的 西 表示 的 表示 空间 多 成 
为 在 U 下 不 变 的 闭 于 空间 族 {D EX 


Hilbert 空间 的 直 和 驴 一 > 9 (а). WRU, fE 
s 


Dla) 上 的 限制 为 Us(a), N U(a):g + U ,(a) 
是 以 Sa) 为 表示 空间 的 G 的 西 表示 .这 时 U 
称 为 西 表示 族 (U (а) ). 1 的 直 和 (direct sum), 
记 为 0 = OU (a).G 的 任意 西 表示 都 是 循环 
西 表示 的 直 和 此外， 如果 G 的 西 表示 的 直 
和 分 解 U = UDU: 蕴涵 U, 与 U, 互 不 相交 ， 
MIKU HERY (without multiplicity) WFR, 
如 果 U 可 作 直 和 分 解 U 一 OU (a), 并 且 对 于 
所 有 acl, Ula) EIKT, M URATI 
解 为 不 可 约 表示 的 直 和 。 如 果 忆 可 分 解 为 不 可 
约 表示 的 直 和 ， 则 这 种 分 解 本 质 上 是 唯一 的 . 


HKU = Ф UG) = QD Уб) 是 口 的 两 个 
hr E 
不 可 约 表示 的 直 和 分 解 , 则 存在 工 到 了 的 双 射 + 


mp， 使 得 对 于 任意 的 ає 1, И (а) 5 У(е(а)) 
Sih. I 型 的 因子 表示 上 可 分 解 为 不 可 约 表示 


Ula) WAMU = Ф) U (o). 而 且 此 时 所 有 
oe 


Ua) ИНА. BE, ERATE 
不 一 定 可 以 分 解 成 不 可 约 表示 的 直 和 .为 了 进 
行 不 可 约 分 解 ,必须 有 更 一 般 的 直 积 分 的 概念 . 

(HRD) 设 U 为 G 的 西 表 示 . 如果 对 于 
调度 空间 (X, B, и) 的 每 个 xeX, MHEG 
BARR UG), B. 900) 是 9(U(z)) HH 
积分 ' (一 von Neumann 代数 ) ( 记 作 $(U) = 
| SUG) )du(s)) ,而 且 对 于 每 个 ge с.о, 
关于 这 个 直 积分 的 可 分 解 算 子 , 且 可 以 写成 
бы n U,(x)dp(x), AURA U MEOS TCR 
ж {UC hex 的 直 积 分 (direct integral), 记 作 
U = | Uddel). 在 X 的 各 点 测度 为 1 的 
特殊 情况 下 ， 直 积分 的 概念 归结 为 上 述 的 直 和 
概念 。 

【因子 分 解 】 以 下 设 为 满足 第 一 可 数 公 
理 的 局 部 紧 群 ,Hilbert 空间 只 考虑 可 分 Hilbert 
空间 。 对 于 G 的 任意 西 表示 U , 若 OCU) AI W 
为 直 积分 ,使 得 von Neumann 代数 M = (U,] 
ge GY” їйї 4 由 所 有 可 对 角 化 算 子 所 构成 ， 
则 表示 局 可 分 解 成 直 积分 忌 = | UG), 
而 且 对 于 几乎 所 有 *,U(x) 为 因子 表示 ,UU 的 
这 种 分 解 本 质 上 是 唯一 的 。 而 且 这 时 存在 X 的 
TINWE (N) — 0, 且 使 得 当 x,x EX 一 N 
аў, UC) 与 UG) 就 成 为 不 相交 的 因子 表示 . 
因此 这 时 X 可 以 看 成 在 6 的 因子 表示 的 拟 等 
价 类 集合 д 上 赋予 适当 的 测度 空间 的 结构 后 
所 得 的 测度 空间 . ЭХ Ó 称 为 6 的 拟 对 偶 
(quasidua), 这 时 除去 等 价 ' 测 度 外 ,CG 上 的 测 
Шино. 

[对 偶 】 在 局 部 紧 群 的 不 可 约 西 表示 的 
所 有 等 价 类 组 成 的 集合 G* E, 如 下 地 引入 拓 
dh. @ H, = P(n) 为 = 维 Hilbert, 空间 , 并 设 
G 在 H。 上 的 所 有 不 可 约 西 表示 组 成 的 集合 为 
1,. 对 于 以 某 个 有 向 集 的 元 2 为 指标 的 U*e Las 
如 果 对 于 任意 的 x, y € H,, (Ux, y) 在 G 的 
任意 紧 集 上 一 臻 收敛 于 (Der,)), 则 定义 UA 
U, 这样 就 能 在 1。 上 引入 一 个 拓扑 。 这 时 ， 
1。 中 的 表示 之 间 的 等 价 关系 是 一 个 开 的 关系 . 
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设 G 的 ” 维 不 可 约 酉 表示 的 等 价 类 集合 为 C# 
在 G: 上 引入 作为 1。 的 商 空间 的 拓扑 ,在 G* = 


U G? 上 引入 cz 的 直 和 拓扑 。 赋予 这 种 拓 


扑 的 G* 称 为 C 的 对 偶 (qual). G* 是 局 部 紧 的 
Baire 空间 ? ,但 一 般 不 满足 Hausdorff 公理 . Ж 
G 是 紧 Hausdorff 拓扑 群 , 则 С" 就 是 离散 的 . 
荐 G 是 离散 的 , 则 G* 是 紧 的 . 而且, 当 G 是 
局 部 紧 Abel HM, G* 与 G 的 特征 标 群 "相同. 
当 G 满 足 第 二 可 数 公理 时 ,G* 也 满足 第 二 可 数 
ARS 若 G 为 1 型 群 , 则 G* 中 存在 称 密 的 开 
集 , 它 构成 局 部 紧 Hausdorff 空间 . 

一 般 地 , 设 G* 的 闭 集 的 全 体 所 生成 的 完 
全 加 法 族 为 9. UT, 所 谓 G*” 上 的 测度 ， 
通常 是 指 在 e 上 定义 的 正 测度 . 

【不 可 约 分 解 】 dic 为 满足 第 二 可 数 公理 
的 1 型 局 部 紧 群 。 当 ze G* 是 ” 维 表示 类 时 ， 
设 Н(х) = (п). HFEA хє G* ,适当 地 取 
U(r)e x。 这 时 G 的 无 重 数 的 任意 西 表 示 U, 
等 价 于 由 G* 上 的 某 个 测度 4 所 得 的 西 表示 


Ure | UO). 反之 ,对 于 G* 上 的 任 


iit л, | Udu) = U 是 G 的 无 重 数 


BRA. 因而, U^ ex И” 的 充分 必要 条 件 是 汕 
We» Sg. 有 重 数 的 场合 可 如 下 地 得 出 。 
对 于 G 在 可 分 Hilbert 空间 9 上 的 任意 西 表示 
U, 在 G*” 上 存在 测度 m, pms Hoy АЖ 
REAL, B ë U MRE: 


u=] Veda 
NI 
e 


Ф| исан). 


这 时 ,除去 等 价 测度 外 , 各 个 上 是 由 已 唯一 确 
жй. 

对 于 满足 第 二 可 数 公理 的 非 1 型 的 任意 局 
MRA G, CETA Hilbert 空间 9 EWA 
LAU, 可 以 分 解 成 不 可 约 表示 的 直 积分 ， 这 
只 要 取 M 一 {Uslge GY 的 一 个 极 大 交换 
von Neumann 代数 A, A 是 可 对 角 化 的 算 于 
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HERMS HEATLY ORC IT, 然而 ,这 时 
由 A 的 取 法 不 同 ,一 般 给 出 完全 不 同 的 分 解 
从 而 不 可 约 分 解 的 唯一 性 不 再 成 立 ， 因 此 ， 对 
1 型 群 来 说 ,与 紧 群 的 情形 相同 ,不 可 约 表示 构 
成 表示 的 基本 要 素 ,然而 对 非 | 型 群 , 较 自然 地 
是 用 因子 表示 代替 不 可 约 表示 ， 用 所 等 价 代替 
等 价 ,用 拟 对 偶 代替 对 偶 ， 因 此 ,1 REESE I 
型 属 , 西 表示 理论 的 内 容 就 十 分 不 同 。 但 是 , 非 
1 型 群 的 表示 理论 ,还 没有 较 详细 的 研究 . 

(Plancherel 定理 】 设 么 模 ' 局 部 紧 群 G 的 
右 ( 左 ) 正 刚 表示 为 RD), 当 : 在 G 中 变动 时 ， 
ва (R), (L), (Rey Le} 生成 的 von New- 
man 代数 ,分 别 记 为 M, N, P. 于 是 M'= 
N, N = M, P — Mn N， 如 果 把 罗 分 解 为 
直 积分 ,使 得 P 是 所 有 可 对 角 化 算 子 所 构成 的 
代数 , 则 对 于 几乎 所 有 =, MG), NG) 是 因 
子 。 即 这 个 分 解 是 两 全 正则 表示 {Res Lu) 的 
不 可 约 分 解 ， 是 正则 表示 RCL) HATAR. 
因而 ,这 个 分 解 可 以 作为 G 的 拟 对 侦 Ó 上 的 直 
积分 类 实现 。 对 于 (关于 这 时 的 测度 的 ) 几 乎 所 
有 <， 因子 MG), NG) 是 1 型 或 上 型 的 ， 
BRF MG) FEW 1。 因 此 对 于 任意 的 
ge (ЫП LD)(G)，Plancherel 定理 成 立 ; 
a) Í| aypa = | Cute) caeco. 
其 中 

uc) = (дода. 

ай a = еже G, g€ LN L," ib 
f* G) = G7) 所 定义 ) 的 函数 ,下 述 反 演 公式 
(inversion formula) 成 立 : 
Qi A) =f UUM) an. 
在 (1) 或 (2) 中 ,因为 一 般 在 ll。 型 因 于 中 , 迹 + 
不 可 能 正规 化 ， 所 以 测度 и 不 能 唯一 地 确定 - 
特别 是 ,在 为 ! 型 群 的 情形 , O), OTRE 
为 类 似 的 公式 ,而 其 中 的 表示 UG) 是 不 可 约 
AUR, + 是 通常 的 迹 ,积分 范围 是 G 的 对 侦 С". 
这 时 , 当 G 的 Haar 测度 as 固定 时 , 它 唯一 地 
ge G* 上 的 测度 4， 这 个 称 为 G 的 Plan- 
cherel 测度 (Plancherel measure), 


【平方 可 积 表示 】 对 于 具有 双 侧 不 变 Haar 
WE (MAM) 的 局 部 紧 群 C 的 不 可 约 西 表示 
U, 如 果 取 某 一 x EH (U) (х #0), P(g) = 
(U,r, z) XF Gf]. Haar. 测度 就 成 为 平方 可 积 
函数 ( 即 平方 为 可 积 的 函数 ), 则 U 称 为 平方 可 
FARA (square integrable representation), #0 
为 G 的 平方 可 积 表示 ， 则 对 于 任意 的 r, yE 
HW), e. ,(g) = Use, y) RF LG). 对 
于 c 的 两 个 平方 可 积 表示 U, ШЫ”, 与 紧 群 的 情 
形 相同 的 正 交 关系 (orthogonal relation) 成 立 : 


| G=, Crm, оде 


i Siu SU RS, 
dix, u)(v, y), 3 U = U' NJ. 
其 中 4, 是 只 由 与 Har 测度 的 选取 也 决定 
的 常数 , 称 为 上 的 形式 次 数 (formal degree). 4 
国定 一 个 ye HW) Cyl — D, ië = (eal 
xEH(D)}, M T: — V do pay 是 从 HU) 
到 了 上 的 等 距 算 子 。 通 过 T 可 以 证 明 ， 平 方 可 
REK U GEC 的 右 正则 表示 及 的 于 表示 
反之 ,R 的 任意 不 可 约 子 表示 是 平方 可 积 表示 ， 
对 于 左 正则 表示 (ае R) 同样 事实 也 成 立 , 妈 
c 的 平方 可 积 表示 ， 无 非 就 是 G 的 正则 表示 的 
不 可 约 于 表示 ， 因 而 在 G 的 Plancherel 公式 中 ， 
关于 平方 可 积 表 示 的 部 分 ,成 为 离散 的 和 , 它 在 
一 点 U 的 测度 为 正 ， 在 这 一 点 的 测度 ， 就 是 
ERU do 也 存在 非 紧 群 具有 平方 可 积 表 
示 的 情形 ,SL(2,R) 就 是 一 个 例子， 一 [ 实 半 
单 Lie BH 

LL(G 的 表示 】 设 G 是 局 部 紧 群 , L(G) 
是 关于 G 的 左 不 变 Haar 测度 的 复 值 可 积 
函数 的 全 体 ， LG) HIAR (p) C) 一 
[uer5 aco a 构成 一 个 代数 .假设 是 6 的 
Bes Ж IC) HC) = AG) 7) 是 代数 
L(G) 的 一 个 对 合 '， 对 于 G 的 任意 西 表示 0， 
жш = | uco, I 1 一 以 (是 具 


有 对 合 的 代数 LCC) 的 一 个 非 退 化 non-de- 
generate) (BIAS (UC f € LCG) = (0D x 
ж. 由 对 应 U — U”, ANG 的 西 表示 的 等 价 


类 的 集合 与 具有 对 合 的 代数 L(G) 在 Hilben 
空间 上 的 非 退 化 表示 的 等 价 类 的 集合 上 的 一 个 
一 一 对 应 。 所 以 ,U 是 不 可 约 表示 、 因 子 表示 等 
性 质 ,等 价 于 U 具有 对 应 的 性 质 ， 因 此 ,6 的 
西 表示 的 研究 ,可 以 归结 为 (С) 上 的 表示 的 
研究 。 如 果 对 于 任意 的 fe L(G), V'O) BR 
算 子 ! ， 则 口 可 分 解 成 不 可 约 表示 的 离散 直 和 
且 每 个 不 可 约 分 量 忌 的 重 数 是 有 限 的 . 

关于 以 上 各 节 一 [3]. 

【诱导 表示 】 构造 群 G 的 西 表示 UU 的 一 个 
基本 方法 是 ,从 G 的 子 群 妞 的 表示 出 发 ,来 构造 
G 的 表示 。 KE 为 满足 第 二 可 数 公理 ' 的 局 部 
ЖЕ, LOS G RATA {ЕБ} Hilbert 空间 上 
的 西 表 示 ，m， n; A, 8 分 别 为 G, H 的 右 不 
变 Haar 测度 ! 及 模 '， 在 G 上 恒 取 正 值 的 连续 
函数 p 中 , 取 满 足 phg) = A) AA) olg) 
(AEH, g€ G) 的 一 个 函数 , 作 商 空间 HNG 上 
的 拟 不 变 测度 ! 4 一 (pm)/n《 一 不 变 测度 )。 
ibo 为 到 上 的 表示 空间 5(L) HBA Be 
射 + 中 满足 下 述 条 件 D, ID 的 了 的 全 体 : D 
对 于 任意 AEH, ge G, 

Hag) = Life). 
由 于 ol Жс LW H ажаа, MAW 
足 D 的 f 可 看 成 商 空间 AG be. U) 


Wh = |С Rene) <+ co ,其 г=нє. 


这 时 $ 是 以 [| 为 范 数 的 Hilbert 2518), Д9 
为 表示 空间 的 G 的 西 表示 0 , 可 由 (UAE 
VOGNE) Hes) 来 定义 ， 乙 称 为 由 互 的 表 
示 上 诱导 的 (induced) HAA, 记 为 U = Ut, 

诱导 表示 (induced representation) 具有 下 列 
性 质 : i) 关于 直 和 ，Uces 与 VLOU 等 价 . 


更 一 般 地 有 US4m4 与 | imas S. 8 


此 特别 有 ,车 U 是 不 可 约 的 , 则 工 也 是 不 可 约 
С ШЖ). ii) SH, KEG 
的 两 个 子 群 而 H C K 时 , 设 M 是 由 五 的 表示 工 
诱导 出 的 天 的 表示 。 则 由 M 诱 导 的 G 的 表示 
UM, 等 价 于 由 工 在 G 上 直接 诱导 的 表示 UK 
导 表 示 是 与 主 纤维 从 + 《G, ENG H) 相伴 ' 的 ， 
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以 SCL) 为 纤维 的 向 量 从 ?的 截面 所 作成 的 空 
间 上 自然 地 产生 的 一 种 表示 (一 F. Bruhat [2]). 

[Lie 群 与 其 它 特殊 群 的 本 表示 】 UTR 
述 特别 有 兴趣 的 几 种 群 的 西 表示 . 

CRA) 紧 群 G 的 不 可 约 西 表示 总 是 有 限 
HE, GRIER RAE ЭТА) Ж Ж 
的 (离散 ) 直 和 (一 紧 群 )， 连 通 紧 Lie 群 的 不 可 
约 西 表 示 可 以 完全 分 类 ,其 特征 标 也 已 算出 (一 
Lie 群 ). 

【交换 群 】 交换 群 G 的 不 可 约 西 表示 全 
都 是 一 维 的 ， 故 不 外 平 是 G 的 特征 标 . AT 
西 算 子 的 单 参 数 群 (U,) 的 Stone 定理 U, 一 


J. dEn, 给 出 了 实数 加 法 群 R 的 本 表示 


的 不 可 约 分 解 ， 而 且 , ЖР R 上 的 正定 函数 ? 
的 Bochner 定理 , 就 是 用 正定 函数 来 表述 的 
Stone 定理 .因此 ,很 容易 从 其 中 的 一 条 定理 得 
到 另 一 条 定理 。 此外， 及 上 的 Fourier 变换 理 
论 ,尤其 是 Plancherel 定理 ,给 出 了 民 的 正则 表 
示 的 不 可 约 分 解 ， 以 上 Stone, Bochner, Plan- 
cherel 等 定理 ,全 部 可 以 原封 不 动 地 推广 到 任意 
的 局 部 紧 Abel 群 的 情形 (一 调和 分 析 ). 

(Lic 群 与 Lie 代 数 的 表示 】 当 给 出 Lie 群 C 
的 西 表示 UU 时 ,对 x € 9(0) AURIUM g 一 Urr 
是 在 G 上 定义 ,在 9 — ® (U) 中 取 值 的 实 解析 
函数 (一 线性 算 子 [向 量 值 函数 的 微分 积分 ])， 
则 称 z 是 关于 U 的 解析 向 量 〈analytic vector), 
关于 乙 的 解析 向 量 的 全 体 凡 一 3(V) 是 $ 中 
的 稠密 子 空间 ， 设 G 的 Lic 代数 + 为 8, 对 于 任 
意 的 X eo, хє, ФЭ, 的 实 解析 函数 
Uwzmx* 在 £= 0 的 导数 为 了 (X)z， 则 У(Х) 
是 % 上 的 线性 变换 , 且 映 射 V: X — V(X) 为 
Lie 代数 o 在 % 上 的 表示 。 了 称 为 以 的 微分 
表示 (differential representation of U), V 可 以 
唯一 地 扩张 到 o 的 包 络 代数 ' S жт. E 
通 Lie 群 G 的 两 个 西 表示 UCG = 1,2) 等 价 
的 充分 必要 条 件 是 ,存在 SCU®) 到 OCU) 上 
的 一 个 一 一 (有 界 ) 线 性 映射 T, CE UU) 
RA UU) 上 ,并 且 对 于 所 有 的 X єв 满足 
ToVOX(X) 一 V9(X)oT, 设 U 是 G 的 西 表示 ， 
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X X, ASH Lie 代数 9 WBE, ХМ, 
对 于 9 的 包 络 代数 的 元 A m ХА, 
7(A) 实 质 上 是 自 伴 * 算 子 。 反 之 ,假设 对 于 Lie 
代数 o 的 每 个 元 X, HAR Hilbert 空间 $ 
上 (不 一 定 有 界 ) 的 斜 Hermite HF p(X), їй 
足 如 下 条 件 i), 8), ii): D 在 9 HEEB 
密 的 子 空间 ©, KIER X, Yes, ° 包含 
在 p(X)p(Y) 的 定义 域 中 ; ü) 对 于 任意 X, 
Yeg, хє9, a, b€ R, 有 plaX + bY)z = 
ap(X) x + bp(Y)x, p([X, Y]) х = (Р(Х) 
PCY) 一 p(Y) p(X))x; Hi) 对 于 8 的 基 XM, 
е Xas A(X + +++ + СХ.) 到 全 的 限 
制 4 实质 上 是 自 伴 的 。 这 时 ,存在 唯一 的 以 
9 为 Lie 代数 的 单 连通 Lie 群 G 在 $ LOA 
表示 0， 其 微分 表示 V 对 于 任意 的 Xee W 
满足 РОХ) 一 Р(Х). PRT BABIN 
B (E. Nelson [15]). 

DXX Lie ШЇ] ERS Lie 群 G 的 任 
意 不 可 约 西 表示 均 可 从 某 个 子 群 瑟 的 一 维 西 表 
示 工 诱导 出 来 ， 现 在 特别 设 G 为 单 连通 的 ， 设 
G 的 Lic 代数 为 9，G 的 伴随 表示 的 逆 步 表 
K'A р. о 的 表示 空间 是 o 的 对 偶 空 间 0*. 
9 的 于 代数 b 从 属于 (subordinate) f € 0* 是 指 ， 
对 于 任意 的 X, Yeb, 有 (f, (Х,У) = 0. b 
从 属于 了 时 ,通过 Lerx 一 ОХ єз), 可 定 
义 出 对 应 于 b 的 G 的 连通 Lie РЕНА 
BRR L. RZ, CHEB Lie PRHE 
西 表示 ， 全 部 可 以 这 样 地 由 从 属于 万 的 线性 型 
f 以 上 述 形式 得 出 。 从 工 诱导 出 来 的 G 的 西 表 
示 , 记 为 UOY, X UCM 为 不 可 约 的 充分 必 
要 条 件 是 , 5 是 从 属于 f 的 子 代数 中 维 数 最 大 
的 一 个 ， 两 个 不 可 约 表示 UW у UU 等 
价 的 充分 必要 条 件 是 , f 与 了 对 于 群 AGL 
共 罗 的 .根据 这 些 , ЕЯ Lie 群 的 不 可 
约 西 表示 的 等 价 类 , 5 o* 上 的 o(G) 的 轨道 
一 一 对 应 (A. А. Кириллов [11]). 

DE Li BE) 连通 半 单 Lie 群 G 的 因 
子 表示 恒 是 1 型 的 , 即 C 是 1 型 群 .对 于 G 的 
任意 不 可 约 西 表示 U, 其 特征 标 X 一 zu 如 下 
地 定义 ， 在 G 上 具有 紧 支 集 的 C 函数 的 全 体 


记 为 CFG). 对 于 任意 的 1e C (G), U, = 
frog Вн хаети) 


是 Schwarz BM PMT MBM 2A x OU 
不 可 约 西 表示 U 的 特征 标 (character). X EG 
的 内 自 同 构 下 是 不 变 的 ， 是 G 上 的 所 有 两 侧 不 
变 线性 微分 算 子 所 形成 的 代数 3 的 公共 特征 
广义 函数 。 C 的 两 个 不 可 约 酉 表示 等 价 的 充分 
必要 条 件 是 这 些 特 征 标 相等 ， 广 义 函 数 X 实际 
上 是 G 上 的 局 部 可 积 + 函 数 。 而 且 在 G 的 所 有 
正则 元 + 所 形成 的 开 子 流 形 C 的 各 个 连通 分 支 
+, 特征 标 X 成 为 一 个 实 解析 函数 。X 在 整个 
G 上 不 一 定 是 实 解析 的 《Harish-Chandra [7] 1, 
ш, [9]). 

【 复 半 单 Lie SD] 连通 复 半 单 Lie 群 G 的 
不 可 约 西 表示 可 以 分 为 以 下 四 种 类 型 。 1) = 
HH (principal series), EH С 的 Borel FR 
8 的 一 维 西 表示 工 诱导 出 来 的 表示 所 组 成 。 
由 包含 在 B 中 的 G 的 Cartan 子 群 ' 4 的 特征 标 
ye Нот (A, U(1)) 所 唯一 确定 。 因 而 主 系列 
的 表示 是 以 (作为 拓扑 Abel 群 的 ) 4 的 特征 标 
TP a” 的 元 作为 参 变量 的 ， 当 记 成 U* ur 
(ve A*) BY, U* 与 0” 等 价 的 充分 必要 条 件 
是 ,对 于 G 关 于 4 的 Weyl HW,» v E 
kyi. 2) 退化 系列 (degenerate series), “EHH 
KAR Borl Т B 的 G 的 连通 Lie FHP 
《 即 G 的 抛物 子 群 ?) 的 一 维 西 表示 诱导 出 来 的 
G 的 表示 所 组 成 3) Ж Ж BI (complementary 
series), Eth Borel 子 群 B 的 非 西 一 维 表示 上 诱 
导出 来 的 G 的 不 可 约 丁 表示 U* 所 组 成 这 时 ， 
在 上 述 诱导 表示 的 定义 中 ,需要 改变 一 下 定义 
ARMA Ш). M% L HARRAH, Ur Ж 
于 通常 的 L AR H) 不 构成 西 算 子 ， 但 是 在 
KL 满足 适当 的 条 件 时 ,U8 关于 其 它 适当 的 内 积 
构成 西 算 子 。 这 就 是 补 系 列 的 表示 .4) 退化 
补 系列 (complementary degenerate series), ЕЗ 
G 的 抛物 子 群 P 的 非 西 一 维 表示 诱导 出 来 的 C 
的 不 可 约 西 表示 所 组 成 

属于 不 同系 列 的 G 的 两 个 表示 绝 不 等 价 . 
原先 猜测 , 连通 复 半 单 Lie 群 的 任意 不 可 约 西 


表示 .与 属于 以 上 四 个 系列 中 某 一 个 的 表示 等 
ft. 然而, E. M. Stein [28] 最 近 构 造 出 不 同 
于 由 H. М. Гельфанд X М. А. Haüwapk[5] 
得 到 的 上 列 形式 的 不 可 约 西 表示 . 

以 上 各 种 不 可 约 表示 的 特征 标 也 可 以 具体 
的 形式 求 得 ， 例 如 关于 主 系列 的 表示 U” 可 如 
下 来 计算 : 对 于 Caran 子 群 4 的 特征 标 >, Hx 
4 的 Lie 代数 a 上 的 线性 型 , 使 得 对 于 任意 
Hea, 有 v(exp H) = eS” vr, 并 考虑 形 如 

D(exp H) = ][ | 292 — e700]? 的 函 


BAE а RTA TEAR". 这 时 主 系列 表示 U” 
的 特征 标 X。 在 4 上 的 值 由 下 式 给 出 : 


Х„(ехр H) = D(exp Н)! > et, 


此 外 ,在 G 的 正则 表示 的 不 可 约 分 解 中 ,只 
出 现 主 系列 的 表示 ， 因 而 Plancher 定理 的 右 
端 变 成 在 4 的 特征 标 群 4* 上 进行 积分 ， 于 
是 , 当 (在 6 与 4* 的 Haar 测度 的 适当 正规 化 
TO 采用 4* 的 Haar 测度 dv 时 ，Plancherel 
的 测度 上 可 表示 成 : 


dp(v) = w^ TI] 1G. «)/(p, а) dv. 


Stipe Jk Weyl 群 的 阶 , o SOD E IR. 另 
Jh, p 是 正 根 之 和 的 1/2 (И. М. Гелыранд-М. 
A. Наймарк [5]). 

【 实 半 单 Le 群 】 对 于 连通 实 半 单 Lie F 
G, 也 存在 着 对 应 于 复 群情 形 的 四 种 系列 的 不 
可 约 西 表示 .然而 ,如 果 G 没 有 Borel 子 群 以 外 
的 抛物 子 群 , 则 退化 系列 ,退化 补 系列 的 表示 也 
不 存在 。 这 样 的 群 的 例子 有 SLO, R) 和 高 维 
Lorentz 群 .一 般 来 说 , 实 半 单 群 的 不 可 约 表示 
的 分 类 远 比 复 群 情形 复杂 得 多 。 出 现在 G 的 正 
则 表示 的 不 可 约 分 解 中 的 表示 ， 仍 然 称 为 主 系 
列 的 表示 。G 的 主 系列 的 表示 可 分 成 与 6 的 
Cartan-T-EERUJEAG JS —— MMO ARTT AA 

特别 是 ,与 向 量子 群 4+ 的 最 大 Caren F 
群 4 对 应 的 子 系列 , 称 为 连续 系列 (continuous 
series), 属于 它 的 表示 ， 可 如 下 构成 . 设 6 一 
NAK 为 G 的 岩 况 分 解 ，M , 应 为 4+ ÆG 
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中 的 中 心 化 子 ?及 正规 化 子 !， 这 时 W= WM 
是 有 限 群 , 称 为 44 或 K\G 的 Weyl 群 '. 这 
时 由 子 群 MAN 的 任意 有 限 维 不 可 约 酉 表示 
工 诱导 出 来 的 G 的 西 表示 U+， 是 连续 系列 的 
表示 . DER Lie 群 的 主 系列 表示 , 在 这 个 意 
义 下 ,全 都 属于 连续 系列 。U” 是 至 多 wo 个 不 
可 约 表示 的 直 和 .其 中 wo 是 Wo 的 阶 . 更 详 
细 地 说 ,对 于 多。 的 单位 元 以 外 的 任意 元 和 当 
L'5S LAUS, Ut 就 是 不 可 约 的 ， 在 复 群 
RONDE, Ut 总 是 不 可 约 的， 然而 在 实 群 的 情 
形 ,实际 上 出 现 非 不 可 约 的 情况 。 BOE L, L' 
为 MAN 的 两 个 不 可 约 西 表示 , 则 U^ 55 UY 
等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 某 个 se W。， 当 
L, L' 作为 M A+ 的 表示 时 ，L' 53 L' 等 价 


(Bruhat[2]). U^ 的 特征 标 ,是 以 UJ 427 28 


支 集 的 函数 ,其 具体 形式 也 可 算出 . 

连通 半 单 Lie 群 G 具 有 平方 可 积 表示 的 充 
分 必要 条 件 是 ,G 具 有 紧 Caran FR. UFE 
定 G 具 有 紧 Canan 于 群 昌 ,这 时 ,G 的 平方 可 
积 表示 的 全 体 ， 称 为 G 的 不 可 约 西 表示 的 离散 
系列 (discrete series), KRG 的 主 系列 表示 中 
与 紧 Caran 于 群 对 应 的 子 系列 。 离散 系列 的 
表示 的 分 类 ， 是 由 Harish-Chandra 作出 的 ， 设 
HH 的 Ue 代数 为 ， 关 于 一 个 线性 序 的 正 根 ? 
的 全 体 为 P。 然后 考察 b 的 元 的 多 项 式 = 一 


П н.. 假定 多 是 V 二 15 上 的 实 线性 型 的 集 


Er 
合 ， 再 设 工 为 满足 下 述 条 件 的 Me .多 的 集合 : 
由 公式 Elexp X) = ex 能 定义 群 H 上 的 单 
值 特征 标 E, 令 使 =G) 0 WEL 的 全 
体 为 L. TEHTED LEL, FE G 的 离 
散 系列 表示 o): 反之 ,离散 系列 中 的 每 个 表 
示 等 价 于 对 于 某 个 LEL 的 w(%)。 两 个 表示 
(а) 和 oG) Gis MEL) 等 价 的 充分 必要 
条 件 是 存在 某 个 e€ Wo, 使 得 А sh, 其 中 
Wo = N(H)/B, NOI) 为 H 在 G 中 的 正规 化 
+ Оше 可 以 自然 的 方式 看 成 作用 在 F 上 的 
线性 变换 群 )、 而 且 ,离散 系列 表示 eQ) (26 
Ш) 的 特征 标 X. 以 如 下 形式 具体 给 出 ， 对 于 


304 西 表示 
LEL, B xG) = Т] МН) 的 符号 差 为 (7)， 


置 4 一 (1/2)dim G/K, 此 外 ,考虑 形 如 ACexp 
H) = ]| (em 一 ‚-=юлу 的 函数 ,对 于 及 的 


а 


正则 元 4，w(2) 的 特征 标 x, 由 下 式 给 出 : 
(一 D)*eCD)Xa(6) 一 AG)? У) desea) 


= 
В. w(%) 的 形式 次 数 20002) 由 下 式 给 出 : 
ad(o(1)) = CW) QOL. 
其 中 C 是 一 个 正 数 (与 4 无关 ) ,LWc] 表 示 有 限 
Ë We 的 阶 ( 以 上 一 Harish-Chandra [21])。 А 
体 构 成 离散 系列 表示 的 问题 , 尚 末 完 全 解决 ， 
但 是 关于 某 些 群 、 已 构成 了 离散 系列 的 全 部 或 
一 部 分 ， 一 [1], (711V, V, VI, [26], [28]. 
连续 系列 与 离散 系列 之 外 的 主 系列 表示 ， 
想来 可 以 通过 组 合子 群 的 离散 系列 表示 与 诱导 
表示 而 得 到 ,但 在 目前 阶段 ,只 构造 出 少数 几 个 
群 的 所 有 主 系列 表示 (Pin SL (n, R) (111, 
[29]) 或 de Sitter 群 ( 即 R^ 中 使 得 二 次 型 xi— 
Хр Xi — Xi — Xi 不 变 的 线性 变换 群 ([26]) 
等 二 ,三 个 特殊 的 群 ). 

【 球 函数 】 设 G 是 么 模 ! 局 部 紧 群 ,KK 是 C 
的 紧 子 群 。 在 G 上 的 复 值 连续 函数 的 全 体 C 
(G) 中 ,把 所 有 左 K 不 变 《 两 侧 K 不 变 ) 的 函 
数 构成 的 子 集 记 为 CKG) (CCG, К)). 在 
C(G,K) 中 ， 具 有 紧 支 集 的 元 的 全 体 ， 记 为 
L-L(G,K). 对 于 任意 的 f€ L, WK, Ce, 
hy IA") 作为 核 ', 对 应 KNG 上 的 G 不 变 积 
DAF" К, MA KG e L) 的 共同 特征 函数 ， 
称 为 齐 性 空间 KNG 上 的 球 函数 《spherical fun- 
ction)。 即 工 以 卷 积 为 乘法 构成 C 上 的 代数 . 设 
5 为 工 到 复数 域 C 的 一 个 代数 同 态 ，F(2) 一 
{p € C(KNG)lf* = Afp € L)} RF) 
的 元 称 为 属于 4 的 KNG 上 的 球 函 数 . 34 F 
(a) # (0) 时 ,在 FQ) 中 存在 唯一 的 o, 它 
是 两 侧 KK 不 变 的 且 满足 ofc) 一 1. OAR 
于 ) 的 球 带 函数 (zonal spherical function), 这 


时 .由 于 40) = (LG G7 Dag. РО) toit 
函数 唯一 确定 .反之 , 若 1 ~ Sode 


RAL 到 C 的 同 态 , 则 we CCG, K) ER 
函数 。 此 外 , 球 带 函数 中 又 可 刻 划 为 CCG, K) 
中 清 足 函数 等 式 | об) = op) 064) 的 
非 零 元， 特别 是 , 当 G 为 Lie 群 时 , 球 函 数 是 C” 
函数 CA. Selberg [16], S. Helgason [ 101). 
【用 球 卫 数 展开 】 以 下 假定 工 是 交换 的 . 

在 这 种 场合 ,存在 充分 多 的 球 函数 , 且 K\G 上 的 
充分 光滑 函数 可 以 用 球 函 数 展开 ， 如 果 G 的 不 
可 约 西 表示 的 表示 空间 DU) 含有 在 (Vel 
ke K) 下 不 变 的 非 零 向 量 *， 风 称 品 是 关于 K 
的 球 表示 (spherical representation) ,或 称 为 第 一 
美的 ， 这 时 , 由 于 L 的 交换 性 ,在 K 下 不 变 的 
向 量 >， 除 了 纯 量 售 外 ， 是 唯一 确定 的 。 当 大 
不 变 向 量 z HE [il 一 1 时，o(g) 一 (Uersz) 
是 K\G 上 的 球 带 函数 。 而 且 这 时 对 于 任意 的 
y € (0), e, (o) 一 (Der у) EIE o йй 
и. оо EG БЕЕН. 
KZ ARM ө JG LATER BR MEE 
6 关于 的 球 表示 U， 使 可 用 9(U) ЮЖ 
个 K 不 变 向 量 < 表示 成 ole) = (Uers). Ж 
为 G 上 的 正定 函数 的 K\G 上 所 有 球 带 函数 所 
成 的 集合 0， 由 紧 收 全 的 拓扑 成 为 局 部 紧 空 
间 。 对 于 任意 的 1e L, (KNG), 其 Fourier Ж 
ж ЕХ Ка) = | ID ole Dae, BH, 
存在 9 上 的 Radon 测度 ! e， 使 得 对 于 任意 的 
теш, 有 je LO, н). EA HE KNG 上 
Plancherel 定理 

G |до = | fo) dulu) 

及 展开 定理 fs) = | ОХОО E 


天 两 侧 不 变 的 函数 换 成 玉 左 不 变 的 函数 ， 可 以 
推广 Plancherel 定理 ， 得 到 形 如 (1) 的 定理 . 这 
无 非 就 是 从 G 的 Plancherel 定理 中 去 掉 K 不 变 
的 部 分 而 已 。 即 如 果 把 球 函 数 与 相对 应 的 球 表 
示 视 为 同一 , 则 在 OC G* E, K\G 上 的 Plan- 
chere! 测度 就 是 G 上 的 Plancherel 测度 在 9 上 
的 限制 . 

当 忆 为 交换 时 , HG № Lie HM K\G 上 
的 球 函 数 可 刻 划 为 K\G 上 G 不 变 线性 微分 算 


子 的 全 体 D 的 共同 特征 函数 。 特 别 地 ， 球 函 
数 是 实 解析 函数 . 

【对 称 空间 的 球 函 数 】 了 为 交换 的 最 重要 
的 例子 就 是 G\K HBA Riemann ZE, 
别 是 对 称 Riemann 空间 ' 的 情形 。 当 KNG 为 
紧 对 称 Riemann 空间 时 ，K\G 上 的 球 表示 就 
EGE KNG 上 的 正则 表示 的 不 可 约 分 支 ， 而 
球 函 数 不 外 乎 是 构成 这 个 不 可 约 分 支 的 表示 空 
闻 的 K\G 上 的 函数 。 特 别 地 ， 当 G 是 紧 半 单 
Lie 群 时 ， 可 根据 KNG HERB, MAGUS 
不 可 约 表示 中 得 到 球 表示 .所 谓 K\G OER 
图 形 , 就 是 与 KNG 对 偶 的 + 非 紧 对 称 Riemann 
空间 或 其 运动 群 的 Lie 代数 的 佐 武 图 形 ". 特别 
地 , 当 这 个 对 称 空间 是 紧 Lie 群 G 的 群 流 形 时 ， 
则 G 可 表示 成 G = K\(GXG)(K 是 GXG 的 
SHEE). 这 时 , сх G 在 G 上 的 球 带 函数 ， 
无 非 就 是 G 的 不 可 约 西 表示 (有 限 维 ) UWE 
规 化 特征 标 olg) = (deg U)'Tr(U,), ЖА 
体形 式 由 Wol 的 特征 标 公式 ' 给 出 (一 Lie 
FD. 

与 此 相对 的 , 非 紧 型 对称 Riemann 空间 的 
球 带 函数 ， 可 如 下 地 得 到 : 设 G 是 中 心 为 有 限 
且 不 含 紧 单 因 于 的 连通 半 单 Lie P, KÆ GA 
一 个 极 大 紧 子 群 ， 并 设 G 一 N44K 为 G 的 岩 
RAR. ХЫ, PEMA ge G, 在 A, 的 
Lie 代数 am， 中 存在 唯一 的 元 H(g)， 使 得 
£ EN exp H(g)K， 今 在 关于 a, 的 限制 根 (res- 
tricted root) (MXF а 的 根 在 a, 上 的 限制 ) 
中 ,将 关于 一 种 序 为 正 的 根 《 包 括 重 数 在 内 ) 的 
总 和 的 1/2 记 为 p。 这 时 ,对 于 a. 上 的 任意 复 
值 线性 型 >, 


wale) = ferrin a 


是 对 称 Riemann 空间 K\G 上 的 球 带 函数 ,而 
B K\G 上 的 球 带 函数 都 可 以 这 样 得 到 。 此 外 ， 
0, оу 的 充分 必要 条 件 是 > 与 > 作为 K\G 
的 Weyl BW, 一 应 /M ЛС: (Harish- 
Chandra [21], Helgason [10])。. 当 >” 仅 取 实数 
值 时 ，w, 是 正定 函数 。 它 可 由 G 的 连续 主 系 
烈 的 不 可 约 西 表示 中 的 球 表示 得 到 。 设 这 种 
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о, 的 全 体 为 Q, W) K\G 上 的 Plancherel 测 
度 & 的 支 集 包含 在 O, rh. 这 里 通过 把 > 取 
为 参 变量 , KNG 上 Plancherel 定理 的 右 端 成 为 
а 的 对 偶 空间 多 ”上 的 积分 ， 从 而 当 采 用 多 
上 的 Lebesgue 测度 dv 时 , н ÆR dulo) = 
wle) 4» 的 形式 .其 中 已 设 KNG 的 不 
变 测度 及 d» 已 加 以 适当 的 正规 化 。 c(v) 的 
计算 可 归结 为 秩 + 为 1 的 对 称 Riemann 空间 的 
情形 ,并 可 求 得 其 具体 的 形式 . 今 取 限制 根 « 的 
BRA 如， 作出 关于 所 有 正 的 限制 根 的 乘积 


16) = [T Bp., 477. 


+ (о, а), а)), 

Sith s RRB AR PAR c(>) h e) = 
IGv)/I(p) 给 出 (C. Г. Гиндикин-Ф. И. Kap” 
пелевич [20]). 

【与 特殊 函数 的 关系 】 某 些 重要 的 特殊 函 
数 可 以 作为 对 称 Riemann 空间 M = KNG (G 
是 M 的 运动 群 ) 上 的 球 带 函数 而 得 到 ， 特 别 当 
MM 的 秩 为 1 时， 球 带 函数 实际 上 变 成 为 单 变量 
函数 。 例 如 , n ME Euclid 空间 的 球 带 函 数 可 以 
用 Bessel 函数 ?表示 成 o, (r) = 2" P(m + 1) 
(»r)77J.(vr) , 其 中 2 一 ”一 2， 此 外, "一 
1 维 球面 5 一 一 SO (n 一 1) NSO Co). 的 球 带 
函数 为 ©„(Ө) = Г D TO — 2) TG + 
п — 2)" C2(cos0) (» = 0, 1,2, +++), 其 中 
CT(z) 是 Gegenbauer 多 项 式 '， 另外 , ”一 1 
维 Лобачевский 空间 的 球 带 函数 可 以 用 广义 
连带 的 Legendre 函数 ' Р; 表示 为 ol) 277^ 
T(m + 1/2) sh7*"? ge РУ", (chr), 这些 
特殊 函数 的 各 种 性 质 ， 可 以 从 表示 论 的 观点 由 
群 论 得 出 例如， 加 法 公式 就 是 用 和 矩阵 元 表示 
的 同 态 性 质 Us 一 UsU，， 这 些 特殊 函数 所 满 
足 的 微分 方程 可 以 从 。 是 G 不 变 的 微分 算 于 的 
特征 函数 这 一 事实 得 到 。 而 且 积 分 表示 式 就 是 
在 函数 空间 中 具体 地 构造 球 表示 U 用 积分 来 
具体 地 表示 球 函数 o (e) = (U x, z) 右 端 的 内 
BR (H. Я. Виленкин [24]). 

【 球 函 数 的 推广 】 上 述 球 函数 理论 ， 可 以 
在 许多 方向 上 作 推 广 。 首先 ， 以 上 场合 的 球 带 
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函数 是 在 天 下 两 侧 不 变 的 。 对 此 ， 我 们 可 考虑 


用 K 的 任意 不 可 约 表 示 代 替 天 的 单位 表示 . 这 
种 意义 的 球 带 函数 理论 ， 在 .G 的 表示 论 中 是 有 
用 的 .例如 , 对 于 SL(2, №) 的 Plancherel 公 
式 ,就 可 以 用 这 样 的 球 函 数 得 到 。 其 次 ,可 以 考 
虑 去 掉 子 群 K 为 紧 的 条 件 ， 这 时 , 首先 考察 
K\G 构成 Lie 群 G 的 对 称 齐 性 空间 * 的 情形 . 例 
如 , 这 时 如 果 KNG 具有 G 不 变 体积 元 ', 则 由 
于 K\G 上 的 G 不 变 线性 微分 算 子 代数 是 交换 
的 ， 故 可 以 定义 球 函 数 为 其 共同 特征 函数 。 半 
单 Lie 群 的 特征 标 在 这 个 意义 下 是 球 带 函数 . 
此 外 ,如 Hilbert 空间 的 所 有 画 算 子 所 构成 的 群 
那样 ， 非 局 部 紧 群 的 球 函数 的 研究 与 概率 论 及 
物理 有 关 . 


【与 离散 子 群 的 联系 】 当 G 是 连通 半 单 ` 


Lic 群 ,了 是 6 的 离散 子 群 时 , GE T\G 上 的 正 
则 表示 由 〈Tej) (z) = Keg) G E L'(TNG)) Ж 
ЖХ. BGK TG 上 的 正则 表示 了 分 解 成 不 
可 约 表示 的 问题 ， 在 与 自 守 形式 理论 及 数论 的 
关系 方面 是 重要 的 。 

首先 假定 ING 为 紧 的 ， 这 时 ,对 于 任意 的 
fe L(G), THREAT 把 工分 解 成 不 可 约 


西 表示 T? 的 直 和 了 一 > 7 多 ,等 价 的 不 可 


约 分 量 的 数目 《 重 数 ) 是 有 限 的 . XX. UE 
G 的 不 可 约 丁 表示 UU 与 的 自 守 形式 的 关系 。 
在 U 的 表示 空间 9 = $ (U) 中 取 一 个 元 x = 
0. $ 由 半 范 数 ' 族 {pcCy) = max Qus. 7)1} 


(这 里 C Hol c BS CIO 构成 局 部 凸 ? 的 拓扑 线 
性 空间 9,. ДЗ х 满足 dim (Txx|kEK} < 
оо, $, 的 拓扑 就 不 依赖 于 * 的 选取 。 其 中 KK 
是 G 的 一 个 极 大 紧 子 群 ， 设 9, 关于 这 个 拓扑 
的 完备 化 为 9* ，9*” 包含 9. 这 时 G 的 表示 
U 可 扩张 到 9* 上 的 表示 U* BN, G8 
О = 对 于 任意 的 YET 均 成 立 的 f€ 9*， 
KAAFT AW U W É FER (automorphic 
form)， 这 时 ,在 ING. 上 的 正则 表示 了 中 ,不 可 
约 本 表示 UU 的 重 数 , 等 于 型 U 的 所 有 自 守 形式 
构成 的 线性 空间 的 维 数 。 这 称 为 [enbdana- 
Пятецкий-Шапиро AYE RLF (reciprocity law), 


今 设 正则 表示 了 的 不 可 约 分 解 为 7 一 У те 


(BM) ,不 可 约 西 表示 7 多 的 特征 标 (看 成 G 上 
的 函数 ) 为 Xxx， 这 时 ,对 于 满足 适当 条 件 的 G 
上 的 任意 函数 f, 根据 用 两 种 方式 计算 以 心 (> 
y= 5+) 为 核 的 HCT) = LONG) 
上 的 积分 算 子 的 迹 ', 就 得 到 如 下 的 迹 公式 (trace 
formula): 

[оода У], eres 
Jtrh(v Je v {ЕТ HAIL, 9, 表示 7 在 G 
中 的 中 心 化 子 Gy 对 7 在 了 中 的 中 心 化 子 r, 
的 商 空间 ， 在 具体 给 出 群 G 及 的 若干 场合 
迹 公式 右边 可 更 具体 地 进行 计算 ， 由 此 得 出 若 
二 有 用 的 结论 。 除 正则 表示 工 之 外 ， 对 于 由 了 
的 有 限 维 西 表示 工 诱导 出 来 的 G 的 西 表示 Ut, 
类 似 的 迹 公式 也 成 立 . 

当 PNG 非 紧 时 , NG 上 的 正则 表示 7 的 
不 可 约 分 解 ,除了 离散 直 和 部 分 之 外 ,一 般 还 出 
现 直 积分 的 部 分 (连续 谱 )。 然 而 Selberg 就 若 
干 具体 情形 证 明了 ,这 时 关于 离散 直 和 部 分 , 迹 
公式 仍然 成 立 ， 此 外 , 连续 谱 〈 直 积分 ) 部 分 ， 
可 用 广义 Eisenstein 级 数 ! 来 描述 。 关于 广义 
Eisenstein 级 数 的 解析 性 质 及 函数 方程 , 也 已 
作 了 研究 (А. Selberg [16], Гельфанд-И. H. 
Пятецкий-Шапиро [6], Гельфанд-М. И. Граев- 
Пятецкий-Шапиро [191). 

【 非 西 表示 】 如 补 系列 表示 及 非 正定 的 球 
函数 的 存在 所 暗示 的 那样 ， 当 一 般 地 研究 拓扑 
群 G 在 G 上 的 各 种 函数 空间 或 G 的 齐 性 空间 上 
的 各 种 函数 空间 上 的 表示 时 ， 单 单 考察 西 表示 
是 不 够 的 ， 这 种 一 般 表 示 ， 虽 可 抽象 地 者 成 满 
足 适当 条 件 的 拓扑 线性 空间 是否 可 以 是 核 型 
空间 + 尚 不 清楚 ) 上 的 连续 算 子 的 表示 , 但 对 这 
种 表示 几乎 还 没有 一 般 性 的 研究 

作为 处 理 非 西 表示 的 成 功 例子 ， 有 Ten 
фанд 等 的 研究 ([4]). 他 们 在 G = 51.(2,С), 
SLC, R) 的 情形 , IR Dr 为 C (0) ER 
有 由 确定 的 齐 次 性 的 无 限 次 可 微 函 数 了 Bris 
成 的 完备 拓扑 线性 空间 ， 这 里 X 是 由 G 的 所 有 


WAM ARRAY Caran 子 群 的 一 个 复 特征 标 . 
在 Ф, LÆ (TH) (=) = Кав) EXGH 
RRT. HERE Dr x Dy 上 的 G 不 变 双 
线性 型 , 据 此 决定 T. T" 的 等 价 人 性， 进而 讨 
Jb T' 的 不 可 约 性 . 且 当 T TAN, 不 变 子 
空间 或 其 商 空间 中 ， 存 在 有 限 维 的 。 他 们 还 由 
此 确定 了 20, 或 者 其 不 变 子 空间 或 商 空间 具 
有 G 不 变 内 积 的 情形 ， 此 时 由 该 内 积 作 所 给 空 
间 的 完备 化 ， 而 得 到 G 的 所 有 不 可 约 西 表示 . 
从 这 样 一 般 的 观点 来 看 本 表示 ,是 很 有 希望 的 . 
G 上 的 函数 了 的 Fourier 变换 ,定义 为 以 Zr 
上 的 算 子 为 值 的 Hom(H, C*) 上 的 函数 U(X) 


=| eras. Xi, G ERARE, FIA 


由 其 Fourier ЖЕ HHO R HF PE [fi AI RY (Гелыранд 
等 [41)、 再 者 ,类 似 的 结果 亦 由 F. L. Mautner- 
L. Ehrenpreis ([ 141), Д. П. Желобенко([181) 
得 到 ， 即 在 G 一 SL(2,R),SLQ,C) 的 情形 
可 以 得 到 与 G= R 情形 的 Payley-Wiener 3E I" 
相仿 的 定理 。 也 已 讨论 了 这 种 情形 下 具有 紧 支 
集 的 С” 函数 环 的 结构 . 

【研究 的 历史 】 早 在 二 十 世纪 初 ,Frobenius 
和 Schur 就 研究 了 有 限 群 的 有 限 维 西 表 示 .1925 
Е, Weyl 研究 了 紧 Li 群 的 有 限 维 西 表示 . 除 
了 紧 群 及 交换 群情 形 以 外 ， 由 于 物理 的 需要 ， 
1939 年 E. P. Wigner 在 他 的 关于 非 齐 次 


` Lorenz 群 的 工作 中 ,最 早 研 究 了 无 限 维 西 表 


示 。 其 后 , 1943 年 Гельфанд-Д. А. Райков 
证 明了 ,对 于 局 部 紧 群 ,存在 充分 多 的 不 可 约 西 
表示 。 然 而 酉 表示 论 的 真正 出 发 点 ， 可 以 说 是 
1947 48 V. Bargmann ([1]) 与 Гельфанд-Най- 
марк 分 别 对 SL(2, R) 与 SL(2, C) 的 不 可 
约 丁 表示 所 作 的 系统 研究 。 sha, Гельфанд- 
Наймарк 建立 了 复 半 单 Lie 群 的 西 表示 论 ,其 
结果 汇集 在 [5] 中 。 Harish-Chandra 证 明了 关于 
半 单 Lic 群 的 许多 一 般 定理 。 特 别 是 他 们 证 明 
了 半 单 Lie 群 G 是 1 型 群 ([7] D, Emi 
论 了 特征 标的 一 般 性 质 [7] Ш, 191). 此 外 ， 
Harish-Chandra 也 研究 了 G 的 Plancherel 定理 
(L8 D ,确定 离散 系列 表示 的 存在 及 其 特征 标的 
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具体 形式 ([7]IV,V, VI, [9])、 关 于 不 可 约 表 
示 的 构造 , G. W. Mackey ([13]) Bruhat (L21) 
分 别 发 展 了 局 部 紧 群 和 Lie 群 的 诱导 表示 的 理 
论 .B. Kostant 讨论 了 Lie 群 的 齐 性 辛 流 形 与 
西 表示 的 关系 , 给 出 了 获得 Lie 群 的 不 可 约 西 
表示 的 一 个 标准 方法 (L121)。 最近 联系 到 代数 
数 域 上 定义 的 代数 群 的 数论 ， 开 始 研究 其 阿 代 
尔 群 ' 及 p-adic 域 ， 上 代数 群 的 西 表示 理论 
([19])。 此 外 ， 对 于 不 可 约 表示 的 分 解 ， 最 初 
[£3] 用 某 种 算 子 代 数 的 方法 ,研究 了 对 于 局 部 紧 
群 的 一 般 理论 ， 并 注意 到 了 1 型 群 的 重要 性 及 
非 1 型 群 的 表示 的 “病态 ”现象 ， 对 此 ，Teb- 
фанд 等 在 半 单 Lie 群 的 西 表示 的 不 可 约 分 解 
中 ,引入 积分 几何 学 中 极限 球面 ' 的 方法 , 在 若 
于 场合 取得 了 成 功 (一 积分 几何 学 )， 另 外 , 由 
于 Selberg 研究 ([16]) , 西 表示 论 与 自 守 形式 理 
论 及 数论 的 联系 ,引起 了 人 们 的 注意 ,关于 这 方 
面 已 有 了 若干 研究 . 

关于 酉 表示 的 综合 报告 ， 有 (13), (17), 
[25],[87] 等 . 

【最 近 进 展 】 西 表示 理论 近来 有 了 很 大 的 
进展 ， 首 先 Harish-Chandra 得 到 了 关于 可 简约 
Lic 群 的 Plancherel 明显 公式 [42]， 正 如 在 实 
半音 Lie 群 那 节 中 所 推测 的 , 可 以 把 可 约 子 群 
的 离散 系列 和 诱导 表示 结合 起 来 构造 主 系 列 。 
因此 ,构造 离散 系列 中 的 表示 是 重要 的 ,近来 已 
经 得 到 完全 的 解决 。 R. P. Langlands 在 [52] 
中 猜想 ,推广 Borel-Weil-Bor 定理 ,可 能 得 到 离 
散 系列 。 在 Hermite 对 称 空间 的 运动 群 的 情 
Ж, М. S. Narasimhan 和 国 本 清 刀 [54] 以 这 种 
方式 构造 了 大 部 分 离散 系列 ，W. Schmid [60] 
对 于 任意 半 单 Lie 群 得 到 了 同样 的 结果 ， 佐 武 
一 部 [58] 把 这 结果 推广 到 某 种 群 的 扩张 ， 并 把 
它 应 用 到 Ө 函数 ， 扎 田 良 之 [45】 R. Partha- 
sarathy [55] 分 别 得 到 EM Lie 群 的 大 部 分 离 
散 系列 实现 在 Casimir 算 子 的 特征 函数 的 空间 
上 和 Dirac 算 子 的 核 的 空间 上 。 另 一 方面 , 容 
易 证 明 ， 由 Blatmer HARTA) Langlands jf 
想 , 而 前 者 已 由 塌 田 和 Parthasarathy [46] 部 分 
地 解决 。 然而 ，H. Hecht 和 Schmid [88] 已 
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经 证 实 了 在 一 般 情况 下 的 Blatner 猜想 ， 因 此 
完全 证 明了 Langlands 猜想 ， 特 别 是 ， 这 意味 
着 离散 系列 的 上 述 各 种 实现 是 等 价 的 ， 并 穷尽 
了 所 有 的 离散 系列 表示 . 应 用 Verma 模 的 结 
构 1681, T. J. Enright 和 V. S. Varadarajan 
[401 得 到 了 离散 系列 的 一 个 无 穷 小 的 刻 划 . Æ 
于 他 们 的 结果 ，N. R. Wallach 终于 在 Casimir 
算 子 的 特征 函数 的 某 个 空间 上 实现 了 所 有 的 离 
散 系列 表示 ， 这 还 提供 了 Langlands 猜想 的 另 
一 个 证 明 . 在 SLQ,R) 的 不 可 约 西 表示 中 ， 
有 一 种 类 型 ，Bargmann 把 它 归 人 离散 类 . 但 
事实 上 并 不 是 离散 类 ， 这 些 表示 通称 离散 系列 
的 极限 。A. W. Knapp ЖЖ (47] 把 离散 系 
列 的 这 样 的 极限 的 Bargmann 构造 推广 到 Her- 
mite 对 称 空间 的 运动 群 , 并 把 这 些 推广 应 用 到 
可 约 主 系列 的 分 解 上 。， 三 岛 川 寿 一 [53] 把 这 个 
结果 推广 到 秩 为 1 的 实 半 单 Lie 群 的 情形 . P 
井 武 [441 计 算 了 主 系列 的 特征 标 ,特别 是 ,给 出 
了 计算 离散 系列 的 特征 标的 明显 公式 的 方法 . 
应 用 Borel-Weil-Bot 定理 〈 对 于 非 紧 型 的 ) 和 
Parthasarathy 定理 到 旗 流 形 的 纤维 , J. A. Wolf 
[72] 得 到 了 主 系列 的 几何 实现 。 这 个 结果 也 许 
可 以 认为 是 构造 一 个 “任意 ”Lie 群 的 不 可 约 西 
表示 的 Kosant 方法 1491 的 一 个 例子 ， 应 用 
L. Auslander 和 C. C. Moore [321 的 一 个 结 
果 ，Auslander 和 Kostant [31] 证 明了 Kostant 
定理 给 出 1 型 的 可 解 Lie 群 的 所 有 不 可 约 西 表 
示 .， 另 一 方面 ， 竹 之 内 个 [64] 证 明了 指数 群 是 
1 型 的 ， 对 于 指数 群 ，P. Bernat [33] RAT 
“ 实 ” 极 化 ,得 到 了 所 有 不 可 约 丁 表示 .LL. Puk- 
inszky[56] 确 定 了 对 于 这 样 的 群 的 所 有 “可 能 ” 
的 极 化 。 对 于 一 个 任意 可 解 群 ,即使 是 1 型 的 ， 
为 了 得 到 所 有 不 可 约 表示 , 我 们 一 般 必 须 用 
“ 复 ” 极 化 ,振子 群 就 是 这 个 情形 (>R. F. Sre- 
ater 【62])， 因 此 ,考虑 由 R. J. Blattner [35], 
J. Dixmier [37] 等 研究 过 的 “部 分 全 纯 ”诱导 
表示 是 重要 的 、 在 Kotam 理论 中 ,关键 是 极 
化 的 存在 ， 然 而 ,对 于 单 Lie BE, MERLO? TUE 
明了 ， 极 化 存在 当 且 仅 当 群 为 型 《AI 一 AIT)， 
SO (n, 1) 或 (EIV)。 他 又 证 明 大 部 分 连续 主 


系列 可 由 Kostant 方法 来 构造 . 

Paley-Wiener 型 定理 在 西 表 示 应 用 于 不 变 
微分 方程 方面 是 重要 的 。 Helgason [43] 证 明了 
WFR Fourier 变换 的 Paley-Wiener 定理 ,但 
未 验证 某 个 逐 项 积分 是 合法 的 ,而 此 点 又 由 R. 
Gangolli [41] 证 明 也 是 正确 的 。Helgason 应 用 
这 个 结果 得 到 了 关于 对 称 空间 的 Paley-Wiener 
ER ANER AZMAK EEH 
I ХЕК ЕЖ. Mkazi NEWT —4 2 
于 广义 Lorentz 群 的 某 个 齐 性 空间 的 类 似 的 定 
理 . 杉 浦 光 夫 [63], 几 . TI. Желобенко [73], MR 
ZERRA [50], 安 芯 贸 一 [29] 分 别 得 到 了 
关于 紧 Lie 群 、 复 半 单 Lie Pf. Euclid 运动 群 和 
二 维 仿 射 变换 群 的 Paley-Wiener EBL, J. G. 
Arthur [30] 和 江口 L381 分别 证 明了 对 于 实 秩 
1 的 半 单 Lie 群 上 的 Harish-Chandra 快速 下 降 
函数 和 对 于 只 有 一 个 Cartan ВОЗА 
半 单 Lie 群 的 Paley-Wiener 型 定理 . P. C. Tro- 
mbi 和 Varadarajan [66] 对 于 对 称 空间 上 的 L^ 
快速 下 降 球 带 函数 得 到 了 一 条 类 似 的 定理 . P. 
J. Sally 和 G. Warner [57] 研究 了 不 变 广义 
函数 的 Fourier 变换 。 纺 结算 子 在 Paley-Wiener 
型 理论 中 非常 重要 ,R. А. Kunze 和 Stein 
[51], Knapp 和 Stein [48], G. Schiffmann 
[591， 土 川 真 夫 [67] 等 对 这 种 算 子 作 了 研究 . 

p-adic 域 K， 上 的 线性 代数 群 的 西 表示 最 
初 是 由 Р. 1. Mautner 进行 研究 的 , 他 计算 了 
PGL(2, Ke) 的 球 函 数 和 Plancherel 测度 [80]. 
ER [82] 系统 地 发 展 了 约 化 p-adic 群 上 的 球 
函数 理论 。 这 些 结果 类 似 于 实 的 情形 ， 但 比 它 
更 简单 。 Macdonald [78] 求 出 了 球 函数 和 Plan- 
cherel 测度 的 明显 的 形式 、 Bruhat [74] 研究 了 
可 约 p-adic 群 由 它们 的 抛物 子 群 的 表示 所 诱 
导 的 表示 ， 证 明了 与 实 的 经 典 理 论 相 平行 的 
结果 。 Гельфанд 和 [paes [75] 给 出 任意 局 部 
紧 非 离散 交换 域 人 《上 的 SL(2,4) 的 西 表示 的 
统一 理论 。 他 们 证 明了 由 SL(2, 4) 上 紧 环 面 
的 特征 标 作为 参数 化 的 平方 可 积 表 示 的 某 个 系 
列 存在 。 他 们 还 发 现 了 p-adic SL, 的 “特殊 表 
Ж”, 讨论 了 Plancherel 公式 和 特征 标 关系 。 本 


A. Shalika [83] 和 田中 俊 一 [27] 应 用 Weil 的 
结果 [86] 简化 了 1751 中 的 离散 系列 的 构造 方 
法 。 另 一 方面 ，Mautner [80] 注意 到 , VRE 
一 个 p-adic 域 , 则 SL(2, k) 有 由 一 个 最 大 紧 
子 群 的 表示 所 诱导 的 平方 可 积 表示 。 这 在 [83] 
和 [85] 中 得 到 进一步 的 发 展 。 Harish-Chandra 
[76] 证 明了 p-adic 可 约 群 的 不 可 约 表示 的 特 
征 标 也 是 局 部 可 积 函数 。 Shalika [84] 和 松本 
英 也 [79] 研 究 了 p-adic 可 约 群 的 “特殊 表示 
关于 这 些 方面 的 最 近 发 展 ,参考 [87] 中 有 关 的 
文献 。 p-adic 线性 群 的 西 表示 理论 与 自 守 形式 
的 群 论 方法 有 密切 的 关系 (一 [77],[82],[86]). 
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不 变 测度 【 英 invariant measure 法 mesure in- 
variante Ë invariantes Mass {Ñ инварнантная 
мера A ЖЕШ] 【定义 】 设 在 X 的 子 集 
所 构成 的 完全 加 法 族 ' 吕 上 定义 了 一 个 测度 'w， 
而 G 是 左 (或 右 ) 作 用 于 X 的 变换 群 ', 且 当 A € 
B, s€GH,AsdeB(RAsES), 这 时 ,对 
T €G, H GG) G4) н) (或 由 (8 
(Эл) (4s) 一 上 (4)) 定 义 罗 上 的 一 个 测度 r 
G) (Re). 若 对 所 有 的 *eG 有 rG) 
4 一 4， 则 称 上 是 关于 变换 群 G 的 左 不 变 测度 
(left invariant measure) 或 左 G 不 变 测度 .同样 
地 , 若 对 所 有 的 (é G 有 ump, Rs 
为 右 G 不 变 测度 . . 

以 下 考虑 G 是 拓扑 群 , X 是 局 部 紧 Hau- 
sdorff 空间 , 而 G 是 X 的 拓扑 变换 群 ? 的 情形 . 
又 设 ® 是 包含 X 的 紧 子 集 的 全 体 G Miho 
加 法 族 '， 而 测度 & 对 于 任意 的 KEE 都 有 и 
(К) < cc( 一 测度 ) .把 定义 在 Xx 上 且 具 有 紧 支 
集 ' 的 实 值 连续 函数 的 全 体 记 为 CA《X)。 例 如 ， 
设 X 是 定向 ! Riemann 流 形 ', o 是 与 X 上 的 
Riemann 度量 相关 的 体积 元 素 ',- 则 在 X* 上 存在 
唯一 的 测度 上 ,使 得 对 于 任意 的 fx)€ COO, 


不 变 测度 3 
有 
O freno = | to. 


这 个 测度 上 对 于 X 的 等 距 变 换 ' 群 G 是 不 变 的 . 
在 X 为 非 定向 的 情形 , 也 能 从 Riemann 度量 作 
出 G 不 变 测度 . 

下 面 考虑 局 部 紧 Hausdorff 拓扑 群 *( 以 下 
把 它 简称 为 局 部 紧 群 ) G 的 齐 性 空间 ' X 上 的 G 
不 变 测度 . I 

[Haa 测度 】 最 基本 的 情形 是 : G 为 局 部 
RER Х — С, = (或 x) RBC AMIE. 
这 时 把 c 上 的 非 零 G 不 变 测度 称 为 G 的 左 不 变 
(或 右 不 变 ) Haar 测度 (left (right) invariant Haar 
measure)。 在 任意 的 局 部 紧 群 上 , 若 不 计 正 的 党 
BAT WERE (ARE) Haar 测度 是 唯一 
存在 的 《Haar 定理 ). 

例 : 实数 加 法 群 R ARMER R 的 
Haar 测度 就 是 通常 的 Lebesgue 测度 !。 ER 
数 的 乘法 群 КЇ 的 Haar 测度 上 由 


[icon = Wor 


PEN. Moa H Lie P, G 的 左 不 变 
Haar 测度 上 是 利用 G 上 的 左 不 变 ” 次 微分 形 
Bt o 由 (1) 式 来 定义 的 . 

局 部 紧 群 G 的 Haar 测度 上 在 下 述 意义 下 
是 正则 + 的 。 即 设 G 的 开 集 的 全 体 为 D, 则 对 
任意 的 4€ 9, 有 

p(A) = sup{u(K)|K € 6, KCA} 

| = inf (a(U)|U €809, ACU}. 
HF UEBNOU = $), 有 uU) > 0; 对 于 
紧 的 A, 有 ибА)< оо (Lebesgue $5} [Radon 
WED. 一 点 :的 测度 н(е) > 0 的 充分 必要 
条 件 是 G 为 离散 空间 '。 又 G 的 外 测度 x*(G) 
三 oo 的 充分 必要 条 件 是 G 为 紧 的 。 

GA ike 是 局 部 紧 群 G 的 左 不 变 Haar 
测度 。 因 为 8 (a 也 是 G 的 一 个 左 不 变 Haar 
测度 ， 所 以 根据 Haar 测度 的 唯一 性 ， 存 在 正 
实数 AG), 使 Du 一 A(?)w。G 上 的 函数 
д = Ac HH CMM (module), 对 于 G 上 关于 
为 可 积 的 任意 函数 (n) 以 下 等 式 成 立 : 


312 KENE 
| dduo = ay" | сааса), 


[IDA an= | оа). 
设 是 G 上 的 右 不 变 Наг 测度 , 则 下 式 成 立 : 
[родо = aco | аба), 


|а = | ово. 


X, A'u 是 一 个 右 不 变 Haar WE, Av 是 一 
个 左 不 变 Haar WE. 

G 的 模 A 是 G 到 正 实数 的 乘法 群 RT 内 的 
一 个 连续 同 态 。 如 果 G 的 模 人 在 G 上 恒 等 于 1， 
即 G 的 左 不 变 Haar 测度 也 是 右 不 变 的 ， 则 称 
GÆ unimodular), 如 果 G 是 紧 的 ,交换 
的 ,或 者 离散 的 , 则 G 是 么 模 的 。 当 G 为 Lic 群 ? 
时 ,车 把 G 的 伴随 表示 + 记 为 ;一 Ad(s), W 
AG) = |det Аа) |, 特别 是 ,如 果 G 是 半 单 ' 
Lic Zf, jl WH" Lie 群 ,或 Ad G ALK Lic Bf, 
则 G 是 么 模 的 。 但 =” 阶 上 三 角形 矩阵 全 体 构成 
ЮВ Т(»;Ё) (n > 1) 不 是 么 模 的 . 

CHR) 设 {6。)。e4 是 一 族 局 部 紧 群 ， 对 
于 每 个 ce A, G, 的 左 不 变 Haar 测度 为 m。 
假定 存在 4 的 有 限 子 集 B, 使 得 对 于 任意 的 
a€4 — B, G. ЖН ko(G。) 一 1. 这 时 , 直 


积 测度 ? и = H ~ 是 局 部 紧 直 积 群 ' 6= 


П с. 的 左 不 变 Haar 测度 .又 若 设 G 的 模 为 


ata 
Ac, 则 Ав(х) = Ц Ac, GG == Ge 2. 
aca 


【乘积 公式 】 设 日 ,为 局 部 紧 群 G 的 两 
MAF RHE O 一 HL 包含 G 的 单位 元 。 的 
一 个 邻 域 。 也 就 是 说 ,9 是 G 的 开 集 . 2 D= 
(G, s)lseHNL}, 则 已 x 民 到 9 内 的 映射 
(0) — 7, BSS H x L/D 到 0 上 
的 一 个 一 一 连续 映射 g。 BE PRA. 
例如 当 G 为 仿 紧 时 ， 这 个 假定 就 被 满足 。 再 假 
SE HNL 是 紧 的 , и, ин, ш. DHE G, H, L 
上 的 左 不 变 Haar 测度 、 则 以 下 的 积分 公式 成 
Ў: 


n fCo)duCo) 


= off DAS AP аат), 


其 中 a > 0 是 与 f 无 关 的 常数 。 这 个 公式 称 为 
FRA (product formula), 

[wei 测度 】 假定 4 是 关于 左 不 变 Haar 
测度 上 的 可 测 集 , Н uC(A) > 0, 则 474 一 
{ dre 4} 是 G 的 单位 元 。 的 一 个 邻 域 , 且 
这 样 的 子 集 形成 单位 元 的 邻 域 系 的 一 个 基 。 这 
就 证 明 , 局 部 紧 群 的 拓扑 由 它 的 Haar 测度 所 
确定 。 反 过 来 ,我 们 将 考虑 从 抽象 群 G 的 测度 
&& 出 发 ,在 G 上 引入 拓扑 结构 。 

设 4 是 定义 在 G 的 o 可 加 族 吕 上 的 o 有 限 
WE, 3 还 满足 ， 当 46e 8 时 ,对 任意 的 :€ G, 
有 sdeB， 当 4 满足 下 述 条 件 WI), W2) 时 ， 
He 为 G 上 的 左 不 变 Weil 测度 (Weil meas- 
ure), WI) p(s A) = p(A); W2) Æ х) 29 
SEW, A f(xy") HS x B «TRI. 

当 群 G 内 存在 Weil 测度 p = 0 时 ,如 果 
引入 以 {4-:41u(4) > 0) 为 单位 元 的 邻 域 基 
的 拓扑 ， 则 G 就 成 为 局 部 全 有 界 ? 的 拓扑 群 . 
此 时 ,如 果 对 于 每 个 ee G, 存在 AES, EG 
A(ANsA) < pA) < oo, (4) > 0, WERK 
为 Hausdorff 空间 。 这 时 , 若 作 出 G 的 完备 化 ? 
G, W G 是 局 部 紧 群 ， 如 果 取 G 的 适当 的 左 
ЖЖ Haar 测度 д, WHER Aed (6 的 
完全 加 法 族 ), 有 A= ANGES, (л) 一 
А). 

【相对 不 变 测度 】 当 群 G 是 左 作用 于 集合 
X 的 变换 群 时 , 设 上 是 X 上 的 测度 ,如 果 对 于 任 
意 的 se G, у(ғ)и 都 与 4 成 比例 , 即 vCOn = 
XG) * a (XG) € RI), Mie 为 关于 G 的 相对 
不 变 测度 (relative invariant measure), 3f изе 
0, BJ XG) 由 :唯一 确定 ， :一 X(s) 是 G 到 正 
实数 的 乘法 群 RT 内 的 一 个 连续 同 态 。X 称 为 
相对 不 变 测度 z HRF (multiplicator), 

以 下 考虑 局 部 紧 群 C 对 闭 子 群 刀 的 商 空 
闻 * G/H 上 的 关于 G 的 相对 不 变 测 度 . Be, 
8 分 别 是 G, Н 的 左 不 变 Haar 测度 ,从 G 到 


G/H 上 的 典范 映射 为 一 *. 对 于 G/H Ей 
任意 测度 1.26 G 上 存在 唯一 的 满足 以 下 条 件 
的 测度 2; 对 于 G 上 具有 紧 支 集 的 任意 的 连续 
ай}, 

M ([ enema] oara 


成 立 ， 这 时 at 满足 。 对 于 任意 的 hEH, 有 
6(h)2# = An (A)A?, 反之, 如果 G 上 的 测度 v 
йй: NPR AEH, Ж 8(h)v = Ан)», 
则 在 G/H 上 存在 唯一 的 测度 4, 使 得 2* — >. 
这 个 测度 1 称 为 » 对 8 的 商 测度 (quotient mea- 
sur) ， 记 为 4 == v/0. REX 为 G 到 正 实数 
的 乘法 群 RT 内 的 连续 同 态 , 则 G/H 上 存在 
以 xX 为 村 于 的 非 零 的 G 相 对 不 变 测度 的 充分 必 
要 条 件 是 : 对 于 任意 的 AEH, X(h) 一 An(h) 
/Ac(#) 成 立 。 如 果 这 个 条 件 满足 , 当 不 计 常 倍 
数 时 , G/H 上 的 以 X HIRE G 相对 不 变 测度 
是 唯一 存在 的 .这 个 > 由 Xu 对 的 商 测度 所 
给 出 : v = (Ха) /8. 特别 是 , G/H 上 的 G 不 变 
测度 存在 的 充分 必要 条 件 是 模 Ac 与 An EH 
上 重合 。 Bit, MR C,H 是 么 模 的 ， 则 在 
G/ 有 上 存在 一 个 不 变 测度 . 

(Weyl 积分 公式 】 设 G 是 紧 连 通 半 单 'Lie 
BRC Caren FH (RAM HF 
BE). 此 时 G 的 Haar WIBE- PJH R Haar W 
PWR G/H 上 的 G 不 变 测 度 4 表 出 、 也 就 
是 说 ， 如 果 a. В, 2 部 是 全 测度 为 1 的 正规 化 
测度 , 则 对 于 G 上 任意 的 连续 函数 f, 以 下 的 积 
分 公式 成 立 : 


j edule) 
е 


= i J Kb JC) 480). 


这 称 为 “Weyl 积分 公式 (Weyl's integral for- 
mula)。 其 中 必 是 G 的 Weyl BEOR, JO) 如 
下 给 出 : WG XT HEB e ЕК Р, х 
нй Lie 代数 ' 的 任意 元 , 则 


ерх) = |I] cm — emp 


这 时 ,虽然 把 互 的 元 ñ SIR h = exp X 时 ,X 不 
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是 唯一 确定 的 ， 但 了 是 妃 上 的 单 值 函 数 ， 对 于 
对 称 Riemann 空间 , 类 似 的 公式 也 成 立 。 又 对 
于 非 紧 的 半 单 Li 群 , 也 能 推广 上 述 积分 公式 .。 
不 过 这 时 必须 作 一 些 修正 ， 即 把 上 式 右 端 改 成 
关于 互 不 共 罗 的 Caran 子 群 的 代表 系 的 和 . 

【 拟 不 变 测度 】 当 群 G 是 左 作用 于 集合 X 
的 变换 时 ,如 果 对 任意 的 гє G, 7(s)p 与 上 等 
价 , 则 称 “ 是 关于 G 的 氢 不 变 测度 《qussi-in- 
variant measure)。 这 里 定义 在 ® 上 的 两 个 测度 
а, p 等 价 (equivalent) 是 指 : 存在 适当 的 可 测 
函数 g(x), g(x) WE i) 关于 “几乎 处 处 0， 
i) 在 任意 的 A € 9 (px(4) < co) 上 为 上 可 积 ; 
而 且 有 1 一 w。 以 下 考虑 局 部 紧 群 6 对 闭 子 
HAMS G/H 上 的 G 拟 不 变 测度 ， 此 时 
在 G/H 上 总 存在 关于 G 的 拟 不 变 测度 , 并 且 
G/H 上 的 G 拟 不 变 测度 都 是 互相 等 价 的 .G/H 
上 的 G 拟 不 变 测度 可 按 下 述 方式 作出 。 存在 
总 是 取 正 值 的 G 上 的 连续 函数 о, 对 于 任意 的 
g€G 与 hEH, 满足 p(g4) = An(h)Acg)™ 
p(g)， 对 于 这 样 的 p, ERWE 2 == 《pu)/8， 
则 4 就 是 G/H 上 的 非 零 G 拟 不 变 测度 ， 其 中 
p6 J G, H 的 Haar WE., 特别 当 G 为 Lie 
群 时 , 可 把 上 述 的 函数 ? 取 为 C” JS ERE. 又 
若 RR 上 的 局 部 凸 拓扑 向 量 空间 X 为 无 限 维 , 则 
在 X 上 的 c 有 限 Borel 测度 中 ,不 存在 关于 由 
X 的 元 所 作 的 平移 (eranslation ) 为 拟 不 变 的 测度 
C82. 
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(1936), 721—734; [11] H. Cartan, Sur la mesure de 
Haar, C. R. Acad. Sei. Paris, 211 (1940), 759—762, 


зи 。 不 变 式 和 共 变 式 
不 变 式 和 共 变 式 [FH invariant and covariant 


法 invariant et covariant Ж Invariant und Kov- 
ariant 4% инвариант и ковариант Н KER 
ERER) 【一般 情形 】 BRAM, CRE. 
如 果 G 的 每 个 元 c 确定 R 的 一 个 自 同 构 * 了 一 

„910, 16 R)， 并 且 对 于 任何 e, r € G, 都 有 
ofr 力 一 (or)f， 则 称 群 G 作 用 (act) FH R. 
在 这 种 情形 下 , ШЖ of = (Woe G)， 则 称 环 
R 的 元 f Ж G 不 变 元 (G-invariant) 或 简称 不 变 
元 (invariant)。 如 果 对 于 每 个 e G, 都 有 of 一 
а(с)Ка(с) € R), XH alo) 是 不 变 元 , 则 称 f 
是 (G) 半 不 变 元 (semi-invariant) 或 相对 不 变 元 
(relative invariant)。 与 此 相对 应 ,不 变 元 也 称 作 
绝对 不 变 元 (absolute invariant)， 对 应 o — a(a) 
mod(0:/)((0:/) = (x € R| xf—0))JE G UR 
为 1 的 表示 1, ao) ЖЕКА (mul- 
tiplier) 或 由 f 决定 的 转 征 标 《character)。 

【 矩 阵 群 的 不 变 元 】 设 K 是 具有 单位 元 ' 
的 交换 环 ', G 是 K 上 的 矩阵 群 (matrix group), RII 
由 K 上 全 体 ” 阶 可 逆 和 矩阵 组 成 的 一 般 线性 群 ? 
GL(n, K) HFE. REEK LEART 
zo ct te 生成 的 环 , т = (0,4) € G YER ERY 
作用 由 下 式 定义 : (ок, ++, oz.) m0 (zu 
s х„) (б 表示 矩阵 的 转 置 7). 在 这 种 情形 下 ， 
就 说 G 作为 矩阵 群 而 作用 于 R， 如 果 K ER, 
jl] GL(», K) 内 包含 G 的 最 小 代数 群 ' 5 作为 
矩阵 群 作 用 于 R, ЗЕН. Ей f Ж G ЖЕМ 
ENYI 是 G 不 变 元 .对 于 半 不 变 元 也 是 这 样 。 
这 些 结论 可 以 推广 到 KK 不 是 域 的 情形 . 
从 矩阵 群 G (CGL(n, K)) 到 GL(m,K) 
的 同 态 ' p 称 为 G 的 有 理 表示 (rational represen- 
tation)，、 如 果 存 在 ?个 变量 z (1 <i, j <n) 
的 ,系数 取 在 内 的 有 理 函 数 wu (1 < k, I< 
т), 使 得 对 于 所 有 (ow) G, 都 有 P((z,)) = 
(ww(ou))。 假定 ° 是 矩阵 群 G 的 一 个 有 理 表 
示 , 而 且 p(G) 作为 矩阵 群 作用 于 环 R, 于 是 
就 有 由 of = (po)f (ce G, FER) Е ХС 
在 R 上 的 一 个 作用 ， 称 为 由 P 决定 的 有 理 作用 
(rational action), 如 果 还 满足 以 下 的 条 件 ， 则 
这 种 作用 称 为 半 可 简约 的 (semi-reductiv); 若 


N= K + --- + fK GER) RGR, 
而 且 f mod N (fo € R) E G ABET, MALE fos 
+++, 的 系数 在 K 内 的 (次数 为 正 的 ) FRA? 
h, È fo 的 最 高 次 系数 为 1 (monic), НС 
不 变 元 。 如 果 在 这 个 条 件 下 ，4 总 能 选 成 一 次 
式 , 则 这 种 作用 称 为 可 简约 的 (reductive). 

1) 在 下 列 三 种 情形 ,和 矩阵 群 G 的 有 理 作用 
都 是 可 简约 的 。 i) K 是 实数 域 或 复数 域 , 且 6 
是 一 个 Lie 群 '(C GL (n, K)) 的 稠密 子 集 ， 
而 这 Lie BAKA AURA. u) KÆRE 
为 0 的 域 ,而 且 包 含 6 的 最 小 代数 群 的 根基 (二 
最 大 连通 可 解 正 规 子 群 ) 是 环 面 群 (一 与 有 限 个 
天 的 乘法 群 的 直 积 同 构 的 群 )。 让 ) K 是 特征 为 
的 域 ， 而 且 包 含 G 的 最 小 代数 群 包含 一 个 指 
数 ' 为 有 限 数 n 的 环 面 群 ,这 +" 是 与 ? BH, 

2) 有 限 群 的 任何 作用 都 是 半 可 简约 的 .如 
果 在 上 面 ü) 的 情形 中 去 掉 K 的 特征 为 0 的 条 
件 , 则 G 的 有 理 作用 是 半 可 简约 的 .这 是 最 近 由 
W. J. Haboush 证 明了 的 所 谓 Mumford 猜想 

3) 假定 P 是 环 R 到 环 R 上 的 G 容许 的 
AS. 我们 把 R 和 R 内 的 G 不 变 元 的 集合 
分 别 记 作 IR) 和 1.7). а) 若 G 的 作用 
是 可 简约 的 , 则 有 : i) p(1c(R)) 一 LCR’); ü) 


如 果 меток), (Siu к) посо 2 


hi 1 (R); iti) 如 果 天 是 Noether Ж, 则 168) 
在 天 上 是 有 限 生成 的 。b) # G 的 作用 是 半 可 
简约 的 , 则 有 : D 对 于 ТСЕ) 的 每 个 元 。, 存 
在 自然 数 E a'€ р (1c(R))， 因 而 16(R') 
在 w(Lc(CR)) 上 是 整 的 '; i 如 果 he (К), 


而 且 (DAR) MUR), MANAR 
; 


f RF >) l (R): D MRK ALAR 
Ç 


(当然 包括 天 是 域 的 情形 ), 则 (к) 在 K 上 是 
有 限 生 成 的 (一 [3]). 

当 Ice[R] EK EB fis os fe ERI, fo 
с f, 称 为 基本 不 变 元 (basic invariants), 

【多 项 式 环 的 情形 】 Bos pu ERG 
在 交换 环 上 的 次 数 分 别 为 mseto nu 的 矩阵 


表示 . BAP Si <u,1<j <n) BKE 
Хп, 个 代数 无 关 ! 的 元 。 由 《cx ，… ox) 
eC) GP... х2) SE X. G 在 多 项 式 环 'K 
Lx, +++, 209) 上 的 一 个 作用 。 在 这 情形 下 ， 
KEK MIRE BARES SRE 
式 , 相 对 不 变 式 (relative invariant), BARB 
st (fundamental invariant), 一 个 (相对 ) 不 变 
式 是 一 些 对 各 组 x 人 ?,-… , xf? 都 是 齐 次 ?的 ( 相 
对 ) 不 变 式 之 和 . 《由 于 这 个 原因 ,在 某 些 文献 
里 ,( 相 对 ) 不 变 式 就 是 指 对 各 组 x 个 ,…… ,x 加 都 
是 齐 次 的 (相对 ) 不 变 式 . ) 关 于 基本 不 变 式 的 存 
ЖЕ, 除 半 可 简约 作用 的 情形 外 , 有 以 下 的 定理 : 
假定 K 是 特征 为 0 的 域 ，G 在 某 个 线性 代数 群 
€ 内 在 Zariski 拓扑 + 下 是 稠密 的 ,使 得 G HOR 
基 的 宕 单元 的 全 体 最 多 是 一 维 的 代数 群 ( 当 G 
是 一 维 Lie 群 时 这 些 条 件 成 立 )， 而 且 所 有 ps 
都 是 有 理 表示 ;在 上 述 这 些 条 件 下 ,基本 不 变 式 
存在 (R. Weitzenböck), 
此 外 , 如 果 G 是 矩阵 群 , 而 且 每 个 o, 或 是 
恒 等 映射 ,或 是 逆 步 映射 4 om 1471, 则 这 种 情 
形 下 的 不 变 式 称 为 向 量 不 变 式 (vector invariant), 
如 果 K 是 特征 为 0 的 域 ， 则 在 某 些 情形 下 
可 以 具体 求 出 基本 不 变 式 和 由 基本 不 变 式 的 代 
数 关 系 式 所 成 的 理想 * 的 一 个 基 *( 一 [1], [2]). 
【古典 的 术语 】 不 变 式 的 古典 理论 讨论 下 
列 对 象 ， 设 KK 是 特征 为 0 的 域 ( 例 如 实数 域 或 
复数 域 ), ME G 是 CLC, K). Н" 
B, rs 5, 的、 系数 取 在 KK 中 的 2 次 齐 次 式 = 
Xe, тч, (Zig = 4, тч, = (dt /T int) Eb 
чэн). BFE тє G, 由 (o5. 08) 
(5, E) 07 REX CE, ЖАН F = 
(ос), Comis) ERE X (ас), а, TERR 
[g]: (canoe *** tt. Coca) 
> (Cae )aoas*** (ос) aut 600) 
是 pens Con 维 仿 射 空间 ' 的 线性 变换 +。 这 个 
变换 的 矩阵 仍 用 Lola 表示 ,就 有 
LOIN COLD bead Cd Pd CORES ED P 
FE puio [o], 就 是 G 的 有 理 表示 . 
现在 取 定 一 个 而 把 系数 euis, 看 作 独 立 
变量 ,来 讨论 由 有 理 表示 gs 定义 的 ，C 在 


T UE 
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азаа 个 变量 的 多 项 式 环 R=Klegos +++, 
++, Coos] 上 的 作用 .如果 к 是 相对 不 
变 式 ， 则 使 得 og = аба) 的 ala) 给 出 G 的 
一 个 有 理 表示 . 因此 存在 整数 o, 使 (o) 一 
(deto)”. 于 是 g 称 为 权 (weighr) 为 w 的 不 变 式 
(注意 g 是 SL(n, K) 的 不 变 式 )， s 是 绝对 不 
BEX (absolute invariant) 的 充分 必要 条 件 是 
w 一 0. 群 C 自 然 地 作用 于 环 RiEs t Enl. 
在 这 种 情形 下 的 相对 不 变 式 称 为 共 变 式 ， 共 变 
式 的 权 和 绝对 共 变 式 (absolute covariant) 也 象 
不 变 式 情形 一 样 地 定义 .在 需要 强调 和 4 
时 ,还 把 不 变 式 ( 共 变 式 ) 称 作 n 元 d 次 型 的 不 
ER (RER) (invariant (covariant) of n-ary 
form of degree d): n 一 2 时 称 为 二 元 的 (binary); 
n = 3 时 称 为 三 元 的 (ternary); d = 1 时 称 为 
线性 型 (linear form); d 一 2 时 称 为 二 次 型 
(quadratic form) 等 等 . 

例 1) п 2, 4 一 2 时 ,判别 式 * D 一 
fac» — ch 是 权 为 2 的 不 变 式 . P| 2) 在 ”为 
任意 ,4 一 2 时 ,把 F 中 Eg, 的 系数 记 做 wy 
即 wu = u, = coan REH £m j hl. oum 
2, 其 他 mx 一 0; M ise MH, ата 1, 
其 他 о 一 0， 在 这 情形 下 , D — det (uy) 是 
权 为 2 的 不 变 式 . Й 3) 在 "一 2, 4 一 4 时 ， 
g: = се cw — 4cu Ca 3 ch, D = си caco — 
caci — ce ch + 2 cu en en — ch 分 别 是 权 为 
4 和 6 的 不 变 式 。 判 别 式 可 以 表示 成 2 (gi — 
27g) 而 且 是 权 为 12 的 不 变 式 。 P) 0 En 
为 任意 , а= 1 时， 如果 把 F 内 5 的 系数 记 作 


с WD) E 是 绝对 共 变 式 。 它 也 是 向 量 不 
D 


[o 


变 式 的 例子 。 例 5) E m PERN, 
det(8: F/0£, 85.) 是 权 为 2 的 共 变 式 ， 称 它 为 
Hesse 形式 (Hessian). 

我 们 把 一 个 下 换 成 有 限 个 Fass Е, Ж 
考虑 (F, 是 d, 次 齐 次 式 Ус, Maans 它 的 
所 有 系数 c 纪 .<。 是 代数 无 关 的 )。 对 于 其 所 有 
系数 及 所 有 与 所 构成 的 K 上 的 多 项 式 环 
Klet Capons" sb Ee), Paste lola 


对 F, 的 系数 的 作用 和 octo 对 与 的 作 
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用 确定 GL(n, K) 对 多 项 式 环 KL с, 
chro Bal 的 一 个 作用 ， 在 这 种 情形 下 
的 不 变 式 称 为 共 变 式 , 而 把 不 包含 his 
的 共 变 式 称 为 不 变 式 。 权 ， 绝 对 共 变 式 和 
绝对 不 变 式 的 定义 是 关 似 的 。 涉及 Fus 
F, 的 共 变 式 、 不 变 式 等 称 为 具有 基本 形式 
(ground form) F,,--+, F, 的 共 变 式 、 KER 
等 

例 6) 在 r=n BY, Jacobi FFIR? e (OF / 
ор) 是 权 为 1 的 共 变 式 . 

【多重 共 变 式 〗 按照 多 项 式 环 一 节 的 记 
号 , 设 & 是 特征 为 0 的 域 ,6 m GL. K), 而 
且 每 个 mw 或 是 p。(4 是 任意 的 》 SALES Be 
射 <。 这 种 情形 下 的 不 变 式 称 为 多 重 共 变 式 
(multiple covariant) ， 同 样 地 可 以 定义 权 和 绝对 
多 重 共 变 式 (absolute multiple covariant), 设 
:是 o 中 等 于 的 个 数 , 则 上 节 中 的 不 变 式 和 
共 变 式 分 别 相当 于 ;一 0 和 s 1 的 情形 。 现 
在 假定 在 一 1、…，: 时 有 о = z, 则 就 有 
以 下 的 Gram 定理 :对 于 每 个 。 一 1,… ,1 
їй н, 是 AP G > D) 的 多 项 式 , TFET 
i, 它 对 AP, +++, 都 是 齐 次 的 ,再 设 М, 
en J) п, 维 伪 射 空间 中 的 公共 零点 


的 集合 了 对 于 G 的 变换 是 封闭 的 ， 则 存在 有 限 
个 绝对 多 重 共 变 式 6, cers со, AV 是 满足 
下 列 条 件 的 (… , а}?,---) G > 5) 的 集合 :对 
于 < 和 ys 的 任何 al Ca, sauer) 
Bassa 的 零点 . 

因为 GLO, K) 的 每 一 个 有 理 作用 是 可 简 
约 的 ， 所 以 《在 K 上 的 一 个 固定 的 多 项 式 环 内 
的 ) 绝 对 多 重 共 变 式 的 集合 是 K 上 的 一 个 有 
限 生成 环 ， 其 次 ， 具 有 已 知 权 的 多 重 不 变 式 的 
集合 是 有 限 生 成 的 工 模 。 如 果 去 掉 K 的 特征 为 
0 的 假设 ， 就 难于 定义 ps; 考虑 Р = Ха, 
Epes Ele 的 系数 ач, 的 变换 ， 就 可 以 避免 这 
个 困难 。 在 这 种 情形 虽然 可 以 作 类 似 的 定义 ， 
但 是 由 于 会 出 现 例如 GL(n,K) 的 有 理 作用 
不 是 可 简约 的 情况 ， 有 关 的 理论 不 好 作 同 样 的 
处 理 。 


(Lic 群 的 不 变 式 】 设 G 是 Lie 群 (因此 
必须 是 实数 域 或 复数 域 ), 而 且 P 是 G 的 微 
分 表示 ，p(G)CGL (n,K)， 再 假定 由 ?定义 
TGE Klu,--.-] 上 的 一 个 作用 。 于 是 
用 对 应 于 G 的 一 个 无 穷 小 变换 ' X。， 一 个 不 变 
元 (或 半 不 变 元 ) 就 刻 划 为 满足 下 述 条 件 的 元 
f: X4 = 0 (VX,) (或 Xo = auf G, € К, VX2). 
例如 在 G = GL Q, K) 时 ， 只 需 对 分 别 对 应 
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FRG ) 的 无 穷 小 变换 ，f 满足 
Xf 一 0, 它 就 是 不 变 元 。 同样 地 ,对 于 每 个 Li 
Вс, 存在 有 限 个 X。, 使 得 只 要 XJ 一 0 对 这 
e X。 成 立 ,就 决定 1 是 一 个 不 变 元 . 

【不 变 式 的 历史 】 在 与 几何 学 的 联系 方 
面 ,不 变 式 的 理论 ,特别 是 关于 二 次 型 的 不 变 式 
理论 ,最 先是 A. Cayley 所 研究 的 (J. Reine An- 
gew. Math., 30 《1846))。 这 个 理论 由 J.J. 
Sylvester, R. F. A. Clebsch, P. Gordan 及 其 他 一 
些 人 加 以 发 展 。 因 为 这 理论 是 从 齐 次 半 不 变 元 
占 重要 地 位 的 射影 空间 的 应 用 开始 的 ， 因 此 在 
古典 理论 里 半 不 变 元 就 被 叫做 不 变 式 . 另 一 方 
面 ,在 二 元 二 次 型 的 理论 中 ,不 连续 群 的 不 变 式 
是 从 数论 的 观点 来 研究 的 ， 直 到 D. Hilbert + 
明确 地 引入 一 般 群 的 不 变 式 的 概念 。 他 利用 
Hilbert JEjERE' 证 明了 在 古典 情形 中 的 基本 不 
变 式 的 存在 性 ，Hilbert 第 十 四 问题 (一 Hilber) 
是 与 这 结果 有 关 的 ,但 问题 的 答复 是 否定 的 ,也 
就 是 说 ， 即 使 在 实数 域 或 复数 域 上 的 多 项 式 环 
的 情形 ,也 存在 作用 于 这 个 环 的 群 , 它 没 有 基本 
不 变 式 (永田 雅 宜 )， 虽 然 不 变 式 理论 的 研究 有 
很 长 时 间 的 停顿 ， 但 是 近来 由 于 它 在 代数 几何 
中 的 重要 性 ， 所 以 这 方面 的 研究 又 重新 活跃 起 
来 


($) [1] R. Weitzenbück, invariantentheorie, No 
ordhoff, 1923; (2] H. Weyl, Classical groups, Prince 
ton Univ. Press, 修订 版 ，1946; [3] М. Nagata (永田 
SETD-T. Miyata (ARE), Remarks on matric groups, 
J- Math. Kyoto Univ., 4 (1965), 381—384;[ 4] D. Mum 
ford, Geometric invariant theory, Springer, 1965; [5] 
1. Schur-H. Grunsky, Vorlesungen über Invariantentheo 
rie. Springer, 1968; [6] J. Fogarty, Invariant theory, 
Benjamin, 1969; [7] J. A. Dieudonné-). B. Carrell, 
Invariant theory, old and new. Advances in Math., 4 


(1970), 1—80, 


积分 几何 学 [Ж integral geometry 法 géomé- 
trie intégrale Ж Integralgeometrie f интеграль 
日 ARMAS] 在 较 广泛 
的 意义 下 ， 积 分 几何 学 是 研究 流 形 上 的 积分 的 
一 个 几何 学 分 支 ,然而 通常 所 说 的 积分 几何 学 ， 
只 车 不 某 些 限定 的 问题 。 如果 Lie HG 作为 
一 个 Lie 变换 群 ' 作 用 在 微分 流 形 *+M 上 ， 那 么 
G 也 作用 在 M 的 种 种 “图 形 ? 上 。 但 这 里 所 说 的 
M 上 的 图 形 是 指 м 的 于 流 形 * ,M RIY r PRR 
从 等 几何 对 象 。 设 多 是 在 G 作 用 下 不 变 的 M 
上 这 样 的 图 形 的 一 个 集合 〈 即 如 果 ge G. Fe 
S ,W zF e Sr). ЖЕТШ: 1) 多 上 
是 否 存在 G 不 变 测 度 ' x， 如 果 存在 如 何 确定 
и? 2) 对 于 多 上 的 函数 p, 求 它 关 于 4 的 积分 


| eai. W. Blaschke 就 是 在 考虑 2) 的 


特殊 情形 , 即 o CF) Ж Жл Р Ж) ЛЕНЕ ЇЙ Їй 
数 ,用 涉及 多 的 几何 不 变量 来 表示 积分 值 的 
问题 时 ,开始 引入 积分 几何 学 这 个 术语 的 ([1]). 
像 G. L. L. von Buffon 的 针 的 问题 等 许多 所 
谓 几 何 概率 〈geometric probability) 的 问题 也 属 
于 这 个 思想 范畴 。 上 面 提 到 的 测度 上 称 为 多 
的 位 置 测度 (kinetic measure) 或 位 置 密度 (kinetic 
density), du(F) 也 记 作 dF. MRF 具有 = 
准 定向 + 微分 流 形 的 结构 ,测度 上 可 由 多 上 的 
体积 元 素 + GERI n 次 微分 形式 ?) o fh ihhh R 
们 也 把 中 记 作 4F。 如 果 G 可 迁 地 作用 于 多 , 
则 F WHA G/H GX Ë HAE G pen] BE), 
问题 1) 是 简单 的 .在 这 种 情形 下 ,具有 微分 
流 形 结构 ,如 果 存 在 G 不 变 (Radon) 测度 , 则 除 
了 一 个 常数 倍数 外 ， 它 是 唯一 的 。 G 不 变 测度 
n 存在 的 条 件 以 及 存在 的 情形 下 4 的 形式 ， 都 
能 用 G AIHA) Haar 测度 来 表示 (一 不 变 测度 ). 
下 面 举例 说 明 。 

(Crofton AK] 令 GCP, 0) 为 关于 Euclid 
平面 上 的 直角 坐标 系 用 方程 n cos 6 + x;sin @ 
=p 表示 的 直线 , 设 G(p.0) 与 长 度 为 工 的 
曲线 的 交点 数 为 nlp, 9) ， 则 有 积分 公式 


ная геометрия 


积分 几何 学 n7 
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成 立 (Crofton AK), Hit 4p40 是 一 次 微分 
形式 ар, 40 SDR, PRA BOR tA AY рє 
(一 co оо) K 0€ (0. 2x]. 

(Poincaré 公式 与 积分 几何 学 的 主要 公式 
在 Eudid 平面 上 , 与 一 个 固定 的 图 形 (具有 相 
同 定向 ) 相 合 的 图 形 F 的 位 置 密度 ¿F 定义 如 
下 :在 F 上 固定 一 个 正 交 标 架 R, 设 对 于 平面 上 
的 基本 正 交 标 架 Ro R 的 原点 坐标 为 (zu, аа), 
且 R 的 第 一 条 轴 与 R, 的 第 一 条 轴 之 间 的 夹 角 
为 9. 于 是 可 以 定义 dF = ах, dx, dO GR). 
ағ 具有 下 述 不 变性 : 1)F 产生 位 移 时 , dF 不 
ag, 2) 把 固定 在 F 上 的 正 交 标 架 R 换 成 另外 的 
正 交 标 架 R' B, ¿F 也 不 变 . 

设 平面 上 长 度 为 L., 上 ;的 两 条 曲线 弧 С, 
C, 之 中 ,固定 C, 移动 C1, 并 设 С, 在 任意 位 
Жз с, 的 交点 数 均 为 有 限 个 , 设 为 "， 则 把 
对 于 与 C. 相交 的 С, 的 所 有 位 置 进行 积分 ,就 
得 到 


D fone. =E Es 


(Poincaré 公式 )。 L. A. Santald 用 这 个 公式 
得 到 等 周 问题 ' 的 一 个 解答 〈Abh，Ma 中 ，Sem, 
Univ. Hamburg, 10 (1935)). 

iR C,,C, 为 两 条 平面 Jordan 曲线 ', 长 度 
分 别 为 Lis L, So $ 为 它们 所 包围 的 面积 。 
假设 C, ВЕ, C, BRAC, C, 所 包 
围 区 域 的 交集 的 连通 ' 分 支 数 , 则 把 X 对 所 有 可 
能 的 су С, 相交 ) 的 位 置 进行 积分 ,就 得 到 


(3) [хас - t Ly + 2 <(S, +5) 


(Blaschke [11)。 这 称 为 积分 几何 的 主要 公式 
(principal formula of integral geometry), F£ 
公式 可 以 作为 它 的 特殊 情形 或 极限 情形 而 推出 
ж. 

【推广 到 =” Hk] Blaschke 更 进一步 给 出 ” 
He Euclid 空间 及 球 空间 中 维 平面 的 位 置 密 
度 ;但 把 主要 公式 (3) 推广 到 ” 维 Euclid 空间 
的 是 陈省身 ,他 应 用 的 是 E. Cartan 的 方法 
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设 Cors ea) 为 以 4 为 顶点 的 正 向 标准 
正 交 标 架 ,其 无 穷 小 相对 位 移 由 公式 

де yh deem Day ё 


a a 
给 出 这 里 由 = (44, e), oy m dered = 
—o, 是 4 的 正 交 坐 标 及 确定 es с, en 的 
a(n—1)/2 个 变量 的 一 次 微分 形式 。 对 于 一 个 
图 形 的 种 种 位 置 ， 考 虑 固定 在 这 图 形 上 的 正 交 
IRCA, ets es)， 作 所 有 ws ouli < i) 
НОРМ" 
| ак = Л о N е» 
US 

它 具 有 上 有 所 述 的 不 变性 1) 和 2)。 这 就 作为 
” 维 Euclid 空间 的 图 形 的 位 置 密度 ， 设 在 《 维 


平面 上 取 正 交 标 架 的 顶点 4 及 etto ees 
则 的 位 置 密度 4E 是 所 有 eu. on (< 一 1， 
一 人 十 2) 的 外 积 , 即 


dE = N e, Л oa. 

WE nt Euclid 空间 内 紧 可 定向 С? 8 
曲面 , te(c 一 1，.…， 一 1) 为 3 上 一 点 的 主 
曲率 ,Si 一 1, un) 为 的 i 次 基本 对 
称 型 , 令 % = 1. (ЕУ ERR 


(4) m, =f sas /( Т), 


i=0.1,- nl, 

其 中 ds 为 了 的 面 元 ， 设 两 个 紧 可 定向 C 超 曲 
面 Zo Z, 所 围 的 区 域 D, D, PHARM, 
Vy, МФ, MP 分 别 是 对 У,, У, 由 (4) 所 定义 
的 积分 M. HE, BHD, ANT >, 的 
每 一 位 置 , 3 ，z 包围 的 区 域 的 交 DN D, 的 
Euler-Poincaré AEM X 是 有 限 的 , 且 设 z, 的 
位 置 密度 为 4 3， 则 陈省身 把 (3) 推 广 为 


(5) fran = (ue, LE 


T 
+M@ V, + i > мем?) 
D 


=o 
(ERAR). ARRARAS Z, 相交 的 Z AY 
所 有 位 置 , I m1, 0 D Ж Gk + 1) 
维 空间 的 单位 球 的 表面 积 . 

设 与 紧 可 定向 C 超 曲面 2 相交 的 + 维 平面 


EE 的 位 置 密度 为 4E , 设 卫 包围 的 区 域 与 这 个 
维 平 面 的 交 的 Euler-Poincaré 示 性 数 为 X, 则 对 于 


与 相交 的 所 有 《 维 平面 的 积分 | X4E 与 超 曲 


BIN M, 成 正比 。 这 就 是 (1) 式 的 推广 . 

以 上 结果 一 栗田 答 [51. 

【其 他 的 推广 】 Santaló 把 Euclid 平面 的 
各 种 结果 推广 到 二 维 常 曲 率 空间 ', 导出 了 类 似 
的 公式 (1942 一 1943), 并 借 此 解决 该 空间 的 等 
周 问题 . 1952 年 他 还 仿照 陈省身 的 方法 进一步 
推出 4 维 常 曲率 空间 的 相当 于 (5) 的 公式 ， 他 
还 进一步 研究 了 仿 射 空间 、 射 影 空间 及 Hermite 
空间 的 积分 几何 学 . 

陈省身 等 人 应 用 E. Cartan 的 活动 标 架 法 
考察 以 上 各 种 结果 ， 并且 试图 从 Klein 意义 下 
的 几何 学 观点 (一 埃 尔 兰 根 纲领 ) 以 Lie 群 ' 为 
变换 群 来 研究 积分 几何 学 . 

. [Radon 变换 】 12 F % n H Euclid 空间 
RBA AB EI (о, p) (x ERC, o) = 
РЕ, Ж о m (A, -e Ao) 是 单位 向 
Ж, (х, о) 一 ni, ?为 实数 .对 于 R EY 
BMI, 定义 KF 上 的 函数 5) = iw, p) 为 


(6) ie = re s. 


Í 称 作 fff) Radon 变换 (Radon transform) , x 
中 dex 是 超 平面 5 上 的 体积 元 素 *, 满 足 wr 人 
do 一 dx, do,dx 分 别 是 单位 球面 及 R" 的 体 
RER. 例如 当 f 是 有 界 区 域 了 的 定义 函数 + 
时 , f 的 Radon ЖЕ 7 ZEEE .多 所 取 的 值 AE) 
就 表示 上 在 了 上 的 截面 的 体积 . B. R° 的 运动 
群 '( 等 距 变换 群 ' 的 单位 元 分 支 ") G 可 迁 地 作 
用 于 超 平面 的 集合 多 上. 对 于 eR, G X: 
Tor ORTH G, 可 迁 地 作用 于 k= (Fe 
Fize) k. 因为 G, 是 紧 子 群 , 故 在 皇上 
存在 唯一 的 正规 化 的 G, 不 变 测度 и, WE aC) 
= 1. 对 于 多 上 的 函数 z, HI Radon dz 
换 (conjugate Radon transform) ë 可 定义 为 R° 
上 的 函数 


Oo =] , OQ. 


求 上 的 问题 属于 前 面 所 举 的 积分 几何 学 问 
题 2) 的 范围 。 特别 当 g =f RR ¿= DY 
以 及 求 出 ФУ 5 1 的 关系 都 是 重要 的 问题 . 
这 些 问题 在 n — 2,3 时 已 由 Radon 解决 . 一 
般 的 ”的 情形 由 F. John 解决 .他 们 所 得 结果 
шү. 

п 是 奇数 的 情形 : US RRR С” А 
数 "的 集合 (一 函数 空间 ). NT ERAT АКЕ А 


及 任意 的 ,把 所 有 满足 |”_gCo, р) pt a, 一 0 


的 elo, p) e S^ C9) 的 全 体 记 作 LF), 
则 对 于 任意 的 fes (R°) 及 任意 的 ge 
SMF), 

f= cam)», 

gm сич), 
其 中 A 为 R° 0 Laplace HF", L, Co, p) = 
ae стол) нун, 


mn 是 偶数 的 情形 : 对 于 任意 的 fe S (QU. 
ESF), f 
pee (DY), g= a АСО"), 


其 中 AO (2 = [2177 ay, 


Аю. p) = | z(a, p)|p 91774. 


但 这 些 积分 一 般 是 发 散 的 ， 所 以 必须 把 它们 解 
RANE Is — yl 或 |p — 41 的 宕 的 解析 开拓 
所 定义 的 正则 化 * (S. Helgason[6]). 

对 于 Radon 变换 , 相当 于 Fourier 变换 中 
的 Plancherel 定理 + 的 一 个 公式 成 立 (H. M. 
Гельфанд 等 [7])。 

【极限 球面 】 上 述 Radon 变换 的 理论 对 
于 非 紧 型 对 称 Riemann 空间 * M 也 是 重要 的 .M 
的 等 距 变 换 群 的 单位 元 分 支 C 与 伴随 群 AdG 
同 构 ,所 以 可 以 看 作为 线性 群 。 CHRAR 
单 ! 于 群 彼此 都 互相 共 纯 。 设 其 中 一 个 为 N， 
对 于 任意 的 z€ С, кїї”! 在 M 上 的 轨道 ' 称 为 
M 上 的 极限 球面 〈horosphere)、 它 相当 于 尺 " 中 
的 超 平面 。 如 果 M 是 引入 非 Euclid 双 曲 度量 * 
的 上 半 复 半 面 ， 极 限 球面 无 非 就 是 与 实 轴 相 切 
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的 圆周 和 平行 于 实 轩 的 直线 。 

G 可 迁 地 作用 于 M 上 所 有 极限 球面 的 集 
合 F , 我们 有 S =G/M N, 这 里 G=KAN 
GIA ERAI, м, 是 4 在 K 中 的 中 心 
ILT. ERREF, TRARRE EEF, 
由 M 的 Riemann 度量 ?诱导 出 5 的 Riemann 度 
量 ,把 关于 这 个 度量 £ 的 体积 元 素 记 作 der, DD 
么 对 于 M 上 的 函数 了 也 可 以 按照 (6) 定义 的 
Radon 变换 j 为 极限 球面 集 多 上 的 函数 。 对 
z€M, Æ k&—(Ee S |z€š) 上 存在 唯一 的 
G, 不 变 测度 rU) = 1), 其 中 G, йс 
对 于 х 的 迷 向 子 群 , 它 是 紧 子 群 ， 利 用 这 个 a, 
可 以 通过 上 面 (7) 式 定义 .多 上 的 函数 2 (0388 
Radon 变换 2. FRE 多 上 某 个 积分 微分 
算 子 人 。 如 设 入 的 伴随 算 子 为 人 *， 就 有 反 演 
公式 1= (NA) 以 及 Plancherel 定理 

[cor & [i icones 


成 立 ,此 处 dr, dB 分 别 表示 м, F 上 的 G 
不 变 测度 , 1 是 任意 的 具有 紧 支 集 的 С" 函数 。 
如 果 G 的 Cartan FH SMAI. MAR 
成 为 微分 算 子 、 且 反 演 公式 也 可 以 用 M 上 的 微 
分 算 子 工 写成 1 一 LAY) 的 形式 (Helgason 
(61). 

极限 球面 及 Radon 变换 不 仅 对 于 对 称 Rie- 
mann 空间 G/K ， 而 且 对 于 非 紧 半 单 Le 群 C 
的 各 种 齐 性 空间 G/H 也 能 定义 。 后 一 情形 
Т, Radon 变换 7 是 把 G/H 上 的 函数 f 
BRA) G/H 上 的 极限 球面 的 空间 上 的 函数 J. 
特别 当 G 的 西 表示 和 0 在 G/H 上 的 函数 空间 中 
实现 时 ,通过 Radon 变换 f 一 } 映 到 .上 函数 
空间 有 助 于 阐明 器 的 性 质 . И. М. Гельфанд 等 
人 在 一 些 例子 中 表明 ， 通 过 这 种 方 过 可 把 U 用 
显 式 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 积 分 ?+《Tenbqaua* 
М. И. [paes [8], Гельфанд 等 [7]). 

【其 他 推广 】 积分 几何 学 也 能 在 不 容许 位 
移 的 空间 中 进行 研究 ， 设 F Css ye y0 对 
于 yo э 是 正 的 线性 齐 次 函数 , 考虑 积分 


j P(x, я. 4а, o) ш santai kina 
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平稳 曲线 pı=0F /0y (y, 一 m |. H. Poincaré 


发 现 对 于 两 参数 的 平稳 曲线 集 , dx, dp, an, dp. 
对 于 线 素 Gus р) 沿 着 平稳 曲线 的 任何 位 移 均 
不 改变 .于 是 Blaschke 就 采用 dxidp, + ddp 
作为 平稳 曲线 的 位 置 密度 ， 并 对 此 证 明了 一 个 
BK, 公式 (1) 为 其 特殊 情形 。Santals 还 在 二 
维 曲面 上 引入 位 置 密度 ， 证 明了 公式 (2) 的 推 
Ps 
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五 、 ж dt 


数论 [Ж theory of numbers 法 théorie des 
nombres Ф Zahlentheorie А теория чисел 
日 ENR] 整数 之 间 的 一 些 简单 而 奇妙 的 关 
Ж, 早 在 古代 就 被 发 现 了 , 并 使 人 们 感到 惊异 . 
对 于 直角 三 角形 的 关系 式 31 + 4° — 5, RE 
个 著名 的 例子 。 和 寻求 具 有 同样 关系 的 其 他 数 的 
问题 , BRAY Pythagoras 学 派 的 研究 对 象 。 完全 
数 '( 即 等 于 其 因数 之 和 的 数 , 例如 28 — 1 + 2 
十 4 十 7 十 14) 等 ,也 是 Pythagoras 学 派 所 感 
兴趣 的 。 在 希腊 数学 中 已 出 现 属于 现代 数论 的 
“有 无 限 多 个 素数 存在 ”的 证 明 ， 求 最 大 公约 数 
的 Euclid 算法 (二 者 见 Euclid 的 《原本 》), 以 
及 求索 数 的 Eratosthenes M'G. Euclid 之 后 
五 百年 ， 即 三 世纪 时 ， 亚 历 山大 城 的 Diopha- 
atus 发 现 了 一 次 及 二 次 不 定 方程 ' 的 解法 ,这 就 
是 所 谓 Diophantus 分 析 的 萌芽 。 特 殊 的 一 次 不 
定 方程 的 解法 在 古代 的 中 国 也 已 发 现 . 算术 在 
印度 早 就 发 展 起 来 了 ， 它 与 希腊 数学 的 关系 至 
今 还 不 清楚 。 十 二 世纪 中 时， Bhiskara 已 经 知 
道 如 何 用 本 质 上 与 J. L. Lagrange 方法 很 相似 
的 方法 去 解 所 谓 Pell 方程 '( 一 不 定 方程 ). 

到 十 七 世纪 ， 关 于 整数 的 研究 在 欧洲 重新 
兴起 。 Bachet de Méziriac (1581—1638) 再 次 
发 现 了 一 次 不 定 方程 的 解法 ， 并 载 人 他 的 关于 
数学 游戏 的 名 著 “Problamcs plaisants et délecta- 
bles qui se font par les nombres”. 同 完全 数 密切 
相关 的 形 如 2? 一 1 的 素数 称 为 Mersenne HK", 
也 是 很 有 趣 的 .被 称 为 数论 创始 人 的 Pierre de 
Fermat 提出 了 许多 未 证 明 的 定理 . 其 中 最 有 名 
的 是 所 谓 “Fermat KER” C Fermat 问题 ). 
还 有 多 角 数 定理: “所 有 的 整数 都 可 以 表示 为 
不 超过 = 个 = 角 数 之 和 ?”, 也 是 很 有 名 的 。 这 个 
定理 后 来 由 С. Е. Gaus (т==3), С. G. J. 
Jacobi (n 一 4) 及 A. L. Cauchy (一般 情形 》 
所 证 明 。 BHAI, L. Euler 与 Lagrange 


使 数论 得 到 了 显著 发 展 . Euler 的 著作 “Algcbra” 
第 二 卷 中 汇集 了 关于 二 次 不 定 方程 的 丰富 多 采 
的 内 容 。Lagrange 发 展 了 连 分 数 ' 的 理论 ,并 将 
它 应 用 于 不 定 方程 论 。 SHEAR, A. M. 
Legendre 出 版 了 他 的 巨著 “Essai sur la théorie 
des nombres”， 试 图 集 数 论 成 果 之 大 成 。 数 论 这 
个 名 称 就 是 从 这 本 书 的 书 名 而 来 的 ， 

和 Legendre 的 “Essai” 几乎 同时 间 世 的 
Gauss 的 “Disquisitioncs arithmeticae" (1801) 一 
B, 将 数论 提高 到 一 个 新 的 水 平 。 该 书 第 四 篇 
二 次 剩余 ,第 五 篇 二 次 型 *， 第 七 篇 分 加 方程 ， 
都 是 划时代 的 理论 成 果 。、“Disquisitioncs” 远 远 
超越 了 当时 的 水 平 ， 以 致 当时 的 学 术 界 对 它 与 
其 说 是 理解 , 毋 宁 说 是 抱 着 敬 且 的 态度 。P，G. 
L. Dirichlet 毕生 致力 于 “Disquisitiones” 的 简 
化 工作 ， 而 且 还 应 用 解析 方法 计算 二 次 型 的 类 
Bt, AE Gass 工作 之 外 的 别开生面 的 新 方 
法 ,是 解析 数论 的 开端 . 关于 把 Gauss 的 二 次 型 
理论 扩展 到 多 变数 情形 的 问题 ， F，G，M. 
Eisenstein, H. Minkowski, C. L. Siegel 等 都 有 
重要 的 贡献 。 代 数 数论 也 起 源 于 Gauss 关于 四 
次 剩余 的 研究 (一 初等 数论 ， 二 次 域 的 数论 , 代 
数 数 域 的 数论 ， 类 域 论 ， 复 数 乘法 论 ， 数 的 几 
何 ,不 定 方程 ). 

【解析 数论 】 在 数论 中 有 许多 只 有 应 用 解 
析 方 法 才能 解决 的 问题 。 在 首 项 和 公差 互 索 的 
算术 级 数 中 存在 有 无 穷 个 素数 ， 这 是 Legendre 
首先 提出 的 猜想 。 后 来 由 Dirichler 通过 引进 
所 谓 Dirichlet 工 函数 *， 而 给 出 了 证 明 (1837), 
虽然 最 近 已 经 可 以 不 用 工 函 数 而 加 以 证 明 ， 但 
是 完全 用 算术 方法 还 是 不 行 的 .当然 ,有 些 问 题 
的 提出 也 不 能 缺少 解析 方法 .例如 , 设 不 超过 实 
数 的 素数 的 个 数 为 <(x) ， 当 x 无 限 增 大 时 ， 
=(=) 也 无 限 增 大 ， 这 在 Euclid 的 《原本 》 中 已 
有 证 明 。 但 是 ， 为 了 描述 当 * 一 co 时 x(x) 的 
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性 状 , 就 需要 解析 的 概念 。 对 此 ,有 Gauss 1548 
lim я()/—®— =1. 
ee зав 


这 一 猜想 直到 十 九 世纪 末 叶 (1896), 随 着 函数 
论 的 发 展 才 被 证 明 , 称 为 素数 定理 *。 虽然 最 近 
有 了 初等 证 明 ， 但 是 这 类 问题 没有 解析 学 而 能 
得 到 解决 是 不 可 想象 的 . 

这 样 ， 数 论 中 有 一 些 问题 不 用 解析 方法 就 
不 能 解决 ， 另 有 一 些 问 题 用 解析 方法 才能 够 简 
明 地 解决 .数论 研究 的 这 个 分 支 称 为 解析 数论 . 
解 某 种 问题 要 使 用 何 种 深度 的 解析 方法 ， 这 也 
是 一 个 很 有 兴趣 的 问题 。 

在 二 十 世纪 , 随 着 数学 诸 学 科 的 飞跃 进展 ， 
解析 数论 也 有 了 迅速 的 发 展 ， 它 所 包含 的 内 容 
日 益 广泛 , 例如 :素数 分 布 问题 推广 到 代数 数 
域 的 理想 和 素 理想 的 分 布 问 题 ,研究 Waring 问 
题 +、Goldbach 问题 ? Je Jt {th — "e (ra) Ra ASHE @ c 
论 ' 已 经 发 展 成 一 个 新 的 分 支 ,研究 格 点 问题 ' 的 
几何 数论 也 已 经 出 现 〈 一 素数 的 分 布 ， 数 论 函 
Ж, 函数 , 数 的 几何 , 格 点 问题 , 整数 分 拆 , HE 
A Xie. 
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初等 数论 [Æ clementary theory of numbers 
ik théorie élémentaire des nombres Ë elementare 
Zahlentheorie элементарная теория чисел 
日 初等 整数 论 】 关于 有 理 整数 的 整除 性 、 不 


定 方程 '、 同 余 式 等 的 初等 理论 , 称 为 初等 数论 . 
将 自然 数 1, 2, 3,-… 的 全 体 以 入 表示 ， 有 理 
整数 0, 土 1, 土 2…' 的 全 体 以 乙 表 示 ,Z EB 
常 的 加 法 、 乘 法 下 构成 有 序 交 换 环 或 整 环 ', 在 
本 条 中 ， 只 要 不 特别 说 明 ， 所 有 字母 都 表示 有 
BEN. 

(Euclid 算法 】 对 于 任意 的 整数 a, b O 
> 0),ili Ba = qb + r(0 < r < b) HR 
Far 存在 且 唯 一 (除法 定理 (division algorithm). 
q 称 为 以 5 除 = 的 商 (quotient), r 称 为 其 剩 
fkGeidue), KH, Yr = 0, RAH F a,b 
G= 0)， 存 在 整数 9 ,使 得 “一 Ра 成 立时 ， 
则 称 。 为 5 的 倍数 (multiple), > 为 。 的 因数 
(divisor), a 能 被 。 整 除 (divisible)， 并 用 记号 
bla 表示 。 由 两 个 正 整数 开始 相继 进行 这 样 的 
除法 : Шатар + п, b= qn + r, n = 
Qn + res n> n > gy 2 0), 这 一 
演算 进行 有 限 次 之 后 结束 ,得 到 n 一 qaare. 
这 个 ren = r KY a, b 的 最 大 公 因 数 Creates. 
common divisor, 50 G. C. D.), Ж 
的 正 的 公共 因数 ， 可 以 表示 为 + = ax + by 
G, y 为 整数 )。 ERR G. C. D. 的 算法 
称 为 Euclid 算法 《Euclidean algorithm); а 
和 “的 最 大 公 因 数 以 (Ca，6) 表示 。 当 (a, 6) 
二 1 时 , 称 a，5 YM 〈relatively prime), fE 
这 种 情形 下 ，ax 十 by 一 1 HERR x, y F 
Ж. 若干 个 整数 的 公共 的 因数 称 为 它们 的 公 因 
Жї (common divisor, common measure), 公共 的 
倍数 称 为 它们 的 公 倍 数 (common multiple). 最 
本 的 正 的 公 倍 数 称 为 最 小 公 倍 数 〈lcast common 
multiple, 略 写 为 L. C. M.). G. C. D. 是 所 
有 公 因数 的 倍数 ，L. C. M， 是 所 有 公 倍 数 的 
Dif dE а, 6(40) É9 G. C. D. 294, 而 
L. C. M. 21, Wil ab = dl, 

【素数 】 在 大 于 1 的 整数 里 ， 除 了 4 MA 
身 以 外 没有 其 他 正 因数 的 数 称 为 素数 (prime 
number), 其 他 的 数 称 为 合 数 (composite. nu- 
mber)。 从 整数 数列 2, 3, 4, … 中 选 出 素数 的 
方法 ， 有 从 希腊 时 代 就 知道 的 Eratosthenes 
WK 《Eratosthenes”sieve)， 即 从 这 个 整数 列 中 


依次 将 合 数 得 去 的 方法 。 首先, 2 是 素数 ,大 于 
2 的 2 的 倍数 都 是 合 数 ， 所 以 将 这 些 数 去 掉 。 
这 时 ,在 2 后 边 剩 下 的 第 一 个 数 3 是 素数 。 Ж 
后 将 大 于 3 的 3 的 倍数 去 掉 ， 在 3 后 边 剩 下 的 
第 一 个 数 5 是 素数 。 然 后 将 大 于 5 的 5 的 倍数 
去 掉 、 这 样 继续 进行 下 去 ,逐步 地 将 合 数 得 去 。 
余下 的 就 只 有 素数 了 。 有 无 限 多 个 素数 存在 
(Euclid) 〈 一 素数 的 分 布 ). 

CREAR) 正 整数 “能够 唯一 地 分 解 
成 素数 的 积 , BD a = pgr, eR ERAR 
的 有 限 个 素数 {P 4› rs oo) 及 其 相应 的 等 指 
数 a, B, 7，*……( 正 整数 ) 是 由 。 唯一 决定 的 . 
这 个 定理 称 为 初等 数论 基本 定理 (fundamental 
theorem of elementary theory of numbers). 

【完全 数 】 3602892 WERK СЕНЕ 1 
及 四 的 和 用 oC) RAY ARIS eG) ACE 20,58 
于 tn, 或 小 于 2n ,分 别 将 = 称 为 不 数 (abundant 
number), EM (perfect number), Ж 
(deficient number), {1л ABER, 4AM 
4 mn 一 2-:(2 一 D)， 且 2 一 ! 是 素数 (L. 
Euler, Comm. Arith., 2, 514). 关于 奇 完全 数 
还 一 个 也 不 知道 。 已 经 知道 形 如 4k + 3 的 数 
不 是 完全 数 CA. Stern, Mathesis, 6(1886), 248), 
对 于 形 如 44 + 1 的 完全 数 ,只 是 给 出 了 种 种 必 
要 条 件 , 并且 一 再 改进 (Euler, Comm. Arith., 
2; Stern, Mathesis, 6 (1886); Cl. Servais-E. 
Cesiro-J. J. Sylvester, Mathesis, 7 (1887), 228, 
245, 8 (1888), 92, 135, 571). RATA, 若 
是 奇 完 全 数 ， 则 # 必须 具有 下 述 形式 : n= 
popi 其 中 po ао = | (mod4), H. ay 
G> 0) 是 偶数 。 最 近 已 经 证 明 + 必须 > 8 (P. 
Hagis, Jr., Math. Comp., 35 (1980))， 还 证 明 
了 不 存在 小 于 10° 的 奇 完全 数 (Р. Hagis, Jro 
Math. Comp., 27 (1973)). 

iid o(n) — n = m fü o(m) — m = n || 
HRON ТЖ» Ra n 《例如 220 和 284), 称 
为 亲 和 数 (amicable number). Euler 列 出 了 61 
对 这 样 的 亲 和 数 组 (Comm. Arith., 1, 102), 
下 面 两 个 数 m, n 各 有 152 位 ,是 当前 知道 的 一 
对 最 大 的 亲 和 数 : 
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m= 34. 5 - 11+ 5281%- 29 - 89(2 - 1291 


-5231"— 1), 
n= 34) 5+ 11 5 52819 (25.35. 52. 1291 
+ 5281%— 1) 


(H. J. J. te Riele, Math. Comp., 28 (1974)). 
另外 E. Lionnet 将 因数 之 积 等 于 该 数 本 身 平 方 
ВОК (Amp Rer, ЯР р 是 不 同 的 素 
Ë), 称 为 第 二 类 完全 数 Cperfect number of the 
second kind), ANKLE o(n)/n 为 整数 的 自 
然 数 = 是 存在 的 (1946)， 例 如 对 于 数 7-3. 
2, 2 
+ 257,31 (0) /n 分 别 为 3，6. 

【Merscnne 数 】 形 如 p 一 2 一 1 (其 中 < 
是 素数 ) 的 数 称 为 Mersenne $ (Mersenne 
number), 为 了 使 数 2 一 ! ERK, e 为 素数 
是 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 ， 如 果 Mersenne 
数 是 素数 ， 则 称 为 Mersenne 素数 (Mersenne 
prime), 是 否 有 无 限 多 个 Mersenne 素数 存在 ， 
还 是 一 个 未 解决 的 问题 ;然而 , 已 经 证 明 , 对 于 
e < 50000, 使 得 2° — 1 是 Mersenne Ж е, 
有 下 列 27 个 : 3, 5, 7, 13, 17, 19, 
31, 61,89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 
2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 
19937, 21701, 23209 3044497, 其 中 31 以 前 
的 数 是 在 十 八 世纪 以 前 直接 验证 的 ; 以 后 由 于 
Lucas 判定 法 的 发 现 ， 验 证 达到 了 127; 再 后 面 
的 那些 数 是 应 用 电子 计算 机 验证 的 。2*” 一 1 
有 19325 { (D. Slowinski, J. Recreational Math., 
11 (1978—79), 258—267). 

【Fermat  ] 5j Mersenne 数 相似 ， 有形 如 
272-1 的 素数 问题 .这 种 数 为 素数 的 必要 条 件 是 
е2 0. ре 2 1 的 数 称 为 Fermat 
数 (Fermat number), P. Fermat 猜想 形 如 27 十 1 
的 数 都 是 素数 。 实际 上 ， 当 > 一 0，1，2，3，4 
时 ,对 应 的 p 一 3，5，17，257，65537 都 是 素 
数 . 但 是 对 于 ， 一 5, 很 容易 验证 2” + 1 能够 
被 641 整除 。 除 上 列 五 个 素数 外 , 至 今 还 不 知 
道 是 否 存在 其 他 的 Ferma 数 为 素数 。 另 一 方 
di, 已 经 知道 在 5 <>» < 1945 n, BDA А6 
企 > 所 对 应 的 ? 为 合 数 。 Ferma 数 与 正 * 边 


< 一 2， 
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形 的 几何 作 图 问题 有 密切 关系 《一 几何 作 图 问 
HD. 

LARA) 如 果 整 数 a, b 的 差 能 够 被 正 
整数 mm 整除 , 则 称 a, b 对 模 (modulus) m AR 
(congruenD， 用 记号 а = b(mod т) 表示 ,或 记 
为 a = bm) .表示 这 种 同 余 关系 的 式 子 称 为 同 
HR (congrucnce), 模 严 的 同 余 关系 是 一 个 等 价 
关系 , 报 据 这 个 等 价 关系 可 将 整 环 !ZZ 分 为 m 个 
类 ( 称 为 剩余 类 ), 由 此 产生 剩余 类 环 ! Z/mZ. 
对 于 素数 p, Z/pZ 为 剩余 类 域 , 它 与 特征 ?为 ? 
ВЕТ Е, 同 构 . 

商 集 Z/mZ 的 一 个 完全 代表 系 称 为 模 严 
的 完全 剩余 系 (complete residue system modulo 
m). 另外 ， 由 满足 条 件 nni (m) G Ai) 及 
(nom) = 1 的 Cm) п, 所 组 成 的 集合 称 
为 模 疾 的 不 可 约 剩 余 系 (reduced residue system 
modulo m) 《为 Euler 函数 ?)， 以 这 样 的 т 
为 代表 的 剩余 类 称 为 模 m 的 不 可 约 剩余 类 
(reduced residue class modulo m), т ОЖ 9] 
约 剩余 类 全 体 构成 p(m) HIE Abd Bf, JH 
(Z/mZ)* 表 示 。， 因 而 ,如 果 《o，m) 一 1， 则 
4*2 (mod m). 特 别 是 对 于 素数 p, Ai ФО) 
e—1, BIA, 如 果 (а, р) = 1, W art md 
(mod p) 成 立 (Fermat 定理 (Fermat's 
theorem)), Mim 29 2,4, pt at 2p (p 为 不 等 于 
2, m 1,2, 28, CZ/mZ)* 为 特 
环 群 '。 其 生成 元 g 称 为 模 m 的 原 根 (primitive 
root)〈 一 数 表 1)。 ТРЕБ Ута, 以 
及 (Z/mZ)* 的 生成 元 g， 存 在 唯一 的 数 a (1 < 
n Ф(т)), 使 得 a mm g^(mod m), и He 
BODL е 为 底 的 指数 (index), 100 „= Inde 
(一 数 表 2)， 群 (ZVD >33) 是 Q, 
2177) 型 的 Abel 群 , 它 的 基 是 以 一 1, 5 为 代表 
的 剩余 类 .由 此 可 得 , (p 一 1) = —1 (mod p) 
(Wilson 定理 (Wilson’s theorem)), 一 般 地 , 若 


"= I mom, m) = 1, i ИЯ Z/mZ 


= Zim + -+ Z/m Z RBZ] mZ)* 
= Z/mZy x … x (Z/m Z)" ER). 
对 于 整 系数 多 项 式 1(*)， 求 满足 同 余 式 


0) = 0Cmod m) WER 称 为 解 同 余 式 。 
Rar = b (mod m), (a, m) = d, W 
且 仅 当 d/o TAM, 且 解 对 于 模 md 是 唯一 
的 。 联 立 一 次 同 余 式 x = (mod mG = 1, 
2, +++, Ds MER а= ai(mod(mi, mD) 
Gjel, DN M, BAIT EE (BD 
mo `` ,mt 的 最 小 公 倍数 ) 是 唯一 的 ， 特 别 是 ， 
当 (ту, mj) = 1G = j) 时 ,其 解 对 于 模 M 一 
mum, 是 唯一 的 (孙子 剩余 定理 (Chinese 
remainder theorem)), 若 m —pf ipit 为 mw 的 
素 因数 分 解 式 , 则 解 一 般 的 高 次 同 余 式 Ke) = 
O(mod m) 可 化 为 解 f(x) =0(mod p), G=1, 
0 (一 局 部 域 的 数论 )。 此 外 , 解 二 次 同 余 
式 可 归结 为 解 一 次 同 余 式 及 = = ¿(mod т), 

【二 次 剩余 】 设 G m)= 1， 当 同 余 式 
= = a(mod m) 具有 整数 解 时 ,a И т YZ 
次 剩余 (quadratic residue), BUA), a 称 为 模 六 的 
二 次 非 剩 余 (quadratic non-residue), a 是 模 m 
的 二 次 剩余 的 充分 和 必要 条 件 为 : D “是 以 
mm 的 每 一 个 素 因 数 pC 2) 为 模 的 二 次 剩余 ; 
i) 当 4|m 或 8|m 时 ,相应 地 有 а == 1(mod 4) 
或 а = 1(mod 8), 

给 定 奇 素数 p, 对 于 (a, р) =1, Legendre 
符号 (Legendre symbol) (5) хат: шж а 
是 模 p 的 二 次 剩余 则 取 值 + 1， 如 果 是 二 次 非 
剩余 则 取 值 一 1L。 这 个 符号 的 值 是 由 aCmod p) 

= ab а b 
决定 的 。 且 满足 (2) 一 (2) (4). 因此 ， 
Legendre 符号 确定 了 (Z/pZD* 的 一 个 二 阶 
ER. HORA (4) == af mod р) 
(Euler 判别 法 CEuler's criterion), 
【 互 反 律 】 НТР, gbp ARR 


( EA ) ( £ ) = (= Eaa- 


=) = Ce, (2) — (aye 
P Р 


分 别称 为 关于 二 次 剩余 的 Legendre 符号 的 
ERM Caw of reciprocity), M—HRM (first 


complementary law), $8— «fi (second comple- 
mentary law), 这 些 法 则 是 Euler 提出 的 猜想 
C. F. Gauss 最 先 给 出 了 七 种 不 同 的 证 明 , 到 现 
在 至 少 有 五 十 种 以 上 的 证 明 。 在 S. Bachmann 
的 著作 Niedere Zahlentheorie 1(1902) 中 ,分 类 
叙述 了 当时 知道 的 四 十 七 种 证 明 方 法 。 Gauss 
的 第 一 种 证 明 方法 用 了 数学 归纳 法 ,是 初等 
f (Disquisitiones arithmeticae, art. 135—145, 
Werke 1), 第 二 种 方法 应 用 了 二 次 型 理论 
(Disquisitiones arithmeticae, art. 262), 后 者 演 
变 为 现在 的 用 二 次 数 域 理论 的 证 明 〔 例 如 高 木 
真 治 [1] р. 432, Н. Hasse[5], p. 417)。 第 
四 种 方法 用 了 Gauss 和 + (Gauss, Werke 2, p. 
9) ， 第 六 种 方法 用 了 整 系数 多 项 式 的 同 余 关系 
(Gauss, Werke 2, p. 55)。 第 七 种 方法 是 在 他 
的 遗 稿 中 发 现 的， 利用 了 高 次 同 余 式 (Gauss, 
Werke 2，p.234)。 第 四 、 第 六 、 第 七 种 方法 与 
分 圆 域 理论 有 关 〈 关 于 使 用 Gauss 和 的 证 明 ， 
TGA [1], р. 468, Hase [5], p. 108; X 
于 应 用 分 区 域 理 论 的 方法 , DL Hase [5], p. 
44). 第 三 、 第 五 种 方法 是 最 初等 最 简单 的 
(Gauss, Werke 2, p. 3, 51)。 这 两 种 证 明 方 法 
都 是 基于 如 下 的 Gauss 引 理 : ”在 用 奇 素数 
Vi 12,22, ‚ (р 一 Da/2 所 得 的 剩余 中 , 如 
果 有 = 个 大 于 p/2， (5) m Cor 第 三 种 
方法 的 简化 证 明 ( 例 如 ,高 木 的 证 明 [11(1904). 
同样 的 简化 还 曾 由 G. Frobenius (1914) 再 次 
发 现 ), 在 很 多 书 中 被 引用 。 
对 于 奇数 


m= I, 


4 (m,n)= 1 B$, 
n^ ny 
H-E) 
称 为 Jacobi 符号 (Jacobi's symbol)。 当 m 不 含 
平方 因数 时 , CE (Z/mZ)* WHER. BR 
FR m > 0ай m <0, sga m 一 十 1 或 一 1, 则 


有 如 下 的 Jacobi 符号 的 互 反 律 及 补 余 律 : 
д Ale 是 互 素 的 奇数 , 则 有 
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(S 
x) Us 


=i _ 
(=! ) = C Decor, 


(2) c pem, 


其 中 mm 一 (一 De-pan。 

此 外 ,作为 Legendre 符号 另 一 种 推广 的 
Kronecker 符号 +， 与 二 次 域 的 数论 有 密切 关系 
而 被 应 用 (一 二 次 域 的 数论 ). 


[ 参 】 [1] 高 木 自 治 ,初等 整数 瀹 沙 闵 ,共立 出 版 , 1931; 
[2] C. Р. Gauss, Werke 2, Königliche Gesellschaft der 
Wissenschaften, Gottingen, 1863, [3] Е. Netto, Sechs 
Beweise des Fundamentaltheorems über quadratische Reste 
von Carl Friedrich Gauss, Ostwald's Klassiker Nr. 122, 
Wilhelm Engelmann, Leipzig, 1901; [4] L. Е. Dickson, 
History of the theory of numbers 1, Carnegie Institution 
ef Washington, 1919 (Chelsea, 1952); [5] Н. Hasse, 
Vorlesungen über Zahlentheorie, Springer, 1950; [6] E. 
G. H. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie 1, Hirzel, 
Leipzig, 1927; [7] W. J. Leveque, Topics in number 
theory, Addison-Wesley, 1956, [8] P. G. L. Dirichlet, 
Vorlesungen über Ziblentheorie, Herausgegeben und mit 
Zusitzen verichen von R. Dedekind, F. Vieweg and Sohn, 
第 四 版 ，1894 (Chelsea, 1969). 


连 分 数 【[ 英 continued fraction 法 
continue Ж Kettenbruch 44 цепная дробь, 
непрерывная дробь 日 #5} ] 设 {b,jCn 一 
0, m), (ed Cn md, o m) 为 由 某 域 ' 


fraction 


正中 的 元 素 所 组 成 的 有 限 序列 , 形 如 
bg + 一 一 全 一 一 -一 一 
bh +—4 -一 -一 
b+: 


re eee 

baa + Ст 

bm 

的 分 数 称 为 有 限 连 分 数 (finite continued fraction), 

只 要 在 简化 时 不 出 现 等 于 零 的 除数 ， 它 就 表示 

рф. 为 了 写法 上 的 方便 , 也 可 
记 为 


а а саті Em 


by + bk + bua + b, 


+ tual + eal 
loa ló, 
ph e 
vba peut 


£m jp fe 
Bon On 
taa 2 


Uta! bm 


等 形式 ,或 更 简单 地 记 为 
“+ eL. 
其 次 , BBG 0,1, 2, (en 
1,2, 77) 为 两 个 无 限 序列 , 则 表示 式 


称 为 无 限 连 分 数 (infinite continued fraction). 它 
也 有 与 有 限 连 分 数 相 类 似 的 记 法 ,例如 记 为 


„+. 
a+ EL. 
在 无 限 连 分 数 中 
В TEC 
kt 0455 BRA 


称 为 第 n ХАЙ (n-th convergent), A Hf 
为 初 项 Cinitiad term), ba, e, (2 = 1) 分 别 
HAWS (partial denominator)， 部 分 分 子 
(partial numerator). 当 域 为 拓扑 域 "(例如 FF 
为 实数 域 或 复数 域 ), 及 其 元 素 的 序列 {he} 收 
敛 时 ,无限 连 分 数 称 为 收敛 的 ,其 极限 值 称 为 无 
限 连 分 数 的 值 . 

特别 是 , 当 c, Cn > 1) 全 都 等 于 1, 如 为 有 
HER, bla > 1) 全 都 为 正 有 理 整数 时 ,这 样 
的 有 限 或 无 限 连 分 数 就 称 为 正则 连 分 数 (rcgu- 


lar continued fraction), 下面 只 限于 讨论 正则 连 
分 数 , 并 用 1%, b, Tid. 

对 于 给 定 的 任意 实数 o, 应 用 Gauss 记号 
[z] (不 超过 z 的 最 大 整数 ), Ф 


waht, — be [o]; 
о 

womb. b e lol, 
Onn 


a=}, 2,.>+* 
则 得 到 的 正则 连 分 数 展开 


omit A 
页 十 十 加 十 


如 果 是 无 理 数 ， 则 其 正则 连 分 数 展开 是 唯一 
确定 的 。 WMR o EHEN, 则 上 述 过 程 将 在 有 


限 步 后 Cn = bm) 结束 而 得 到 
om b d Б, 
h toe + be 


有 理 数 的 另 一 种 正则 连 分 数 表示 ， 是 将 上 式 右 
边 的 bn RZA On 一 1) 二 1/1, 无 限 正则 连 
分 数 的 例子 有 
e” +1 
eo] 


1 

=+ + 2 
P 3p 
ses ЭБЕН 

+ Qn + Dp tees, 


其 中 ”为 自然 数 G. H. Lambert), 


(L. Euler). 
，【 渐 近 分 数 】 通常 把 正则 连 分 数 的 第 个 

源 近 分 数 表示 为 不 可 约 分 数 的 形式 : 

1 1 


de mht t il, ,20 
0.7 eee hE? TT T 


BATHE, &P5—0, Past, Quel, 
Q4 — 0, 这样 有 递 推 关系 式 : 
Р, VP + Pars 
9. = 2,0. + Qu n 2 0, 
由 此 推出 
Р.О, — POs = С 1)", n 2 —1. 


任意 正则 连 分 数 总 表示 一 个 实数 o. NRI ESSI 
的 记号 ,有 如 下 关系 式 : 
= (оар, + Pu) Сола. + О). 
EBL © DS TEP Р,-,/О,-, 和 
P,/Q, = (Pana + byPa-t)/(On-2 + Б.О.) 中 
间 插 入 的 分 数 
Р Pana + kPa 
ow - + kOn- 
k-1.2,-, ls 
称 为 中 间 渐 近 分 数 〈intermediate convergent). ifi 
原来 的 渐 近 分 数 称 为 主 渐 近 分 数 《principal 
convergent), 
如 果 遍 近 无 理 数 。 的 分 数 P/O 满足 条 件 : 
对 于 任何 其 他 的 分 数 р/а. 4<0, BH 
le —P/Q|<|o—p/q|, We P/O 给 出 了 
© (ШГ 《best approximation), 给 出 的 
MUNA, МЕЛЕ EME Sou 
Tnm РОМ, Hk > b,/2K k = b./ 
2, On > Dein, 
渐 近 分 数 满足 关系 式 Pu/9。 一 P-V92.- 一 
С 1)"1/0,0,-1, Ait BAI (P./01], {Pretr/ 
Oxa) 分 别 是 单调 递增 的 和 单调 递 威 的 。 关 于 
渐 近 分 数 的 逼近 有 下 列 关系 式 : 
P, 1 1 
| 


jo 


je- rski ex. 
“人 


关于 渐 近 通 近 的 程度 , 还 有 如 下 的 结果 : 对 于 
任意 的 o， 使 得 lo — P./0.] < 1G 5 05) 
成 立 的 上 有 无 限 多 个 ,然而 ,如 果 2 > V 5 , 则 
FE o, 使 得 lo — P./0.| < 1/00 只 对 有 
PRA n ii СА. Hurwitz); 相 邻 的 两 个 渐 近 分 
数 至 少 有 一 个 满足 不 等 式 1e — P/0.] < 1/ 
(20%)(К. T. Vahle); 相 邻 的 三 个 渐 近 分 数 
至 少 有 一 个 满足 不 等 式 lo 一 Po/2.| <1/ 
《V5 05) (Е. Borel). ЖЖБА G. Humbert, 
BARZ, KHW, L. R. Ford 等 人 的 研究 
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ARORA 121). 
【二 次 无 理 数 】 如 果 无 限 正则 连 分 数 [bo， 
bo co] 满足 Рл = бла œ = 0, 1, 2, 
t. ， 则 称 为 循环 连 分 数 (recurring continued 
fraction), 183) [b bis s mts Pal. 
Pim — oij, PH (pure) 循环 连 分 数 ， 当 
m>1 kj, KYR (mixed) 循环 连 分 数 . 将 
[LE DIETE 
(period), 无 理 数 的 连 分 数 为 循环 连 分 数 的 
充分 必要 条 件 是 : ос, од 
ar + bx + c = ORI (а, b, с HAMM, 
P—4ac 不 是 平方 数 ) QJ. L. Lagrange), © 5] 
用 纯 循环 连 分 数 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 中 为 
不 可 约 的 二 次 无 理 数 ( 即 满足 21 o> ои 
> 一 1, 其 中 w жо) (E. Galois), 
为 非 平方 数 的 有 理 数 的 平方 根 的 充分 必 
要 条 件 是 : 的 连 分 数 具 有 Us, bi ssa 
2%] Còr» = b,) 的 形式 CA. M. Legendre), 
[Diophantus 方程 和 Diophantus WH) Ж 
于 一 次 Diophantus 方程 ! ax 一 by = 1((a, b) 
= 1), a/b = lbo, bis bm] = Pm/ Qu ill 
由 Р.О — Pim m (— D77 AYR, x = 
(71)779., y = С DP, HIT ER 
组 解 。 而 通 解 具有 х + br, yo ar WER. 
这 个 解法 与 应 用 Euclid 算法 + 的 解法 在 本 质 上 
是 相同 的 。 
Lagrange 利用 连 分 数 解 出 了 Pell 方程 ' 2 
一 Dy = 1 (D 为 非 平方 自然 数 )、 设 W 了 的 连 
分 数 的 周期 长 为 ,其 浙 近 分 数 以 Pu/9。 Ж 
AR, M Pell 方程 的 全 部 正解 为 1=Pm- у= 
Qui = 1,2, 5). fu OO REGI = 
Pa,-jais у = Qar- = 1,2, +++) et 
一 Dy = 一 1 的 正解 。 此 外 , BIR = — Dy: = 
士 1 的 最 小 正解 为 z yo WERTH QG 十 
VD у) = r, + V Dy, ВНШ х, y, b> = 
2, D 外 ,不 存在 其 他 的 正解 、 例 如, * 一 
211 2 1 的 最 小 正解 为 x = 278354373650, 
y = 19162705353, 
Lagrange 还 利用 连 分 数 求 出 了 代数 方程 的 
很 的 近似 值 。 这 种 方法 对 相 邻 根 的 精确 计算 特 
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别 有 用 。 

还 可 利用 格 的 概念 (一 数 的 几何 ) 以 几何 方 
法 来 研究 连 分 数 CF. Klein, Humber), 例如 ， 
在 Diophantus 逼近 中 ，P。/O. $F o MBER 
BE, 可 以 由 格 点 Pus On) 对 平面 上 的 直线 ”一 
ох 的 接近 程度 来 表示 。 

[函数 项 的 连 分 式 】 关于 函数 项 的 连 分 式 
只 有 很 少 的 结果 。 由 tan 的 连 分 式 展开 《La- 
mbert) 


+ 7 +, 
可 以 推出 ， 当 = 是 有 理 数 时 , tanz 及 = 都 是 无 
理 数 等 著名 结果 CA. Pringsheim), 

在 函数 项 的 连 分 式 中 ,形式 为 


de a 


Гао, alim T UT ГА 


ах 
+ 1 +: 


的 连 分 式 称 为 正规 连 分 式 (normal continued 
fraction), 其 渐 近 分 式 以 Pu(z)/9。(z) 表示 .为 
了 简单 起 见 , 令 PAG) = 0, 04) = 1, 则 有 
递 推 公式 

P,(z) 一 Pail) + а,2Р, 162), 

О.С) 一 0,160) + a 20, 

221. 

进而 有 下 列 关系 式 : 

Pa(2) On-1(2) — P.-(z) О.) 

su G= Tyro Il ay, 


eye 
ENT PROVA O] 
后 者 是 形式 上 的 关系 式 . Wk 1а, n 
m 个 渐 近 分 式 的 时 级 数 展开 为 
ae 一 p bur > 0), 


MJ „= 2.00 SVS m< n. MR Lao, 
anz]? 在 原点 附近 能 展开 为 寡 级 数 , 则 有 


Lao, anz]? = У) baaz”. 


La, a,z]t = 


此 外 , 若 (1а, 07 的 上 确 界 下 是 有 限 的 , 则 Сао, 
agli 在 |z| < (1/4); Е—Ж Ж, 因而 它 表 
示 一 个 在 |z| 二 (1/4)# 内 全 纯 的 解析 函数 . 
(8) [1] SMR, fü. нич, 1933: 
[2) MRS, AFI, ASM, 1928: [3]. WAM 
Jb. 2090242098, HIM, 1931; [4] ADF, M 
‘YL MR, Hd 53.1949: [5] A. Pringsheim, Vorlesungen 
über Funktionenlehre, Teubner, 1932, Р. 926—959, [6] O. 
Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen, Teubner, 第 三 
版 , 1954, MRK PRED ME LGM (E AB R Rn 
的 上 应用; 17] H. 5. Wall, Analytic theory of continued 
fractions, Ж] helsea, 1967; (8] А. Я. Хинчин, 
Цепные дроби, Гостехиздат, 1949; [9] А. H. Хован: 
ский, Приложение цепных дробей и их обобщений к 
вопросам приближенного анализа, Гостехиздат, 1956. 


{Ж arithmetic function 法 fonction 
arithmétique Ф zablentheoretische Funktion 4f 
арифметическая функция 日 数 验 的 并 数 ] 

【递归 数列 ] 以 非 负 整数 集合 (或 自然 数 集合 N) 
为 定义 域 的 ( 复 值 ) 函 数 称 为 数论 函数 《arithm_ 
etic function), 因此 , 可 以 把 它 看 成 一 个 数列 . 
TOES 我们 考虑 递归 数列 。 Wife) z o> 
ei) Ж т PMB, Ди uy ao, a= 
eo cts жа е ага. 并且 相继 地 定义 wsr 一 
Кш, ims tte ман) == 0, 1,2, 7). 这 
样 定义 的 数列 (un) 称 为 由 初 值 aos ал, "аа 
及 函数 /所 定义 的 > 阶 递归 数列 (recurrent 


sequcnee). 特 别 是 , 当 定义 函数 了 为 了 ) bx 时， 
= 
и.) 称 为 线性 递归 数列 


(linear 
sequence), Fibonacci 数列 (Fibonacci sequence) 
是 一 种 特殊 的 线性 递归 数列 ， 它 的 初 值 是 as 
NOTTE 
个 根 为 < 一 (1 十 W5)/2， 8 一 (1 一 VS5)/ 
28 c, e = a, ca 十 cz 一 和 确定 < 及 
e. ЭХ, ЖИЛ] ао, а, 的 Fibonacci 数列 由 
u= cuo" + cf (n = 0, 1,2, o) 给 出 . 若 
取 ag = 1, 2 = 1, 则 得 到 Binet AR (Biner’s 
formula) 


Ae 


ep 
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recurrent 


【 积 性 函数 】 2X RAN WEEE 
f0) 一 1, Вз (т, л) 一 1 时 ， 有 f(mn) = 
Í(m)f(n), WEARER (multiplicative); 若 
К1) 一 1， 且 对 于 任意 的 m, »(€N), 4 fma) 
= fm)f(n)， 则 称 为 完全 积 性 的 (completely 
multiplicative)， 类 似 地 , 若 1(1) = 0, B34 (m, 
п) 一 1 时 ,有 f(mn) = fm) + 109), BU f A 
加 性 的 《additive); Bf (1) = 0, 且 对 于 任意 的 
m, n CEN), Ж {(mn) = f(m) + f), WA 
EHME (completely additive), 2 f WR 


ш, B Ў) GO) HRI, URE CEI p, 
fon stica B Ar 


Xu = I (3i). 
HEA UMD TE Fy TBR b ëk EAE 4 fC) 
完全 积 性 函数 时 ,有 


So) = Па). 


例如 ,以 一 5 十 站 表示 复 变数 , 令 (п) = п 
《这 是 完全 积 性 函数 )， 就 得 出 了 关于 Riemann 
《函数 + 的 Euler AR: 


гоо Se = а = рт), 
= 
>l, 
LER) WR 及 & 都 是 积 性 的 ， 则 卷 积 
(convolution) frg 定义 为 
(fsg)(n) 一 > Ка) g(n/d), 


这 里 D 是 指 对 于 ”的 全 部 正 因数 4 求 和 . 函 
名 

数 fxg 仍 是 积 性 函数 。 WRA 也 是 积 性 的 , 则 
有 (f*g)*h = fr(g*h). 

Möbius 函数 (Mobius function) p(n) 定 
义 如 下 : uC) 一 1; 当 能 被 素数 的 平方 整除 
时 , a(n) = 0; 当 ” 能 表 为 相 异 的 r 个 素数 之 
积 时 , n(n) 一 (一 17。 上 ~ 是 积 性 函数 .容易 证 
明 : D d) 一 1, 当 ”一 1 时 ; D (0) = 


pri p 


0, 当 n > 1 时 .如 果 定 义 函数 <: e(a) 一 1,24 


数论 函数 09 
пк lk}; е(п) = 0,354 n > 1 Bj, We 就 成 为 
运算 x* 的 单位 元 。 如 果 再 定义 函数 p: 对 于 所 
Ain, on) — 1, H| но = oru =e RY. 
由 此 推出 ，f*p 一 g K img W gn) = 
END 516) = (ва) 等 价 ， 这 


POS Möbius RAR (Mobius? 
formula), 与 它 类 似 的 有 gG) = DtG/n) 
< 


inversion 


516) = > p(n)g《x/n) BBP. 


设 00) 表示 满足 1<m<n R (m, 
n)=1 的 整数 mm 的 个 数 ,函数 p(w) 称 为 Euler 
函数 (Euler’s function), p(n) 是 积 性 函数 ,如 
Ж? 为 素数 , 则 有 ep) = p 一 рит", 因而 ,有 
gln) =n H GUD =n X AD 如 


RENEK”: 对 于 每 一 个 有 x(n) =n, W) 
这 个 等 式 可 写作 p*v 一 p, 因而 得 出 > = orp, 
в У) gld) = n, 


把 自然 数 Ж k ЧР ВА OR 
考虑 在 内 ) 的 表示 法 的 个 数 ， 记 作 dam), 称 为 
广义 除数 函数 (generalized divisor function), BD 
d= У) redo) 所 以 ,d= 


mn C 
prp: -ro (k 个 卷 积 ), 并 且 是 积 性 函数 ,特别 
Æ, k m 2 bJ, I a (n) = a(n), HAR 
Ж (divisor function), a(n) 表示 ”的 因数 的 个 
数 , 例如 , 4(12) 一 6、 将 自然 数 ” 的 因数 的 “ 
KEZA (a 也 可 为 复数 ) 记 为 rs(n), 特别 是 ， 
将 m(n) іа (n). WR n= [T р, Woda) 


Pin 


= >; = TT 0-1) (° — 1), ЖН. 


a(n) 也 是 积 性 的 。 满足 oC) — 2n UR n Hh 
эже. Bac TT Polo) 316 


bis 


的 相 异 的 素 因数 的 个 数 ) 及 On) 一 D 1n 


Dr 


的 素 因数 的 个 数 ) 都 是 经 常 使 用 的 函数 ，o(?) 
MEN, O(n) 是 完全 加 性 的 . 

【剩余 特征 标 及 Gaus ЖП] ЇЙ К ЖЕ, 
函数 X 是 以 全 体 整数 为 定义 域 的 不 恒 等 于 零 的 
完全 积 性 函数 , 若 满足 条 件 : 当 (nk) >18, 


ззо 数论 函数 


X(n)=8, n = n, (mod k) IH, X(m)=X(m), 
Bx HBA Dirichlet 特征 标 或 剩余 特征 
$ (residue character) (或 称 为 Dirichlet 特征 ， 
简称 为 特征 ). 有 Ф(К) 个 相 异 的 以 为 模 的 特 
征 标 存 在 。 对 于 每 一 个 满足 (n, k)=1 BJ n, 
有 Х(а) 一 1 的 特征 标 称 为 主 特征 标 (principal 
character), 以 % RAR. 这 时 ,有 如 下 的 关系 式 : 
eU, X= Xo, 
> Ж] lx 
= [ PCA, 2 = (mod k), 
xx à l 0, п 5 1(modk). 
BOR RAED k= (ОА. ki) 一 1， 
ise), WE r É ORR MER x F E, 
使 得 
X — XXX, 
且 这 样 的 分 解 式 是 唯一 的 . 
设 о = ехр2«і/4, WGC, ) ~ > 


„аю 


X(n)p” 称 为 Gauss 和 (Gaussian sum). 这 里 
У) жуй өй КТЖ ЖЖ 


sio 
和 ， 即 对 剩余 类 环 Z/kZ (Z 是 有 理 整 数 所 组 
成 的 加 法 群 ) 的 一 个 完全 代表 系 求 和 ， 如 果 a 
= b(modk), MJ Gla, X) = GC, X). Wk 
=khk kk k)= 1, i j), B a= 
a(mod ki), WA 
G(a, X) = eG(a, X)G Cas 
X) Gary X), 

e= X OX Ko XS Re) 
这 里 ，X у, +X, 是 上 面 所 说 的 X 的 分 解 。 

设 如 为 《的 因数 ， 如 果 当 (п, 人 ) = l," 
= 1(modho) 时 ， 总 有 x(n) 一 1， 则 X 可 以 看 
成 是 在 模 如 上 定义 的 。 在 这 样 的 模 如 中 的 正 
的 最 小 的 模 f = 100 , 称 为 的 前 导 子 (condu- 
ctor)。 如 果 太 本 身 就 是 X 的 前 导 子 ， 则 X 称 为 
BEA 的 原 特 征 标 (primitive character), 根据 上 
述 的 的 分 解 ,前 导 子 亦 可 分 解 为 

100 = AA 6). 

设 D 为 不 含 平方 因数 的 整数 ， 则 二 次 域 
QD) (Q 为 有 理 数 域 ) 的 判别 式 4 是 DO 
= 1(mod 4)) s 4D(D = 2,3 (mod 4))。 这 样 


表示 的 整数 4 称 为 基本 判别 式 (fundamental 
discriminant), 仅 对 于 这 样 的 4 可 定义 Kronecker 


符号 !( 生 (一 свн). жа, A. 


Z. Walfisz (1936) 证 明了 : Jn x») 是 取 实 
数值 的 模 的 原 特征 标 ， 则 下 列 三 种 情形 之 一 
成 立 : 1) k= pir po 2) k= pp p 

3)k = Spp op, (р 是 互 异 的 奇 素数 )， 在 情 
形 1)， 根据 4 一 1， — 10004), Ж x (n) = 


(5). (Z5) mm s God, 
bed ELLE 
жа (5)u. 


标 , 则 


是 ( 二) 如果 x 是 模 的 原 特征 


Gla, X) 2 X()60, 2), 
GU, HEA, X) = k. 
特别 是 , 当 X 为 实 原 特征 标 时 ,有 
GUO = Vk, X=) 71H, 
=; Vk, 0) = 一 1 时 。 
还 有 , 设 p= exei], WI 500, Ю = 
У) р" Ж Gauss ЯП, (a, k) = 1 hf, 


«аю 

可 以 像 下 面 这 样 来 计算 50а, k). SUR (ko ka) 
= 1, BJ 50а, ke) = SCakzs KS, ki). 如 
Жай? н Ж. 


5(а,2') = 0, als 
一 (1 +i, > 为 偶数 ， 
emen, X 0S, 
如 果 a РЕЖ, 
Sa, р) =", r AAK, 
= pS (a, р), > 为 二 1 的 奇数 ， 
es 
5 (asp) -(2)sa. p. 


am (E)E Legende 符号 '， 另 外 ， 还 有 C. 


F. Gauss 给 出 的 公式 : 
S, p) = VP, p= 1mo 4), 
=i P, р==3(той4). 


很 多 作者 对 这 个 公式 给 出 了 各 种 证 明 (E. Lan 
dau [5]). 


G(a,X) — У) exp2xich/k 称 为 Ra- 


и&% 
manujan 和 (Ramanujan’s sum), 以 cx(a) 表 
ж, Eh У) A IE TT SES 


node) 
MRARA, ША ЫЯ 2/62 的 一 个 不 可 
约 代表 系 求 和 ,ck(1) = и), BAT g(a) = 
D, ka)4. 


«6% 
[解析 方法 ] 对 于 数论 函数 (0), EM 
У) 1(w)， 估 计 这 一 和 式 的 阶 及 求 其 级 数 展开 


ae 


的 问题 ， 是 解析 数论 中 的 一 个 主题 . 设 1), 
#(®) 为 在 x 之 1 上 定义 的 函数 ，g(x) 为 C' AS 


函数 ,如 果 令 F(z) = У) Кн), WA 
< 


РОО) 


e 
= FG 一 [roro 


= FOX) + | QQ. 


例如 , it fC) = 1, gG) = logx 或 1/x, 则 得 
到 У) logn = xlogr—2--O (log x) i >) 7 
= = 

= logx + C + О (x7) (C Jj. Euler 常数 ')。 
由 数论 函数 (п) 所 构成 的 Dirichlet 级 数 
FO)= > f(n)n7' BREDA PC) = Syne, 


称 为 ку D (generating fu- 
nction)。 这 是 为 了 利用 函数 论 方法 来 处 理 本 节 
中 的 问题 而 想 出 的 办 法 ， 在 某 些 情况 下 还 要 用 
更 复杂 的 办 法 。 

下 面 主要 考虑 Dirichlc 级 数 的 情形 . 前 
面 所 引进 的 数论 函数 p，#，4，X 的 母 函 数 ,分 
别 是 :5(s)= >, aD? иби) dada, 


LG, 2) = Ў) X677, 它们 的 收敛 模 坐标 均 


A, LG, Y) ж Diriche L REC (— t B 
MRA), k= 1, X SM, LG, 
X) 就 是 Riemann $ 函数 '5(s)。 设 f, Е 为 积 性 


数论 函数 зз 
函数 , fre 一 h, WR j e 的 母 函数 F(s), G(s) 
Yo So RCIA, Ws BRR) 4 
oS op} BERK, BA FG)GG) SHG), 
所 以 , 当 c>1 时 ， 有 Slane = tO", 


= 


D px) (у, ул, Salado = 


KOLS > апя ONO). 最 后 的 这 

AXRAR S. Ramanujan 给 出 的 .更 一 般 地 。 
有 公式 D alae = 20), Itt 90) 

Mo > 1/2 时 是 解析 函数 ， 由 此 ,应 用 函数 

论 方法 就 可 推出 Y ё (я) ~ Са (ов) 

A 

+. + су) (B. M. Wilson, 1923) (一 素数 的 

分 布 , 格 点 问题 )。 

所 谓 的 Euler 求 和 公式 《Euler summation 
formula) 有 各 种 各 样 的 形式 ， 下 面 是 最 简便 的 
一 种 (E. Landau, L. J. Mordell, H. Davenport): 
Ф fle) = + 一 [x] 一 1/2， 我 们 相继 地 构造 
周期 为 1 的 连续 函数 ОО, БСО, s 使 得 
[02 =, важен io) = 
1600210). АЖ PO) (0 <r <A) 在 
(а, b) 上 是 连续 的 , ИВА eH BY BRIT E 
> ro) = | rc 


a-i 
+ 5 CD G) FG) 
= 
— f) FQ) 
+ Cap» rco reyes 
例如 , 设 a= l,a =l, =N, FG) =e, 
并 在 所 得 到 的 表达 式 中 令 N — oo , 则 有 


(401 Dreth 


一 个 AD ae n. 
E 


上 式 右 端的 积分 是 + 的 解析 函数 (0 > 0), ж} 
用 下 面 的 分 部 积分 ， 可 把 它 解析 开拓 到 整个 平 
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Hi, 
oe 


hoy 


AG) + G+ of LG) a, 


pres) 


> sin 2лях 


£t "= 


FAY С) 的 Fourier 展开 式 为 一 


/ xP 2xinx 


(有 界 收 化 ), 所 以 有 ja) 一 一 37 PR 
REE 表示 除去 ”一 0 这 一 项 ， 且 在 求 和 时 
把 第 "项 与 第 (一 ») 项 一 起 相 加 ， 即 这 个 和 实 


© exp (2rinx) | exp (—2xinz) 
NEST > Cuiny (яну 


因此 , 当 4 = 1 时 ,得 到 
> ro) = |, ree + ha) F(a) 


p 


— fol) FC) 


一 十 > L |А F'(x) sin (2xnx)dx, 


- 21а 
设 1(z) ЖЕ (— оо, co) EEH, Lebesgue 
WR, HFG) 一 >) fn t0 А 


Hebe FAB a(n) =|" (exp2aindy(ae, 
如 果 > la(n)| 是 收敛 的 , 则 有 Poisson 求 和 


P» К) 一 > | серењуода. 


例如 , 若 取 (7) = ехР(—жёх)(х > 0)， 则 得 到 
> exp(—=n*x) 


- > tay 


- EN eps an) 
ссии men 

除了 应 用 这 样 的 实 变 函数 论 方法 以 外 ， 还 
可 应 用 概率 论 的 方法 。 设 f(") 为 e(n) 或 


O(n), WWD) f(n) = xlog logz 十 cz 十 o(z)， 


所 以 (n) O(n) 的 平均 阶 为 log logn, 关于 
这 个 问题 , 若 用 4(x; a, P) 表示 不 超过 * Вій 
J& log log n + а V log logn < f (n) < log logn 
+ # V log log n ff] n еа 则 可 证 明 

lim 26+ 468. 2 


在 f(n) = oln) 的 情况 , 这 个 结果 是 由 了 . 
Erdo-M. Кас (1940) 应 用 中 心 极限 定理 ' 和 
Brun 得 法 ' 得 到 的 ， 后 来 由 田中 入 (1955) 进 
一 步 推广 . 

下 面 介 绍 一 些 常用 的 估计 式 。 设 s 为 任意 
Е, п 为 任意 的 自然 数 , W din) = O (n°) 
(Landau 符号 ')， 这 里 0 与 a 有 关 。 还 已 知 
有 lim sup (logd (n)) Clog logn)/ log n = log 2 


(S. Wigert, 1907), lim inf (n) (log log n)/n= 
ee, 以 及 公式 won) = OC log n/ log log п). X 
是 模 不 的 原 特 征 标 ，5m = Уу xG), Am 


无 关 的 估计 |Sw| < V K logk (1. Schur, 1918), 
R s. = OCV k log logk) (R. Paley, 1932), 
这 意味 着 存在 无 限 多 个 《， 对 于 适当 选择 的 mm 
BX, H Sul > c V k log log k Cc 为 绝对 党 
BO. 当 x 不 是 模 的 原 特征 标 时 ,如 果 设 * 为 
X 所 对 应 的 原 特征 标 ， 则 LG, X) 一 LG, X) 
Па -x2p2. Bike OMS f. 

D 
则 得 到 公式 

Su) = 

S айкан 
关于 这 些 内容 , A. T. Постников (1956) 有 新 
的 研究 。 设 ?为 充分 大 的 素数 , 则 模 ? 的 最 小 
正二 次 非 剩余 不 超过 pU (logp): (H. M. 
Виноградов, 1926). 另外 , Bi p 的 最 小 正 原 根 
不 超过 25 VP , 其 中 ?为 素数 , m = olp 一 
1) (华罗庚 ,1942)。 在 这 方面 ,D. A. Burgess 
(1962) 也 有 新 的 研究 。 如 果 w 是 给 定 的 无 平 
方 因子 的 整数 , 则 存在 无 限 多 个 素数 p, 使 得 必 


n(d)X(4) У) (т). 
E 


FO? 的 原 根 (Апа 猜想 )。 
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analytic theory of numbers, Amer. Math. Soc. Math. 
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Zahleatheorie, Springer, 1950; [4] MUERE X. WSR 
HONMA, ÑH, 1949; [5] E. С. H. Landau, Vorle- 
sungen über Zahlentheorie I, Hirzel, Leipzig, 1927 (Che- 
isa, 1946); [6] W. J. Leveque, Topics in number 
theory, Addison-Wesley, 1956; [7] 未 网 恕 一 ， 解 析 的 整 
Mik, BW, 1050: [8] RAMI. зенай, 3 
立 出 版 ，1931; [9] J. Kubilius, Probabilistic methods 
in the theory ot numbers, Amer. Math. Soc. Translation, 
1964, [10] A. O. Гельфонд-Ю. B. Jlumu, Элемента 
рные методы в аналитической теории чисел, M., 1962. 


HEAR [HK additive number theory 法 

théorie de nombre additive 4 additive Zahle- 
ntheorie 4& аддитивная теория чисел 日 加 
法 的 整数 论 ] 将 全 体 自然 数 的 集合 用 NM 表示， 
HFS A, B, RAR 4 + B = C 意味 着 
和 集 C 是 由 所 有 这 样 的 自然 数 。 组 成 : ce4 
或 cEB 或 c 一 a 十 bla€ 4,4bE B)， 在 这 个 
意义 下 ,可 考虑 4, B, WARK. UN д 
"个 4 的 和 时 ,将 4 称 为 是 NN 的 最 高 为 位 的 
基 (basis of order r)， 在 属于 4 的 数 中 , HRB 
过 正 数 x 的 数 的 个 数 用 AG 表示 , 则 inf 4(x)/ 
x 称 为 4 的 密 率 (density), 对 于 所 有 的 me N, 
如 果 A(n)>an, B(n) 三 pn(0 一 ap8 一 1)， 
则 有 (4 + B)(n)2(min(1,a + 2)) RIL. 这 
个 结果 是 E. Landau (1937) 提出 的 ， 但 没有 
证 明 。 在 此 之 前 ，A. Я.Хинчин (1932) 1% 
证 明了 a = 8 的 情形 ， 然 而 其 证 明 却 是 意外 的 
ШЖ. 后 来 ，H. B. Mann (1942) 及 E. Artin- 
P. Scherk (1943) 才 对 一 般 情 况 证 明了 这 一 结 
Ж. АЮ Жа, B 的 密 率 为 0, 如 果 B 是 
NN 的 有 限 位 的 基 , 则 4 + B 的 密 率 比 a Ж (А. 
Я. Хинчин-Р. Erdös, 1936), 设 P 为 全 体 素 数 
所 组 成 的 集合 ,其 密 率 虽 为 0, (IE P 十 P 的 密 
REER (Л. Г. Шнирельман, 1930). Wit, 
P ДЕМИГИП Ж ISI, EER AR r 
使 任意 的 自然 数 能 够 表 为 不 超过 r 个 素数 之 
和 。 ШОХИН АК ЖӨН ЕШ Ж: 
合 ,虽然 其 密 率 为 0, 但 可 以 证 明 若干 个 2 之 和 
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的 密 率 为 正 . 根据 IO. B. Линник 的 思想 , E 
JB (1956) 给 出 了 一 个 简化 证 明 。 和 前 面 一 
样 ,由 这 一 结果 推出 ,存在 一 个 常数 :一 5 (4), 
使 得 任意 的 自然 数 能 够 表 为 不 超过 : = G) 个 
正 整 数 的 《次 宕 之 和 。 这 个 结果 首先 是 D. 
Hilbert《1909》 用 另外 的 方法 证 明 的 . 
寻找 素数 的 古典 方法 , 是 所 谓 Eratostheness 
算法 !( 一 初等 数论 ) V. Brun (1920) 改进 了 
这 个 方法 ， 他 提出 了 一 个 将 整数 表 为 素 因子 的 
个 数 尽 可 能 少 的 两 个 整数 之 和 的 新 的 筛 法 . 
Brun 的 方法 ,后 来 由 H. A. Rademacher(1924), 
E. Landau (1931), A. Бухштаб (1937 以 来 ) 
等 作 了 改进 .更 进一步 ，A. Selberg (1952) 提 
出 了 有 高 度 技巧 的 方法 ， 这 一 方法 的 各 种 形式 
RRE “Acta Arithmetica” 的 一 些 文章 中 。 
【Farey ЖЯ г ЕЖ, N r 
的 Farey 数列 (Farey series) 就 是 : 由 所 有 
的 分 母 小 于 的 非 负 不 可 约 分 数 ， 按 其 大 小 顺 
序 所 排列 的 数列 ， 例 如 ,+ 一 5 时, 五 阶 Farcy 


数列 为 : 
基 E E E 1 а A 
pq? 7. 7 wt ag у» Ж 
3:25 4 
a gs 


н 为 正 整数 ,在 # 阶 Farey 数列 中 取出 二 个 
分 数 a/b, c/d, 如 果 
b+ d2n+ 1, be —ad=1, 

则 这 两 个 分 数 就 是 这 个 Farey 数列 中 的 相 令 
项 ,而 且 反 过 来 也 成 立 。 由 相 邻 的 二 个 分 数 a/ 
by c/d 构成 的 分 数 (a + с)/ + d) 称 为 中 项 
(mediant), fE n pr Farey 数列 中 插入 那些 分 母 
Ant 1 的 中 项 ,就 得 到 十 1 阶 Farey 数列 。 

ÀR a/g XE W: Farey 数列 的 一 个 分 数 ， š 
Ro Rarqa = И, © < £ < Z. 

4 4 4 4 


па [ete ata” 
区 间 [Se t] кур аја Farey M 


(Farey arc), ÜR n = [=] + 1([ 1% Gauss 符 
5), 0/1 的 Farey 弧 取 为 [—1/2, 1/1], 对 
1/1 AYE Farey Ж. 这样 一 来 ， 长 度 为 1 的 区 
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fl [—1/2, 1 一 /n] 就 被 分 解 为 这 些 Farey 
MZM. па ЖР а/4 的 Fary SK, WU la 一 


a/q|<i/qr. 因此 , 设 r 之 1 及 a 为 任意 实 
数 , 则 使 得 
(lal.4) =1, 0<4<r, 


la — а/а) < Var 

成 立 的 有 理 数 a/4 的 存在 性 就 得 到 了 证 明 . 为 
了 估计 周期 为 1 的 函数 在 (0, 1] 区 间 上 的 积 
分 ,有 对 有 必要 将 这 个 区 闻 分 为 上 述 那些 Farey 
MLA. 这 个 方法 称 为 圆 法 Circle method), 
这 种 分 割 法 称 为 Farey 分 割 (Farey dissection), 
而 且 , 这 个 方法 根据 不 同 的 具体 问题 ,还 可 作 适 
当 的 改变 。 此 外 , 设 e 为 一 给 定 的 正 数 , 当 4 < 
< 时 ，a/4 的 Farey 弧 称 为 优 弧 或 基本 区 间 
(major arc 或 basic interval), 而 其 他 的 Farey 弧 
称 为 劣 弧 或 余 区 间 (minor arc 或 supplementary 
intervl)。 通 常 是 ,在 优 弧 上 的 积分 是 整个 积分 
的 主要 部 分 ,而 在 劣 绝 上 的 积分 是 其 次 要 部 分 。 

[Goldbach 问题 】 所 谓 Goldbach 问题 
是 指 С. Goldbach 在 其 和 L. Euler 的 通信 
《1742) 中 所 提出 的 把 正 整数 表 为 素数 之 和 的 猜 
想 。 更 正确 地 说 , 他 猜想 : 6 以 上 的 偶数 能 表 
为 二 个 奇 素数 的 和 ，9 以 上 的 奇数 能 表 为 三 个 
奇 素数 的 和 . 

И. M. Виноградов (1937》 首 先 证 明了 充 
分 大 的 奇数 可 以 表 为 三 个 素数 的 和 。 设 N 为 足 
够 大 的 奇数 . 若 令 
A(q, N) = n 


AORTA 


op(—-2ri 2 м), 
则 SCN) = > Ala N) xt lici, 且 等 于 


(к= Ж) (1 ==). 


熟知 ， 对 所 有 的 N 有 SON) > 6/8, 如 果 设 
N= р + prt ра 解 的 个 数 为 (N), H| 
r(N) ~ (N'/21og? N)SQN). 其 证 明 是 应 用 贺 
法 ， 优 弧 上 的 计算 应 用 算术 级 数 的 素数 定理 
《一 素数 的 分 布 )， 劣 弧 上 的 计算 ,运用 了 他 
所 创造 的 估计 > exp2xiap 的 巧妙 方法 。 类 


似 这 种 形式 的 指数 函数 的 有 限 或 无 限 和 称 为 三 


角 和 (trigonometrical sum), 更 一 般 的 ， 可 讨论 
多 变数 的 三 角 和 。 关 于 和 Виноградов 在 
其 著作 (7D 中 有 详细 的 论述 。 关 于 偶数 的 情 
É, 至 今 还 没有 解决 。 但 是 ，J， G. 
Corput, T. Estermann, Н. Г. Чулаков 及 华 罗 
庚 等 同时 证 明了 至 多 除去 密 率 为 0 的 偶数 之 
外 其 他 偶数 都 可 以 表 为 两 个 素数 之 和 (1938)。 
MF іх eS A, Линник (1946), Чудаков 
(1947) 通过 引进 工 函 数 的 零点 密度 的 概念 ,给 
出 了 函数 论 的 证 明 方法 。 在 承认 Riemann jb 
想 的 前 题 下 ，G. H. Hardy-J. E. Litlewood 在 
1919 年 前 后 就 已 经 指出 了 这 些 方法 的 方向 , 

(SAR) 设 m 为 大 于 3 的 整数 ， 由 
a=1, аы — a, = (т – 2) п +1 (n=l, 
2500+) BRERA (а,). 属于 这 个 数列 的 整数 
称 为 mm 阶 多 角 数 (polygonal number of order 
m). 它 的 通 项 为 : n + (m — 2) (m — n)/2 
(а= 1, 2,55). 当 m 一 3 时 ， 称 为 三 角 数 
(triangular number)， 当 m == 4 了 时, 称 为 平方 数 、 
т == 5 时, 称 为 五 角 数 《pentagonal number), 

P. Fermat (1636) 提出 : 每 一 个 自然 数 可 
以 用 mw 个 m 阶 多 角 数 之 和 来 表示 ,A. M. Leg- 
endre (1798) 证 明了 m = 3 的 情形 ; J. L. Lag- 
range (1772) 证 明了 т = 4 的 情形 ; 一 般 的 情 
Ж, 是 А. L. Cauchy (1813) 证 明 的 。 关 于 
Lagrange 的 结果 ，Legendre JH ТЕ BC ”不 
能 表 为 三 个 平方 数 之 和 的 充分 必要 条 件 是 不 
是 4"(8m + 7) 型 的 正 整数 。 

对 给 定 的 正 整数 n JEE i + xd toe 十 
х} = n 的 整数 解 的 个 数 用 r (n) Ж. 例如 , 
s= 2, n = 5 时 ,考察 其 正 负 解 组 的 全 部 情况 、 


van der 


得 出 505) = 8. n(n) 的 母 函 数 2) rala) 
m 


BILLA D) (m + mlm em RAN. 


这 函数 是 Gaus BUR Q (VTT) 上 的 Dedekind 
URSI IO 4 (IRL OR ATG) L GX), 


Ju, xn) = (二) 因此 


по) н Уу С)", 


式 中 У Ж » ЧӨ Н АРВ Ek m КАП. 这 

MERA С. G. J. Jacobi (1829) 给 出 的 ， 他 

还 进一步 以 其 独特 的 构思 得 到 了 下 列 公 式 。 
по) =8 УУ m 


Ж 27 表示 对 n 的 所 有 不 是 4 的 倍数 的 因数 
m 求 和 (Hardy-E, M. J. Wright, С. L. Siegel 
1964). 设 q = exp(2xir)(Imr > 0), 1(9)= 
1 十 У) пп)" = (92442424 + Y. 


T а= aexp?æih/kC0 =< a < 1), Hardy(1920) 
考察 当 a -> 1 时 f(g) 的 变化 ,得 出 了 
KA) ~ P CS,a/ n log (1/a) 0, 
(sm Xe). 
m 
进而 他 构造 奇异 级 数 (singular series) 


ЕО 
oni X 4-1, 
A= kt 


iai. OP 
并 对 于 * 一 5,6,7,8, 证 明了 r,(n) = on), 
JAX, P. T. Batemann (1951) 证 明 这 结果 对 
:一 3,4 亦 成 立 。 另 外 , 当 * > 5 时 有 , r (п) 
p(n) 十 O(n") (Hardy，Linlewood，S，Rama- 
nujan, 1919 前 后 ). 后 来 , A. Z. Walfisz (1952), 
Rademacher (161) 又 对 这 个 结果 作 了 详细 的 
解释 。 H. D. Kloosterman (1926), Estermann 
(1962) 研究 了 方程 

ах} + bri + exit dri = n 
的 解法 , 从 而 开拓 了 一 个 与 所 谓 Kloosterman 
和 ' 相 关连 的 新 的 研究 领域 ， 例 如 ， 


рэ сетно) < 


= 


这 种 类 型 的 估计 ， Pe ne 
SBR ER BUR EB С 函数 的 性 质 推导 出 来 的 
(A. Weil, 1948) (—¿ 函数 ) . 

[Waring 问题 】 所 谓 的 Waring 问题 ， 
最 早出 现在 E， Waring 的 著作 “Meditationes 
algebraicae” (1770) 中 。 他 讨论 了 这 样 的 问题 : 


edn) 一 


ewit — 335 


任意 正 整数 能 够 用 不 超过 9 个 的 3 次 方 的 和 
来 表示 或 能 够 用 不 超过 19 个 的 4 次 方 的 和 
AUR. 
设 包 为 给 定 的 正 整 数 ， 一 定 存在 一 个 正 整 
BCA), ЖН, > (0 时 ,方程 
Жарай = N 
对 任意 的 正 整数 N 具 有 非 负 整数 解 。 这 个 问 
题 是 由 Hilbert 最 先 解决 的 ， s(%) 的 最 小 值 
记 为 gh). 荐 把 上 面 的 结果 改 为 对 于 充分 大 
的 N 成 立 ， 那 末 这 样 的 (k) 的 最 小 值 就 记 为 
сб). 关于 gk) 和 GCK) 的 研究 ，Hardy- 
Liulewood 使 用 圆 法 作 了 首次 的 突破 ,后 来 , 在 
H. Weyl 和 Виноградов 的 工作 中 ， 这 个 方法 
得 到 了 重大 的 发 展 。 设 上 述 不 定 方程 的 解 的 个 
RA rN), 则 它 能 够 用 下 列 的 积分 表示 : 
nasil „ү 
(м) (>, xP 2xiax ) 
X exp( — 2xiNa)da, 
如 将 积分 区 闻 稍 加 平移 后 作 Farey 分 割 ， 则 从 
在 优 弧 上 的 积分 推导 出 r(N) 的 主 项 ， 从 在 劣 
弧 上 的 积分 推导 出 r《N) 的 余 项 。 华罗庚 
(1959) 证 明了 ， 当 * > 2k? (2 logk + log logk 
+c) 时、 
rN) ~ s(n) EOE ac 
对 于 素数 p, 设 同 余 不 定 方程 
af ox} + ++ ext == N(mod p) 
RRRA MCN, p), WH sm 4k 时 ， 
lim M(N, p)/p 7? 一 xs《N) 存 在 且 不 为 0, 以 


及 无 限 乘积 JI x CV Wa SC), Jr SC) 
в 

大 于 某 一 与 N 无 关 的 正常 数 。 另 外 , 4 5(а,4) 

m Sjit »4(q,N) = q~ 2, S(a, 


a) eo(71ui £N), B У) або, N) 绝对 收 
dc 且 其 和 等 于 SQ). HA 设 * 维 Eudid 
空间 中 的 闭 区 域 Nets арча <N + A 
的 体积 为 VCN, 5), 则 lim V(N,8)/8—X-(N) 
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存在 并 等 于 (Та + Y/RY /TG/R))N'^^, Bi 
VA, nOD WER SF ERR TT x0), 


其 中 过 @ 中 所 有 的 有 限 及 无 限 素 点 ， 这 是 
Hardy 所 研究 的 奇异 级 数 的 推广 。 关于 G), 
有 L. E. Dickson (1936) 等 人 的 研究 。 ЮЙ 
ek) 220+ [03/22] —2, GG) 2+1. 
此 外 ， 还 证 明了 С(3) <7 (Линник, 1947), 
G(4) = 16 (H. Davenport, 1939) 等 结果 , 一 
BA 

G(R) < 2klog k + 4k log log k + 2h log 

log log + ck, 
这 是 现在 最 好 的 结果 (Bnuorpano8，1959)。 为 
了 得 出 这 个 深刻 的 结果 ，Bnnorpanos 引入 了 与 
素数 定理 ' 密 切 相 关 的 积分 : 

1(P) = f 4 | У еф2а (аз + ao 
ie 

+ +++ aux) "dadas > da. 

жузи VERA, s > (1/4)kG + 1) + 
TRAY, 

ICP) < G5)? log РРР КА, 
其 中 8 Q/2)&( + DU — 1/4), Ж, 
关于 1(Р) 还 有 А. А. Карацуба R. Н. M. 
Коробов (1963) 的 出 色 的 研究 。 进一步 的 研 
究 得 到 ,如 果 * > ch? log А, RIT 

1(P) = c id + o(pi-^otoa) 
(Виноградов, 42398, 1959). 上 述 结果 称 为 
Виноградов 中 值 定理 (Vinogradoy's mean va- 
lue theorem), 

上 述 间 题 有 各 种 变形 与 推广 . N= pt +s 
十 pf (p, 为 素数 ) 型 的 表示 问题 是 由 Виногра- 
дов, 华罗庚 研究 提出 的 (1944)。 此 外 , 设 1(*) 
是 一 给 定 的 多 项 式 , N = f() 十.… + 1G) 
型 的 表示 问题 ， 是 华罗庚 1937) 及 其 他 人 所 
考虑 的 。 设 


C (ахь 7 


= DDD сакина 
m m kei 

为 整 系数 三 次 齐 次 多 项 式 ， Davenport (1957) 

HERAT ANIR n > 32 , 则 CCz x2. x) = 0 

至 少 有 一 组 非 显然 的 整数 解 在 在， 这 结果 后 来 

被 进一步 改进 。 关 于 用 多 变数 的 型 表示 整数 的 


问题 为 B. A. Тартаковский, Н. Davenport, B. 
J. Birch, D. J. Lewis 等 人 所 进一步 发 展 。 
C. L. Siegel 最 早 (1922) 考虑 将 Hardy 
的 平方 和 问题 推广 到 代数 数 域 中 去 。 以后, 他 
(1945) 又 研究 了 在 有 限 次 代数 数 域 K 中 的 广 
X Waring 问题 . 设 K 的 主 整 环 为 1, 由 天 中 的 
整数 的 不 次 宕 所 生成 的 工 的 子 环 为 +， 则 作为 
加 法 群 来 看 ,指数 (1:24). 是 有 限 的 , 然而 不 一 
е нї = J. Abt, T, 我 们 只 能 在 Л 
的 整数 范围 内 来 考虑 。 在 这 里 还 出 现 了 怎样 把 
Farey 分 割 进 行 推广 的 问题 。 Siegel 成 功 地 解 
决 了 这 些 困难 ,特别 是 对 于 相应 的 劣 弧 部 分 ， 
Siegel 有 很 出 色 的 工作 ,这 一 工作 相当 于 Hardy- 
Linlewood 的 研究 ,更 深刻 的 相当 于 Виногралов. 
的 研究 的 工作 是 三 井 孝 美 (1960) 完成 的 . 
Goldbach 问题 在 代数 数 域 的 推广 有 三 井 源 
美 (1960)，O. Körner (1961) 的 研究 。 这 里 
所 净 虑 的 是 应 用 量 特 征 标 ' 的 Hecke L 函数 来 
研究 角 域 内 的 素数 分 布 等 问题 
作为 Виноградов 三 素数 定理 的 另外 一 种 
推广 ,三 井 孝 美 (1971) 证 明了 下 述 定理 : (pK 
为 "次 代数 数 域 ，C 为 由 K 中 的 全 正 数 (tota 
Шу positive number) 生成 的 主 理想 类 , P Ch 
包含 的 一 次 素 理 想 集 。 命 N 为 正 整数 ，1, (N) 
为 把 N 表 为 P 中 的 :个 素 理想 的 范 数 之 和 的 表 
法 数目 ， 
N= Moa 
кеме, 
sep OASIS!) 
MN 363 KR s > 3, PETE EA 
IAN) = ASO) с ту; a T 
1-1 log log N 
о(к E) 
uh л, 是 依赖 于 * SK 但 不 依赖 于 N 的 正常 
数 , SCN) 表示 奇异 级 数 . 如 果 s=N(mod 2D), 
Hh DAK ABR, RJ SON) >с > 0, 这 里 
< 是 常数 
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ber cinige neuere Fortschritte 
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bers 法 distribution des nombres premiers Ж 


[ 英 distribution of prime num- 


Verteilung der Primzahlen 4A распредение npo- 
стых чисел 日 素数 四 分 布 ] 将 不 超过 实数 
x 的 素数 的 个 数 用 (x) 表示 ， 对 于 x(x), A. 
М. Legendre (1808) 给 出 了 经 验 公式 x/ (logx 
一 B) CB 为 某 常 数 )，C. Е. Gauss (1849) $ 
定 素数 分 布 的 平均 密度 为 1/logx， 给 出 了 近似 
axe. non 
2 logu 


了 函数 бох) = У) logp, Ф (z) = У) lop 
ee 


= 


Чебышев (1848) 引进 


= 8G) 6 Q/ x) 6 (ух) 十 …， 证 明 
log (C11) = Ф@) + 0/2) + bG/3) +565, 
WR Ax + О W х) 6G) фа) <(6/5)Az 
+ OG/ x ), 其 中 4 = log2/23125:530- V9, 3t gg 
TR Bertrand 猜想 ， 即 在 x 和 2x 之 间 有 素数 
存在 。 设 (= + it 为 复 变量 ，B. Riemann 
(1858) 考虑 了 当 o> 1 时 收敛 的 Dirichlet 级 
M D ”所 表示 的 函数 %(9 „ЗЕН BIT TO 
(~ 函数 ) 的 零点 与 бк) 之 间 的 某 些 关系 .F. 
Mertens 得 出 了 如 下 的 常用 公式 : 

> ae =log + 01), 


Pex 


X hog i) 
2s osoez +B + 0( L1), 
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HO uc ° 2): 
【素数 定理 】 J. Hadamard 和 Ch. de la 

Vallée-Poussin， 几 乎 同时 (1896) 证 明了 素数 定 

理 (prime number theorem) 

КӨТ 


lim —— 


z2. x 


或 


x(x) ~ 


РЫ 
Е. Landau (1908) 不 用 整 函数 理论 而 证 明了 : 
x(x) = Liz + O(re VF), 


Ж с 为 适当 的 正 数 ,Lix 一 lim, (+f ) 


m 
x y 是 对 数 积分 !。 利用 分 部 积分 ,可 以 证 
明 对 于 任意 的 自然 数 和 有 


Ea kuq bs E 


logx — log 
o Al 


ME Dig 
log*x 
例如 ， 取 x 一 10, 则 (x), Lix, x/ log x Ri 
分 别 为 664579, 664918, 620417, 
对 于 一 般 的 Dirichlet 级 数 > ， ayn’, WU 
= 


HD) asm er, MIRARI 1, L 


A 


lim G 一 DfG) = c 成 立 ， 它 的 逆 问 题 称 为 
Tauber 型 定理 . 如 果 FG) — У) алт ба, 20) 


= 

Mo 1 时 绝对 收敛 , 且 FG) 一 c/G — 1) 4 

s > 1 时 是 解析 的 , 则 有 a, ~ cxCWiener- 
<: 


db Landau 定理 。 1932), 这 里 如 果 令 
—UGO/tG)— У) A (n)n-'， 则 满足 定理 的 条 


件 ,因此 У AG) 9) ~ x Bor. Ao GO 


~ кй 000) ~ x 和 素数 定理 是 等 价 的 。 由 上 
面 的 等 式 所 定义 的 AG) (Mangoldt 函数 ) їй 
Æ У) AG) = logn, Ы Mabius 反 演 公式 (一 数 


n 


论 函数 ) 得 到 Aa) = У) pC4) logn/d。， 因 此 ， 


PE 
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当 HRB pn М, AG 为 logp， 共 他 情形 
为 0。 因此 , 我 们 得 到 w(x) = 3 AG 一 
o 


OQ). 1G) 为 0(z) Ro) 时 ， 则 容易 证 
明 fie 19. di = log ОСО) Ж liming fG)/z 
<1 Š tim ирд. 但 是 , fe) ~ x 的 证 
明 是 困难 的 。 为 此 , 引进 由 >) М(4) 一 log?n 


T 
所 定义 的 函数 MO). 像 前 面 那样 , 我们 有 
MG) = У) пов n/d. Vt M (0) = О! 


e 

— Dlog’pln = p, 1 > 1): = 2 log plog 40" = 

gq", 121, m 之 1); =0 (üa) 这 

样 就 得 到 У) MO) = 2xlogx + Оф). 由 
= 


此 导出 Selberg 公式 (1949): 9(x)logx 十 
У) Ө(х/р) log p=2x log х+ О(х). А. Selberg 75 


a= 
妙 地 运用 部 分 求 和 法 , 由 这 个 公式 导出 OG) ~ 
x, 首 次 成 功 地 不 用 函数 论 方法 而 证 明了 素数 定 
理 。 此 外 ，Landau 指出 : Н. von Mangolde 


(1897) 所 给 出 的 DLOLIS lo. 


ox). 这 样 简明 的 结 果 在 实质 上 是 与 素数 定 
IBA. Bex) 表示 不 超过 = Dus 
相 异 的 » 个 素 因 数 之 积 的 自然 数 的 个 数 , 那 末 ， 
作为 素数 定理 的 推广 有 


1 а(1ов log z)” 
(一 1 log x 


(Landau, 1911), 


m) ~ 


See, Riemann 证 明了 


ai 


r) xo 7L 


+ i IA bade, 
由 此 得 出 了 著名 的 “函数 的 函数 方程 * (一 $ 
R) ac TG/2)5G) = PT (1/2 — 5/2) 
5(1 —2, ЖЗА LG) 延 拓 为 全 平面 
上 的 亚 纯 函 数 。 利 用 这 开拓 5 后 的 5s) 和 
下 述 关于 Dirichlet 级 数 的 Perron ARK 
其 变形 ,我 们 就 能 来 估计 o). FO 


2 oe) = 


= У) Gn 的 收 务 横 坐标 为 oo), a > 


0,а2 о, ШЖ 


FG) 24х20 
r s 


存在 , 则 它 等 于 S10), 这 里 X 表示 : 如 
Sx 为 整数 则 求 和 对 将 最 后 一 项 jz) 用 160/ 
2 来 代替 。 在 许多 情形 , FG) UL sm 1 为 极点 ， 
并 由 其 留 数 可 得 出 这 个 和 的 主 项 而 余 项 由 其 
个 围 道 积分 给 出 。 在 OG) 的 情形 ， 由 于 把 
FG) 取 为 一 8s)/5(s), 所 以 问题 就 转化 为 确 
Ж КООШ ЕЛА. MR Riemann 猜想 人 (一 函数) 
EG) 在 带 状 区 域 0<o<1 中 的 零点 全 部 在 
直线 一 1/2 上 -一 成 立 , 则 有 =(z) 一 Liz 十 
О(М х logs), 现在 离 Riemann 猜想 的 解决 
还 相当 远 ，H. M. Виноградов (1958) 的 如 下 
结果 是 领先 的 : 
x(x) = Li x + O(a exp(— clog” x/ 


loglog'?x)). 
还 有 ,不 论 Riemann 猜想 正确 与 否 ， 已 证 明 
toig = eS le us, ү, 
7 (у x / log x)log log logs 
tin inf —_2O— Us eg 
t (V x Гов x) loglog log 
成 立 CJ. E. Littlewood, 1914). i ZG) 在 区 


BO<o<l, 0<:<T 内 的 零点 个 数 为 
N(T), 则 有 


NC) = Tog T 
—Li beter + O(log T), 


设 在 线段 o= 1⁄2, 0 < < T 内 的 零点 个 数 
28 No) , 则 有 

Ns) > cT log T 
(Selberg, 1942). 

E. C. Titchmarsh 《1936) 计 算出 ,在 0<: < 
1468 HHA, CG) 的 零点 有 1041 个 ， 且 全 部 
在 直线 o 一 1/2 E. 最 近 应 用 电子 计算 机 ， 使 
Riemann 猜想 在 更 广 范围 内 得 到 肯定 (D. H. 


Lehmer (1959), R. P. Brent (1979)), N. 
Levinson (1974) 用 另外 的 方法 证 明了 Riemann 
г 函数 的 零点 至 少 有 1/3 (E LE o 1/2 E. 
此 外 ,还 计算 出 了 在 一 1/2,*> 0 上 ， 最 小 
零点 为 上 一 14.13.……。 
[FERKA] 把 素数 按 大 小 顺序 排列 ， 第 

n 个 素数 记 为 p,， 根 据 素数 定理 可 知 ，p。~ 
nlogn RI. 更 精确 些 ， 有 Р. = nlogn + 
nloglogn 十 O(n). "ipu — p. = 204, 将 这 
对 素数 称 为 李 生 素数 (twin prime numbers), 
但 是 这 样 的 李 生 素数 是 否 有 无 限 多 对 ,现在 还 
不 清楚 。 对 于 无 限 多 个 *， 有 p. a — p. < 
clog p, 成 立 (Р. Erdés, 1940), 假设 (1/2 十 
it) = ОС), ДАРАТ О я, 有 

Patt — рь < ре, 

@ 一 (1+4c)/(2 十 4c) +e, 
(A. E. Ingham, 1937). 证 明 这 个 不 等 式 要 用 
到 下 面 的 命题 ， 设 1/2<a<1, 在 区 域 aq < 
оу Туа НИ NC, T), BU 

N(a,T) 一 O(T%+00-01og*T) 
成 立 。 ВТІМ Lindelöf 猜想 (Lindelöf’s conje- 
cure) 就 是 “上 面 的 < 可 以 为 任意 小 ШЖ 
Riemann 猜想 是 正确 的 ， 则 Lindelöf 猜想 也 成 
Xt. 容易 证 明 e 可 取 为 1/6 + ele > 0), W. 
Haneke (1963) 又 得 到 了 6/37+ 的 结 
果 ， 反 之 ， 存 在 无 限 多 个 ”使 得 parr 一 p > 
clogp,log log p,log log log log p, (logloglog p,)7? DX. 
XL (R. A. Rankin, 1935). 若 以 m(x) 表示 这 
样 的 素数 P 的 个 数 : p < z, p + 2 亦 为 素数 , 则 
有 如 下 的 猜想 : 


жк ~ C F xz 一 oo， 
其 中 А 
e=2]I Í = yl- 132032... 


由 计算 m(10?) 一 3424506 (R. P. Brent, Math. 
Comp., 28 (1974)) 所 提供 的 数据 倾向 于 表 
明 这 个 猜想 是 正确 的 ， 目 前 所 知道 的 最 大 的 
李 生 素数 对 是 297. 29661 (К. Baillie, Math. 
Comp., 33 (1979)). 

【算术 级 数 的 素数 定理 】 Uk 2 E HK 
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HIR ROHATI XC) ( 数论 函数 ) 定义 
Dirichlet LER LG, 2) = 5) X Gn > 


= 


1). 和 Riemann? 函数 同样, 作 解 析 延 拓 可 得 、 
当 X 为 主 特征 标 时 ，L(s, X) 除了 在 :一 1 具 
有 一 阶 极点 外 ， 在 全 平面 是 解析 的 ， 当 xX 不 是 
主 特征 标 时 ，L(s,X) 为 整 函数 。 Р. G. L. 
Dirichlet (1837) 证 明了 : 首 项 : AAT 
素 的 算术 级 数 1, 1 +k, 1 十 24，… -中 有 无 限 
多 个 素数 存在 。 他 是 利用 工 函 数 并 结合 二 次 型 
类 数 的 计算 来 证 明 的 ,这 个 定理 称 为 Dirichlet 
定理 (算术 级 数 的 素数 定理 ). 

当 a 过 判别 式 4 的 二 次 域 玉 的 所 有 的 整理 
想 时 ， 用 ENa) (o > 1) 定义 K 上 的 Dede- 
kind © BR’ ie RR). 根据 二 次 域 的 
素 理 想 分 解法 则 (一 二 次 域 的 数论 [ 素 理想 1)、 


AEG) m (OLG, 2) Jet о) = (£) 5: 
Kronecker 符号 。 以 ACd) 表示 天 的 类 数 ， 如 果 
47 0, SI) (4) 一 (V 4 /2 ов )LO 2) Jer 
* 为 K 的 基本 单元 ， 如果 4 <, W| (д 一 


(w VY 一 4/2x)L(1,x), 其 中 必 为 K 中 所 包含 的 
单位 根 的 个 数 .由 此 推出 , LCI 2) 2 Clog Q+ 
V5)/2)/V la]. Vox 为 模 的 剩余 特征 标 、 
加 是 对 应 于 X 的 原 特征 ， 则 LG.X)-LG, 
O J] O= PO 成 立 ， 可 以 证 明 , f 


X 为 实 特征 标 , 则 有 LOL, X) = 0. {ЕХ ЖЖЖ: 
特征 标的 情形 ,证 明 LOL, X) se 0 是 简单 的 .由 
此 可 以 推出 Dirichlet 定理 ， 关 于 这 个 定理 , 还 
有 H. N. Shapiro (1951) 的 简化 江 明 。 4x 
为 实 特征 标 时 , RET LOL, X) O M Y Landau 
(1908) 的 三 个 证 明 外 ， 还 有 T. Estermann 
(1952), Selberg (1949) 等 人 的 有 趣 的 证 明 . 
对 于 模 的 非 主 特征 标 X， 总 有 (1, xX) 一 
O(log 和 .一 般 地 有 LC, X) — О Clog А), 
而 当 X 为 实 特征 标 时 可 能 出 现 例外 ， 但 这 时 亦 
"LO ,X) = OR) > 0 是 任意 的 ,0 与 6 
有 关 ). 这 个 结果 是 C. L. Siegel (1934) А: 
次 域 的 类 数 的 研究 中 得 到 的 ,Estermann(1948) , 
S. D. Chowla (1950) 给 出 了 简化 证 明 。 
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算术 级 数 的 素数 定理 , 当 它 在 Goldbach 问 
题 中 得 到 应 用 后 ， 对 它 的 重要 性 才 开始 有 所 认 
W. 在 这 里 模 外 对 于 余 项 有 什么 程度 的 影响 的 
问题 成 为 主要 研究 对 象 ， 便 于 应 用 的 形式 是 下 
Tff) A. Page-Siegel-A. Z. Walfisz 定理 (1936): 
在 不 超过 * 的 素数 中 ， 将 具有 形式 by +! 
СС) = 1) 的 数 的 个 数 用 <(x; k) 表示 , 当 
x > api (e 为 任意 正 数 ) 时 ,有 

ж(х&, D = O/oQ(X)Li x 
+ OCUP) кето), 

特别 是 在 考察 * 取 小 值 的 情形 时 ,对 
LG, X) 的 零点 分 布 进行 深入 地 研究 是 很 必要 
的 。 当 X 为 非 主 实 特 征 标 时 ，L(*，X) 在 VS 
附近 最 多 可 能 有 一 个 实 零 点 P.， 这 是 当前 的 困 
难 问题 ， 因 为 这 样 就 不 能 得 出 素数 在 各 剩余 类 
中 一 致 分 布 的 有 效 公式 。 然而 , 有 如 下 的 深刻 
结果 (E. Fogels, 1952): 对 于 任意 的 正 数 e, 
存在 常数 cole) 及 eCe), 使 得 当 x > OA 

(xs k, 1) > ce)x/p Klog x. 

SAh, Titchmarsh (1930) 应 用 Brun 第 法 ' 证 
BAT х > ko BY ns D) m 0G] e (tog х), 
上 述 的 Fogds 定理 的 基础 是 作为 Page 定理 
《1935) 的 推广 的 Ю. B. Линник 〈1947) 和 K. 
Prachar (1957) 所 得 到 的 定理 : | 在 上 述 例外 的 
实 零点 Ah 存在 时 , 设 5 一 1 — Bs h 不 存在 时 ， 
设 а = с Локка] 十 2), 则 当 5log kC lel +2) 
三 a 时 ,有 

p<1— 


еее == 
logk(lel +2) — 8log&Clrl + 2) 
这 里 , 8 c З LG, ХЮ ACH 80 
的 实 部 和 虚 部 , 1 为 适当 小 的 正 的 常数 。 

设 * ЗЕ, bo 1 <j) <5) 为 复数 ， 
max|z;| 2 1, 1, m 为 任意 的 实数 , ! >s, m> 
0. 这 时 ,有 


тах ber + Hber 
mercis 


NEN деста Кыз ... 
Ga el mis fA £ sua БА, 


这 就 是 Turin 定理 〈1953)， 它 在 “函数 的 零 


点 分 布 的 研究 中 很 有 用 。 基于 这 一 新 方法 ，P. 
Turán (1960), S. Knapowski (1962), Fogels 


> 


(1965) 给 出 了 上 面 一 些 定理 的 新 证 明 . 

此 外 ,还 有 由 Selberg 筛 法 发 展 起 来 的 ， 
W. B. Jurkat, H.-E. Richert (1965) 等 人 的 关 
于 素数 分 布 的 新 研究 . 

(HE) 设 4 为 一 整数 集合 ，P 为 一 素数 
集合 。 对 每 个 pe P， 设 0, Н Р 的 剩余 类 
所 组 成 的 集合 ，w(p) 为 属于 O, 的 剩余 类 数 . 
第 法 是 估计 属于 集合 5(4,P, 0,) 一 {nln€ A, 
n mod p €0,, p € PIRES n HRA (的 上 界 
和 下 界 ) 的 一 种 方法 。 Brun，Byxmra56，Rosser,， 
Richert 及 Iwaniec 的 得 法 中 的 组 合 方法 有 趣 而 
有 效 , 但 是 非常 复杂 。 这 里 ， 我 们 简单 叙述 一 
下 Selberg ЖЖ (Selberg sieve), 作为 例子 ， 
我 们 考虑 下 面 问 题 : 用 5S(x; 4, D 表示 满足 
n = Imodq,n < x,(n, D) = 1 HJ n ЮА, 
中 4 为 一 不 超过 x 的 素数 , z < =,D = |р, 


© 
B(,4) = 15 WJ 
SG; = > M x» 


max, dim D) 
nl mod a 


< z(a 
бъ 


Ah 丸 一 1， 当 4 之 1 时 实数 Au 可 任意 选取 . 
因此 ,问题 就 归结 为 4 的 最 优选 择 。 基于 这 种 
BAL, C. Hooley (1967)5ЖИЁ— (1975) 用 
分 析 方法 得 到 了 某 些 与 Brun-Titchmarsh 定理 
有 关 的 深刻 结果 . 

їй т, m'enz X Z ARRIN WEAN, 
Z(p, а) 为 满足 n = amodp HY n; RIME. А. 
Rényi (1950) 证 明了 

S zy Р 

p > {zo a) 2} <2NZ 
щл, a m d, BUMS а, = 0, Hid 
S(a) = У) а,ехр(2яіпа), WAT 


nen 


pS (20, ZY 


= 
A pap 
->'s(4)/- 

从 这 个 简单 的 事实 出 发 ，E.。 Bombieri (1965) 


R P. X. Gallagher (1968) 把 这 问题 推广 并 且 
证 明 ,一 般 地 有 


У >| X narz te) 
4«0 i м< x: 4 


< (N+20) Y 


WE 


je 
对 于 特征 和 У) (n) 也 可 得 到 类 似 的 
m 
Ж. БИЖ, Н. L. Montgomery 证 明了 
509; M <n < M + N); P, 9,) 
«o +299 | УП 35s 


{е0 pie Р — olp) 
RS 


其 中 РС=) = [[». Bombieri 应 用 这 些 方法 得 
E 
"t 


到 了 下 面 的 估计 : 
à max max ays 4s!) 
aart danna 7S7 tenm | 
1 1 | -4 
ено 


其 中 4 是 任意 常数 , 8 是 4 的 某 个 函数 《R. C. 
Vaughan), 这 些 方法 总 起 来 称 为 大 籍 法 (large 
sieve) (AMR Hk FE IO. B. Линник (1941) 
为 研究 最 小 正二 次 非 剩 余 而 创造 的 ) ,引进 这 些 
方法 主要 是 为 了 证 明 Rényi 定理 (Rényi the- 
orem) , 即 每 个 充分 大 的 偶数 可 表 为 一 个 素数 和 
一 个 至 素数 的 和 ( 潘 承 洞 ，M. Б. Bap6an)， 后 
来 陈景润 (1973) 把 Richet PERERA 

法 结合 起 来 , 证 明了 Rényi 定理 中 的 至 素数 为 
Mentis HOMER. P. D. T. A. Elliot 
及 H. Halberstam (1966) 还 应 用 Bombieri 定 
理 证 明了 许多 结果 : 例如 ;把 ” 表 为 p+r + 
所 的 表 法 数目 的 估计 CHooley, IO. B. Линник) 
以 及 У dln — р) 的 估计 СЛинник, Б. M. 


Брелнхин), 

Nla, T, Z) ER LC, X) 在 矩形 = 所 
a[l, IST 中 的 零点 数目 。Gallagher (1970) 
通过 把 大 得 法 ,新 的 Fourier 积分 技巧 ,及 Turán 
的 早 和 法 结合 起 来 ,证明 存 在 一 个 正 的 常数 c, 


素数 的 分 布 за 
使 得 
> N(e, T,X) 
— 
或 
3 


[IT 
G. Halasz 及 Н. L. Montgomery (1969) 用 另 
外 的 方法 也 得 到 了 类 似 结果 ，M. Jutila 及 M. 
Н. Huxley (1972) 和 其 他 人 进一步 发 掘 这 种 
方法 的 潜力 ,特别 是 Huxley (1972) 得 出 : dT 
ye BJ <(z + y) — la) ~ plows)”, 
把 上 述 零 点 密度 定理 同 Deuring-Heilbronn 现 
象 结合 起 来 ,不 仅 可 以 建立 起 ”Jlmwak 关于 算 
术 级 数 中 的 最 小 素数 的 理论 ， 而 且 得 到 了 属于 
K. A. Родоский, нї H. М. Bano- 
градов 的 下 列 结果 : 若 х2 exp (а log q log log 4), 
则 


а (аи 
Ti 
aia КО] es 


к xD. (at 


uro 


1 3-5 
of 2), 
其 中 E=1 8k 0, BEAR Siegel 零点 8 存在 或 不 存 
在 而 定 ,A = MaxClog q, (log x) log log x)!), 
在 所 有 这 些 研 究 中 下 面 这 些 类 型 的 估计 是 
非常 重要 的 : 
PIE 


< glali] + 2)log! [aC] e] + 2)) 


7 Pca, ‘ 

b 5 L e + it, X)| à 

< Ф(9)(Т + 2)log' «(T +2), 

它们 曾经 被 A. Ф. Лаврик (1968), Линник 
(1961), Huxley (1972) 及 К. Ramachandra 
(1975) FAMA. 

【代数 数 域 的 素 理想 定理 】 在 代数 数 二 的 
情形 ,素数 定理 为 宗 理 想 定 理 (prime ideal the- 
orem) 所 取代 ,得 出 了 基本 上 一 样 的 结果 (三井 


du 
2 logu 


及 


зю жни 


338, 1956; Fogels，1962)， 但 这 是 以 Hecke 
L 函数 (E. Hecke 1917; Landau, 1918) (一 
САЖ) 的 研究 作 基础 的 . 设 К/К 为 相对 Galois 
БЇ, 《的 素 理想 P ЕКА, ШЖК 
中 的 素 因 子 的 Frobenius Fi RET К/К 的 
Galois HA—PIEG c. SACHRMHAH 
的 范 数 不 超过 x 的 素 理想 的 个 数 用 x(x, C) 
表示 , 则 


=(z,C) = хе. Li x-- O(xexp ( — ew/ log 3), 


其 中 ACC) 为 C 中 的 元 素 个 数 ，c 8 53 K/k 
有 关 的 正 的 常数 (E. Arin, 1923). 这 是 
"eGorapen 定理 的 推广 (证 明 见 [11]). 
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格 点 问题 
me des points de réseau 


[Æ lattice-point problem 法 problè- 
Á Gitterpunktproblem 
Җ проблема узлов решётки 日 FAON 
E) 在 方 格 纸 上 面 画 出 有 长 度 的 Jordan 闭 曲 
线 (长 度 为 工 ,内 部 的 面积 为 РЕ) ER LRH 
内 部 的 格 点 的 个 数 设 为 4, 则 A= F+OC(L) 成 
立 。 研究 这 个 问题 是 非常 自然 的 , 而 且 是 很 必 
要 的 。 特 别 地 ,如 果 我 们 取 以 原点 为 中 心 ,半径 
为 Vz m, BA AG mar OQ x 
(Gauss, 1863), BA, 如 将 在 wv <a, ud. 
”1 所 围 成 的 闭 区 域 上 的 格 点 个 数 设 为 D(z) ， 
则 D(z) = xlogr-- QC — 1)х+ О (Ух), 
jth Cc 为 Euler WR" (Dirichlet, 1849). 在 上 
述 二 个 特殊 情形 , 若 把 级 数 
= 2 


Ў oe» (Xv) 
Lm zs 
RA > F (pn 一 ， 则 问题 也 可 看 成 是 研究 


Hs) = У) FG) 的 问题 。 前 者 称 为 Gauss 
E 


WEC Kreisproblem), F(n) Jj ë + r? =n 
的 整数 解 (x, 0) 的 个 数 , Hr Cn) HER. 后 者 
称 为 Dirichlet 除数 问题 (4è Teilerproblem), 
FCn) 为 xz = n ЛЕЖЕ ROR Си, v) 的 个 数 , 因 
而 也 就 是 ”的 正 除数 的 个 数 a(n), 

Ф P(z) = 4(z) — xx, AG) = DG.) 一 
(zlogz + (2C — 1)x). М. Sierpinski (1906) 
和 Г. Вороной (1903) 分 别 改进 了 C. F. Gauss 
和 P. G. L. Dirichlet 的 结果 ， 得 到 P(x) = 
O^) KI Al) = OG log x), 对 于 PG) 和 
AQ 的 估计 有 进一步 的 研究 。 J. G. van der 
Corput 以 及 E. C. Titchmarsh 提出 了 估计 较 
为 一 般 的 三 角 和 ;的 出 色 的 方法 。 例 如 , 设 1) 
EIS CE >з) 的 实 值 函 数 ， 如 果 在 
a<x<b—2>1) E, 0 < 1< fH) 
«1 (UR 0 << — (9) < M), WJ 


У) exp2zif(n) = OGG — aito 


p 

HQ arrears), ; 
现在 ,关于 PG), AGO 都 得 到 了 比 O [Cu 
好 的 结果 (华罗庚 (1942) ,陈景润 (1963)， 尹 文 
Ж (1959), Г. А. Колесник (1973)), FFA 
猜想 有 OGIO 成 立 Ce 为 任意 正 数 )。 关于 
这 个 问题 还 有 G. Н. Hardy (1916), A. E. 
Ingham (1941) 等 人 的 结果 : 


P(e) P(x) 
lim sup y, == 90 атте т < 
AM >o, 


roe yi^ jog Mx 


lim inf Бе 一 一 oo， 


以 及 H. Cramér (1926) 的 结果 : 
i) PG) lay = 06", 


315 
工人 aoley = ocn. 


另外 ,对 于 * 0, 还 有 展开 式 
BG) 


wax 


2 2) J (2 Vana)» 


= loge + QC — Dz + + 


V 319 rasan 
ау 
BRIE (Вороной, 1904), jtrh Xj 表示 当 * 为 
整数 m 时 ， 和 式 中 的 第 m 项 取 其 一 半 相 加 、 
JG) 是 (第 一 种 》Bessel 函数 +， 以 及 F(x) = 
2007 cosxusin = du, 对 于 前 者 ，E，Landau 


(1920) 的 证 明 有 几何 学 的 兴趣 ;对 于 后 者 ，W 
Rogosinski (1922) 的 证 明 有 实 函 数论 的 味道 . 
这 些 问题 由 A. Oppenheim (1926) fF f Ep". 

【各 种 推广 】 B OO Ga, зз, u) 一 
У] ausu, (an 为 有 理 数 ，ar 一 sm) 是 行 


D 


格 点 问题 。 343 
列 式 为 D 的 定 正二 次 型 。 作为 Gaus 圆 问题 
BH, ZERRE Olm, +t, m) < z 的 
H Cm, os m.) 的 个 数 的 问题 。 这 个 问题 
受 Epstein 的 函数 + 的 影响 ,发 展 成 计算 
в = > 
отт 
+++ + aum.) 
的 问题 , 即 对 每 一 格 点 加 权 exp2=i Conn + 
十 mms) KRE. Landau 的 结果 (1915) 是 : 
E 
* Vira +1) 
+ (anten), 
其 中 当 а, co, 全 都 是 整数 时 ，8 一 1， 其 他 
情形 5 一 0， 当然 ,在 求 格 点 的 个 数 时 ,5 一 1. 
对 于 特殊 情形 n = 3, 有 
D, 1” (04/3)= + отту 
这 样 深刻 的 结果 (M. M. Виноградов, 1960, 
1963 42, M. M. Виноградов 及 陈景润 分 别 ; 
把 19/28 改进 为 2/3). 
Gauss BUR OG/—1) 上 的 Dedekind5 вй 
数 的 四 倍 , 正好 等 于 D ron. 这 样 一 来 ， 


== 


Gauss 圆 问题 又 发 展 成 为 关于 Dedekind $ iñ 
数 的 万 (x) 的 估计 问题 ， 包 括 Gauss 加 问题 和 
Dirichlet 除数 问题 在 内 的 一 般 除数 问题 是 1912 
年 以 后 ，Landau 的 主要 研究 题目 。 我 们 来 考 


exp 2xiCa,m, 


EZ 


F(x) = 


IÈ Dirichlet 级 数 УУ) Fn)n- 是 有 限 个 Dede- 


kind 《函数 的 积 的 情形 。 稍 作 改 变 , 下 面 的 结 
果 对 于 Hecke L 函数 ?的 积 亦 成 立 . 设 U < 
i< ХВО БАО n 次 代数 数 域 , FG) 
Ж k; fg Dedekind & 函数 ,pi HLC) 在 极点 
s=] 的 残 数 , 且 令 

m +m + +++ + n, = N, 

(OLSON 

= > F(n)n^, 


HG) = У) FO), 


2 
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则 
H(x) = xCalog -tz + + 
十 ar-ilogr-H a,) 
+ Окан Jog"), 
a = өрг pef — Dt. 
且 右 端的 余 项 不 能 由 OGO < 1/2—1/2N) 
来 代替 。 关于 H) 的 估计 ,有 一 些 代数 的 结 
SRCKÉAS—, 1929; H. Hase-K#, 1931), 
此 外 ， 如 果 上 列 的 5s》 全 部 为 Riemann5 d 


MOH r 20 k, WA LO = У (о), Е 


= 


中 d.C) 是 把 п 表 为 个 因数 之 积 的 表 法 的 个 
数 。 这 时 , 余 项 可 改进 为 OCx+e)Cc 一 maxCL/2， 
(k—1)/G + 2))G > 3)) CHardy-J. E. Little- 
wood, 1922), Artin L 函数 的 一 个 恰当 的 应 
HÆHRA (1925) 提出 来 的 。 他 把 Landau 
(1912). 所 得 到 的 一 个 结果 一 一 不 超过 * 的 可 
表 为 两 个 平方 数 之 和 的 自然 数 的 个 数 近似 等 于 
ax/V log xy a 为 正 的 常数 一 -推广 到 了 有 限 次 
代数 数 域 上 。 


СФ] [1j G. Н. Hardy-). E. Littlewood, The appr- 
oximate functional equation in the theory of the zeta- 
function, with application to the divisor-problems of 
Dirichlet and Pilz, Proc, London Math. Soc, (2) 21 
(1923), 39—74; [2] L. K. Hua (Ф998), Die Abschi- 
tzung von Exponentialsummen und ihre Anweadung im 
der Zablentheorie, Enzykl. Math, Bd. i, 2, Hett 13, 
Teil 1, 1959; [3] Е. С. H. Landau, Zur analytischen 
‘Zahlentheorie der definiten quadratischen Formen, S.B. 
Preuss. Akad. Wiss, 1915, 458—476; [4] E. G. H. 
Landau, Einführung in die elementare und analytische 
Theorie der algebraischen Zahlen und der Ideale, 
‘Teubner, 1918， 第 二 版 1927; [5] E. G. Н. Landau, 
Vorlesungen über Zahlentheorie II, Hirzel, 1927 (Chelsea, 
1969); (6] Е. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann 
zeta-function, Clarendon Press, 1951; (7 ] 23889—, MT 
的 整数 论 , 尖 小，1950; 18) E. G. H. Landau, Ausgewi- 
hhe Abhandlungen zur Giterpunktlehre (edited by A. 
Walfise), Deutscher Verlag der Wiss., 1962. 


{Ж number of partitions 法 nombre 


整数 分 拆 
des partitions Ф  Zerfallungsanzahl {А число 
разбиений 8 分 割 数 ] 将 正 整数 = 以 几 个 正 
整数 之 和 的 形式 来 表示 ， 称 为 ”的 一 种 分 拆 
(partition), 以 p(n) 表示 = 的 所 有 不 同 的 分 拆 
的 个 数 ,这 里 不 计 被 加 项 的 顺序 ,并 人 允许 重复 出 


BL. p(n) Ж) n 的 分 拆 数 (number of partitions), 
例如 ,由 于 5 一 4 十 1 一 3 二 2 一 3 十 1 二 1 
=2+2+1—=2+1+1+1=1+1+1 
+1+ LBIDL PG) = 7. pGD J n 阶 对 称 
ЕЗЕШ ЕЙ, АО 3288816 HY) 
相关 ,因而 非常 有 趣 。 

Pln) REE ERT 


fG) =1 + poe 


- (Ñ а-о) 
Sle] < ! 时 为 全 纯 的 ， 并 以 单位 圆 jz| — 1 
为 其 自然 边界 . 设 r 表示 在 上 半 平 面 内 取 值 的 
复 变 数 ， 如 果 把 Dedekind n 函数 (Dedekind 
eta function) 定义 为 nr) = (CexPsir/12)- 
H (1 一 exp2xinr)， 则 应 用 Euler (1748) 


的 恒等式 (因为 (1/2)n(3n 一 1) 是 五 角 数 ， 所 
以 称 为 五 角 数 定理 ): 
Ha-a 


一 上 十 > СП) (isto 十 pOH), 


就 得 到 Cr) = $ C— 1)" exp 3xit(n—1/6¥, 


容易 得 到 ne + 1) 一 (expri/12)9(r)， 又 
根据 9 函数 ' 的 变换 公式 可 得 : n (一 L/r) = 
M vfi nG). Bit, MUR a, b, c, d 为 整数 且 
ad — be 1, c >0, WA 


arb PEP 
"ord . =: 19, 


其 中 & 为 1 的 一 个 24 次 单位 根 。 

p(n) BË n 急速 增加 ; 譬如 pC10) 一 42， 
p(100) = 190569292, ++, G. Н. Hardy.S. 
Ramanujan《1918》 应 用 一 个 了 不 起 的 恒等式 证 
明了 可 选择 适当 的 正 数 A, В, 使 得 CA/n)e v? 
<p(n) 二 (B/n)ewiv* (n > V) 成 立 , 并 求 出 : 

p(n) ~ 1/43 mexpe / 1/3 V n. 

后 来 ,利用 初等 的 函数 论 方法 ,P. Erdos (1942), 
D. J. Newman (1951) 及 A. Г. Постников 


(U0) 证 明了 
m Sele D (ic 3 


3n т^ 
现在 很 容易 证 明 log p(n) ~ eV/2/3/ n. 在 
Euler 恒等式 的 两 端 乘 以 p(n) 的 母 函数 ， 并 比 
较 系数 ,可 得 
У) Cap — a) =0 
< 

其 中 o, m C/DARGKE- D 70,31, +2,---) 
为 五 角 数 '. 由 此 公式 可 以 逐次 求 出 pCa) 的 值 . 
实际 上 ，M. P. A. MacMahon 已 经 用 这 种 方法 
算出 了 到 ”一 200 的 p(n) 的 值 . 

Hardy 和 Ramanujan 给 出 了 p(n) 的 母 函数 
fC) 的 变换 公式 transformation formula) ; 


(290 — 22) 


Weal rr Ex) 


p( 2x4’ _ 2) 
x flew ( г o 
Ch, K) = 1, Ah’ = —ICmod $), 
这 里 的 Waa (按照 H. Rademacher) 定义 为 
Wi = Pris Ch , k), 


FPES ar) 


其 中 E AWS Aa: 34 上 AERA, 
3 :— LU) — 1/2 ([z] 29 Gauss TES), г 
数 时 ， 为 0, 关于 Dedekind 和 (Dedekind 
sum) (A, k), 有 所 谓 的 Dedekind 和 的 互 反 
fi (reciprocity law for Dedekind sums): 


sh, kK) + G, Юр 


х (4 + i + x) 
ЖЕ Hardy-Ramanujan 的 变换 公式 中 , $ а= 
K, b= QW +1)/k, ce 一 和 及 了 一 一 上 ， 则 
可 推出 : 在 лт) 的 变换 公式 中 的 8 等 于 
exp (—=is(c,4) + xi(a + 4)/12с). 并 目 ,应 
用 互 反 律 ， 可 以 很 容易 地 证 明 ，s 总 是 1 的 24 
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次 根 . 关于 变换 公式 和 互 反 律 , 有 伊 瑚 兼 四 乌 
《1952) 的 直接 证 明 。 

根据 Cauchy E, p(n) 可 以 表示 为 积分 


sh | 1) ar， 这 里 的 积分 周 线 取 在 单位 加 


Dei Ir gett 

的 内 部 并 围绕 原点 。 虽 然 , 母 函数 Ce) 的 变化 
是 很 急剧 的 , 即 在 1(x) 的 变换 公式 中 , 设 = 一 
rexp2xip/q, 将 整数 p, 9 EIFS r +1 0, 
可 得 f(x) ~ ехрл2/642(1 — х). AR. 可 以 用 
所 谓 的 Farey 分 割 (一 堆 垒 数论) 来 处 理 这 一 积 
分 。 由 Hardy-Ramanujan 所 建立 的 这 一 划时代 
的 方法 ,给 整个 近代 堆 又 数论 带 来 了 曙光 ,得 到 
了 很 高 的 评价 。 结 果 得 到 

(12) 


(n) = — 
P 2&2 dn dn 


+ O(expD V n), 


ha = y/n — 1/24, С = x /2⁄3, 
D > C/2. 
JAM, Rademacher (1937, 1943) 作 了 改进 ,给 
出 了 级 数 展开 式 
= — л, 
p(n) = > 006 
d (sinh СА, /k 
i pu ). 
A) = H W pP (—2xihn/k), 


Amodik) hk)=L 


一 步 应 用 整 函 数 
100) = > — 


anw n + +n +) 


得 到 


p(n) = 2» y BE AL 


zy 
x (С) Qin 一 D) 
(1954), Rademacher 用 所 谓 的 Ford 圆 当 作 积 
分 周 线 , 给 出 了 极 巧妙 的 证 明 。 


关于 p(n) HAREM, Ramanujan 给 出 
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T: pl5m+ 4) = 0(mod 5), p(7m + 5) = 0 
(mod7), p(llm + 6) = O(mod] D). 这 样 引 人 
注目 的 结果 。 Rademacher (1942) 和 Newman 
等 人 应 用 nCr) 的 性 质 研究 了 这 些 问题 . 

Bonen + n; + tn 是 的 一 种 分 
拆 ,可 以 通过 对 于 ;附加 条 件 而 提出 各 种 问题 . 
例如 ， 可 以 要 求 n 满足 某 些 同 余 关系 ; m WIE 
WESCE CE. M. J. Wright, 1934, L. Schoenfeld, 
1944); n, ІЕС ЭЕ, 1957) FF. 
此 外 ， 分 拆 问题 亦 被 推广 到 了 有 限 次 代数 数 域 
的 情形 。 例 如 将 有 限 次 代数 数 域 中 的 代数 整数 
分 拆 为 这 个 域 中 的 整数 之 和 , 以 及 将 正 有 理 
整数 用 有 限 次 代数 数 域 中 的 理想 的 范 数 之 和 来 
表示 等 问题 ,也 有 人 作 了 研究 (Rademacher, 
=H). 

(8) (1] R. G. Ayoub, An introduction to the 
analytic theory of numbers, Amer. Math. Soc. Math. Sur- 
veys, 1963; [2] G. H. Hardy-S. Ramanujan, Asymptotic 
formulae in combinatory analysis, Proc. London Math. 
Soc, (2) 17 (1918), 75—115; [3] G. H. Hardy-E. M. 
Wright, An introduction to the theory of numbers, Clare- 
ndon Press, 1965; [4] BER. 初等 解析 的 整数 论 , 河 
出 ，1949; [5] K. Deki(f Ü MPURB), A proof of а trans- 
formation formula in the theory of partitions, J. Math, 
Soc. Japan, 4 (1952), 14—26; [6] H. A. Rademacher, 
Lectures on analytic number theory, Tata Inst. Fund. Res., 
Bombay, 1954—55; [7] S. Ramanujan, Collected papers 
of Srinivasa Ramanujan, Cambridge Univ. Press, 1927 
(Chelsea, 1962); [ 8 J H. Petersson, Über Modulfunktionea 
und Partitioneaprobleme, Abb. Deutsch. Akad. Wiss. Ber- 
lin, 1954, no. 2; 【9 ] 华 罗 庆 ,数论 导 引 ,科学 出 版 社 ,1975; 
[10] А. Г. Постников, Введение в аналитическую теории 
чисел, Москва, 1971 


REHE 【 英 indeterminate equation 法 équa- 
tion indéterminée ¿Ë unbestimmte Gleichung 依 
неопределённое уравнение 日 不 定 方程 式 ] 
系数 取 在 有 理 整数 环 忆 中 的 有 限 个 代数 方程 
在 也 中 的 求解 问题 ， 称 为 解 不 定 方程 ,或 求解 
Diophantus 方程 (Diophantine equation)。 后 一 
名 称 来 源 于 公元 三 世纪 的 亚历山大 城 的 数学 家 
Diophantus, 他 提出 了 许多 这 样 的 问题 . 但 对 这 
种 方程 的 研究 有 极 悠久 的 历史 ， 可 以 追溯 到 古 
埃及 ,巴比伦 .古代 的 中 国 以 及 希腊 。 Plin, 据 
说 早 在 纪元 前 六 世纪 。 Pythagoras 已 经 部 分 地 
求 出 方程 P+ у? = z 的 有 理 整 数 解 为 : x 一 


2n + 1, у= 20 + 21, 2 = у + 1А 
600 年 左右 ”Brahmagupta 提出 了 Pythagoras 
数 (Pythagorean number)， 即 这 个 方程 的 所 有 
的 有 理 整 数 解 为 : r= m'— n, у = 2mn, z= 
m+n? (m, 7 为 任意 整数 )。 ЖЮК, WAW 
Fermat 问题 1 亦 是 一 个 不 定 方程 +。 在 最 近 , 由 
于 Diophantus ЖЛ? (— 数 的 几何 ) 的 发 展 , 使 
这 一 理论 不 仅 对 于 有 理 整数 环 Z 上 的 , 而 且 对 
于 在 忌 上 有 限 生成 的 整 域 上 的 不 定 方程 问题 
都 已 能 进行 处 理 。 下 面 将 不 定 方程 的 主要 结果 
加 以 叙述 ,并 也 涉及 到 了 代数 簇 ' 的 有 理 点 问题 . 

关于 有 理 整 数 环 Z 上 的 不 定 方程 , 对 于 一 


OREHE У ө, Sala, a6 Z) 及 二 元 二 


次 不 定 же + bxy + cy! = k (Ca, b, с, 
ke Z) 已 有 系统 的 研究 。 后 者 是 C，F， Gauss 
的 《算术 研究 》(Disquisitiones arithmeticae) — 15 
的 主要 论题 , 可 以 说 Gauss 的 这 一 研究 是 现 
代 代 数 数论 的 开端 .特殊 的 二 元 二 次 不 定 方程 
P— Di = +4(D € 2) HH Pell 方程 (Pell’s 
equation), (E D < 0 BJ, Рей 方程 只 有 有 限 个 
FE D > 0 时 ,如 果 n, m 是 方程 的 解 ， 且 使 
(4 十 VD)/2 > 1 为 最 小 , 则 其 所 有 的 解 1 
u, Hl EQ, + a //Р)/2)" 一 (十 woVD)/ 
2 给 出 。 zs w 可 应 用 连 分 数 展开 来 计算 (一 连 
分 数 )。 关于 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 a + 
bry + су =k, 可 以 应 用 Pell 方程 的 解 将 其 
所 有 的 解 求 出 来 。 其 解法 在 本 质 上 可 以 说 是 二 
次 域 理论 的 一 个 应 用 (一 二 次 域 的 数论 ，[1])。 
对 于 多 元 二 次 不 定 方程 ，C. L. Siegel 有 深入 
的 研究 (一 二 次 型 ). 

虽然 关于 高 次 不 定 方程 我 们 知道 得 很 少 ， 
基本 上 没有 一 般 的 处 理 方法 ， 但 是 有 以 下 的 一 
些 著名 结果 . 


【不 定 方程 的 有 理 整 数 解 】 1) Thue 定理 


(1905), “如果 JG) = Ў) або, Z, 2) 


НЯНЯ, RUSO ay азая 


0) 只 具有 有 限 个 有 理 整 数 解 “。 这 是 Diophantus 


SHAY Thue 定理 的 一 个 直接 推论 ， 该 定理 
ЮТА: “йс 为 = 次 实 代数 数 C 222), ДИЕ 
la — p/a] < 1/q2 成 立 的 有 理 数 p/qCp， 
462, 4>0) 只 有 有 限 个 ([3], р. 122) К. 
F. Roth 证 明了 上 式 中 的 (2/2) + 1 可 换 成 2 
+ ele 为 与 无 关 的 任意 正 数 ), (Mathematika、 
2(1955), 1—20). 这 个 Roh 定理 ' 可 以 推广 
到 某 些 代数 数 域 及 函数 域 的 情形 (一 数 的 几 
何 ), 并 被 有 效 地 应 用 于 近代 的 不 定 方程 理论 中 
4121, 13D. 

2) SiegeliE38 (1929), "iR f, OG, +++, 
X,) = 0 (1 SiS mHE n AH zia! PRE 
了 亏 格 ' 大 于 0 的 代数 曲线 , 则 f;COCG X= 
0(1 < i < m) 的 有 理 整数 解 的 个 数 为 有 限 ”. 这 
个 定理 由 S. Lang 作 了 如 下 的 推广 ([2]).“ 设 
K 为 有 理 数 域 Q 上 的 有 限 生成 域 , 1 为 Z 上 有 
PERAK 的 子 环 ， 再 设 C 为 定义 在 K 上 的 亏 
格 + 大 于 0 的 非 奇 射影 代数 曲线 , PHK EEL 
的 C 上 的 有 理 函 数 , WE ФСР) Є Т 成 立 的 C 上 
HAP RAARD”. 这 个 定理 的 证 明基 于 
Roth 定理 在 上 述 意 义 下 的 一 个 推广 及 下 面 的 弱 
Mordell-Weil 定理 ([2])。A. Robinson 及 P. Ro- 
quette 从 非 标准 算术 的 观点 给 出 了 Siegel 定理 
的 另 一 证 明 CJ. Number Theory 7 (1975)), 

3) 已 经 知道 另 一 些 特殊 类 型 的 不 定 方 程 
亦 只 具有 有 限 个 有 理 整 数 解 。 有 关 这 个 问题 一 
14]，[3]。 此外, 有理 整 系数 的 不 定 方程 KX, 
Y) 一 0 在 上 具有 无 限 多 个 解 的 一 个 必要 条 
件 是 由 C. Runge (J. Reine Angew. Math., 100 
(1887)) 给 出 的 [4])。 还 有 关于 Fermat [а] 
题 一 Fermat 问题 。 

如 上 所 述 , 关 于 不 定 方程 定性 的 定理 很 多 ， 
而 只 是 对 二 次 型 有 一 些 定量 的 研究 (一 二 次 
HD. 

【有 理解 】 设 V E k bE MAMA 
iE REPOS V AR. BV. ЖУ rig if 
JE, WR P fE V. 内 的 代表 ' Р, 的 坐标 是 在 
域 《 中 , 则 P 称 为 V 在 * 上 的 有 理 点 《rational 
point), 当然 这 个 定义 和 P 的 代表 P. 的 选取 是 
无 关 的 。 特 别 地 , GV BABAR, РИ 
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次 坐标 ' 设 为 x0, zu, ts z) WAARA а/ 
х,ЄҖ(0 过 i 之 n,xo 闫 0) 时 ,P 才 为 上 的 有 

Ж. 当 太 取 为 有 限 次 代数 数 域 *(、p-adic 数 
域 愉 有限 域 ! 时 ,关于 代数 繁 特别 是 Abel R'BJ 
有 理 点 的 主要 结果 叙述 如 下 . 

1) Mordell-Weil 定理 . “ 设 4 为 在 有 限 
次 代数 数 域 《 上 定义 的 = 维 Abel Ж, Ша 上 
的 《有 理 点 全 体 构 成 的 群 A, 是 有 限 生成 的 ”. 
п = 工 的 情形 是 L. J. Mordell 证 明 的 (1922) ， 
一 般 的 情形 是 A. Weil 证 明 的 (1928 ([2])). 
还 有 定理 “ 设 m 为 有 理 整数 , 则 商 群 A,/m A, 为 
有 限 群 ”"， 称 为 弱 Mordell-Weil 定理 (weak 
theorem of Mordell-Weil), 它 是 Mordell-Weil 定 
理 证 明 的 基础 之 一 ,并 亦 被 用 于 Siegel 定理 的 
证 明 中 。 Mordell-Weil 定理 也 被 推广 到 为 在 
素 域 上 有 限 生 成 的 (特征 为 任意 的 ) 域 的 情形 
(021). 

35 A Же MAAR ACA k E. Birch, 
Swinnerton-Dyer 及 Tate 关于 4, 的 秩 有 以 下 
的 猜想 。 设 ?是 和 的 素 理想 ，4 在 其 上 有 一 个 
好 约 化 ， 并 以 Ae 表示 约 化 簇 。 设 a, >>>, 
ж” 是 A, 关于 L-adic 表示 的 自 同 态 的 NO) 次 
ЖЕН (Abel 1), IFS LG, A) 一 
П G —=N@y)7. H LG, 4) = IL, 


fon 
(s，4)( 这 里 的 乘积 遍及 全 体 好 素数 ) 所 定义 的 
4 的 工 函 数 是 4 的 函数 的 主 部 (一 ABO. 
Birch 和 Swinnerton-Dyer 猜测 : Hik = QRA 
是 一 维 的 , 则 存在 常数 C = 0 使 得 LG, A) ~ 
CG — D', 5-1, Tate 把 这 一 猜想 推广 到 任 
RA AMA. I, 常数 C( 按 照 因子 是 相应 于 
坏 素数 及 无 限 多 个 素数 而 作 适 当 的 改变 ) 被 认 
为 可 由 4 的 某 一 算术 不 变量 来 表示 [10]. 这 些 
猜想 由 计算 机 计算 及 某 些 理论 结果 所 支持 。 

2) Lutz-Mattuck 定理 . “在 p-adic ukt 
k КЖ RAY n HE Abel A RIA REH hI EE 
A 包含 一 个 指数 有 限 的 子 群 与 # 个 中 的 p- 
adic ЖЮ 。 的 直 和 同 构 ' (E. Lutz, J. Reine 
Angew. Math., 177 (1937), A. Mattuck, Ann. 
of Math., 62 (195522, 


348 数 的 几何 


3) “在 有 理 数 域 Q 上 定义 的 代数 曲线 C 
的 有 理 点 ， 当 C 的 亏 格 ! 大 于 1 时 , RAAR 
^w. 这 称 作 Mordell 猜想 ， 还 没有 被 证 明 
(021). 而 当 с 为 定义 在 代数 函数 域 上 时 ,这 一 
猜想 已 由 Ю. И. Манин (1963), Н. Grauert 
(1965), =## (1966) 作出 了 肯定 的 解决 . 

4) 了 为 在 有 限 域 ! k БЕ ХИК", X: 
于 7 的 有 理 点 的 个 数 ,有 以 下 B. Dwork (Amer. 
J. Math., 82 (1960)) 的 著名 的 结果 : he 
Ж кт КЕ, V E te 上 的 有 理 点 的 个 数 为 
No， 则 由 


-2 hog Z(t) = Nat! 
di Бет 


定义 的 函数 Z (z) 为 “的 有 理 函数 。 ZO) 称 
28 k ERO FCBSOR V 的 同 余 “ 函数 '。 关于 70) 
的 详细 性 质 一 函数 . 

【Ci 域 】 设 F RM Ri >0,d>1 fet 
Ж. W f 为 系数 在 F 中 的 "个 变数 的 4 次 齐 次 
SUK. 如 果 对 任意 的 1,n >d, 方程 1 一 0 
ЖЕЕ Йй! Gais +++, x。) 天 (0,.…,0), 则 
FRA CUR. WRENS 1, FÆ 
CiCd) 域 , 则 F 称 为 Ci 域 (Ci-field)。F 为 C。 
域 的 充分 必要 条 件 是 ，F 为 代数 闭 域 '。 C, k 
MPRA HW EM AR Cquasi-algebraically closed 
fid), 在 C, JÀ F 上 不 存在 有 限 次 非 交换 可 除 
代数 ， 有 限 域 是 C, IK (C. Chevalley), 如 果 Fe 
是 代数 闭 域 ， 则 F = FX) RERA RAR 
WE C, 域 ( 曾 ( 灿 之 ) 定 理 )， 以 域 下 的 元 素 为 
系数 的 mn — d! 个 变数 的 4d 次 齐 次 多 项 式 1, 如 
Rf 一 0 不 具有 (0,…，0) 以 外 的 解 ， 就 称 为 
FF 的 阶 为 i 的 范式 《normic form), 如果 С, 
Fo 至少 有 一 个 阶 为 i 的 范式 , 则 1) FOG, ^, 
XD 为 Citk 域 ; 2) Fe 的 有 限 次 代数 扩张 是 C, 
域 .关于 指数 赋值 ' 是 完备 域 的 F、 当 它 的 剩余 
BR Fe 为 代数 闭 域 时 ,是 C. 域 ， 有 限 域 Fe 上 的 
单 变数 寡 级 数 域 下 是 C; 域 (一 Lang [61). Artin 
猜想 p-adic 数 域 Q, 是 C; BR, Н. Hasse (1923) 
证 明了 Q, 是 C,(2) 域 及 D. Lewis (1952) 证 


举 出 反例 而 否定 Artin 猜想 ， 即 他 给 出 了 一 个 


系数 在 О, 中 的 18 个 变数 的 四 次 型 ， 这 个 四 次 
型 在 Q, ОТ. J. Ax 及 S. Kochen 
(1965) 证 明了 对 任意 的 整数 ¿2 1， 存 在 整 
Bi pold), GEM p> pM. Q, C) 域 
(一 模型 论 ). 

[5] 0] 高 本 真 治 ， 初 等 整数 渝 薄 义 ,共立 出 版 ，1931; 
[2] S. Lang, Diophantine geometry, Interscience, 1962, 
[3] W. J. LeVeque, Topics in number theory II, Addison 
Wesley, 1956, [4] T. Skolem, Diophantische Gleichu. 
ngen, Erg. Math., Springer, 1938 (Chelsea, 1950); [5] J- 
F. Koksma, Diophantische Approximationen, Erg. Math., 
Springer, 1936 (Chelsea, 1950); [6] S. Lang, On quasi 
algebraic closure, Ава. of Math, (2) 55 (1952), 373— 
390, [7] L. J. Mordell, Diophantine equations, Acade- 
mic Press, 1969; [8] J. W.S. Cassels, Diophantine 
equations with special reference to elliptic curves, J- 
London Math. Soc., 41 (1966), 193—291; [9] J. Ax-S. 
Kochen, Diophantine problems over local fields 1, H, 
Amer. J. Math., 87 (1965), 605-648; Ш, Ann. of Math., 
(2), 83 (1966), 437—456; [10] P. Swinnerton-Dyer, The 
conjectures of Birch and Swinnerton-Dyer, and of Tate, 
Proc. conference on local fields, Driebergen, 1966 (Spri- 
nger, 1967); [li] M. J. Greenberg, Lectures on forms 
in many variables, Benjamin, 1969. 


数 的 几何 [3 geometry of numbers 法 géomé- 
trie des nombres ¿£ Geometrie der Zahlen I 
геометрия чисел B RO elu] 为 了 把 P. 
G. L. Dirichlet 和 C. Hermite 所 建立 的 Dio- 
phantus 融 近 的 解析 理论 进行 简化 ，H. Minko- 
wki 将 格 和 凸 集 等 几何 概念 引进 了 数论 ， 他 
把 由 这 个 简单 而 有 效 的 方法 得 出 的 理论 称 为 : 
"Geometrie der Zahlen” ,现在 称 为 数 的 几何 . 其 
后 ， 这 个 理论 和 数论 等 各 数学 分 支 有 关 而 发 展 
起 来 ,到 最 近 取得 了 各 种 新 的 结果 . 一 连 分 数 . 

【格格 点 】 Ent Eudid 空间 尺 "内 , 取 
п Ха, tts Xas Ж X, 所 对 应 的 位 置 向 
EL r = G, id Ge, s CO 表示 转 
置 矩阵 ?) 是 线性 无 关 的 , 则 将 点 集 AT(XIX + 
= 23 ид, Cu, 为 有 理 整数 )} 称 为 = 维 齐 次 
(homogeneous) 格 (ЖЕ lattice 46 Giner), RF 
这 些 格 的 点 称 为 格 点 lattice. point) E Xi，…， 
X, 9528 AMM (base) (EKRE, Xii Xa 
称 为 线性 无 关 的 点 )。 另 外 ,将 Xe A 所 对 应 的 
位 置 向 量 5 的 全 体 A* HW (lattice group), 


但 通常 所 谓 的 格 点 ,多 指 坐 标 为 有 理 整数 的 点 . 
A* ARA n 个 线性 无 关 生 成 元 6，…， ui 
自由 Abel Ef. 如 果 A* 的 另 一 组 基 为 wi. 57, 
Da, Wid = ANCA E SLC, Z), BARAR 
理 整 数 为 元 素 的 矩阵 , B |det41 =1). 190, 
[det (n, … 5)| 只 与 4 有 关 。 而 与 基 的 选择 
EX, 将 它 用 d(C4) 表示 ， 称 为 格 4 的 行列 式 
(determinant of lattice), 另外 , A 的 点 之 间距 离 
的 最 小 值 用 5C4) 表示 . 

设 4 为 齐 次 格 ，X。 为 R 的 任意 点 , 则 称 
L= (X|X—: =n +, (€ AT) 为 非 齐 次 格 
(inhomogeneous lattice), 它 是 由 齐 次 格 平行 移动 
得 出 的 。 本 条 只 讨论 齐 次 格 , 并 将 齐 次 格 简称 
^. 

AL, A, cO Rr Я, ХО, 
ХО А, 0938. # lim XP = Xm 1, 
s+, n) FEE, B Xi, ++, X, 构成 格 4 的 基 ， 
则 称 A, We (converge) 于 A, 或 称 4 是 A, RY 
极限 (limit)， 此 时 , 有 4CA — 400, ӘСЛ.) 
一 5(4)、 根 据 这 个 收敛 性 , 可 在 Re 中 所 有 的 
格 所 组 成 的 集合 Мо 中 引入 拓扑 ?。 另 外 ,对 于 
格 列 A. 4x，……， 如 果 有 两 个 正常 数 <，“ fF 
在 ,使 得 4(A) e, 8(A)2 (1,2, 2, 
则 称 这 个 格 列 为 有 界 的 《bounded)。 在 有 界 的 
无 限 格 列 中 可 以 取出 收敛 子 格 列 . 

105 WR 的 点 集 。 如 果 4 的 点 除 坐标 原 
点 外 ， 其 余 的 均 不 是 s 的 内 点 ， 则 称 4 容许 
Cadmi) 5, 或 者 称 格 A 是 S 容许 的 (5-admissi- 
ble) SUI M 为 Mu 的 闭 子 集合 ,如 果 M 中 的 每 
一 个 格 都 不 是 S 容许 的 , 则 令 ACSNM) 一 co, 如 
果 不 是 这 样 , 则 令 AGSNM ) 一 inf dA), 这 个 inf 
是 对 所 有 的 S 容许 格 4e M 来 取 的 . KAEM 
如 果 满 足 : D 人 为 S 容许 的 ; 2) 404) 一 AG\ 
M) 两 条 件 , 则 称 A 为 M 中 的 5 临界 格 〈criticat 
lattice), 24 0 < ACSNM) < co 时 , 则 在 M rh R. 
Ж 5 临界 格 的 充分 必要 条 件 是 : 在 M 中 存在 有 
BERG S 容许 的 格 列 Av, Ar, …， 使 得 CAD 一 
AG\M). 另外 ,特别 是 当 M 一 M. 时 ,将 
AG\Mo) 简写 为 A(C5)， 并 把 它 称 为 临界 行列 
或 (critical determinant), 
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【逐次 最 小 及 Minkowski 定理 】 F(X) 是 
ER 上 定义 的 连续 函数 , 当 它 满足 : 1) FO) 
一 0; 2) f X 0, W| F(X) > 0; 3) 对 于 
任意 的 实数 + 及 任意 的 点 X, 有 FGX)= || F 
QO 等 条 件 时 ,将 集合 K ХРО) < 1) FF 
为 关于 原点 对 称 的 有 界 显 形体 (sac body). 对 
于 这 样 的 K 及格 4、 一 定 存在 4 中 的 ”个 线性 
无 关 的 点 P, oe, Р, UR” DER noc 
pe 具有 如 下 的 性 质 : 1) ЕОР) = p G = 1, 
Ue, DAK ри 3) 1<m<n, 
UR ARK P ORF Р, ---, Рл EREE 
关 的 ， 则 有 FCP) > pms B pis сс, Pa 仅 和 K 
及 A 有 关 并 由 它们 唯一 确定 。 这 些 数 p, 称 为 
天 在 4 中 的 逐次 最 小 (successive minima), 将 
已, …，P, 称 为 逐次 最 小 点 (successive minimum 
points), 

ik, Minkowski 定理 如 下 所 述 : "Dis 
S HARAR, ME S 的 体积 VC5) > 40), W 
SHEER MERA Xi, X%:， 使 得 它们 所 对 应 
的 位 置 向 量 之 差 属 于 4. 特别 是 对 于 有 界 凸 体 * 
K, 如 果 VCK) > 2"d(4) 成 立 ， 则 天 必 包 含 一 
个 异 于 原点 的 Xe A, 因而 有 2"ACK) > 了 CK)。 
2) 当天 为 有 界 凸 体 时 ,如 果 p, +s p. 为 大 在 
4 中 的 逐次 最 小 , ШЇ pp, VOR) < 27400", 
2) 包括 了 1), 但 1) 更 为 基本 。 

[Minkowski-Hiawka 定理 】 Minkowski 定 
理 给 出 了 ACK)/V(K) ЮЕ. 至 于 上 界 , 有 
如 下 的 Minkowski-Hlawka 定理 : 1) 对 于 
n > 2 维 空间 的 任意 开 集 EH А СЕ)/У СЕ) < 
1; 2) 如 果 E 关 于 原点 对 称 ， 则 ACE)/V(CE) 
<1/2; 3) WRK YEH, W A(K)/V(K)< 
1/70); 4) 如 果 KK 是 关于 原点 对 称 的 星 形体 ， 
则 ACK)/VCK) < 1/2 Sn) GÇ (n) 是 Riemann 
TAR). 后 半 部 分 是 Minkowski 提出 的 猜 
想 ， 是 由 E. Hlawka (1943) 证 明 的 。 C. L. 
Siegel (1945) 又 给 出 了 下 面 的 另 一 证 明 , С.А. 
Rogers (1947) 将 Hlawka 的 证 明 作 了 简化 . 另 
外 ,因为 这 些 结果 并 不 都 是 最 佳 的 ,所 以 在 各 种 
条 件 下 ,设法 改进 其 估计 ,也 有 许多 结果 . 

[Siegel 中 值 定理 】 Minkowski 在 叙述 他 
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的 猜想 时 提 到 : “证 明 这 个 定理 需要 用 所 有 的 
线性 变换 所 构成 的 群 的 算术 理论 ”。 Siegel 从 这 
个 观点 出 发 ,考虑 与 线性 变换 群 的 关系 ,证 明了 
下 面 的 定理 . 

设 特殊 线性 群 SL(n, R) 的 不 变 测 度 为 
о, FR SL(n, R) 中 关于 其 离散 子 群 SLG, 
2) 的 基本 区 域 . 根据 二 次 型 理论 (一 二 次 型 ) 
可 知 ，F 的 体积 是 有 限 的 。 假如 选取 不 变 测度 


o, (I | do 一 1， 则 有 如 下 的 Siegel 中 值 
定理 (mean value theorem of Siege): 设 9 通过 
除 零 向 量 以 外 的 R" 的 全 部 整 向 量 ,对 于 任意 有 
RATE Riemann 可 积 函 数 刀 有 


j урав = | 1004X 


《 式 中 右边 表示 R^ 上 通常 的 Riemann 积分 ). 
由 此 式 很 容易 推出 Назка 的 结果 。 A. Weil 
把 这 个 定理 在 一 般 的 情形 作 了 推广 (Summa 
Brasil. Math., 1 (1946)), 

[Diophantus 132] Diophantus Bit 
Diophantine approximation) 一 词 是 Minkowski 
引进 的 ， 他 的 原意 是 指 当 变量 取 有 理 整 数值 或 
者 某 个 代数 数 域 的 整数 值 时 ， 所 给 函数 的 绝对 
值 满足 的 上 、 下 界 不 等 式 .例如 , 当 变 量 范围 只 
限于 整数 值 时 ,所 考虑 的 方程 就 被 称 为 Diopha- 
ntus 方程 或 不 定 方程 !。 现 在 , 这 个 词 用 于 含义 
更 广 的 情形 ， 成 为 研究 自 变量 取 整 数值 时 函数 
值 的 界限 或 分 布 状态 的 一 个 数学 分 支 名 称 。 其 
中 应 用 到 的 有 效 方 法 是 上 述 的 Minkowski 的 格 
的 几何 学 。 此外, ЖШ ГНИ ОВЛ L 
理 数 的 问题 也 是 Diophantus 逼近 中 最 典型 的 问 
题 ， 这 里 连 分 数 ' 理 论 成 为 有 效 的 方法 。 关于 
<. H. H. Weyl 所 研究 的 一 致 分 布 问题 (后 述 )， 
解析 方法 特别 是 三 角 级 数 是 有 效 的 手段 。 还 有 
Dirichlet 的 抽 居 原理 *( 如 果 多 于 ”个 人 住 * 间 
房 ， 则 至 少 有 一 间 房 住 的 人 超过 一 个 ) 作为 
Diophantus 通 近 的 第 一 原理 ， 经 常 得 到 有 效 的 
应 用 。 近 来 ，Diophanrus 逼近 在 超越 数 ' 及 代数 
曲线 + 理论 中 也 得 到 了 有 效 的 应 用 。 

(HARARE) 用 有 理 数 


MU CBRE: WAC OAR 6, 选择 
有 理 整数 x( 0), у, 810 一 ?/z| 的 界 比 起 
JE z 来 尽 可 能 小 . 应 用 Dirichlet АЫ 
理 可 知 .对 于 任意 的 整数 N > 0， 使 得 |0 一 y/ 
| < 1/(xN) 成 立 的 x( < N), y 总 是 存在 的 . 
因此 ， 设 使 19 一 y/z| < 1/M* 具 有 无 限 多 对 
有 理 整 数 解 +, » 的 正 数 M 的 上 确 界 为 MO), 
那么 ,由 此 得 出 : 对 于 任意 的 无 理 数 9, 有 1 < 
МӨ) (< co). 

如 果 ө 为 实 的 二 次 无 理 数 ， 则 M (0) 是 确 
FEM. ВШ aP + 50 + с == 0(а, b, с AAR 
整数 ), 对 于 不 全 为 零 的 有 理 整数 值 +,y, ox? 
+ бау + су? 的 绝对 值 的 最 小 值 为 , WI M (Ө) 
一 人 VB аас. ELMO > V 5 ， 而 等 
号 在 9 与 6 一 (1 + V 5 )/2 等 价 时 成 立 。 如 
R05 O- V 5)/21 AGH MOD) 8, 
5916056 —1-- V2 等 价 时 成 立 ，(8 与 
Ө 等 价 (equivalent) 是 指 存在 有 理 整数 。，2 
c, d(od 一 6c 一 土 1)， 使 得 0 一 (eg 十 0)/ 
(c0 + d),) 这 样 继续 下 去 , 就 得 到 二 次 无 理 数 
的 序列 9,,0,…, 且 有 M(6,) 一 3Cn — co). 如 
果 M(6) <3, WO 50, 9,，.… 中 的 某 一 个 
等 价 。 另 外 , 使 得 M (бу 一 3 成 立 的 6 的 集合 
具有 不 可 数 的 势 (A. А. Марков[161). 

ө 为 一 般 代数 数 的 情形 ， 关 于 M (8) 还 完 
全 不 了 解 。 因此 , 将 这 个 问题 从 另外 的 观点 加 
DAE, Bee SB, 且 使 得 16 一 y/x|<1/z 
具有 无 限 多 对 有 理 整数 解 +, y， 将 这 样 的 4 的 
上 确 界 记 为 CO), he HAF 2 的 正 数 ,可 以 
容易 地 证 明 满足 pCO) > x 的 实数 9 的 集合 的 
Lebesgue 测度 * 等 于 0. 当 6 为 ”次 实 代数 数 时 ， 
J. Liouville 证 明了 4(8) < n. A,A. Thue, 
Siegel, A. О. Гельфонд, Е. J. Dyson 等 又 逐步 
加 以 改进 ,最 近 K. Е. Roth 证 明了 (6) = 2, 
而 将 这 个 问题 彻 宕 解决 (Roth 定理 ) (151). 
换 句 话说 ，Roth 定理 证 明 当 上 > 2, 6 —y/ 
z| < 1/= 的 有 理 整数 解 只 有 有 限 对 。 上 述 结 
果 还 可 推广 到 有 限 次 代数 数 域 及 单 变量 代数 函 
数 域 的 情形 ( 见 S. Lang 1121), 

在 1970 年 ，W. M. Schmidt ([23]) 将 


Roth 定理 推广 至 联 立 逼近 的 情况 ， 即 如 果 a, 
tes, ou 为 实 代数 数 且 1，m，…，a。 在 有 理 数 
域 上 线性 无 关 , 则 对 于 任何 > 0, RRAAPR 
多 个 正 整数 4, 使 得 

ligal- .leader < 1, 
此 处 ПЕ 表示 实数 至 与 它 最 近 的 整数 的 距 
离 ;特别 是 ,由 此 得 出 : 

la, — p /q| < q (om, 


i=l, yn 


仅 有 有 限 多 组 有 理解 mn/4，-…，,p。/4。 这 一 结 
果 的 对 偶 结 果 是 : Bea, sss, e 如 上 所 述 ， 
则 仅 有 有 限 多 组 非 零 整数 gsto gu 使 得 


lam + +++ + anml 14-44] < 1. 
最 后 这 个 定理 可 以 用 来 证 明 ,如 果 а 为 代数 数 ， 
k HERR, He > 0, 则 仅 有 有 限 多 个 次 数 不 
超过 的 代数 数 o 3 |a — o | <H), 
此 处 HCw) 表示 中 的 高 ( 见 [19])。 

Thue, Siegel 与 Roth 工作 的 根本 限制 在 于 
它 是 非 有 效 的 。 A. Baker (1968) 成 功 地 证 明 
了 ,对 于 任何 次 数 " > 3 的 代数 数 以 及 任何 < 二 
nm， 皆 存在 可 以 计算 的 常数 ¿= c(9, к) > 0, 
使 得 19 — у/х| > cx-"exp《log х)'* 对 于 所 有 
WERK x, yG > 0) 成 立 ([18])。 这 个 结果 是 下 
面 关 于 二 元 Diophantus 方程 的 一 个 经 典 定理 
(Thue 1909) 的 有 效 表 述 的 直接 推论 : 设 f= 
Кх, y) ARR n >з 的 不 可 约 二 元 型 , 具有 整 
系数 ， 并 假定 « > ">， 则 对 于 任何 正 整数 m, 
方程 1(x, y) 一 m ВРНЕК х, y Ww ДЕ 
max(]z| ,|y|) < cexpClog т)", 此 处 < 二 0 是 一 
PROF a, © 55 $ 的 系数 的 可 以 计算 的 常数 . 
Baker 先 证 明了 一 些 定理 ,这 些 定理 给 出 了 以 代 
数 数 为 系数 的 代数 数 的 对 数 的 线性 型 的 模 的 有 
效 估计 ,利用 这 些 定理 ,他 证 明了 上 述 结果 . 一 
个 这 种 类 型 的 典型 的 结果 如 下 : Ham, oL 
为 非 零 代数 数 ， 而 logan, «++, loga, 在 有 理 数 
域 上 线性 无 关 , 且 设 po，…，p。 为 不 全 为 零 的 
代数 数 ,它们 的 次 数 与 高 分 别 不 超过 4 УН, 
WER к> л + 1, WA |# + pilogat- 
+ £,loga,| > cexP(— log (H)*), КЖ c > 0 
ЖЕТ л, к, loga, +++, logo, 与 4 的 可 
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计算 的 常数 ([17, 221). 

这 种 类 型 的 结果 在 数论 中 有 很 多 重要 应 
用 .例如 我 们 可 以 得 到 Tenb 中 ona-Schneider X 
于 超越 数 定理 的 推广 。 此外, 基于 Baker 的 结 
Ж, 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 可 以 完全 确定 ， 这 是 
Baker (1966) 与 H. M. Stark (1966) 独立 解 
决 的 (一 二 次 域 的 数论 ). 

Thue 关于 二 元 Diophantus 方程 的 解 的 有 
限 性 定理 的 改进 和 推广 , 是 由 Baker 及 其 合作 
者 得 到 的 ( 见 [19], [20]). 关于 Baker 结果 的 
p-adic 与 p-adic 类 似 也 已 得 出 ([21]). 

【一 致 分 布 问题 】 设 6 为 无 理 数 ， 将 不 起 
过 Өх 的 最 大 整数 以 [9x] 表示 ， 设 er — [0х1 
为 gr(mod 1), 那么 ,0 < 0х < 1(mod 1). x 
= 1,2, 3,5-5 hf, OxCmod 1) 在 单位 区 间 CO, 
1) 上 为 稠密 分 布 〈C.G.J， Jacobi), 不 仅 如 此 ， 
而 且 9, 20, 39，… (mod 1) 在 单位 区 间 上 为 一 
Boy (Weyl), 在 这 里 ， 一 至 分布 《uniform 
distribution) 的 定义 如 下 : 设 1(x) 是 在 * 一 1， 
2, 3,… 上 定义 的 实 值 函数 ，a, 8 为 任意 实 
数 , 0 <о<в< 1, Er 1,2,... Nih, 
使 得 a < /(х) < pCmod1) 成 立 的 x 的 个 数 为 
ТОМ), 如 果 lim TCN)/N = 8 一 “总 成 立 , 则 


f(x)《mod 1) 称 为 在 单位 区 间 上 一 致 分 布 。 对 
B 
于 任意 整数 4 = 0, lim 1. У eseocom 


31, 733& 101), Q), * "Стой 1) 为 一 致 分 布 的 
充分 必要 条 件 ， 这 称 为 Weyl 原理 (Weyl’s 
principle) (1914), 根据 这 个 原理 可 以 得 出 上 述 
的 Өх 是 一 致 分 布 的 . 

在 一 致 分 布 问题 中 ， 还 常常 使 用 下 面 的 定 
理 。 如 果 对 于 任意 的 自然 数 4， 函 数 g) 一 
fG + h) — 160) 为 一 致 分 布 (mod 1), 则 1(*》 
(modl) &@&—# 4: (J. G. van der Corput, 
1931). 例如 ,根据 这 个 定理 由 Ox 是 一 致 分 
布 ,可 得 知 z 的 多 项 式 ( 它 的 系数 至 少 有 一 个 是 
无 理 数 ) 也 是 一 臻 分布 的 . 

以 上 的 Diophantus ET, 是 对 一 维 情 、 
形 论述 的 。 但 是 ,这 些 问 题 也 被 推广 到 s 维 情 
*. 
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ШӘ [Ж transcendental number 法 no- 
mbre transcendent Ф transzendente Zahl Ж 
трансцендентное число 日 超越 数 ] 一 个 复数 
如 果 它 不 是 有 理 数 域 Q 上 的 代数 数 ", 就 称 为 超 
юй. 全 体 代数 数 @ 构成 域 。 设 “ 为 = 次 代 
数 数 ， 满足 的 具有 有 理 整 系数 а 62 的 不 可 
约 多 项 式 写 为 aetati + Банах + 
а (бао ob tts Gets a) = 1), Жа t 


绝对 值 的 最 大 值 称 为 “的 高 (height), 记 作 
H(a)。 更 普遍 的 , 对 于 复 系数 的 多 项 式 POG, 
to, X ,其 系数 绝对 值 的 最 大 值 称 为 P 的 高 ， 
记 作 НОР), 

【历史 】 1873 年 ，C. Hermite 证 明了 自然 
对 数 的 底 。 是 超越 数 。 以 后 , 1882 年 С.Е. 
Lindemann 使 用 同样 的 方法 ,得 出 了 证 明 圆周 率 
= 的 超越 性 的 著名 古典 结果 。 在 1900 年 D. 
Hilbert 所 提出 的 二 十 三 个 问题 (一 Hilbert) 中 ， 
第 七 个 问题 就 是 求证 某 几 个 数 (йш 27) 
的 超越 性 ,这 引起 了 A. O. Гельфонл, T. Schnei- 
der, C. L. Siegel. 等 人 的 富有 成 果 的 研究 。 但 
是 ,超越 数理 论 的 研究 还 远 没有 完成 .现在 , 确 
定 给 出 的 数 是 不 是 超越 数 ， 还 没有 一 个 统一 的 
方法 .例如 ,关于 Euler 常数 C = lim (1 + 1/ 
2 十 …' + 1/n — log n) , 它 是 不 是 无 理 数 还 不 
яй. 

【超越 数 的 构成 】 TREQ, UR 
存在 与 自然 数 n TAWEN c, 满足 int (H(a)° 
lë— allae Q) > c, 那么, 根据 Liouville 定 


理 (1544) 可 知 ，5 为 超越 数 。 RE E RA 
Liouville % (Liouville number)， 例 1) £ = 


DSeerG>D. 例 2) 假定 给 出 一 个 自然 数 


Sir), m4 一 ок = о), BERENE 
1 РЕ 
ас 


( > 1, 81 为 第 4 个 疡 近 分 数 的 分 母 ), 则 5 为 
Liouville Ж, ik f(x) Ji x 为 自然 数 时 亦 取 
自然 数值 且 不 为 常数 的 任意 多 项 式 , 那 末 , 在 小 
数 点 以 后 形式 地 把 (0), (Q) 排 起 来 所 构 
成 的 数 ( 例 如 当 f(x) 一 + 时 ,就 是 
0.123456789101112--+), 

根据 Roth 定理 (1955)( 一 数 的 几何 [Diophantus 
38351), 可 以 证 明 它 是 非 Liouville 数 的 超越 数 
(К. Mabler[8], [9])。 这 些 都 是 应 用 Diophantus 
逼近 论 来 构成 超越 数 . 

通过 Schneider ([10], [11], 1121), Siegel 
(131) 等 人 的 研究 ， 得 出 了 由 某 些 函 数 的 特殊 
值 所 构成 的 超越 数 , 例如 expo (aC 0) € Q), 


o 0,0€0,2€0—Q), JG) (J 是 模 
函数 +, re Q, EB AM ЕЕЕ — Sus), 
PQxi/o) (P FE Weierstras.9 函数 +，a( 天 0) 
EQ), UK ВС, 4) (BH Bea BR, р, 4 € 
Q-Z 等 都 是 超越 数 . 顺便 说 一 下 ,从 өре 
的 例子 可 同时 推导 出 e 和 x 的 超越 性 . 
【超越 数 的 分 类 】 1) Mahler 的 分 类 : 对 
TERRAM ERAAN”, H, 令 


vH, 8) = min {| s 10,62, 


lel <H, Sag t]. 


wE) = w, 
= lim sup C— log w,(H, E)/log H), 


(Е) = w = lim sup eV) n, 


n = (使 得 w。 = co IX STATE УН л). 
这 样 就 会 出 现 o = 0, z = co; 0 < оо, 
p= co; ш = и == со; wo, р < со 等 四 
种 情形 。 对 应 于 每 种 情形 的 HR RAR A 
数 , S 数 , TM, Ой. 把 每 一 种 数 的 全 体 所 
组 成 的 集合 分 别 记 为 А, 5, Т, О. 我 们 知道 
有 A 一 Q@， 如 果 5，7 在 Q@ 上 代数 相关 *， 则 
к,п 属于 同一 类 。 特 别 是 当 #&€ SM, OE) 一 
sup[ w, CE) /n|n 一 1,2,"…} 称 为 5 的 型 (type》 
(fr Mahler 意义 下 )。 例如 ce S 的 型 为 1. 
Mahler 猜测 按照 SHE RFR 555,0) — 1 
或 1, 关于 这 猜测 曾 得 到 各 种 结果 (W. J. 
LeVeque, J. F. Koksma, B. Volkmann), 直到 
1965 @ B. Г. Спринджук 所 证 明 《[14]， 
115]). 几 乎 全 部 的 超越 数 (除了 一 个 Lebesgue 
测度 + 为 0 的 集合 之 外 ) 都 是 S 数 。1968 年 W. 
Schmidt([161) 证 明了 了 数 的 存在 。Liouville Ж 
全 部 是 U 数 ([7]), 而 loga(e(>0, +1) € ©), 
= 等 是 不 属于 U 的 超越 数 . 

(2) J. Е. Koksma 的 分 类 . 对 于 任意 的 超 
КЕ REO. H.E 

wi, E) = min (|£ — al [a €Q, 

HQ) €H,I[IQG):Q] <n}, 


ави зы 
wit) = wi 
= lim sup C— log Hw (H, £)/ log H), 
w*(§) 一 w* = lim sup wz (En, 

u* 一 (使 得 wt = oo 成 立 的 第 一 个 数目 
7)。 这 样 ,就 会 出 现 w* < оо, p* m co; w* = 
pt — со; w* — co, п" < oo 等 三 种 情形 , 对 
应 于 每 种 情形 的 依次 分 别称 为 S* 数 ,7* 数 ， 
U* 数 ,并 把 每 一 种 数 的 全 体 所 组 成 的 集合 分 别 
i03 S*,T*,U* 9l gos ge S* 时 ,将 0*($) 
= sup {w3 (E)/n|n = 1, 2, +++} MOS £ AVAL 
(在 Кокта 的 意义 下 )， 可 以 证 明 , S= S*, 
T=T*,U=U*, HES, RE HEH SH 
及 S* 数 的 型 分 别 为 6, 6*, 则 9* < Ө cot 
1 成 立 。 

【超越 数 的 代数 独立 性 】 Lindemann-Weier- 
sms 定理 : “ШЖ m，…，ane@ 在 Q 上 线 
性 无 关 , 则 exp ш, ` ` °, expan 为 @ 上 的 代数 万 
关 的 超越 数 ”， Siegel 关于 Bessel 函数 ”Jo(*) 
的 结果 (131): “WR (= 0) € Q, W Joo), 
Jo) 为 在 Q 上 代数 无 关 的 超越 数 ", 以 及 A. 
Baker 定理 :“ 设 а}, +, ao 为 @@ 的 非 零 元 素 ， 
使 得 loga …，log ae 在 Q 上 线性 无 关 ,， W1, 
logan, `` ` , logo, 在 @ 上 线性 无 关 ”, 是 这 方面 
主要 的 结果 。 其 他 的 各 种 结果 , 都 是 孤立 和 堆 
散 的 (A. B. Шидловский, Гельфонд, Фельд- 
ман $). 

Lindemann-Weierstrass 定理 更 详细 的 表述 
是 : ”对 于 任意 的 Pe Q[X,, +, Xe) 可 确定 


只 与 m, .…，a。 及 的 次 数 上 有关 的 正 数 C , 
使 得 
[PCet, +++, ет) | > cuqcpy EE- 
其 中 
s = [Qla +++, am): Q]. 


特别 是 当 ao #0) € Q it ,expa € S, 且 其 型 
OME: 0 < 8? + 6s, Siegel 的 结果 也 可 更 详 
细 地 叙述 为 。 UFR PeQUG, X], AL 
确定 只 与 a。 和 P 的 次 数 * 有 关 的 正 数 C， 使 得 

IPC) , 6а) 1 > CHP)", 
其 中 
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s= 1QG):Q1. 

因此 , 当 aC #0) € @ 时 , 则 лбе), JC) & U. E 
述 的 Lindemann-K. Weierstrass 和 Siegel 的 两 个 
结果 ， 可 以 统一 成 如 下 的 、 关 于 代数 独立 性 的 
Sigel 定理 。 为 了 叙述 这 一 定理 ， 需 要 以 下 的 
概念 。 

жий) 一 >) SS 称 为 有 限 次 代数 
数 域 'K 上 的 已 函数 〈E-function)， 如 果 满 足 
以 下 的 三 个 条 件 : DCoe K (0m 0,12, 
8) 对 于 任意 的 正 数 e，C。 = Оби); ii) HE ge 
Cn 2:0) 是 使 得 对 于 所 有 的 《一 0，1，-…- mn， 
Cady € 9 一 的 整 环 ! 戌 立 的 最 小 自然 数 ,那么 
对 于 任意 的 正 数 s, Han = O Gt"), їй б), 
ts nC) Брок LERN, ХИИ 
正规 的 《normal) ， 如 果 满足 下 面 二 个 条 件 : D 
任何 的 f). 均 不 恒 等 于 0; i) wa m hGDQ 
<< т) 是 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 组 

“= У) 0u(Dw, A<k<m, 


m 
Qula) € D(z) 一 以 9 为 系数 的 有 理 函 数 域 ?》 
的 解 ， 将 系数 矩阵 〈Ouw(z) ) 化 为 标准 型 (即将 
指标 1,，…,m 作 适当 的 改动 ,使 得 矩阵 化 为 主 
对 角 线 上 有 几 个 子 式 , 子 式 以 外 的 部 分 均 为 0、 
且 子 式 的 个 数 为 最 大 。 这 样 的 标准 型 是 唯一 确 


定 的 ) 
Wy ) 
(^) 


式 中 
Жоо 
W, -( eH ) 


Ома, iG *** Quis iG) 


15555 фут =т 
=“ 


后 ,这 些 ил, +++, W, 是 无 关 的 , 即 如 果 
А Py Cs) 
Een š E 
s LO) 
CAES 


Pule) € K[z], 


则 C, 一 0, Pu 一 0. 设 N 为 自然 数 ,如 果 由 正 
ЖЕ ЗАИН NG), ---, f(s) ВЛЕН (т + 
N)/miNt 个 下 函数 Еа GAG)" 


КЕХА (E 到 Nm > 0) 也 是 正 质 组 ， 


则 将 АС), +. 
组 . 

应 用 上 述 概念 来 叙述 Siegel 的 结果 : 对 于 
任意 的 自然 数 N， 如 果 Ae), s fale) 是 
定义 在 有 限 次 代数 数 域 K 上 ， 且 满足 微分 方程 
BKC) = У) o«Gh GGG E De), 1 


i 
x m) 的 N 次 正规 E 函 数组 , Н al 0) € 
Q 不 是 任何 Ом) MRA, WAG, с, 
fala) 为 在 @ 上 代数 无 关 的 超越 数 ， 

最 后 ,由 Baker 定理 可 以 推出 下 面 的 结果 : 
G) Жо, +", 9, В, 7, Pa 全 都 属于 
Ф, Н у= ой: + ++ + а, ов, > 0, HJ 
7 是 超越 数 。(i) ШЖ T IM В, В, 
B. 都 是 非 零 代 数 数 , 则 chaf- заде 是 超越 数 。 
Gi) 如 果 ж, ---, о„ 都 是 不 等 于 0 和 1 的 代 
数 数 ， 而 6，…，p. 属 于 @, 且 1,p5 6, 
在 Q 上 线性 无 关 , 则 af of 是 超越 数 。 

Baker 还 得 到 了 他 的 定理 的 一 个 定量 推广 
(117): 假设 已 给 整数 ATA, 424, 以 及 高 度 
不 超过 A, 次 数 不 超 过 4 的 非 零 代数 数 m，…， 
e 2 2), NRO <8 <1, fi loga, ++, 
loga, 为 对 数 主 值 、 如 果 存 在 有 理 整数 种，…， 
bn, 其 绝对 值 < H, 使 得 

0 < [bilga + +++ + blogan] < с?н, 

则 


> fm(z) PIEN WER E KR 


H < (ї"'в-Ч” log уз", 
这 个 定理 在 包括 一 大 类 Diophantus 问题 
在 内 的 各 种 数论 问题 中 有 广泛 的 应 用 《〈[19]). 
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二 次 域 的 数论 
lds 法 arithmétique des corps quadratiques ¿£ 
Arithmetik der quadratischen Körper í арифме- 
тика квадратичных полей A 2 次 体 思 整数 论 ] 
有 理 数 域 Q@ 的 二 次 扩张 域 ', 称 为 二 次 域 (qua- 
.dratic field), EARR Q 里 添加 一 个 不 含 平 
方 因子 的 整数 mC 去 0, 1) 的 平方 根 , 就 可 得 到 
一 个 二 次 域 4， 记 为 4 一 QCVm). S m > 0 
时 ,不 称 为 实 《real) 二 次 域 , 当 m OR, YR 
UHR (imaginary) 二 次 域 (一 代数 数 域 的 数 
i). 如 果 设 
e= (14 Vm)/2, т = I(mod 4), 
=m, m = 2, 3(mod 4), 
则 (1, о) 是 的 最 小 基 *， 即 的 任意 代数 整 
Жа 可 用 a = a + Бо 的 形式 唯一 表 出 ,这 里 
a,b 是 有 理 整 数 。 的 判别 式 '4: S т=1 
(med Ф), dem m; Mim = 2, 3 (mod 4) 时 ， 
¿= m. КУЖ e — + b ma, b€ Q) 


LÆ arithmetic of quadratic fie- 
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关于 QM of =a — b Vm, More 
аА". 

【单元 】 1)m 一 0 的 情形 . i mm 一 1 时 ， 
大 的 单元 ;为 + 1, tis m= 一 3 时 ,和 的 单 
FM +1, ж, tow = (1+\/—3)/2); 
在 其 他 情形 ,只 有 + 1 是 《的 单元 。2)m 0 
的 情形 。 在 满足 s > 1 的 单元 。 中 存在 绝对 
值 最 小 的 单元 ， 令 它 为 ee， 则 不 的 任意 单元 。 
可 唯一 地 表示 为 一 +e; 的 形式 ， 即 Eet 
的 (唯一 的 一 个 ) 基 本 单元 '。 把 基本 单元 ва 
Ш а= G 十 yV4)/2， 则 它 可 以 通过 求 
Pel JjER x? — dy? = +4 的 (最 小 正 ) 整 数 解 


计算 出 来 (一 连 分 数 )。 (m < 100 87, eo (ERU 
表 见 高 木 贡 治 [1].) 
【 素 理想 】 1) Kip, WR p Ca 为 判别 


R), MIZE k ROE ER! o 中 可 分 解 为 《p) = v. 
2D (pm) = 1, p 2M, Ü m (7)- 
1, Йу (p) = pp'(p © р), NO) = NG’) = p; 


D m (%) = -1A Q) =, NO) = p, 
3 
дїм A, ( Z) 为 Legendre 符号 '。3) 当 
m= l(mod 4) tf, 244, i) m = 1(mod 8) Af, 
(2) =p = р), NG) = NG’) = 2; ii) 4 
m = 5 (mod 8) BF, (2) = p, Мр) 一 4。 这 里 
的 p, ?都 是 中 的 素 理 想 。 _ 
[Kronecker 3] i 4 = QV m), 4 ftJ 
判别 式 为 4。 如 果 对 于 《， 当 (p) 一 pp' # р) 
时 , 令 XCp) = 1, 当 (p)=p 时 , 令 X(p)= 一 1， 
(ру =P, Ср) = 0. 对 于 n€ 2Z,n>>0， 
n= П. Ф xe) = П хоо. 特别 是 设 
X(1) = 1. 应 用 Jacobi ff'$', 1) 4 m = 1 


Спой OH, X) 一 (%)32)%m—2,, mod 4) 
时 ,如 果 令 den, Ш хл) — ал) (4), 
dh) S em 2, m = 3 (mod M, X) = 
(19%; i) 当 e = 3, m == 1(mod 4) if, 
x, G) = (HO, d) emi m = 3 
(mod 4) if, Xn) 一 〈 一 D 0ta; 3) 对 
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于 负 的 整数 —n, WEX п) = Ggna)xG). 
这 样 定义 的 X(n)(n € Z) 称 为 Kronecker $$ 
号 (Kronecker's symbol), 

Kronecker 符号 具有 以 下 的 性 质 : 1) 当 
Cn, d) = 1 Pf, ХО) =0, 34 Cn, d) = 15, 
XCn) = x1; 2) ШЖ m = n (mod 4) , Bl XCm) 
= x(n); 3) X(ma)=X(m)x(m); 4) 使 得 x(n) 
= 1 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 的 某 个 整 
理想 (但 (ao,(d)) 一 1), 使 得 = = N(a)(mod4) 
RU. GIARRE 类 域 论 ) 在 二 次 域 中 的 
一 个 表现 .) 

【理想 类 】 & 一 QCV mm) 的 理想 类 的 个 数 
A (CARRE), 是 P. G. L. Dirichlet (1840) 
应 用 解析 方法 计算 出 来 的 . BD 

4 m > 01, 

4i 


hlog &o = 一 Xr) sin, 


1 
27m 

Мт < 08, 

„ч 
he 51а] > KOLA 

式 中 4 为 判别 式 ，se 为 正 的 基本 单元 ， 呈 为 含 
于 中 的 1 0990809482, X% Kronecker 符 
号 。 

щт 二 0 时 , 设 判 别 式 为 2 的 二 次 域 《 的 
类 数 为 4C(d)， 从 Gauss 以 来 就 有 如 下 的 猜想 : 
м |a] 一 oo M, Ad) 一 о, 这 已 由 H. Hei- 
lbronn (1934) 给 出 了 证 明 ， 后 来 , C. L. Sicgd 
(Acta Arith., 1 (1935)) 进一步 证 得 一 个 更 精 
确 的 结果 

Jim. Clog &4)/Clog Ма) = 1. 
特别 是 ， 使 得 Ad) = 1 的 虚 二 次 域 只 有 有 限 
个 ， 对 于 |d| = 3, 4,758, 11, 19, 43, 67, 
163, HAU) = 1, B ARE RAGE Ad) 一 1 
的 了 除了 这 些 之 外 ， 如 果 还 有 ， 最 多 还 有 一 个 
(Heilbronn-E. H. Linfoot，1934), 但 实际 上 , 最 
近 A. Baker 和 H. M. Stark 独立 地 证 得 除了 
这 9 个 4 以 外 ,不 存在 其 他 的 2 使 得 h(d) 一 1 
(Michigan Math. J., 14 (1967)). Baker 和 
Stark 还 独立 证 明了 (Ann. of Math., (2) 94 


(1971)): 仅 当 d — 15, 20, 24, 35, 40, 51, 
52, 88,91, 115, 123, 148, 187, 232, 235, 
267, 403, 427 时 , А64) = 2 才 成 立 。 

在 m > 0 的 情形 , lim Clog (ACA) log е.) 


log / 4) 一 1 成立 (其 中 ei 为 的 基本 单元 ). 
然而 , 是 否 存在 无 限 多 个 4， 使 得 4Cd) 一 1 成 
立 , 这 还 没有 确定 (一 KR). 

【种 的 理论 】 设 和 的 全 体 理想 的 群 为 C， 
中 满足 Мо) > 0 的 全 体 的 主 理想 a), H 
成 的 子 群 为 H。 G/H 的 元 素 称 为 狭义 理想 类 
(这 与 代数 数 域 中 的 一 般 定义 是 一 致 的 )， 当 让 
m<0, Rii) m>0,N(e)—=— 100), KM 
的 类 和 普通 的 类 是 一 致 的 。 Hm > 0, NC) 
一 1 时 ,普通 的 理想 类 分 为 两 个 狭义 的 理想 类 . 
下 面 对 狭 义理 想 类 加 以 研究 . 

Bons. р, 为 除 尽 4 的 全 体 素数 。 对 
T Ca, d) 一 1 的 meZ, EXX, My с, 


X WT: 1) 4 p, 208, xo = (2) (Le 
! 


gendre 符号 ); 2) 当 p, = 2 时 , 记 为 Kronecker 
符号 OG). WER Gd) 一 1 的 ne Z, Hh 
JG) 一 … 一 Go) 一 1 成 立 的 充分 必 紧 条 
HE: WEAK Жа, A n = NU) 
(mod d)( 这 里 N(a) = aa’), ËB. Kronecker ff 
BX BARA X= xo: - X. 因此 ,对 于 《的 
整理 想 a, n = N(a)(mod d) N Ca) 为 理想 a 的 
绝对 范 数 ?) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 Ua) 
Xi(n) 一 1. 在 不 的 各 理想 类 C 中 选取 使 得 (ay 
(дуу — 1 成 立 的 整理 想 a, Ф є, m x, (N(a)) 
G=1, s), W Ca, c, E) 由 理想 关 C 
唯一 确定 ,而 和 a 的 选 法 无 关 。 WG (n. -- 
e) =, c, 1) 的 理想 类 全 体 9 KAEH 
(principal genus), 理想 类 群 E 对 于 主 种 多 的 各 
剩余 类 称 为 《的 种 (genus)。 对 于 每 一 个 种 ,上 
面 的 e, = GNG = 1, 7. 0 的 值 是 一 
定 的 。 (es ccu 6). 称 为 这 个 种 的 特征 标 系 
(character system), 种 是 由 其 特征 标 系 来 确定 
的 。 因为 特征 标 系 仅 具有 e= £1, 61627776, 
= 1 的 条 件 ,所 以 E/9 BQ, 2, +++, 2) 型 的 
Abd Ht. 因此 ,一 共有 2 一 个 种 - 


理想 类 C RR FEM 5 0936 Sy ER E 
是 : 存在 某 一 理想 类 Cl 使 得 C 能 表示 为 C 一 
Ci 一 Ci， 因此 、 在 狭义 理想 类 群 的 不 变量 * 
中 ;成 为 2 的 寡 者 为 :一 1。 使 得 C" 一 C 的 理 
想 类 C 称 为 特异 类 (атың class), 特异 类 有 
27 EIE (2,2, +>, 2) 型 的 Abel 群 。 使 
得 m=a 的 理想 a 称 为 特异 理想 (атыр ideal), 
EQ) m9 (i 一 1,… ,由 时 ,特异 理想 a 
通过 a€ Q, v, = 0, 1 可 唯一 表示 为 ae 一 上 +++ 
ра). 不 的 每 个 特异 类 ,只 包含 两 个 preo 
形 的 特异 理想 ， 例 如 ,一 QV 一 65),4 = 
21.5. 13,13, 4 一 8 Cm (E, A, A’, 
A’, B, BA, BAY, ВАСА = E, B: = Е), 
WS = (E, A}, A" = A, B° = B, HRX = 
(E, 4^, B, Bat), 

CURA] К/О 的 前 导 子 ' у= II fo: 


Щщ m > 0 hf, { =d; 当 m 0 BJ, f = mpe, 
MaR pld, рэе 2, M| P wT fo = p; ШЖ 
2\d,d—2m', 4 Q, m) = 1 N, h = 2. 再 
应 用 Hilbert 范 数 剩余 符号 +, 那 么 对 于 se Z, 
Kronecker 符号 可 表示 为 
4,4 i 
= TE). e. 071. 


=0, (a,4) #1, 


【历史 】 二 次 域 的 数论 原来 是 由 Gauss 和 
Dirichlet([6]) 根 据 有 理 整 系数 的 二 元 二 次 型 的 
理论 发 展 的 。 这 个 理 沦 后 来 被 J.W.R. Dedekind 
《[61) 转化 为 理想 的 理论 。 例如 , 对 于 二 次 域 
的 种 的 理论 是 Gauss 首先 用 二 元 二 次 型 的 术语 
来 表述 的 ，Dirichlet 的 类 数 公式 也 是 作为 二 元 
二 次 型 的 公式 得 出 的 。Hilbert([3]) 通过 引进 
Hilbert 范 数 剩余 符号 系统 地 发 展 了 二 次 域 的 数 
ie (= (11, (51, [7]，[8])， 后 来 二 次 域 的 数 
论 成 为 类 域 论 的 最 简单 的 实例 的 源泉 (一 类 域 
it). 

(5) [LISKA 2) ERU ааа, SEAR, 1931: 
(2) BA ria ER RU] ë а 68.1948; [3] D. Hi- 
Ibert,Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkàr- 
per, 1897 (Werke 1, Springer, 1932); [4] Н. Hase, 


Vorlesungen über Zahlentheorie, Springer, 1950; [5] 3. 
И. Боревич-И. P. Щафаревич, Теория чисел, Наука, 
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Number theory, Academic Press, 1966)s 
‚ Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheoric, 
n und mit Zusitzen versehen von R. Dede- 
kind, F. Viewig & Sohn, 9% UM, 1894 (Chelsea, 
1969), [7] B. W. Jones, The arithmetic theory of qua 
deatic forms, Math. Assoc. of America (John Wiley), 
1950, (8] E. G. H. Landau, Vorlesungen über Zahlenthe- 
orie f, Ш, IH, Hirzel, 1927 (Chelsea, 1969). 
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number fields 
bres algébriques ЖФ Arithmetik der algebraischen 
Zahlkórper 


[Æ arithmetic of algebraic 
法 arithmétique des corps de nom- 


4 арифметика поля алгебраиче- 
ских umen Н (ЖО 8а] 满足 有 理 
整 系数 代数 方程 的 复数 称 为 代数 数 (algebraic 
number), 特别 是 当 这 种 方程 的 最 高 次 项 的 系 
数 为 1 时 ,作为 它 的 根 的 数 称 为 代数 整数 alge- 
braic integer), 代数 数 的 全 体 4 是 有 理 数 域 Q 
WRK. 代数 整数 的 全 体 I 是 包含 有 理 
整数 整 域 Z 的 整 域 , 的 商 域 ' 为 A. 

【有 限 次 代数 数 域 的 主 整 环 】 有 理 数 域 Q 
的 有 限 次 扩张 域 ' 称 为 有 限 次 代数 数 域 
(algebraic number field), kX ARIFI, RI 
I 的 交 。 是 以 为 商 域 的 整 域 ，。 称 为 《的 主 
整 环 或 主 整数 环 (HK principal order Ф Hau- 
ptordnung), 或 者 简称 为 整 环 或 整数 环 . (一般 ， 
主 整 环 。 的 子 环 R, 如 包含 1 并 且 其 商 域 为 *， 
{HER REM (order), 满足 YoCR 的 "的 元 素 
7 的 集合 1 为 。 的 理想 , 称 f 为 R 的 前 导 子 (con- 
ductor).) 4 & 29 QRS n UD IER , Е o fE 
为 加 法 群 是 秩 + 为 ”的 自由 Abel 群 '， 它 的 基 ' 
Qui, tts On) 称 为 的 (或 者 4 的 ) 最 小 基 
(minimal basis), 设 o, 关于 Q WHI KH of? 
Gm, n), BU ш? WG, D TROT 
列 式 为 A= lop], M Dy 一 全 是 有 理 整数 ， 
它 与 最 小 基 的 选择 无 关 。 D, 称 为 《的 判别 式 
(discriminant), Ж k >< Q, WJ|D,| > 1(Mi- 
nkowski 定理 ，1891)。 以 给 定 的 有 理 整数 为 
判别 式 的 有 限 次 代数 数 域 ,只 有 有 限 多 个 (Her- 
mite-Minkowski 定理 ，1896)。 这 些 定理 的 证 明 
用 到 数 的 几何 方法 (一 数 的 几何 ). 

【 主 整 环 。 的 理想 】 《的 主 整 环 。 的 理想 * 
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а 称 为 《的 整理 想 (integral ideal).。 一 般 不 是 
主 理想 环 +, 但 总 是 Dedekind Ж", BU. o MER 
理想 a 可 唯一 表 为 有 限 个 素 理想 的 曲 积 〈 假 设 
不 考虑 顺序 )。 这 称 为 主 整 环 "的 基本 定理 . 

o XT RA aC о) 的 商 环 о/а 是 有 限 环 . 
о/а 的 元 的 个 数 称 为 理想 a 的 绝对 范 数 (abso- 
lute norm), Fl NGCa) 表 示 . 则 N(ab) = N(a)N(b) 
RY. o WREE p 总 是 极 大 理想 ?+， 故 o/p 为 
有 限 域 。 о/› 的 特征 ' 为 p 时 , o/p ЖЖ 
域 ' Z/pZ 的 有 限 扩张 , 设 它 的 扩张 次 数 为 1, 则 
Мр) — pl. 1 ЧЕЗ p 的 次 数 (degree), 

设 复数 :为 变量 ， 


AG) = 3) 1/(N(Ga))' 


一 TI /a-W@)) 


叫 作 Dedekind ¿ 函数 (Dedekind zeta function) 
(1871)， 式 中 > 是 过 。 的 全 部 理想 a 的 和 , П 
是 过 。 的 全 部 素 理想 5 的 积 。 这 个 级 数 当 Я, 
> 1 时 绝对 收 化， ¿(O 可 单 值 地 解析 开拓 到 
全 平面 上 (一 5 函数 ). 

【单元 】 ihe КОКО, Ж е Е 
整数 ， 则 称 是 不 的 单元 (X unit 4 Einheit), 
这 等 价 于 主 理想 (e) 等 于 "的 单元 的 集合 ， 
关于 乘法 构成 Abed BE Er ЖЕ YE k BOSE 
元 群 (unit group), Е, 的 有 限 阶 元 素 的 集合 
与 & 中 所 包含 的 1 的 寡 根 的 集合 一 致 ， 它 们 构 
成 有 限 阶 之 的 循环 群 , ik 人 关于 Q ng e Busk 
RM RM, 设 其 中 的 ”个 为 实 域 ( 即 实数 域 
的 子 域 ), ЖГЕЙ or. MARALA BIEVER 
8. Шле t arn 现在 设 4，……， KOH 
BER, ROD, «o, KO FOI, AO KOINEI 
ARAM m ndun rn). WR 
TR E, 是 wv 阶 的 有 限 循环 群 与 阶 数 + = r, + 
т 一 1 的 (乘法 的 ) 自由 Abel 群 的 直 积 。 这 
称 为 _ Dirichlet 的 单元 定理 《Dirichlet’s unit 
theorem) (1846). 这 里 的 自由 Abel 群 的 基 
Qn, ttt En) 称 为 的 医 本 单元 系 (% funda- 
mental units 4 Grundeinheiten), 

HF aek, Ж а = log lo | Go, «+, 


r), Pam 2log |o] G = r + 1, + 
r), WHF n, cts m € En 将 


a) > 
T» LA 


Rin, +++ 


LA m vs 
+› nr) 的 单元 基准 (regulator) (R. 
…， 加 对 于 乘法 独立 当 且 仪 当 


称 作 (m, ++ 
Dedekind), m, -+ 
Rim, 5.3») #0, Roms "77. n) 的 绝对 值 
最 小 ,是 在 (m, +++, n) 为 基本 单元 系 的 情形 . 
对 于 基本 单元 系 Cs tts E), RCE oe, 61 
的 绝对 值 R 是 一 定 的 . R 称 为 域 + 的 单元 革 
WR. — 090, kim, cs nel /R LE k h 
包含 的 ВОЕН m с, n AERA EEN (E 
E, 中 的 指数 (E,:H). H. W. Leopoldt 猜想 在 
《中 关于 Z 乘法 独立 的 单元 , 当 把 它们 看 作 是 
РОККИ КОО, 的 元 素 时 ， 关 于 Z, 
《p-adic 整 环 ) 仍 然 是 乘法 独立 的 。 这 个 猜想 在 
某 些 特殊 情况 下 被 J. Ax (Illinois J. Math. 
9(1965)) 和 其 他 人 肯定 地 证 明了 . 

Ж k/Q y Galois 扩张 的 情形 ,在 《中 存在 
一 个 单元 6， 在 它 关 于 Олт r + 
乘法 独立 的 单元 (Minkowski FE), 后 面 见 
到 的 圆 单 元 就 是 这 一 例子 . 

【理想 类 】 BL ack e HECHO oa Ca), 
且 对 于 适当 的 《的 元 або > 0), fi саса 成 立 
时 ,将 a 称 为 的 分 数理 想 (fractional ideal), 
对 于 分 数理 想 a( 0), a7 = (a € k]aaCo) 也 
是 分 数理 想 ， 目 аач 一 。 成 立 。〈 零 理想 以 外 
的 ) 的 分 数理 想 全 体 S, 关于 乘法 构成 以 "为 
单位 元 的 Abel F, JE O 的 任意 分 数理 想 a, 如 
RICH ARIE, WEERA EAN fr 
BERR, S, 是 以 。 的 所 有 素 理想 为 基 的 ( 乘 
法 的 ) 自 由 Abed 群 。 对 于 分 数理 想 a, b, ach 
时 , 称 为 能 够 用 b 整除 Cdivisible)a, b 称 为 4 的 
因子 (divisor), a 称 为 b RO flf (multiple), a Œ 
b 和 a == bc (e 为 整理 想 ) 是 等 价 的 。 当 分 数理 
d а= Пру, b= Hq, 不 包含 共同 的 素 理想 
{r} R (a) RF, Като HAR relatively pri 
me), RAK а Ki b 无 公 因 子 (4 teilerfremd), 


WF AAV ala = 0), (о) = со АКШ 
数理 想 . (c)(ce ksa s 0) 的 全 体 P, HERE S, BS 
FR. 因为 (e) 一 。 和 ae Ex 是 等 价 的 ， 所 以 
PAK*/E4。 Sith, K" X k ROIR 0 以 外 的 全 体 
元 素 作成 的 乘法 群 。 

商 群 Cy = 3,/P, 的 各 元 称 为 和 的 理想 类 
ideal class), Є, 称 为 下 的 理想 类 群 (ideal-class 
group), 各 理想 类 含有 N(a) < V TDI 的 整 
理想 %。( 更 精确 地 说 , 是 含有 Na) < (4/2) 
Спів") М [Dy] 的 理想 %.) 因此 可 知 ，Gk 是 有 
限 Abel 群 . 将 G, 的 阶 数 4 FKA АЙШЕ (сым 
number)， 通 常 应 用 Dedekind 5 函数 在 极点 :一 
1 的 残 数 ' 米 计算 类 数 , 即 ， 

jim G 106,05) = gh, 


ge неш V IDA, 
其 中 R, 为 《的 单元 基准 ，wi A TARAS 1 
BO AR WYK (Dedekind, 1877), 这 个 公式 可 
实际 应 用 于 二 次 域 ( 一 二 次 域 的 数论 ) 及 分 圆 域 
的 类 数 计算 。 @ 的 三 次 、 四 次 ( 实 ) 特 环 扩张 
的 类 数 (k/Q 的 前 导 子 + 在 100 以 下 的 情形 ), 是 
H. Hase 计算 的 (Abh. Deutsch. Akad. Wiss. 
Berlin, 2(1948)), WEE, 将 代数 数 域 & 的 次 数 
n= [KQ 固定 , 令 [Dg] — co 时 , 则 

Jim (log САК) ов ТА) 一 1 
PRIZ (k = 2 的 情形 见 C. L. Siegel (1935); Ж 
于 一 般 情 形 见 R. Brauer, Amer. J. Math., 69 
(1947)). 

【有 限 次 代数 数 域 的 赋值 】 《的 全 部 
Archimedes PRIH? RAF Archimedes 赋值 + 是 如 下 
定义 的 (一 赋值 ): 

1) Archimedes 赋值 。 IR AKT Qi^^ 
GQ = (:Q)) KIRK AP RO, Eo ek 
@ » ARRA a, +65, а, AM, oe, 
KO 为 实 域 , КО ARTO = r + 1... nt 
r) ЗЗР ЕЙ. GR н lal; = la] G 一 
1, s ntr) 得 出 nt 个 互 不 等 价 的 
Archimedes 赋值 。 这 些 赋 值 的 等 价 类 用 符号 
ВШ, ен, рш» 表示 ， 称 为 和 的 无 限 素 除 子 *。 
其 中 前 m 个 称 为 实 的 ,后 王 个 称 为 虚 的 。 对 于 
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$92. 令 正规 赋值 ?为 
Та = laln j= 1, +: 
аран tl, nn + rp 
其 中 ,对 于 j= 二 1，…, + r || E” 
RGA. 特别 是 r, 一 ”时 ,A 称 为 全 实 〈totally 
real) BR, т = 08S, AU AERE (totally imagi- 
пагу) 28. 

2) 非 Archimedes 赋值 。 设 ?为 和 的 一 个 
KAR, HTF ack, (a) 一 Pb Co Fab HER) 
时 , Ф oa) = a, IXIXEHE— o (0o 
<1) 


эт, 


lal, = oro 
为 《的 非 Archimedes ШЦ. KA К p-adic 
赋值 '。 特 别 当 p 一 (NGCp)) 一 时 ，lajp RAE 
规 赋值 '。 对 于 不 同 的 素 理想 p，| jp 是 互 不 等 
价 的 。 赋值 |1p 的 等 价 类 ， 用 同样 的 字母 p 表 
ЖКЖ". 

入 的 有 限 和 无 限 素 除 子 的 形式 宕 积 m* 一 
П э PRX BOB (divisor), BPO e> 


0 时 , те 称 为 整除 子 。 对 于 n* 一 Пр, те [ае 
He, < (i= 1, 2, +++) REM 

和 的 任意 赋值 与 上 列 赋值 中 某 一 个 等 价 
(E. Artin, 1932). 4 p EERBARE ERK T 
中 变动 时 ,对 于 任意 的 ce k(a 0), 乘积 公式 


II 110 = 1 成立, 此 处 Ilp 为 正规 赋值 ， 反 


ZR k, 设 存在 《的 互 不 等 价 的 赋值 集 
合 V 一 {| lp), GEG i) TEMAS a € (с зе 
0), [а], = 1 APE V XART, ü) 乘积 公式 
TI lal, = (64, o # 0), i) 了 中 至 少 


e 
包含 1 个 Archimedes 赋值 , 则 为 有 限 次 代数 
BR, V 为 的 所 有 来 除 子 的 集合 《Artin-G. 
Whaples, Bull. Amer. Math. Soc., 51 (1945)), 

【理想 类 的 推广 】 对 于 《的 无 限 素 除 子 
po, 

а = В (mod ps), 

当 p ЮЗ н «080 > EDI 
时 ,只 由 oe = 0 定义 。 所 谓 的 元 «为 多 
正 的 或 总 正 的 《totally positive)， 指 的 是 a 的 全 
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BRITS aG 0 1, +++, n) 为 正 实数 .使 
用 上 述 符号 就 可 表示 为 a = 1 (mod pP) G; = 
Loss). AMET o 的 主 理想 (ae) 的 集合 
Pi 。 是 的 所 有 主 理想 《a)(a 0) 的 集合 所 
成 的 乘法 群 P. ЮТЕР. 商 群 34/Pt 的 各 元 称 
为 不 的 狭义 理想 类 . i k 的 全 正 的 单元 的 全 体 
H Ej, WJ (S,: Pt) = A2"/CE ED). 

CREAR) 设 m 为 的 一 个 整理 想 , m 
和 (o) 互 素 ,将 这 样 的 =e k* 的 全 体 构 成 的 乘法 
BCH k*(m), 则 a € R*(m) 可 表 为 a = В/У, 
其 中 8, rE oR (0), (7) Hm EX. 

考虑 整理 想 m HULA RRR р 的 形 
式 积 m* 一 тПр (整除 子 ). 这 时 的 m 称 为 m* 
的 有 限 部 分 。 对 于 《的 整除 子 m*， 把 we k 
(т) 记 为 a = 1(mod*m*), FEW, 4a = 8/ 
Ү(#, Y € k*(m) По) BY, 8 = 7(modm) a= 
l(modpt?) 同时 成 立 。 满足 a = 1 (mod*m*) 
的 ee &*(т) 的 全 体 构成 乘法 群 。 其 次 ， 对 于 
a, 8 € K* Brill а == p (mod*m*) 指 的 是 a/p € &* 
(т), Jf B. a/ = 1(mod* m*)。 这 个 同 余 式 称 
为 乘法 同 余 (multiplicative congruence)。 当 不 会 
误解 时 ,就 用 mod К mod", 

与 整理 想 m 互 素 的 全 体 分 数理 想 作成 的 乘 
法 群 记 为 Sm). 由 a € k*(m),e = 1(mod m*) 
生成 的 全 体 主 理想 (a) 的 作成 的 乘法 群 记 为 
SCm*)。 SCm*) 称 为 模 m* HOSTER С Strahl), 
将 包含 SCm*) 的 S,(m) 的 子 群 日 称 为 模 Qn*) 
的 理想 属 Cideal group), S,(m)/H 称 为 模 me 
ЙОТ: Е (group of congruence classes), 

对 于 的 两 个 整除 子 m*,n*, дие те, 
BY 3,(m) C 9,00, S(m*) C 5(п*), 对 于 模 
n* ORUN H, ФОН) = HN S3,(m) 是 模 m 的 
理想 群 , 且 S,Gn)/H = 3,(m)/O(H) R. HL 
在 ,对 于 模 m* 的 理想 群 Ho, 在 Ho = ФСН) 88 
理想 群 电 里 ， 定 义 太 的 最 小 模 位 存在 (BD, 使 
Но = Ф(Н') 的 H' 如 为 模 пе 的 理想 群 ， 则 
int), Xhi E* 称 为 理想 群 互 的 前 导 子 ( 英 co- 
nductor /& Fihrer)， 乘 法 同 余 的 概念 在 类 域 论 
和 范 数 剩余 符号 理论 中 是 很 必要 的 . 

【相对 代数 数 域 的 理想 理论 】 当 有 限 次 代 


BERK AAT BAN, KRHA LMA 
数 数 域 (relative algebraic number field), H К/К Ж 
示 。 设 KK 的 主 整 环 为 D9, 对 于 不 中 的 分 数理 想 
а, Da 是 天 的 分 数理 想 . iL Оа = Ela), 2 
到 KK 的 扩张 《extension)。 对 于 中 的 分 数 怪 想 
a, b, 有 Elab) 一 Е(а)Е(ь), E(a)Nk = a 
x. 

PEK AF k HOHE AM, KOC = 
(Кі). SEK ADS REAR Ч, WP 一 (4714 
єт) 是 Ke 的 分 数理 想 。 WP Fh MRE 
理想 (conjugate ideal), Ф KP, +++, KOM AM 
RAL, 由 AVAD- oro AE EAT PEAR k AJE 
个 理想 a 到 工 的 扩张 。 这 时 以 a = Мк (A) 表 
AR, а 称 为 站 的 (相对 ) 范 数 CCrelative) norm), 
Муд (AB) = Nee (NKA lB) 并 且 对 于 《的 
分 数理 想 s， 有 NxxCE(a)) = a" 成立。 特别 
在 4 一 @ 的 情形 ， 有 Nwo QD = (NOW) 成 
x. 

不 的 素 理想 b AIK NT TK, ЕЛ © 中 的 素 
BAD. 5-7, 9, WER. TRA ЕО) = 9096 
te, RIS, МС) = pl, LES T AB 
BOB, E o/p LWT HAR. AB 关于 
的 相对 次 数 《relative degree), e, 称 为 $ KF 
Kf) itf BK (ramification exponent), $jn = 


Se War. HEM eee miM, 


就 称 太 的 素 理想 "对 K /k 非 分 野 Cunramified), 
其 他 情形 、 称 对 大 /kf Shift (ramified), ШЖ 
太 的 全 部 素 理想 对 К/ 都 非 分 歧 , 则 将 К/К 称 
HARSH Cunramified extension), 

(对 于 无 限 素 除 对， 上 《的 Archimedes 赋值 
| | pe 可 扩张 为 K 的 8 个 Archimedes 赋值 | | 92 


: 
Gai, s+, gH, iine = П vov, 其 中 当 


w WE, Hü e MBBS, Ф е, 一 2; 次 他 的 情 
X. umi) 

GRRE RIA) 在 相对 代数 数 
域 KK 中 ,大 和 K 的 主 整 环 分 别 以 和 9 表示 。 
4 g-(4 € KITrxkACA9)C o] (Tr x 表示 迹 
(= REED). ял 26 K B6 208 8 л 


Sy, 为 天 的 整理 想 ， Dx KIKAT R 
HBR CUS _ Differente) (起 初 ，Dedekind 将 
Din 称 为 基本 理想 (£ Grondideal)， 后 来 D. 
Hilbert 命名 为 Differente)。 对 于 L DƏ K Dk, 
链 式 规则 : ® 一 Dux 了 Dk IL. 

对 于 AEK, Ф ak (A) = П (4—49. 

ie 

LEEK RF к KO, ++, KO 中 ,这 里 
设 K = Ко, 如 果 469， 则 en (A) € Dens 
B Dx ti (ox (4)14 € 9) 生成 的 。 还 有 ， 
由 {4 — A|4 € O) 生成 的 域 LOL = кока 
Ке) 的 理想 , 记 为 о, 称 为 K 关 于 《的 元 
FWA (iè Elemente) (Hilbert), ZH ORFEJ L 
WIE), Dium EME + -E KIT Nea Dea) 
= bx 是 不 的 整理 想 , 并 且 将 bx HOS К/К RS 
相对 判别 式 (relative discriminant), Е k = Ой 
情形 , dua = (Ок) (Ок 为 原来 的 判别 式 ). 

在 相对 代数 数 域 K/t 中 ,K HRR B È 
HER Dx 的 因子 的 充分 必要 条 件 为 。 对 
于 满足 pC 第 的 中 的 素 理想 ?, EQ) 在 天 中 
ARA EG) = BBE BET, MWe > 1, GK 
352 Dedekind 判别 式 定理 (Dedekind’s theorem 
of discriminant) (1882), 根据 这 个 定理 ， 的 
KEA p ТЕ К/А 中 分 歧 的 充分 必要 条 件 是 "为 
相对 判别 式 bx 的 因子 。 因此 ,在 K/k 中 分 歧 
HIRUKA p RAARD. 特别 是 ， K/k 2 
非 分 歧 扩张 的 充分 必要 条 件 是 bk, = о, 

[Galois 域 的 数论 】 对 于 相对 代数 数 域 
Kik, KKH Кп К Galois 3k", К/А BS 
Galois 群 为 G. 将 K 的 分 数理 想 % ANSE ERE 
想 以 W= (4—49) (EG) Жж. ШЖ 
Nin = a, HI EC) 一 JI w Ra. 对 于 
的 素 理想 p， 有 分 解 E(p) = (PPr -B 
并 且 Мед) =G = 1, +e, g), n = elg 
成 立 , HB. 35. ++, Ф, ЖК XC k OE 
ар EAR. 

Hilbert (1894) RT k 的 素 理 想 p 在 天 / 
中 如 上 的 分 解 过 程 , 提出 了 关于 分 歧 的 理论 . 
BAK H—-THRER А) 

Z = {oe GIP = P} 
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构成 Galois СВТ. WA, Z MOS ST 
和 的 分 解 群英 decomposition group Ж Zerle- 
gungsgruppe). С U Ze, RAFI 
的 分 解 , MIB, = BUG = 1, ++, р) WP AVE 
元 理想 的 全 体 . 

T = {062 |4° = A(mod P), AED} 
ROREZVOERFH. T WK @ XF AA 
惯性 群 或 情 性 群 (XE inertial group 6 Traghei- 
tsgruppe)， 商 群 2/7 为 1 阶 循环 群 。 并 且 存在 
сє2, 使 得 

4° = AN (mod $), AED 
成 立 , Ho mod 7 是 唯一 确定 的 。 这 个 9 生成 
循环 群 Z/T。 7 KH PAF AW Frobenius 
置换 (Frobenius substitution) 或 Frobenius B 
5 (Frobenius automorphism), 对 于 m= 1, 
Dosey 
V? = {g€ Z | A° = A(mod pr”), 
A€9) 

为 Z 的 正规 子 群 。 Vm RABKE kimk 
ЭЛЙ} (Ж ramification group Ж  Verzweigu 
ngsgruppe). 设 VO = ... = ИСО рүн) 一 
MNT M Ибн ш... — HOOD m 
VHD = {1}, 4 V, = Vest (om 0, 1, ss 
ВЕ в = — 1B V = VO = Trista 
称 为 分 岐 常数 (ramification number), T/V% 
与 9/$ 的 乘法 群 的 子 群 同 构 。 因 此 ,7T/V 是 
循环 群 , 它 的 阶 数 eo 为 NC) — 1 的 因素 , V"/ 
Ит (т > 1) 59/8 HMA Ttg o, 因 
Ж, V/V E Cp, p, 777, p) BE Abel Bt, 
其 阶 数 是 NCD) 的 因子 , 而 # ЖЯ O/B 的 
特征 。 特别 由 于 e= T| = (T:V@)| VO], 
可 得 е = сор", Ceos p) = 1 (有 限 群 G 的 阶 数 
一 般 用 1G| 表示 )。 由 上 可 知 的 分 解 群 为 可 
WEE. 关于 Galois 扩张 К/К 的 分 歧 常 数 和 中 
IB] Galois 扩张 /k 的 分 歧 常 数 之 间 的 关系 已 
由 Herbrand (J. Math. Pures Appl., 10 (1931)) 
完全 决定 了 (一 2] 113). 

设 Galois P ЗЕ Dra WB Ж 
AP, 则 
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а= 3 Gs = UV — 1) 


= Save} — D. 
特别 是 , 当 |T| 一 1 时 ,4 一 0; 当 [VO] — 1 
Fj, d=e-1, 

根据 Galos 理论 的 基本 定理 ， 设 对 应 于 
СЮТ Z, T, V^" @ K /k 的 中 间 域 分 别 为 
Kas kr, kvm, MÜ kz, kr, Куо 分 别称 为 第 的 分 
解 域 (decomposition ficld)， 惯 性 域 或 惰性 域 
《inertial field), m Spi. TER Ck; Chr CK 
中 ， 设 包含 《的 素 理 思 p 的 素 理想 分 别 为 pz, 
эт, ®,Й] EP) 在 kz/k 中 分 解 为 EG)— рӯ?" 
PP: E(pz) 在 kr/kz 中 分 解 为 ECpz) = pr 
(NA) = 9k): ECpr) 在 K/kr 中 分 解 为 
Elp) = Ф, 

在 Galois j'3k К/К rh, WR АЖИ p 
是 非 分 歧 的 ， 则 EC) = BB. Beo 9, = Фр 
G= 1, +++, g), Nk (9) = v fg = n XXL. 
HAA 9, 的 Frobenius 置换 о: 49 = AN 
《mod $))(4 € 9) Е, 其 阶 数 等 于 f。 还 
HB, = Bi, 18 0; m ritos. Boso, R 
ФС — 6606". 特别 当天 /为 Abel 扩 
ЗС 7j Abel 群 ) 时 , 则 a 一 … 一 ce, 且 

А" = ANO(modp), AED 
成 立 , 这 时 表示 为 
Ki 
a= (sa) (€6), 
这 个 符号 称 为 Artin 符号 (Artin symbol), 与 
Kik 的 相对 判别 式 互 素 的 分 数理 想 a = Пр, 
定义 
СЕ. o 
а р 
显然 有 
K/k)(K 
og aaa are) 
成 立 。 

19 世纪 以 来 具体 而 且 清楚 地 了 解 了 的 是 
二 次 域 的 数论 (一 二 次 域 的 数论 ) 以 及 下 面 要 
说 明 的 分 圆 域 的 数论 . 


【分 罗 域 的 数论 】 HFAA m, ARM 
次 才 等 于 1 的 数 称 为 1 的 中 次 原 根 (primitive 
root of 1). 它 们 是 exp2xir /m(r, m) 一 1, 总 共 
H pn) 个 (gp 为 Euler HRM). 这 gp(m) 个 1 
的 mm 次 原 根 , 是 有 理 数 域 Q 上 (n) 次 不 可 约 
多 项 式 

FAX) = [| (x — i“ 
(и Ж Mobius 函数 ') 的 零点 ，F.(X) 的 最 高 次 
项 的 系数 为 1， 其 他 的 系数 都 是 有 理 整数 . 
F.(X) 称 为 分 圈 多 项 式 ( 英 cyclotomic polyno- 
mial 4 Kreisteilungspolynom), ff itt, F, (X) =(Х" 
— 1)(Qx: — 1)/(Х* = 1) (Xt — 1) = X* — xt 
"hi1. 

在 有 理 数 域 Q 中 添加 1 的 m 次 原 根 5。 
=exp2xi/m 后 得 到 的 数 域 K. = QC.) ЖО 
上 的 (m) 次 Galois 扩 域 ,其 Galois 群 G 是 与 
Z/mZ 的 不 可 约 剩余 类 构成 的 乘法 群 同 构 的 
Abel 群 : G = (olo (5.) = Sas (r, m) = 1). 
K. PE m RBM, 一 般 把 K。( 及 其 于 域 ) 
通称 为 分 国 域 或 贺 域 (Ж cyclotomic field Ж 
Kreisteilungskérper), ”分 圆 域 是 有 理 数 域 Q 的 
Abel 扩张 反之 , 有 理 数 域 上 的 任意 Abd 扩 
张 都 是 分 圆 域 (Kronecker 定理 , 1853 ,1877). 

车 把 m 一 el 表 为 素数 本 h 
PBL. HJ K. == Ki `: Kin 成 为 合成 域 ， 可 以 
ка, Sas Shs vos i) Е K./Q 的 最 小 
Ж. 令 Ku, = KOR, WEEE RA Экма 一 
90а; 判别 式 为 Dram Daly + 
Dii (m = o(m)/o(1)). fE т 一 小 的 情形 ， 
判别 式 为 Dra = ®1*(а = Q — h — 1)), 
这 里 的 土 符号 , 34 ^ — 4 RI — 3(mod 4) 时 为 
一 ,其 他 情形 为 十 、 即 

von) gem, 
„(у= =im/ П [ ) 
因此 , 假设 Q, m) — 1 或 4jm, 则 当 且 仅 当 素 
# p Ж m HATH, p 才 在 天 。/Q 上 分 歧 . 特 别 
当 m == Pm >2 时 ,分 岐 素数 只 有 /4, ВО) = 
PON) = D. 1 可 具体 地 由 ! 一 〈!1 — Cu) 8 
Ш.Ж] = 2 的 情形 ,分 歧 常 数 vi(i=1,2,…) 


Soy: - 


为 — 1, 分 歧 域 是 Ki, Ki, X 0m 2 
TEGE 5 2: 3), 分 歧 常数 为 1, 3,7, DR 
309 Q, Ks, K,, ---. 

一 般 地 ,在 K/Q rh, 素数 рт) 可 分 解 
为 (p) = p UN) == pl. fg = p), i= 
1, +++, в) HE. p ВОК f ALE p! = 1 (mod m) 
成 立 的 了 中 的 最 小 正 整数 、 即 ?在 K./Q 中 的 
分 解 形式 由 ?的 属于 mod m 的 不 可 约 剩 余 类 决 
E. 

分 圆 域 Ka 的 类 数 ， 可 用 Dedekind 函数 
的 残 数 进行 计算 (例如 ~ Hilbert[ 6] 或 高 本 真 治 
(11), 但 这 里 举 出 m 一 ! (素数 ) 时 的 公式 。 设 
rj modi 的 一 个 原 根 '， 对 于 5 = ep2=i/l, 
a 

pi-i 
— i= BJ- 
дуе X K, 的 单元 . JH ¿° = VE X Galois 群 的 
Foo, & emeh (1 0,1, +++), Meo, ё, 
++, 6 — (o = (1 — 3)/2) 是 乘法 独立 的 单元 . 
即 单元 基准 Reo ‚+++, E] m E 0. (6, 
Eis ++, Cor) RAAMAT (UÈ Kreiseinheit), 
Ki 的 类 数 A = hh, AERO, 此 处 ， 
如 是 Ki 的 实 子 域 Ki = ОС + C7) 的 类 数 . 
E. E. Kummer 将 名 称 为 第 一 因子 (first factor), 
后 称 为 第 二 因子 《second factor)， 设 Z/1Z 的 
不 可 约 剩余 类 的 乘法 特征 标 为 XXe 
其 中 如 果 满 足 X( 一 1) 一 一 1 的 j= 1, o> 
LESE 
pea tat 
=- JI A 
һер" (о), 


га 


e= 80) -(-E 
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lEI 
„= El 
EA 


(Kummer, 1850). 这 里 设 Ro 为 Ki 的 单元 基 
准 。 因 为 分 圆 单元 属于 Ki, 所 以 Ki 的 类 数 A, 


与 在 Ki 的 单元 群 中 由 +1, во, os в, 生成 
的 子 群 的 指数 相等 . 
in ЛА, йй. 由 于 如 可 以 简单 计算 


出 来 ,因此 ila 成 立 与 否 容易 判定 。 当 ANE, 
1 称 为 正则 的 《regular) (Kummer), 例如 1 一 
100 的 非 正 则 数 只 有 1 = 37, 59, 67 (一 Fermat 


代数 数 域 的 数论 — 36x 
问题 ). fg m = In" BOTE, 设 ,的 类 数 的 1 
DEA I", Xin KODAR, e, 可 用 与 # 无 关 的 
ERL, н,» 表示: e, = ia + wl + y CBR 
Ет, Bull. Amer. Math. Soc., 65(1959)), H 
XE 1< 4001 的 情形 ， 已 证 实 x = 0 CAR-C. 
C. Sims, J. Math. Soc. Japan, 18(1966)) 并 且 
在 1— 30,000 的 情形 ,已 由 W. Johnson 证 实 
(Math. Comp., 29 (1975)), #5, e, 0 
的 充分 必要 条 件 是 1 能 整除 Ко 的 类 数 (Ph. 
Furtwangler, 1911), 

根据 Kronecker 定理 ,二 次 域 Q(Vmm) 但 
m 不 具有 平方 因子 ) 也 是 一 种 分 圆 域 。 若 应 用 
Gauss 和 + 的 公式 , WAM) C Qu) 为 
Qm) 的 判别 式 )。 所 以 二 次 域 类 数 的 计算 
和 二 次 (剩余 ) 的 互 反 律 ? 的 证 明 , 都 可 以 从 分 贺 
域 的 理论 推导 出 来 。 

[Kummer 扩张 的 数论 】 代数 数 域 《 包 含 
1 的 mn 次 原 根 5 时， 的 Kummer 扩张 'K 
= (Уи) (HER) 是 的 循环 扩张 ， 在 K/ 
中 分 歧 的 《的 素 理想 p， 只 限于 是 ”或 的 因 
子 。 特 别 当 pln, v.Ca) 9 0(mod n) 时 , 则 ?在 
K/k 中 分 歧 .和 上 互 素 的 素 理 想 p TE K/k hE 
分 解 成 相 异 的 素 理想 数 B,, «o, 9, RIR EO) 
= PP, 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 正 整 
数 m,p = Et (mod p") FERRE € o, буй? n 
不 能 为 p 整 除 时 定理 只 要 m — 1 的 条 件 就 够 
T 

一 般 地 ,对 于 weo 存 在 某 个 5e0, 有 

p = E'(mod p) 

RUN, и 称 为 模 p 的 n RBM (residue of 
the n-th power)， 太 的 素 理想 p, Е ріп, vlu) 
= 0 时 ,如 果 f 是 使 u AER p Wn KARRA 
最 小 正 整数 ， 则 ?在 天 中 可 以 分 解 成 E(p) = 
BeBe OLG) m 9 im 1, 2,7. g). 

[8344485] kt, Apa fh 
alek) 均 互 素 时 ,存在 + 使 

ае == ts (mod p) 


成 立 , 将 它 以 
he (2), 
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表示 时 ， 称 为 " НЯ 符号 (power-residue 
Symbol) (Kummer)。 将 这 个 定义 加 以 推广 , 对 
于 与 《CVe )/t 的 相对 判别 式 互 素 的 的 分 
MORBIS, 一 般 地 , 使 用 Arin 符号 ((K/k)/ 
P), 通过 
СОН а а. ОКК 
зз ОУ (a 
жх MRS (Z). 在 这 个 符号 有 
定义 的 情形 下 ,下 式 
а a) а \ 
Ке) 
«m (an) (а 
т" 
RU. EIE, o 为 模 p н АО 
必要 条 件 是 (和 ) = 1 Mn = 2, k=O, px2 


的 情形 下 , 它 与 在 有 理 数 域 Q 中 的 二 次 剩余 ' 符 
号 是 一 致 的 

【 畦 剩余 符号 的 互 反 律 】 与 二 次 剩余 互 反 
律 相 类 似 的 公式 对 于 ”次 宕 剩余 也 有 各 种 形式 
的 结果 (F. G. М. Eisenstein, Kummer, Furtwa- 
ngler, Ж, Artin, Hasse), 构成 这 些 公式 的 
基础 是 Artin 的 一 般 互 反 律 (~ RRE). 

{ЕЗ ЕИ Claw of reciprocity) 的 一 种 形 
式 , 设 (i) n=l (EW), а, P Ek, а AE, Gi) 
如 果 (а) зё 0(mod 1), WU (8) = 0(mod D), 
如 果 r(A) 0 (mod D, АЈ (а) = 0(mod Г), 
(НО a = 1(mod Г) „В = 1(mod (1 — ¿,)), Sil 


(79 


—18—1 
2 一 Trx/Q (e с> 
` -ü 


《Hasse，1924)。 这 个 公式 对 于 ! 次 分 圆 域 《来 
说 包含 了 Eisenstein 的 结果 (1850). 还 有 , 作 
PWR (complementary law) 的 一 个 形式 , 设 
alek) ZIE, a = 1(mod1), HJ 

(8) а irren H) 


还 有 ,如 果 “ = 1 (mod (1 — 52), RU 


а 1 
d= trea <o 5) 
(Hasse, 1924), 

【 范 数 剩余 】 设 m 为 的 一 个 整除 子 ，A 
为 与 m 互 素 的 《的 元 素 ， 在 相对 代数 数 域 K/k 
中 ,如 果 在 多 中 有 与 m 互 素 的 元 素 B, 使 

В = NeaCB)(mod m), 
则 称 8 为 模 mm 的 К/К 的 范 数 剩余 《norm-resi- 
du), {йт = J] w [T 9? Gt p XAM 
素 除 子 ，py 为 无 限 素 除 于 ，。, > 0)， 则 所 谓 
B= Nxy(B) (mod m) 和 下 面 的 命题 等 价 对 
Té d, 8 = Nxn(B)(mod ру), HAM TIE 
кю, 其 到 天 的 扩张 为 虚 扩 张 时 , 则 po > 0, 

对 于 不 的 有 限 素 除 子 p,， 当 取 “ 适当 大 时 ， 
如 果 8 为 模 vy 的 范 数 剩余 , 则 对 于 所 有 的 > 
c, BOSE р 的 范 数 剩余 。 对 于 这 种 e 的 最 小 
值 Ce > 0)， 将 已 一斑 称 为 K 人 的 (关于 范 数 
剩余 的 ) p 前 导 子 (K conductor Ж Führer), 
"UR. p ZE К/А 中 非 分 歧 , 则 有 с = 0, 即 与 ? 互 
素 的 任意 et 是 mod pr WAME. HTA 
的 p, Hbf. = pe, MUR K/k % Galois 扩张 , 则 
< 不 大 于 

ЖУ, S^ 19] 

дати CeT ТЫ 
特别 是 ,对 于 Abel 扩张 K/k, 上 述 值 为 整数 值 ， 
并 且 恰 好 等 于 c (Hasse, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, 
1934)。 例 如 ,对 于 必 次 分 贺 域 , 如 将 已 求 出 的 
RAWE h 一 BI AF АСК 
Fre, 4 po 为 实 , 它 到 K 的 扩张 为 谱 时 , 则 以 
fie = po 定义 对 KK 的 前 导 子 。 对 其 他 的 po 
值 ， 则 令 和。 一 1 (一 局 部 域 的 数论 [局 部 类 域 
ien. 

【 范 数 剩余 符号 】 对 于 Abel 扩张 K/t, 把 


i= H + 


ғ 


《其 中 p 遍及 万 中 全 部 有 限 及 无 限 素 除 子 ) 称 为 
K/k 的 前 导 子 (一 类 域 论 ). 对 于 ae h(a = 0), 
HR es € К, a/a = 1(mod fe), a= 1(mod fo"), 
Ф (aa) = pb, p Rb EK, 这 时 ,5 和 相对 判 
BUX dra HR. JH Arin 符号 , 令 
X KIK) (К/К. 

全 下 €, 
这 个 值 是 与 参数 m 的 选取 无 关 而 唯一 决定 的 。 
此 式 左边 的 符号 称 为 范 数 剩余 符号 Com- 
residue symbol) (Hasse, J. Reine Angew. Math., 
162 (1930))。 特 别 当 PY 为 实 无 限 素 除 子 , E 
到 天 的 扩张 PY 为 虚 时 ECT o ЗЕК о 
> 0 或 者 二 0 ,分 别 有 

(54) 一 1 或 者 =o 


成 立 。 其 中 o 是 由 K 关 于 P 的 完备 域 C 中 由 
复 共 轿 所 诱导 出 来 的 KK/ 的 自 同 构 。 
范 数 剩余 符号 有 如 下 的 性 质 : 


а, K/R) (£K. 
вале ae ama) 
2) WR p dE К/К 非 分 歧 , 则 
a ку (ка) "o 
3) ат, 的 К/К 的 范 数 剩余 的 充分 必 
(phe 


4) 乘积 公式 (product formula) (Hasse), 
4 p 遍及 《所 有 的 有 限 及 无 限 素 除 子 时 , 则 


pest 

зу (SEA) an a ZE RA 
(<< б) 中 变化 , 则 (® 4) 的 什 在 9 的 整个 分 
解 群 中 相应 地 变化 ;如果 “在 和 互 素 的 数 集 
中 变化 , 则 (E/E) киш toties ар 
地 变化 ; AR a 在 满足 = 一 1Cmodp") (и, + 1 
<n < un) йе 的 集合 中 变化 , (2) 
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的 值 在 ?的 分 歧 群 F。 中 相应 地 变化 (o = 0, 
2550) (Hasse， 弥 永昌 吉 ，1933) (一 局 部 
域 的 数论 [局 部 类 域 论 ])。 
【Hilbert 的 范 数 剩余 符号 】 Hilbert (1897) 
对 二 次 域 引进 的 符号 也 可 推广 到 1 的 ”次 原 
Ж. e k ЈИ. HF о, p Ekla 0,8% 0) 
及 和 的 兹 除 子 p， 将 1 的 ”次 宕 根 (2) , m 
范 数 剩余 符号 是 由 
oP) i 
(22) F =V Py, 
= (kP) 
uc 


来 定义 的 。 这 个 符号 (2 人) 称 为 Hilbert ñ 


数 剩余 符号 (Hilbert norm-residue symbol), 对 
Fo, p,… Єк, 有 


ac. 8y — (228) (LF 
be) [ч eu), 
2) HJ (law of reciprocity): 
e) = (La) 
GL -EN 
3) RRAR (product formula): 
ab) _ 
PER 
以 及 其 它 的 公式 成 立 (Hilbert, Furtwängler, 
PA, Artin, Hasse), Ж РАЗ Б BR 
符号 、Hilbert 的 范 数 剩余 符号 的 种 种 性 质 , 在 
Hasse 的 报告 ([8]) 中 有 详细 的 介绍 。 


【密度 定理 】 对 于 的 素 理想 的 集合 M , 
如 果 


1 

ав, оу етт 

存在 , 则 将 这 个 值 称 为 M ШЕШ ensi), k 

的 所 有 素 理想 的 集合 的 密度 为 1， 另外， 对 于 

USER m МЕЕ Н, SCm) (mod H) 的 各 

陪 集 的 密度 为 1/(3(m):H)， ЧН ЖАН 

SCm) 时 ,mod m 的 每 个 陪 集 均 含有 无 限 多 的 素 

理想 (算术 级 数 的 素数 定理 + 在 代数 数 域 的 扒 
p. 

现在 , 设 K/ X Galois 扩张 ， 设 《的 素 理 
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A p HERT BAY Frobenius Ei, RF K/k 
的 Galois ПСЖ С, 这 样 的 p 全 体 设 
为 M(C). SW MCC) 的 密度 等 于 !C1/1G1 (Ye- 
ботарев 的 密度 定理 (density theorem). Math. 
Ann., 95 (1926))。 另 外 , 在 = 次 Galois 扩张 
K/k 中 ， 将 Galois 群 G 的 元 o, ULIS EDU. 
KO, ..., KO 的 置换 z 表示 时 , Ws Hh, hs 
tes NOR (Ak ht +}, 
=n). 设 使 = 成 为 这 种 循环 之 积 的 o 全体 为 
€ (f, tts f), WE К/К 中 能 分 解 为 相对 次 数 
38 the voy /的 7 个 相 异 素 因 于 的 素 理 想 的 集 
B M, h.c Т) 的 密度 等 于 IC, s 
f)1/|G| CAnin, Math, Ann., 89 (1923)). 
【与 局 部 域 的 数论 的 关系 】 代数 数 域 《 
与 局 部 域 如 (一 局 部 域 的 数论 ) 的 关系 的 
研究 是 极为 有 用 的 .例如 ,在 相对 代数 数 域 K/h 
ц ОНЕР ЕК О р И 
Сука) =, MJ (Ky ied) mes B КФМ» 
& Ke, 十，… + Ко, ( 直 和 )。 另 外, ЖЭИЕ 
ЖИЙ (uo = I 95 ar. 


Galois 扩张 К/К 的 范 数 剩 余 的 BIST fot 
同 Ko/ke 的 前 导 子 v RHEBORG. 对 于 局 
部 域 ，mod í, 的 范 数 剩余 与 Ks 的 范 数 本 身 是 
一 致 的 。 因此 , 关于 在 局 部 域 中 的 范 数 剩余 的 
精确 结果 ,在 任何 的 代数 数 域 中 都 是 适用 的 。 
还 有 ,应 用 代数 数 域 的 伊 代 尔 群 ,能 够 推导 
出 代数 数 域 的 理论 (例如 ,理想 类 群 ,单元 群 ,5 
函数 等 ) (一 阿 代 尔 与 伊 代 尔 )。 
【代数 数 域 的 数论 的 历史 】 最 早 将 整数 概 
念 推广 , 并 对 某 种 代数 整数 进行 了 研究 的 是 С. 
F. Gauss (1832), 随后 经 过 G. L. Dirichlet, 
E. E. Kummer 等 的 研究 , R. Dedekind 在 数论 
中 引 人 了 理想 的 概念 ([4])(1871)。 工 . Krone- 
cher 对 于 代数 数 域 的 数论 基础 则 是 采用 了 不 同 
的 方法 来 商定 的 〈[5])》 (1882). Dirichlet 证 
明了 单元 定理 ， 又 最 先 将 解析 方法 引进 数论 来 
进行 二 次 域 的 类 数 计算 。H. Minkowski 将 格 点 
理论 应 用 于 数论 (一 数 的 几何 )。K. Hensel 又 
引进 了 p-adic 数 方法 (一 局 部 域 的 数论 )。D. 


Hilbert 的 数论 报告 (16]) (1897) 及 H. Hasse 
的 报告 (18])。 将 一 直到 当时 的 主要 成 果 作 了 
综述 、 特 别 是 前 者 以 Hilber 的 Galois 扩张 域 
的 数论 为 中 心 。 后 者 以 高 木 E. Artia 的 
类 域 论 成 果 为 中 心 (一 类 域 论 )。 此 外 ,的 从 
1950 年 以 后 , 许多 人 在 数论 中 引入 伊 代 尔 及 阿 
代 尔 概念 并 成 功 地 应 用 了 群 的 上 同调 方法 《一 
阿 代 尔 与 伊 代 尔 )。 

[5] L1 ] 高 本 丰 治 ,代数 的 整数 淮 . 岩 波 ,1918; (2] W 
田 成 腾 - 久 保卫 富 堆 ,整数 给 , 朝 仿 ，1963; 13) 
Theoria residuorum biquadraticorum, Werke 
tingen, 1863; [4] R. Dedekind, Dirichlet’s Vor gen 
ber Zahlentheorie, WM, 1894, Supplement ХІ, (Wer- 
ke 3) [5] L. Kronecker, Grundzüge einer arithimeti- 
schen Theorie der allgemeinen algebraischen Grüsse, J. 
Reine Angew. Math., 92(1882), 1—122, (Werke 2), 
[6] D. Hilbert, Bericht über die Theorie der algebrai 
schen Zahlkarper, 1897, (Werke 1. Springer, 1932); | 7) Е. 
Hecke, Vorlesungen Gber die Theorie der algebraischen. 
Zahlen, Akademische Verlag., 1923 (Chelsea, 1 iu 81 He 
Hasse, Bericht über die neuere Untersuchungen. und Pro. 
bleme aus der "Theorie der algebraischen Zahlkórper, 
Jber. Deutsch. Math. Verein., 35 (1926), 1-—55, 36( 1927), 
) [9) H. Weyl, Algebraic theory of nu- 
mbers, Ann. Math. Studies, Princeton, 1940; 110) HB. 
Hasse, Zahlentheorie, Akademie-Verlag， 第 二 版 ， 1963: 
[11) E. Weiss, Algebraic number theory, McGraw-Hill, 
1963, [12] S. Lang, Algebraic numbers, Addison-Wesley, 
1964; [13] E. Artin, Algebraic numbers and algebraic 
function, Lecture notes, Princeton Univ., 1950—51; 114] 36 
永昌 吉 , NA. Wak. 1969 Ri: "Theory of numbers, 
North-Holland, 1975); [15) A. 
Springer, 1967; [16] J. W. 5. 
Algebraic number theory, Academic Press, 1967. 


Ж [Æ class field theory 法 théorie du 
corps de classes Ф Klasenkórp:rtheorie K 
теория поля классов 日 MiA] 【发 展 历 
$J BM UE Klassenkérper) 的 概念 是 D. 
Hilbert 首先 引进 的 (1898)。 对 于 代数 数 域 
及 其 上 的 Galois 扩张 ,如果 中 的 一 次 素 理 
想 p( 即 绝对 范 数 + 为 素数 的 素 理想 ) 在 K 中 能 
分 解 为 K 的 一 次 素 理想 的 积 ， 当 且 仅 当 ?是 主 
理想 + 时 , 曾 称 天 为 《上 的 类 域 ， 现 在 称 为 绝对 
‘BIR (absolute class field), Hilbert 关于 绝对 类 
域 提出 了 如 下 定理 1) 一 4) 及 后 面 的 主 理想 定 
理 等 几 个 猜想 ， 并 在 某 种 特殊 情形 下 给 出 了 证 
8B. FG, Ph. Furtwangler 完成 了 这 些 定理 的 


证 明 (Math. Ann., 63 (1907)). 1) 任意 代数 
数 域 A《 上 的 类 域 存在 且 瞧 一 .2) К/К 是 Abd 
扩张 1, 且 其 Galois 群 ' 与 的 理想 类 群 ' 同 构 . 
《从 而 相对 次 数 [K:《] = n 和 的 类 数 ' 相 等 .) 
3) к/к SALA BU 5 1. (Bit К/К 中 没有 分 
歧 的 素 理想 .) 4) HF AREN p, WR IE 
最 小 正 整数 使 中 成 为 主 理想 , Шр (EK 中 分 解 
28 p = BB BN QI) = 9f, =A). 

Hilbert 的 类 域 的 想法 ,虽然 是 和 一 元 代数 
函数 理论 的 研究 相关 联 而 产生 的 ， 但 作为 代数 
数 域 的 代数 理论 并 不 是 最 后 结果 。 高 木 真 治 将 
类 域 的 定义 作 了 推广 ， 并 证 明代 数 数 域 《 的 任 
fi] Abel 扩张 玉 都 可 表 成 为 《上 的 类 域 ， 因 此 
通过 类 域 论 ， 一般 的 Abel 扩张 K/R 的 性 质 
就 非常 明显 了 (Über eine Theorie des relativ- 
Abelschen Zablkórpers, J. Coll. Sci. Imp. Univ. 
Tokyo, 41(1920), (9)). 这 篇 论文 还 同时 解 
决 了 前 个 世纪 以 来 的 悬案 , 即 关 于 虚 二 次 域 
Abel 扩张 的 Kronecker 问题 (一 复数 乘法 论 ). 
类 域 论 是 数学 诸 理 论 中 ,体系 最 完美 的 一 种 .后 
Ж, E. Artin 又 证 明了 一 般 互 反 律 ,使 类 域 论 具 
有 更 加 完美 的 形式 (Abh. Math, Sem. Univ. 
Hamburg, 5 (1927)). H. Hasse, Artin, J. 
Herbrand, C. Chevalley 等 还 对 类 域 论 的 证 明 作 
了 简化 的 尝试 ,特别 是 Chevalley 引进 了 新 的 伊 
代 和 尔 的 概念 (一 阿 代 尔 与 伊 代 尔 ), 成 功 地 使 证 
明 算术 化 了 (Апп. of Math., 41 (1940)). 

另外 , 还 有 把 类 域 论 推广 到 非 Abd 扩张 
的 种 种 尝试 , 我 们 这 里 只 提 一 下 志 村 五 郎 [19] 
及 伊 原 康 隐 {20] 的 结果 . 

【类 域 的 定义 】 要 对 一 般 的 类 域 进行 定 
义 ,必须 将 & 的 理想 类 群 的 概念 加 以 推广 一代 
数 数 域 的 数论 [乘法 同 余 ])。 ikh m EXE 
的 分 数理 想 全 体 构成 的 乘法 群 为 4(m)， 模 mm 
的 射线 + 为 xm), 固定 商 群 4(m)/s《m) 的 子 群 
H(m)/ (m). IA, KRITIKK FK HE M 
H(m) 的 类 域 (class field), MIR K ЖЕ А f Galois 
“Pk, ihm 互 素 的 一 次 素 理想 能 够 分 解 
为 的 一 次 素 理想 的 积 当 且 仅 当 p € HG), Hil- 
bert 的 (绝对 ) 类 域 无 非 就 是 m=(1), 而 Hm) 
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是 由 全 体 主 理想 构成 的 群 . 

入 的 理想 群 已 唯一 地 对 应 于 类 域 K/k. H 
的 前 导 子 1f 称 为 人 人 的 前 导 子 (È conductor 
4 Führer), 对 应 于 类 域 К/К 的 理想 群 刀 表 
示 , 在 理想 类 群 AD/SD H, 含有 (与 1 互 素 
的 )K 的 理想 UAT EBON GU QU. 的 类 的 全 
Ж. 一 般 地 ,对 于 相对 Galois 扩张 К/К, WA 
证 明 ， 假 如 和 的 理想 群 H(m) 是 A(m)/s(m) 
中 包含 м) 的 类 的 全 体 ， 则 指数 A= 
《4(m):H(m)) 不 超过 次 数 ”一 (КА), ERI 
是 ,选取 适当 的 模 m， 使 得 4 一» 成 立 当 且 仅 
эң К/А 29 H(m) 的 类 域 ， 因 而 也 可 以 把 h ч=п 
成 立 这 个 条 件 作 为 K/X 为 及 的 类 域 的 定义 、 

关于 类 域 有 如 下 的 基本 定理 . 

【基本 定理 】 1) 主 定理 (main theorem), 
任意 的 相对 Abel ER K /k JE k HOSED PAR 
的 类 域 。 2) 存在 定理 (existence theorem), xf 
于 任意 的 理想 群 H(m)， 存 在 Hm) 的 类 域 . 
3) EREA (composition theorem), iE Ki, Kr 
为 ,Hi 的 类 域 , 则 合成 域 K.K,/k 为 HNH, 
的 类 域 。 AL, Ky D K; 成 立 的 充分 必要 条 件 
是 H, C H, 4) 唯一 性 定理 Cunicity theorem), 
H 的 类 域 是 唯一 的 。5) 同 构 定理 (isomorphism 
theorem), K/k 的 Galois 群 与 4(m)/H(m) 同 
构 ,特别 是 ,类 域 都 是 相对 Abel MR. 6) 分 解 定 
38 (decomposition theorem), X4 F385R K/&, 与 
前 导 子 f 互 素 的 《的 素 理 想 p, 如 1 为 最 小 正 整 
RUE v! 属于 HOD, 则 在 K/k H, 可 分 解 为 p = 
BB BANA) = vf, f = n). 7) NS 
FSH (conductor-ramification theorem), f 
h K/k PD RRR FOR, 且 包 括 所 有 的 分 


歧 素 除 子 。 设 f 一 е, 则 与 范 数 


剩余 的 ?前 导 子 是 一 致 的 ， 的 值 可 以 用 分 歧 
的 素 除 子 的 分 歧 群 ' 的 阶 数 及 分 歧 常 数 来 具体 
表示 《一 代数 数 域 的 数论 [ 范 数 剩余 1)。8) 对 
于 在 类 域 K /k 中 分 歧 的 素 理想 p， 设 如 为 含 
有 妃 且 其 前 导 子 与 p 互 素 的 最 小 理想 群 ， 记 
(Hs:H) = е, 3EE nB t 为 最 小 正 整数 ， 使 得 
PEH, BALE К/К 中 可 分 解 为 m (PPr 
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Ф.) ОМС) = v). 9) 平移 定理 (translation 
WW K/k 是 的 理想 群 HC). 的 类 
域 ， 那 么 关于 的 任意 扩张 2、 则 ко/о 是 清 
Æ Nolo) EHC) 的 与 1 互 素 的 理想 b 全 体 构 
成 的 2 理想 群 H* 的 类 域 。 特别 有 ，K92/2 的 
WSFA K/k 的 前 导 子 的 因子 .10)(CArtin 89) 
一 般 互 反 律 (general law of reciprocity), "4 К/ 
《为 类 域 ,1 为 K/ DATS TA. SIA 


的 理想 a 的 Anin NBA (EA) Скла), 


theorem). 


如 果 把 的 理想 ae ACD 对 应 于 KK/ 的 Galois 
群 G 的 元 素 (K/a), M| AD/HD УСЕН. 
SPRUE, НОР 就 是 由 满足 (K/a) 一 1 的 所 有 
理想 a 所 构成 的 群 。 根 据 这 个 定理 ,可 以 推导 
出 迄今 已 经 知道 的 所 有 互 反 律 (一 代数 数 域 的 
数论 ). 

并 且 , 根 据 上 述 诸 定理 ， 二 次 域 ,分 圆 域 和 
Kummer 扩张 理论 等 ,都 可 忆 地 论述 。 

【 主 理想 定理 】 设 K/k 为 绝对 类 域 , 则 将 
的 任意 理想 扩张 到 K 时 ,就 都 成 为 主 理想 ,这 
个 定理 称 为 主 理想 定理 《principal ideal theorem) 
或 称 为 单项 化 定理 ， 这 个 定理 是 Hilbert 提出 
的 猜想 ，Artin 把 它 表 成 为 群 论 的 问题 ， 后 为 
Furtwängler 通过 复杂 的 计算 加 以 证 明 的 《Abh- 
Math. Sem. Univ. Hamburg, 10(1934)). 其 后 
叉 永 昌吉 给 出 了 简单 的 证 明 (Abh. Math. Sem. 
Univ. Hamburg, 10 (1934)). 这 个 结果 还 可 
推广 成 下 述 的 一 般 主 理想 定理 : 设 Abd 扩张 
K/k ® 50) 的 类 域 ， 当 f 99 (DH К/К 
JEU FE BU RE, SCE К/А HIED R k AIRE 
想到 KK 的 扩张 属于 SCS) (pA, Jap. J. Math., 
1(1930)). 49 TMB M, vj TAE 
常数 + w + 1 (一 代数 数 域 的 数论 [Galois 域 的 
数论 ])。 另 外 ,关于 绝对 类 域 KK，A 的 理想 
在 天 中 如 表示 为 一 《8(o)) BY, B| (a, b) 一 
ө(а)Ө()"%ө(а)- € k (HE ala) = (K/a)) 
成 立 ( 淡 中 忠 郎 。 Ann. of Math., 67(1958)). 
这 个 结果 也 可 推广 到 SCH) 的 情形 . 

【种 的 理论 】 一 般 地 ， 对 于 某 一 正规 扩张 
к/к C m E ER) REIR % 6803 N / (QD JF 


的 某 理想 群 H(m)，、 所 有 这 种 理想 构成 的 K 
的 理想 群 称 为 H 的 主 种 或 单位 种 GE principal 
genus 44 Hauptgeschlecht)。 此 外 ,由 的 所 有 了 理 
想 所 成 的 群 关于 主 种 产生 的 陪 集 ， 称 为 互 的 种 
(genus) HET AERE" Ж К/К, Н 0n RE In Nn 
CA) (mod CE 2 K/k AIAST AY k BJ PEAR PET 
JE H (AS Ru ec 一 这 样 的 理想 类 所 构成 的 
天 的 理想 群 (其 中 "为 K/f 的 Galois 群 的 生成 
元 )( 一 二 次 域 的 数论 [种 的 理论 1)。 一 般 地 在 
Abel 扩张 K/k 的 情形 , 设 其 前 导 子 为 f， 对 于 
上 述 的 理想 了 3， 有 Nx/(SCm3)) = S(mf) 成 
立 , 其 中 ,中 是 不 的 任意 整理 想 . 特别 对 于 循环 
扩张 К/А, WIRE 《的 理想 群 为 H = Sf), 
йн J MEE B 模 SCmf) 的 类 所 构成 的 
КЇ РЁ (Herbrand, Pak, J. Reine Angew. 
Math., 171 (1934)). 

【类 域 塔 问题 】 Furtwängler 提出 了 如 下 的 
问题 : 在 已 知 的 基 域 k F. ДО k = ko C ki 
CA C 0429 kim 上 的 绝对 类 域 ) 时 ，K 一 
Uk。 是 否 是 《的 无 限 次 扩张 ? 这 称 为 类 域 塔 
(class field tower) 问题 。 关于 这 个 问题 ，Artin 
指出 :对 于 次 扩张 /如 总 有 判别 式 ldrmd 
> GAY (л"/п\)# > Ge!/ 4)7/Qune*). 成 
3r, 8] К/К X ERR. CE2]p. 46)， 这 个 问题 很 
长 时 间 未 能 解决 ， 后 来 И. Р. Шафаревич 
(1964) 证 明了 : ” 当 扩 张 次 数 为 一 定 的 素数 ? 
的 寡 时 ， 如 果 在 的 理想 类 群 的 分量 的 生成 
元 的 个 数 Y, 与 4 的 单位 群 的 生成 元 的 个 数 P 之 
间 , # z > 3 + 2 p 十 2 的 关系 存在 , 则 K/ 
+ 是 无 限 次 的 。 Aim, E p= 2 时 的 虑 二 次 域 
Ro = 1), WR 7 > 7, 则 K 人 是 无 限 次 的 . 例 
in k-09(V—3:5-7- 101: 13: 17: 19), OK 
于 二 次 域 的 类 数 ,一 二 次 域 的 数论 .) 

构造 问题 。 设 * 为 已 知 代数 数 域 , G 为 有 
RE. 构造 问题 是 问 。 是 否 存 在 Galois 扩张 
к/к, BEC Galois # Gal (К/К) IIS TG. 
如 果 G 是 Abel 群 ， 则 这 问题 可 用 类 域 论 肯 
式 地 解决 。 对 于 p- 群 ， 这 个 问题 于 1937 年 
由 А. Scholtz 及 H. Reinhardt 肯定 地 解决 了 . 
对 于 一 般 的 可 解 群 ,这 问题 于 1954 年 为 H. P 


Шафаревич 肯定 地 解决 了 (Изв. Акад. Наук 
CCCP. Cep. Mar. 18), 

[代数 函数 域 的 类 域 论 及 局 部 类 域 论 ] F. 
K. Schmidt (1930) 证 明了 : 对 于 常数 域 为 有 限 
域 的 单 变数 代数 函数 域 ' 的 Abel 扩张 K/k, 
有 同样 的 类 域 论 成 立 ([10])。 证 明 的 算术 化 是 
TERRE (1938) 完成 的 。 还 有 局 部 域 上 的 
类 域 论 是 由 Hase 等 人 证 明 , 以 后 又 由 许多 人 
完成 的 (一 局 部 域 的 数论 ). 

【 群 的 上 同调 和 类 域 论 】 为 了 尝试 将 类 域 
论 的 证 明 进 行 简化 ,产生 了 “Galois 上 同调 论 ”， 
在 中 山 正 ，G. Hochschild, A. Weil 等 人 的 研 
究 的 基础 上 ，Artin J. Tate 在 有 限 群 的 上 同 
调 + 理论 的 基础 上 ,重新 构成 了 类 域 论 (L11]) 如 
p: 

设 G 为 有 限 群 ,4 是 以 G 为 作用 域 的 模 (或 
ZMIER), WG 的 以 4 为 系数 群 的 上 同调 
Jt ANG, A) HF n Xo RENKER n 都 有 
FE CALA). 特别 是 有 H'CG, 
A) = 46/Ne(4)， 其 中 4 为 4 的 全 体 G 不 变 


的 元 素 N (A) 为 形 如 N (a) = У) sa (a € 4) 


全 体 的 元 素 。 特别 是 对 于 整数 加 法 群 Z， 总 可 
由 on 一 n(o€ G, né Z) 定义 为 G 模 。 MRE 
给 G 模 4, B, C 及 G-XURIEE BE (4, B) > 
C, 那 末 , 对 于 a€ H' (G, A), B€ B'(G, B) 可 
ЖХ орен, Cr, €Z). B 
对 于 G 模 4 和 G 的 于 群 H, FE Resom:H"(G， 
A) HCH, A) (限制 映射 ?) 及 Injus: H” (H, 
A) — HG, A) ( 单 射 ?) 对 于 所 有 的 neZ 
有 定义 。 MRA LEM M, 那 末 也 可 定义 
同 态 tes i H"(G/H, А") > H*CG, A) Оё 
胀 映射 》(n > 1) C 同调 代数 【和 群 的 上 同调 
ie». 

对 于 任意 的 代数 数 域 《 及 其 任意 "次 
Galois 扩张 К, 将 其 Galois 群 以 G = G(K/k) 
表示 ， 则 由 除 0 之 外 的 天 的 元 素 构成 的 乘法 群 
Кх, КӨМЕШ! Лк, KOPREK BF Ск 
都 是 以 G 为 作用 域 的 交换 乘法 群 . 关于 类 域 论 
的 基本 关系 有 : ОНС, cr) 一 (0j; 2) НСС, 
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Co) 兰 Z/"Z. 如 果 适 当地 确定 这 个 同 构 ， 使 
"(той nn) 对 应 于 a€H(G, Ск), o 的 不 变量 
(invariant) Hi invyj4& = r/n(mod Z)ÆX, W 
TFA i), 8), HD 成 立 。 首先 根据 invkmsxA 
= 1/n(mod Z) 定义 标准 上 同调 类 (canonical 
cohomology class) Ex € H'(G, Ck), 1) £ 
CICK, G= G(K/k), H = G (K/k) M. 
RescExn = Exas ii) 如 果 1/, 也 是 Galois 扩 
张 , 设 F = GGI/k), MI Inferi = Ет = 
[K:1)); 过) 对 于 循环 扩张 K/k, invxalka 一 
У) ios (ender 其 中 inv, 为 Exe 的 p 分 量 不 变 


Ж. 根据 以 上 所 述 ， 可 以 得 出 标准 上 同调 类 
5x 是 唯一 确定 的 。 在 以 上 准备 的 基础 上 ， 能 
够 根据 下 面 这 个 定理 推导 出 类 域 论 的 其 他 诸 定 
m. 

Tate 定理 : 将 Galois ф° K/kA Galois 
群 设 为 6, 则 得 @,:H*2(G, Z)y=H"(G, Ск) 
(090, +1, 土 2,…) 成 立 。 而且 这 个 同 构 
©, EH Egg a € H'CG, Ск) 对 应 于 a eH? 
(G, Z) (Ann. of Math., 56 (1952)), 

推论 1. En = 0 的 情形 , НСС, Z)&G/ 
LG, G] H(G, Ск) = Cx/NeaC Ск), Hi Фә: 
GILG, G] = Ck/NxaCCk) 成 立 ， 如 果 应 用 属 
于 标准 上 同调 类 fx RZL Cr, o), W 
有 go:oCmod[G, G]) = II Ке, о) (mod N jy 


(Cxa)) 成 立 。 这 个 结果 是 中 山 。 秋月 康夫 
(Math. Ann., 112 (1936)) 推导 出 来 的 。 

推论 2. 对 于 Abel 扩张 ! K/h, 有 Gee Cx] 
Nx (Cx) 《类 域 论 同 构 定理 )。 (Ф) 具备 整 
体 域 的 范 数 剩余 符号 的 性 质 ， 由 此 可 以 推导 出 
Arin 的 一 般 互 反 律 及 范 数 剩余 的 诸 性 质 。 这 
样 类 域 论 的 主要 定理 ， 全 部 可 以 应 用 上 同调 论 
的 方法 证 明 ([11], [15])。 

因为 上 述 内 容 也 适用 于 无 限 次 Abel 扩张 ， 
所 以 K 上 的 最 大 Abel 扩张 O/k 的 Galois BF 
(нї Kroll Ei , 它 与 由 的 伊 代 尔 类 群 
cx 对 于 其 单位 元 的 连通 分 支 Dx 所 成 的 商 群 
Cx/Dx 是 同 构 而 且 是 同 胚 的 (通过 范 数 剩余 符 
5). Dy 的 结构 是 Aria 具体 求 出 的 ， 还 有 
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Ск/0к 的 Abd 群 的 结构 是 由 久保 田 富 雄 具 
体 求 出 来 的 (一 阿 代 尔 与 伊 代 尔 [ 阿 代 尔 环 与 伊 
代 尔 群 的 结构 ]). 

以 上 的 理论 ,在 前 述 的 1), 2) 加 上 若干 简 
单 性 质 为 公理 ,能 够 作为 体系 而 加 以 发 展 .这 样 
的 体系 称 为 类 构造 Clas formation) (Artin), B 
了 已 经 列举 的 代数 数 域 、 以 有 限 域 为 系数 的 单 
变量 代数 函数 域 .局 部 域 之 外 ,在 其 他 各 种 场合 
也 能 建立 Abel 扩张 K/k 的 理论 ,这 些 都 可 以 
被 看 作 是 类 构造 的 理论 而 加 以 展开 的 (河田 敬 
#%, Duke Math. J., 22(1955)). 例如, 1) 在 以 
代数 闭 域 为 系数 域 的 单 变量 代数 函数 域 上 的 非 
分 歧 Abel 扩张 《Tate- 河 田 ，Amer. J. Math., 
77(1955)); 2) 不 为 特征 0, 包含 所 有 的 1 HORE 
根 ， 并 且 对 于 的 任意 有 限 的 Galois 扩张 K, 
使 NexCK) = k 成 立 的 Abel 扩张 (BD Kum- 
mer 扩张 ); 3) 特征 p 的 域 (次 数 为 p ЖЕ) 
Abel р 扩张 (E. Witt, J. Reine Angew. Math., 
176 (1936), fik — RB- WI FA, J. Fac. Sci. Univ. 
Tokyo, 7(1955)); 4) 对 于 以 特征 ”的 代数 闭 
域 为 系数 域 的 单 变量 代数 函数 域 的 非 分 歧 〈 其 
WHO PIRE) Abel p 扩张 《Hasse，Wit, Mo- 
natsh, Math., 43 (1936), Н. L. Schmid, Ша- 
中 apeprq， 河 田 ， 玉 河 恒 夫 ); 5) 剩余 域 o/p 为 
代数 闭 域 时 的 局 部 域 《 的 Abel 扩张 (G, Wha- 
ples, J.-P. Serre, Bull, Sci. Math. France, 89 
(1961)). 

此 外 ， 还 建立 了 关于 无 限 次 代数 扩张 的 类 
域 论 (Herbrand， 守 屋 , 森 光 叉 ,河田 )。 

[8) [ 1] 高木 身 治 , 代 数 的 整数 论 , 岩 波 ,1948; [2]H. 
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(1933), 365—476; [5] J. Herbrand, Le dévelopement 
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Villars, 1936; [6] E. Artin, Algebraic numbers and 
algebraic functions, Princeton Univ., 1951 (Gordon and 
Breach, 1967); [7] C. Chevalley, La théorie du corps 
de classes, Ann. of Math., 41 (1940), 394—418; [8] BE 
由 种 郎 ,代数 的 整数 瀹 , 共 立 出 版 , 1949; [9] А. Weil, Sur la 
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B. Phy.-Med. Soz. Erlangen, 62 (1931), 267—284; [M] Е. 
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min, 1967); [12] HAMA, Class field theory notes, 
Univ. of Chicago, 1961; [13] J.-P. Serre, Groupes algé- 
briques et corps de classes, Actualités Sci. Ind., Hermann, 
1959, [14] J.-P. Serre, Corps locaux, Actualités Sci. Ind... 
Hermann, 1962; [15] EHR, CARK, 现代 数学 新 
座 ,共立 出 版 ，1957; [16] 弥 永昌 吉 , 数 论 , 崖 注 ,1969 CRE 
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Reine Angew. Math., 221 (1966), 209—220; (20] Y. 
Ihara (BRURHERE). Non-Abelian class fields over function 
fields in special cases, Actes Congr. Intern, Math., 1970, 
Nice, Gauthier-Villars, 381—389) [21] Y. Ihara (DH 
FE), Some fundamental groups in the arithmetic of alge- 
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72 (1975), 3281—3284; [22] Y. Kawada (WEHA), 
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复数 乘法 论 
tion 法 théorie de la multiplication complexe 
4k Theorie der komplexe Multiplikation 4# Teo- 
日 BARER] 


[3 theory of complex multiplica- 


рия комплексных умножений 
【古典 的 复数 乘法 论 】 椭圆 函数 + 1G) 的 周期 
oy 和 о, ЊЕ о/о, 如 果 是 虚 二 次 域 K 的 元 ， 
则 对 于 K 的 任意 元 2， 帮 =) 和 Cae) 之 间 存 在 
代数 关系 ,此 时 , f 称 为 具有 复数 乘法 (complex 
multiplication), C. F. Gaus 对 于 模 为 V 一 
的 = 函数 + 发 现 了 这 个 关系 ， 并 将 它 应 用 于 双 
组 线 + 的 五 等 分 问题 。 更 一 般 地 ，N. H. Abel 
证 明 具 有 复数 乘法 的 .sn 函数 的 特殊 等 分 方程 
能 用 根 式 解 。L. Kronecker 从 数论 的 观点 来 看 
这 个 问题 , 他 提出 下 面 的 猜想 : HE RK 
Abd 扩张 都 可 由 具有 K 中 元 素 的 复数 乘法 的 椭 
圆 函 数 的 变换 方程 来 确定 (1880)。 这 个 问题 ， 
相当 于 下 列 事 实 , 它 也 是 由 Kronecker 提出 来 ， 
而 由 H. Weber 证 明 的 : “A BERRA Abd 
扩张 都 是 分 圆 域 ! 的 子 域 "。 Kronecker 的 工作 
是 由 Weber 继续 的 ([2]), 在 К = 00/1) 


AON J rh BAA AH (1903) 解决 的 ， 在 天 一 
Qe?) 的 情形 是 由 竹 大 端 三 (1916) 解 决 的 ， 
AA, 随 着 高 木 完成 了 类 域 论 ! 的 研究 (1920), 
将 这 些 问题 完全 解决 了 。H. Hase (151), Ж 
康正 夫 等 将 上 述 问题 作 了 整理 简化 。 此 外 ， 
Hasse 还 注意 到 它 和 同 余 : 函数 ' 的 关系 .根据 
Hasse #92918, М. Deuring 将 这 个 理论 作 了 代 
数 化 ， 并 且 计 算 了 具有 复数 乘法 的 椭 贺 曲线 的 
Hasse ЖС. 
SUEUR AE BERR, K BER ARE 
二 次 域 ， 设 工 为 复 平面 C 上 的 格 群 ', o, о X 
LVERT, =» C 中 的 变数 ， 这 时 我 们 定义 
BRP, ng T. Pl; L)= @(z; о, 
ш) = 2+ X (s — 9) — 07), gL) = 
guo, 01) = 6050, gL) = glor o) = 
1402507 CE, RT. L OAS o RA), 
如 果 设 多" 是 多 关于 x 的 导数 ,那么 对 应 = > 
GO, PE), PG) 是 复 环 面 群 C/L 与 射影 
平面 内 的 覃 圆 曲线 ! E: XXI = 4X} 一 ХХ, 
一 gsX 之 间 的 一 一 对 应 。 如 果 比 值 п/о HE 
RK, MU C/L 的 解析 自 同 态 全 体 生成 的 环 ( 即 
巨 的 自 同 态 环 ) 与 K 的 主 整 环 。 的 子 环 同 构 . 这 
时 就 称 E 《或 者 函数 域 CC2 ，. 开 ')) 具有 复数 
乘法 .特别 是 , 当 我 们 考察 K C C 时， 如 果 把 
天 的 理想 取 作 L, 则 自 同 态 环 就 成 为 "本身 . 设 
r=oe/e 9, > 0, WR JC) ЈЕ) IL) = 
239g LY/ACL ACL) = pA LY—27g LX), 
Wi Е r OREL A BY. ICE) 称 为 
ЖП Е УЖЕШ Ginvariant), Е Е RA 
复数 乘法 ， 则 JCE) 为 代数 整数 。 Ue EROR 
法 的 古典 理论 的 三 个 主要 定理 叙述 如 下 : 
定理 1: UA WK ADR, шщ, ү, as 为 
天 的 想 理 类 的 一 组 代表 理想 ， 则 a), +, 
Koa) ж Ка) XEK ERO & E SE ETE, B. 
кау) 28 K 的 最 大 非 分 歧 Abel 扩张 (绝对 
类 域 )。 
其 次 我 们 定义 函数 了 du FQ 为 有 理 数 域 ， 
KziL)—9 gp S GiL), кут), 
Xe), 
=a. @(z; L), КЕФ), 


复数 乘法 论 зл 
=a". 0231), K = We), 

定理 2: оК Е Н", тк Ж 
理想 , a 为 天 的 年 意 理想 。 如 果 到 K AR š i 
Hm={,e 01s ea}, W KU), }(&;)) 
为 对 应 于 模 т HEB {(a)|aeK, a= 
1(mod*m)} É K 上 的 类 域 '。 

在 这 个 定理 中 的 可 由 om($) 一 5 得 出 ， 
其 中 是 与 a-'m 属于 同一 理想 类 ， 且 bp 是 与 由 
互 素 的 整理 想 。 作 s: а) 是 椭圆 函数 的 特殊 值 、 
也 是 某 个 模 函 数 的 特殊 值 . 

此 外 ， 还 有 前 述 的 类 域 中 的 互 反 律 ', 主 理 
想 定 理 ', 分 歧 的 情况 等 , 也 可 用 椭 辕 函数 或 椭 
圆 曲线 的 术语 来 叙述 . 

一 般 地 ， 在 域 《 上 定义 的 构 圆 曲线 的 自 同 
态 环 ,如 果 不 的 特征 为 零 , 则 它 为 有 理 整 数 环 或 
ЕНК. (ЈЕ, ШЖ А 的 特征 不 
是 零 ， 则 自 同 态 环 是 定 符号 的 四 元 数 代数 的 整 
环 (L7]). 

(Abd SEAT MIE] 根据 Kronecker 的 
BA, D. Hilbere 在 巴黎 的 讲演 中 (1900), 将 
“求解 析 函 数 ， 使 得 其 特殊 值 在 给 定 的 代数 数 
RELER Abd 扩张 ”作为 第 十 二 个 问题 担 了 
Ж (> Hilbert). E. Hecke Jk? Hilbert 的 
想法 ,使 用 二 变量 的 Hilbert WEAR, WRT 
MEPS BIRR SR Abel 扩张 (L10]). 以 后 这 
个 问题 没有 任何 进展 ， 一 直到 了 近年 随 着 代数 
几何 的 发 展 , 出 现 了 А. Weil 的 Abel Ж ИХ 
数 几何 学 理论 ， 才 可 能 将 这 个 理论 推广 到 高 维 
情形 ( 志 村 五 郎 -谷山 由 1111)， 下 面 叙述 其 主 
要 结果 。 

考虑 由 复数 域 C 上 定义 的 Abel Ж A, A 
的 极 化 * 关 ， 以 及 4 的 点 :组 成 的 构造 《4， 半 ， 
г). РАВО Са", X, r), ДАМА 到 
A' 的 某 个 同 构 把 x HEU X', 把 + eu n, WIR. 
(4, X, D 5 CA', Ж.) 同 构 。 对 于 给 定 的 
(4,X, D, 具有 如 下 性 质 的 C 的 于 域名 是 唯 
一 存在 的 。 对 于 CC 的 自 同 构 o，(4, 关 ,+) 和 
Са, X°, r) 同 构 的 充分 必要 条 件 是 使 如 的 
所 有 元 素 不 动 。 k 称 为 (4, 关 , г) 的 不 变量 域 
(field of moduli), 如果- 为 椭圆 曲线 E, :一 0、 
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W kom QUICE) 成 立 。 在 高 维 情形 ， 不 变量 
域 由 某 个 Siegel 模 函数 + 的 特殊 值 生成 。 

设 Fo 是 共 恩 全 部 为 实 的 = 次 代数 数 域 , F 
是 Fo 的 二 次 扩张 , 且 其 共 思 全 部 为 感 。 如 果 我 
们 能 选取 由 F 8j C 中 的 = 个 同 构 映射 pote 
On 使 得 它们 互相 不 同 , BEA MBER 
ЮЖ СЕ: (Фф) 称 为 CM PII. 

设 C" 作 为 = 维 复线 性 空间 ,对 于 F 的 理想 
а, Ф 

L= (Coa), e, (a2) € C*la€ a}, 
则 工 为 С" 的 格 群 , 且 复 环 面 群 C"/L 与 复 射影 
空间 内 的 =” 维 Abel ЖА ЖТЫН. ШЖ Ей 
EERE o. HL A WEA ICD 包含 与 
。 同 构 的 环 。 反之 ,每 一 个 在 C EEH n tE 
Abel Ж A, 如 果 使 得 ICA) 包含 与 。 同 构 的 环 ， 
则 均 可 这 样 来 构造 。 

现在 ,在 有 理 数 域 Q@ 的 Galois 扩张 中 选取 
含有 F 的 M, W M 的 Galois BEX G, HEF 
F 的 G 的 子 群 为 号 ， 选 择 诱导 出 ei 的 G 的 元 
素 , 这 个 元 素 也 记 为 wm， 令 

s= U ФН. 

此 时 下 列 的 三 个 条 件 是 互相 等 价 的 : 1) UA) 
аго; 2) 4 是 单纯 的 ; 3) Н = (y eG|Sr = 
5}。 其 次 ,如 果 设 H* = (666105 = S), WE 
在 G 的 元 素 bu EHS 一 U Неф, RI. E 


对 应 于 H* 的 M 的 子 域 为 F*, 则 (F*; (o, D 
也 是 CM 型 的 , B. F* — Q(X) alae F) 


成 立 ,并 且 , 对 于 F* Е г, o. CO 也 
成 为 的 理想 . 
对 于 F* 的 整理 想 m， 有 与 NCm) ER 
F* 的 理想 &, 使 得 
П +e = ©), Ма) = [EPS 


Е = 1(mod" m) 
arg F ЕЖ E FEE, BARE z BAY 
Жї Ha, RI H. A Е" 的 同 余 理想 群 。 

定理 3， 当 %K(4) olf, EX AA ME 


意 极 化 , г 为 4 的 任意 点 ,而 m m {à € ola = 
0}。 设 人 为 (4, 关 , у 的 不 变量 域 ， 则 k.F* 
是 对 应 于 H. H F* 上 的 类 域 '。 

这 样 的 点 上 总 是 存在 的 。 特 别 是 当 m = o 
时 ,z 一 0， 当 4 为 杭 圆 曲线 E, 《从 而 ) 当 F 为 
虚 二 次 域 时 ， 则 F* 一 成立， 定理 3 同 定理 
1, 2 的 内 容 在 本 质 上 是 一 致 的 。 如 果 a> 1， 
昌 然 也 有 F = Е" 的 情形 ,但 是 一 般 说 来 , Fe 
P5. 

这 个 理论 同 4 的 Hasc ¿ 函数 "具有 密切 
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Fermat 问题 [Ж Fermat’s problem 法 pro- 
blème de Fermat $ Fermatsches problem ff 


задача Ферма 日 7 = y ФР] “ 设 
”为 大 于 2 的 自然 数 , 则 

(1) 如 十 加 一 2 

没有 整数 解 x，y, z (xyz = 0).” 这 个 命题 称 为 
Fermat 大 定理 ,或 Fermat 最 后 定理 ( 约 1637), 
在 ”= 2 的 情形 ,就 是 所 谓 Pythagoras 定理 ,此 
时 有 整数 解 《一 不 定 方程 )。P. Fema 在 阅读 
Diophantus 《算术 》 一 书 的 拉丁 文 译本 时 的 一 个 
DAL, S18 5 Pythagoras 定理 有 关 的 上 述 结果 
后 , 留 下 了 一 句 名 言 : “我 发 现 了 它 的 一 个 了 不 
起 的 证 明 ,但 是 页 边 太 罕 写 不 下 *。Fermat KA: 
是 否 真 的 证 明 出 来 了 , 不 得 而 知 。 尽管 后 来 很 
多 学 者 作 了 许多 努力 ， 然 而 直到 今天 还 没有 给 
出 这 个 定理 的 一 般 证 明 , 而 且 也 举 不 出 反例 :但 : 
是 ,值得 指出 ,这 些 研究 的 副 产 物 却 对 数论 的 巨 
大 发 展 具有 重要 的 推动 作用 。 例 如 , 它 对 E. E. 
Kummer 理想 数理 论 或 分 贺 域 ! 理 论 的 显著 发 展 
的 影响 就 是 这 样 。 

下 面具 考虑 方程 (1) 的 这 些 解 : z, y, z 为 
ER, MRT + 1 之 外 没有 其 他 的 公 因 子 。 若 
#Е п = 4 п = 4( 奇 素数 ) 的 情形 ; 该 定理 能 
被 证 明 , 则 可 知道 对 于 一 般 的 w 定理 也 是 成 立 
й. 

在 历史 上 ,对 于 = 的 几 个 特殊 情形 ,定理 得 
到 证 明 。 例 如 , 当 = 3 Б}, L. Euler (1770) 
及 以 后 的 A. M. Legendre’ 证 明 的 ; Ss 二 4 
时 ， 是 Fermat, Euler 证 明 的 ; Si» =5 时 ,是 
Legendre 证 明 的 〈1825); 当 ” 一 7 时 ， 是 G. 
Lamé 证 明 的 (1839)。 当然 也 进行 了 一 般 情形 
的 研究 ， 在 十 九 世纪 初叶 出 现 了 S. Germain, 
Legendre 定理 等 ， 然 而 最 著名 的 则 是 Kummer 
的 结果 (J. Reine Angew. Math., 40 (1850), 
Abh. Akad. Wiss. Berlin (1857)), 

BI 为 奇 素数 , 《为 1 的 本 原 DOE. 
О) хв О ERINE 后 所 得 的 分 回 
域 , A29 QU 的 类 数 +。. 设 ОС) 中 包含 的 实 
R QG +07) RRRA hs W aw 
f. h= h/h EOS ABAF, 后 称 为 4 
的 第 二 因子 +。 

i) 4G, D = 1 时 ,. 即 对 于 正则 ! 素 数 1， 
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rocky == 没有 使 xyz 0 的 整数 解 Ku- 
mmer, 1850), 5 

100 以 下 的 非 正则 素数 只 有 : 37, 59, 67 
三 个 , 而 在 3 <1 < 4001 的 素数 1 中 则 有 334 
个 正则 素数 ,216 个 非 正则 素数 。 现在 尚 不 知 
是 否 有 无 穷 多 正则 素数 ， 虽 然 在 自然 数 序列 的 
起 始 部 分 ， 正 则 素数 的 数目 要 比 非 正 则 的 数目 
为 多 。 (0, A)= 1 的 条 件 ， 与 Bernoulli Ht 
Вт = 1,2, +++, (1 一 3)/2) 的 分 子 不 能 被 
1 整除 的 条 件 等 价 (Kummer, 1850) (公式 
10). 且 对 于 非 正 则 素数 1， Kummer(1857) 的 
结果 有 如 下 改进 .如果 1 АБЕД, Hh, 
此 时 一 定 有 ДА 成 立 (Kummer, 1850).) 
(一 代数 数 域 的 数论 ) 

ü) 如 果 1) (k, D 1 2) Bernoulli 数 
Выбт 一 1，2,…，(! 一 3)/2) 的 分 于 都 不 
能 用 整除 , 则 x 十 y= z, 没有 xyz HONS 
ЖОЙ CH. S. Vandiver, Trans. Amer. Math. 
Soc., 31 (1929)), 

Vandiver (1928—36) 通过 计算 证 实 ， 对 
T 1<619, r +y == 没有 整数 解 。 现在， 
这 个 步骤 已 通过 电子 计算 机 用 D. Н. Lehmer, 
Е. Lehmér, H. S. Vandiver 的 方法 (Proc. Nat. 
Acad. Sci. US,40 (1954)) Е] 1 < 30,000 (W. 
Johnson, Math. Comp., 29 (1975)), 

对 于 Fermat [8]B8 x! + y! = à, 加 上 条 件 
(yz, Г) = 1 的 情形 称 为 第 一 种 情形 (case Т), 
加 上 条 件 (xyz, I) = 1 的 情形 称 为 第 二 种 情形 
(case H), EFIBS 1), н) 两 项 在 这 两 种 情形 下 
均 成 立 ， 下 面 的 结果 ,只 对 第 一 种 情形 成 立 。 

ш) 在 第 一 种 情形 , 如 果 (А, D) 一 1， 则 
r+ yl == 没有 хуз > 0 的 整数 解 (Vandi 
ver, 1934), 

iv) 在 第 一 种 情形 ,如 果 = + y — s RS 
хуз = 0 的 整数 解 , 则 对 于 所 有 的 — = z/y, 
y/xyy/2,2/y, х/х, 2/2, 有 


o Вај) = 0 (mod 1), 
, GQ — 39/2, 
这 里 В, 为 第 mm 个 Bernoulli HM, fm (1) = 


m= 1,2, 
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ici 


了 rr。 这 称 为 Kummer 9l (Kummer's 


= 
criterion) (D. Mirimanov, 1905), 

将 以 上 的 形式 加 以 整理 变形 , 则 有 

w) 在 第 一 种 情形 ， 如 果 uy — = Д 
有 хуз = 0 的 整数 解 , 则 

(2/7 — 1)/1 = 0 (mod D 
BRA CA. Wieterich, J. Reine Angew. Math., 
136 (1909)). 

ik FER AEM SC 99 Lg T RAAR 
oh. 最 初 确定 了 在 【一 3700 的 范围 里 只 有 
1093, 3511 两 个 数 使 上 列 同 余 式 成 立 ; 在 1963 
年 确定 了 在 1<200183 的 范围 内 也 只 有 这 两 个 
数 使 同 余 式 成 立 ;现在 确定 了 在 ! < 31,059,000 
的 范围 里 也 是 只 有 这 两 个 数 使 同 余 式 成 立 。 判 
38 м) HE Mirimanov (1910, 1911), Ph. Fu- 
rtwángler (1912), Vandiver (1914), G. Frobenius 
(1914), Е. Pollaceck (1917), ЖЁБ (1931), 
Ja. B. Rosser (1940, 1941) 等 陆续 地 作 了 推 
广 ,例如 : 

м) 在 第 一 种 情形 ,如 果 ** 十 y' 一 a 具有 
хуа = 0 的 整数 解 , 则 
(3) Cm“! — 1)/1 = 0 (mod 1) 

WF 2< э < 43 RAW m pR AT, 

Rosser (1941) 应 用 这 个 结果 证 明 当 < 
41,000,000 时 , D. H. Lehmer-E. Lehmer (Bull. 
Amer. Math. Soc., 47 (1941)) 更 进一步 改进 
这 个 结果 ,证 明 当 1 < 253,749,889 时 ， 在 第 一 
BUE. z + у! = = 都 没有 整数 解 . 

上 面 我 们 研究 了 有 理 整 数 解 x+，y，z 的 问 
题 ,我 们 也 可 以 考虑 《证 明 或 否定 ) 在 ОСС) 的 
代数 整数 ! 环 中 a + #' = v! 没有 оёт = 0 的 
Wea, В, v 的 问题 ， 第 一 种 情形 为 
(A) “+ +vyi=0, (ofr,D)=l 
LAD) hati. 第 二 种 情形 ， 等 价 变 
形 为 
(5) of +8 = er, (абу, D=1 
《其 中 为 自然 数 ， 为 QUO 的 单元 ', A= 1 
一 5 在 @¿) 中 没有 整数 解 。 还 有 下 列 结 
Re 


i*) MR, = 1, RECO, (5) 都 没有 
解 (Kummer, 1850), 

й) 在 与 i 相同 条 件 下 , (4), (5) 还 是 
都 没有 解 ,但 是 在 (5) m.s 8, 7 限于 是 QE 
+O") 的 整数 ， 并 且 是 互 素 的 ， 其 中 4 代 以 
《1 一 5 Q — g) (Vandiver, 1929), 

ii*) ШЖ (A, D = 1, MJ CA) 没有 解 ,但 
是 a,8 ,7 限于 是 QG +O) 的 整数 ( 森 岛 ， 
1934), 

CoP) WR (4) 在 QG) НАН о, 
8,7, WB) 对 于 2« m < 43 中 所 有 的 m 均 
成 立 ( 森 岛 , 1934), 

另外 ,在 1 为 足够 大 的 情形 ,还 有 М. Ka- 
sner (C. R. Acad. Sci. Paris, 1934), ff (Proc. 
Japan Acad., 11 (1935)) 等 的 结果 . 

1927 年 以 前 的 结果 在 Vandiver-G. E. Wa- 
hlin [1] 中 ,关于 其 后 的 部 分 结果 , 在 Vandiver 
[2] 中 有 详细 的 说 明 。 


[8] [0] H. S. Vandiver-G, E.Wahlin, Algebraic 
numbers, Bull. Nat. Res. Council, 62 (1928); [2] H. S. 
Vandiver, Fermat’s last theorem, Amer. Math. Monthly, 
53 (1946), 555—578, (3) MAM, 7 + 山子 一 四 问题 ， 
省 波 汐 座 数 学 ，1934. 


局 部 域 的 数论 【 英 arithmetic of local fields 
法 arithmétique des corps locaux {& Arithme- 
tik der lokalen Körper f арифметика локаль- 
ного поля Н AVATAR ORR] 如 果 域 4 对 
于 离散 赋值 ?是 完备 的 ， 并 且 剩 余 类 域 是 有 限 
的 , 则 称 为 局 部 域 (local field) (此 外 ， 有 时 也 
将 实数 域 ,复数 域 称 为 局 部 域 ,但 是 在 下 面 的 论 
述 中 不 予 涉 及 )。 局 部 域 4, 与 有 限 次 代数 数 域 
关于 某 个 素 理想 ? 所 确定 的 p-adic 赋值 + 的 完 
备 化 + 同 构 ,或 者 与 有 限 域 上 的 单 变量 形式 宕 级 
数 ' 域 同 构 。 在 前 一 情形 , 如 果 是 由 代数 数 域 
的 素 理想 p 所 确定 ， 则 A 称 为 p-adic 数 域 
《p-adic number field), 以 下 设 。 为 的 赋值 
IS, р 为 峰值 理想 ', ”为 剩余 类 域 wp 的 特征 ， 
并 设 op 的 元 素 的 数目 为 NCp). VW orda(a € k) 
表示 在 的 赋值 中 取 值 于 全 体 有 理 整 数 的 加 法 
赋值 ,但 令 ord0 = ор, Fack, Ф lal = 


(NO), RAR TERE 

СА 的 构成 】 p-adic #k5R k E: p-adic 域 Q, 
的 有 限 扩张 . 设 ” 一 [4:Q:] = ef, e% k/Q, 
的 分 歧 指 数 ( 后 述 ), f 为 《/Q@ 的 相对 次 数 , 则 
存在 唯一 的 域 F , 使 得 RD FDQ,, [ki Fl=e, 
(F:Q,] =f, Н F/Q, 成 为 非 分 歧 扩 张 ，F 的 
剩余 类 域 c= GF (p)， 且 F 的 结构 可 利用 
Wie 向 量 由 «唯一 决定 (二 Wim 向 量 )。 or/pr 
= x 的 每 一 个 剩余 类 只 含有 唯一 的 1 的 m 次 
FAR (m Ap 一 LAF), FREQ, 添加 1 
的 本 原 (07 一 1) CRU. (OS FRSAY 
Barak, JEF BRIM Eisenstein 方程 ?的 根 得 
HKA. 

(k iya АЦ prém = 0,1,2,...) 
作为 0 的 基本 邻 域 系 '， 在 4 中 引入 拓扑 ， 则 
就 成 为 局 部 紧 的 且 完全 不 连通 的 ' 拓 tF R, 
ю"(т = 0,1,2,---) REMER k ART RE. 
以 《中 所 有 非 0 元 素 构 成 的 乘法 群 **, 对 于 该 
拓扑 成 为 局 部 紧 Abel HY, B u — (a€ ola 
= (mod p")}(m 0, 1,2, +++) ë 1 WEA 
BRR. IMER k AY CE Понтрягин 意义 下 的 ) 
HERE SARA. 此 同 构 对 应 由 如 下 的 自 
然 对 应 得 出 。 k p-adic 域 时 , 设 从 大 到 p-adic 
域 Q, 的 迹 Tr， 与 从 Q, 到 Q,/Z, (Z, 5 Q, 
的 赋值 环 ) 上 的 自然 映射 的 合成 为 f， 则 对 于 
kx, 由 x,(y) 一 ©Р(2=у —11Gy)G € k) 
KEN X, MX x, 为 不 的 特征 标 ， 且 = X. 
这 个 对 应 给 出 了 与 其 特征 标 群 的 同 构 。 4 为 
有 限 域 < 上 的 寡 级 数 域 时 ,对 于 ok, ЇЙ Resa 
为 “的 残 数 , HTF к эё, TB) 为 从 < 到 素 
域 Z/pZ 的 迹 , 令 g(a) 一 xP (2<V 一 1 Tr 
(Кеа) /р)Са є К). WARY z€ ki x,G) = 
g(xy) є), WI x, 为 不 的 特征 标 ， 且 由 对 应 
x— X, 可 得 出 与 其 特征 标 群 的 同 构 . 

【分 歧 理 论 】 设 K/k 为 的 有 限 次 扩张 
大 的 赋值 o 可 唯一 地 延 拓 到 K 上 ， 并 且 天 对 于 
这 个 赋值 (这 个 赋值 也 用 同一 字母 » 表示) 是 完 
备 的 ,因此 KK 成 为 局 部 域 , 设 K, 的 剩余 类 域 
分 别 为 t,x 时 , 则 把 Ce] — f #5 К/К 的 相对 
次 数 (relative degree), 把 [e(K*): 0k") = < 
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328 К/К 的 分 时 指数 (ramification index), FLAT 
(Kik]=ef 成 立 。 当 。 = Litt, К/К 就 称 为 非 
分 歧 扩张 《unramified extension), AEST SE 
К/К 是 Galois 扩 张 ,其 Galois 群 是 由 Frobenius 
BRA RAVE, 这 里 的 Frobenius 置换 = 
FE К/К 的 Galois 群 的 元 素 , CIF K 的 赋值 环 
的 任意 元 素 s， 都 有 of = o" (mod PRI. 
对 于 任意 的 自然 数 f， 在 《的 代数 闭 包 中 , kE 
的 了 次 非 分 歧 扩张 是 唯一 存在 的 . 

设 К/К 为 有 限 次 Galois 扩张 ，G 为 其 
Galois 群 , I 为 天 的 素 元 , 即 作为 赋值 理想 币 的 
生成 元 , 令 VP = {o€ G|N = Imod F*")}, 
AU VO GREER. VO PH K/h 的 惯性 群 
Cinertia group), V g% i KEE 《ramifi- 
cation group), Vi G iF Tt. LG: Vn] 
= f, [Fw:1] = e, VO RÆ V ff) p Sylow F 
BoA G/V®, yo/yo 为 循环 群 , yoyo 
Gm 1,2, ) Æ (р, p, 777, p) 型 的 Abel 
群 . 有 关 Abd 扩张 的 分 歧 理 论 将 在 后 面 介 
я. 


WE ek, p(x) 一 У) x"/n!1 及 log (1 


+) = YY k/n, AIF ordz > e] 


(p— 1) Kord «> 0 ДИ. 通过 映射 + 一 
y = P(e), y — x = log (у), IMER p" RISE 
TEBE wmm = [e Ср 一 1)]) 作为 拓扑 群 是 同 
WW. 如 果 固 定 一 个 满足 orbe 一! 的 元 素 
=€ k, Wig ord x — m 的 任意 元 案 x Є А 可 唯 
一 表示 成 x = xa, Cm 1, a € a, uo E. 
RER, Z, 在 其 上 作用 , 作为 Z, ВЕ. v" 的 结 
构 能 够 具体 表 出 ( 见 Hasse [2] П Ж). 

【上 同调 群 】 iK A R ERY Galois 扩张 ， 
其 Galois ЁЮ С, RIZE K MRE ВК" 
为 系数 的 G 的 上 同调 群 + BO, K*) (r= 1, 
2,……). 特别 是 ,研究 二 维 上 同调 群 7(G,K*》 
的 性 质 对 于 局 部 类 域 论 和 六 上 的 代数 的 理论 是 
很 重要 的 . 

ic 为 和 的 可 分 闭 包 ， 即 《的 代数 闭 包 中 
天 上 的 最 大 可 分 域 。 设 了 为 C 人 的 Galois 群 , 
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我 们 考虑 二 维 上 同调 群 HT, C). RERI 
取 的 上 闭 链 是 T XT 到 С" ABBR AS (c, r) 
(s, v€ T), CA PHT T BJ Kroll 拓扑 和 
拓扑 群 C" 的 离散 拓扑 是 连续 映射 。 

关于 HXT , C*) 的 结构 ,有 以 下 主要 结果 : 
设 天 /为 = 次 可 分 扩张 , 则 在 天 中 分 裂 的 下 CT， 
C*) 的 上 闭 链 全 体 , 与 在 上 的 二 次 非 分 歧 扩 
张 中 分 裂 的 上 闭 链 全 体 是 一 致 的 。 这 里 ， 在 天 
中 分 裂 的 上 闭 链 是 指 它 属 于 上 同调 群 的 同 态 
HAD, с") З EH, С") (Н 为 对 应 于 K 
MOT OTE, res XE HET, C) @ ЕЙ IC, 
r) HEFE c, r 限制 为 互 的 元 素 而 得 出 的 
HXH,C*) 的 上 闭 链 的 映射 )。 

设 天 人 为 上 次 Galois 扩 张 ,G 为 其 Galois 群 
设 玉 为 对 应 于 K 的 了 的 子 群 ， 由 上 述 定理 以 及 
关于 一 般 Galois 上 同调 的 基本 正 合 序列 " 
(1) 0-> H(G, K*) 2H(T, C) 2H(H, C*) 
得 出 HCG, K”) & Z/nZ (n 次 循环 群 ) 及 AT, 
с") = Q/Z (Q 为 有 理 数 的 加 法 群 , Z HAR 
整数 的 加 法 群 )， 这 些 同 构 对 应 可 以 确定 如 下 : 
设 K,/k 为 的 # 次 非 分 歧 扩 张 ,0 为 Frobenius 
置换 , 则 代表 HCG, K2)C6, 为 Ks 的 Galois 
PD893638 c 的 上 闭 链 0,0), 可 通过 适当 地 选 
BA” MITER a, HE Ko!) ачен 
(72) 得 出 . 反之 ,对 于 必 a, 可 这 样 确定 
HA Gn KE) 中 的 元 素 c. 通过 这 样 的 HG, K3) 
3 ck" 3 4 的 对 应 ,就 得 HCG, КГ) "Мл 
СКХ), ЗИЧ, Ф inve = (orda)/n(modZ), 就 确 
定 Q/Z 的 元 素 inve, 根据 上 面 的 定理 ,因为 HP 
(T, С") 3 c 在 某 = 次 非 分 歧 扩 张 中 分 裂 , 由 正 
合 序列 (1), 则 得 对 应 于 НАГ, C") эс 的 下 
(Gy, KE) СЖ с. Ф inve = inve’, HISI 
HXT, C*) 3c -> inve 就 给 出 同 构 ENT, c 
= Q/Z. inve HH HAT, Сх) 5c 的 不 变量 
invariant) , 一 般 的 有 限 次 Galois 扩张 К/А 的 上 
同调 群 HG, K") 的 元 素 的 不 变量 就 定义 为 由 
正 合 序列 (1) 所 对 应 的 PCT, C*) 的 元 素 的 不 
变量 ,使 PP(G,K*) 的 元 素 对 应 于 其 不 变量 就 
SEG A H(G, K") = Z/nZ, 

【局 部 类 域 论 】 设 天 /为 = 次 Galois 3K, 


设 G 为 其 Galois 群 , 设 代表 具 有 不 变量 为 1/" 的 
H(G, K) 的 元 素 的 上 闭 链 为 or). $ 


EAJ TL кона (EL yarn 


应 给 出 了 G/G(G 为 G 的 换 位 子 群 ) 和 К^ /Nu. 
(KC) 的 同 构 对 应 . 因此 , 当 Ek 为 《的 有 限 次 
扩张 时 , 则 [kt*:Nere(E*)] S IE:k), MARS 
E/k 为 Abel 扩张 时 等 式 才 成 立 . 当 玉 /K 为 Abel 


рка, о (Кон с Ла 


(KC) Boe Eod АКИ К А" Э a (o, К/К) 
€ G 表示 , WE (а, K/h) 称 为 范 数 剩余 符号 
(norm-residue symbol), 当 L/k 为 Abel 扩张 ， 
天 /为 工 的 子 域 时 ,将 Co, L/R) 限制 于 KK 中 与 
(a, K/k) 是 一 致 的 . 设 为 《的 最 大 Abel b° 
张 , RU 为 的 全 部 有 限 次 Abel 扩张 的 并 时 ， 
IET. k. >, Hit (e, k(y)/k) 的 作用 ,就 决 
3E T &,/& 的 Galois BE G(A./k) 的 元 素 . 把 它 记 
Ж (а, k), Эв» (а, k) € GCG/R) 这 个 
ЭЕ А k" 到 G(k,/k) 中 的 一 一 连续 同 态 ， 
其 像 在 GGU/R) 中 是 铀 密 ;的 。 对 于 人 中 指数 
有 限 的 闭 子 群 A, 已 经 知道 满足 N z (K")= 4 
的 Abel 扩张 K/k 是 叭 一 存在 的 . 因此 , A" RY 
指数 有 限 的 闭 子 群 4 和 A 上 的 Abel 扩张 К/К, 
通过 4 一 Nxn(K*) 的 关系 , 而 成 一 一 对 应 。 此 
时 称 4 为 对 应 于 Abel 扩张 KK 的 k" 的 子 群 ， 
设 K 人 为 Ab 扩张 ,4 为 对 应 的 习 的 子 群 ， 
VOC 一 0, 1, 2，…) 为 /的 分 歧 群 。 HUE 
VO „рй — ... — Viro гг уб 
=... = VOD р... BY 
= ... = YD Bert < (1) 
确定 常数 n, oo ес, VOM G = 2, 
+++ › ВИЧ n, & 
u, = vo + (ne /na)(n vo) + +++ 
+ (ато) бо, — 9-1)» 
1,2, r 
(其 中 , 令 r= —1,n = [V®:1]), W ns, 
s, 为 有 理 整 数 


dm 一 


= Ault) R Auth жа... 
"dR УГ 


IRYL (Н. Hasse[3]). 对 于 使 A Dw 成 立 的 最 
小 整数 m, ре 称 为 K/ 的 前 导 子 (conductor). 

Hasse 的 上 述 结果 ,表明 m = x, + 1. 另外 ， 
GI Au“? 和 Yeo(o 一 1 2……,r) 通 过 范 数 
剩余 符号 (e, К/К) 相对 应 (一 类 域 论 ). 

【代数 的 理论 】 关于 《上 的 正规 单 代数 类 
作成 的 Brauer 群 ! 的 构造 ,可 用 代数 的 又 积 * 的 一 
般 理论 ， 替 换 在 上 同调 一 节 中 所 叙述 过 的 理论 
直接 得 出 来 . 即 ,在 = 次 可 分 扩张 中 分 裂 的 4 上 
的 正规 单 代数 同 = 次 非 分 歧 扩 张 中 分 裂 的 正规 
单 代数 是 一 致 的 . 《的 Brauer BEG Q/Z 同 构 . 
此 外 ,对 于 《上 的 正规 单 代数 A, ER RE (BDE 
为 Brauer 群 的 元 素 的 阶 数 ) 和 Schur 指数 ?相等 . 
还 有 ,如 果 [: k] s RII 站 可 表 为 在 任意 * 次 
Galois 扩张 中 的 叉 积 。 %f 作为 又 积 表示 时 的 因 
子 组 (二 维 上 闭 链 ) 的 不 变量 称 为 % 的 不 变量 
《invariant) (一 代数 )。 关 于 并 的 拓扑 环 的 性 质 
及 % 的 乘法 群 的 拓扑 群 的 性 质 一 阿 代 尔 与 伊 
fur. 

【 显 式 公 式 】 4 K/k 为 有 限 次 Absl 扩张 。 
当 对 范 数 剩余 符号 (a, К/К) 有 显 式 公式 时 ,就 
说 有 显 式 互 反 律 . 

Ф k X p-adic 数 域 , 它 包含 一 个 m 次 本 原 
单位 根 ,再 令 8 为 ”中 的 一 个 元 素 , ite AE 
含 在 p 中 的 一 个 素数 .因为 《上 的 Kummer 扩 张 
K = KV 8) 是 Abd 扩张 ,所 以 Hilbere 8:808] 
RES (e, p)。 被 定义 为 (c,K/A)CW B) = G, 
BY. B S StH (ep)。 是 一 个 严 次 单位 根 。 这 
时 ,如 果 能 用 аё 和 依赖 于 基 域 的 适当 的 参 
数 来 表示 符号 (a, 8)。, 则 求 显 式 互 反 律 的 问题 
就 解决 了 . 

特别 当 p = 2, m 一 2 时 ，Hasse 求 得 的 简 
RARE: (a. p) = CC 1) ene, ин 
a,b E: tE k rifle o = 8 = 1(mod 2) 的 两 个 单 
元 , Tr 是 由 《到 Q, 的 迹 . Hase 还 求 得 关于 补 
余 律 的 类 似 公式 1121. 

另 一 方面 , ДЕ те p EARN, к= 
Q(z,), 则 对 一 个 素 元 2, 一 1 一 5 和 满足 
а = 1(modp*), Ё = 1(modp) 的 两 个 单元 a8, 
有 下 列 公式 : 
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Ө) (о, ву, = таноо, 
© (g, Р), = етн, 
e Qu; B), = отарын, 


其 中 Dlogp = (1/8) D) ibiak’, ifi b; HH Ay E 


эв = У) bai, b€ Z, Wi (51. 此 外 , 用 


Kummer 的 对 数 导数 ， 从 (2) 还 可 推出 显 式 
Kummer-Hilbert 公式 (10, 12]， 关 于 补 余 律 
(3), (4), 3 k 0,6,7) fl 8 = 1(mod p) ff 
下 列 Artin-Hasse 公式 : 
G) ә), = Ж”, 
(eo) Оу, B) = Cz rigen, 
dpa 一 1 — Lye (11), AREA BR 
健 吉 得 到 了 关于 (а, #), WARK, BHC) 的 
一 个 自然 的 推广 [151. 

关于 (a, Bot, 我 们 有 Шафаревич 互 反 律 
113]. 为 了 解释 它 ， 令 为 《中 的 惯性 域 , 即 
在 中 在 Q, 上 非 分 歧 的 极 大 子 域 ， 对 于 如 中 
任意 整数 a。 我 们 考虑 Artin-Hasse 函数 
E(a, x) = exp( — L(a, xz))， 其 中 LG, 
x) = У) бан р)", Pp 是 ko/Q 的 Frobenius El 


同 构 。 我 们 在 名 中 选取 一 个 素 元 使 得 Cor 一 
EC, 2), 还 在 k 的 一 个 适当 的 非 分 歧 扩 域 中 
选取 一 个 整数 a 使 得 对 于 在 如 中 给 定 的 整数 


“a 有 加 一 2 = а. E AEG р" ER 


x (BD Ое") ZE k БАРВ), 则 在 ko 中 存在 
一 个 整数 。 使 得 x = E(a) 一 E(p"a, 去 ), 其 中 
х убх, y € k") 意味 着 对 于 I ADAE OG 
素 * 有 x 一 yu 成 立 . 此外, 如果 5 是 心中 的 
元 素 , 则 有 下 列 标准 分 解 公式 : 


8 = x" E(d) E(d;, w), 


16744 
ay 


其 中 = 是 不 中 的 素 元 ，d*e Z, d, di 是 名 中 的 

整数 , come/(p— 1), Tü e 是 + 的 分 歧 指 数 。 

Шафаревич 和 Hasse 得 到 的 显 式 公式 表示 如 下 : 
(а, В) = testo, 

式 中 Tr 是 从 如 到 Q, 的 迹 , a*,b* HER а, 

B 的 标准 分 解 确定 . ko 中 的 元 素 。 由 下 式 确定 : 
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对 奇数 p, WJ 


reise ECGaibis a) 
Wipe G, рУ=1 


= zo I, EC, <), 
v.p 


Rp = 2, 则 
cee H 


зер Pene, 
[nn 


Е(јаф,, x) 


x П ECG + j2*7 ue" be”, ад") 


=т= Ele) l scs, »). 
dat 
在 《为 函数 域 的 情形 ,还 可 得 到 几 个 公式 (1, 
51. 

4 RH BUG ABIL, ШЖК ЖЕ ROT RE 
是 在 k 中 添加 在 k 的 整数 环 上 定义 的 Lubin- 
Tare 形式 群 的 =" 分 点 (2) 得 到 的 , 则 扩张 KK 
是 完全 分 歧 且 是 Abel 扩张 , 并 有 显 式 公式 : 
(a, K/K) + 2 == Ll, Q2), AP w JE k TG, 
lu], 是 对 应 于 单元 * 的 下 的 自 同 态 , 特别 是 这 
个 公式 蕴涵 着 分 圆 互 反 律 [9, 14]. 

求 显 式 互 反 律 的 问题 ， 是 由 如 何 从 整体 类 
域 论 的 互 反 律 求 出 寡 剩 余 的 互 反 律 的 问题 所 引 
起 的 .这 个 问题 与 久保 田 富 友 最 近 的 工作 (例如 
1161) 密切 相关 ， 他 的 工作 曾 明 了 在 代数 数 域 
中 互 反 律 的 解析 意义 。 
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arithmétique des algèbres 


{Ж arithmetic of algebras 法 
dè Arithmetik der 
Algebren 4& арифметика алгебры 日 多 元 
MOM) 【通论 】 ike % Dedekind S CHD 
任何 理想 可 唯一 地 分 解 为 素 理想 之 积 的 整 域 )， 
F 为 o 的 商 域 ', 4 为 F 上 的 有 限 次 可 分 代数 '. 
如 果 4 的 9 于 模 a 作 为 9 模具 有 有 限 个 生成 元 
B 4 = Fa 时 , Ша 称 为 4 的 8 格 Coclatice), 
当 4 的 于 环 。 为 含有 9 的 8 格 时 , 则 。 称 为 4 的 
BM (X order # Ordnung)， 不 包含 在 与 自 
身 相 异 的 整 环 中 的 整 环 称 为 极 大 整 环 《maximal 
order)， 极 大 整 环 总 是 存在 的 ,而 且 一 般 不 是 唯 
一 的 , 但 是 , 如 果 4 是 交换 的 , 则 极 大 整 环 只 有 
一 个 . RET Айда, Ф о, == {rE 4|хас а}, 
s, = (z € Alar C aj, о, 9, 为 4 的 整 环 ,分 
别称 为 a 的 左 整 环 Cleft order), ARH (right 
order), WR o 的 左 整 环 是 极 大 的 , 则 其 右 整 环 
也 是 极 大 的 , 反之 也 成 立 。 当 a 的 左右 整 环 w， 
o, HARAN, a 就 称 为 正规 9 格 (normal g- 
lattice)。 此 时 ,a 分 别称 为 左 o; 理想 Cleft ideal), 
о, 理想 (right ideal), ` o, = o, = off, a WR 
为 双边 。 理 想 (two-sided ideal), 4a C o 等 价 
于 a Co, 时, 则 a 称 为 整 8 格 Cintegral g-lattice》 
或 称 整 左 ( 右 ) 理 想 . 对 于 正规 8 格 a,b, 5 a 的 
HERS b 的 左 整 环 等 同时 ,ob KH HAR 
(proper produc), 4 的 全 部 正规 9 格 关 于 固有 
积 构成 广 群 +。 特 别 是 正规 o a 的 逆 en 由 
ai= {r€ A lra C o} = {x € Alar C о} 定义 
Ej, MJ аа == о, ата = o, 成 立 . BORK 


整 环 时 , 不 同 于 。 的 极 大 整 双边 。 理 想 p 称 为 
о 的 素 理想 (prime ideal), MR p 为 素 的 , W 
о/р 为 某 可 除 代 数 上 的 “次 矩阵 代数 . © 称 为 素 
埋 想 p SME (capacity), 双边 。 理 想 全 体 关 于 
乘法 构成 交换 群 , 以 素 理想 为 其 独立 的 生成 元 . 

[ 单 环 的 极 大 整 环 ] 下 面 设 4 为 单 环 !, F 
为 4 的 中 心 ',。 HARKER, o 的 素 理想 
q 和 9 的 素 理想 p 由 关系 NG = p 而 成 一 一 对 
№. HERS, о/о 是 8/p 上 的 单 代数 , 且 存在 自然 
数 。 使 qf == ро 成立, o ЗЕ ЗЯ (different) 
DALE b^ = {x € A|Tr(xo) C 9) 定义 的 (Tr 
为 自 4 到 F FU"), 为 整 双边 。 素 理想 ， 
当 q е po Rj, Sl b Жа! 整除 。9 能 够 整除 
的 充分 必要 条 件 是 。 > 1 或 者 o/q 在 9/9 上 是 
不 可 分 的 ， 特 别 当 4 是 F 上 的 全 阵 代数 时 , RI 
ъв о, д == ро, AWER a É a 的 元 素 到 F 的 
缩减 范 数 ' 的 最 大 公 因 理想 记 为 Nwr(a)， 和 如 果 
ар 为 固有 积 , 则 Nwr(eb) = N ue CN ape) 成 
W. NaO) 是 的 整理 想 , 它 与 。 的 选取 无 
Ks, 称 为 4 的 判别 式 〈discriminant)， 假 设 (4: 
F] ==, q = ро, WA Nala) = w, ef =n 
的 关系 存在 . 

【局 部 域 上 的 单 环 】 设 F 是 完备 离散 赋值 
域 , 其 剩余 域 为 有 限 域 。 设 9 为 下 的 赋值 环 '， 
?为 o 的 极 大 理想 ,4 为 以 了 为 中 心 的 单 代 数 。 
如 果 4 是 可 除 代数 ', 且 【4:F] =? MAR 
唯一 的 极 大 整 环 。, Н. 。 具 有 唯一 的 素 理想 a, 
使 得 = po, 并 且 о/а 为 /9 的 n 次 扩 域 。 在 
一 般 情 形 下 ， 当 4 不 一 定 是 可 除 代数 时 ,对 于 
A 的 极 大 整 环 。 及 o， 存 在 4 中 的 元 素 š, E 
gos"! = o RY, HE, 对 于 任意 的 左 ( 右 )o 理 
Wa fili а = oa (а = ао) 成 立 的 元 素 o 存在. 
A 总 可 用 循环 代数 + 的 符号 (K。,o, #) RAR. 
这 里 的 K, ҖЕ fJ RAED SE, 029 K,/F 
的 Frobenius 置换 +, < 为 下 的 素 元 , 0 < r <n, 
此 时 可 将 r /n( mod Z) 作 为 加 法 群 Q/Z 的 元 素 
来 考虑 ， 记 为 {4}。 称 为 包含 4 的 代数 类 的 
Hasse 不 变量 '。 对 应 A> {4} ZAP 上 的 
Brauer 群 ! 到 加 法 群 Q/Z 上 的 同 构 .如 果 M 是 F 
的 有 跟 次 代数 扩张 , 则 由 系数 域 扩 张 成 M 而 得 


结合 代数 的 数论 — 379 


到 的 代数 类 {4*} m {M:F}{4} 成 立 ( 一 К 
数 )。 

【代数 数 域 上 的 单 环 】 设 F 为 有 限 次 代数 
数 域 , 4 为 以 F 为 中 心 的 单 代 数 , 则 4 是 循环 代 
Ж, 且 同 构 于 可 除 代数 D 上 的 全 阵 代数 。 在 F 
上 4 的 代数 类 的 阶 # 由 [D: F] =o? og (H. 
Hasse-R. Brauer-E. Noether), 

设 F 关 于 素 除 子 'p 的 完备 化 为 F,, 当 4 的 
系数 域 由 F 扩张 为 F, 所 得 的 F， 上 的 代数 记 为 
4, 时 ,对 于 有 限 素 除 于 p 考虑 由 上 面 所 确定 的 
(А. РЕНЖИТ РНН A, 是 F 上 的 全 阵 
代数 与 否 , Ф {4,} = 0 或 (поі Z), 则 各 
{4,} 称 为 4 的 p 不 变量 ', 其 次 , 如 下 定义 Q/Z 


ЮТЕЛ: 
Jo = 0/2, ?为 有 限 素 除 子 ， 
= (0, 3(mod Z)}, p 为 实 无 限 素 除 子 。 
= (0), ?为 虚无 限 素 除 子 。 


而 且 , 在 直 积 [| J. 的 元 素 C) (m € Ie) 中 
除去 有 限 个 p 外 , 使 一 0 且 满足 mw 一 0 


的 全 体 记 为 J. 这 时 ,对 应 A CS D 给 出 自 
Е Ef) Brauer 群 到 7] 上 的 同 构 (Hase)， 特 别 
是 ， 4 是 F 上 的 全 阵 代数 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 于 所 有 的 素 除 子 p, A X F, 上 的 全 阵 代 
BRUNO. 这 个 定理 与 类 域 论 ' 有 密切 的 关 
Ж. 

设 。 为 4 的 极 大 整 环 , a, b 为 左 。 理 想 .如 
ЖЕРЛЕ А 095638 Š {# ak = b, 则 a, b 称 为 等 价 
的 。 应 用 这 个 等 价 关系 , HE 。 理 想 全 体 划分 
为 等 价 类 ， 等 价 类 的 数目 称 为 4 的 类 数 (class 
number)。 它 与 。 的 选 法 无 关 ,并 且 等 于 用 右 理 
想 定义 的 类 数 。 设 使 (4.4) = 1/2 成 立 的 实 无 
限 除 子 的 积 为 Pe。。 当 P. 是 所 有 无 限 素 除 子 的 
积 , 且 [4: F] =4 时 ,4 称 为 全 定 四 元 数 代数 
(totally definite quaternion algebra), 

如 果 。 为 4 的 极 大 整 环 ， 且 4 不 是 全 定 四 
元 数 代数 , 则 对 应 a 一 N (a) 给 出 了 左 "理想 
28 55 F Pa 的 同 余 理想 类 (一 代数 数 域 的 数 
论 [乘法 同 余 ]) 之 冯 的 一 一 对 应 关系 (Eichler 定 
ш). 
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特别 当 4 是 上 的 全 阵 代 数 时 , 则 4 的 类 
数 同 的 类 数 相等 。 全 定 四 元 数 代数 的 类 数 是 
由 M. Eichler 利用 4 的 “函数 (后 述 ) 计 算出 来 
的 ([5]). 

设 。 为 4 的 极 大 整 环 ,a 为 整 双 边 " 理想 ,6 
为 下 的 整数 , 为 。 的 元 素 , 且 2=1 (mod Pa), 
Nau) = b (mod aN F) GRR). 如果 
4 不 是 全 定 四 元 数 代数 , 则 存在 。 的 元 素 8. 使 
18 МОВ) = b, B = š(mod a)XN ur 为 缩减 范 
ЖО (Eichler [61)。 这 个 定理 被 称 为 Eichler Ж 
MEM (approximation theorem), HRR. E 
述 Eichler 定理 也 可 由 这 定理 很 容易 地 推导 出 
来 。 另外 , 这 个 定理 还 可 以 推广 到 半 单 代数 群 
的 情形 (一 代数 群 ). 

【代数 函数 域 上 的 代数 】 对 于 以 有 限 域 为 
系数 域 的 单 变 量 代数 函数 域 ' 上 的 正规 单 代数 '， 
有 和 上 面 的 Hasse-Brauer-Noether 定理 、Hasse 定 
理 相当 的 定理 成 立 。 另 外 ， 以 代数 闭 域 为 系数 
域 的 单 变量 代数 函数 域 K 上 的 正规 单 代数 , 总 
是 K 上 的 全 阵 代数 ( 曾 ( 烟 之 ) 定 理 ). 

【其 他 诸 概念 】 对 于 有 限 次 代数 数 域 上 的 
单 代数 4, 其 阿 代 尔 ?和 伊 代 尔 ' 的 概念 可 和 代数 
数 域 的 情形 一 样 地 引进 〈 一 阿 代 尔 与 伊 代 尔 ). 
设 "为 4 的 极 大 整 环 ,a 为 整 左 。 理 想 , 此 时 ,将 
о/а 的 元 素 的 个 数 记 为 N), 4 的 了 函数 (5- 
function) Hi Ç (2) = ENCO) (其 中 和 过 所 有 
整 左 。 理 想 ) 所 定义 。 这 个 函数 也 称 为 Hey { 
函数 ， 它 与 Dedekind Ç 函数 ' 具 有 类 似 的 性 质 
Ce C ERO. 对 于 4 的 中 心 的 无 限 素 除 于 p, 
在 心 的 元 素 中 , 设 缩减 范 数 为 1 的 元 素 全 体 为 


G,, G = Пс. (过 F 的 无 限 素 除 子 全 体 的 


P), 则 。 的 单元 全 体 T 可 自然 地 看 作 G 的 子 
群 ,并 且 是 离散 的 ,对 于 不 变 测度 ,G/T 的 体积 
是 有 限 的 。4 为 可 除 代数 的 充分 必要 条 件 是 
G/T 是 紧 的 (一 不 连续 群 )。 这 个 结果 可 以 看 
作 是 半 单 代数 群 更 一 般 结果 的 特殊 情形 一 代 
ME). WKH G 的 极 大 紧 子 群 ', 则 工 给 出 了 
在 齐 性 空间 C/K 上 作用 的 不 连续 群 *， 从 而 能 
够 讨论 关于 工 的 自 守 形式 ' 的 理论 ,特别 当 4 为 


四 元 数 代数 ' 时 ,已 进行 过 详细 地 研究 (一 自 守 
函数 ). 
(8) 
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《函数 1% zeta function 法 fonction zéta 
4k Zetafunktion А дзета-функция 日 如 一 名 
BOR) 十 九 世纪 以 来 ,定义 和 研究 了 许多 种 称 
为 5 函数 的 特殊 函数 。 关 于 《 函数 主要 有 以 下 
四 个 方面 的 问题 : D) EC D 函数 的 方法 ，ID 
t 函数 的 性 质 , + 函数 通常 具有 下 列 四 个 性 质 : 
i) 在 整个 复 平面 上 为 单 值 的 亚 纯 函 数 ; i 能 
够 展开 成 Dirichlet БО; ii) 具有 Euler 2575 
乘积 表示 ; iv) 满足 函数 方程 . 此 外 , 求 5 函数 
的 极点 \ 残 数 和 零点 也 是 重要 的 问题 , Ш) С А 
数 在 数论 中 的 应 用 , 特别 是 与 某 个 代数 数 域 中 
的 素 理想 在 有 限 次 扩 域 中 的 分 解法 则 的 关系 
(= 类 域 论 ). ту) 关于 各 种 函数 之 间 相 互 关 
系 的 研究 . 

大 多 数 的 5 函数 或 所 谓 L 函数 均 具有 ID 
中 的 四 个 性 质 。 下面 将 现在 已 经 定义 的 各 种 主 
要 的 函数 加 以 分 类 ， 

1) 代数 数 域 的 “ 函数 ， 工 函数 : Riemann 
TR, Dirichlet 工 函数 (这 些 郊 数 是 函数 的 
原型 ).Dedckind“ 函数 , Hecke 工 函数 ,由 量 特 
征 标定 义 的 Hecke LEM, Artin LR, Weil 
工 函 数 . 2) p-adic 工 函 数 ,是 在 H. W. Leopoldt, 
久保 田 富 雄 , ARMSSAWT HINER. 
3) 二 次 型 的 “函数 : Epstein 函数 ,不 定 二 次 


型 的 5 函数 (C. L. Siegel) 等 。4) 单 代数 的 
PAR, LEAR: Hey С 函数 ,R. Godement, 玉河 
恒 夫 定义 的 5 函数 及 工 函 数 等 。5) Hecke WF 
的 函数: Е. Hecke, M. Eichler, GA AALS 
人 的 工作 中 引进 的 。 6) 在 有 限 域 上 定义 的 代 
SORA A C 函数 和 同 余 工 函 数 CE. Anin, F. 
K. Schmidt, A. Weil), 以 及 Hasse č 函数 .7) 
伴随 不 连续 群 的 《 函数 : Selberg ¿ 函数 , 由 A. 
Selberg, Godement, И. M. Гельфанд 等 定义 的 
Eisenstein 级 数 。8) 与 有 限 域 上 的 函数 域 的 非 
Abel 类 域 论 相关 联 的 伊 原 “ 函数 。 9) 伴随 前 
齐 性 向 量 空间 的 “ 函数。 上 述 各 种 “ 函数 、 工 
函数 之 间 是 有 密切 相关 系 的 ， 

[Riemann Ç 函数 】 在 实 变数 >I 时 ,收敛 
BU DG) = 1 1/2 H 1/3 + 1/m b 
可 表 为 无 穷 乘积 II а — р-у" 的 形式 ,此 处 ， 
? 遍及 所 有 素数 。 这 早已 为 L，Euler 所 注意 到 
(全 集 ，ser. І, vol. УШ, chap. XV, 5 274), Ë 
RHA Euler 无穷 乘积 表示 C(Euler's infinite 
product representation), 或 简称 为 Euler 乘积 
(Euler product)。 但 是 ,最 早 成 功 地 把 ¿CO 作为 
复 变数 + 的 函数 来 研究 的 是 В. Riemann (1859) 
C1261), 因此， 现在 这 个 函数 称 为 Riemann 
《函数 (Riemann zeta function), 根据 Euler 无 
穷 乘积 表示 可 知 , M o 1G = o + iD) №, 
Cs) 是 没有 零点 的 正则 函数 。 而 且 ， Riemann 
还 证 明了 (9) 可 在 整个 复 平面 上 解析 开拓 为 只 
在 * 一 1 有 一 阶 极点 的 亚 纯 函 数 .( 一 1)5(s) 
Bees) 一 1/G — D BUR s 的 整 函数 . 这 可 由 
积分 表示 式 

Ants 
ж “r (2) о) 


= fe È eo =) dr 


NS 
А 


в (5ч) de 


oat 


得 出 。 根据 最 后 的 式 子 还 可 得 出 等 式 
ЕС) = EQ 一 分 。 


Ha 


ЖЖ, EG) = (1/25G 一 D) a7 "^T G/2) 0G). 
这 个 等 式 称 为 《函数 的 函数 方程 Cunctional 
equation), Ç (s) 在 极点 :一 1 的 残 数 等 于 1， 
H3 soli, HOG) =1/G-1) 二 C 十 
OG 一 1) 成 立 ,这 里 的 C 是 Euler 常数 +. 这 个 式 
TS LG) 的 Kronecker 极限 公式 (Kronc- 
cker's limit formula), 

XTiG 的 零点 : 当 Res Sih, RAS 
点 ; 当 Re 之 0 时 ,在 :一 一 2, 一 4,.… 具有 
一 阶 零点 , 此 外 没有 零点 ; 当 0 < Res <1 if, 
有 无 穷 多 个 零点 。 在 带 状 区 域 0 < Re < 1 4 
的 零点 称 为 非 显然 零点 。 Ricmann 猜测 “函数 
的 非 显然 零点 全 部 都 在 直线 Res = 1/2 上 , 这 
称 为 关于 5 函数 的 Riemann 猜想 (Ricmann s 
conjecture)， 这 一 猜想 至 今 仍 未 被 证 明 或 否定 。 

如 果 把 长 方形 0 过 Res < 1, 0 < Is < T 
h TO) 的 零点 的 个 数 记 为 NCT), M 


NCT) =È T log T — LERET + O(log T) 
2x 2x 


成 立 CH. von Mangoldt, 1905), Jt/h, CG) Ж 
有 以 下 的 乘积 表达 式 : 


о-о 1. 


"тоў? +) 
š he 
x П ( - 5) СА 
RE, БК, 0 遍及 TO 的 所 有 非 显然 零 
А (J. Hadamard, 1893), Hadamard 和 Ch. de 
la Vallée-Poussin 应 用 < 函数 的 性 质 几乎 同时 证 
明了 素数 定理 + (一 素数 的 分 布 )， 
BF CG) 的 阶 及 其 所 取 的 值 时 , 下 面 的 渐 
近 函 数 方程 〈approximate functional equation) dE 
常 重要 。 tiO 的 函数 方程 为 tO) 一 eG) 
101—5), Ф =+ й, 2яху == |e], 则 对 
—h<o<h, xk, y> k h, k ЭЕМ 
数 ), 一 致 地 有 
t= 511 фб) У) 1 + 0079 
п wey 


OO 
(G. Н. Hardy-J. E. Littlewood, 1921), 
Euler 具体 地 求 出 了 当 变 数 z 取 正 偶数 时 
LG) 的 值 : 
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От)! 
(m ==1,2,3,---, Baw 为 Bernoulli $t). К 
而 , 4s AAR, DGO 的 值 没有 这 样 简单 的 
表达 式 。 另 外, 当 s 的 值 取 负 整数 时 , 5(1 —n) 
= —B,/n(n = },2,3,--). 

再 者 , {ЕЗ SCs) 的 一 个 最 简单 的 推广 ， 

A. Hurwitz (1862) 考虑 了 


Qm) 一 


te, а) = У) 


zl. 
£ G + а” 
‘EWA Hurwitz Ç 函数 (Hurwitz zeta function), 
FRA Os, 1) = EG, 6G, 1/2) = 2-1) 
UG). SCs, а) 在 整个 复 平面 上 也 能 单 值 解析 
开拓 并 且 满足 一 定 的 函数 方程 。 但 是 , 它 一 般 
不 能 分 解 为 Euler 乘积 的 形式 . 

【Dirichle LÆRI 设 m 为 自然 数 ， 并 把 
全 体 有 理 整 数 按 模 m 进行 分 类 。 所 有 与 m 互 素 
的 b= en) 个 类 对 乘法 构成 一 个 Abel BE, 
设 X 是 这 个 群 的 一 个 特征 标 ,以 (”) 表 示 = 所 属 
的 模 m 的 剩余 类 , 当 Cn, т) 一 上 时 ,将 XCCn)) 
简 记 为 x(n), 34 (n, m) 关 工 时 设 XC) = 0. 
这 时 , 复 变 数 : 的 函数 
x) = У) xG)” 


= 
#5 Dirichlet L 函数 (Dirichlet L —function) 
Mor 1G = c + iH, 并 
可 表 为 
LG, X) = П а — x» 
(无 穷 乘积 表示 )。 如 果 存 在 模 m 的 因子 人 = 
m) EAR f 的 特征 标 20, (RBG, m)=1 时 ， 
一 定 有 X(n) = xX*(n)， 则 称 X 为 非 原 特征 标 
《nonprimitive character)， 如 果 不 存在 这 样 的 x°, 
则 称 X 为 原 特征 标 (primitive character), Ж X 
是 非 原 特征 标 ， 那 么 一 定 有 满足 上 述 性 质 的 原 
特征 标 © 存在 ,这 时 ,f 称 为 x 的 (并 且 也 是 x° 
的 ) 前 导 子 (conductor), НЖЖ 
LG, X) = LG, X) IL à — G9» 


Pm 
成 立 . 
设 x 为 原 特征 标 ,如 果 其 前 导 子 J 是 1, 则 


0<a<l, 


LG) = LG, 


X 是 单位 特征 标 (X = 1), B. L(s) 就 是 Riemann 
IG). 如 果 f 1, W LOE s WERB. 特 
别 是 LG) 在 ， 一 1 的 值 为 有 限 且 不 等 于 0: 
LC, X) 关 0(X == 1, X 为 原 特征 标 ).P. G. L. 
Dirichlet 应 用 这 个 性 质证 明了 “算术 级 数 的 素数 
定理 ” (一 素数 的 分 布 )。 

LG, X) RAR CG) 相 类 似 的 函数 方程 . 
WIES x Bf 为 前 导 子 的 原 特征 标 , 当 ХС D 
=1Ю},Ф а == 0,4 x —1)-—18,9a- 
1, жа 

ECs, X) = Ga AT + a)/2)LG, X), 
则 有 工 函 数 的 函数 方程 : 

EG, X) = W(X)š(1 — 5, X) 
成 立 , 这 里 w (x) = Co irf ^e Q0 CIW С) | = 
1), fü r= 2 XU, = ex? Qui/f)), 


后 一 个 和 称 为 "Goose 和 (Gaussian sum), 
工 函 数 在 负 整数 上 所 取 的 值 , 由 LO — m, 


X) = —В„/т(т = 1,2, 3, ++) A. 此 处 ， 
By, 是 由 
Met _ Я 
> apes > Bint’ 


所 定义 的 . 此 外 ， Ji dms 
La, ) == «Dy XG) + 2) 


=nit(X) Bans 
4 x(—1)= 1, X #1 bf, 
La, 0 7:0 S XG) 


E 
X log |1 — t|). 
L(m, X) 的 值 , 在 下 述 情形 可 由 函数 方程 
和 LO — m, X) 的 值得 出 . 如 果 X( 一 1) m 1, 
=2n 一 2, 4,6, =+, W 


_ C D: 22)" ay y 
LCa, X) Qr G) т(ХХ— Bx: 
ШВ Х(—1) l, m= 2a tl [I 3,5,7, 
则 
= (一 
L(2n + 1,%) 一 (一 D ia TN 


TOC Bx, anti). 
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Dirichlet L 函数 ， 不 仅 对 有 理 数 域 的 数论 

是 重要 的 ， 而 且 对 二 次 域 及 分 圆 域 的 数论 也 是 
重要 的 (例如 一 [391). 

【代数 数 域 的 RK (Dedekind * 函数 )】 

可 以 将 Riemann C 函数 推广 为 代数 数 域 中 的 

《函数 (一 代数 数 域 的 数论 ). iE 为 = 次 代数 

数 域 , 当 a 遍及 的 全 部 整理 想 时 , 设 0G) 一 

У) (а), MY o = Res > 1 时 , 这 个 级 数 收 


4k, HAT Euler 无 穷 乘积 表示 OG) = [I a 一 


NOVO, 这 里 的 遍及 不 的 全 部 素 理 想 . 这 
个 函数 称 为 Dedekind g 函数 (Dedekind zeta 
function)， 这 个 函数 可 解析 开拓 成 整个 复 平面 
上 的 亚 纯 函 数 БОО), 它 只 在 :一 1 处 具有 一 阶 
极点 ， 其 残 数 为 heo RE A, 为 的 类 数 '， 
ky m Bette R/(w)a|t), ER, т, 27. 分 别 
Ж k WISE, ЁЗЕН ЛУК, o 是 人 中 的 单位 根 
的 个 数 ，d 为 的 判别 式 '，R 为 《的 单元 基 
Wt СК. Dedekind [5], 1877). 

当 Re Sli, G(s) 没有 零点 ; 当 Re < 
OW, 在 —1, 一 3, 一 5:… 有 n 阶 的 零点 ; 
在 一 2, —4, —6, … Ant 72 阶 的 零点 . 其 
他 的 零点 都 在 0 < Res < 1 的 带 状 区 域内 , Э: 
际 上 确 有 无 穷 多 个 零点 ,并 猜想 这 些 零点 全 都 
在 直线 Res 一 1/2 上 (关于 Dedekind “函数 的 
Riemann 5848). XF LG) tA LG) 相 类 
似 的 函数 方程 。 即 设 

a= (yr (ZY revu. 

则 有 函数 方程 E) = E — s) 成 立 Hecke, 
1917). Xi KIER AY Galois 扩张 时 ，sx()/ 
DG) AMBMGERLBR, 1933, R. Brauer, 
1947)。 此 外 还 有 石田 信 (1957) 的 研究 . 

(Hecke LÆRI 作为 Dirichlet 工 函数 在 
代数 数 域 上 的 推广 , Hecke (1917) 定义 了 下 面 
的 工 函 数 L.G, 20: 设 是 有 限 次 代数 数 域 ， 
fi =m - Tipe (m 为 有 限 部 分 ,IPpe 为 无 限 部 
分 ) 为 的 整除 于 +。 考虑 模 吝 的 不 的 理想 类 群 
及 其 特征 标 X( 当 (ay m) = 1 时 , 设 (0) 70), 
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定义 
Lis, X) = У) XG)/NGY 


(1151). 这 里 。 AR KORARA. Li, 
X) 称 为 Hecke L 函数 (Hecke L-function), 
当 Res > 1 时 它 是 收敛 的 , 并 有 Euler 无 穷 乘积 
表示 i 
Le 07 1 eyo 

这 里 p 遍 及 * 的 所 有 素 理 想 . HAA ñ OAT 
TG = ROXS ERROR GERR X, 当 (a, т) = 1 时 ， 
да) = x(a), 则 x 称 为 非 原 特征 标 3 如 果 不 存 
在 这 样 的 如 , Й| X 称 为 原 转 征 标 (primitive chara- 
eteD. 对 于 一 般 的 X、 上 述 的 原 特 征 标 X° 是 唯 
一 存在 的 。 这 时 ， 将 『 称 为 特征 标 X 的 (也 称 
为 x° OMS. Hr 为 原 特征 标 且 其 前 导 子 
1 是 (1), 则 XxX дО GREER GRIT, Las, X) 
和 54(s) 相同 。 X ARERR X ve d, MH 
LAG, X) 是 :的 整 函数 ， 并 且 LO, X) # 0. 
由 此 可 证 明 , 在 以 的 整除 子 m 为 模 的 理想 类 
群 的 各 剩余 类 中 均 有 无 穷 多 个 素 理 想 存 在 。 

设 x 是 前 导 子 为 1 和 的 原 特征 标 ，d 为 《的 
判别 式 , 到 实数 域 R 中 的 全 部 不 同 的 同 构 记 
为 а, t'u on。 设 1 为 1 的 有 限 部 分 . 这样 设 
5 为 的 整数 且 满 足 5 = 1 (mod f), 则 有 

XCCE)) = (sgné") Серов") 
成 立 ， 这 里 а„(т 一 1,…, л) 由 xX 来 确定 其 
为 0 或 者 为 1。 如 果 设 

iG, X) = Qe Иа NOY 


[i r (Gots) rey tate, 


WA Hecke 工 函数 的 函数 方程 
EG, X) = WODE — s, 2) 
成 立 , 式 中 W(X) 为 绝对 值 是 1 的 复数 ， 其 确 
切 的 值 可 用 Gauss 和 的 形式 表 出 ( 末 移 恕 一 
[381). 正如 利用 Riemann 5 函数 和 Dirichlet L 
函数 能 证 明 关于 素数 分 布 的 某 些 性 质 一 样 ， 利 
用 Hecke 工 函数 可 推导 出 关于 代数 数 域 的 素 理 
想 分 布 的 某 些 性 质 (一 素数 的 分 布 ). 
Dob, BARBERA VE MAT 
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Hecke 工 函数 , 这 也 是 很 著名 的 。 反 之 , 应 用 类 
域 论 可 推出 L(1, X) = 0(z = DD)( 一 [40]). 
йк к ЕЙ", 它 对 应 于 大 的 指数 为 
A 的 理想 类 群 H。 应 用 类 域 论 可 推导 出 公式 
кб) = а, 0), 
x 


“其 中 乘积 遍及 k 的 理想 类 群 的 满足 X(H) 一 1 
的 全 体 原 特征 标 X. 相 反 地 ,可 以 将 这 个 公式 看 
作 是 类 域 论 分 解法 则 的 另 一 个 表述 形式 (~ 类 
BGC). 在 这 个 公式 的 两 边 取 * = 1 的 残 数 ,就 
推导 出 лкк = бук, [T L.G. 2). 

特别 当 《 为 有 理 数 域 Q， 为 二 次 域 Q 
CV 4) (4 为 判别 式 ) 时 , 有 


эру, 
BO =) LG, LO = D (E) 
хт (4) 为 Kronecker 9", 当 Ca, d) #1 


时 , (2) ~ 9， 由 此 可 以 推导 出 二 次 域 的 闫 数 


公式 (~ 二 次 域 的 数论 )。 另 外 ,应 用 类 似 的 方 
法 可 以 计算 分 贺 域 K 的 类 数 (一 代数 数 域 的 数 
论 [ 分 贺 域 的 数论 1)。 А 

一 般 当 K/ Jj Abel 扩张 时 , ЦУК, k E 
关 的 不 变量 来 表示 相对 类 数 x/ 所， 这 就 把 问 
题 归结 为 计算 LO, Xx)。 例 如 ,为 虚 二 次 域 ， 
为 《上 的 绝对 类 域 ,或 对 应 于 射线 ' SCH) 的 
类 域 , 以 及 为 实 二 次 域 ,K 为 的 全 虚 的 二 
次 扩张 等 情形 ， 都 可 以 求 出 e/he 的 具体 表达 
x. 

【具有 量 特征 标的 Hecke 工 函 数 】 Hecke 
(1918, 1920) 进一步 推广 特征 标的 概念 ,引进 
T RB ER X, 并 用 它 来 定义 工 函数 

neo- Xa. 
他 给 出 了 这 种 函数 的 Euler 无 穷 乘 积 表示 及 函 
数 方程 ([12])。 进 而 得 到 了 关于 У) XG) 的 


Nae 


估计 ， 并 由 此 就 素 理想 的 分 布 问题 推导 出 了 更 
为 深入 的 结果 。 
后 来 , HRA J. Тас 独立 地 应 用 代数 数 


域 《的 阿 代 尔 和 伊 代 尔 群 上 的 调和 分 析 , 给 出 
T EIER Xa LG, X) 的 更 明确 的 定义 (一 
阿 代 尔 与 伊 代 尔 , 见 S. Lang [23]). 

ik 为 的 伊 代 尔 群 ', P, 为 主 伊 代 尔 
群 ! 及 C,=J,/P, 为 伊 代 尔 类 群 . 这 样 ,的 量 
特征 标 ?就 是 C, 的 连续 特征 标 x, Hh x 导出 
Ju 的 一 个 特征 标 , 它 也 同样 用 X 表示 . BS 
Su x So 是 将 J, 分 解 为 无 限 部 分 Ja 和 有 限 部 
Ay J, WER. 设 U, 0 Jo 的 单元 群 ,以 及 对 于 
不 的 每 一 个 整理 想 m, 令 U... = {ue Uo ju = 1 
(mod m)), R] {Ono} ЖТ Jo th 1 的 基本 邻 域 
Ж. FHE Л.а = {a€ Solas = 1, Vpim), IE. 


一 个 ae Ing 对 应 于 理想 A= TT vnm, ok 


a = (ay), hy 中 由 % 所 生成 的 理想 等 于 р, 
这 样 , 映射 a 一 为 自 Jua 至 的 理想 群 
G(m) = {al (a, m) = 1) 内 的 同 态 ， 其 核 包 含 
TU... 

因为 量 特征 标 X 是 连续 的 ， 故 对 于 某 个 m 
有 ХШ.) 一 1， 将 所 有 这 样 的 理想 m 的 最 大 
AAT f х ВОВ. 并且， 对 于 每 一 个 
a € Jo, Х(а) RIH DUKHA FEER CEGC). 所 
UL, 如 果 把 z(a) 记 作 #(а), 就 得 到 了 CO) 的 
特征 标 多 ， 应 用 它 来 定义 上 函数 

LG, X) 一 TI@/N@, 

FD AAT AA EAR ae GCD RA. "ERE 
为 具有 量 特征 标 X 的 Hecke L HM (Hecke L- 
function with Gróssencharakter X), ШЖ X #1, 
它 是 整 函数 . 

另 一 方面 ， 如 果 将 Xx 限制 在 Je 一 R" x 
с b, BA, 对 于 Jedu = (а, + 


DLE 


Xu) 一 TI la 7 - i (па) 
jsi isi 
"e ay 
AE 
式 中 cj 一 0 或 1, € Z, € R. Ё (е, е, 
2,} 是 由 X 唯一 决定 的 。 
令 


воо = (LEERY 


\ 2n a 


rp (set ia -t 
x П г( 2 = 
yr lal + /=1 
x Hr (+ + 2 ) 
x LX), 
则 它 满足 函数 方程 
ECs, X) = WODE — 5, X), 
这 里 W (X) 是 绝对 值 为 1 的 复数 . 
EG, X) 可 用 如 下 J, 上 的 积分 表示 : 
EG, X) = ef ov а?а, 
XE, VE) 为 伊 代 尔 【的 体积 "，。 是 依赖 于 
J, 的 Haar 测度 d'r 的 常数 . BA, ФО) ER 
据 下 式 定义 的 : 
т) = II eG), £m Cms 


quaa) m ie", iE ny Ree = R, 


= (1/22)s ie itt, ez | 
= (1/2) тен)", e < 0 
i> т, k... = C, 
e, G) = emm, хє! } 
= 0, x £ QD; 
p 为 有 限 的 。 


KRON ERRON O К/О WEER) 
的 p 分量 (— 阿 代 尔 与 伊 代 尔 ), 4(x) 是 如 下 
定义 的 如 的 加 法 特征 标 : Q, 为 p-adic 域 ', Z, 
为 p-adic WBA, A RAM Q, — Q,/Z, С 
Q/Z C R/Z,VAK à = w° Tr(/Q)).. 根据 


ха = II HG) Сз»), 


dixie X. X 09 分量 Xu(p 为 的 有 限 或 无 限 的 
ЖИТ), H EG, X) 表达 式 的 右 端 可 分 解 为 
OES) 
=e JH | юмо". 


e suani ty 
并 且 带 有 一 个 常数 C, 我 们 有 
Sigg Pri) РС 0) dt 
Cu ua THOT (G + Vl 
0/2), sa = R, 
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= Con (2) акутна 
X FG + (V —1 + |‹;)/2), 
k... = C, 
Ja p G)Xx Ск), С) 


= су)! 
SEES TER ГЕЛ” 
ptf, 


一 С.О) т) * QUU), plf, 
这 里 r*(X) 是 一 个 称 为 局 部 Gauss 和 的 常数 ， 
BCU; ») 是 {u € kes и = 1(mod D) 的 体积 这 
些 在 k, 上 的 积分 分 别 是 E.G. X) 的 了 因子 及 
Euler 乘积 因子 . WMA A, 上 的 函数 
ф(х) 及 其 Fourier 变换 , 应 用 Poisson 求 和 公式 
就 得 到 函数 方程 (一 阿 代 尔 与 伊 代 尔 ). 

设 D, 为 伊 代 尔 类 群 C, 中 包含 单位 元 1 
的 连通 分 支 。 如 果 XD) = 1, WE x 所 对 应 的 
广 是 的 理想 类 群 的 以 Ff 为 前 导 于 的 特征 标 。 
反之 ,的 全 部 特征 标 都 可 以 这 样 得 出 。 

如 前 节 所 述 ， 关 于 (理想 类 群 的 ) 特 征 标的 
Hecke L 函数 可 用 来 陈述 类 域 论 的 分 解法 则 ， 
然而 ,关于 一 般 的 量 特征 标的 工 函 数 ,如 此 深入 
的 数论 性 质 至 今 还 没有 发 现 . BLAIR 
A. Weil 的 意见 研究 了 关于 所 谓 4, 型 的 特殊 的 
量 特征 标的 工 函 数 ， 证 明了 它 与 4 的 某 种 无 限 
次 Abel 扩张 的 数论 有 深刻 的 关系 《一 谷山 
[42]). 特 别 当 L(s, x) 为 具有 复数 乘法 的 Abel 
Жл Ей Hasse C 函数 ! 的 因子 时 ， 它 可 表述 由 
4 的 等 分 点 的 坐标 生成 的 域 的 数论 。 

(Arin L RRI EK OS (n 次 ) 代 数 数 域 
不 的 有 限 次 Galois 扩张 ，G 一 G(K/k) 是 它 的 
Galois Ж, с 一 4(o) 为 G 的 矩阵 表示 ,及 X 为 
它 的 特征 标 .对 于 的 素 理想 p, 定 义 L.G, X) 
为 


log LG, 0-2 me А” 
3ub T % p MRE, |Т| = e, 
xo") = + 9 Morr), 
Ro 29 p 的 Frobenius BH, 它 也 可 以 表示 为 
LG, X) Tee = Ar NG)7), 
A=— 15 A(or), 


fe 
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特别 当 T= {1} 时 , BD p 在 К/К 中 是 非 分 歧 
的 , 则 有 
LG, X) = det(E — A(a)N(p)”). 
ma 
LG, X, K/k) = [| Ls, X), Res > 1, 


LG, X, K/k) 称 为 Атып L 函数 (Artin L- 
function) ([2]). 

1) LG, X, K/k) 的 最 重要 的 性 质 是 ， 若 
K/k 为 Abel 扩张 ，X 为 线性 特征 标 , 则 由 类 域 
论 可 推出 Х(›) 和 以 К/К 的 前 导 子 + 为 模 的 大 
的 理想 类 群 的 特征 标 是 一 致 的 , BD 

Artin Г. = Hecke LK. 
事实 上 , 这 个 等 式 和 类 域 论 中 的 一 般 互 反 律 等 
Ür. 在 历史 上 , Artin 先是 在 几 个 具体 的 情形 猜 
想到 有 上 面 的 等 式 成 立 ， 后 来 才 得 到 他 的 一 般 
互 反 律 。 此 外 , 还 有 

2) 4 K DKDR it, LG, x, K/k) = 
LG, X, K'/&). 

3) 5 K 2 Q Dk K $ G(K/0) 的 特 
ЕТ, LG, Ф, К/О) = LG, Xos K/k), 其 
中 丸 是 由 诱导 表示 ' GCK/R) 的 特征 标 . 

4) 如 果 久 为 单位 特征 标 , 则 LC,X,K/ 从 二 
GG). 

5) LG, X, + Xa, K/k) = LG, X, K/K) - 
LG, X, K/k). 

反之 , 满足 性 质 1)-—5) 的 LG, x, K/k) 
一 定 是 Arin LAR. 

6) 如 Xe X G 的 正则 表示 ， 则 LG, Xe, 
К/А) = tx). 所 以 

0) = 6) I LG, X, КД), 


其 中 x 遍及 G 的 所 有 = 1 的 不 可 约 特征 标 。 

7) 有 限 群 G 的 每 一 个 特征 标 x, 可 利用 G 
的 循环 子 群 的 线性 特征 标 ii 一 1, 2,……) 表 
х= miXw(mie Z), Ж х, Жн o, SH 
HIRIE (Brauer). 因此 ， 根 据 3) 及 5) W: 
8, Arn L 函数 可 以 用 若干 个 Hecke LK 
Lols, di) 的 整数 寡 ( 正 的 或 负 的 ) 之 积 来 表示 : 

LG, X, K/k) = II Lols, bi) 


因此 , Arin 工 函数 为 定义 在 整个 复 平面 上 的 单 
值 亚 纯 函数 . JE HL tn x 是 不 可 约 特征 标 且 X> 
1, 则 上 式 右边 的 乘积 中 出 现 的 v; 均 不 等 于 1. 
虽然 Anin $818, 对 这 样 的 X. LO, x, К/К) 
为 整 函数 , 但 是 直到 今天 这 个 猜想 还 未 解决 
(Artin 猜想 (Artin’s conjecture)), 

8)“ 函 数 方程 ”。 设 pois(i md. + 
т) 为 的 无 限 素 点 , 令 

YG, X, теш, К/К) 

= (T/T + 19/2) 
peu 为 复 的 ; 
= TG /DP DMT + руу) о-оо 
т=з 为 实 的 . 
这 里 we G 是 pv fE K 中 的 素 除 子 的 分 解 群 的 
生成 元 . 

另 一 方面 ，Arin 还 以 下 式 定义 了 关于 
Galois 3 K/k 的 具有 群 特征 标 的 前 导 子 (co- 
nductor with group character) fx (J. Reine Angew. 
Math., 164 (1931)). 首先 , 对 于 G 的 子 集 m, 
4 x(m) = У) Xm), i 


Eri 
fx = CA К/К) 

- П реа) KI DX e. 

> 


BV, у®..., 为 p TE K ORR р 的 
DBE, ко 一 VO (一 代数 数 域 的 数论 ). 
现在 令 
Els, X, K/k) 
(мао oy" П 76 x, peas 


I 


K/k) + LG,X,K/k), 
则 有 函数 方程 
EA — s, Z, K/k) = W(X)E(s, x, K/h), 

wo) = 1 
成 立 . 这 个 函数 方程 可 以 根据 7) 归结 为 Hecke 
工 函数 的 函 孝 方 程 而 加 以 证 明 。 

9) 在 关于 素 理想 分 布 的 问题 上 也 有 某 些 
应 用 C ЖАЙ [38])。 

(Weil LAR] Weil 将 Hecke 的 具有 量 
特征 标的 工 函数 和 Arin 工 函数 两 者 结合 起 来 
定义 了 一 种 新 的 工 函 数 ([48]). 设 K 为 代数 数 


域 《的 有 限 次 Galois 扩张 C, 为 万 的 伊 代 尔 
HE, Ска 为 C, 通过 G 一 C(G/ 的 扩张 ， 
它 对 应 于 属于 C 的 标准 上 同调 类 + 的 二 维 上 闭 
Sf. 从 而 Gan D Cu B Gk a/ C, = G(G/k). 
Weil fJ Anin L 函数 ， 利 用 Gk.4 定义 了 这 
种 工 函数 。 玉 河 把 其 函数 方程 归结 为 Hecke L 
函数 的 函数 方程 , 而 作出 了 证 明 (1953), 
[Riemann 狂想】 所 谓 Riemann 猜想 就 是 
Riemann Š 函数 在 0 < Res < 1 内 的 零点 都 在 
直线 Re 一 1/2 k. 这 个 猜想 前 面 已 经 讲 过 . 
Riemann 在 其 论文 (126]) th, 叙述 了 包括 这 个 
猜想 在 内 的 六 个 狂想， 并 在 假定 这 些 猜想 成 立 
_ 的 前 题 下 , 证 明了 素数 定理 


x А alt E 
“© Lit [use о, 


这 里 , (х) 是 小 于 z 的 素数 的 个 数 ， 这 些 猜想 
中 的 其 他 五 个 猜想 后 来 都 得 到 了 证 明 ， 只 有 上 
面 这 个 猜想 , 虽然 认为 它 是 正确 的 、 但 直到 现 
在 也 没有 人 能 作出 证 明 ( 在 [21] 中 有 详细 的 解 
Ж). 另外 , 后 来 不 用 Riemann 狂想 , Hadamard 
及 de la Vallée-Poussin 独立 地 证 明了 素数 定 
理 (~ RR). 

R. Backlund 和 J. 1. Hutchinson 实际 计算 
TiO 的 零点 ,证 实 了 至 少 在 0 一 |Imz| 一 300 
的 范围 内 零点 确 是 在 直线 Re = 1/2 E, E. C. 
Titchmarsh (1936) 又 进一步 在 0< lIms| < 
1468 的 范围 内 作 了 验证 。R. S. Lehman 证 明 
Tf Uo + in) 正好 有 2,500, 000 个 零点 在 0 < 


,<170, 571.35 内 , 它们 都 在 = 一 + 这 条 直线 


L, AREPA (Mah. Comp., 20 (1966). 
JAX, J. Rosser, J. M. Yohe 及 L. Schoeníield 
把 这 个 计算 推进 到 前 3, 500, 000 DEA (Proc. 
IFIP Congress, Edinburgh 1968, vol. 1 (1969)). 
最 近 ，R. P. Brent 证 明 恰 有 75,000,000 个 零 
点 在 0 二 :二 32,385,7364 Ay 它们 都 在 直线 
s= 1⁄2 上 ， 且 都 是 单 零 点 (Mah. Comp., 33 
C1979)). 

在 直线 Res = 1/2 E, LG) 有 无 限 多 个 的 
零点 是 Hardy 证 明 的 .(1914)。 在 这 条 直线 的 
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0 < Ims < T 的 线段 上 ,5(s) 的 零点 个 数 如 记 
为 МСТ), Selberg 证 明了 СТ) > AT log T 
(4 为 正常 数 ) (1942). BILL, MERA 
0 < Res < 1, 0 < Ims < T A EG) 的 零点 个 
RANT), WA 
lim inf NAT)/N(T)>0 

R. N. Levinson 证 明了 lim int Ne (T)/ 
N(T)> + (Advances in Math., 13 (1974), 5 


外 ， mud o —#< е < T +< Im < 


了 内 《Cs) 的 零点 个 数 为 NA(T), 那 末 无 论 正 数 
е ЖЕЛ, VA limN,(T)/N(T) = 1 成 立 
(H. Bohr-E. Landau, 1914). 为 了 仔细 地 研究 
Lt) 的 值 的 分 布 ，Bohr 创立 了 概 周 期 函数 论 
(1925). 

D. Hilbert 在 巴黎 的 演讲 中 指出 ，Riemann 
猜想 与 

x(x) = Li(x) + O (V x logs), x — о 
是 等 价 的 (H. von Koch, 1901). 此 外 , BE in) 
为 Möbius 函数 , 则 Riemann 猜想 也 等 价 于 对 
任意 的 6 > 0, 有 


3 и(л)| = O(N), N — co, 
|2 


还 有 , 如 果 Riemann 猜想 成 立 ， 则 EG) 在 
0 二 Res < 1, 0< Ims 过 了 内 的 零点 个 数 
N(T) = (1/2x)T log T 
— (О + log2x)/2x)T 
+ o( log T), T — oo 
(Littlewood, 1924), 

关于 代数 数 域 的 《 函数 及 工 函数 的 零点 的 
计算 是 很 困难 的 ， 然 而 都 提出 同样 的 关于 零点 
的 猜想 . 

对 于 代数 数 域 K 的 所 有 量 特征 标 X 的 Hec- 
ke L BRK LG, X), Weil 证 明了 Riemann 猜想 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 在 伊 代 尔 群 内 上 定义 
的 某 个 广义 函数 是 正定 的 ([503)。 

关于 代数 数 域 的 * 函数 和 上 函数 ,我 们 还 
不 知道 在 实 轴 的 《0, D 区 间 内 是 否 有 零点 存 
ЖЕ, Selberg-S. Chowla 等 进行 了 这 方面 的 研究 . 
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对 于 以 后 定义 的 《 函数 也 要 研究 其 零点 和 极点 
位 置 的 类 似 问 题 (一 [ 单 变量 代数 函数 域 或 代 
数 曲线 的 同 余 : 883881, (ACRE AY £ C K 
UL, [Selberg C 函数 ,伴随 不 连续 群 的 《 函数 ]). 

【p-adic 工 函数 】 久保 田 及 Leopoldt 定义 
了 这 样 的 函数 LCG, 20; 它 的 定义 域 是 有 理 
p-adic 单元 群 {ulu = 1(mod p)}, 它 的 值 域 是 
p-adic BR Q,。 它 和 分 贺 域 的 数论 有 深刻 的 关 
Ж. 后 来 , 岩 涡 应 用 他 的 r 扩张 理论 给 出 了 深 
刻 的 解释 ([181). 

【二 次 型 的 函数】 Dirichlet 定义 了 与 二 
元 二 次 型 相关 联 的 Dirichlet 级 数 , 并 也 考虑 了 
展 布 在 具有 给 定 判 别 式 DD 的 全 体 二 元 二 次 型 的 
类 上 的 这 样 的 Dirichlet 级 数 的 和 , 实际 上 它 等 
价 于 二 次 域 的 Dedekind 5 函数 。Dirichlet 给 出 
了 二 元 二 次 型 类 数 的 公式 ， 这 就 是 现在 的 二 次 

按照 二 元 二 次 型 是 定型 或 不 定型 ， 我 们 要 
用 不 同 的 方法 去 求 得 它 的 类 数 ， 

Epstein Ç 函数 (Epstein zeta function), 
P. Epstein 将 正定 二 元 二 次 型 的 5 函数 的 定义 、 
推广 到 元 的 情形 (Math. Ann. 56 (1903), 63 
(1907)). V % 尺 上 的 具有 正定 二 次 型 2 的 
m 维 实 向 量 空间 , VEM 为 V 内 的 格 ', & 

Sols, M) 一 Lee Re >Z, 

当 Res > m/2 时 ， 级 数 绝对 收敛, 且 在 m/2 处 
有 一 阶 极点 EE 
im G =a ") б. M) = D(M) ar) H 


D(M) = detl Q (x; xj]. 
当 Q(x)(x € M , х # 0) 的 值 总 是 正 整 数 时 , 设 
使 得 O (2) 一 ”的 不 同 的 x € M 的 个 数 为 a(n)， 
WIRA 

tot M) = AO, 

e=1 Т 

一 般 情形 下 取 M 的 基 为 x。-…，zm; 设 其 对 偶 
382 xf rs Оба, 27) = 54), ШМ" = 
У) 2 称 为 M 的 对 偶 格 〈dual lattice), BE 


义 9 级 数 ' 


930(u, M) = У) exp(—xuQ(x)), 


则 有 

Solu, М) = (PDM) pu, M), 
RY. Wg 

ols, M) = 2° Ts) * bols, М), 

根据 以 上 的 关系 式 就 导出 函数 方程 : 

Eo(s, M)=D(M)~™ + Eo(m/2 — s, М"). 
一 般 来 说 , Cols, МУЖ ЕЖ Euler EARR. 

特别 考虑 M = 本 Zxixi = (0, 7.0.1, 

0, 5,0), RH х == (w, "°, tn), OCF) = 
D4 3183. 若 令 


шо = оом LOH D (S) 


WA: 
Els) = 2502), 
DG) = 4G) + LG) 
= 4 (QG/— DII Dedekind C 函数 )， 
LG) = 80 — 2t G)EG — 1), 
EG) = —«GGLG 2) 
—4¿G — 2)LG)), 
BG) = 160 —27 + 270) - 
. os 3), 
t G) = G@/5GG)LG — 4) 
+ PLG — 4)L(s)) 
_ gii. 
з. оу 
Cus) = a27tG)G — 5) (24 — 2) 
+ cp{ / AC) }, 
e( VAG) } 为 通过 Mellin 变换 对 应 于 V ACr) 
的 Dirichlet 级 数 ， 
ao -:IDa-»f.:-e. 


LG) 在 直线 o 一 m/4 上 具有 零点 ， 当 m= 

4,8 时 ,可 分 别 给 出 如 下 : 

m= 4: s= 1 + lxi/log2, 11,2, 5, 

m = 8: s= 2 + (i/log2)(2ix + arctan/15), 
1=0,+1,:--. 


对 于 二 元 二 次 型 的 Epstein CO 函数 
t G) = SY Om, я) 
Ox, у) = ax? + bry + су, 
а, b, c€ R, а2 0, c>0, Д = 4ас – 
> б, 有 如 下 的 Chowla-Selberg (1949) AR: 


PE 
Twa 


Cols) 一 2t(25)27 + (2s — 1) 


БУЛ 
aar G) amA 


x У доби) cost 


x 人 we {- m" * eae, 
Җи оа) = У) dt, EG) Ж Riemann C ER 


特别 当 Q(z, y) 为 虚 二 次 域 《 的 范 数 形式 时 ， 
Sols) MIR k ЙО C 函数 DG). 是 一 致 的 。 
利用 以 上 的 公式 可 以 证 明 下 述 结果 : B АС A) 
是 判别 式 为 一 A 的 虚 二 次 域 的 类 数 , 则 

1) A(—A) 一 co，A 一 oo (M. Deuring, 
1933; H. Heilbronn, 1934), 

2) &(— A) > Д, A > 0 (C. L. Siegel), 


另外 ,对 于 Dirichlet L ERI LG) = 31 的 


xa, 我 们 有 š 
з) ШЖ? HAI, > 7, A) = 1, 
划 存 在 9 (—1, D, 使 得 


(es) me RO) 
88e? 
w xz / PQ — "m 

成 立 , 其 中 C 为 Euler WR. 因此, 4 p= 
43, 67, 163 RY, L,(1/2) = 0, 

关于 不 定 二 次 型 的 Siegel 《 函数 (Siegel 
zeta function), Siegel 对 于 非 退 化 的 不 定 二 次 
型 ， 也 定义 了 在 整个 复 平面 上 为 亚 纯 的 ， 满 足 
函数 方程 的 “函数 (Siegel) [36]. 

以 上 这 些 $ 函数 是 对 于 有 理 整 系数 的 二 次 
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型 定义 的 。 对 于 以 代数 数 域 的 元 素 为 系数 的 二 
次 型 的 情形 , 是 由 玉河 ，K. G. Ramanathan Wf 
EC 
【代数 的 函数 】 K. Hey 定义 了 有 理 数 
域 Q 上 的 单 代数 14 ЙО С 函数 《M. Deuring [6]) 
《一 结合 代数 的 数论 )。 即 取 4 中 任意 极 大 整 
Wo, Ф 


¿Qo 5 wey" Res > 1, 


其 中 >) 是 对 。 的 全 部 左 整理 想 求 和 .54 不 依 


赖 于 极 大 整 环 。 的 选取 ， 设 4 的 中 心 ' 为 ,并 
令 (AR) = m. ВАЛЕ С 分 解 为 Euler 297 
乘积 表示 : CAs) = TT ZO (p 遍及 极 大 整 


环 。 的 素 理想 ). 对 于 不 能 整除 。 的 判别 式 > 的 
p, ZG) 与 T Uns 一 力 的 p 分 量 是 一 致 的 . 
所 以 、 i 

LO = i tn =i) 


Ani 


xIlie- seo M a 


СЕ 
— Noy) | 
成 立 ， 式 中 p, HAA p 中 的 的 素 理 想 ， 
p, = рее, к, р ВОД". 
还 有 , 如 果 4 为 可 除 代数 全 上 的 7 阶 全 阵 
&&: À = DD) = r), WA 


¿O = Ц 0-0, 
ре 


Н.б) 满足 类 似 于 t,G) 的 函数 方程 (Hey)。 
CG) 也 为 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 , sm 1, (n — 
1)/n, +++, 1/2 为 其 一 阶 极点 。 利 用 分 析 方法 ， 
М. Zorn (1931) 证 明了 : 具有 中 心 《 的 单 代 
CA, 如 果 对 的 每 一 个 有 限 或 无 限 的 素 除 子 
p, 4, hy 上 的 矩阵 代数 ， 那 末 它 本 身 也 是 
上 的 矩阵 代数 。Brauer-H. Hasse-E. Nocther 给 
出 了 这 个 定理 的 纯 代 数 证 明 . 

BETAS (1958) Gi UBI Tae 的 方法 
给 出 了 上 述 结果 的 另外 的 证 明 。 作 为 函数 的 
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直接 应 用 , BUC, 在 ， 一 ! 的 残 数 , 推导 出 
了 包括 极 大 整 环 。 的 类 数 的 公式 . M. Eichler 
(1953) 引 进 了 相当 于 具有 类 特征 标的 Hecke L 
函数 的 函数 

UG, X) = У) AN ,AGD0)/NGD, 
其 中 A 为 极 大 整 环 。 的 左 整理 想 ，X 为 тоа! 
的 的 类 特征 标 。 芯 崎 (1962) 将 上 面 的 x 用 
的 量 特征 标 来 代替 ,并 求 出 了 它 的 函数 方程 
及 Euer 无 穷 乘积 表示 .。 

Godement 定义 了 最 一 般 的 代数 的 《 函数 
(L101)， 玉 河 深入 地 研究 了 具体 的 可 除 代数 的 
“函数 ,特别 是 证 明了 它们 的 函数 方程 [41]). 

没 4 的 阿 代 尔 环 为 让 一 IT ENS 


HGmT] 6. бл, 的 极 大 整 环 为 D, it 


G, 的 极 大 紧 子 群 为 U,。 设 o, 为 G, 关于 U, 
的 球 带 函 数 (， 即 o, 为 G, 上 的 函数 并 满足 
wr(uge) = wg) (и, v €Us), o,(1) = 1, 
Гови) du = os Cg) (A). RATE FR 
定义 do 上 的 权 函 数 po: 
qux) = 9, 的 定义 函数 ,p 为 有 限时 
= exp( 一 xT,(xx*)),p 为 无 限时 。 
Bth T, 为 A/R KWARA, HERA Ж 
河 用 
pls, wo) = Jo,poCg org") No(s) lide 

定义 了 以 co, 为 特征 标的 局 部 “ 函数 ， 并 给 出 
了 它 的 具体 形式 , 式 中 N, 为 A,/k, 的 简化 范 
数 ', lle 为 如 的 赋值 这样 ,o 一 II wm 是 G 关 


FT] v. U 的 球 带 函数 . 特别 地 , YORK 


于 cG 的 离散 子 群 r 一 4* 一 {4 的 可 着 元 全 体 } 
的 谱 的 正定 球 带 函 数 时 , 以 为 特征 标的 4 
的 玉河 《函数 (Tamagawa zeta function) 由 下 
хан: 

Els, o) = II DG. we) 


= fep(g)o(e™ el dg. 
Жї, eC) = Iole), Ill% С 的 元 素 8 的 
容积 。 当 4 КВ, СС, о) 可 解析 开 
拓 成 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 ， 并 江 足 函数 方 


程 。 此 外 , 木下 素 夫 (1965) ПЕВА, 44% Q 
上 的 = 次 全 阵 代数 M.(Q) 时 ,5(s, o) WER 
ROG. cef D 函数 也 可 看 作为 由 Hecke 算 子 
定义 的 “ 函数 的 一 种 。 

HRAM o 是 G/U 上 的 自 守 函数 时 , 我 
们 可 由 与 的 有 限 维 表示 相伴 的 G/U 上 的 向 
量 从 的 自 守 截面 f 来 构造 5(f, :)， 当 4 是 全 
实 代 数 数 域 史上 不 定 四 元 代数 时 ,4 的 各 种 整 
环 的 单元 群 都 不 连续 地 作用 于 上 半 复 平面 的 乘 
积 上 。 从 而 全 纯 形式 的 空间 与 4 自然 地 相伴 . 
对 于 与 这 些 全 纯 自 守 形 式 相 伴 的 函数 的 研究 
是 由 M. Eichler 开始 的 , 后 为 志 村 五 郎 , 清水 英 
男 等 人 所 推广 。Eichler 研究 了 Ф = Q HWE, 
志 村 、 清 水 研究 了 任意 全 实 域 Ф 的 情形 , 他 们 
的 方法 是 构造 4 的 算术 并 且 定义 一 般 的 全 纯 自 
FÉR, Heke 算 子 及 相应 的 函数 。 清 水 
(1921) 证 明了 这 些 《 函数 的 函数 方程 ， 清 水 
推广 了 Eichler 的 工作 并 且 找 出 了 属于 不 同 判 
别 式 和 级 level) 的 各 种 四 元 代数 的 整 环 的 人 函 
数 之 间 的 关系 ([56])。 最 近 的 一 些 工作 继续 
这 方面 的 研究 ,例如 , 土 井 公 二 和 长 沼 英 久 的 工 
fe (1661). 此外, 清水 通过 函数 的 残 数 的 计 
算 , 给 出 了 对 应 的 商 空间 TND x …' x 9 Ot 
中 多 是 上 半 平 面 ) 的 体积 公式 [92]. 

属于 GLA) (其 中 是 数 域 或 有 限 常 数 
域 上 单 变量 函数 域 ) 的 自 守 形式 (包括 全 纯 和 非 
全 纯情 形 都 在 内 ) 的 一 般 理 论 ,以 及 对 应 的 《 GR 
数 的 一 般 理论 是 由 Weil HIE ([105]). H. 
M. Jacquet 及 R. P. Langlands ([82, 83]) 从 
表示 论 的 观点 发 展 了 一 种 理论 , 得 到 了 和 Wei 
理论 实质 上 一 样 的 结果 .他 们 的 理论 提供 一 个 
统一 的 方法 来 讨论 四 元 代数 的 Godement- 玉 河 
“函数 和 Eichler- 志 村 -清水 + 函数 。Eichler 的 
一 个 定理 断言 自 守 形 式 可 表示 为 ( 某 一 个 T 中 
的 ) э 函数 , 清水 把 这 个 定理 推广 成 Jacque 和 
Langlands 理论 体系 中 的 一 个 定理 〈[94])。 这 
些 函数 也 是 由 Hecke 算 子 定义 的 《 函数 ,这 
在 下 一 节 中 将 会 讲 到 .。 

【由 Hecke 算 子 定义 的 函数 】 代数 数 
域 、 代 数 或 二 次 型 的 函数 和 工 函 数 都 是 由 


Dirichlet 级 数 记 定义 ,再 解析 开拓 成 复 平面 上 
单 值 函 数 , 并 满足 函数 方程 .反之 ,我 们 可 以 试 
用 这 样 的 性 质 来 刻 划 这 些 函 数 。 
1) H. Hamburger (1921—1922) 用 如 下 三 
个 性 质 来 刻 划 Riemann Z 函数 (精确 到 一 常数 
倍 ): i) 能 够 展开 为 5(;) 一 xt “= (Res > 0): 
0 除了 :一 1 为 其 一 阶 极点 外 ， 在 复 平面 为 
EW; ii) GG) =GU—-s), 这 里 GG) 一 
x7 T(G/2) CG). 
2) Hecke RIG (L131): ВЖЕ 41270, £2 
0, у 一 +1, 并 对 于 解析 函数 p(s), & 
RG) = Qx/1)"TG) eG). 
BEA i) G — k) eG) 为 亏 数 有 限 的 整 函数 ; 
ii) RG) = rR — s); iü) 能 够 展开 为 eG) 
- it ҖЫ, eG) 称 为 属于 


m 
sign Q, + Y) 的 函数 . 

COs), LOR LOs — D 都 是 属于 这 类 
PROP, 这 里 工 可 以 是 Dirichlet L KK, 
虚 二 次 域 的 量 特征 标的 工 函 数 ， 或 其 工 因子 为 
TG/2) T(G + 1)/2) 的 实 二 次 域 的 类 特征 标 
AY LRH. m РС) Р sign 4,7), RU 
n” eG) ЖР sign (nd, k, >), 对 于 每 一 个 属于 


sign (A, k, 7) 的 Dirichlet 级 数 p(s) 一 > ae 
= 
我 们 以 级 数 
fe) ag + ает" 


与 它 相对 应 ， 这 里 ，w = y 2x2)" * TCR) 
Res,2n(@(5)) = y Ressel R G2). 这 个 对 应 
(s) = т) 也 可 由 Mellin 变换 * 


[ORI >) avert) yay 
- об) — yay, 


(Res > o). 


1) — a = z faem 


来 实现 。 这 时 ，1) fr) 在 上 半 平 面 为 正则 且 
fe + 2) = /(z): 2) #(—1/r)/(— ir)* = 
ril): 3) 对 所 有 的 z, 一致 有 IG + iy) = 


RG)y"d: 


HI зэ! 

OG") > +0). 
反 过 来 ,由 满足 D, 2), 3) 的 Kr) 通过 上 
述 变换 构成 的 _Dirichiet 级 数 рб) = Ў) ayn’ 


ot 


BF sign (1, k, y). 这 个 函数 Кт) 也 称 为 是 
属于 sign (2, k, у) 的 。 条件 1), 2) 意味 着 
f(r) 是 关于 由 c r + 2, r+ 一 一 l/r 生成 的 
变换 群 CO) 的 广义 自 守 形 式 '"， 即 对 于 o= 
(25 )ec@), кт) 满足 变换 公式 
Klar + b)/(er + 4))(ст + 4) 
= X(a)f(z), 1X(o)| — 1. 

如 果 A 是 整数 , 则 XCo) 一 1: 如 果 《 是 偶数 ， 
则 Xo) 一 土 1， 这 样 一 来 ， 具 有 函数 方程 的 
Dirichlet 级 数 与 自 守 形式 理论 之 间 有 着 密切 的 
XA. 因此, MRA> 2, 则 由 属于 Q, k r) 
的 这 样 的 函数 p(s) 构成 的 线性 空间 OCA, k, s) 
的 维 数 是 无 限 的 ; 如果 0 < 2 < 2, 则 dim OQ, 
A，5) 二 co。 在 后 一 情形 ,为 使 dim ФА, k, 
5) > 0 成 立 的 必要 条 件 是 2 = 2 cos (x/9)(4 = 
1,2,3, 7). 特别 是 , 4a 一 2 时 , 则 GCO) 
是 SLO, Z) 的 指数 为 3 的 于 群 .特别 是 考 虞 
9 级 数 9(r) = У) (e, PR) RT Q, 


,1)， 它 对 应 的 Dirichlet $H Epstein 函 
BEIC 十 … + m). HBR, Hdl 
HH, GO) 为 模 群 SL(2, Z). Ж, ЧАА 
жн, RFC, k, C710?) 的 函数 f(r) 是 一 人 
维 的 模 形式 '。 例 如 ，Eisenstein 级 数 ' G,(r; 0, 
0, D 就 是 这 样 的 模 形式 , 其 对 应 的 Dirichlet 级 
SOS £C) CG — D 乘 上 一 个 常数 。 还 
A, 属于 (1 12, D 中 的 函数 除了 XC) - ¿G 一 
11) 之 外 还 有 Ramanujan 函数 Уг(л)л”', 这 里 


«Па = Жее G = e=, 


为 使 属于 CL, k, C DY") 的 函数 eG) А 
有 Euer 无 穷 乘积 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
应 的 模 形式 f(t) 是 由 Hecke SET! T (n = 1, 
2.) 所 构成 的 代数 环 的 公共 特征 函数 。 此 
时 ,p(s) = Sean” 的 系数 an 与 T。 ИРЕШ 
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RB. WEE IT, 一 rf BERRA eC) = a 
(pen), 且 它 可 以 分 解 为 Euler жй 


表示 : 
eG) =a, 0 рт + pt), 
y 

我 们 称 p(s)/a, 为 由 Hecke 算 子 定义 的 5 函数 
(zeta function defined by Hecke operators) (Hecke 
[14])， 例 如 上 述 的 ¿G) -CG— k + 1) 及 
Ramanujan 函数 

Es) — [T Gü — «Gp p? 

* Li 


都 是 由 Hecke 算 于 定义 的 函数。 

wR 2222, lil] dim PC, 4, Y) = co, AHE 
在 作 种 种 尝试 ， 想 在 这 些 无 限 维 的 函数 空间 中 
选 出 由 具有 某 种 数论 意义 的 函数 所 构成 的 有 限 
维 的 子 空 间 。 虚 二 次 域 QCV 一 D)(CD > 0) fJ 
“函数 Cows) 属于 (V1D1, 1,1), MOS 
V1D1 > 2,， 则 满足 与 Coco (+) 同样 的 函数 
方程 的 Dirichlet 级 数 有 无 限 多 个 。Hecke 曾 研 
究 过 在 属于 (VD 1, 1) 的 级 数 中 刻 划 
Loco) (s) 的 问题 . 此 外 ,属于 六 级 (level) E 
ARTE ГОМ) 的 —k 维 ' 自 守 形式 空间 
MN) 由 属于 sign (N, k, 士 1) 的 函数 所 张 成 . 

Hecke 也 应 用 Hecke 算 子 理论 来 研究 群 
T(N) ([14])， 但 它 比 rO) = SLO, Z) 的 情 
形 要 复杂 得 多 。 在 这 种 情形 下 也 可 以 定义 
Hecke HF Ty, R, (л, N) 一 1， 这 些 算 子 在 
om, (N) 中 可 以 交换 ， 并 导出 ACN) 上 关于 
Petersson 度量 + 的 交换 正规 算 子 ，SkA(N) 是 由 
Ta R,ÇG > D 生成 的 交换 算 子 环 的 公共 特征 
函数 所 张 成 ， 

如 果 Su(N) 3 JG) 一 Dag em НЕ 
Ж, Ж НТ, == anf, НЕ, = of, WE (n, 
N) = 10, а, = ао,, 并且 


27 1 aa 
成 立 。 为 了 求 出 an (n, №) 9 1, EX Ti (n, 
N) # 1。 另 外 一 个 困难 是 , 由 这 样 的 Hecke 算 
子 定义 的 RO) = У) an KEG 


满足 函数 方程 . 这 是 因为 MU) 不 是 由 Hecke 


SOT (T.) MBER }(т) — f(— 1/0 (67 ir) ñ 
公共 特征 函数 所 张 成 。 但 是 ， 在 某 种 意义 下 ， 
属于 9u (N) 的 函数 均 满足 函数 方程 ， 例 如 ， 
当 Т, Æ MN) 上 的 运算 以 〈7。)x 表示 时 、 
de У) (TO = H det (1 — (T,)P” + 


ns 
Rye)" 满足 某 一 函数 方程 ( 志 村 )。 
将 属于 同 余子 群 ' 
Tow) = [(2 5)esta, 2):c=0(mod м) 
的 一 《 维 自 守 形 式 的 空间 以 MON) 表示， 
则 Diy (TON) 3 f(r) = 2a, ett 仍然 是 均 不 
属于 任何 的 (2, &, 7), 然而 oU CUN) 是 由 
使 Kr/VN) = Xa," RF GIN ‚А, 7) 
的 那些 1(r) 所 张 成 ， 更 确切 地 说 , Su, (T (ND) 
是 由 满足 如 下 条 件 的 fo) = Lage" 所 张 成 : 
1) eC) = awn 具有 Euler 无穷 乘 积 表示 
eG) = I a ре TT = ap 
D E 


+ pty; 
2) 满足 函数 方程 RCG) = 7 R(X 一 :), 其 中 
RG) = Qx/V/ N)"TG)gG): 3) SAEZ 
任意 的 原 特征 标 (其 前 导 子 f 与 N 互 素 ) 及 RG, 
3) = Qa/ VNPT) Ea XG)7 В}, Яй 
数 方程 RG, = ORs, XXe] = 1) 成 立 
GERD. RZ, 2), 3) 刻 划 了 对 应 于 IG 
€ 9t, (Ta (N)) AY Dirichlet 级 数 p(s) (Weil). 
还 有 , Ma(To(N)) 是 由 Q 上 的 定型 四 元 代数 的 
范 数 形式 的 9 函数 所 张 成 (Eicher), 

假如 将 上 述 的 对 应 G= Za, "—e() 一 
Dean, 不 作为 Mellin 变换 、 而 索性 有 意识 地 
作为 以 Hecke 算 子 为 媒介 的 对 应 ， 就 可 导出 
由 Hecke 算 子 定义 的 《 函数 ， 当 对 于 由 不 连续 
ВГЖХ Hecke RF 7,, 并 有 Hecke 算 子 环 
A 的 表示 空间 吸 时 ,我们 将 CCF T, EM 
上 的 运算 的 矩阵 记 为 CT.) = (Та, HRE 
降 值 函 数 > CT en” 为 由 Hecke 算 子 定义 


的 + 函数， 如果 T ГОМ), MCMC), 
dim M = 1, 则 PCs) = Dan BERE LIA 
的 一 个 特殊 情形 。 这 个 定义 的 一 个 优点 是 , 对 
于 群 T 只 要 能 够 定义 Hecke 算 子 的 概念 ,就 总 


能 定义 函数 (例如 , RETARAARAY 
Fuchs 群 )。 这 样 一 来 , мга О Б 
的 四 元 代数 @ 的 单元 群 所 给 出 的 Fuchs 群 , M 
为 关于 的 自 守 形式 空间 时 , 就 定义 了 “ 函数 
XXn (Eichler)。 另 外 , HAE O WERI 
B J, 上 的 积分 表示 式 ,仿照 岩 沈 -Tate WHE, 
能 够 导出 其 函数 方程 ( 志 村 [32])。 更 进一步 ， 
由 代数 几何 的 观点 来 考虑 Ta 这 时 M 成 为 所 
有 一 2 维 尖 点 形式 组 成 的 空间 S, 可 以 证 明 ; 
LG) EG — 1) dC 3X T De n7) = Gs) EG 一 
ен а = (тере + (во) 


与 由 了 定义 的 Riemann 面 的 某 个 模型 的 代数 曲 
线 的 Hase Ç 函数 (除去 常数 倍 以 外 ) 相 等 
(Eichler [9], 志 村 (321). 

щ эл 为 所 有 —k 维 尖 点 形式 组 成 的 空间 
S, it, ZET AH oN) PON) 及 四 元 代数 所 生 
成 的 情形 ,已 阐明 了 de CT Dean КЛ. 
何 意义 ( 久 贺 道 郎 , 佐 芯 干 夫 , 志 村 , 伊 原 康 隐 ). 
由 这 些 事实 , 使 我 们 可 以 利用 Hecke 算 子 来 表 
KCT Der EHE Galois 扩张 中 的 素数 ?的 
分 解 ( 志 村 (351, AR [19])。 这 些 工作 给 出 
ТАР Abel 类 域 论 的 首 批 例子 。 

4 T 为 代数 数 域 上 的 可 除 代数 D 的 单元 
群 ,i 为 自 守 球 函 数 空间 时 ,函数 本 (T。) an” 
是 DD 的 玉河 5 函数 . 

Eichler、 志 村 、 清 水 所 研究 的 在 四 元 代数 情 
形 的 与 自 守 形式 相伴 的 《 函数 ，Weil，Jacquet 
及 Langlands 所 研究 的 G L, 89 C 函数 也 都 是 由 
Hecke 算 子 定义 的 《 函数 . 

此 外 , 根据 表 1 的 对 照 可 知 ， 这 种 形式 的 
t 函数 能 够 看 成 是 代数 数 域 的 工 函数 的 类 似 或 
推广 。 


* 1 


RRR k MER MERX 


кїй б Hecke 环 ， 表 示 空 间 щт} o 
Nat 
зак. 
自 守 形式 
等) 


XXn 
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fiin, 正如 5(s) GR LG)) RET 因子 后 
可 表 为 的 伊 代 尔 群 上 的 积分 的 形式 一 样 ， 
Z(T,)an~* 乘 上 T 因 于 也 能 表示 成 G 的 伊 代 尔 
群 上 的 积分 的 形式 . 

此 外 , 关于 非 正则 的 权 为 一 1 WAFER, 
N. Мааз 考虑 了 因子 为 TC2/ 2 或 T(G + 
1)/2 关 的 实 二 次 域 的 具有 类 特征 标的 工 函数 . 
PAR FER BR k BJ AM L GO E 
代数 的 《 函数 与 多 变数 的 ( 非 解析 的 ) 自 守 形 式 
之 间 的 关系 进行 了 研究 ,并 由 新 的 观点 来 研究 
Gauss 和 的 互 反 律 ([17]). 

【 单 变量 代数 函数 域 或 代数 曲线 的 同 余 E 
函数 】 设 K 是 以 有 限 域 《 为 系数 域 的 一 个 给 
定 的 单 变量 代数 函数 域 , 由 和 

кю => Scy 
所 定义 的 复 变数 s 的 函数 Cx(s), BARRE 
数 域 К/А 09 C BR (zeta function of algebraic 
funcion field К/К), RMAHAR C 函数 
(congruence zeta function), 其 中 У) 为 对 天 的 全 


部 整除 子 a 求 和 , 范 数 N(a) 定义 为 NC(a) = 4^, 
q 为 不 的 元 素 的 个 数 , 1H a 的 次 数 。 

(ARS 函数 是 由 Arin 仿照 Riemann Ç R 
数 及 Dedekind “ 函数 最 早 引进 的 (1924, 111), 
后 来 通过 Schmidt, Hasse, Weil 等 人 的 研究 , 才 
ЖЇН TREC 函数 的 许多 类 似 于 Ricmann“ 
函数 的 性 质 。 而 且 在 这 种 情形 相应 的 Riemann. 
猜想 : ¿GD 的 零点 在 直线 Ren 1/2 上 ,得 到 
了 肯定 的 解答 (Schmidt [27], Hasse [11], Weil 
[45]). 

令 qU = <, 将 本 节 第 一 个 等 式 的 右 端 改 
7835 и 的 寡 级 数 ， 并 应 用 Riemana-Roch 定理 '. 
那 末 , 这 个 寡 级 数 在 lu |< q”! 时 是 收敛 的 ,并 
且 与 形 如 PGO/( — 00 一 qu) 的 有 理 函 数 
相等 。 这 里 , 当 K 的 亏 格 ' 为 时, PC) 是 “的 
2g 次 的 多 项 式 . 这 个 有 理 函 数 也 称 为 K/ 的 
BAS 函数 , HU 70и, K/k) 表示 .因为 在 这 
样 的 变数 * 到 w 的 变换 下 ，Res 一 1/2 对 应 于 
lul = а, ВТ, Riemann 猜想 就 等 价 于 : 
ри) 一 0 的 根 在 圆周 |4] = 477 F. HOW 
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ROR K/h 的 模型 , 即 是 在 《上 定义 的 完备 且 
无 奇 点 的 代数 曲线 , 则 Z, K/k) fü C 的 同 余 
“函数 Z(u, C) (后 述 ) 一 致 。 这 就 是 说 , “Ж 
示 


4 a Sy 
3,826 C) àv 


时 , N. 为 曲线 C 上 的 坐标 取 自 《 的 m 次 扩 域 
k. 的 点 的 个 数 . 

设 7 为 c 的 在 《上 定义 的 Jacobi Ж', 
pil) 为 典范 映射 .假定 c 具有 有 理 点 ， 
而 ?是 在 4 上 定义 的 设 1 为 与 4 的 特征 P Á 
同 的 素数 ,固定 一 个 J 的 ladice ARR! 37, 
并 将 /的 自 同 态 < 的 !-adic 表示 ' 记 为 M (a), 
再 设 4 为 《的 元 素 的 个 数 , 并 将 / S 1 
AA (я) 一 Ge) 记 为 x， 那 末 , M G) 的 特征 
多 项 式 det (1 一 Mi(x) u) 为 有 理 整 系数 多 项 
R, 并 有 
(ж) 20и, C) 

一 det(1 — Min )u)/C. — u) — qu) 
BRI. 由 (*) 和 Castelnuovo 5188", Weil 证 明了 
Riemann 猜想 (Weil [45])。 XER (+) 可 看 
出 , Weil 猜想 (后 述 ) 对 于 这 种 曲线 C 成 立 , 

URES 函数】 设 《 为 具有 9 个 
元 素 的 有 限 域 ，F 为 在 《上 定义 的 ”= 维 非 奇 完 
ФК. ШАШ т KIIKA ka 及 坐标 取 自 
km 中 的 了 的 点 的 个 数 为 Ne, 则 由 


e log Z(a,V) = У) Мын"! 


= 
及 初始 条 件 
200, И) =1 

所 定义 的 wx ОВА 20и, V), 称 为 有 限 域 《上 
КЖ V 的 同 余 5 函数 (congruence zeta 
function of algebraic variety V). 当 Y 为 代数 曲 
线 时 , Z(u, V) sk Z(47, V), SV HE k ERU 
数 域 (( 单 变量 代数 函数 域 ) kC(V)/k ER C ЖШ 
数 一 致 . 

БОБА: $ 函数 的 定义 , 是 Weil 给 出 
的 (1461), 关于 这 个 函数 Zlu, V), Weil 提出 
了 如 下 的 四 个 猜想 , 并 在 许多 简单 的 例子 中 证 
期 了 这 些 猜想 实际 上 是 成 立 的 . 


Weil 猜想 (Weil’s conjecture), 

1) ZC, V) 29 w HAR BR. 

2) Z(x, V) 满足 函数 方程 : 

Zu), V) == x qw Z (и, V), 
这 里 整数 x 是 在 积 V X V dod fS TR a, 与 
自身 的 相交 数 ( 即 交 又 积 ! Ar ду 的 次 数 ), 即 
x= 10А, Ау). X VOS V 的 Euler-Poincaré 
示 性 数 '. 

3) Zlu, V) 的 零点 的 绝对 值 为 9“ 的 奇 
KE, 极点 的 绝对 值 为 q BAR. MA, 
若 设 Лао = 1,2, B4) 是 绝对 值 为 9 
的 零点 或 极点 ， 则 204, V) 可 分 解 为 
P,(u)Py(u) oni) 
Сир GO >= Pa) ° 


e) Z(u,V) = 


BA 
Pw) = П (1 — ahu), 特别 地 , Ри) 一 
1— u, PG) = 1 — q'u, Н 1), 2) 推出 
х= $C OH... 这 个 猜想 是 关于 代数 曲线 


的 Riemann 猜想 的 推广 ,有 时 也 称 为 Riemann- 
Weil 猜想 ， 如 果 在 V 上 有 与 Lefschetz 的 不 动 
点 定理 相当 的 定理 成 立 ， 那 末 可 以 由 此 推导 出 
公式 (*), 而 B, 恰好 是 所 谓 了 的 Betti SHURE. 
在 这 个 意义 上 ，Weil 又 进一步 提出 了 如 下 的 猜 
4) 假设 VO 是 在 某 个 有 限 次 代数 数 域 K 
上 定义 的 非 奇 的 完备 代数 签 ，K 对 于 K 的 某 个 
素 理想 p 是 o 单纯 的 , LK VO 的 模 ? 约 化 
(reduction mod p) Jj У. 如 果 V^ (将 其 作为 
2n 维 的 实 解析 代数 往来 考虑 ) 的 4 维 Beni. Bk 
Ж BP, WA BP == B.G = 0, 1, 5 20. 
这 些 猜 想 中 的 1), 后 来 由 B. Dwork 作出 
了 肯定 的 解答 ([7])。 58 3) (绝对 值 猜想 ， 
或 称 一 般 的 Riemann 猜想 ) 是 一 个 困难 的 问题 。 
P. Deligne 于 1973 年 证 明了 所 有 这 四 个 猜想 。 
我 们 把 1) 一 4) 称 为 Weil-Deligne 定理 。 在 这 
之 前 , 在 代数 曲线 、Abel Ж, Grassmann 流 形 
(特别 包括 射影 空间 )\ 特 殊 型 的 超 曲面 等 情形 ， 
包括 绝对 值 猜想 在 内 的 _ Weit 的 这 些 猜 想 已 经 
得 到 证 明 . 在 证 明 Weil-Deligne 定理 的 许多 贡 


dm, RT BBP Weil.B. Dwork, A. 
Grothendieck, S. Lubkin 及 Deligne 的 工作 .对 
于 椭圆 曲线 的 早期 研究 一 [ 单 变量 代数 函数 域 
或 代数 曲线 的 同 余 函数 ]. 

Weil 对 于 由 aX$ + +++ au XI 一 0 所 
定义 的 超 曲面 证 明了 这 些 狂想， 他 的 方法 是 利 
用 Jacobi 和 来 定 出 Frobenius 射 的 特征 值 .这 
个 方法 的 原型 早已 见于 Gauss 【69], 它 与 分 
圆 域 的 数论 密切 相关 。 Weil 还 对 曲线 Y= 
TX + 6(2Se <f, Y #0, 540) 证 明了 
Hasse 猜想 (一 [Hasse КОЙП). 这 些 方法 尽 
管 很 重要 (除了 Dwork 的 某 些 p-adic 的 工作 
外 ), 但 并 没有 引起 人 们 的 注意 ,直到 Weil 本 人 
最 近 又 重新 提出 这 些 方法 ([108, 1091) 才 引 起 
注意 ， 在 他 这 些 早期 研究 工作 之 前 , Weil 已 经 
建立 了 代数 几何 的 基础 , 发 展 了 Abel HARE 
W, 并 对 于 代数 曲线 及 Abel ШЕВА Y Weil 44 
48 (145, 102, 103])， 他 的 Abel Ж ЕЙ? 1-adic 
坐标 理论 是 Grothendieck 的 /-adic étale 上 同调 
理论 的 原型 。Weil 对 于 代数 曲线 和 Abel HE 
Vj Riemann-Weil 5818, 力 是 基于 Castelnuovo 不 
等 式 , 即 MCR) 是 正定 的 (一 [ 单 变量 代数 
函数 域 或 代数 曲线 的 同 余 “ 函数 1).。 

Weil 建议 ([104]), 可 能 通过 具有 Lefschetz 
不 动 点 公式 的 上 同调 理论 来 证 明 20и, V) 的 
有 理性 等 猜测 ， 以 及 可 能 通过 具有 某 些 确定 的 
性 质 的 Hodge 型 理论 对 于 一 般 的 族 来 证 明 
Riemann-Weil 猜想 ， 这 个 建议 导 至 J.-P. Serre, 
Grothendieck, G. Washnitzer, P. Monsky 等 人 的 
许多 研究 工作 。 设 А 为 代数 闭 域 , K 为 一 个 特 
征 为 零 的 域 , 称 为 系数 域 。 由 入 上 完备 的 连通 
Jc SM SUMI" Z* 分 次 有 限 维 反 交换 人 
КЖС BUS EC HE А Р V — H*(V) 
称 为 系数 取 在 K 中 的 Weil 上 同调 (Weil 
cohomology), 如 果 它 满足 下 面 三 个 性 质 : (1) 
Poincaré 对 偶 性 : AR л = dimV , 则 存在 一 个 
AGAH HO) e K, BER HV) x Hoi 
(V) -> H (V) 2 天 诱导 出 一 个 完全 的 配对 。 
(2) Kinneth AR: 对 于 任意 V, R Vi, B 
a @ b — Proj* (a) + Proj” (Б) 定义 的 映射 
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H*(V,) @ H*(V,) > H*(V, x V) RRA, 
(3) 与 代数 闭 链 有 良好 关系 : 设 CO) 为 了 上 
余 维 i 的 代数 疡 链 群 , 则 对 于 所 有 的 j, 存在 一 
个 基本 类 同 态 FUND: C(V) HIO), € 
在 了 上 具有 函 子 性 质 , 通过 Kiinneth 公式 与 第 
积 相 容 ， 且 交 与 上 积 有 可 相 容 性 ， 它 还 把 0 HE 
闭 链 e CV) 映 到 其 次 数 , 次数 可 看 成 天 e 
HPV) 的 元 素 . 

BF БВУ, Wed 上 同调 理论 存 
在 ， 那 永 我 们 就 能 够 对 于 射 F: — V 证 明 
Lefschetz, 不 动 点 公式 : 

(CF 的 图 象 ) OYA) vuv 

= У) C— Diu(F*|Hi(V)), 


= 
BünsbT Ё, LAR V, 存在 一 个 Wel 上 同调 
理论 , 我 们 就 可 以 把 Zu, V) 表 为 
P) : PG) * t t Pin) 

ZG V) m p o ТУЕП ХОШ 
Ж Pilu) = 4а((1 一 wx*)|IHi(V)),， Ж 
Frobenius 射 x: (х1) — (xf) TE V 的 上 同调 群 
HQ) 上 的 作用 x* 的 特征 多 项 式 (Weil [104], 
S. Kleiman [84], B. С. Mazur (86]), 

Serre, Grothendieck, M. Artin, Lubkin 以 及 
其 他 人 定义 了 1-adic dale 上 同调 HACV , QD, 
其 中 1 是 任 一 与 《的 特征 不 同 的 素数 ， 从 而 我 
们 就 有 上 述 Zlu, V) 的 公式 , 其 中 P) = 
dal — ия?) НС, QD). 正如 Grothendieck, 
Anin 及 J. L. Verdier 的 研究 工作 (1581) 所 
证 明 的 , EVELT KCC, B НМУ, 
QD 与 模 ， 的 好 约 化 V PO RRR 
Te У, HAV, ©) = HIM, Q), 其 
中 是 与 p 互 素 的 任意 素数 ), 则 HAV, О) = 
HV, 2) © zQ m. Rit, 假如 我 们 能 够 
证 明 多 项 式 Руби) 一 dal — ма*|НАСУ, QD) 
BF Zlul, 15 1 的 选取 无 关 , HA Pu) = 0 
的 所 有 根 PG 一 1，…，Bi) BRERA 
Qa?) Сни E, A, Weil W 
想 就 全 部 证 完了 。 这 就 是 Deligne 所 完成 的 工 
fF. 

RIF k 的 特征 p, p-adic étale 上 同调 并 非 
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Weil 上 同调 ; 但 晶 式 上 同调 (Grothendieck 和 
P. Berthelot [59]) 取代 p-adic 上 同调 , 并 且 是 
Weil 上 同调 。 

Dwork 广泛 地 研究 了 p-adic 分 析 ， 并 把 
Zlu, V) 看 成 p-adic BRETT B A p-adic 分 
析 来 进行 研究 。 他 用 这 种 p-adic 方法 证 明了 
Zu, V) 的 有 理性 .他 还 对 于 起 曲面 V 来 研究 
Zlu, V) 以 及 在 V 的 变形 之 下 Z (a, V) 的 变化 
(167]). 他 没有 直接 应 用 上 同调 , 但 是 , 他 考 
M Frobenius 射 在 某 个 p-adic 微分 方程 的 解 空 
间 上 的 作用 。Dwork 早期 思路 的 来 源 之 一 是 井 
草 的 结果 : FQ) EHIE y = x(1 — z) 
《4 一 z) 定义 的 椭圆 曲线 的 Hasse Witt 不 变量 
AQ) 适合 微分 方程 (1 — 2) (2: A/422) 十 
Q — 22)(44/41) — A/4 = 0, 

Dwork 的 思想 由 Washnitzer 和 Monsky 所 
继续 , 他 们 对 于 某 些 特征 P 的 仿 射 光滑 入 发 展 
了 一 种 de Rham 型 上 同调 Grothendieck 由 他 
们 的 方法 得 出 了 晶 式 上 同调 的 思想 。Lubkin 还 
研究 了 p-adic 理论 ([85]). 

Deligne 首先 对 一 些 初步 工作 作出 自己 的 
贡献 : 对 于 伊 原 康 隐 , APAR, HK 
志 村 五 郎 关于 Ramanujan 猜想 与 Riemann-Weil 
猜想 之 间 的 关系 的 某 些 结果 的 深入 研究 ， 应 用 
ТАБАТ АВЖ Р Abel WARY F 
K3 曲面 的 约 化 证 明了 Riemana-Weil 猜想 (独立 
于 Шафаревич 和 Пятецкий-Шапиро 的 工作 )， 
以 及 对 于 Hodge £t 1 0 ПЕВ T. Riemann-Weil 
猜想 ， 这 就 推广 了 E. Bombieri 和 H. P. F. 
Swinnerton-Dyer 的 工作 , 他 们 对 于 三 次 三 维 徐 
证 明了 这 个 猜想 ([61])。 Ddigne 把 这 些 初步 
工作 中 的 思想 加 以 发 展 ,例如 ,不 仅 对 单独 一 个 
HD, 而 是 对 于 所 有 "使 用 OHA), 结合 
R. A. Rankin 的 方法 ,应 用 Lefschetz 束 来 达到 
归纳 的 目的 , 以 及 应 用 他 自己 把 Lefschetz-Pham 
型 的 单 演 理 论 代 数 化 所 得 的 理论 等 思想 ,最 终 ， 
他 完成 了 Weil 猜想 的 全 部 证 明 . 
Weil-Deligne 定理 的 应 用 

(1) 解决 Ramanujan 猜想 (一 AFRO. 

(2) 三 角 和 的 估计 : 


| У] Еб. cur) 

eo CFR P 
«(a — D: pi, 

其 中 FOG, e, X.) € FAX, +++, X.) 是 不 


能 被 ?整除 的 4 次 多 项 式 , AR F 的 最 高 次 齐 
次 部 分 定义 P 中 的 一 个 不 可 约 光滑 超 曲 面 . 
这 就 推广 了 Weil 对 于 Kloosterman 和 的 估计 
([65, 105]) (一 HES BID), 

КЕ V 还 有 一 些 几何 性 质 反映 在 Zlu, 
V) 的 性 质 中 ,一 个 Abel HAMS BR Zlu, 
A) 决定 4 的 同 种 类 ([99])。 对 于 任何 代数 整 
Bo, nU CRUSH gt, MAE 
个 Abel Ж A/F,, 使 得 a 是 det(ul — x*]H! 
(A)) = 0 的 一 个 根 ([71])。Tate 猜想 ; ЖЖ 
r 的 代数 闭 链 的 上 同调 类 的 秩 等 于 Z(w,V) 的 
分 母 中 因子 (1 一 qu) 的 指数 ([98])， 他 还 利 
用 Hasse “函数 的 极点 提出 了 有 关 的 另 一 猜想 
([98]). 

【代数 镶 的 同 余 Artin 工 函数 】 设 了 是 在 
有 限 域 — F, 上 定义 的 非 奇 完备 代数 入 ， 设 
G 为 了 的 双 正 则 双 有 理 变 换 + 构 成 的 有 限 群 , 其 
阶 数 为 N， 假 定 G 的 每 个 元 素 是 在 外 上 定义 
的 ， 另 外 , 确定 G 的 一 个 表示 R, 并 将 其 特征 
标记 为 Xx。 Ж УБЕ ХВ W = VG, 
并 将 自然 映射 ”一 W id He, 

DIA PS DEUS (x) 一 Cx") 的 象 
AM", 设 双 有 理 变换 ce G 的 象 为 Xa HF 
v(a) = I(T" - X4). 这 时 ,由 

2 tog L(u, V/G, X) 

du 


- > (E xomo er, 


L(0, V/G, X) = 1 
所 定义 的 函数 Llu, V/G, X) = Lx(u) 称 为 同 
fx Artin L 函数 (congruence L-function of 
Anin) CV 为 曲线 的 情形 见 (451). 分 别 以 V 
RW ЖКУ RW EI AU ABER 
数 循环 所 组 成 的 集合 。 玉 的 元 素 * 为 V 的 有 
理 点 的 全 体 共 轿 元 素 Po +++, Р, 的 形式 和 : 
х= УР. RH, КОР) іа AG). EFW 


元 素 ),， 也 可 以 同样 地 定义 4(>)。 这样 G 自然 
地 作用 于 V 上 ,并 由 EXTAT AW WA 
ARH ©. BIA Ф° 一 5(gE G). MTV 
的 元 素 r, D(x) = (g € G|gz = z) 称 为 x 的 
DBR. 44 GG) =yeWH, WAM DG) 
到 扩张 k(z)/k(y) 的 Galois BE G(k(z) /k(y)) 
上 的 自然 同 态 存在 。 它 的 核 记 作 1(x) 并 称 为 
x 的 惯性 群 。 D(x)/1(x) & GRE) Е 
循环 群 ， 它 是 由 x 的 Frobenius 置换 F, 生成 
的 ， 属 于 剩余 类 Р, 的 D(x) 的 元 素 也 都 称 为 
Frobenius 置换 , 它 只 有 (1(x):1) +. BU 


ху» = (5) жоо) аб, 


T, 


nC = (> R«)/ac:. 


1, 
这 里 x(y") 是 矩阵 RCF?) 的 迹 ， 它 仅 依赖 于 
у, 而 与 x 的 取 法 无 关 。 这样 就 有 


-3. log L(u, V/G, X) 
du 


= 3 А 
EE 
16, V/G, x) = [[ а — ВСЕ) 
[C ) II C CF Du 


成 立 ， 在 这 些 等 式 中 , y 遍及 W 的 素 的 《有 理 
零 维 代数 循环 , x EV 在 y 中 的 一 个 素 除 子 , 且 
h = (4G):41. 

对 于 这 样 的 Artin RL 函数, 也 有 许多 
ARH © 函数 及 代数 数 域 的 Anin L 函数 相 类 
似 的 性 质 CS. Lang [22], AM, J.-P. Serre 
(291). 特别 当 V/W 为 具有 Abel 群 G 的 覆盖 
时 , 还 有 与 类 域 论 相 类 似 的 理论 (Lang), 

此 外 , 还 定义 了 更 一 般 的 概 型 ' 的 $ 函数 和 
工 函 数 (Serre [30]). 

(Hasse Ç 函数 】 对 于 在 有 限 次 代数 数 域 
天上 定义 的 非 奇 完备 代数 位 F,， 设 以 天 的 素 理 
想 p 为 模 的 的 约 化 (reduction) 29 Ve, р Ж 
余 类 域 为 K,, 而 Zlu, Vs) 为 在 K, 上 的 V, 
WS 函数 , 则 由 无 穷 乘积 (除去 V, 没有 定义 的 
有 限 个 p) 

tG, v) = [[ ZNO, v) 
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所 决定 的 复 变数 + WORK LG, V) 称 为 在 代数 
КЫК EBSV ËJ Hase “函数 (Hase zeta 
function)。 关 于 这 个 函数 ， 有 如 下 的 Hasse Ж 
想 (Hasse’s conjecture) ([47]): 

CG, V) 在 整个 复 平 面 上 为 * 的 亚 纯 函 数 
并 满足 一 般 型 式 的 ( 即 与 代数 数 域 的 5 函数 、 工 
函数 等 的 函数 方程 相 类 似 的 ) 函 数 方程 . 

对 一 般 情 形 这 个 猜想 还 没有 解决 ， 但 是 ， 
在 V 为 如 下 的 入 的 情形 已 经 得 到 证 明 : 

1) HUB у = yz 6 < e < |, A 
0, 8 = 0) 所 定义 的 曲线 (Weil [461). 

2) АЯ BRIE MB HHA (Deuring), 

3) 具有 极 大 的 复数 乘法 的 Abel (Ш, 
志 村 -谷山 [31]). 

4) 代数 曲线 一 一 它 是 椭圆 模 函 数 域 的 适 
当 模 型 (Eichler [9], 志 村 [32]). 

5) 代数 曲线 一 一 它 是 由 有 理 数 域 上 的 不 
定 四 元 代数 的 单元 群 构成 的 某 种 类 型 的 Fuchs 
群 的 自 守 函数 域 的 适当 模型 ( 志 村 1321). 

6) 以 5) 中 的 曲线 为 基 , 以 Abel ИЕ 
的 某 种 类 型 的 纤维 从 +( 久 贺 - 志 村 1201). 

7) 以 4) 中 的 曲线 为 基 , 以 椭 贺 曲线 的 积 
为 纤维 的 某 些 类 型 的 纤维 从 (做 荐 、 伊 原 [16])。 

8) 5) 的 一 种 推广 , BD 5) 中 的 四 元 代数 B 
的 中 心 下 是 任 一 全 实 的 代数 数 域 ， 且 除去 一 个 
以 外 , F 的 无 限 素 点 均 为 有 中 的 分 岐 ( 志 村 )。 

9) 奇异 K3 曲面 , 即 具有 20 个 独立 极 化 
的 КЗ ВТ СШафаревич 及 Пятецкий-Шапиро 
[87, 90], P. Deligne [62]). 

在 这 些 情形 , 5(s,V) 可 用 已 知 函 数 , 即 代 
数 数 域 量 特征 标的 工 函 数 或 对 应 于 模 形 式 的 
Dirichlet 级 数 等 具体 表 出 。 由 于 这 些 函 数 的 数 
论 性 质 , 这 个 事实 就 具有 本 质 的 意义 ， 例 如 ， 
关于 自 守 形 式 的 Hecke 算 子 的 广义 Ramanujan 
猜想 +, 就 归结 为 关于 上 述 4)— 8088 NEN Weil 
猜想 .由 此 及 对 于 一 些 代数 曲线 的 Riemann 
猜想 成 立 这 一 事实 ， 实 际 上 已 经 证 明了 广义 
Ramanujan 猜想 , 特别 是 对 于 一 2 维 自 守 形式 
的 情形 ( 志 村 [32])。 此 外 , 关于 4), 5), 6), 
7), 8), 本 质 之 点 为 如 下 的 同 余 关 系 式 : T, 一 
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П + H* (Kronecker，Eichler， 志 村 )。 特别 对 于 
8)， 这 个 公式 与 利用 自 守 函 数 的 特殊 值 及 下 上 
的 类 域 来 构造 全 实 域 下 的 全 虚 二 次 扩张 上 的 类 
域 的 问题 联系 起 来 了 .实际 上 ,对 类 域 来 说 这 个 
公式 与 互 反 律 是 等 价 的 ( 志 村 ). 还 有 ,相应 于 例 
4) 及 5) 中 的 Hasse C 函数 与 Hecke 的 Dirichlet 
级 数 之 闻 的 关系 ，S.， S. Rangachari (1961) 和 
48155 — (1963) 研究 了 由 同 余 Arin 工 函 数 构 
成 的 Artin-Hasse 工 函 数 与 Hecke 的 Dirichlet PÑ 
数 之 间 的 关系 ， 

使 得 Hase“ 函数 显 其 重要 性 的 事实 之 一 
FE, ЧУ 为 代数 曲线 或 Abel Ж, CAUT 
代数 数 域 的 素 理想 的 分 解法 则 (Weil， 志 村 
[33,35], 谷山 [421)， 在 那 种 情形 ， 其 Hasse 
+ 函数 具有 如 下 的 数论 意义 。 

在 情形 9) ,奇异 КЗ 曲面 3 所 对 应 的 Abel 
簇 A 同 构 于 具有 复数 乘法 的 李 贺 曲线 EE 的 自 
乘积 E x … XE, BOS, 5) HEH CCE, 
4 人, 即 约 化 为 具有 量 特征 标的 Hecke 工 函数 . 

RC 为 在 代数 数 域 K 上 定义 的 完备 非 奇 的 
代数 曲线 , 设 为 在 K 上 定义 的 C 的 Jacobi Ж. 
对 于 素数 1, 固定 了 上 的 一 个 !-adic 坐标 系 Xi, 
并 设 K(J, Pm) 是 由 将 了 的 次 等 分 点 Gv = 1， 
2, +++) 的 坐标 全 部 添加 于 K 所 得 的 的 扩 域 . 
BBA, KU, 1")/K 是 天 的 无 限 次 代数 扩张 ,而 
且 是 Galois 扩张 。 相 应 的 Galois BEC, 17), 
通过 l-adic 坐标 Zi, АЖ d-adic 矩阵 表示 
с MX(o)，K 的 几乎 所 有 素 理 想 p 在 КСЈ, 
17)/K 中 是 非 分 歧 的 。 所 以 , 当 取 ?在 КСЈ, 
17) AU НЕА BR F P, PHY Frobenius 置 
换 


wa [Ea] 


是 唯一 决定 的 。 并 且 , 特征 多 项 式 da[1 一 М? 
《os)u] 由 p 唯一 确定 而 与 素 除 子 9 的 选择 无 
X, 故 把 这 多 项 式 记 为 Plw, С). 此 时 ， 对 于 
几乎 所 有 的 p, Plu, С) 是 不 依赖 于 1 的 有 理 
整 系数 多 项 式 ， 且 C 的 模 p 约 化 Č 的 “函数 
等 于 

Z(u, Č) = PG, С) — ) — qu). 


所 以 
ts, c) = рск)", COU 


— NO)“ — NOY) 
~ EOG —1) TT de a 


一 MFCoe)NCP)-). 
这 里 , 如 果 不 计 MF 为 1-adic RAUB KU, 
7=)/K 是 无 限 次 扩张 这 两 点 , 则 乘积 IIdet(1 一 
MfGS)NGQ)7) 具有 和 Anin 工 函 数 同样 的 表 
ж. 因此 , 如 果 我 们 能 够 将 5s,C) 具体 表示 
出 来 , 那 末 素 理想 在 КСЈ, 1) 及 K 的 中 间 域 中 
的 分 解 形式 就 完全 清楚 了 . 实际 上 , 例 1) 一 8) 
均 为 《 函数 可 以 具体 表示 出 来 的 情形 , 由 此 已 
经 导出 等 分 点 域 KU, 7))/K 的 数论 与 Hecke 
算 子 的 特征 值 之 间 的 关系 ， 因 而 ， 对 于 曲线 和 
Abd Ж, Сб, V) 和 某 些 数 域 的 数论 有 密切 的 
关系 ,但 是 , 除了 很 少 的 情形 外 , 还 不 知道 对 其 
他 类 型 的 簇 是 否 存在 类 似 的 数论 关系 ， 

佐 芯 猜想 ， 设 E 为 在 有 理 数 域 上 定义 的 椭 
圆 曲线 , 其 Hase ¿ 函数 具有 如 下 形式 ; 

EG, E) ~ ОЮ О — D Ira — көрт) 


x G — 247). 
жш, In m lz l= V P. iLL n = М Ре”, 
я, = Pet < 0, < х). HEARNE LF 
计算 机 研究 了 当 ?在 素数 集合 中 变化 时 ，6, 的 
分 布 , 并 得 出 了 如 下 的 经 验 公式 : Blo, 08 
属于 L0, 22] 的 任意 区 间 , 假如 E 不 具有 复数 
乘法 , 则 

tim 小 于 * 且 使 9,€ [e, p) WRN p TE 
©“ 小 于 的 素数 个 数 


一 三 人 seen. 


BRACE. 当 E 具 有 复数 乘法 时 , 对 于 
半数 的 p, 0, Æ (0, х1 区 间 中 的 分 布 是 一 至 
的 , 而 对 于 剩 下 的 一 半 p, Ө, 29 «/2. AF MERE 
猜想 , 有 Тас, WAR (1511) 等 的 研究 . 
对 于 定义 在 具有 有 限 常数 域 的 函数 域 上 的 
MER, H. Yoshida([110]) 提 出 了 类 似 的 狂 
想 ， 并 证 明了 在 以 下 两 种 情形 猜想 是 成 立 的 : 


《1) 其 不 变量 在 F, 上 是 超越 的 椭圆 曲线 ,(2) 二 
维 Abel А, 其 Enda(4) НЮР Q 上 的 四 元 
代数 , 而 其 模 域 (ficld of moduli) 在 F, 上 是 超 
越 的 . B. J. Birch[ 60] 讨论 了 一 个 类 似 的 问题 . 

【形式 群 及 函数 】 设 C 为 Q 上 一 维 
Abd 簇 ( 即 具 有 有 理 点 的 椭 贺 曲线 ), 对 于 所 有 
ЖИР (包括 “ 坏 的 ”素数 ) 都 可 以 适当 定义 C 的 
Hase C ERIS P AF (Weil), 并 且 我 们 有 如 下 
形式 的 C 的 工 函 数 : 


LG, C) = Па — 67727 
E 


x [[ t — op" + р), 
rw 
式 中 ep = 0 R + 1, 1 — apu pu! = P, (u, 


с). RIN LG, c) 一 Sen, B+ 


=“ 


16) 一 5] гә^/п, 


E 


本 田 平 证 明了 [7 + f(y)) 是 系数 取 在 Z 
中 的 形式 (Lie) EE, 并且 , 这 个 群 在 Z 上 同 构 
于 这 样 的 形式 群 一 一 它 是 通过 把 C 的 群 律 关于 
适当 的 局 部 单 值 化 坐标 在 原点 作 罕 级 数 展开 而 
389] (1711) (1968). 对 4 函数 的 这 样 一 种 
解释 ,也 可 以 用 于 其 他 情形 ,如 那些 可 以 刻 划 为 
其 系数 给 出 群 律 标准 型 的 Dirichlet He RTE 
的 “函数 。 

(Selberg & 函数 ,伴随 不 连续 群 的 《 函 
数 】 设 TC 5L(2, R) 为 作用 于 上 半 复 平面 
H = (z = х + iyly>0} 的 不 连续 群 , B. 
T\H 关于 不 变 测度 dedy/y 的 面积 是 有 限 的 . 
мг 的 元 素 7 的 两 个 特征 值 为 相 异 的 实数 5,， 
EG = 1,5 < E) В}, y 称 为 双 曲 的 '。 将 s; 
记 为 NCY) 并 称 之 为 7 的 范 数 。 当 7 为 双 曲 元 
素 时 ，y"(n = 1, 2, 3, +++) 也 是 双 曲 元 素 . 
当 7 不 是 另外 的 双 曲 元 素 的 正 咽 时 , 7 称 为 本 
原 双 曲 元 素 。 T 的 本 原 双 曲 元 素 7 的 共 轿 元 素 
也 是 本 原 双 曲 元 素 , 并 与 7 有 相同 的 范 数 。 设 
的 本 原 双 曲 元 素 的 共 办 类 全 体 为 Pi P. ess, 
并 设 v, € P, 为 其 代表 元 素 。 另外 还 假设 已 给 
了 T 的 矩阵 表示 Y — M(Y)。 那 末 , 由 公式 


SHR зээ 


2:6,м)= TT IT de U- модо) 


i «2o 


给 出 的 : 的 解析 函数 称 为 Selberg ¿ 函数 
(Selberg zeta function) (Selberg [281)。 当 Г\Н 
ЖЮН ТЕН EAR ADAH, ZrO, М) 
具有 如 下 的 性 质 . 

1) ZrG, M) 可 以 解析 开拓 成 整个 复 乎 面 
上 的 阶 数 不 超 过 二 的 整 函数 . 

2) ZrG, M) Œ —a(n = 0,1,2,3, +++) 
具有 Onr 十 1)(2g 一 2)» 阶 零点 。 这 里 ,8 为 
Riemann  Г\Н 的 亏 格 . 除了 在 实 轴 的 (0, 1) 
区 间 上 可 有 有 限 个 零点 外 ， 其 他 的 零点 全 部 在 
Res 一 1/2 的 直线 上 . 


3) 满足 函数 方程 
Zr 一 2 M) 

= 2,6, M) 

— 

x exp(—vA(T\H) f rtan (ки)40), 
其 中 

C: dxdy _ - 
аст\н) j. 2 2026 = 2), 


z+ iy€H. 

性 质 2) 表明 Riemann 猜想 对 于 216, M) 
基本 上 成 立 。 其 证 明 是 根据 如 下 的 事实 : Ж 
TH 上 的 特征 值 问题 

¥(/x? + 8'/0y')u + hu = 0, 
“€ LINH) 
的 特征 值 2 不 能 是 负数 ， 

出 田 俊 疹 《1965》 应 用 这 个 函数 研究 了 实 
二 次 域 的 单元 分 布 问题 ， 

当 TAG 的 体积 是 有 限 的 ， 而 不 是 紧 的 时 ， 
也 可 以 同 祥 地 定义 Selberg С 函数 。 但 是 , 此 
时 G 的 西 表示 空间 L,(TNG) 在 不 可 约 表示 空 
间 的 分 解 具 有 连续 谱 , 因此 ， 这 种 的 Selberg 
“函数 的 性 质 与 T\G 为 紧 时 比较 起 来 是 很 不 
相同 的 。 作为 给 出 上 述 连续 谱 的 特征 函数 ， 
Selberg 定义 了 广义 Eisenstein 级 数 (generalized 
Eisenstein series), 34 T = SL(2, Z) 时 , 它 由 


2: IL 
cava ler + dl" 
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这 种 广义 Eisenstein 级 数 , 对 于 一 般 的 半 单 
代数 群 G 及 其 算术 于 群 T 也 可 定义 。 它 是 由 
Selberg, Godement, Гельфанд, Harish-Chandra, R. 
P. Langlands 等 进行 研究 的 ( 见 Woodshole 报告 
集 [54]). 

【[ 伊 原 ¢ 函数 】 命 为 一 p-adic BR, o, 
为 心中 的 整数 环 ，G 一 PSLCR) x РІК). 
假设 7 为 G 的 子 群 , 使得: Q) г 是 离散 的 
(2) TAG 是 紧 的 , (3) T 除 单位 元 外 没有 挠 
元 , (4) Ta (T 在 PSL, (R) 中 的 射影 ) 在 
PSLXR) Й, R. (5) TT dE PSLIQS) 中 
的 射影 ) 在 PSLAR) 中 稠密 , 则 T ec Га = Ts. 
fs X = {х 4 yl|y>0) 为 上 半 平 面 , T 通过 
Ta 作用 于 X 上 。T 在 x 上 的 作用 并 非 不 连续 
的 , GEERT = {7 erlr 到 T, 的 射影 
e PSL(o)} 在 X 上 的 作用 是 真 不 连续 的 。 对 
于 每 个 ze X, EXT, = (y ЄГЇт(ш) = z), 
UT, AE ZR (1). @ PO) = (6х1 
г, s QZ)}， 群 工作 用 于 后 (r) E, RAT У 
T, ега. @ PO POT. 假设 
Pe P(T) № z€ X RRA. 选择 T, 中 的 一 生 


成 元 7。 并 把 7 投射 到 T, h, FEE (人) 


e SLO SPESE SEE (2,0), i e he. 
我 们 用 ord 表示 的 赋值， 并 考虑 lord,(2) | 
这 个 秆 只 依 加 于 P, 我 们 用 deg(P) RRE. T 
的 伊 原 5 函数 Cara C-foncion) 就 定义 为 
z= I a eo, 


Perry 
伊 原 证 明了 
А 
П O =i — жи) 
-i ун 
Zl) = c4 070" 
其 中 4 Ep 的 剩余 类 域 的 元 素 个 数 ，& 是 
Riemann 面 TAX 的 亏 格 , H = (g 一 1)(q— 1). 
dm r 非 紧 但 商 T\G 有 有 限 体积 以 及 工具 
HREH, 我们 也 得 到 类 似 的 结果 . 
除了 (1 一 a)" 这 个 因子 之 外 ,这 个 公式 看 
来 好 像 是 Fe 上 定义 的 曲线 的 函数 的 Weil 公 
R. 伊 原 猜想 ZrO) 的 第 一 因子 总 是 Fe: 上 某 


代数 曲线 的 函数 , 并 且 在 某 些 情形 下 证 明了 
这 个 结果 1801. 2,00) 的 定义 与 Selberg bÑ 
数 的 定义 十 分 相似 , 但 是 Zr Qu) 的 性 质 却 和 
Ег 上 的 代数 函数 域 K HRA C 函数 的 性 质 祖 
似 。 从 这 个 性 质 以 及 其 他 一 些 证 据 ( 根 据 模 函 
数论 等 ) 出 发 , 伊 原 得 出 了 r 型 的 K 上 非 Abel 
类 域 论 的 表述 。 事实 上 他 证 明 在 某 些 特殊 情 
形 , 这 个 表述 十 分 完善 [76, 781. 

【伴随 前 齐 性 向 量 空间 的 “ 函数 】 ### 
夫 提 出 前 齐 性 空间 的 概念 , 并 且 定义 了 伴随 它 
的 函数。 他 的 计划 为 佐 茧 本 人 和 新 谷 所 完成 
188, 89, 96, 97]. 命 G 为 一 线性 代数 群 ,，V 为 
有 限 维 线性 空间 , p 为 一 有 理 表示 G > GLU), 
其 中 G, V K e 均 定义 于 Q 上 .三 元 组 (C， 
о, V) 称 为 前 齐 性 向 量 空间 (prehomogencous 
vector space), 如 存在 Vc 中 的 真 代数 子 集 S, 使 
得 Vc 一 5 是 一 个 单独 的 Gc 轨道 ， 代 数 集 5 
称 为 V 的 奇 点 集合 。 我 们 再 假定 G 是 不 可 约 
群 , s 是 了 的 不 可 约 超 曲面 。 命 V* X) V 的 对 
MARSA, p* 是 G 的 对 偶 ( 逆 步 ) 表 示 .， 这 
M, (G, о", V*) 也 是 一 个 前 齐 性 空间 , 并 用 
S* 表示 它 的 奇 点 集合 。 在 V 及 V* 上 分 别 有 相 
同 次 数 4 的 齐 次 多 项 式 P 及 0 使 得 5 一 {x € Х| 
P(x) = 0) 5% = (z* € V*|0(z*) = 0). P 
与 8 是 G 的 相对 不 变 式 , BD P(p(g)x) = Xg) 
PG) 及 Qlp*(g)x*) е ХС) ОСОТ 
g€ G, x €V Ka* € V*) 成立 , MXE G 
个 有 理 特征 标 . Ф G! = kerk = (ge G|x(g) = 
1). 用 Gk RAR Lic RE Gr 上 1 的 连通 分 支 , 命 
Vg — $e VU: UV, V& 59 = VEU 
UV? ЭЕ V. — S 及 Vk — S* $W SE kE 
TAZ. Ri, V: 及 V 是 Gk 轨道 。 我 们 进 
一 步 假定 Vx 人 NS 分 解 为 有 限 个 Gk 轨道 之 并 
集 。 令 了 工 一 GRN Gz, HAWK Vo K. Và rh 
的 T 不 变 格 工 及 L*, 考虑 下 面 s 的 函数 : 


et, о = |, IOPE Va, 


org.) =| IIG", 
ve 


以 及 


ао =]. HAY X) Кода, 


xét, 
ZTO", L*, 5) 
- Ja хо" РИСА 
r eL* owt 
Ah f Be f° 2y BUE V a R. Vk LAY Schwanz @ 
Bi, dx, dz" 分 别 是 Ye 及 了 和 上 的 Euclid W 
BE, dg 是 6 的 Haar 测度 .这 时 下 面 的 比值 
ZL) es, L), 
ES, 
ZI LTD gre, L) 
= n 
ШУ 


不 依赖 于 f 及 f* 的 选取 , 且 是 以 :为 复 变数 的 
Dirichlet 级 数 。 这 些 Dirichlet MR ECs, L) 及 
По, L) 称 为 伴随 前 齐 性 空间 的 《函数 (C 
function associated with the prehomogeneous space), 
考虑 |P(z)|° K. 10(х*)|' 00 Fourier 变换 , 我 
们 得 到 及 57 的 函数 方程 如 下 。 Dirichlet 级 
BE, 及 ST 可 解析 开拓 成 整个 :平面 上 的 亚 纯 
KUH LWE 


«uer (5 ss Ln) 


=G 7) аке 


1 


хер („ау —1 5) У) wigs, L) 


M mi 


Ah r AF rG) 一 H TG 一 cr 十 1)。 这 里 
- 

ils) Si, i < D) Ж OP oe — 10) 的 次 数 
<A 的 多 项 式 ， 且 如 及 co ERREF CG, o, 
V) 的 常数 . 

伴随 不 定 二 次 型 的 Epstein 5 函数 及 Siegel 
Dirichlet 级 数 是 上 面 定义 的 5 函数 的 例子 。 新 
和 谷 对 于 整 二 元 三 次 型 定义 了 这 种 “ 函数 , 并且 
得 到 了 关于 判别 式 为 ” 的 不 可 约 整 二 元 三 次 型 
的 类 数 的 浙 近 公式 , 这 公式 改进 了 Davenpor 的 
结果 1961. 
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K, JL (Euclid 几何 学 和 射影 几何 学 ) 


几何 学 [ 英 geometry 法 géométrie Ф Geo- 
теше (А геометрия AAi] 根据 Hero- 
dows 的 记录 ,在 古 埃及 当 尼罗河 泛滥 后 为 了 
重 整 土 地 而 需要 进行 光 量 。 因 此 ,他 所 用 的 
geometry 一 词 的 原 义 是 “丈量 土地 "的 意思 。 这 
样 ， 自 古 以 来 从 实用 的 目的 出 发 对 图 形 进 行 了 
研究 ，Thales 已 经 知道 利用 三 角形 的 全 等 来 间 
接地 进行 测量 。 Pythagoras 学 派 更 进一步 建立 
了 从 理论 上 证 明 这 些 问 题 的 基础 (一 古代 的 数 
学 ,希腊 的 数学 )。Euclid《 原 本 》(Stoicheia) 把 
直到 古 希腊 时 代为 止 的 这 些 知识 综合 整理 出 来 
而 成 为 一 个 逻辑 体系 .《 原 本 ?中 除了 关于 图 形 
的 知识 以 外 ， 还 包含 着 关于 量 的 一 般 理 论 ( 现 
在 的 实数 理论 的 原型 ， 第 V 卷 ) 和 数论 的 知识 
《第 VII 一 IX 卷 )， 而 对 这 些 问 题 的 证 明 也 用 了 
图 形 的 概念 ， 又 由 于 其 中 直接 研究 图 形 的 部 分 
最 多 ， 所 以 汉 译本 称 为 《几何 原本 》(“ 几 何 "是 
geo 的 音译 ) .总 而 言 之 ,几何 学 是 关于 图 形 的 数 
学 分 支 ， 但 是 在 古 希 腊 时 代 几 何 学 意味 着 全 部 
的 数学 。 由 于 这 个 原因 现在 还 经 常 把 géomètre, 
Geometer 与 “数学 家 "当做 同 义 语 来 使 用 ，B. 
Pascal 把 “细致 的 精神 ”( 法 esprit de finesse) 所 
表现 的 一 般 的 数学 思想 方法 , 也 用 “几何 学 的 
精神 ”( 法 esprit de géométrie) KARA. 

在 文艺 复兴 以 后 的 欧洲 ， 受 到 了 阿拉 伯 的 
影响 ， 代 数学 有 了 发 展 ， 而 且 在 十 七 世纪 以 后 
分 析 学 显著 地 发 展 起 来 了 ， 所 以 几何 学 与 代数 
学 和 分 析 学 成 为 独立 的 分 支 。 

可 是 正如 R. Descartes 所 强调 的 ([1]), Ж 
与 图 形 之 间 有 着 密切 的 关系 ， 在 空间 建立 了 坐 
标 + 后 图 形 可 用 数量 之 间 的 关系 来 表示 ， 反 之 ， 
数量 之 间 的 关系 也 可 以 用 图 形 来 表示 .这样 利 
用 坐标 就 能 把 图 形 的 问题 转化 为 数量 之 间 的 问 
题 ， 用 代数 的 计算 处 理 几何 问题 的 方法 ， 从 
S. F. Lacroix 以 来 称 为 解析 几何 学 (analytical 


geometry) (121). Descartes 的 思想 为 十 七 世纪 
分 析 学 的 发 展 打下 了 坚实 的 基础 ， 解 析 几 何 学 
在 十 八 世 纪 , 特别 是 由 于 L. Euler 等 人 的 努力 
有 了 显著 的 进展 (31), 把 希腊 的 Apollonios 
(公元 前 250 年 左右 一 ?) 等 人 总 结 出 的 贺 锥 曲 
线 ! 的 理论 ,作为 二 次 曲线 论 用 代数 方法 进行 了 
整理 。 再 利用 了 十 八 世纪 中 发 展 的 分 析 学 的 结 
果 , 在 这 个 世纪 的 末 叶 出 现 了 象 G. Monge((4]) 
这 祥 的 在 微分 几何 学 ?中 作出 贡献 的 先驱 者 . 

然而 ,我 们 并 不 能 说 对 于 一 切 几 何 学 问 
题 ， 采 用 解析 几何 学 的 方法 来 研究 都 是 最 适 
宜 的 。 相对 于 解析 几何 学 来 说 , 不 用 坐标 而 
直接 研究 图 形 的 方法 ， 称 为 综合 几何 学 Cyn- 
thetic geometry) SURE IL AIM (риге geometry), 
在 这 方面 ， 作 为 新 的 方法 从 十 七 世纪 开始 出 现 
了 由 G. Desargues, Pascal 等 人 提出 的 射影 几 
何 学 ', 十 八 世纪 以 来 由 J. V. Poncelet, L. N. 
M. Carnot 等 人 的 研究 , 使 之 继续 得 到 了 发 展 ， 
而 到 十 九 世 纪 ，J. Steiner 等 人 对 综合 几何 学 
比 解析 几何 学 更 加 重视 (一 射影 几何 学 )。 

另 一 方面 ， 很 早 以 来 Euclid 的 平行 公理 
就 被 作为 批评 研究 的 对 象 ， 但 是 到 了 十 九 世纪 
出 现 了 J. Bolyai, H. И, Лобачевский 等 人 提 
出 的 否定 这 个 公理 的 非 Euclid 几何 学 '"。 对 于 
相信 Euclid 几何 学 的 先 验 性 的 人 来 说 ， 这 是 感 
到 不 可 理解 的 事情 。 由 于 在 Euclid 几何 学 和 射 
影 几 何 学 里 能 够 作出 非 Euclid 几何 学 的 模型 ， 
因而 证 实 了 非 Euclid 几何 学 的 建立 ， 从 理论 上 
来 说 没有 任何 的 矛盾 性 (一 ЗЕ Euclid 几何 学 )。 

又 根据 解析 几何 学 的 方法 ， 物 质 空间 和 平 
面 分 别 表现 为 三 维和 二 维 的 Eudid 空间 + Е!, 
豆 ， 把 这 些 空 间 解析 地 一 般 化， 把 点 定义 为 具 
有 = 个 实数 的 组 Cn, ts te) 并 且 把 两 点 
Carsi aaa), Ons ccr Ya) 之 间 的 距离 定义 为 
(on — x! + ++ + (y, 一 1007, 这样 就 容 


PEF n ҖЕ Euclid 空间 Е", 研究 E, Е" 的 几 
何 学 分 别称 为 平面 几何 学 (plane geometry), 空 
间 几 何 学 (space geometry) 和 立体 几何 学 (solid 
geometry)， 同 样 地 ,研究 Е" 的 几何 学 也 就 是 
п Euclid 几何 学 (n-dimensional Euclidean 
geometry)。 而 且 也 可 以 研究 п 维 的 射影 几何 学 
和 п 维 的 非 Euclid 几何 学 。 把 这 些 几何 学 从 
群 ' 的 观点 统一 起 来 加 以 论述 的 是 F. Klein 的 
埃 尔 兰 根 纲领 [6])。 也 就 是 说 各 种 几何 学 是 
由 一 个 点 集 的 空间 5, 以 及 由 s 到 它 本 身上 的 
一 个 变换 群 'G 确 定 的 ,研究 5 的 子 集 ( 图 形 ) 的 
性质 中 对 G 来 说 不 变 的 性 质 , 这 就 是 一 种 几何 
学 (一 埃 尔 兰 根 纲领 ). 

B. Riemann 开始 使 几何 学 再 向 其 他 方向 发 
展 ([5])。 他 研究 了 п 维 流 形 ', 研究 了 作为 它 
的 特殊 情况 的 Riemann 空间 ! 和 它 的 几何 学 。 
这 种 几何 学 包含 着 不 一 定 是 Klein 意义 下 的 几 
何 学 的 内 容 。 Riemann 几何 学 更 进一步 发 展 为 
一 般 的 微分 流 形 ! 的 几何 学 ， 为 新 的 微分 几何 
学 + 的 发 展 提供 了 广阔 的 领域 (一 微分 几何 学 )。 

另 一 方面 , 把 Euclid《 原 本 》 的 公理 体系 现 
代 化 的 是 D. Hilbert 的 几何 基础 '， 它 成 为 现 
代数 学 公理 化 的 先驱 。 由 圆锥 曲线 论 开始 的 代 
数 曲线 论 发 展 为 一 般 代 数 流 形 * 的 研究 , 即 代数 
几何 学 ', 它 与 分 析 学 及 代数 学 进一步 相 结 合 、 
正在 迅速 地 发 展 着 (一 代数 几何 学 )。 

此 外 , 自 上 世纪 末 叶 以 来 取得 很 大 进展 的 
拓扑 学 +， 对 全 部 数学 的 发 展 有 着 重大 的 影响 
C 拓扑 学 , 微分 拓扑 学 ). 

这 样 ,现在 几何 学 已 卷 透 在 全 部 数学 之 中 ， 
它 虽 然 与 代数 学 、 分 析 学 不 容易 完全 区 别 开 ,但 
是 在 数学 的 研究 中 ， 依 赖 于 图 形 的 直观 性 及 由 
它 进行 类 推 的 方法 ， 在 今天 也 没有 失去 其 重要 
【 参 】 (11 R. Descartes, Géométrie, Paris, 1637; 
[2] S. F. Lacroix, Traité élémentaire de trigonométrie 
rectiligne et sphérique et d'application de l'algébre à la 
géométrie, Bachelier, Paris, 1798—99, [3] L. Euler, 
introductio ad analysin infinitorum, Lausanne, 1748; 
(Opera omnia УШ, IX, 1922) (法 译本 : Introduction à 
l'analyse infinitesimale 1, H, Paris, 1835, 德 译本 : Einlei- 


tung in die Analysis des Unendlichen, Springer, 1885); 
[4] G. Monge, Application de l'analyse à la géométrie, 
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Paris, 1807; [5] B. Riemann, Über die Hypothese, welche 
der Geometrie zu Grunde liegen, Habilitationsschrift,, 
1854 (收集 在 B. Riemann's gesammelte mathematische 
Werke, Teubner, 1892); (6] F. Klein, Vergleichende 
Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen, 
Das Erlanger Programm, 1872 (收集 在 F. Klein, Gesam. 
melte mathematische Abhandlungen 1, Springer, 1921), 
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[Ж foundation of the geometry 法 
4& Grundlagen der 
Geometrie 4& основания геометрии 日 的 何 学 
KAM) 几何 学 本 来 的 对 象 是 图 形 , Alt wt 
究 它 必然 要 用 我 们 的 空间 直观 性 ， 可 是 直观 世 
有 缺乏 客观 性 的 情况 ， 因 而 在 明确 地 规定 了 定 
义 和 公理 的 基础 上 ， 排 除 直观 ， 建 立 纯粹 的 合 
平 逻 辑 的 几何 学 的 思想 , 在 古 希 腊 已 经 开始 ， 
Euclid《 原 本 》 就 是 在 这 种 思想 的 基础 上 形成 
的 .《 原 本 》 明 然 长 期 以 来 被 看 做 是 完善 的 逻辑 
体系 的 典型 ， 但 是 随 着 对 代 的 前 进 ， 特 别 是 十 
九 世纪 以 来 ， 数 学 的 批判 精神 有 所 发 展 ， 人 们 
注意 到 《原本 》 中 的 逻辑 性 存在 许多 缺陷 。 m 
然 关于 Euclid 的 平行 公理 的 研讨 和 非 Euclid JL 
何 学 + 的 建立 都 成 为 批判 (原本 3 的 推动 力 之 一 > 
但 是 作为 形成 Euclid 几何 学 本 身 的 基础 来 说 、 
《原本 》 中 的 公理 也 是 不 完备 的 。 十 九 世 纪 后 半 
叶 以 来 ,许多 数学 家 提出 了 可 以 用 来 代替 它 的 
逻辑 上 完善 的 公理 体系 , 其 中 由 D. Hilbert 提 
出 的 公理 体系 ([1]) 是 考虑 得 最 周到 的 
【Hilbert 的 公理 体系 】 Hilbert 把 空间 上 内 


9 (point) (用 4, B, C, --- RAR). 直线 
(straight line) (用 a, ó, c, +++ 表示 ) 以 及 平 
T (planc) (用 а, 8, y, +++ 表示 ) 作 为 不 定义 


的 概念 ', 并 令 在 这 些 概念 之 间 存在 着 “在 … 之 
上 ”、“ 在 … 之 间 ”、“ 合 同 ”、“ 平 行 ”等 关系 . 以 
下 的 五 组 公理 了) 一 V) 规定 了 这 些 关系 : 

I) 关联 公理 (Ж incidence axioms Ж 
Axiome der Verkniipfung). 

1) WRBA 4, BRA, 则 存在 一 条 直线 
a, ЖА, B 都 在 它 上 面 . 一 一 4“ 在 a。 上 ”, 这 
名 话 也 可 以 说 成 a。“ 通 过 ”4。 所 以 对 上 述 情 况 
也 可 以 说 。“ 通 过 ”4, B. 

2) 如 果 已 知 4, B 是 不 同 的 两 点 , 则 通过 
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A, B 只 有 一 条 直线 , 一 一 这 个 a RAHA, B 
“确定 ”的 直线 , 或 者 称 为 直线 AU B. 

3) 在 一 条 直线 上 至 少 有 两 个 不 同 的 点 . 
至 少 有 三 点 不 在 同一 条 直线 上 . 

4) 如 果 已 知 不 在 同一 条 直线 上 的 A, В, 
C 三 点 ， 则 存在 一 个 平面 a, 使 А,В, СЕ 
这 个 平面 上 。 在 任意 一 个 平面 上 至 少 有 一 个 
д. 点 А “fE a E^, 这 句 话 也 可 以 说 成 © 
“通过 "点 A. 

5) 如 果 已 知 不 在 同一 条 直线 上 的 A, 
B,C 三 点 ,， 则 只 有 一 个 平面 通过 4, В, 
С. 一 一 这 个 平面 o 称 为 由 А,В, C “确定 ”的 
平面 , 或 者 称 为 平面 4UBU C. 

6) 如 果 一 条 直线 。 上 的 不 同 两 点 А, В 
在 一 平面 a 上, 则 « 上 的 每 一 点 都 在 平面 “ 
Е. 一 一 这 时 就 说 “4 在 a。 上 ”或 者 “a 通过 a”, 

7) 如 果 两 平面 gc 和 8 有 一 公共 点 A, VU 
а, 86 至 少 有 另 一 公共 点 。 

8) 至 少 有 四 个 点 不 在 同一 平面 上 。 

H) 顺序 公理 (Ж axioms of order Ж 
Axiome der Anordnung). 一 直线 上 的 点 与 点 之 
间 的 相互 关系 , 我 们 用 "在 … 之 间 " 这 句 话 来 描 
述 . 

1) WR AB ERARA CZ”, M 4, 
B,C 是 一 直线 上 不 同 的 三 点 , 这 时 B 也 在 C 和 
AZIW. 

2) 如 果 已 知 4, C 是 直线 a 上 的 不 同 两 
点 , 则 可 在 直线 上 找到 点 В, 使 得 C 在 4 和 
BZW. 

3) 如 果 B 在 4,C 之 间 , 则 4 不 可 能 在 By 
© їй}. 一 -由 不 同 的 两 个 点 4А, В 所 构成 的 
集合 称 为 线段 segment)， 用 AB 或 B4 ЖЖ 
ж. 在 4 和 B 之 间 的 点 称 为 在 线段 AB 的 内 部 
Cinterior), A 和 B 称 为 线段 48B 的 端点 (end). 在 
通过 А, B 的 走 线 上 的 点 中 , 不 在 AB 的 内 部 
也 不 是 端点 的 点 , 称 为 在 AB 的 外 部 Cexterior). 

4) i A, B,C 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ， 
通过 А, В, C 的 平面 为 a, 。 是 a 上 的 一 直线 ， 
但 不 通过 4, B,C 这 三 点 中 的 任 一 点 . MR 
通过 线段 AB 内 部 的 点 , 则 它 必 定 也 通过 线段 


BC СА 的 内 部 的 点 (Pasch 公理 ，M. 
Pasch), 

M1), 2), 3) 可 以 证 明 以 下 事实 : 对 于 
一 直线 上 的 点 可 赋予 线性 的 序 ', 即 当 给 出 直线 
a 上 的 # 个 点 (x 2) 时， 如果 对 这 些 点 给 予 
适当 的 标号 A, А, 57, An, WATE 1< 
i<i<k<nB, A CT A, R ALIIS, 这 
样 给 出 标号 的 方法 只 有 两 种 (线性 顺序 定理 
(theorem of linear order)), NiO 是 直线 “上 
的 一 点 , A, B 为 a。 上 的 与 0 不 同 的 两 个 点 , 如 
果 4 = BRO ERB AB 的 外 部 的 情形 用 
A ~ BRA, ORE AB 的 内 部 的 情形 用 
A+ BRR, WES ~ 表示 等 价 关系 '。 并 且 
X 4A B,A т CN B ~ C. 当 4 ~ BH, 
A, B 称 为 在 se 上 关于 O WAM (side), 4 
ALB 时 , 称 为 在 异 侧 . а = (4114 ~ 4}, 
a" = (A"|A + A”), WA ama! + (0) + a” 
(集合 的 直 和 )。 把 ,a” 称 为 以 0 为 端点 (或 
者 从 0 发 出 ) 的 在 直线 a。 上 的 射线 (ray)， 用 4) 
可 以 证 明 下 面 的 事实 : dba 是 平面 a。 上 的 一 
直线 ， 当 4，B 是 在 a。 上 而 不 在 。 上 的 两 个 点 
时 , А == 8 或 者 在 线段 AB 的 内 部 没有 4 的 点 
的 情形 用 4 ~ BORA, ERE AB 的 内 部 有 
4 的 点 的 情形 用 4 + BER W ~ 是 等 价 关 
系 。 又 如 果 4yBi4xCc, 则 B~C. 当 
4 ~ 8B 时 ，A，B 称 为 在 a 上 关于 а HAM, 
щат B 时 ， 称 为 在 异 侧 。 把 a。 上 的 点 的 集 
AnH a 来 表示 , in o! = (Иа ~ a, 
a” = (A"| 4 + А), WH a= a + a + 2” 
(集合 的 直 和 ). af, o 称 为 以 “为 边界 boundary) 
且 属于 平面 "的 半 平 面 (half-plane). 

ш) 合同 公理 (Ж axioms of congruence 
4k Axiome der Kongruenz), 在 两 条 线段 AB, 
A'B' 之 间 , 用 AB = AB 表示 的 合同 Con- 
guent) 关系 成 立 . 《由 于 线段 是 作为 两 个 不 同 
点 的 集合 来 定义 的 , 因此 AB = ИВ", АВ = 
B'A', ВА = АВ', BA = B'A 这 四 个 式 子 的 
意义 相同 .》 关于 这 个 关系 , 下 面 的 公理 1)， 
2), 3) RX. 

D HA, B 是 直线 a 上 的 不 同 的 两 点 ,44 


是 直线 a 上 的 一 点 (а, а 可 以 相同 也 可 以 不 
FD, 如 果 从 A 出 发 的 在 a 上 的 一 条 射线 为 ai 
则 可 在 at 上 求 得 一 点 Bi 使 48 = A,B, — ik 
时 称 为 在 上 取 АВ, 合同 于 AB. 

2) ШЖ AB = AB, AB = A,B, WA 
A,B = 4h1B1. 一 一 由 此 可 以 证 明 线段 的 合同 关 
系 是 等 价 关系 。 

3) 如 果 4，B，C 是 “上 的 三 个 点 ，B 在 
4 C 之 间 ， A, By, C1 是 在 a 上 的 三 个 点 } В, 
在 Ау, C1 之 间 , В AB = ABi, BC = BC, 
WH AC = АС. 

WA, k 是 平面 о 的 两 条 不 
同 的 直线 。 双 是 从 o 引出 的 4 上 的 一 条 射线 ， 
同样 , K 是 从 Oo 引出 的 《上 的 一 条 射线 。 我们 
把 这 一 对 射线 的 集合 称 为 平面 "上 的 角 (angle)， 
用 ZQ, A RL, 5) 表示 。4，B 分 别 是 
如 ,如上 的 两 点 ,这 时 把 LOIS 2408 
或 简略 地 用 ZO Ж. MV A 称 为 这 个 角 的 边 
(side), RO 称 为 这 个 角 的 顶点 (veree)， 又 妈 
是 以 为 边界 的 属于 平面 < 的 一 个 半 平面 的 于 
Ж; K 是 以 为 边界 的 属于 平面 < 的 一 个 半 平 
THOTE. 这 两 个 半 平面 的 公共 部 分 称 为 角 
Zi, AD 的 内 部 (interior), 在 。 上 的 点 中 不 属 
+ ZQ, KO 的 内 部 ,不 是 顶点 ,也 不 在 角 的 边 
上 的 点 的 集合 称 为 这 个 角 的 外 部 (exterior)， 与 
ABW RA, 用 记号 = 表示 的 两 个 角 
ZK) 和 ZG, K) 之 间 的 合同 关系 成 立 。 
对 于 角 的 合同 关系 , 下 列 公理 成 立 。 

4) R204) 是 平面 “上 的 角 ， 记 是 平 
面 m 上 的 一 直线 (m 与 = 可 以 是 相同 的 , 也 可 
以 是 不 同 的 )。 01 是 石上 的 一 点 ， 从 Os 引出 
的 属于 名 的 射线 是 А, ШД h 为 边界 属于 on 
的 一 个 半 平 面 为 wd， 则 在 of 中 可 求 得 射线 kio 
ДОР, K) = ZG, kD). 并且 这 样 的 必 是 
唯一 确定 的 (这 时 称 为 在 半 平 面 Pu. HR 
ZG, KD 合同 于 ZG, 40 ).— 而 且 对 一 切 的 
й, Z Q^, KO = ZG, K BL. 一 一 由 此 可 
以 证 明 对 于 角 的 合同 关系 就 是 等 价 关系 . 

5) V A, В, С RA, By, C1 分 别 为 不 在 
一 直线 上 的 三 个 点 , MRA AB = AB, 4C 三 
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AQ, ZBAC = ZBAC, 则 ZABC = 
ZABIG. 
IV) 平行 公理 (Ж axiom of parallels Ж 


Axiom der Parallelen), Ж а, 6 是 两 条 不 同 的 
直线 , 或 者 既 在 。 上 又 在 上 的 点 只 有 一 点 P， 
或 者 不 存在 这 样 的 点 ， 不 论 那 种 情形 都 可 以 由 
关联 公理 12) 得 到 证 明 , 前 面 的 情形 称 为 a, b 
在 P 点 相交 (intersect), 用 aNb = РЖ. 后 
面 的 情形 如 果 a, b 在 同一 平面 上 , 则 称 a,5 平 
ff (parallel), 用 a/b 表示 .由 公理 DD 一 ID) 可 
以 证 明 : WR А, «在 同一 平面 < 上 , 且 4 不 
Ea E, 则 在 “上 存在 通过 4 且 平 行 于 a 的 直 
Rb, 平行 公理 是 要 求 这 样 的 直线 b 只 存在 一 
条 。 

V) Ж ЕДЕ (Ж axioms of continuity 
4k Axiome der Stetigkeit), 

1) WR AB, CD HERMAARE, W 
可 在 直线 AUB LIRA As А, cs 
Ay, #ЇФ CD = AA, = AA, = om Ag Ay, 
METE BE A, A, 之 间 (Archimedes 公 
理 ). 

2) 一 直线 上 的 点 集 ,在 它 满足 线性 顺序 定 
EE, 合同 公理 Ш 1), 及 Archimedes 公理 的 条 件 
F, 不 可 能 再 行 扩 充 。 即 直线 上 的 点 集 是 满足 
公理 11), 12), Ш1), V1) 的 ,但 是 把 这 个 
集合 再 扩充 ， 使 扩充 后 的 集合 满足 这 些 公理 是 
不 可 能 的 (直线 的 完备 性 公理 (KE axiom of 
linear completeness Ж Axiom der linearen Vol- 
lstindigkeit))。 一 一 由 此 可 以 证 明 下 面 的 完备 
性 定理 ( 甘 theorem of completeness ¿Ë Satz der 
Vollständigkeit); 空间 内 的 点 、 直 线 、 平 面 的 集合 
在 满足 公理 DIV), V1) 的 条 件 下, 把 这 个 
集合 再 添加 新 的 点 、 直线 或 平面 使 它们 还 满足 
以 上 公理 是 不 可 能 的 。 

【 相 容 性 】 Hilbert 列举 出 以 上 的 公理 , 并 
证 明了 这 个 公理 体系 的 相 容 性 和 公理 群 之 间 的 
独立 性 , 而 且 讨 论 了 这 些 公 理 间 的 关系 。 

Hilbert 关于 相 容 性 的 证 明 依赖 于 实数 理论 
的 相 容 性 (一 数学 基础 )、 即 反 用 通常 的 解析 几 ， 
何 学 的 方法 ,把 由 三 个 实数 的 组 (a, аз, n) Ж 
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示 的 点 ， 看 作 满 足 一 个 或 者 两 个 无 关 的 一 次 方 
程 的 Ga, x), x 的 集合 , 分 别 定义 为 平面 和 直 
线 , WR E … 之 间 ”,“ 合 同 ” 等 也 按 解析 几何 
学 中 的 定义 ， 则 可 以 在 实数 理论 中 作出 满足 所 
有 公理 D—V) 的 模型 ， 所 以 假设 实数 理论 是 
相 容 的 ， 则 可 以 证 明 公 理 D—V) 也 是 相 容 的 
(= ди). 

除去 最 后 的 V 2) ,满足 D—V1) 的 模型 ， 
不 是 在 实数 全 体 上 , 而 是 用 实 的 代数 数 ' 的 数 域 
R 代替 实数 域 尽 ， 同 样 也 可 以 作出 ， 因 此 在 
可 数 集 的 范围 内 可 以 证 明 D—V1) 的 相 容 
和 性。 而 且 也 可 以 用 按 下 面 定义 的 域 P. (tc Ro 
更 小 的 ) 来 代替 R. 一 般 地 , о 是 域 F 的 元 
ЖЕ, FO/1 + e ) HH FAY Pythagoras 扩 
张 (Pythagorean extension), 4 F 的 全 部 的 
Pythagoras 扩张 与 F 一 致 时 ,F 称 为 Pythagoras 
闭 域 或 Pythagoras 域 (Pythagorean field), £i 
如 上 面 的 R, Ro 都 是 Pythagoras 域 ,一 般 地 在 
“Pythagoras 域 上 的 解析 几何 学 中 ”公理 DD 一 IV) 
是 成 立 的 .可 以 证 明 ,与 存在 包含 任意 域 的 最 小 
的 代数 闭 域 ! 一 样 ,存在 包含 任意 域 的 最 小 的 
Pythagoras 4%, Py 定义 为 含有 有 理 数 域 的 最 小 
的 Pythagoras Яй. 

【独立 性 】 因为 在 Hilbert 的 公理 体系 中 ， 
关联 公理 D)、 顺 序 公理 H) 是 作为 叙述 M) 以 
下 公理 的 前 提 来 使 用 的 , 因此 公理 群 D，, ID 与 
其 他 公理 群 不 是 独立 存在 的 , 而 HD, IV), V) 
的 各 公理 群 分 别 与 其 他 的 公理 群 是 独立 存在 
m. 

关于 平行 公理 IV) 是 独立 的 事实 ， 由 非 
Euclid 几何 学 的 成 立 就 可 以 知道 (一 非 Euclid 
几何 学 )。IH5) 对 其 他 所 有 的 公理 是 独立 的 事 
实 ， 可 用 下 面 的 模型 来 表示 。 与 证 明 D—V) 
的 相 容 性 一 样 ， 反 用 三 维 的 解析 几何 学 的 方法 
来 定义 点 、 直线 和 平面 ,而 两 点 Саз, о, 3), 
Суз» y> Уз) ЇЙЇ ЇН ЕХ (i — yi + n — 
у + Gi у) + (а, — уЗ), dE ERE VT. 
的 几何 学 里 ,除去 M5) 以 外 ， 其 他 公理 都 成 
Yr, 但 只 有 Ш5) 不 成 立 。V 2) 对 于 其 他 的 公 
理 是 独立 的 事实 ， 可 由 上 述 的 R 或 证 上 建立 


的 几何 学 表示 出 来 , 但 是 VI) 独立 于 公理 群 
D—1V) 的 事实 ， 由 存在 非 Archimedes fyt 
Pythagoras 域 可 以 得 知 。 也 就 是 任意 的 非 Archi- 
medes 域 (例如 有 理 数 域 上 的 对 一 元 有 理 函 数 域 
上 按 非 Archimedes 赋值 所 给 出 的 ) 为 下 时 ，, 含 
有 下 的 最 小 的 Pythagoras 域 P 是 非 Archimedes 
的 , 虽然 对 于 P 上 的 解析 几何 学 来 说 公理 群 
D 一 IV) 是 成 立 的 ,但 是 V1) 不 成 立 ， 这 样 
V1) 不 成 立 的 几何 学 称 为 非 Archimedes 几何 
学 (non-Archimedean geometry), 

【完备 性 与 公理 间 的 关系 】 由 D—V) 所 
规定 的 几何 学 里 引入 坐标 +, 这 样 把 它 看 成 普通 
的 解析 几何 学 ( 即 实数 域 R 上 的 三 维 Euclid JL 
何 学 )， 那 么 就 可 以 表示 出 上 述 D) 一 V) 公理 的 
完备 性 。 引 入 坐标 时 在 本 质 上 是 运用 了 连续 性 
公理 У), 但 Hilbert 还 说 明了 下 面 的 事实 。 

i) 只 由 D 一 IV) 确定 的 几何 学 , 表现 为 某 
个 Pythagoras 域 上 的 解析 几何 学 。 

iD D, ID 与 IV*) 加 强 的 平行 公理 :“ 通 过 
不 在 一 直线 a 上 的 点 A, 存在 平行 于 。 的 直线 
а, 并且 只 存在 一 条 ”所 确定 的 几何 学 表现 为 关 
于 某 个 域 K( 不 一 定 是 可 换 的 ) 上 的 三 维 仿 射 儿 
LE 

ш) 上 面 的 域 K 是 可 换 的 充分 必要 条 件 是 
对 这 个 几何 学 ,以 下 的 Pascal 定理 成 立 :对 于 
图 1, 如 果 有 A'UB/AUB', B'UC/BUC', 
WA 4UC/AUC'. 


iv) 由 11) 一 13), ID, IV*) 确定 的 “二 维 
几何 学 "嵌入 由 D, Ш), IV*) 所 确定 的 三 维 几 
何 学 的 充分 必要 条 件 是 以 下 的 Desargues E 
理 成 立 : 在 图 2 中 如 果 有 4UB/ AUB, 
BUC/B'UC' , WA CU а/с Ча. . 


v) 如 果 11) 一 13), ID, IV*) 与 Pascal Ж 
理 成 立 , HH Desargues 定理 也 成 立 . 

vi) Desargues 定理 对 于 11)—13), ID, 
ш1)—Ш 4), IV"), V) 是 独立 的 。 也 就 是 说 
这 些 公理 成 立 , 而 Desargues 定理 不 成 立 的 非 
Desargues 几何 学 (non-Desarguesian geometry) 
是 可 以 作出 的 。 

虽然 关于 D, 10), IV*), Pasal 定理 及 
Desargues 定理 的 结果 属于 仿 射 几何 学 , 但 是 与 
其 相应 的 结果 对 于 射影 几何 学 也 成 立 〈 一 射影 
几何 学 )。 

【多 边 形 和 它 的 面积 】 对 于 有 限 个 点 
AG =0, 1,570, r), RBR A AG = 0, 
1,0, r — D 的 集合 (或 者 是 这 些 线段 上 的 点 
集 ) 称 为 连接 do, A, 的 折线 ( 德 Streckenzug), 特 
别 是 Ao 一 4 的 折线 称 为 多 边 形 (polygon), A, 
称 为 这 个 多 边 形 的 顶点 (vertex), RE AAi 
G= 0, 1 …，r 一 1) 称 为 它 的 边 (side). 项 
点 个 数 为 r 的 多 边 形 ， 称 为 > D (r-gon) 
(特别 是 == 3，4，5，6 时 ， 分 别称 为 三 角形 
(triangle), 四 边 形 (quadrangle), Ж] (pentagon), 
六 边 形 《hexagon))， 所 有 的 顶点 都 在 同一 个 平 
面 上 的 多 边 形 称 为 平面 多 边 形 planar polygon). 
相 邻 的 三 个 以 上 的 顶点 不 在 一 直线 上 ， 而 且 除 
相 邻 的 两 个 边 有 公共 的 顶点 以 外 ， 任 何其 他 两 
个 边 没有 公共 点 这 样 的 折线 或 多 边 形 称 为 单 的 
(simple), 以 下 把 单 的 平面 多 边 形 简称 为 多 边 
形 。 

由 这 种 意义 下 的 多 边 形 把 平面 分 成 内 部 
Cinterior) 和 外 部 (exterior) 两 部 分 ,这 是 Jordan 
曲线 定理 + 的 特殊 情况 , 但 是 这 个 定理 只 从 公理 
10)—13), ID 就 可 以 得 到 证 明 。 连结 一 个 多 
边 形 P 的 边 上 两 个 点 , 画 一 条 在 P 内 部 的 单 的 
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折线 ,可 以 得 出 两 个 新 的 多 边 形 P,P, (图 
3), 这 时 用 P= P, + P, 表示 , 称 为 把 P 分 解 
(decompose) 为 Py, Р. 当 把 Py, P, 再 进一步 分 
解 时 , 可 以 表示 为 P = Pi 十 … +P. SiH 
的 面积 Crea) 是 对 应 于 平面 上 的 多 边 形 P 的 正 
B mCP), УР, О 合同 时 , 有 mO) = mO), 
并 且 以 mCP, + P,) = mP) + m(P,) 作为 其 
TRUE. 如 果 在 两 个 多 边 形 P, О h, ЖР 
Bb ESQ QE OL BIS 
Qi, i Pe = Ox, 则 多 边 形 P, О 称 为 分 解 合 
FACE zcrlcgungsglcich)， 用 PzQ 表示 .又 对 于 
P, O 如 果 取 适当 的 P, Q, 使 得 P'zQ', (P + 
P)zCO 十 20)， 则 P, О fO Ee I GE 
exginzungsgleich), FH Peg 表示， 如 果 有 PzQ 
E PeO, 则 显然 有 m(P) — mCO), 而 且 在 公理 
D—IV) 的 情况 下 , 当 m(P) = m( 0) 时 ,可 证 


< 


图 3 


明 РеО. 又 当 有 公理 D 一 IV), V1) Н. тр) 一 
mCQ) 时 ， 也 可 以 证 明 有 P20. 也 就 是 说 不 用 
连续 性 公理 V 2), 关于 平面 多 边 形 的 面积 理论 
也 是 可 以 建立 的 ,但 是 对 三 维 以 上 的 情形 ,上 述 
内 容 不 成 立 。 对 于 体积 相等 的 多 面体 可 以 作出 
既 不 是 分 解 合同 也 不 是 补充 合同 的 例 于 M. 
Dehn ({2])). 

【利用 直 尺 和 长 规 的 几何 作 图 】 由 公理 
DIV) 确定 的 几何 学 可 以 表现 为 关于 Py- 
thagoras 域 的 解析 几何 学 ， 反 之 ， 关 于 任意 的 
Pythagoras 域 上 的 解析 几何 学 , 公理 站 一 IV) 是 
成 立 的 , 因此 所 谓 由 公理 站 一 IY》 存 在 的 “ 量 ” 
的 最 小 范围 ， 是 包含 上 述 的 有 理 数 域 的 最 小 的 
Pythagoras Ж Po. Hilbert 注意 到 把 “由 公理 
DIV) 存在 着 ”这 样 一 个 问题 转变 为 几何 学 
上 的 “利用 直 尺 和 长 规 的 几何 作 图 .所谓 长 规 
(В Eichmass) 是 一 种 工具 ， 当 给 出 定 长 * 时 ，、 
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能 够 在 从 4 点 引出 的 射线 AB 上 求 出 点 X, 使 
AX 一 x， 只 利用 长 规 和 画 直线 的 工具 《 直 尺 ) 
并 不 能 解决 所 有 用 直 尺 和 圆规 能 够 解决 的 作 图 
问题 (一 几何 作 图 问题 )、 可 是 当 = 是 Ps 的 任 
意 元 素 时 ,能 求 出 所 有 ex 的 长 度 。 Po 的 元 素 
是 只 用 平方 根 作 出 全 正 ! RO CEDE ROJO EUR 
正 的 ) 代 数 数 , 它 具 有 算术 的 特征 。 这 是 Hilbert 
曾经 设想 的 结论 , 由 E. Artin 做 了 证 明 (131). 

【关联 的 问题 】 虽然 Hilbert 的 几何 基础 
是 三 维 Euclid 几何 学 的 公理 论 , 但 是 很 容易 把 
它 推广 为 = 维 的 情况 〈 一 Euclid 几何 学 )。 而 
且 对 于 仿 射 几何 学 +， 射 影 几 何 学 !( 至 少 对 三 维 
以 上 的 情形 ) 也 有 组 织 得 很 好 的 公理 体系 . 
Hilbert 曾 指 出 对 于 二 维 的 双 曲 几 何 学 '"， 只 要 
把 上 面 的 公理 体系 稍 作 修改 即 可 〈[1] 附录 
Ш). REAA, 关于 一 般 非 Euclid 几何 学 ( 特 
别 是 椭圆 的 情形 ) 的 完备 的 公理 体系 尚未 被 人 
们 所 认识 。 另 一 方面 ,也 有 把 Euclid 空间 的 
运动 群 ' 表 征 为 拓扑 群 ' 而 根据 它 来 建立 Euclid 
几何 学 的 方法 (L1) KRIV). 又 G. Thomsen 
注意 到 Euclid 空间 的 运动 群 是 由 点 、 直线 、 平 
面 的 对 称 变换 而 生成 的 ， 他 利用 这 些 对 称 变换 
把 Hilbert 的 公理 改写 为 群 论 的 表示 方法 ([41). 
Hilbert 把 对 几何 基础 的 研究 引 向 了 数学 基础 " 
问题 的 研究 ([1] 附录 VIO, 


[5] 11] D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 
Teubner, 初版 1899， 第 七 版 1930; [2] M. Dehn, Über 
den Rauminhalt, Math. Ann., 55 (1902), 465—478; [3] 
Е. Artin, Über die Zerlegung definiter Funktionen in 
Quadrate, Abh. Math. Sem. Univ, Hamburg, $ (1927), 
100—115; [4] G. Thomsen, Grundlagen der Eleme- 
mtargeometrie, Teubner, 1933; (SIRE, ЖЕРЕ AS 
a, EBON RCP, 1935. 


Euclid 几何 学 [3% Euclidean geometry 法 
géométrie euclidienne Ж Euklidische Geometrie 
IÑ евклидова геометрия 日 2—2J5 Ff 
何 学 ] 【历史 】 从 十 希腊 时 代 起 就 有 人 试图 
把 物质 空间 的 几何 学 公理 化 ,而 Euclid? 首先 完 
RT (— 希腊 的 数学 ). 

在 Euclid 《几何 原本 所 记载 的 公理 中 , 称 
为 第 五 公设 (fifth postulate) 的 是 “两 条 直线 与 


第 三 条 直线 相交 ,在 第 三 条 直线 一 侧 的 两 个 角 
MARSA, 图 1 的 a, p) 之 和 小 于 二 直角 
时 , 这 两 条 直线 必 在 这 一 侧 相 交 ”。 如 果 按 《 原 
本 》， 把 一 平面 上 互 不 相交 的 直线 称 为 平行 的 、 
则 同 傍 内 角 之 和 等 于 二 直角 的 两 条 直线 是 平行 
的 (图 2)。 因而 ,过 不 在 直线 1 上 的 点 P 且 平 
行 于 1 的 直线 /存在 的 事实 , 由 《原本 》 的 其 他 
公理 可 以 得 到 证 明 , 但 这 样 的 ”只 有 一 条 的 结 
it, 须 用 第 五 公设 来 证 明 。 因为 在 与 《原本 
的 其 他 公理 的 关系 中 ， 第 五 公设 与 “平行 线 的 
唯一 性 ”是 等 价 的 ， 所 以 第 五 公设 也 叫做 平行 
AI (axiom of parallels), 利用 这 个 公理 可 以 
证 明 关于 平行 线 同 傍 内 角 之 和 是 二 直角 、 错 角 
相等 、 三 角形 的 三 内 角 之 和 是 二 直角 等 ， 在 《 原 
本 第 一 卷 最 后 的 Pythagoras 定理 的 证 明 中 ，, 第 
五 公设 起 到 了 重要 作用 。 如 上 所 述 这 个 公理 在 
Euclid 《原本 》 所 列举 的 公理 中 占有 重要 的 地 
位 ,所 以 ,有 时 也 称 为 Euclid 公理 (Euclidean 


axiom), 


Е 1 图 2 


然而 , 这 个 公理 在 《原本 》 的 所 有 公理 中 不 
RARE, 而 且 在 有 界 空间 中 ， 用 作 
图 来 验证 它 是 不 可 能 的 ， 所 以 它 成 了 各 种 批判 
的 对 象 。 最 初 人 们 想 从 《原本 》 的 其 他 公理 中 导 
出 这 个 公理 , 但 是 全 都 失败 了 。 终于 到 了 十 九 
世纪 出 现 了 非 Euclid 几何 学 , 这 时 才 明 确 了 这 
个 公理 与 《原本 》 中 的 其 他 公理 是 无 关 地 存在 的 
(= ЯЕ Eoclid 几何 学 )。 

所 谓 Euclid 几何 学 是 相对 非 Euclid 几何 
学 来 说 的 术语 ,Euclid 几何 学 意味 着 Euclid 公 
理 成 立 的 几何 学 .《 原 本 》 在 叙述 方面 也 有 一 些 
不 完善 之 处 ， 直 到 十 九 世纪 末 ,《 原 本 》 的 内 容 
才 得 到 了 逻辑 性 的 整理 (一 几何 基础 ). 从 今天 
的 数学 观点 来 看 ， 正如 下 面 所 说 的 那样 ,首先 


由 着 眼 于 刚体 运动 自由 度 的 H. Hedmholz 的 
思想 定义 运动 群 , RAR F. Klein 那样 ， 把 对 
于 在 运动 群 下 不 变 的 仿 射 空间 * 的 性 质 的 研究 
定义 为 Euclid 几何 学 ,这 是 最 自然 的 (一 埃 尔 
兰 根 纲领 )( 参 考 文献 之 一 , 有 安倍 亮 - 弥 永 昌 
吉 ,Proc.Imp. Acad. Tokyo, 19 (1943)). 

【运动 群 】 设 4" 是 有 序 域 '+P 上 的 EOS 
射 空间 ，B" 是 A" 的 r 维 子 空间 (n 2 r 2 0) 
(= 仿 射 几何 学 )， 设 B' 上 的 > 一 1 维 子 空间 
Ж В, BO Elo — 2 维 子 空间 是 B 
对 于 这 个 空间 的 序列 Bt BU, BU RR, 
вк! 把 B* 分 割 为 两 个 半空 间 " Ck = r, ns 
1), 设 其 中 一 个 半空 间 为 焉 .这样 得 到 的 ”个 
半空 间 的 序列 Hn, H, +H! 称 为 + 阶 的 半 
空间 链 (chain of half-spaces of rank ғ), 97 
表示 (n Sr > 1)， 而 且 这 时 H KAY WE 
半空 间 ,，B" 称 为 9 的 主 空间 .如果 存 在 A" 到 
其 自身 上 的 固有 仿 射 变换 +f , ICH) = Kt, 
W Kt, Ке", 556, K 也 成 为 + 阶 的 半空 间 链 。 
ECHN 表示, BEIO) m$. 

由 4" 到 其 自身 上 的 固有 仿 射 变换 的 全 体 
HRE A, 当 它 的 子 群 S 有 以 下 性 质 1), 2) 
时 ， 把 3" 称 为 % 的 运动 群 或 合同 变换 群 ( 关 
group of motions 4 Bewegungsgruppe), ®" 的 
元 素 称 为 运动 或 者 合同 变换 (motion), 而 且 
把 1), 2) 称 为 自由 运动 Ciree mobility) 公理 。 
1) WE n>r > ! 的 任意 自然 数 为 >， 如 果 
$, Se 是 任意 的 两 个 > 阶 的 半空 间 链 ， 则 存 
在 使 1(9") = fr 的 8" Ж}. 2) ШЖ 
97) =H, gO) = HG, GES"), 而 且 ? 是 
Y WESER A, WAG). 也 
就 是 说 ,把 D 映 为 AY 9* 的 元 素 即 或 存在 
两 个 以 上 ,它们 在 97 主 空间 上 的 效果 也 是 一 至 
的 。 特别 是 > 一 ”的 情形 ,满足 O = 的 
BS 的 元 素 是 唯一 确定 的 。 在 = 一 1 的 情形 ， 
有 形 如 f(x) 一 上 zx 十 <(aeP) 的 %' 的 元 素 
变 成 8: 的 元 素 ， 这 是 显然 的 。 Ho >2 的 情 
K, 为 使 满足 1), 2) Ww ТЕ S 存在， 
了 具有 下 面 的 性 质 是 充分 必要 的 :如 果 a2e Р, 
则 在 P 中 存在 满足 PRP te 的 = 。 当 域 


Euchd 几何 学 411 


P 具 有 这 个 性 质 时 ，P ШЖ Pythagoras i 
(Pythagorean eld), P 为 实 闭 域 K( 例 如 实数 域 ) 
时 ,就 是 Pythagoras 58. М 9" 存在 时 ,根据 上 
面 的 条 件 它 被 唯一 确定 . 左 P 是 实数 域 的 情形 ， 
假设 上 面 的 条 件 1) 只 有 当 r — x 时 成 立 , ЖБ 
么 可 以 导出 对 于 其 他 的 也 是 成 立 的 《M.S. 
Lie, Н. Weyl). 以 下 设 P 是 Pythagoras 域 , DI 
而 9" 是 存在 的 。 

现在 有 4° 2 B'Ə Bt(n >r > £ > 0), 
9 ЖЫЙ. Br HEZK 阶 的 半空 间 链 Ho 
Ht, ---, H', Tü B. H^ 是 在 BY 上 的 半空 间 . 又 
同样 对 于 r 阶 的 半空 间 链 锡 : Ko KS 
K' 来 说 , 当 i m ANA H 一 Ki Mr > i Skt 
1 BP H° 与 Ke 在 В бО 7R A 8936251) 这 两 
个 半空 间 是 由 B 所 分 成 的 , 把 多 用 ® ЖЖ 
ж. KO) 一 % 的 3" 的 元 素 f 称 为 B" 关 于 
Be 的 对 称 变换 或 镜面 反射 《 半 symmetry 4 
Spiegelung). 对 于 Br 的 效果 只 是 由 B* KME. 
特别 地 ,关于 л" 的 一 点 A= p 的 镜面 反射 
S, 称 为 以 为 中 心 的 中 心 对 称 变换 (central 
symmetry), 关于 A" 的 超 平面 А"! 一 4 的 镜面 
EB SG), KARFA 的 超 平面 对 称 变换 
Chyperplanar symmetry), W A" 的 所 有 超 平 面 
的 集合 为 HCA), 则 "由 (SCADA € HG) 
来 生成 . 又 sy S, 只 是 47 00 2-03 的 平行 移动 
(HD. 从 而 平行 移动 也 都 属于 9". 4" 的 平 
ABET 构成 9" ЕНЕ. Ур, q dn 
时 , 使 r(p) = q 的 S" 的 元 素 r 可 写作 ra. 
设 在 9 的 元 素 中 , 由 使 A" 的 一 点 不 变 的 元 
素 构成 的 子 群 为 0 时 , WA OF = „ор. 
所 以 一 切 的 О; 都 是 9° SEFERE, 从 而 是 同 
构 的 。g" 是 由 与 OT 所 生成 的 。 08 P 
围 的 w 维 旋转 群 (group of routions)， 一 般 来 
їй, 9 的 元 素 中 使 的 一 个 平面 4(0 < 
к< — 1) 不 变 的 元 素 所 构成 的 B HF BE, 
称 为 必 周 力 的 旋转 群 。( 也 有 时 把 其 中 的 只 由 
不 改变 空间 A" 的 方向 的 元 素 构成 的 于 群 称 为 
旋转 群 , 这 时 前 者 称 为 广义 的 旅 转 群 . ERE 
的 元 素 称 为 旋转 Croation). 

研究 在 9 T A" 的 不 变性 质 的 是 л 
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Euclid 几何 学 ， 由 于 有 WX 5 8", 所 以 仿 射 几 
何 学 的 诸 命题 (关于 各 维 平面 结合 的 性 质 等 ) 都 
可 认为 是 Euclid 几何 学 的 命题 , 但 是 另外 还 
有 Euclid 几何 学 本 身 所 特有 的 定理 。 还 有 , 由 
4" 的 相似 变换 + 和 В" 生成 的 A 的 子 群 ， 称 为 
A" 的 “扩大 的 运动 群 ", 研究 在 它 下 A" 的 不 变 
性 质 , 称 为 广义 的 n 维 Euclid 几何 学 . 


#'=5 (2) 


ë ай Ы 
а: ma 


CREWKE] X T А" 的 两 个 图 形 F, 
F', 当 存在 满足 KF) 一 ЕЙ FEB" 时 ， 则 称 
F, F' Y&R (congruent), 用 F = F' RA. 
合同 关系 是 一 种 等 价 关 系 ?。 设 A" 的 线段 为 
r= p Pa, 如 果 s mes, WRX s s 
长 度 (length) 相等 。 线 奴 的 长 度 不 外 是 其 合同 
类 的 名 称 . BBL * 的 长 度 用 |: | 表示 。 一 切 pp 
形 的 线段 都 是 合同 的 。 它 的 长 讼 是 lpp] = 0, 
给 出 以 p 为 起 点 的 射线 ,在 它 上 面 取 о, 能 使 
而 | 为 所 给 的 长 度 ， 这 时 q 是 唯一 确定 的 (图 
4 (a)), 若 + 在 线段 89 的 延长 线 上 ,那么 1p7| 
只 由 |p9| 和 197| 米 确定 (图 4(b))、 这 时 用 
pr lpg) + lar] 来 定义 长 度 的 加 法 . 根据 
这 个 加 法 ,长 度 可 构成 交换 半 群 ', 0 RENE 
元 , KAWEA l+ ll = lal + lel > 
s| = |a| 成 立 ,因此 这 个 半 群 可 扩张 为 有 序 加 
PBP (一群 ). 

9415] v 0, li ЕЖЕЛЕР, ЗЕМ Р ЖШ 
的 射线 上 可 取 4, r, (# Гра = s], lori 
|> IE. pr/pq = 5 ЖЕР ПЕЙЖ KA A 
只 由 121, D^ BERE, EXE, EXI: || 
= +, 把 2 PRIA Ls] 为 单位 Conic) 测量 | | 
所 得 的 量 。 它 是 P 的 元 素 , BEME P 为 
Archimedes 的 1, 因为 P 与 实数 域 的 子 域 是 同 构 
26, 所 以 可 以 表示 为 正 的 实数 (一 RIA 
ж. ATAU d+ Т С: 


l+ Ср, 171 #0, w Get: 
11р = А RE. 所 以 根据 “用 某 
个 单位 来 测量 "而 得 到 Р, 它 被 同 构 地 映射 在 P 
的 加 法 群 上 .又 以 某 个 [sl 为 单位 , 测量 |l, 
а р Те еее ВОДЕ Д, Д, А", n, 
EE P 的 这 些 元 素 之 间 齐 次 有 理 关 系 e, V, 
2",…) 二 0( 即 当 qp Cr r,r”, e) EA P 
的 元 素 为 系数 的 有 理 式 , pax pan", e) 
eG, x^, z”, 777) (a 是 一 定 的 有 理 整 数 > 0) 
时 , RAL, А, А", 后 等 于 0 的 关系 ) 成 
Xr, 那么 把 单位 换 成 其 他 的 任意 GE 0 的 ) 长 
E lal, 这 时 表示 s,s，, 5”, --- 的 量 即使 为 hs 
Му HQ Pas А, AS o) m 0 仍然 成 
立 ， 因 而, 它 也 可 以 用 dsl lhl” he) = 
0 来 表示 。 

【 角 和 它 的 大 小 】 从 一 点 0 引出 的 两 条 射 
£ OA, OB 构成 的 图 形 称 为 角 (angl) ЛОВ, 
用 二 408B8 表示 (图 5)。 O 称 为 它 的 顶点 
(vertex), O A, OB 称 为 它 的 边 (side), 合同 的 角 
具有 同样 的 大 小 。 ZAOB 的 大 小 用 | 一 4081| 
表示 。 它 有 时 也 用 一 个 字母 “ 表示 。 

ща Ip op DE: H' (一 射 
ROR) 是 给 出 的 二 阶 的 半空 间 链 时 , 在 HP rh 
作 射 线 OP 可 使 |ZPOR| — a (图 6), 这 样 的 
РО 是 唯一 确定 的 。 这 时 ZPOR 称 为 “属于 ” 
DW. XT ELA PUO. MR OR 所 在 的 一 
UOS K^, 射线 ОР 所 在 的 一 侧 表示 为 K', W 
ZPOR 可 以 认为 是 属于 S2: K?, K'A HNK? 
称 为 <POR 的 内 部 (interior)， 对 属于 一 个 9° 
的 两 个 角 ZPOR, СРОК, 4 OP s ОР, Be 
的 内 部 包含 着 后 者 的 内 部 时 ， 称 为 | ZPOR| 
大 于 |2POR|, Jj | ZPOR| > | ZPQR| X 
表示 。 这 个 关系 只 表示 两 个 角 之 间 的 大 小 关 


i E = 
D Е $ * 


ms 图 6 eat =e 


Ж. 角 的 大 小 , 由 这 个 大 小 关系 构成 线性 有 序 


R. 而 且 这 时 | 和 POR| HA | ZPOP| 与 
1ZPOR| 的 和 。 用 | ZPOR| = | ZPOP'| + 
|4POR| 来 表示 。 这 也 只 表示 这 些 角 的 大 小 
的 关系 ， 由 此 可 以 定义 角 的 大 小 的 加 法 。“ 充 
分 小 的 角 ” 的 大 小 ,根据 这 个 加 法 成 为 交换 的 
局 部 半 群 ( 即 对 于 充分 小 的 两 个 角 的 大 小 可 定 
义 它们 的 和 ， 而 且 定义 它 的 和 时 结合 律 成 立 )， 
并 且 ， 因 为 消去 律 成 立 ， 所 以 这 个 局 部 半 群 
可 以 扩张 为 线性 有 序 加 法 群 。 这 个 线性 有 序 
加 法 群 的 元 素 称 为 一 般 的 角 的 大 小 。 当 P E 
Archimedes 的 有 序 域 时 ， 这 个 线性 有 序 加 法 群 
也 成 为 Archimedes 的 ,从 而 取 一 定 的 角 的 大 
小 作为 单位 ， 可 以 用 实数 来 表示 任意 角 的 大 
№. 

把 слов 的 两 边 04, ОВ 反 向 延长 为 
04',0B' Kt, слов 5 Z4'OB АОВ 
1534 A0 B' 称 为 互 为 补 角 (supplementary angles), 
ZAOB 与 ZA'OB! 称 为 互 为 对 项 角 (vertical 
angles) (7). 如 果 确 定 了 互 为 补 角 中 的 一 
个 角 的 大 小 ， 那 么 另 一 个 角 的 大 小 也 随 之 而 
确定 。 所 以 对 顶 角 的 大 小 是 相等 的 。 两 条 直 
线 1, 都 与 一 条 直线 m 相交 时 , 如 图 8, 可 作 
出 八 个 角 a, 8,7,5, ap 7 8. xS 
Ус, p УВ, уут, 6 58, 称 为 同位 角 
(corresponding angles), а 53 y”, & 53, v 与 
а, 0.5 #' 称 为 错 角 alternate angles), 34 1, P 
平行 时 ， 同 位 角 或 错 角 的 两 个 角 的 大 小 彼此 相 


图 7 图 8 


当 一 个 角 与 它 的 补 角 相 等 时 ， 这 个 角 称 为 
直角 (right angle), 直角 是 存在 的 而 且 它 的 大 
小 是 一 定 的 .这 个 定 角 的 大 小 用 | ZR]. ZR 
表示 (这 个 角 的 大 小 也 称 为 直角 )。 在 A ABC 
fh, 当 |Z ABC] = )2R) t} (В 9), W 
14B8 + |BC|?=|CA|? (Pythagoras 定 
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TO. 也 经 常用 [ДЕ 作为 角 的 大 小 的 单位 . 
最 初 定义 的 角 的 大 小 是 指 比 2| ZR| 小 的 角 
在 这 些 角 中 比 | ZR| 小 的 角 称 为 锐角 Cone 
angle), Ш | ZR | 大 的 称 为 鲍 角 (obtuse angle), 
等 于 2] 人 R| 的 角 称 为 平角 (straight angle), 等 
于 4|R| 的 角 称 为 周 角 (perigon)。 如 果 P 是 
实数 域 时 ,对 于 任意 的 实数 д 存在 大 小 等 于 4 
IZR] 的 角 。 特别 是 有 时 取 (1/90) |< R| fE 
为 角 的 单位 , 这 时 把 这 个 单位 称 为 度 (degree), 
FA] ZR] = 90° X. 1? 的 1/60 称 为 分 
(minute), 1 分 的 1/60 称 为 秒 (second), 分 用 “ 
表示 , 秒 用 ”表示 .有 时 也 用 (2/x)| 和 RI 作为 
角 的 单位 。 这 个 单位 称 为 弧度 〈radian)，1 弧 
BE = 180°/x = 57° 17” 44.806" +++ = 57.3°, 
在 理论 上 常用 这 个 单位 , 弧度 有 时 也 用 rad Ж 
示 , 但 一 般 使 用 时 不 附 上 单位 名 称 。 


P. 


А 
A 
w 
c 


m» m 10 


【 正 交 坐 标 系 】 如 果 二 直线 1, m 相交 , WJ 
得 到 以 交点 为 顶点 的 四 个 角 ， 如 果 其 中 一 个 角 
是 直角 , 则 其 余 的 角 也 都 是 直角 ， 这 时 m 
是 垂直 的 《〈perpendicular)， 也 称 1, m 互相 正 交 
(orthogonal), 10911», i A" Ë: A" BY r RT 
空间 (1 和 ”< 和 ”一 1),! 是 4" 上 的 直线 , B. 
IN ar = 0, MR 1 与 通过 0 点 的 4 上 的 任意 
直线 正 交 , 则 ! ФИТ 4， 或 称 为 与 AER, 
记 作 11 4r (B10). # an 内 有 超 平面 As", 
则 通过 А" 的 任意 一 点 Р, 垂直 于 at 的 直线 
1 是 唯一 存在 的 。 ! 称 为 由 P 到 A BR 
(perpendicular), | N 4*7! 是 一 个 点 , 把 它 称 为 
由 P 到 A""' ВТЕ ЗЕЯ ОЕ В (foot of a 
perpendicular), 当 给 出 4 一 时 , 对 于 А" 的 任意 
点 P 有 由 P 到 4 所 作 的 垂 线 足 和 它 对 应 , 这 
种 由 А" 到 A”: 的 映射 称 为 由 4" 到 4 一 的 正 
射影 (orthogongf projection), 

给 出 4 的 = BESSA 9 Hn HIT 
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Н.Ж Нан О, 在 H 内 分 别 各 取 一 
点 ,1) 可 使 0U E, LOUE; G е j; i, j= 
1, +++, n). 4 le] 为 任意 给 定 的 长 度 单位 时 ， 
WA 2) |ОЕ,| = le]. 这 样 的 E, 是 唯一 确定 
S. 这 时 О, E, ---, E, 是 无 关 的 , Н 4" = 
OURU::-UE,, 因而 可 以 作出 以 O 为 原点 ， 
EG = 1,2, +++, п) 为 单位 点 的 标 架 忆 一 (0， 
Ene. ED. У RATER RB (orthogonal 
frame), RF UMAR 称 为 适合 (adapt) 于 
D" 的 正 交 坐 标 系 Corthogonal coordinate system), 
CEH 9" 唯一 确定 的 。 运动 是 把 正 交 标 架 映 
射 为 正 交 标 架 的 仿 射 变换 。 

如 果 使 用 正 交 坐标 系 ， 则 可 以 简单 地 表示 
出 长 度 及 角度 的 大 小 。 也 就 是 当 取 lel 为 单位 
时 , 则 连结 原点 0 与 X(x,… ,x。) 的 线段 的 长 度 


A(X)", иҗ ox 与 射线 ova = 


“л 
GO ts yo)) 所 构成 的 角 0 的 余弦 为 cos8 = 
Chay 0/1 Dy)". 特别 是 ,使 0 UX L 
OUY 的 充分 必要 条 件 为 本 wy; 一 0. 设 4" 的 


一 般 点 X 关 于 正 交 坐 标 系 的 坐标 向 量 OX 20 r, 
使 仿 射 变换 4 5 + b 是 运动 的 充分 必要 条 件 
AREXE! 因而 向 量 的 内 积 (z, 9) = 
Ery: 在 Euclid 几何 学 中 是 有 意义 的 。 如 果 


l| = VG, 9， 则 上 面 的 结果 可 以 记 作 
10X| = 121, cos Ө = (x, 5)/le] 161. 一 般 说 
K, IXY] = 16—01. EMH X, YZI 
Euclid ÆW (Euclidean distance) 或 者 简称 为 距 
离 。4" 成 为 具有 这 个 距离 的 度量 空间 !。 它 是 
Euclid 空间 !。 在 历史 上 用 Босна 距离 的 特性 
来 定义 一 般 的 度量 空间 (一 度量 空间 )。 
【面积 , 体积 】 在 4" 的 一 个 正 交 坐 标 系 
中 ,具有 0 rim 1G m 1,2, 55, п) 的 坐标 
的 点 集 称 为 (关于 这 个 坐标 系 的 ) 单 位 立方 体 
Cunit cube), FH 1" 表示 。 当 使 A" 的 广义 的 多 面 
dk! P, 0, +++ 对 应 于 非 负 实 数 的 泛 函 m 具有 
下 面 的 性 质 1) 一 4) hj, Mj m 称 为 = 维 体积 
volume), D m (@) = 0; 2) m(PUQ) + 
(РП O) = mCP) + m(9); 3) 若 P 经 过 平行 


移动 后 与 9 重合 , 则 m(P) 一 m(9);4) m(1") = 
1， 这 样 的 m 是 唯一 存在 的 , M P = 0 时 , 有 
m(P) = m( Q) 成 立 . 因 此, mCP) 在 Euclid JU 
何 学 中 是 有 意义 的 。 此 外 , 一 般 地 在 仿 射 变换 
Ко 4: +b 下 如 果 Р) = 9 , BJ m(0) = 
em(P), B. с 是 行列 式 | A| 的 绝对 值 abs| A|, 
WR P 包含 在 有 限 个 超 平面 的 并 集 之 中 ， 则 
m(P) 一 0。 如 果 P BV а, .……, о, HBA 
ЯТ", mCP) 一 absja…:ao|。 ПЖ Р ЖАА 
标 向 量 a... r. 所 确定 的 点 为 顶点 的 п HE 


1 tiet 
80, RI mCP) = Дан Lai] —®® 


多 面体 的 体积 ,是 把 它 分 解 成 单 形 后 ,把 各 个 音 
形 的 体积 相 加 来 求 出 的 . 当 P 是 如 的 维 多 面 
fk C0 < 二 几时 , 它 的 维 的 体积 ,是 属于 P 
的 维 单 形 的 (包含 各 个 单 形 的 z 维 空间 中 的 ) 
> 维 体积 的 和 .特别 是 当 ， 一 1 时 ,把 它 称 为 长 
BE Clengeh) (例如 “折线 ! 的 长 度 "等 )， 当 一 2 
时 (或 者 一 般 来 说 "> ^ 时 ) 把 它 称 为 面积 
Caca). BLL a, so 为 楼 的 > 维 超 平行 
О r 维 体 积 为 V WIRY Qu a) = оу, Ж 
и 一 Ja. 关于 多 面体 以 外 的 点 集 的 (各 维 
的 ) 体 积 概念 ， 可 把 原 概念 扩张 而 得 到 (~ 测 
m. 

【正规 正 交 化 】 oti A. а, 
ay cos а, Ж я PERME ОА, =, 
HEROA Hs, PH OU AU 4, 被 直线 OU A 
分 为 两 个 部 分 ,其 中 А, BEER — BUS Н, ++, 
A 被 超 平面 OU AU --- U 4。-1 分 为 两 个 部 分 ， 
其 中 4。 所 在 的 一 侧 为 H, 时 则 可 得 到 a 阶 
的 半空 间 链 9": H,, +t, Hay Н. 适合 这 个 
的 正 交 坐 标 系 的 单位 向 量 b b, sey b, 可 由 
ep so, 按 下 面 的 方式 作出 《但 是 开始 就 设 
有 某 个 正 交 坐 标 系 。 而 a1,… ,as 是 由 这 个 坐 
标 系 的 坐标 给 出 的 )。 首先 设 bi 一 а/а. Ж 
后 如 果 取 一 (a, һб = o, 则 (a, e) = 0, 
这 里 设 m/s. 这 样 可 以 得 到 b, s, 
bo- HORI а, 一 (os bidba 一 一 (ou 6.4) 
bam tss BH is) OG Lyn — D. 
SRB в, = ee/|c] 即 可 。 从 a, ++, 0, Д 


上 方法 作出 bh, ‚5, 时 , 称 为 把 前 者 正规 正 
BEAL Corthonormalize) (E. Schmidt), 

一 般 地 , 线性 空间 + 9л 有 两 个 子 空间 M, 
Me, WH Dr 的 任意 的 元 素 m 与 9л, 的 任意 的 
ER 四 之 间 有 正 交 关 系 mm = 0 成 立 , 则 称 
MiM 29 ЖЕ ЗЕ Bü Corthogonal) , 记 作 Mı | MCA 
于 т, m, 也 用 m Lm, RAR). 根据 正规 正 交 
化 的 方法 ， 如 果 给 出 关于 Pythagoras 域 上 的 有 
限 维 线性 空间 c 的 任意 的 真子 空间 ЭЛ, , 则 能 
求 出 其 余 的 子 空间 M EM = MUM, Dy L 
Wh。 这 时 MNAM = 0, HLM = M + Me, 
这 个 M HH M 关于 M 的 正 交 补 空间 (ortho- 
complement), 这 时 因为 M = 9 + M, 所 以 
чл ЕЖУ а 可 以 唯一 地 表示 为 m + а, 的 
FER (EM, = 1,2), w KA a RE 98 ЖШ 
(component), a, 称 为 a 关于 M 的 正 交 分 量 
(orthogonal component to 91). 使 a 对 应 于 а 
的 映射 称 为 从 M 到 9л, 的 正 射影 Corthogonal 
projection), IES REOS REF AREER. 

【平面 间 的 距离 】 由 于 Euclid 空间 是 度量 
空间 ， 因 而 可 以 定义 它 的 任意 两 个 集合 间 的 距 
离 (一 度量 空间 ) .特别 是 设 两 个 平面 4, B 之 
闻 的 距离 为 4, 存在 47 э p, В' 34 的 两 点 pos 
使 1p9| = 4， 另 外 如 果 存 在 使 lpq 一 4 的 
реа, Ç eB, MERR p94 = 9。 特别 是 
如 果 一 0 Amp, :一 n 一 1，B' 的 方程 
H (а, 0) —b= 0 给 出 , 则 d= |(а,ру—5|/ 
lo] Co 是 p 的 坐标 向 量 )。 对 于 超 平面 的 方程 
а, 1) — b= 0, Fla] 一 1, 则 d= |Ca, p) 
— |. la] = 1 这 样 的 超 平面 方程 , 称 为 它 的 
Hesse 标准 型 (Hessian normal form), 

【 球 与 平面 】 与 一 定点 有 定 距离 的 点 的 轨 
Ж, 称 为 以 这 个 定点 为 中 心 (centre)、 以 这 个 距 
离 为 半径 (radius) 的 球面 (sphere)。 设 中 心 的 
坐标 向 量 为 p, 半径 为 +, 则 球面 的 方程 为 | 一 
р] = r, RGD — 2(р,) + Gp — r= 0. 
5 k+1 个 点 ( 它 的 坐标 向 量 为 po, sp 
等 距离 的 点 的 轨迹 ,一般 来 说 是 平面 。 如 果 这 
些 点 是 无 关 的 +， 则 它 是 n— k 维 平面 。 特别 
и, 如 果 这 些 点 是 n 维 单 形 的 顶点 , 则 这 个 
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轨迹 就 变 成 一 点 ,而 且 通 过 这 些 顶 点 的 球 是 
唯一 存在 的 。 把 它 称 为 这 个 单 形 的 外 接 球面 
(circumscribing sphere)， 并 且 称 这 个 单 形 内 接 
Cnscibe) 于 这 个 球面 。 项 点 的 坐标 向 量 为 m。 
Pis t Pa 的 单 形 , 它 的 外 接 球面 的 方程 由 


j 1990 0 
ро Pros р, r= 0 
ыыр 
给 出 。 当 = 一 2, 3 时 ,对 于 单 形 的 外 接 球面 的 
许多 性 质 是 已 熟知 的 . 


[#) [1] SERF, DEMME, BLL, 1952; 
[21 Ат, 18188, HBL, 1968; [3] G. D. Birkhoff. 
= R. Beatley, Basic geometry, Scott, Foresman, 1941 
(Chelsea, 第 三 版 1959); [4] Е. E. Moise, Elementary 
geometry from an advanced standpoint, Addison-Wesley, 
1963; [5] H. Weyl, Mathematische Analyse des Rau- 
mproblems, Springer, 1923. (Chelsea, 1960); [6] F. 
Klein, Vorlesungen über höhere Geometrie, Springer, 第 
三 版 1926 (Chelsea, 1957); [7] J. Dieudonné, Algèbre 
linéaire et géométrie élémentaire, Hermann, 第 二 次 修订 版 
1964 (RE W Ж: Linear algebra and geometry, Hermann, 
1969). 

Euclid 空间 [Ж Euclidean space 法 espace 
eudidien  Euklidischer Raum 4A евклидово 
пространство 日 2—2 ) у KÆ) 满足 
Euclid 几何 学 公理 的 空间 称 为 Euclid 空间 . 以 
实数 域 R 上 具有 n ҖЕ Euclid 度 量 的 线性 空间 + 作 
为 标准 向 量 空间 ?的 仿 射 空 间 ' 是 ” 维 Euclid 空 
Е". хя ЙЕ Euclid 空间 Е", 当 给 定 一 个 
ERR E = (O, Ey, +++, En), e; = ОЁ,, 
Cei, ej) = 8, bh, H Es ЛААГ BAY IEE NS 
Ж Gn, xy c x) Т Е" 55 R= (Gs 
x.) |x, R} 之 间 具 有 一 一 对 应 的 关系 。 在 这 个 
意义 上 已" SR 可 以 看 做 一 致 的 , 所 以 经 常 把 
В" 本 身 称 为 Eudlid 空间 .一 维 空间 R' 是 实 
数 直 线 ,* 个 R WERE n H Euclid 空间 或 者 
叫做 Cartesian 空间 (Cartesian space), Euclid 
空间 R" 的 点 x, 用 ”个 实数 的 组 Cn, ms s 
n) 来 表示 ,x By = Os уь coy) 之 间 的 距 
LECHE: 

Моа (y, а, 

给 出 .ri 称 为 点 = ROM 1 BBR (i-th coordinare), 
点 (0, +++, 0) 称 为 R" 的 原点 (origin), AR . 
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{х|— < z; < co; r= 0, i) ERO х, 98 
(axis) 或 称 第 i 坐标 轴 (coordinate axis), 在 R" 
+ n HE Euclid 几何 学 成 立 , 特别 是 对 于 整数 
m( 一 1 < m < n), 可 以 定义 т 维 平面 +。 —1 
维 平面 是 空 集 ，0 维 平面 是 点 ，1 维 平面 是 直 
R. m 维 平面 在 建立 正 交 标 架 后 可 表示 为 R7 
《一 Euclid 几何 学 , 仿 射 几何 学 ). 
因为 А" 是 度量 空间 ,当然 也 是 拓扑 空间 . 
R 是 局 部 紧 的 + 而 且 是 连通 + 的 拓扑 空间 。 又 
К" 的 有 界 闭 集 是 紧 的 〈B，Bolzano-K，Weiers- 
trass), 
对 于 RAIA a = (а, oa.) 和 正 实 
Bor JER HITR (1a, а) < r} 称 为 以 “ 
APRÈ (centre), r 为 半径 (radius) 的 = 维 球 ( 英 
solid sphere 法 boule Ж Vollkugel), GAIA 
部 ! (z|4(z, a) < r) 称 为 ” 维 开 球 (open 
sphere)， 它 的 边界 1 fr|a(r，e) 一 r) 0 n — 
1 维 球 面 (sphere)， 特 别 是 把 二 维 球 称 为 圆 盘 
(circular disc), 它 的 内 部 称 为 开 圆 (open circle), 
作为 它 的 边界 的 一 维 球面 称 为 圆周 〈circumfe- 
rence), HARRAH HAH Circe), HE 
开 球 给 出 R" 的 基本 邻 域 系 *。 一 个 球面 与 通过 
球 心 的 直线 的 两 个 交点 称 为 此 球面 上 的 对 匾 点 
(antipodal points), DAX BE ЮРА B 
( 它 的 长 度 为 半径 的 二 倍 ) 称 为 球 或 球面 的 直径 
diameter), 把 球 或 者 球面 看 做 度量 空间 R” 的 
子 集 时 ， 它 的 直径 + (— 度量 空间 ) 与 上 面 所 定 
义 的 直径 的 长 度 是 一 致 的 。 n 3 时 ,通过 
中 心 的 二 维 平面 与 球面 的 交 线 称 为 球面 上 的 大 
(great circle), А" рут PH (1 < m < n) 
上 的 m 维 球 或 m — 1 维 球面 , 对 于 К" 来 说 也 
同样 称 为 m 维 球 或 m 一 1 维 球面 。 
特别 是 以 原点 为 球 心 、1 为 半径 的 球 称 为 
单位 球 .Cunit disk) 或 单位 胞 腔 Cunit cell), 它 
的 边界 称 为 单位 球面 《unit sphere) 《二 维 的 情 
形 ,也 可 以 仿 此 合用 单位 园 Cunit circle) 等 名 称 ). 
HQ, +4750, 1) XQ, 7,0, 一 1) 分 别称 
为 单位 球面 的 北极 《north pole) 和 南极 (south 
pole), 单位 球面 与 超 平面 z, — 0 相交 而 成 的 = 
、 一 2 维 球面 称 为 它 的 赤道 (equator)， 单位 球面 


在 这 个 超 平面 上部”( 即 半空 间 x, > 0) 的 部 
分 称 为 北半球 (north hemisphere), “下部”《 即 
半空 间 x, < 0) 的 部 分 称 为 南半球 (south 
hemisphere), 

当 实 数 cy bli = 1,2，…2) 满足 а < 
b, RY 的 子 集 (lai < r< ba imd, +, 
п) RAE R 上 的 开 区 间 (open interval), 把 条 
件 改变 为 a; <x, < b, 时 称 为 闭 区 间 (closed 
interval), 有 时 也 叫做 矩形 (л 一 2 ND. Kj 
Ж.Ж (box) 等 。 由 于 开 区 间 实 际 上 是 А" 的 
开 集 , 闭 区 间 就 是 闭 集 , 因此 可 以 作为 Re 的 基 
本 邻 域 系 ? 来 取 开 区 间 。 特别 把 闭 区 间 {x10 < 
<l, imd, oun) 称 为 尺 "的 单位 立方 体 
(unit cube) 或 单位 n 3177 ff Cunit n-cube), 

R° 的 有 内 点 的 凸 的 ? 闭 集 ( 例 如 闭 区 间 ) 与 
一 切 n 维 球 是 同 胚 的 。 把 与 ” 维 球 同 胚 的 拓扑 
空间 1" 称 为 n 维 拓扑 球 或 n 维 拓扑 胞 腔 (-cell)， 
也 称 为 пЗ (n-clement). Ул — 1 维 球面 
同 胚 的 拓扑 空间 S 称 为 "一 1 维 拓扑 球面 或 
简称 为 — 1 维 球面 。 1"，3"…' 是 可 定向 的 组 
合流 形 +， 这 个 方向 由 指定 (相对 ) 同调 群 " 
HCI", 1), Hsa(S"-')( 都 是 无 限 循环 群 ) 的 生 
成 元 ' 而 确定 。 根据 进 缘 算 子 * 8: H.C1", P) 
HAS) 可 以 由 1", 57 中 一 个 方向 确定 
另 一 个 方向 . 


(8) 一 Euclid 几何 学 的 [ 参 ]. 


几何 作 图 问题 [Ж problem of geometrical co- 
nstruction 法 probléme de construction géométrique 
4k Problem der geometrischen Konstruktion 4 
проблема геометрической конструкции Б 作 
Барада) ”几何 作 图 问题 是 指 只 允许 有 限 次 使 
用 某 种 特定 的 工具 ， 画 出 适合 所 给 条 件 的 图 形 
的 问题 。 按 指定 的 方法 画 出 适合 于 所 给 出 的 条 
件 的 图 形 ,叫做 解 几何 作 图 问题 , 解 得 的 图 形 叫 
做 这 个 几何 作 图 问题 的 解 《solution). 由 于 几何 
作 图 所 使 用 的 工具 受 一 定 的 限制 ， 因 此 有 时 按 
指定 的 方法 不 能 画 出 所 求 的 图 形 。 按 指定 方法 
可 以 画 出 所 求 图 形 时 。 这 个 问题 称 为 作 图 可 能 
问题 (problem of possible construction), Xit 


我 们 说 这 个 图 形 是 作 图 可 能 的 。 另 一 方面 虽然 
所 求 的 图 形 实际 上 是 存在 的 ， 但 是 按 指定 的 方 
法 画 不 出 图 形 ,这 时 ,我 们 说 这 个 图 形 是 作 图 不 
可 能 的 (of impossible construction), 又 所 求 图 
形 实际 上 不 存在 时 ， 我 们 说 这 个 问题 是 不 成 立 
的 〈inconsistent). 

在 几何 作 图 问题 中 ,最 古老 的 ,人们 最 熟悉 
的 是 从 Euclid 以 来 使 用 直 尺 和 圆规 的 平面 图 形 
的 作 图 .以 下 把 它 简称 为 初等 作 图 问题 。 著名 
的 初等 作 图 问题 有 以 下 几 个 。 

1) 给 出 三 条 直线 1, m, n 和 三 个 点 P, 0, 
R, 作 三 角形 ABC, 使 顶点 A, B, C 分 别 在 
4, m, n E, 并 使 BC, CA, AB 分 别 通过 P， 
О, R (J. Steiner 问题 )。 

2) AHA О, 和 不 在 0 上 的 三 点 P, 0, 
R, 作 圆 2 的 内 接 三 角形 ABC, 并 使 BC, 
CA, AB 分 别 通过 P, Q, R (G. Cramer-G. F. 
M. M. S. de Castillon 问题 )。 

3) 作 与 三 个 已 知 圆 相 切 的 加 CApolionius 
问题 )。 

4) 在 已 知 三 角形 内 作 三 个 圆 , 使 每 个 圆 分 
别 与 三 角形 的 两 边 相 切 ， 而 且 这 三 个 圆 两 两 相 
SWED (G. Malfari 问题 )。 

以 上 1) 一 4) 都 是 作 图 可 能 问题 ， 

5) n 是 自然 数 ，” FAAN, MEE” 
边 形成 为 作 图 可 能 的 充分 必要 条 件 是 ”能 分 解 
ARAY n 一 22p p Ch 20; prs ++ ,Pk 都 
是 相 异 的 24 + 1 形 的 素数 (Fermat 数 '))(C. Р. 
Gauss), 

6) 希腊 的 三 大 作 图 不 可 能 问题 . i) 三 等 分 
已 知 角 ( 角 的 三 等 分 问题 (trisection of an angle): 
i) 作 一 立方 体 , 使 其 体积 等 于 已 知 立方 体 体积 
的 二 倍 ( 立 方 体 倍 积 问题 (duplication of a cube) 
或 称 Delos 问题 《Delos”problem)); їй) 作 一 
正方 形 ， 使 其 面积 与 已 知 圆 的 面积 相等 (OR 
{E)E (quadrature of a circle)), P. L. Wantzel 
(1837) 已 证 明了 i), ii) 是 作 图 不 可 能 问题 ,而 
ш) 的 不 可 能 性 由 C. L. F. Lindemann (1882) 
在 证 明 = 是 超越 数 ! 的 同时 给 出 了 证 明 。 

【 作 图 可 能 的 条 件 】 初等 作 图 问题 归结 为 
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通过 两 点 作 直 线 ， 和 以 一 点 为 圆心 作 通 过 另 一 
点 的 融 , 从 而 归结 为 确定 若干 个 点 的 问题 ,所 以 
只 要 把 问题 用 解析 方法 来 表示 ， 就 可 以 明确 作 
图 的 可 能 与 不 可 能 性 .对 所 考虑 的 几何 作 图 问 
题 来 说 , 设 所 给 出 的 点 的 直角 坐标 为 (oa, b), 
(ay 62), +", Can ba), 包含 所 有 这 些 数 a, es, 
45。 的 最 小 数 域 ' 为 K。 因为 连结 已 知 点 的 直线 ， 
或 以 已 知 点 为 贺 心 且 通 过 另 一 个 已 知 点 的 贺 ， 
可 由 以 K 的 数 为 系数 的 一 次 或 二 次 方程 来 表 
示 ， 所 以 它们 的 交点 的 坐标 属于 把 K 的 某 数 的 
平方 根基 加 + 于 K 而 得 到 的 域 。 因此 初等 作 图 
可 能 的 充分 必要 条 件 是 确定 所 求 图 形 的 数 a, 
可 由 数 域 玉 的 数 经 过 有 限 次 四 则 和 平方 根 的 运 
算 而 得 到 。 也 就 是 说 “ 是 属于 次 数 为 2 WHA 
天 的 某 一 正规 扩张 域 的 数 。 从 这 个 定理 可 以 得 
出 ,三 等 分 角 及 立方 体 倍 积 作 图 的 不 可 能 性 。 
Eudid 以 后 ， 人 们 研究 不 用 直 尺 和 圆规 ， 
而 只 用 直 尺 或 圆规 的 作 图 。 有 以 下 主要 结 
8. 1) 如 果 把 作 直 线 解释 为 求 直线 上 的 两 
点 ， 则 只 用 圆规 就 可 以 解决 一 切 初等 作 图 问题 
(G. Mohr, L. Mascheroni), 2) 给 出 一 圆 与 其 
圆心 时 ,只 用 直 尺 可 以 解决 任何 初等 作 图 问题 ， 
但 作 圆 须 解释 为 求 圆心 和 圆周 上 的 一 点 〈J.-V， 
Poncelet, J. Steiner), 3) 如 果 给 出 一 圆 但 没 给 
出 画 心 ， 则 只 用 直 尺 不 可 能 求 出 已 知 圆 的 圆心 
(D. Hilbert), 4) 只 用 直 尺 不 可 能 平分 已 知 线 
Ë. 5) 如 果 给 出 有 公共 点 的 两 个 圆周 或 两 个 
同心 园 ， 则 只 用 直 尺 可 以 求 出 这 些 贺 的 圆心 - 
但 没有 公共 点 ， 也 不 同心 的 两 个 圆 ， 不 可 能 只 
用 直 尺 求 出 它们 的 圆心 (D.Cauen). 
SHEHE, AERA T AAMEN 
时 限制 莒 的 大 小 ,或 用 直 尺 画 线段 时 限制 线段 
的 长 度 等 等 的 情形 。 也 研究 用 普通 的 直 尺 、 A 
规 以 外 的 特殊 工具 作 图 的 各 种 情形 。 例如 , 初 
等 作 图 可 能 问题 ， 只 用 普通 的 直 尺 不 一 定 是 作 
图 可 能 的 ， 但 我 们 知道 所 有 的 初等 作 图 可 能 问 
题 只 用 平行 直 尺 直角 尺 、 锐角 尺 中 的 一 种 , JU 
全 部 问题 可 以 得 到 解决 。 如 果 用 直角 尺 和 圆 
规 ， 则 三 等 分 任意 角 以 及 立方 体 倍 积 问题 是 作 
图 可 能 的 《L、，Bicberbach)。， 如 果 已 画 出 不 是 加 
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的 二 次 曲线 时 ， 可 以 用 直 尺 与 圆规 使 角 的 三 等 
分 与 立方 体 倍 积 问题 成 为 作 图 可 能 (H. J. S. 
Smith-H，Korum)。 只 用 直 尺 和 长 规 ' 可 以 解决 
Malfatti 的 问题 , 但 不 能 解决 Apollonius 的 问题 
(Feldblum), 

此 外 ， 有 时 图 形 虽 是 作 图 可 能 的 ， 但 作 图 
方法 一 般 是 相当 复杂 的 ,因此 很 多 是 不 实用 的 ， 
所 以 也 有 许多 种 具有 相当 精度 的 近似 作 图 法 可 
BER. 

[8] [1] Н. Lebesgue, Leçons sur les constructions 
géométriques, Gauthier-Villars, 1950; [2] L. Bieberbach, 
‘Theorie der geometrischen Konstruktionen, Birkhauser, 
Basel, 1952. 

正 多 面体 (5K regular polyhedron 法 polyèdre 
He reguläres Polyeder АА правильный 
многогранник H 正 多 面体 1【 正 多 边 形 】 各 
边 及 各 内 角 分 别 都 相等 的 平面 上 的 闭 凸 7 多边 
形 称 为 正 多 边 形 (regular polygon), 当 它 的 顶点 
的 个 数 Cm 边 的 个 数 ) 为 = 时 ， 称 为 正 严 边 形 . 
通过 同一 个 正 » 边 形 的 所 有 项 点 的 圆 (外 接 
圆 ), 以 及 与 所 有 的 边 都 相 切 的 圆 (内 切 圆 ) 是 存 
在 的 。 这 两 个 圆 是 同心 圆 , 它 的 圆心 称 为 这 个 
正 多 边 形 的 中 心 (centre). 凸 多 边 形 这 个 名 称 既 
意味 着 平面 上 的 凸 胞 腔 +, 也 意味 着 它 的 边界 的 
闭 折线 ( 即 一 维 流 形 !)。 这 两 种 概念 可 以 混用 . 

C. F. Gauss 得 出 了 有 名 的 正 十 七 边 形 的 几 
何 作 图 法 , 但 是 正 n 边 形 作 图 可 能 的 充分 必要 
条 件 是 边 数 可 以 素 因数 分 解 为 n = 2^ pep 
(m > 0) 的 形式 , 而 每 个 pli 一 1, 2，…) 是 
2! 十 1 形 的 相 异 的 素数 (一 几何 作 图 问题 ). 

【 正 多 面体 】 在 通过 正 多 边 形 的 中 心 且 垂 
直 于 这 个 平面 的 直线 上 取 一 点 ， 过 这 个 点 和 正 
多 边 形 上 的 点 的 所 有 射线 的 集合 所 构成 的 多 面 
角 , 称 为 围绕 这 个 点 的 正 多 面 角 (regular polyhe- 
dral angle) (图 1). 


régulier 


图 1 图 2 正四 面体 


三 维 Euclid 空间 内 的 闭 凸 多 面体 "由 二 维 
的 胞 腑 复 形 得 到 的 ) S, 如 果 满 足以 下 条 件 , 则 
称 为 正 多 面体 : 1) ECEE) 都 是 全 等 
的 正 多 边 形 ，2) 从 各 顶点 作 的 射影 得 到 多 
面 角 , 且 这 些 多 面 角 又 都 是 全 等 的 正 多 面 角 .由 
2) 可 知 ,从 各 顶点 出 发 的 边 的 个 数 都 是 相等 的 . 


Rl 三 维 Euclid 空间 内 的 正 多 面体 


ЕБ Ж | 20 | 30 


从 Platon 以 来 人 们 已 经 知道 了 正 多 面体 的 
种 类 有 正四 面体 (regular tetrahedron) ( 医 2), 
正八 面体 (regular octahedron) (图 3), 正 二 十 面 
Ф (regular icosahedron)( 图 4), 正 六 面体 (regular 
cube, hexahedron) (图 5), 正 十 二 面体 (regular. 
dodecahedron) (图 6) 等 五 种 ( 表 1). 


图 3 正八 面体 图 4 正二 十 面体 

& 
图 5 正六 面体 mo 正 十 二 面体 
一 个 正 多 面体 和 以 这 个 多 面体 的 各 面 的 中 


心 为 顶点 的 正 多 面体 〈 图 7)， 称 为 是 互 为 对 
Ай (дил). 。 正 八 面体 与 正六 面体 , 正二 十 面 
体 与 正 十 二 面体 都 是 互 为 对 偶 的 ， 而 与 正四 面 
体 对 偶 的 仍 为 正四 面体 。 一 个 正 多 面体 $ 的 
外 接 和 内 切 的 同心 球面 是 存在 的 。 这 个 球 心 是 


t 


SHAKES, TEKAESHANPD. 
各 顶点 作 外 接 球面 的 切 平面 。 则 可 得 到 对 偶 的 
正 多 面体 (图 8). 


D E 


Z 


图 7 ms 
设 楼 长 为 。 的 正 多 面体 , 其 各 楼 上 二 面 角 
的 大 小 为 0, 外 接 球 与 内 切 球 的 半径 分 别 为 R, 
r> 如 果 正 多 面体 的 各 面 是 正 边 形 , 每 个 顶点 
都 只 有 4 个 面相 交 , 则 有 以 下 的 关系 


gin De LET 
2 4 P 
8 


R= faint / аа Ж сөз, 
2 4 Р 2 


‚= crane, 
а aaa 

R аа tan, 

r ре" 


Ө, К, r 的 数值 见 表 2. 

对 应 于 各 正 多 面体 ， 存 在 有 正 多 面体 群 '、 
它 是 三 维 Euclid 空间 的 旋转 群 的 有 限 子 群 
(> 有 限 群 )。 


в румуз 109928^18.47 


12 |2 / v5] 116°33°54.2" 


20 | 2/3 | 138°11%22.8” 


【高 维 的 情形 】 可 以 把 以 上 的 考虑 推广 到 
高 维 空间 E"(n > 4)， 归 纳 地 定义 = 维 正 多 面 
体 ;在 п 4 的 情况 ,有 六 种 正 多 面体 ( 表 3); 
在 п>5 的 情况 ,只 有 三 种 ( 表 4) (— 复 形 )。 
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表 3 四 维 Euclid 空间 内 的 正 多 面体 


PEF OA, | msn | энин 
x нш #|ктш 5 5 а 
正八 面体 | 正六 面体 8 | u И 
Eixmwelcamm w| s |) 
正二 十 四 面体 | 正八 面体 24 24 а 
正 一 再 二 十 面体 | 正 十 二 面体 120 | 60 


а: 与 同 种 类 多 面体 对 偶 ，6: TAVA. 


#4 nig Euclid 空间 内 的 正 多 面体 (” > 5) 


^ 7 xA 
数 


正 *+1 Hik | eam n+l| oti | < 
E? Ek 
E? ш | =н >| > |) 


а: 与 同 种 类 多 面体 对 偶 ，2: TAYM. 


[ 参 】 [1] J. Hadamard, Lecons, de géométrie éléme- 
ntaire Ш, Armand Colin, Paris, 1916, p. 425—427 [2] 
D. Hilber-S. Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie, Spri- 
nger, 1932, [3] E. Steinitz-H. A. Rademacher, Vorle- 
sungen über die Theorie der Polyeder, Springer, 1934; 
[4] H. S. M. Coxeter, Regular Polytopes, Methuen, 
1948. 


圆周 率 [Ж number x, ratio of the circumference 
of the circle to the diameter 法 nombre x Ж 
Ludolphsche Zahl 依 числож 日 PUJAS] P 


s ERSBUR istos, В 2 |° = 


RS EOS EE, 从 L. Euler ord 
用 zspruerpos ОҢ) X. я ЖАИ, 
关于 圆周 长 与 直径 的 比 是 常数 的 结论 ,在 Euclid 
的 《原本 ?中 已 有 记载 ， 但 是 ,对 于 这 个 数值 ， 
Euclid 并 没有 任何 叙述 。 自 古 以 来 人 们 把 3 作 
为 这 个 数值 的 近似 值 来 使 用 ,根据 Rhind 
Papyrus 的 叙述 ,在 埃及 也 曾 把 这 个 近似 值 取 为 
(4/3). 设 直径 为 1 的 圆 的 外 切 (内 接 ) 正 = 边 
形 的 周 长 为 L.(1,) , WA 
L5 dus ree, 
Ez IL d 
ha = Las. 
Archimedes 利用 上 式 计算 了 圆 的 内 接 及 外 切 正 
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96 边 形 的 周 长 。 得 到 3 10 < = < 3 十 。 在 历史 


上 关于 的 近似 值 曾 由 印度 的 Aryabhatta( 五 世 
纪 ) 得 到 3.1416, 欧洲 的 A. Adrien 《十 六 世 
纪 ) 得 到 355/113, EHR, RAB DH MR 
《三 世纪 ) 得 到 3.14, 宋朝 的 祖冲之 (五 世纪 ) 得 
到 22/7 (RAI 355/113〈 密 率 )。 以 上 都 是 
用 和 Archimedes 同样 的 方法 得 到 的 。 F，Viate 
把 2/* 表示 为 以 下 的 无 穷 乘积 的 形式 : 


Maa Ek 
II 4 


荷兰 的 Ludelph van Ceulen (1540—1610) 用 此 
式 计算 * 到 小 数 点 以 后 35 位 数 。 日 本 数学 家 
ЖП, WRA, HKA (十 七 到 十 八 世 
纪 ) 等 人 也 计算 到 小 数 点 以 后 50 位 数 。 十 七 世 
纪 以 后 得 出 了 很 多 用 无 穷 级 数 的 和 或 各 种 形式 
的 极限 值 表示 = 的 式 子 ， 因 而 它 的 近似 值 也 进 
一 步 得 到 更 精确 的 计算 。 例 如 有 以 下 各 种 表示 
Jk. 


M E EE А 
£222 (J. Wallis), 
Е usada qe as S MM 
Zæ 1 3 5... (Lord Brouncker), 
4 i+ 2+ 2+ 2-+ 


-1—1/3-1/5—1/74 
(J. Gregory, G. W. Leibniz), 
= 4Arctan 1/5 — Arctan 1/239 
(J. Machin), 
把 Machin RR- 0 $K Arctan х = х 一 
(1/3) + (1/5)? 一 … 结合 起 来 的 公式 称 为 
Machin 公式 ,这 是 计算 = 时 经 常 使 用 的 公 
式 。1873 年 W. Shanks 根据 这 个 公式 计算 到 
小 数 点 以 后 707 位 数 , 在 很 长 时 间 内 人 们 一 直 
认为 这 是 最 高 纪录 , 但 是 在 1946 年 发 现 了 这 个 
值 的 小 数 点 以 后 第 528 位 的 数 是 错误 的 。 近年 
来 ,由 于 计算 机 的 发 展 ,精确 地 计算 这 样 的 常数 
值 是 容易 做 到 的 ,现在 已 算 到 了 十 三 位 ([21) 
(一 数 表 9)。 


再 有 在 1761 年 J. H. Lambert 利用 上 述 
Brouncker 的 连 分 数 展开 , 证 明了 = 是 无 理 数 ， 
1882 年 C. L. F. Lindemann 利用 Euler 的 关 
RA ot = 一 1 证 明了 = 是 超越 数 !. = 的 小 数 
点 后 到 50 位 的 值 为 : 3.14159265358979323846 
264338327950288419716939937510- (其余 一 
HRI). 


(8) (11 АЖА, LARREDI S 0). W 
FORE, SHH, 1949; [2] D. Shanks-J. W. 
Wrench, Calculation to 100000 decimals of я, Math. 
Comp., 16 (1962), 76—99; [3] P. Beckmann, A history 
of pi, Golem Press, 第 二 版 1971; [4] K. Y. Choong, 
D. Е. Daykin, and C. R. Rathbone, Rational approxima- 
tions to x, Math. Comp., 25 (1971), 387—392; [5] А. 
Hintin. Continued fractions, Noordhoff, 1963, 


三 角 学 [3 trigonometry 法 trigonométrie 4$ 
Trigonometrie 4А тригонометрия A 3 角 法 ] 
【平面 三 角 学 】 设 平面 上 的 直角 坐标 系 0-XY， 
在 与 X 轴 正 向 的 夹 角 为 «的 动 径 上 取 点 P，P 
的 坐标 是 (x, у), ОР =r (В 1), 则 把 以 下 六 
个 比 : 
sina=y/r, сова = x/r, tana = y/r, 
coo = x/y, scam r/z, сокса = r/y 
分 别称 为 角 “ 的 正弦 (sine), RÆ (cosine), JE. 
+] (tangent), RH) (cotangent), TERI (secant), 
RM Ccosecant), 这 些 都 是 角 “ 的 函数 ， 总 称 
为 三 角 函 数 (trigonometric function) Ж Н 
(circular function) (一 初等 函数 )。 这 些 函数 是 
以 2x (正切 、 余 切 为 =) 为 基本 周期 的 周期 函 
数 +。 由 上 面 的 定义 可 以 推导 出 sinte + costa 一 
1 及 正弦 、 余 弦 的 加 法 定理 (addition theorem): 
sin (a + @) 一 sinacosB 士 cosasinp， 
cos(a + В) 一 cosacosp 干 sinasinp 


等 性 质 (一 公式 2)。 


mi 
在 图 2 的 平面 三 角形 ABC 中 利用 这 些 三 


角 函 数 , 则 有 a = bcos C 十 ccos 有 (第 一 余弦 公 
R (first cosine formula)), a? = 3? + c! — 2be 
` cos A (第 二 余弦 公式 (second cosine formula)), 
和 a/sin A =b/sinB = c/ sin C =2R (R È 
A ABC 的 外 接 圆 半径 X 正 弦 公 式 (sine formula) 
等 性 质 (一 公式 2)。 这 样 , 应 用 三 角 函 数 研究 
平面 图 形 ， 称 为 平面 三 角 学 (plane Се 
pas 例如 ,在 三 角形 的 六 个 元 素 中 , 当 给 
三 个 元 素 ( 其 中 必 有 一 边 ) 时 ， i ча 
MER. 这 种 运算 称 为 解 三 角形 . 
平面 三 角 学 与 下 面 介 绍 的 球面 三 角 学 
(spherical trigonometry) 统称 为 三 角 学 . 


图 3 


【球面 三 角 学 】 在 球面 上 由 三 个 大 贺 弧 围 
成 的 球面 部 分 ABC 称 为 球面 三 角形 spherical 
triangle), 4, B, C 称 为 它 的 顶点 (успех), 三 
HM а, b, c 称 为 它 的 边 《side), 过 一 个 顶点 作 
两 条 边 的 切线 ， 这 两 条 切线 的 夹 角 称 为 它 的 角 
(angle) (El 3)， 这 些 角 之 间 有 A+ B + C — 
x= E > 0 的 关系 ,这 里 的 E KAREAR 
(spherical excess), 对 于 球面 三 角形 也 有 与 平面 
三 角形 相 类 似 的 性 质 : sina/sin A= sinb/ 
sin B = sin c/ sin C( 正 弦 公 式 (sine formula)), 
cosa 一 cosbcosc + sin b sin ccos A (REAR 
(cosine formula)) 成 立 。 这 样 ， 应 用 三 角 函 数 
研究 球面 图 形 ， 称 为 球面 三 角 学 ,在 天 文学 , 测 
地 法 、 航 海 术 中 被 广泛 利用 (一 公式 2). 

【历史 】 最 初 从 实际 问题 中 提出 了 由 三 
角形 的 三 个 元 素来 确定 三 角形 的 问题 ， 于 是 出 
现 了 三 角 学 。 在 历史 上 由 于 天 文学 方面 的 应 
用 ， 因 而 球面 三 角 学 比 平面 三 角 学 发 展 早 一 
些 ， 在 埃及 、 巴比伦 、 中 国 对 于 三 角 学 的 知识 
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都 有 所 发 现 ， 但 据说 三 角 学 的 创始 者 是 希腊 的 
Hipparchos (公元 前 150 Æ), ZE Ptolemaios( 公 
元 150 年 左右 )“Almagest” 里 对 于 精确 到 小 数 
点 后 五 位 的 每 隔 30' 的 弦 长 表 以 及 加 法 定理 已 
有 记载 。 在 希腊 人 已 计算 出 二 倍 弧 的 弦 长 的 基 
础 上 ， 印 度 人 又 求 出 它 的 一 半 即 弧 的 正弦 及 正 
Ж ( 指 1 — cosa), 在 Aryabhatta (公元 500 年 
左右 ) 的 著作 中 已 有 了 余弦 公式 。 阿拉 伯 人 在 
印度 和 的 影响 下 把 希腊 人 在 几何 学 方面 的 计算 
用 代数 方法 表示 出 来 。 Aba'4 Wafa 〈 十 世纪 
后 半 ) 连 每 隔 30' 的 正弦 值 都 正确 地 计算 到 小 数 
点 后 九 位 数 ， 他 和 Al Bauani 一 起 在 从 事 研究 
日 规 的 影 三 角 时 得 到 了 正切 、 余 切 、 正 割 、 余 
割 。 后 来 阿拉 伯 人 作出 了 角度 间隔 为 分 的 正弦 
RREK. 德国 的 Regiomontanus (1476 年 
H) 对 这 些 表 进 行 了 改进 ， 他 在 三 角 学 方面 
总 结 出 的 形式 到 现在 大 体 上 还 保持 着 ， 此 后 三 
角 学 的 各 定理 经 过 G. J. Rhacticus, J. Napier, 
J. Kepler 一 直到 L. Euler (1748) 才 告 完 
Euler 把 三 角 学 作为 分 析 学 的 一 分 支 来 对 待 ,于 
是 把 变数 扩充 到 复数 ， 并 且 引 进 了 现在 所 下 的 
三 角 函 数 的 简略 记号 (一 初等 函数 ). 


[5] [1] E. W. Hobson, A treatise on plane 
trigonometry, Cambridge Univ. Press. 第 七 版 1928; [2] 
BIG OB ЖБ, PREME, BAL, 1927; [3 J 
MAREN 三角 法 入 门 , et 1955, 


圆锥 曲线 [Ж conic sections 法 sections coniques 
4 Kegelschnitte (Ñ коническое сечение, кри- 
вая второго порядка 日 PUSH) 设 在 
维 Euclid 空间 E^ rf, 有 交 于 一 点 V (但 不 正 
交 ) 的 二 直线 l,m, WRA ! 旋转 m ， 则 m 描 
еШ 85. 这 个 曲面 了 3 称 为 以 V 为 顶 
点 (vertex)、! 为 轴 (axis) ABB (circular 
сопс). 在 这 个 曲面 上 通过 V 的 直线 称 为 3 的 
母线 (generating line). 

由 不 通过 了 的 平面 = 截 S 到 得 的 截 口 , 即 
作为 < 与 了 的 交 C 一 <nS 得 到 的 = 上 的 平面 
曲线 C 称 为 圈 锥 曲线 .从 S 中 除去 V 的 点 集 ， 
形成 两 个 连通 分 X'S AS, 现在 设 =G 一 1， 
2, 3) 是 不 通过 了 的 平面 . 圆锥 曲线 C1 一 za 人 了 
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如 果 是 有 界 的 +， 则 Ci 包含 在 5 或 3 之 中 而 
且 是 连通 的 。 Р С. HDD (elipse). 
Cj— 409 XA IGERN, x5 S 的 一 条 母 
线 平行 , 而 且 С, WAST, 之 中 , 这样 的 
C, 称 为 抛物 线 (parabola) . e 5 З\, S, 两 者 相交 
At, C, = S09 具有 两 个 连通 分 支 ,但 是 无 界 。 
这 样 的 C, 称 为 双 曲 线 (hyperhola)。 这 三 种 曲 
线 都 是 圆锥 曲线 。 特 别 是 , 当 = 上 /时 ,=ns 
ЖИ. 回 是 酉 圆 的 特例 。 

【焦点 , 准 线 】 设 c mun S АНИ. P 
由 = 分 为 两 个 半空 间 ' (x 的 两 “ 侧 ”) El, El. 
ME ANE = Sr, S, N El = Su, 则 可 以 在 
Sn 内 作出 切 于 圆 有 而且 与 = 切 于 一 点 F 的 球 
面 S， 同 样 可 以 在 Sy 内 作出 切 于 圆 K 而 且 与 
< 切 于 一 点 F WRES, F, PARE CH 
焦点 (focus) (图 1). ХИМ K, K' 所 在 的 平面 


moa 
ABN к, 时, 直线 4 m кП=, d = eR 
为 C 的 准 线 (directrix)， 只 有 C REENE 
FHF’, 而 ex 及 心 ,= 实际 上 分 别 相交 于 4， 
d. С П 是 抛物 线 或 双 曲 线 时 ,由 图 2, 
3 看 出 也 可 以 定义 焦点 对 于 抛物 线 有 一 个 焦 


点 F， 对 于 双 曲 线 有 两 个 焦点 F, F) 及 准 线 
(对 于 抛物 线 有 一 个 准 线 d, 对 于 双 曲 线 有 两 个 
WR d, 2). 


不 论 在 哪 一 种 情形 圆锥 曲线 c 都 可 以 看 做 
具有 如 下 特征 的 点 X 的 轨迹 。 从 X 到 焦点 F 的 
距离 与 X 到 准 线 a 的 距离 之 比 为 常数 。。 这 个 
e 称 为 圆锥 曲线 C 的 离心 率 或 偏心 率 (eccentri- 
city), WM е <, =, >1, CARIB, 
抛物 线 、 双 曲线 (对 于 圆 , 有 。 = 0). 也 可 以 把 
椭圆 定义 为 满足 FX + F'X = 2а 的 点 X 的 轨 
迹 ， 双 曲线 为 满足 | ЕХ 一 FX| == 2a (a XE 
常数 ) 的 点 X 的 轨迹 。 当 有 两 个 焦点 时 ， 直 线 
FF 垂直 于 4 K Z. 

【标准 方程 】 WR с HHA (RABE 
形 ) 或 双 曲线 , 则 C 有 两 个 焦点 F, F 这 时 线 
ВРЕ 的 中 点 2 是 C 的 对 称 中 心 (С 是 圆 的 情 
Ж, 当然 它 的 圆心 0 是 c 的 对 称 中心 )。0 称 
28 C 的 中 心 (contre), AAR A Hs A> 
圆锥 曲线 (central conic)， 如 果 取 以 O 为 原点 、 
FF 为 = 轴 的 直角 坐标 系 , 则 C 的 方程 有 下 面 
的 形式 : 

а) pjat уун = 1, ab>0 

(EA +S, 34 C 为 椭圆 时 取 + ， 双 曲线 时 
取 一 ). ШСЖ, И a > Б, ME 
心率 е 一 Ve 一 万/a， 双 曲线 的 离心 率 。 一 
Ма + P/a, STB, хна, BUSES 
是 Fac, 0) 及 F'( 一 ac，0)， 准 线 的 方程 是 


r= а/е, 


对 于 抛物 线 С, 通过 焦点 F MEETER 
d 的 直线 是 C 的 对 称 轴 。 这 个 直线 称 为 C 的 
轴 , 轴 与 C 的 交点 0 称 为 C 的 顶点 。 MRA 
0 为 原点 、C 的 对 称 轴 为 x 轴 的 直角 坐标 系 , 则 
C 的 方程 有 下 面 的 形式 : 

《2) y-4ax, a>0, 

(D, Q) 称 为 圆锥 曲线 的 标准 方程 (normal 
equation, canonical equation) ,为 把 方程 写成 这 种 
形式 所 取 的 坐标 系 称 为 标准 坐标 票 《canonical 
coordinates)， 当 a > 时 , x ji SAN 
HOS A, A, y 轴 与 椭 贺 的 交点 为 B,B'。 这 时 
44' 称 为 C 的 长 轴 (major axis), B B” 称 为 C 的 
短 轴 (minor axis), 对 于 双 曲 线 的 情形 , x 轴 称 为 
横 轴 (transverse axis) , y RAK X Jk fii (conjugate 
axis), 对 于 有 心 圆锥 曲线 ，r, у 轴 统 称 为 主轴 
(principal axis), 而 对 于 抛物 线 , z 轴 称 为 主轴 . 

CHEE) 椭圆 可 以 看 作 是 加 的 平行 
射影 "的 象 。 Bini PE SE ARE T RO LT f 
BL. MAAR LWA P, FREE A 
FRR PM, PM 的 定 比 内 分 (或 外 分 ) 
AUX OPUS, 设 以 直角 坐标 系 的 原 
BOAT, Да, b AKAROA, 从 O 任 
疙 引出 射线 与 两 圆周 相交 于 Р, О, 通过 P 的 纵 
线 ( 即 与 y 轴 平 行 的 直线 ) 与 道 过 О 的 横 线 ( 即 
与 * 轴 平 行 的 直线 ) 的 交点 x 的 轨迹 是 椭 贺 
С 4), 34 a > 时 , 它 的 长 轴 、 短 轴 的 长 度 分 
329 2а, 25。 以 椭 贺 的 长 轴 为 直径 的 贺 称 为 畏 
RUS (auxiliary circle)， 由 椭圆 的 焦点 向 椭圆 的 
切线 作 垂 线 ,其 垂 足 的 轨迹 是 辅助 加 .两 焦点 F, 
F ЗЕ EA X 所 连结 的 二 直线 FX, FX 
与 在 X 点 的 切线 交 成 相等 的 角 ( 图 SO. 因而 ， 


图 4 图 5 


由 一 个 焦点 射出 的 光线 经 椭圆 反射 后 ， 这 些 光 
线 都 集中 到 另 一 个 焦点 。 再 有 从 椭圆 两 焦点 到 
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任意 切线 的 距离 的 乘积 等 于 常数 六. 

ЖИ C: 2/2 + y/P = 1, 4RO 为 参数 
时 , 可 以 表示 为 以 下 的 形式 : 
G) x= acos0, y = bsin6. 
这 个 0 EOS C 上 点 (z, у) 的 离心 角 (cccentric 
angle). SADC SE Jordan 曲线 +, 目 把 平面 分 为 
内 外 两 部 分 。C 的 庆 部 为 满足 2/0 + у < 
1, 外 部 为 满足 2/2 + y P > VB GR (z, y) 
的 集合 。 它 的 内 部 是 凸 集 +。 从 C 外 部 的 点 2 
可 以 引 <c 的 两 条 切线 。 使 这 两 切线 正 交 的 点 2 
HABLA C+ yer + p. 这 为 C 
的 准 圈 (director circle)， 过 椭圆 上 的 两 点 AC, 
0), X(acos0, bsin 0) (0 > 0) 以 及 原点 0 所 
作 的 “扇形 "0AX 的 面积 是 ab0/2 = (ab/2) х 
Arccos x/a, 椭圆 的 弧 AX 的 长 度 可 用 李 回 积 


Aa af. VEZ og 0 = a EG/2 — 8, e) 的 


值 表示 。 特别 是 椭 贺 内 部 的 面积 为 rab, HB 
的 全 长 为 44E(0, e). 

对 于 以 焦点 F(ae, 0) 为 极点 , 以 z 轴 正 
向 的 射线 为 极 轴 的 极 坐 标 系 (r, e), MINI C 的 
方程 为 


1 ГА 
4 -—_, Ë, 
@ ETET a 


这 个 1 等 于 通过 焦点 且 垂直 于 长 轴 的 弦 ( 这 个 
BEAK BUNS (latus rectum)) 长 的 一 半 . 
F 为 定点 ,X 为 动 质点 , 若 X 始 终 被 向 F 的 方向 
的 ,与 FX 长度 的 平方 成 反比 的 向 心力 所 吸引 ， 
ВАНИЕ ЮНОНИ С 的 切线 方向 的 
初速 度 , 则 X 总 是 在 C 上 运动 ,而 且 动 径 FX 描 
出 的 面积 速度 为 常数 (J. Kepler, I. Newton), 
【 双 曲 线 的 性 质 】 二 直线 /一 y/p = 
0, 即 y/z* 一 土 b/a 是 双 曲 线 C: 21/2 — у = 
1 的 渐 近 线 +。 双 曲线 C r/e — p/b = —1 
FRA СОЗ ЗАЙН (conjugate hyperbola), = 
4 一 6 时， 两 渐 近 线 正 交 , CHC "全 等 。 这 时 
CHA HMMA (rectangular hyperbola) 或 等 
轴 双 曲线 (equilateral hyperbola), JAC 上 的 点 X 
引 两 渐 近 线 的 平行 线 ， 它 们 与 两 渐 近 线 所 图 成 
的 平行 四 边 形 的 面积 为 常量 。 (特别 是 C 为 直 
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角 双 曲线 的 情形 ,如 果 取 两 渐 近 线 为 坐标 轴 , 则 
C 的 方程 为 xy 一 0/2.) C 上 过 点 X 的 切线 由 
两 渐 近 线 所 截 割 的 线 侦 被 X 平 分 。 对 于 双 曲 线 
的 情形 ， 从 两 焦点 到 任意 切线 的 距离 之 积 也 等 
于 常数 如 ， 连 结 两 焦点 与 C 上 的 点 X 的 二 直线 
之 间 的 角 , 被 点 X 的 切线 所 平分 。 

双 曲 线 C 用 参数 9 可 表示 为 
G) х= asc0, у = апд. 
这 时 9 也 称 为 (+,y) 的 离心 角 . 如 果 用 双 曲 函 
数 ', R u 为 参数 , 则 可 用 下 式 代替 G): 
GB") х = acoshu, у = bsinhu, 


HAR LAOH A 4250), ХО, y) SRO 所 构 
WRAY HT” O AX Т runi Arcos] = 


= ФМ 
2 


， 双 曲线 的 弧 4X 的 长 


Ss pu | [= = aga. 

对 于 以 焦点 PCae， 0) UU, 轴 的 正 疝 
的 射线 为 极 办 的 极 坐标 系 C> P)» IMH c 的 
p 


(5 r= 


——— 1 =, 
1 —ccosp - 


这 个 1 等 于 通过 焦点 且 垂直 于 主轴 的 弦 ( 它 也 
称 为 通 径 ) 的 长 度 的 一 半 . P 


【抛物 线 的 性 质 】 被 一 定 方向 的 “重力 ”所 
吸引 而 不 受 其 他 力作 用 的 质点 所 描绘 的 曲线 是 
抛物 线 (G. Galilei), 抛物 线 上 过 点 X 的 切线 与 
连结 焦点 F 与 X 的 直线 及 主轴 的 方向 成 相等 的 
角 ( 图 6)。 因 而 由 焦点 射出 的 光线 被 抛物 线 
“反射 "后 , 都 与 主轴 平行 。 如 果 在 点 X (zo, yo) 
的 切线 与 x 轴 交 于 点 X, 点 X 的 法 线 与 x 轴 交 
FAX, 由 点 x 到 x Е Хо, WA 
ЕХ = FX’, 故人 FXX 为 等 腰 三 角形 , XX 被 
» 轴 平 分 ， 因 而 从 F 向 切线 所 作 垂 线 的 垂 足 的 
轨迹 是 ” 轴 。 又 切线 投影 X Xe 之 长 = 2x0, 法 
线 投影 X”X 之 长 一 24 = 2: OF, 反之， 法 
线 投影 为 定 长 的 曲线 是 抛物 线 。 抛物 线 的 平行 
驴 中 点 的 轨迹 是 与 主轴 平行 的 直线 . 

在 以 焦点 为 极点 ， 以 * 轴 的 正 向 的 射线 为 


极 轴 的 极 坐标 系 中 , 抛物 线 方程 为 


v bius 
1— cosp 


抛物 线 的 弦 BC 与 弧 B Ç 所 围 成 的 面积 (图 7) 


2 


me 图 ?7 


等 于 和 A4BC 的 面积 的 4/3, 这 里 4 是 与 BC 平行 
的 抛物 线 的 切线 的 切 点 (Archimedes). 当 X 的 坐 
FRA (Cros vo) 时 ,抛物 线 (2) 的 弧 OX 之 长 度 等 


OY à alg Wt Vy + ë 
4a 2a ` 


GH) 通过 有 心 圆锥 曲线 中 心 的 直 
线 称 为 它 的 直径 (diameter)。 平行 于 有 心 圆锥 
曲线 的 一 条 直径 4 的 弦 的 中 点 轨迹 是 另 一 条 直 
4. 4' Ж d (03КА (conjugate) 直径 。 这 时 
d FEAR 4. 标准 坐标 系 的 x Sh. y Sh 
ANIME. 18 4, a" 被 曲线 所 截 的 线段 
CAMS BATE) BO AE DE @ 24, 26’, 
B a, d 间 的 角 为 上 时 , 则 有 以 下 关系 成 立 ( 关 
于 土 号 , 当 表示 椭 贺 时 取 十 , 双 曲 线 取 一 ): 
a" x ma! xU, al sino ab, X dud 
的 方向 系数 之 积 一 +/2, U d,d’ HAW 
斜 角 坐 标 系 的 曲线 方程 为 n/a" + у/5” = 1, 

【 共 焦 贺 锥 曲线 】 以 两 定点 F，F 为 焦点 
的 椭 贺 以 及 双 曲 线 的 集合 称 为 共 焦 有心 圆锥 曲 
线 族 (family of confocal central conics) (图 8). 
包含 椭圆 2/2 + y!/ P = 1 的 共 焦 有 心 圆锥 曲 
ажил 为 参数 的 曲线 几 =2/(2 + 2) + у'/ 
(+1) = 1. 通过 各 象限 内 部 的 点 (例如 第 一 
象限 内 部 的 点 Cros yo) (xo > 0, yo > 0)) 属于 
这 个 曲线 族 的 椭圆 及 双 曲 线 各 存在 一 个 ， 而 且 
它们 是 正 交 的 。 因 而 属于 一 个 共 焦 有 心 贺 锥 曲 
线 族 的 椭圆 及 双 曲 线 构成 正 交 曲线 坐标 ', 称 为 
椭 贺 坐标 ' (一 坐标 )。 


X, 以 一 定点 F 为 焦点 、 通 过 的 一 直线 
为 轴 的 抛物 线 的 集合 称 为 共 焦 抛物 线 族 (Family 
of confocal parabolas) (图 9). 含有 六 一 4ar 的 
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емие ки ) 为 参数 的 曲线 族 у = 
Aa + 4)(x + 4)， 共 焦 抛 物 线 族 也 确定 一 个 
正 交 曲线 坐标 系 . 

【二 次 曲线 】 对 于 平面 上 的 直角 坐标 系 ， 
实 系数 的 二 元 二 次 方程 
(5) аа? + 2hry + by? + 2gr + 2fy + c = 0 
所 表示 的 曲线 (其 中 (a, b, A) > (0,0,0)) A 
二 次 曲线 (curve of second order)、 二 次 曲线 可 
以 是 空 集 \ 一 条 或 两 条 直线 ,或 圆锥 曲线 。 对 于 
(5) 设 
a hg 
À bd 
ete 
D 称 为 这 个 二 次 曲线 的 判别 式 (discriminant), 
当 р» + 0,D = 0 时 , 如果 这 个 曲线 不 是 空 集 ， 
则 为 有 心 圆锥 曲线 .如 果 Dy > 0 则 为 椭圆 或 空 
集 . 如 果 De < 0 WAM. 当 De = 0, D 
0 时 这 个 曲线 为 抛物 线 、 当 忆 一 0,Po 二 0 时 ， 
曲线 是 一 点 ; 当 D = 0, De < 0 时 是 两 条 相交 
的 直线 ; 当 D 一 Dy = 0 时 是 空 集 、 一 条 直线 或 
两 条 平行 直线 。 

【极点 和 极 线 】 dE Flr, у) = ах? + 28у + 
by? + 2gz + 2fy + c = 0 是 圆锥 曲线 c 的 方 
ËL, (xo, yo) 是 在 其 平面 上 的 一 点 了 的 坐标 ， 
则 方程 (1/2) (8 F/0x + yO F/By) = аху + 
Anat + zya) + byyo + g(z + z) + f(y + 
ж) + с = 0 所 表示 的 直线 P* KH PRE CH 
极 线 (polar) (图 10). S PROS ALS EAT 
M, PROS 1 的 极点 (pole), 用 1* 表示 . 一 般 


(6) D = p D= 


图 锥 曲线 425 
Ж, UF HEE, НР** — P, 1 e, 
ШЖ P* э Q, 则 Pe Q* ing >P. єР*, 
如 果 通 过 了 的 直线 与 C 相交 于 X,Y，, 与 P* 交 于 
已 , 则 P, 已 对 于 X, Y ВОИ ИД. NOR 
是 如 果 P € P*, HJ # P € С, Р" 成 为 C 在 点 P 
的 切线 .对 于 C 所 在 平面 上 的 APOR 来 说 ， 
Р", Q*, R* 为 三 边 的 三 角形 称 为 APOR 的 
REME (polar triangle), 如 果 OTN R* 一 
Р, R* NP 一 Q' P* n 0* = R', 则 三 直线 
PUP, QUQ’, RUR' 相交 于 一 点 (M. Chases), 
4 APOR 的 极 三 角形 与 其 本 身 相 一 致 时 ， 
APOR 称 为 自 配 极 三 角形 (sclf polar triangle), 
焦点 的 极 线 就 是 准 线 . 


图 10 


【二 级 曲线 】 HHR urt vy 十 w=0 的 
Жи, e, 必 满 足 实 系数 的 二 次 方程 
€) Aw + 2Huv + Bv! + 2Guw 

+ 2Fuw + Cu? = 0 

(Ж (A, B, H) # (0,0, 0)) 时 ,这 些 直线 的 
包 络 曲线 称 为 二 级 曲线 Curve of second class), 
它 与 二 次 曲线 在 本 质 上 是 一 样 的 。 二 级 曲线 与 
їн (5) 所 表示 的 二 次 曲线 相同 的 条 件 是 4,8, 
C, F, G, H 与 (6) 的 行列 式 D 的 a,b, c, fs 
8，4 的 余 因 子 成 比例 。 

从 射影 的 观点 看 来 ,二 次 曲线 可 定义 如 下 : 
当 通 过 不 同 中 心 A, 4 OB ACL, m, s 
АС, m'y с) 由 射影 映射 *1 而 对 应 时 , 它 
是 对 应 直线 的 交点 1 n 7 = x 的 轨迹 《J. 
Steiner)( 图 11)。 由 此 可 知 , 内 接 于 二 次 曲线 的 
六 边 形 ABCDEF 的 三 对 对 边 〈4B，DE)， 
(BC, EF), (CD, FA) 的 交点 在 一 直线 上 
(Pascal 定理 (图 12)), 当 二 次 曲线 由 二 直线 
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miu 图 12 

组 成 时 ， 即 可 得 到 Pappos 定理 (图 13). 这 
个 直线 称 为 ABCDEF 的 Pascal 线 (Pascal 
tine)。 对 于 二 次 曲线 上 的 六 个 点 4, B, C, D, 
E, F 进行 不 同 的 排列 ， 可 以 得 到 60 条 Pascal 
8. 由 这 60 条 直线 构成 的 图 形 ， 称 为 Pascal 
构图 (Pascal’s configuration), J. Steiner, Kirkman 
等 人 对 这 个 图 形 进行 了 研究 。 与 Pascal 定理 成 
对 偶 的 有 以 下 的 Brianchon 定理 : 外 切 于 二 
级 曲线 的 六 边 形 的 三 条 对 角 线 相交 于 一 点 
《图 14). 


图 13 图 14 
[5] [1] EH EB, MMAR eM. 


1937; [2] G. Salmon, A treatise on conie sections, 
Longmans, Green and Co., 第 六 版 1879 (Chelsea 1962); 
[3] H. F. Baker, Principles of geometry H. Plane 
geometry, Cambridge Univ. Press, 1922. 


二 次 曲面 (36 surface of the second order, qua- 
dric 法 surface du deuxième ordre, quadrique 
4& Fläche von der zweiten Ordnung, Quadrik А 
коническая поверхность Н 2 次 曲面 ] 
【定义 】 三 维 Euclid 空间 R 中 的 坐标 
z, y, z 之 间 的 二 次 方程 
(1) at by + cz! + d + 2Jyz + Ager 
+ 2hxy + 2{х + 2g'y + 2h's 一 0 
(GREC a, b, с, +++ 为 实数 ,二 次 项 的 系数 不 全 
为 零 ) 表 示 的 曲面 称 为 二 次 曲面 .一 般 来 说 , 直 
线 与 二 次 曲面 相交 于 两 个 点 ， 如 果 相 交 于 三 个 
点 以 上 , 那么 此 直线 必 全 部 在 曲面 上 ， 通过 一 
点 O 的 直线 与 一 个 二 次 曲面 相交 于 两 个 点 4, 


A’, 如 果 总 有 40 = 1'0, 则 O 称 为 这 个 二 次 
曲面 的 中 心 (centre). 

【分 类 】 二 次 曲面 有 如 x 十 六 十 2 + 1 = 
0 这 样 的 空 集 的 情形 ,但 以 下 我 们 只 考虑 非 空 
的 情形 。 当 无 奇 点 ' 的 二 次 曲面 F 有 中 心 时 , 称 
F HAMA (central, centred), 没有 中 心 时 , 称 
下 为 无 心 的 (noncentral). 

如 果 取 适当 的 直角 坐标 系 ， 则 有 心 二 次 曲 
面 的 方程 可 以 写成 以 下 形式 之 一 : 
Q) jët ytt је =l, 
G) а/о уи jtm, 
(4) а/а уур + o/c? = 1, 
G) e+ yje =l, 
(6) zs — yt = 1, 
(7) =/= 1. 
形 如 (2), (3), (4), (5), (6) 的 曲面 , 分 别称 
AMA (elipsoid), MAMA Chyperboloid 
of one sheet)、 双 叶 双 曲面 (hyperboloid of two 
sheets), DDE HAMM (elliptic cylinder), 
双 曲 柱 面 或 双 曲 柱 《hyperbolic cylinder), 方程 
为 (7) 的 情况 , 曲面 成 为 两 个 平行 平面 。 对 于 
(2), (3), (4), (5), Ч a = b ty, 这些 曲面 
是 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 '。 把 它们 分 别 
PH MAM BB (cllipsoid of revolution)、 单 叶 
旋转 双 曲 面 〈hyperboloid of one sheet of revolu- 
tion)、 双 叶 旋 转 双 曲面 (hyperboloid of two sheets 
of revolution), REA (circular cylinder), 
对 于 旋转 椭 贺 面 ， 当 。 = b= c 时， 曲面 成 为 
以 a 为 半径 的 球面 '。 

如 果 取 适 当 的 直角 坐标 系 ， 则 无 心 二 次 曲 
面 的 方程 可 以 写成 以 下 的 形式 之 一 : 
(8) 22 = =/a + уу, 
(9) 2 = =/a— yp, 
(10) 
ТЕ (8), (9), (10) 的 情况 , 曲面 分 别称 为 酉 国 
抛物 面 (clliptic paraboloid)、 双 曲 抛物 面 (hyp-- 
rbolic paraboloid)、 抛 物 柱 面 或 抛物 柱 〈parabolic 
cylinder). 对 于 (8), 当 a = b 时 , VOS Met 
4H (elliptic paraboloid of revolution), 

其 中 (2), (3), (4), (8), (9) 也 称 为 常态 


2: = хуа, 


(proper) 二 次 曲面 , 其 余 的 称 为 退化 (degenerate) 
二 次 曲面 . 

(2), G), +++, (10) 称 为 这 些 曲面 方程 的 
标准 型 canonical form) (标准 型 的 a, b, c 与 
(1) HB a, b, c 当然 不 相同 )。 对 于 曲面 (2)， 
(3),(4) 来 说 ,平面 + 一 0,y = 0, z = 0; 对 于 
曲面 (8),(9) 来 说 ,平面 + 一 0, y 一 0， 分 别称 
为 曲面 的 主 平面 (principal plane), PERZ 
线 称 为 主轴 (principal axis)。 对 于 旋转 面 来 说 ， 
主 平面 及 主轴 的 位 置 是 不 定 的 。 标 准 型 方程 中 
的 a,b,c 称 为 主轴 的 长 度 或 主轴 。 在 单 叶 双 
曲面 与 双 曲 抛物 面 上 ， 分 别 有 两 族 直线 ， 同 族 
的 二 直线 不 相交 (也 不 平行 )， 不 同族 的 二 直线 
相交 。 即 对 于 (3) 80A A Re 为 参数 的 直线 
Ж, 


alk 
1 
IE 
1 
> 
l 
IS 
s 


m 

+ 

" 

|) 
Ac ? 
I 
FIM 
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(a 6 Га 
对 于 (4) 有 
x У х 
ey E qai 
x $ — tt x 


~. b à үй ® Æ 


这 些 直线 分 别称 为 曲面 的 母线 (generating line), 
单 叶 双 曲面 以 及 双 曲 抛物 面 是 由 它们 的 母线 生 
成 的 直 纹 曲 面 '。 

如 果 二 次 曲面 有 奇 点 ， 则 这 个 奇 点 是 二 重 
点 ， 一 个 二 次 曲面 下 的 二 重点 的 集合 成 为 1) 
—H 0,82) 一 直线 ,或 3) 一 平面 =。 最 后 
的 情形 3),F 与 = 是 一 致 的 ,在 2) 的 情形 ,F 是 
通过 1 的 二 平面 或 ! ЖЯ. D 的 情形 , 称 F 是 
以 0 为 顶点 (vertex) 的 二 次 锥 面 (cone of the 
second order)。 它 的 方程 可 表示 为 Ах! + By + 
Ст 0 (АВС #0). A, B, C 同 号 时 F 变 
成 点 0 ， 异 号 的 情形 可 认为 4, B>0, C= 
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一 1, 且 当 A=B hj, F 称 为 直立 圆锥 (right 
circular cone), A + B FF OS HEISE. Coblique 
circular cone), 

对 于 双 曲 面 (3), (4), 二 次 锥 面 
G) а/а + у у = 0, 

(4^) —2/e— y?/b + 227 с = 0 
分 别称 为 G), (4) 的 渐 近 锥 面 (asymprotic 
cone), 

【极点 , 极 面 】 通过 二 次 曲面 外 一 点 P 的 
直线 与 曲面 相交 于 X,Y WA, 如果 关于 X,Y， 
点 P 的 调和 共 轿 点 ' 为 8, 则 点 2 的 轨迹 是 平 
面 。 这 个 平面 * 称 为 关于 二 次 曲面 的 点 P 的 极 
TE (polar plane), A P 称 为 这 个 平面 = 的 极点 
RR (Pole)。 当 点 的 极 面 通过 点 2 时 , 点 9 
的 极 面 通过 点 P .这 时 称 P, О 两 点 对 于 二 次 曲 
di Jes ffo (conjugate) . 当 P 点 在 二 次 曲面 上 
时 ,可 以 认为 极 面 是 在 P 点 的 切 平面 .关于 无 奇 
点 的 二 次 曲面 ， 当 四 面 形 各 顶点 的 极 面 是 对 应 
于 它 的 顶点 的 平面 时 ， 这 个 四 面 形 称 为 自 配 极 
四 面 形 (self polar tetrahedron), РЧ A 的 四 个 
顶点 的 关于 二 次 曲面 的 极 面 为 四 面 形 B 的 平面 
时 , 交换 4, B 后 也 有 同样 的 性 质 。 这 样 的 两 
个 四 面 形 ， 称 为 关于 二 次 曲面 互 为 配 极 四 面 形 
(polar tetrahedron)， 关 于 二 次 曲面 , 当 两 个 平面 
中 一 个 平面 的 极点 在 另 一 个 平面 上 时 ， 称 这 两 
A FBR F KERE (conjugate), 

当 两 个 平面 束 * 有 射影 关系 ' 时 ,其 对 应 的 二 
平面 交 线 的 轨迹 一 般 是 单 叶 双 曲面 或 双 曲 抛物 
面 ， 特 别 是 当 平面 束 的 轴 相 交 时 , 这 个 轨迹 是 
二 次 锥 面 , 轴 互 相 平 行 时 为 二 次 柱 面 ( 即 椭圆 柱 
面 或 双 曲 柱 面 ). 当 考虑 不 在 同一 平面 上 的 二 直 
线 的 射影 对 应 时 ， 通 过 其 对 应 点 的 直线 的 轨迹 
也 成 为 二 次 曲面 (M. Chasles), 

【二 级 曲面 】 一 般 地 把 通过 任意 直线 都 可 
作 两 个 切 平面 的 RR 的 曲面 , 称 为 二 级 曲面 
(surface of the second class)。 它 是 用 平面 坐标 * 
ms tay изу и, 的 二 次 齐 次 方程 所 表示 的 曲面 ， 
而 且 它 可 以 分 解 为 圆锥 曲线 或 两 个 点 。 在 一 般 
情况 下 二 次 曲面 与 二 级 曲面 是 一 致 的 . 同 二 次 
曲面 一 样 ， 对 于 二 级 曲面 也 可 以 定义 极点 、 极 
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面 \ 配 极 四 面 形 。 关 于 二 级 曲面 ,连结 五 为 配 级 
四 面 形 的 两 个 四 面 形 的 相对 应 顶点 的 四 直线 在 
同一 个 二 次 曲面 上 。 这 时 称 这 两 个 四 面 形 是 在 
双 曲 面 位 置 (hyperboloidic position), 

【 共 焦 二 次 曲面 】 在 直角 坐标 系 中 表示 为 
an = U йд. ж 

atk b+k 
a>br>ce>d 

的 一 族 有 心 二 次 曲面 称 为 共 焦 二 次 曲面 (confo- 
cal quadrics)。 对 于 属于 这 族 的 二 次 曲面 , 燃 圆 

22/00 = с) + уь с) 1, 
及 双 曲 线 

аба Б) уь с) 1, y= 0 
上 的 所 有 点 都 称 为 它 的 焦点 (focus), XV 
及 双 曲 线 称 为 这 个 二 次 曲面 的 焦点 二 次 曲线 
《focal conics), 

已 给 有 心 二 次 曲面 F， 通 过 主 平 面 外 的 一 
点 XG ys 2), 可 以 作出 除 F 以 外 的 两 个 与 F 
共 焦点 的 二 次 曲面 这些 曲面 , Р, F” &Ҥ 
为 正 交 的 。 F，F’，F” 之 中 ， 一 个 是 椭 贺 面 ， 
一 个 是 单 叶 双 曲面 , 一 个 是 双 叶 双 曲面 。 设 对 
应 于 这 三 个 曲面 ，(11) H k RAX ko b, b 
BY, 这 个 点 xX 的 直角 坐标 为 
х= GER th аа) e—a)» 
у= ERO GER) b+ b) Ca Ge —b)s 
r= Vcth) (eth) Ge Са X6 — e). 
如 hes ks ЖУ X IRR A E (elliptic coordinates), 

在 两 个 同 种 类 的 共 焦 二 次 曲面 


Bat 
EW E L u. 
ç b € 


-1, 


z=0 


CAPTO NIE, 
a+k 
+, 分 别 取 适 合 于 


=- 
Ve Verh 


的 两 个 点 Cr, ys 2), («'› у, 2), 称 为 对 应 点 
(corresponding points), dm Pi, Pas Qi, O2 为 对 


BLA, WA PO: = PO: (J. Ivory), 
(BRO) 一 般 来 说 ， 二 次 曲面 由 两 族 平 
行 平面 可 以 截 出 圈 截 口 (cydlic section), 与 其 
平行 的 切 平面 的 切 点 , 是 二 次 曲面 的 脐 点 '。 
【二 次 超 曲面 】 я 维 Euclid 空间 Re 中 的 
ЕЕРЕЕ РРА] 二 次 方程 


a2) È ала Das temo 


GR а, 5, с 都 是 实数 ， sepe A= (ак) 为 对 
称 和 矩阵 并 不 失去 一 般 性 。 设 4 是 非 零 矩 阵 ) 所 
表示 的 点 集 称 为 Re 上 的 二 次 超 曲面 (quadraric 
hypersurface) 或 简称 为 二 次 曲面 (quadratic su- 
пасе). п = 2 时, 它 成 为 二 次 曲线 ', 当 "一 
3 时 是 上 述 的 二 次 曲面 。 上 述 二 次 曲面 的 分 类 
等 理论 , 可 以 照样 推广 到 ” 维 的 情形 , 显然 能 


得 出 预期 的 结果 . 
їй» + 1 阶 方 阵 
асса. by b. 
el Rr 4 3 
res ат tt das b, нё b, 
bob. с bh с 
的 秩 数 为 -C4*) m r*， 如 果 С) 一 r， 则 有 
以 下 三 种 情形 


D r=+*, Ш) rtl=r*, Ш) r+2=r*. 
对 应 于 这 些 不 同 的 情形 , 根据 Re 的 坐标 变换 、 
方程 (12) 可 以 变 成 以 下 标准 型 (canonical form): 

D Das=0, 0) Buitis, 


#1 = 
HD ум + 2х4 = 0. 


这 里 (2，… 0) (0 的 个 数 为 "一 
r) 与 矩阵 4 的 特征 值 成 比例 。 一 般 地 ，1 < 
rca, (BED, ID 中 有 > 一 "在 IIH) 中 有 
r+1 一 ”时 的 超 曲面 称 为 常态 n 维 的 《properly 
n-dimensional) 二 次 曲面 ,其余 的 情形 , 称 为 二 
次 柱 面 或 二 次 柱 《quadric cylinder), 1), DKY 
情形 ， 二 次 柱 面 是 通过 常态 维 二 次 曲面 的 
各 点 所 作 的 平行 于 固定 的 ”一 r 维 平面 的 同 维 
平面 的 轨迹 。 ш) 的 情形 ， 二 次 柱 面 是 从 常态 
r 十 1 维 的 二 次 曲面 各 点 所 作 的 平行 于 固定 的 
п 一 r 一 1 维 平面 的 同 维 平面 的 轨迹 。 常态 ” 


EE 


维 的 二 次 曲面 ， 在 D 的 情形 . Ba > 0G= 
1,77, п), W 成 为 R* 上 的 一 个 点 ,在 ID 的 
情形 , Ж > 0G =l, n). RIS ZEE, X 
FDD BRE 17 0G 一 1) 的 情形 。 
把 同一 曲面 用 两 个 标准 型 表示 时 ， 两 标准 型 的 
ЭКСТ), ID, ID 类 以 及 r) 一 致 , 而 且 两 个 标准 
方程 中 的 ws ees A (不 考虑 顺序 ) 成 比例 ,这 
个 比例 常数 在 ID 的 情形 是 1, 在 HD 的 情形 
是 士 1。 在 D 的 情形 , 原点 O 在 曲面 上 , ШЖ 
原点 以 外 的 点 X 在 曲面 上 , 则 直线 OX 全 部 
都 在 曲面 上 。 这 种 情形 的 曲面 称 为 二 次 锥 面 
juadric сопе). 

X. D, ID 情形 的 曲面 对 于 原点 是 对 称 的 。 
D, ID) 情形 的 曲面 称 为 有 心 二 次 曲面 (central 
quadric), Ш) 情形 的 曲面 称 为 无 心 二 次 曲面 
《non-central quadric) 或 称 为 扫 物 型 二 次 曲面 
(parabolic quadric) .如 果 把 IID 所 表示 的 抛物 型 
二 次 曲面 用 含 *,n 轴 的 (二 维 ) 平 面 去 截 ， 则 其 
蕉 口 是 抛 物 线 . 对 于 ID In 2; 06 = 1,7 
r), 则 曲面 为 柚 圆 型 二 次 曲面 (elliptic quadric), 
在 中 如 果 有 正 有 负 , 则 称 为 双 曲 型 二 次 曲面 
(hyperbolic quadric)， 椭 俩 型 二 次 曲面 被 平面 所 
R, KROER. 双 曲 型 二 次 曲面 被 平面 
вт „Жап И. KH 0 
曲面 的 (任意 维 的 ) 平 面 截 口 是 此 平面 上 的 二 次 
曲面 . 

【 仿 射 空间 的 二 次 曲面 】 以 上 研究 的 是 
n He Euclid 空间 Re 中 的 二 次 曲面 (12), 在 К“ 
中 由 于 坐标 的 正 交 变 换 把 方程 化 为 标准 型 ， 如 
RE Re 考虑 为 实数 域 上 的 = 维 仿 射 空间 +, 根 
据 仿 射 空间 的 坐标 变换 , 把 (12) 化 成 最 简单 的 
形式 , 则 同上 面 一 样 , 相应 于 D, UD, ш) 的 情 
形 ,可 以 得 到 以 下 的 标准 型 : 

1n a- 54-0, 
a ©һ 


п: > 于 一 > 好 十 1 一 0， 


m, i 


ш; $4 > z+ 2, a = 0. 


ia [Ете 
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其 中 设 0 <<. EN GER 1,11, Ш 的 任何 一 
种 情形 , 而 且 有 ”一 :一 人 0 < :< r) it, 可 以 
NG, r) 表示 上 面 的 标准 型 。 上 述 的 常态 ” 
维 、 柱 面 ( 柱 )、 锥 面 、 抛 物 型 椭 贺 型 , 双 曲 型 等 
名 称 对 于 仿 射 分 类 也 都 成 立 。 例 如 锥 面 是 I, 抛 
POA, RAVAN, ғ), MHA Ms, 
2)6,:2 0), MG, 0) 表示 空 集 , 但 除去 这 种 
情形 , 同一 个 曲面 可 以 表示 为 两 个 标准 型 NG(s， 
D. NG, £) 的 充分 必要 条 件 是 G) NAN, 
而 且 (iD N =l RM 的 情形 ,这 时 有 “s mss 
r= r R = г”, <=”, N 一 1 的 情形 , 则 有 
k "^" = ©. 

【射影 空间 的 二 次 曲面 】 对 于 在 某 个 域 K 
上 的 n 维 射影 空间 ! Р", Р" 上 的 齐 次 坐标 x。， 
x c z.) 之 间 的 齐 次 二 次 方程 

У) anar = 0 


E 
(au € K, JERE 4 Са) 是 非 零 的 对 称 矩阵 ) 
所 表示 的 点 集 , 称 为 P 上 的 二 次 超 曲面 或 简称 
二 次 曲面 它 的 分 类 问题 归结 为 二 次 型 ?的 分 
类 问题 ,或 对 于 大 上 的 正则 和 矩阵 了 ,认为 可 写成 
747 形式 的 矩阵 与 4 是 等 价 的 ,这 时 归结 为 天 
上 的 对 称 和 矩阵 的 分 类 问题 (一 二 次 型 )。 特 别 是 
们 为 代数 闭 域 ' 或 实 闭 域 !' 的 情形 ， 可 以 得 到 简 
单 的 结果 。 也 就 是 当 K 为 代数 闭 域 时 , 如 果 4 
的 秩 数 为 Сл) = r， 则 二 次 曲面 的 方程 可 化 为 
标准 型 
D=o 


又 K 为 实 闭 域 时 可 化 为 标准 型 
Sa- X 4-6 


fo з 

[$] [1] G. Salmon, А treatise on the analytic 
geometry of three dimensions, Hodges, Figgis & Co., 
Dublin. 第 四 版 1882 (R. A. P. Rogers fi, FIRE І, HAWK 
1914); [2] G. Salmon-W. Fiedler, Analytische Geometrie 
des Raumes I, Teubner, 1898, [3] 9208, HNE 
学 1, п, ASMA, 1936, 1945, 2 次 超 曲面 Eon 
Tid; [4] E. Sperner, Einfahrung in die analytische 
Geometrie und Algebra II, Vandenhoeck & Ruprecht, 1948; 
[5] 5. lyanaga (SABA), Kikagaku Zyosetu (Japanese 
Introduction to geometry), Iwanami, 1968; [6] Н. F. 
Baker, Principles of geometry HI. Solid geometry, Ca- 
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abridge Univ. Press, 1922, [7] O. Schreier- E. Sperner, 
Einführung in die analytische Geometrie und Algebra H, 
Vandenhoeck & Ruprecht, 1951 СЖЖ: Projective geo- 
metry of я dimensions, Chelsea, 1961). 


Ed 1% convex set 法 ensemble convexe Ж 
konvexe Menge {Ñ выпуклое множество 日 
Uem] n fE Euclid 空间 К" R97 SE x ift 
“Bx, y€ X,0 < a <1, Шах + (1 —o)y 
€ X" IT, X HAAR (convex), ХИХ HG 
d. 是 集 的 开 核 ' 和 闭 包 ' 都 是 凸 集 ， 具 有 内 点 
的 有 界 闭 凸 集 称 为 凸 体 (convex body), 包含 集 
AXC D) 的 最 小 凸 集 是 存在 的 .把 它 称 为 
X 的 凸 包 〈convex hull), 用 [X] 表示 。[X] 的 
JR x 可 以 表示 为 叉 的 至 多 n + 1 个 点 的 凸 线性 
组 合 。 也 就 是 说 ,对 于 *e [X]1， 可 以 适当 选择 
ЄХ, а 20(G—1,2, nls а + 
m + t ама = DE z = ge! + ам? + 
онат. 无 论 怎样 选择 X 的 相 异 的 两 
Ar + ЖЕШ x 一 (1 2)(а'+ z) 表示 
的 点 x€ X， 称 为 X AMMA extreme 
point)。 当 X 是 有 限 集 时 , LX] 称 为 凸 多 面体 
(convex polyhedron), WRA X 表示 凸 多 面体 
X 的 顶点 的 集合 , WAX = (X). 

BPH H = (z|(a, x) So} 确定 两 个 半 
空间 (half space).{x| (a, z) & о}, (16а, 2) > 
a). KPA. asd x ae hey 
面 H 所 确定 的 一 个 半空 间 5 中, X 的 边界 与 妃 
有 共同 点 时 , 电 称 为 X 的 支撑 超 平面 (supporting 
hyperplane), 5 称 为 X 的 支撑 半空 间 (supporting 
half space), HNR x 与 它 的 一 切 支撑 半空 间 
的 交 相 重 合 。 凸 集 X 的 边界 点 在 X 的 某 一 个 支 
撑 超 平面 上 . 57b DW X, Y 是 凸 集 ,X 具有 内 
点 , 且 X nyY 一 外, 则 可 选择 适当 的 % #0) 与 
实数 a, ВЧ rE X Са, х) Sas y €Y 
时 有 (a,y) < a RY. i) 在 没有 共同 点 的 两 
АЙГА x, Y h, 如 果 至 少 有 一 个 是 有 界 的 ， 
则 可 选择 a 0 与 实数 а, 使 得 当 ze X 时 有 
ба, к) >a, M y€Y HA Cary) < a Br. 
ELE D, i) 都 是 由 超 平面 分 离 X 与 Y, 所 以 
这 样 的 定理 称 为 分 离 定 理 (separation theorem). 


ini) 所 述 , 用 > (而 不 是 宇 ) 分 离 的 情形 称 为 
ЖШ (strongly separated). 

作为 分 离 定 理 的 直接 应 用 ， 可 以 导出 关于 
矩阵 的 下 述 性 质 : ШЖ 4 是 以 实数 为 分 量 的 
(m, n) 型 矩阵 , 则 有 使 Ay > 0, y > 0 т 
向 量 y 存在 ,或 有 使 tr < 0,х 2 0,r 202 
维 向 量 z 存在 .其 中 x > 0( > 0) 表示 = 的 分 
量 都 > 0 (> 0). 一 HRL. è 

在 多 复 变 函 数论 中 , 研究 了 关于 C 的 子 
集 的 各 种 凸 性 (> 多 变量 解析 函数 ). 

(Helly 定理 】 RRA AW EMS n + 
1, CEA) 是 R° Ei REIHE. 和 如果 年 
ËJ n + 1 С, 的 交 不 空 , 则 所 有 的 Ci 存在 
共同 点 , 这 称 为 Helly 定理 . 

二 这 个 定理 的 应 用 是 广泛 的 ， 例 如 由 此 定理 
可 以 导出 以 下 的 姓 质 。1) 如 果 Re 的 凸 集 X 被 
有 限 个 半空 间 覆 盖 ， 则 X 被 这 些 半空 间 中 的 4 
+ G <n+ 1) BR. 2) Re 的 有 限 集合 
X, Y 被 超 平面 强 分 离 的 条 件 是 : 对 于 XUY 的 
至 多 n + 2 个 点 所 构成 的 任意 集合 5 来 说 , 必 
有 SnX 与 Sn 被 超 平面 强 分 离 .…3) # R° 
的 集合 X 的 直径 < 2 , 则 Xx. 包含 在 半径 为 (2n/ 
(» + DO? @ Жї, 4) xX Ж А" WK. 
适当 的 选择 ze X， 通 过 * 的 任意 直线 与 凸 体 
的 边界 交 于 点 wy” 时 。 可 使 lz — «По —all 
*n/(G +1) У. Hely 定理 也 被 应 用 于 函 
Бри WA. 
=O [PHR] 在 平面 上 凸 体 的 边界 称 为 卵 形 
线 (oval), 在 空间 (三 维 ) 中 凸 体 的 边界 称 为 卵 
形 面 《ovaloid)。 卵 形 线 E 是 Jordan Mék’, 7E 
E 上 的 各 点 都 存在 从 左 侧 以 及 右 侧 的 切线 ; 两 
者 不 重合 的 点 至 多 有 可 数 个 。 这 些 切 线 与 E 
共有 一 点 或 一 线段 ， 称 为 卵 形 线 的 支撑 线 
(supporting lin), 设 0 是 内 部 的 一 点 ,，X 是 
与 0 不 同 的 一 点 , 那么 垂直 于 OX HRY 8 
R OX 的 支撑 线 ! 只 有 一 条 。 取 以 0 为 原点 
的 正 交 坐标 系 ， 如 果 任意 点 X 的 坐标 为 x， 
y), 1 上 的 点 的 坐标 为 (5, n), 则 直线 ! 的 方程 
是 Ex + ny = HG y) rfi AG, yA FE 
Fi: i) HOO, 0) = 0; i) WẸ > 0, W| HOr, 


ty) = rH(z, y); d) Hat my yi + y) < 
Hx, у) + НО, y; 这 个 H(z, y) 称 为 支 
捧 线 函数 (supporting line function), 五 的 形状 
与 大 小 由 支撑 线 函 数 来 确定 ; 反 过 来 ， 具 有 性 
BR i), ü), ш) 的 函数 是 某 旷 形 线 的 支撑 线 函 
ж. . 

OBA Е RAKE LE), HARGER 
为 F(E)， 又 设 对 应 于 OX 反 向 的 射线 OX’ 的 
支撑 线 为 了 时 , 则 ! 与 的 距离 称 为 XX' 方 向 
fJ E (ME (breadth)。 设 改变 方向 时 的 幅 的 最 大 
值 、 最 小 值 分 别 为 DL(E), SCE). DOD RE EW 
B, ACE) 称 为 互 的 厚度 (thicknes)。 再 有 ， 
SHATA R E W db t (curve of 
constant breadth), 这 些 量 之 间 有 下 面 的 不 等 式 
成 立 〈 以 下 暂时 把 LO) 中 的 下 省 略 ， 等 号 
只 对 和 手 括 弧 中 所 注 骨 的 图 形成 立 )。 L? > АЕ 
(A, J. Steiner, 1838,— 等 周 问题 ): L < <D 
( 定 幅 曲线 ，W. Blaschke, 1916); xD? > 4F 
(Il, L. Bieberbach, 1915); F > д/у 3 (E 
300, DPA, 1921) (HMAS; 东北 理 报 r, 
12, 13, Tohoku Math, J., 24, 49). 

【 孵 形 线 的 线性 组 合 】 设 二 卵 形 线 的 支撑 
З Hi, Ha, ` ,4 为 正 数 时 ,由 于 АН, 
+nH 满足 条 件 i), ii) ii), Abt Rs OR 
Eln 1) 的 支撑 线 函数 。 EC ide nE + 
hEr WA Ey, E; 的 线性 组 合 Cincar combina- 
tion), FFB, СЕ, + E,)/2 Ж Ey, E; 的 平 
MDB AGH (men oval), 对 于 它 有 关系 F 
XKEC6,5)) = FEDA + 2Mnn + ЕСЕ) B 
立 。 其 中 M 是 与 4, n EXOR, Вій MI» 
F(E) F(E). М Fi Ep. E; 的 混合 面积 
(mixed area)。 这 里 ,等 号 成 立 , 当 且 仅 当 AS 

E, 相似 ,而 且 它 们 在 相似 的 位 置 。 又 设 0 < 
<i, FEU 1— 0) 的 平方 根 为 :的 加 
ШЇ (Н. Minkowski, Math. Ann., 57 (190332). 
oo ARREA) 以 正三 角形 的 三 顶点 为 中 
心 \ 边 长 为 半径 所 作 的 三 个 圆 ,由 它们 的 劣 弧 围 
成 的 卵 形 线 称 为 Reulesux = #90 (Reuleaux's 
triangle), 3X &ULIZ IK XS ARS iE HR A, 而 且 定 
AR WHEL AT BRAY BAIE Reuleaox 三 角形 的 情况 
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为 最 小 。Reuleaux 三 角形 内 接 于 以 它 的 边 长 为 
一 边 的 正方 形 而 旋 转 . 一 般 来 说 ,内 接 于 凸 多 边 
ЖЗНЕ О Pa YE DBI 8 (inrevolvable 
oval) .任何 这 样 的 卵 形 线 都 能 从 内 接 于 正 多 边 
形 而 旋 转 得 到 ( 蕊 原 松 三 朗 - 持 谷 宗 一 , 东北 理 
$81, 4;Tóhoku Math. J., 11). 
类 似 于 以 上 记述 孵 形 线 的 性 质 。 对 于 卵 形 
面 或 R 的 凸 体 的 边界 也 成 立 。 
LOJ 当 ROTH X = 5 满足 “如 果 
x, y€X,a>0 ах, x 十 ?EX” 时 ，X 称 为 
£M (convex cone). MEEDE., {ЕТЕШ Ж 
BX = 5 的 最 小 是 锥 。 把 它 表 示 为 KCX)， 对 
于 两 个 凸 锥 X,Y， 如 果 其 和 X Y 定义 为 
{etylreX,ye¥}, W X 十 了 Y 是 凸 锥 ， 两 
个 凸 锥 的 交 仍 为 凸 锥 。 又 对 于 凸 锥 X， RA (y| 
对 于 X 的 所 有 点 x 有 Gs y) < 0} 是 凸 锥 ， 把 
它 称 为 X 的 对 偶 凸 锥 〈dual convex cone) 或 称 
AFP (conjugate convex cone), H X* 表 
ж. 4X 为 有 限 集合 时 ,K(X) 称 为 凸 多 面 锥 
convex polyhedral cone)， 例 如 ,射线 (5) = (z| 
x= ab, a > 0} (ë зе 0), SIA {rlCa z) < 
0) 一 Ca)* (as 0) RENOSTER. OAE 
EAR. г XLS MANE REA PEN 
X 是 有 限 个 射线 的 和 (作为 上 述 凸 锥 的 和 )。 对 
TOR Xo X, 4 OMS CX Mt, xt C 
Xt; 2) (X(+ X,)* = Xt NXT; 3) XB + 
XtC QAX). MAEM X, X, OS 
eM, 有 xt + xt = (ХҮП XOT. ALE 
CX*)* 记 作 X**, HEX ATX CX**, 但 
Тех, жх = X**。 把 它 称 为 由 多 
面 锥 的 对 偶 性 (duality), R" 的 线性 子 空间 工 是 
РЕШЕ. 又 ,对 于 Om, я) 型 实 矩阵 4 来 说 ， 
{zl4r 一 0 z> 0} 以 及 (2]42 > 0) BOS 
面 锥 。 当 X 为 凸 多 面 锥 时 X m Х** 成立 , 这 个 
等 式 表示 关于 线性 不 等 式 的 Minkowski-Farkas 
ERGE 4 29 (т, 2) 型 实 矩阵 , b 为 m 维 实 向 
E. 使 4y = P8 у > 0 的 解 的 充分 必要 条 件 
是 对 于 Ar > 0 AORTA m HERE x, (b,x) 20 
成 立 )。 关于 线性 不 等 式 一 线性 规划 [线性 不 
等 式 与 凸 集 的 理论 ] 。 
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【关于 函数 空间 的 凸 集 】 以 上 是 在 ” 维 
Euclid 空间 中 考虑 的 , 但 凸 集 、 凸 锥 也 可 以 在 一 
般 的 线性 空间 来 定义 .适当 条 件 下 , 与 R" 中 的 
定理 相 类 似 的 定理 都 成 立 。 例如 , 1) 设 王 是 
满足 Hausdorff 分 离 条 件 的 实 拓扑 线性 空间 '， 
A,B REDRE BARA ANB = Ф, 
A BRGY PT BS RABIN. EAE E ЕЙ 
续 线性 泛 函 / з 0 НЕ sup f(A) < inf f(B), 
2) 设 C 是 Hausdorff 实 拓扑 线性 空间 的 凸 集 . 对 
于 C 的 边界 点 *， 当 存在 满足 1(*) = sup Сс) 
的 连续 线性 泛 函 f 96 0 时 , x 称 为 C 的 支撑 点 
(supporting point), f 称 为 C 的 支撑 泛 函 (supp 
orting functional), Ч C 有 内 点 , 则 存在 以 
C 的 边界 点 * 为 支撑 点 的 支撑 泛 函 .。 3) 设 C 
是 Banach 空间 * 巨 的 闭 凸 集 。C 的 支撑 点 的 集 
BE CHAK ERIS. 

对 于 被 实 拓扑 线性 空间 E 的 对 偶 空间 * ET 
所 包含 的 凸 集 c, HE fee E* 不 属于 C , 则 对 某 
个 点 sw€ EE 能 使 sap{ 帮 xzo)1feK} < (za) 时 ， 
C 称 为 正则 四 集 (regularly convex set), 

又 设 E 为 Hausdorff 实 拓扑 线性 空间 ， 
K(C E) 是 以 0 为 端点 的 闭 凸 锥 而 且 K ñ 
《一 K) 一 {0}。 这 时 如 果 将 * < y 规定 为 y 一 
x€K, WHEE LEME. Piin, » Ж 
Euclid 空间 的 正人 象限 (positive orthant) (x = 
GOlz > 0G = 1, ++, n)) 是 闭 凸 锥 且 满 足 
KACK) = {0}。 这 个 正 象 限 的 半 序 (n) 
GO, 对 所 有 的 i 可 以 表示 为 x. < у. 这 样 ， 
元 素 为 正 数 的 矩阵 的 性 质 ， 核 为 正 数值 函数 的 
积分 算 子 的 人 性质 ， 可 以 推广 到 满足 KK) CK 
的 由 已 到 巨 的 映射 的 情形 . 

另外 一 线性 规划 {空间 的 扩张 与 应 用 ]。 
对 于 Krein Milman 端点 定理 一 拓扑 线性 空间 .。 


[#) [1] W. Blaschke, Kreis und Kugel, Verlag 
von Veit, 1916; [2] T. Bonnesen-W. Fenchel, Theorie 
der konvexen Körper, Erg. d. Math. Springer, 1934 
(Chelsea, 1948), [3] W. Fenchel, Convex cones, sets 
and functions, Lecture notes, Princeton Unix. Press, 1953, 
[4] Convexity, Proceedings of Symposia in Pure Ma- 
thematics VII, Amer. Math. Soc, 1963, (5] M.T. 
Крейн-М. A. Рутман, Линейные операторы, оставляющие 
инварнантным конус в пространстве Банаха, Успехи 
Мат. Наук, 3 (1948), no. 1 (23), 3—95, [6] AMBE, 


EMME. GR. 1947: (7] ERGE, SEMEL ORE 
Шу МВА, ИЕР. 1934; [8] -it 
Wa, RRAREORMFNHH. BH. 1960: [9] B. 
Griinbaum, Convex polytopes, Interscience, 1967, [10] H. 
М. Яглом-В, Г. Болтянский, Вышуклые фигуры, Toc- 
техиздат 1951, 


ЮЙ (Ж vector 法 vecteur Ж Vektor Ж 
вектор He Rv) 【向 量 的 定义 】 所 谓 
向 量 最 初 是 指 在 力学 中 表示 速度 、 加 速度 、 力 
的 那样 有 长 度 和 方向 的 量 ,可 以 定义 数 乘法 ,并 
由 平行 四 边 形 法 则 还 可 以 定义 加 法 。 而 没有 
方向 的 普通 量 称 为 数量 (salar). fE Euclid 空 
闻 Е" (一 般 是 仿 射 空间 ?) 中 ,向 最 a 用 定向 线 


BACH) (oriented segment) pg RA. MF 


BAHAS ри} pets %1) Po ais Po Q 
四 点 在 同一 平面 = 上 ，2) pa Гре 以 及 pei! 


ш 成 立时 , 且 只 有 在 这 种 情况 下 ,认为 pun 
7 表示 同一 向 量 a， 因 此, 考虑 E" 内 有 向 线 
Be pg IC ВЕ D, 2) 定 义 等 价 关系 p ~ 
рй ,这 时 各 等 价 类 可 以 称 为 E" 中 的 向 量 .在 
这 种 意义 下 ,今后 将 向 量 用 [Pi9)] 或 用 它 的 代表 


TQ TR. AERE ра 的 始点 (起 点 ) Gita 
point) р 和 终点 (terminal point) 4 也 叫做 向 量 


下 的 始点 (起 点 ) 和 终点 。 
对 于 向 量 a = [29] , 在 两 点 p, 4 所 确定 的 
直线 上 取 点 +, 使 [p7:p9] 一 2(2 为 实数 ) 成 立 ， 


这 时 向 量 b 一 [pr] 用 bia 表示 ， 向 量 ja 
称 为 向 量 а 的 数量 倍数 (scalar multiple). E CA, 
a) 对 应 ла і ИХ ЕЕЕ (scalar multiplica- 


tion), 588 B 3 a= [pg], b = (957 时 ， 把 向 
fhe = (ARX e — a + b, HOS a 与 5 的 
和 (um), 特别 是 0 一 [pp] 称 为 零 向 量 
Gero vector), 对 于 a = [pq] 可 定义 一 a = 


(pl. 
关于 向 晶 的 和 与 数 乘法 ,以 下 的 公式 成 立 。 


1) atb=b+a (交换 律 ); 2) a + (b + 
с) = (a + b) +c (结合 律 ); 3) a + 0 =a; 
4) 对 于 a 可 定义 一 a, fi a + (— a) = 0; 
5) Ма + b) = 4a ib, (+ p)a— ia + pa 
(分 配 律 ); 6) Cua) = Cpa (结合 律 ); 7) 
la =а. HT 1)—7), Е" 中 的 所 有 向 量 的 集 
È V, 构成 实 线性 空间 *。 一般 地 , 当 给 出 上 述 
1) 一 7) 成 立 的 集合 , 即 任意 的 实 线性 空间 VEY, 
5 的 元 素 称 为 向 量 ，V 称 为 向 量 空间 (vector 
space), 

对 于 E" 中 的 向 量 a 一 [pg], 把 a 同 E* 
WA PRN EM, EH OBER (fixed 
vector), 表示 力 的 向 量 f 与 它 的 作用 点 ? 同时 
考 虚 的 情况 就 是 其 中 一 例 。 而 向 量 a 本 身 称 
为 自由 向 量 (free vector), 4 E E" 中 确定 原 
点 "时 ,向 最 a — [op] 称 为 点 P 的 位 置 向 量 
(position vector), 

线性 空间 的 各 种 概念 对 于 向 量 空间 V 是 适 
ais. 例如 ,线性 相关 "、 线 性 无 关 '、 VV 的 维 数 1 
s. 特别 是 当 а= op» b= aa, og 线性 相关 时 ， 称 
L2 pe RH (collinear), amor, b= ies c= 
or or 线性 相关 时 ， 称 2р, “> PES (coplanar), 

4 n AHL е, …，e, 是 了 的 基 ? 时 ,这些 
向 量 称 为 基本 向 量 (fundamental vectors), 任意 
iita e 7 可 唯一 地 表示 为 ma 一 У me (a, € 


В) Gn, 7o) 称 为 (关于 基本 向 量 @，…， 
е, 的) 向 量 a 的 分 量 (component), 

【内 积 】 在 Euclid 空间 Be 中 ,对 于 向 量 
a — pg, ВЕ pa 的 长 度 称 为 向 量 a 的 绝对 
值 (absolute value)、 大 小 《magnimde) 或 长 度 
(ength), 用 lal 表示 .长度 为 1 的 向 量 称 为 单 


位 向 量 (unit vector), 对 于 两 个 向 量 a 一 op, 
b = 09.1% Z pog = 8, il (a, b) 一 lal18lcos8 
称 为 a 和 b 的 内 积 (inner product) 或 数量 积 
(scalar product), (a, b) 也 可 以 写 为 a*b6 或 


ab， 当 (a, 6) 二 0 时 Zpog 一 #/2, 这 时 就 说 op 
与 9 是 正 交 的 。 取 EE" 的 正规 正 交 ! 基 (@，…， 
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е,), В le] =1, (e, e) = 0 Gs j), 对 于 
a = Zae,b = Уве, fi (a, b) Xi. A 
积 有 以 下 性 质 。;) (x, x) > 0, SER 
ОЕ (х, х) = 0; ii) (ж, у) = (у, х); 
Gy + x y) = (mi, y) + (х,у), (ах, y) = 
alx, у) («є R). HF y 也 有 类 似 的 结果 . 

对 于 一 般 的 向 量 空间 了 ,使 任意 的 x,ye V 
对 应 于 (х,у) € R, 而 且 满 足 条 件 1), ii), iy 
时 , W (zx, y) RAAR, 定义 了 内 积 的 向 量 空 
间 称 为 度量 向 量 空间 (metric vector space)( 一 线 
性 空间 ，Hilberr 空间 )。 这 时 x 的 绝对 值 为 
|x| = VG, x). 

【外 积 】 在 三 维 Euclid Z E* h, 对 于 两 
个 向 量 a = op, b 一 og, EHF op, 09, 而 且 


大 小 等 于 op, oq 所 确定 的 平行 四 边 形 的 面积 
Ja] Ib] sin 6(6 = Z род) 的 向 量 ,用 [a, b] Ж 
ж, 称 为 a 与 65 的 外 积 (outer product) 或 向 量 
Я (vector product)( 图 1)。 但 是 它 的 方向 规定 
为 从 a 旋转 (经 180° 以 内 的 角度 ) 81 Б 时 右 
螺旋 的 前 进 方向 ，[a, b] 也 可 以 写 为 a x b, 
对 于 外 积 下 列 定律 成 立 ， 反 交换 (反对 称 ) 律 
a x b = —b x a; 关于 数量 的 结合 律 Qa) x 
b= а x Gb) = а x b); 分 配 律 a x (b+ 
c)=aXb+axc, 结合 律 a x (b x c)= 
(a x b) x e 不 成立 ,但 Jacobi 法 则 +a x (bx 
с) + b x (сха) + c X (a x b) = ORY, 
另外 ,a x (b x e) 称 为 向 量 三 重 积 (vector 
triple product), 有 
a X (b x c) = (a, c)b — (a, b)c, 

这 称 为 Lagrange AR. ii CI 2) 的 正 


图 1 图 2 


MERE е, es es a, b 的 分 量 为 at, e 
а), (В, В, 82» 则 外 积 可 表示 为 
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axbal® ^ а | e “|, 


je «| 
b Вз Bs al A al 
又 对 于 三 个 向 量 a, b, c, 
(a,b x c) = (b,c x a) = (c, a x b) 
= a,b,c1 
等 于 由 a, b, c 的 分 量 构成 的 三 阶 行 列 式 的 
值 ， 称 为 数量 三 重 积 (scalar triple product), 


它 的 几何 意义 是 以 。 为 起 点 ,a 一 op b 07, 


e= or 作为 三 个 楼 的 平行 六 面体 的 体积 ,这 个 
值 为 正 值 时 a, b, с 构成 右手 系 ,为 负 值 时 构 
成 左手 系 。 又 [a,b,c] = 055 a, b; c 共 面 
是 等 价 的 。 

关于 维 向 量 的 外 积 与 8 向量 一 线性 空 
间 [ 外 积 ]。 

【向 量 场 】 这 部 分 仪 就 三 维 Euclid 空间 EE 
的 情况 来 叙述 ，( 对 于 一 般 的 情形 一 微分 流 
Ж.) 在 ?内 的 集合 D 上 定义 的 数量 值 函数 和 
向 量 值 函数 分 别称 为 数量 场 《:calar field) 和 向 
JS (vector fild)。 向 量 场 可 根据 它 的 分 量 函 
数 的 性 质 来 定义 连续 和 可 微 等 性 质 。 

FR ARR f(x, y，z), 以 (af/Bx， 
8//0y, 01/02) 为 分 量 的 向 量 场 称 为 的 梯度 
BUM (gradient), H grad f 表示 。 设 可 微 的 向 
RS VG, y, z) 的 分 最为 Ule, ys 2), v, 
у, 2)» (z, y, 2)) 时 ， 分 量 为 《6w/8y 一 
ðv/ðz, Ou/Oz 一 Әш/Әх, Ov/0x 一 Әи/Әу) 的 
向 量 场 称 为 V 的 旋 度 (rotation, curl), 用 rot V 
或 curlV AR. 又， 对 于 向 量 场 V，6u/9x + 
0v/0y 十 Buw/8z 是 数量 场 ， 把 它 称 为 V 的 散 
Ж (divergence), 用 div V dea. 如 果 引 进 以 微 
分 算 子 (8/8x, 8/8y,8/8z) 为 分 量 的 向 量 算 
FV, WH gradf = у}, ФИ = (У, V), tV 
=v xV. VHRR Ж 35 (nabla), atled 
《deltz 的 逆 读 ) 或 称 Hamilton JF (Hamilto- 
nian), А 

rot V = 0 Е V E2936 MER Cirrota- 
tional), 9890 wirbelfrei) 或 层 状 的 〈lamel- 
lar), div V = 0 анта СЕ 
quellenfrei) BRAKES BY (solenoidal), grad f EER 


e+ 


的 向 量 场 , rot V 是 不 发 散 的 向 量 场 。 在 各 点 的 
PR, 或 单 连通 * 域 中 ,无 涡 的 向 量 场 可 以 表示 
为 梯度 ， 不 发 散 的 向 量 场 可 表示 为 旋 度 ， 任 意 
的 向 量 场 V 可 以 表示 为 这 两 个 向 量 场 的 和 
(Helmholtz 338). V=gradp + rota, 这 
里 9 称 为 标 势 (scalar potential), и 称 为 向 量 势 
(vector potential), V?=VV=div grad = 6?/ðx? 
+ &/dy? + 0/02? HH Laplace 算 子 或 调 
和 算 子 (Laplacian), HARA. 满足 Ap 一 0 
的 9 是 调和 函数 +。 无 涡 且 不 发 散 的 向 量 场 ,在 
局 部 上 可 以 表示 为 调和 函数 的 梯度 。 又 对 于 向 
最 场 A (对 它 的 每 个 分 量 也 同样 ), 如 果 作用 以 
Laplace 算 子 , MER AA = VA = grad divA 一 
rot rot А, 

把 向 量 场 V 一 ( VGple€ D) 看 做 是 以 它 它 
的 定义 域 D 的 各 点 为 起 点 的 方向 场 (pa) 
рер} (Vp) 一 [p49(P)]), 这 时 在 各 点 与 它 相 
切 的 曲线 C( 向 量 场 的 积分 曲线 ?7) 称 为 V 的 向 
量 线 (vector line), 通过 闭 曲线 C 上 各 点 的 向 量 
线 的 集合 称 为 向 量 管 (vector tube), 设 闭 曲线 
C 的 切线 方向 的 的 分 量 为 w， C 的 线 素 为 ds 
Bt, BERR Sods = SCV, de) 称 为 治 C 的 环 
Ж circulation), 沿 着 任意 闭 曲线 的 环流 为 0 
的 向 量 场 是 无 涡 的 , 在 单 连通 域 D 上 ,其 逆 也 
Ей. 又 设 曲面 的 法 线 方向 的 V 的 分 量 为 
v.» S 的 定向 面 片 的 面 素 为 mdS 一 dS (n 是 指 
向 曲面 5 的 正 向 的 单位 法 向 是) 时 ， 面 积分 ? 
Sods = (У, dS) 称 为 通过 s 的 向 量 流量 
(vector flux)。 通 过 任意 闭 曲线 的 向 量 流量 为 0 
的 向 量 场 是 不 发 散 的 。 与 它们 有 关 的 一 些 公 
式 , = 线 积分 , 面积 分 。 对 于 推广 到 流 形 的 情 
形 , 一 调和 积分 , 微分 流 形 , 公式 3. 

[#) (1] H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, Springer, 
第 五 版 1923: [2] S. Banach, Mechanics, Warsaw, 1956; 
[3]. H. Flanders, Differential forms with. applications 
to the physical sciences, Academic Press, 1963; [4] Ш 
PIES, FCR JS MIE, IHN, 1952: [5] ав. 


AD bv MET, АИЙ, 1956; [6] ЖБ, 7 RAE 
析 , RED, 1960, 


WIRY MAB [Ж Erlangen program Ж 
Programme d'Erlangen Ж. Erlanger Programm 
Җ программа Эрланена Q mv 22Xx270 
目录 ] 1872 & F. Klein 继 C. v. Staudt fE 
埃 尔 兰 根 大 学 哲学 部 教授 时 ， 发 表 了 题 为 
“Vergleichende Betrachtung über neuere geome- 
trische Forschungen( 关 于 近代 几何 学 研究 工作 的 
比较 )” 的 论文 ， 把 到 当时 为 止 的 多 方面 分 别 研 
究 出 来 的 种 种 几何 学 ,在 变换 群 概念 的 基础 上 ， 
概括 为 划时代 的 卓越 见解 公 诸 于 世 ， 现 在 人 们 
把 它 简称 为 埃 尔 兰 根 纲领 .这 篇 论文 于 1893 年 
又 被 刊登 于 “Math，Ann., 43” 上 ,此 外 ,还 登载 
在 《Klein 全 集 》1 Е, p. 460—497, 

虽然 变换 的 概念 ,在 几何 学 中 早已 使 用 ,但 
是 从 十 八 世纪 前 后 人 们 才 开始 认识 到 变换 群 
概念 的 效用 ， 由 于 线性 变换 群 的 不 变 式 ' 论 及 
E. Galois 的 代数 方程 论 才 特别 引起 了 人 们 的 
注意 ， 另 一 方面 , 随 着 射影 几何 学 ;在 十 九 世 纪 
有 了 显著 的 发 展 , 由 А. Cayley 和 E. Laguerre 
用 射影 几何 学 的 观点 对 Euclid 几何 学 * 和 非 
Euclid 几何 学 * 的 度量 性 质 给 以 明确 的 解释 , 因 
而 认为 射影 几何 学 包括 了 全 部 几何 学 。 在 J. 
Plücker 的 基础 上 从 事 几何 学 研究 的 Klein 和 
M. S. Lie 对 变换 群 论 在 全 部 数学 上 的 重要 性 
都 有 深刻 的 理解 ，Lie 主要 在 连续 变换 群 ' 方 面 
进行 研究 , 而 Klein 则 从 几何 学 的 观点 对 不 连 
续 变换 群 进 行 了 研究 。 在 埃 尔 兰 根 纲领 中 所 宣 
布 的 Klein 的 思想 ， 就 是 从 这 样 发 展 起 来 的 变 
换 群 论 的 观点 出 发 ,把 所 有 的 几何 学 综合 起 来 、 
并 对 几何 学 的 定义 给 予 明确 的 解释 

在 集合 Ss 上 用 某 种 方法 给 出 几何 学 的 构造 
时 , WS 称 为 空间 。 埃 尔 兰 根 纲领 的 思想 可 概 
括 如 下 :“ 设 已 给 出 空间 :s S s 的 变换 群 6. 那 
4 S ITA, 也 就 是 图 形 , 可 能 具有 多 种 性 质 、 
研究 这 些 性 质 中 ; 在 属于 G 的 所 有 变换 下 保持 
不 变 的 性 质 的 学 科 , 称 为 从 属于 G 的 空间 s 的 
几何 学 "。 在 这 个 意义 下 的 几何 学 用 (S$, 6) 表 
示 。 因而 在 Klein 意义 下 的 几何 学 (S,G), 是 
空间 5 在 G 下 的 不 变 式 论 。 不 变 式 这 个 术语 ， 
在 这 里 意味 着 不 变量 、 不 变性 质 、 不 变 关系 等 ， 
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具有 较 广泛 的 意义 。 

关于 几何 学 (S, G6)， 如 果 把 群 G 用 它 的 
FHC RS, 则 可 得 到 新 的 几何 学 (s, С), 
对 应 于 с 的 一 系列 子 群 , 可 得 到 一 系列 的 几何 
TÉ. 例如 , 使 5 的 特定 图 形 4 保持 不 变 的 G 的 
变换 全 体 构成 G 的 子 群 G(4). 可 以 认为 G(4) 
作用 于 从 s 去 掉 A FSIS, 这样 就 得 出 新 
的 几何 学 CS, G(4))。 这 时 , 指定 的 图 形 4 称 
ABI (absolute figure), 这 样 , 就 可 从 射影 
几何 学 具体 地 导出 各 种 几何 学 。 Klein 举 出 许 
多 有 趣味 的 实例 加 以 说 明 ,特别 是 , 谈 到 了 有 理 
变换 群 及 拓扑 变换 群 , 这 是 最 值得 注意 的 . 

Klein 的 思想 不 仅 包括 了 当时 所 知道 的 几 
何 学 ， 而 且 对 于 新 的 几何 学 的 发 展 也 起 了 指导 
的 作用 , 

B. Riemann 在 1854 年 发 表 了 现今 称 为 
Riemann 几何 学 的 划时代 的 思想 。 Riemann 空 
闻 虽 然 具 有 度量 的 概念 ， 但 一 般 来 说 没有 与 合 
同 相当 的 变换 (等 距 变 换 )。 如 果 说 有 , 一 般 也 
比 同 维 的 Euclid 空间 要 少 。 所 以 Riemann JL 
何 学 一 般 不 能 看 做 Klein 的 意义 下 的 几何 学 ， 
因而 说 明 不 属于 埃 尔 兰 根 纲领 的 几何 学 是 存在 
R9. ВМ A. Einstein 在 1916 年 把 Riemann JL 
何 学 应 用 于 一 般 相对 论 以 后 ， 它 的 重要 性 才 被 
认识 . 由 H. Weyl, O. Veblen, J. A. Schouten 
等 人 发 现 了 用 类 似 于 Eudid 几何 学 推广 到 
Riemann 几何 学 的 方法 推广 仿 射 几何 学 、 射 
影 几何 学 、 保 形 几 何 学 而 得 到 的 几何 学 ， 从 而 
就 迫切 地 需要 以 更 高 的 观点 来 统一 Klein 和 
Riemann 的 思想 ,这 样 E， Cartan 提出 了 在 他 的 
意义 下 的 联络 这 种 卓越 的 概念 (一 联络 ). 

埃 尔 兰 根 纲领 使 人 们 看 清 了 古典 几何 学 的 
本 质 ， 成 为 研究 几何 学 的 指导 原理 ， 有 非常 大 
的 历史 价值 


[$) 11) G. Fano, Kontinuierliche geometrische 
Gruppen, Encykl. der Math., Leipzig, 1907—10, Geome- 
trie I, IT ABib; [2] F. Klein, Vorlesungen über nicht- 
Euklidische Geometrie, Springet, 1928; [3] F. Klein, 
Vorlesungen über höhere Geometrie, Springer, Ж = W 
1926; [4] Е. Cartan, Les récentes généralisations de la 
motion d'espace, Bull. Sei. Math., 4$ (1924), 294—320; 
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[51 E. Cartan,La théorie des groupes et les. recherches 
récentes de géométrie différentielle, Enseignement Math., 
24(1925), 1—18, Proc. Internat. Congr. Math., Toronto, 
1(1928), 85—94. 


坐标 [Ж coordinates 法 coordonnées 4 Ko- 
ordinaten {Ñ координаты 日 Ж] 在 Euclid 
平面 E] 上 ， 取 正 交 于 一 点 O 的 二 直线 XX, 
ҮҮ, 规定 单位 长 度 1 以 后 , 则 得 到 E: EWE 
交 坐 标 系 。 也 就 是 把 二 直线 ХХ, ҮҮ 都 看 做 
以 2 点 为 0 的 实数 直线 RGM E 的 一 点 P 到 
— ABUTS | RAB Я x,y, MW P € 
E! 可 用 称 为 它 的 坐标 的 实数 组 (x, y) € — 
一 地 表示 出 来 

一 般 地 ,对 于 某 个 数学 对 象 的 集合 , 若 有 使 

它 的 元 素 对 应 于 数量 的 结构 ， 则 此 结构 称 为 这 
个 集合 上 的 坐标 系 (coordinate system)， 对 应 各 
元 素 的 数量 称 为 该 元 素 的 坐标 (coordinate)， 在 
实用 上 ， 为 了 用 图 形 表 示 数 量 概念 ， 可 引 人 坐 
жж. 例如 列车 运行 图 表 以 及 算 图 + 等 , 都 是 应 
用 坐标 系 的 实例 。 另 外 地 图 投影 法 人 、 图 解 计算 
法 +、 画 法 几何 学 + 等 也 是 这 种 坐标 概念 的 应 用 . 
一 般 地 ， 在 某 空间 引入 坐标 系 时 ， 如 果 在 
此 空间 内 指定 一 个 基础 图 形 ， 则 由 此 常常 可 以 
唯一 地 确定 坐标 系 。 对 于 平面 E: 上 的 正 交 坐 
标 系 来 说 ， 在 原点 О 正 交 的 坐标 轴 XX, Y'Y 
是 基础 图 形 , 若 用 标准 尺度 进行 度量 , 则 可 定 出 
EE 各 点 的 坐标 。 再 有 ,根据 用 途 不 同 ,不 把 E 
的 坐标 轴 作 为 普通 的 实数 直线 ， 而 是 标 上 适当 
的 函数 刻度 来 应 用 . 例如 对 数 坐 标 纸 、 概 率 坐 
标 纸 1、 统 计 分 析 纸 ! 等 都 是 为 了 某 种 方便 , 适 于 

不 同 的 用 途 而 制作 的 

对 于 数学 的 各 分 支 ,坐标 是 多 种 多 样 的 ,但 

可 根据 不 同 的 作用 而 区 分 ， 并 按 以 下 三 个 观点 

进行 叙述 。 

【 标 架 与 坐标 】 一 般 地 ， 在 变换 群 ' G fE 

用 下 的 空间 M 的 几何 学 中 , 最 好 能 引入 便于 表 
示 它 的 几何 构造 的 M 的 坐标 系 。 对 于 空间 M 
内 的 图 形 的 集合 Ge, Hoe 单 可 迁 地 ?作用 
在 G, E, 这 时 属于 G, 的 图 形 称 为 标 架 
frame), 以 每 个 标 架 为 基础 图 形 引 入 M 的 坐 


标 系 ， 对 于 任意 的 变换 ge C， 如 果 关 于 标 架 
RE Gs 的 点 XE M 的 坐标 与 关于 标 架 gRE G+ 
的 点 gX € M 的 坐标 相 一 致 , 则 空间 M 的 几何 
性 质 可 以 表示 为 在 这 些 坐 标 系 之 间 的 变换 下 的 
不 变量 。 利 用 这 样 的 坐标 就 可 以 构成 M 上 的 解 
析 几 何 学 。 


1) # ей. ”对 于 域 K 上 的 ” 维 射影 
空间 ! Р", БОЕ Сло, 41,…，4,) 后 , 任意 点 
X e Pra] 以 用 齐 次 坐标 * 


(zo moito л), X= D 4, ЄК 


= 

来 表示 .把 它 称 为 P 的 射影 坐标 "。 凤 (zo, 

tist tota) * (0,0,0), ifi E G, аз, s 

z.) Убода, 7 0, 4xa)(4 A 0) RAB P" 的 同 

一 个 点 , 这 时 , Р" 的 超 平面 = 由 一 次 齐 次 方程 
Sey) = 0, “eK 


给 出 ， 从 而 超 平面 = 可 用 齐 次 坐标 om, 
ey.) 来 表示 。 称 它 为 = 的 超 平面 坐标 ?. 
2) 仿 射 坐标 。 HF n 维 仿 射 空间 ' Е", 
如 果 取 O 为 原点 ， 取 以 {e@,} HAMM 
(Oojeue，…，eo)， 则 任意 点 X € E" 可 由 非 
齐 次 坐标 ? 
Ga, xz z), X = 0 + У) xe, 


m= 


KUR, REX EAR. Z B" 上 规 
定 了 单位 体积 的 情形 下 , 用 关于 特殊 标 架 

(0:6, 6:7, e), Bless 
的 仿 射 坐标 则 更 为 方便 。 

再 有 , 当 Е" 是 Euclid 空间 ?时 。 关 于 正 交 

RR 

(O;e,e, e), А (е, е) 一 ë, 

(8 是 Kronecker 符号 1) 
的 仿 射 坐标 称 为 E" ПОТЕ SE S $K Corthogonal 
coordinates), 对 于 Euclid 空间 ,有 时 也 用 一 般 
的 仿 射 坐 标 , HE AMAR (skew coordinates), 
在 这 种 情形 下 , 内 积 Cei, ej) = gi 是 Euclid JU 
何 学 的 不 变量 , 而 两 点 C), Cys) 的 距离 ?是 
P= >) gii — Gi — 2). 


mz 


有 时 用 (е, е) = 1G = 1, 2,+++5 т) BORE 
标 比较 方便 ,在 这 种 情形 下 , 设 两 个 基 向 量 e,, 
;的 夹 角 为 би, W g; = соз6,. 

з) 重心 坐标 。 WF” 维 仿 射 空间 Е", 
取 无 关 的 + = 十 1 个 点 Aos Ao ++, Ans BA 
一 点 0 到 这 些 点 的 位 置 向 量 分 别 为 ao n s s 
a. Xij, 任意 点 Xe En 可 以 由 使 得 


Mari 
= = 

HIRA Gos h, c. AV) 表示 。 WEA EW 
重心 坐标 (barycentric coordinates), 它 与 点 0 的 
取 法 无 关 . 

4) Plücker 坐标 。 ” 设 ” 维 射影 空间 己 内 
的 m 维 子 空间 的 全 体 构成 的 集合 为 VC, т). 
称 之 为 Grassmann 流 形 +。 为 在 V(s, m) 上 引 
人 坐标 系 ,在 P 上 确定 一 个 射影 坐标 系 。P" 内 
的 一 个 m 维 于 空间 =€ V(n, m) 是 由 无 关 的 mm 
十 1 个 点 Bo By, +++, В. ЄР" 张 成 的 , 设 这 些 
点 的 射影 坐标 分 别 为 (56;)， C stt ,Cbmi)， 
作 行列 式 


х=0+ Y а, 


be, быс 


СА 
Een, 


Piscis = 


[E 
则 子 空 间 = 可 用 齐 次 坐标 
G hir Lon TE э 
来 表示 ,这 与 张 成 < 的 m 十 1 个 点 的 取 法 无 关 。 
EM Vin, m) 的 Pliicker 坐标 (Plücker 
coordinates) 或 Grassmann 坐标 (Grassmann 
coordinates), 对 于 这 个 坐标 ，piuiv-im 有 反对 称 
性 , 并 满足 Plücker 关系 式 CPlücker's relations) 


ml 


У Сри 


= 
G, 表示 除去 j 的 意思 )。 特别 是 当 n =з, 
m= 1 时 ,Plicker 关系 式 只 是 一 个 二 次 齐 次 方 
程 


一 0 


0: рар» — Pupo + рери = 0. 
也 就 是 说 ,三 维 射 影 空 间 P 内 的 所 有 直线 (3， 
1) 可 表示 为 以 《pms fus Pes Pus Po» Po) 为 射 
影 坐 标的 五 维 射影 空间 严 内 的 二 次 曲面 0. 再 
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A, AP ARAVA, it 
Pa = Eo + ib, 
Pe = Ë + is, р» = fo — iË, 
p= ht ibo Ро b — ibs 
则 对 应 于 Plücker 关系 式 有 关系 式 
Hd HT ET H+ Е 0 
成 立 , P 的 直线 可 用 齐 次 坐标 (5, Bs 5755 E) 
来 表示 。 称 它 为 Klein 直线 坐标 《Klein’s line 
coordinates), 
5) п +2 超 球面 坐标 。 — WR n + 1 维 实 
射影 空间 PO 的 射影 坐标 为 x0, mo °° 
2). п 维 保 形 空间 !3" 可 由 Р"! 内 的 二 次 曲面 


Por = à + ikas 


To Xas 


S: У) риу — 2хоке = 0 


im 

(Cou) ERRER) 
表示 , POW RAIL s" 的 超 球 面 +. 
即 由 点 Xe PeH 表示 的 超 球面 ,可 以 表示 为 关于 
二 次 曲面 s* 的 点 X 的 极 超 平面 ' 与 S" 的 交 ，5* 
的 外 部 的 点 是 实 超 球面 ,8" 上 的 点 是 点 超 球面 ， 
їй 5" 内 部 的 点 是 虚 超 球面 。 所 以 , s" 的 起 球面 
可 以 用 P"? 的 齐 次 坐标 Cros а, ttus ть) 来 
表示 。 称 它 为 5* 的 n+ 2 justa Ses (п 
2)-hyperspherical coordinates), n == 2 的 情形 称 
为 四 圆 坐标 (tetracyclic coordinates), n = 3 的 情 
形 称 为 五 球 坐 标 (pentaspherical coordinates)， 因 
而 , 当 把 ”十 2 超 球面 坐标 看 作 5" LAARA 
标 时 , 它 满足 上 述 的 二 次 关系 式 。 而 且 对 于 确 
定 这 个 坐标 的 射影 空间 的 标 架 Aos ss 
Aq; A=), Ао, A= JE 5° 上 的 点 ,其 他 的 4, 是 通 
过 这 两 点 的 实 超 球面 .特别 是 , 若 这 些 超 球面 互 
HEZ (一 保 形 几何 学 )， 则 = bu, RF n 
+ 2 超 球面 坐标 的 二 次 齐 次 方程 所 表示 的 5* 
内 的 超 曲 面 ， 称 为 四 次 园 纹 曲面 (cyclide)， 它 
是 四 次 代数 曲面 , 是 切 于 ”个 超 球面 的 超 球面 
族 的 包 络 面 。 

6) 动 坐标 。 一 般 地 ,对 于 变换 群 G 作 用 
的 空间 Mf 内 的 mw 维 曲 面 ， 从 微分 几何 的 角度 
进行 考察 取 在 W 的 每 个 点 的 标 架 比 取 固 定 于 
M 上 的 坐标 系 ,在 考虑 它们 的 联络 ' 时 ,往往 更 


438 坐标 


为 方便 .这 样 的 标 架 称 为 动 标 架 (moving frame), 
关于 这 些 标 架 的 坐标 系 称 为 动 坐标 系 (moving 
coordinate system) (— 曲线 和 曲面 的 微分 几何 )。 

【曲线 坐标 } 对 于 =” ЖЕ Euclid 空间 Е", it 
Gas x + nS) 是 正 交 坐 标 ， 把 它们 表示 为 
个 变数 Са, a, ` ° m) 的 C 28 (r > D BRK 

xi m x Un, 1,719 Mads 0m 1,42, 700.0 
对 于 某 开 区 域 ,如 果 函 数 行列 式 1 DCr tts 
x,)/DGa, монь) 75 0, Ñ| Ga, os ote) 
可 看 作 E 的 局 部 坐标 . 称 它 为 E" 的 曲线 举 
3⁄ (curvilinear coordinates); ЗЕ, ВЕ w 
而 得 到 的 超 曲 面 u 一 常数 称 为 坐标 超 曲面 
{coordinate hypersurface), 变动 一 个 w 而 固定 其 
他 一 1 个 иб] © ТУ ВОВ ае 
WHER (coordinate curve), Euclid 空间 Е" 的 线 素 
ds 由 
di > del = > ийиди» 
. T. Өх, Ox 
qu POS e 
给 出 ， 这 是 . Riemann 度量 ', 但 是 由 于 E" 是 平 
шй, 所 以 曲率 张 量 ' 为 Riy 一 0, -特别 地 , 当 
度量 是 对 角 线 形 , 即 
аа = F) dd 


Hu m= 
时 ,这 个 坐标 称 为 正 交 曲线 坐标 (orthogonal 
curvilinear coordinates), 若 л = «+> = gs， 则 称 
为 等 温 坐标 (isothermal coordinates), 这 个 条 件 ， 
对 于 空间 各 点 来 说 ， 意 味 着 坐标 曲线 两 两 互 为 
正 交 .由 于 这 种 情形 用 解析 法 处 理 比 较 简单 , 因 
此 常常 使 用 满足 这 个 条 件 的 具体 的 曲线 坐标 。 

曲线 坐标 不 仅 用 于 Euclid 空间 ,一般 地 ， 
还 用 作为 微分 流 形 * 上 以 及 它 的 子 流 形 上 的 局 
部 坐标 . 

1) 平面 以 及 空间 的 曲线 坐标 (一 公式 3). 
设 Euclid 平面 E BiESE AE HOS (а, у), 对 于 
E, 常用 

极 坐 标 (polar coordinates): (r, 0) 


r= reos0, у = "зіп 


PABA Cclliptic coordinates): (A, ми) 
== Q + Xa + 0) 6а — P, 
у= Q + Mat /bP — 2, 
a>bo>0, 1>—P > p> ah 
抛物 线 坐 标 (parabolic coordinates): (a, 8) 
rec, y= Ур, 
а>0> 6 
等 轴 双 曲线 坐标 (rectangular hyperbolic co- 
ordinates): (u, v) 
reae, y= (0 —9)/5 
双 极 坐标 (dipole coordinates): (E, 7) 
x — asinh£/(coshE + cos), 
# а sin n/CcoshE + cos), 
—o <§ <0, 0<n<2 
35. BE Euclid 空 间 EATER ААЙ (z, y, z). 
HFE, 常用 `. 
HEA (cylindrical coordinates): (r , 6, z) 
x = rcos0, 
极 坐 标 或 球面 坐标 《spherical coordinates); 
G,0,9) 


x 一 rsinbcosg， 


y= rsin0, т==г} 


y 一 rsingsing， 


z = rcosÓ; 


PABA (ellipsoidal coordinates): (1, n, 
») 
x: = (+ а)ба + 22) 
- (э + а) Са PY! — 9, 
у= О. + PX P) 
«Qi A/G X — г), 
gods + с) 
wt eG — ae — Му, 
abc, 
A> => p> BP >> а 
等 。 以 上 各 例 都 是 正 交 曲 线 坐标 。 为 了 确定 与 
E! MERA (z; y, 2) 有 相同 原点 的 任意 
正 交 坐标 系 CE m, 0) 的 轴 的 方位 ,可 引入 Euler. 
角 (Euler's angles) (8, 9,4). 其 中 , Ө 为 轴 与 
CRM. Ф 29 xx PHS aC PHK, b 


ACE PS lo ЖШ K fA 3X 0<0<а, 
0< p, ф<2я, Euler 角 在 刚体 运动 学 中 经 
常用 到 .。 

2) 多 极 坐标 .。 (E n HE Euclid 空间 Е" P3, 
取 任 意 位置 的 mw 个 点 Pi, Pay 57, Pm (m < n), 
如 果 从 一 点 Xe E" 到 点 P; 的 距离 为 pi( 宇 0), 
BW Coi, Prs 7*7 рь) 是 Е" 的 适当 范围 内 的 点 
X 的 坐标 。 称 它 为 Е" SRB (multipolar 
coordinates) ,特别 是 ,mm 一 2 的 情形 , 称 为 双 极 坐 
标 (bipolar coordinates), m — 3 的 情形 , 称 为 三 
极 坐 标 《tripolar coordinates), 24 m> n bj, iX RR 
坐标 满足 m 一 ”个 关系 式 。 在 E" ARES 
位 置 的 亚 个 超 平面 mw， аз, +++, „бт < n), Hf 
于 任意 点 X € E", 设 从 超 平面 m 到 点 X 的 有 向 
距离 为 5, MÜ (E, Ers oo Em) 是 点 X 的 坐标 。 
称 它 为 E" 的 多 面 坐标 Cmultiplanar coordinates), 
当 m 二 博时 ,这 个 坐标 满足 严 一 一 个 关系 式 . 特 
别 是 当 ”一 2,m = 3 时 , 称 为 三 线 坐 标 (trilincar 
coordinates)。 在 这 种 情形 下 RER а, а, 
о, 围 成 的 三 角形 面积 为 5, 三 边 长 度 分 别 为 as 
a, as, ДЕВА СЕ, E, E) 满足 线性 关系 式 
Ай а + ass 一 25, 

3) 切线 极 坐 标 。 TE Euclid PH E Е, 
取 通 过 点 0 的 有 向 直线 ,对 于 E? 的 任意 有 向 
直线 g, 设 从 原点 O 到 有 向 直线 z 的 有 向 距离 
р, —W bo, g 的 夹 角 为 9， 则 (p90) 是 直 
线 & 的 坐标 ， 当 研究 E: 上 的 曲线 C 时 ,C 上 各 
点 的 切线 用 上 述 坐 标 表示 比 用 E 的 点 坐标 表 
示 有 时 比较 方便 。 这 种 坐标 Cp, Ө), 称 为 切线 
极 坐 标 Ctangential polar coordinates) (图 1)。 和 


图 1 
E: 上 的 卵 形 线 'C 只 共有 一 点 或 一 线段 的 直线 
FKA са". ХРИ C, AO 
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” 取 在 它 的 内 部 , 用 支撑 线 的 坐标 O, Ө) 将 C 表 
RABE p= p(0) ， 则 函数 pCO) 是 周期 为 
2= 的 周期 函数 。 特别 是 将 函数 РӨ) 展开 成 
Fourier 级 数 时 ， 更 便于 使 用 这 种 坐标 。 此 外 ， 
切线 极 坐标 还 应 用 在 齿轮 + 理论 方面 .; 对 于 
Euclid 空间 E?， 也 同样 可 以 用 切 平面 进行 研 
Жж. 

4) 标准 坐标 。 MR n HE Riemann 流 形 'M 
上 一 点 4 的 切 向 量 空间 * 为 TAM)， 对 于 切 向 
量 vE T (M), 从 4 引出 方向 为 的 测 地 线 '， 
在 它 上 面 取 点 Pe М, 使 4 到 P HERST o 
的 长 度 ， 则 wv 和 P 的 对 应 是 在 4 点 邻 域内 的 微 
分 同 胚 !, 因此 ,如 果 在 Т, CM ) 上 取 基 底 , HJ v 
HA GS, Sv 是 点 了 的 坐标 ， ЖЕ 
为 点 À € M 附 近 的 标准 坐标 (normal coordinates), 
如 果 用 这 种 坐标 , 则 通过 点 4 的 测 地 线 可 由 方 
Bv mair (im 1,2,…,n) Ш. ЖХ (0) 
是 方向 的 单位 向 最 的 分 量 ， 是 表示 以 4 为 
起 点 的 弧 长 的 参数 .特别 是 , 当 一 2 时 , 在 
4 确定 一 个 切 方向 。 设 它 与 0 的 夹 角 为 9, 
MJ (7,6) 是 点 P 的 坐标 。 它 称 为 测 地 极 坐 标 
(geodesic polar coordinates)， 已 被 应 用 在 三 维 
Euclid 空间 的 曲面 论 中 。 

此 外 , 对 于 仿 射 联络 ' 流 形 以 及 Lic 群 ', 也 
同样 可 以 考虑 标准 坐标 。 

【局 部 坐标 】 对 于 某 空间 М, 用 建立 了 坐 
标 系 的 开 邻 域 族 覆 盖 M , 再 使 两 个 邻 域 公共 部 
分 的 坐标 变换 满足 特定 的 条 件 ， 就 可 以 定义 M 
的 数学 结构 。 

设 E 为 拓扑 空间 ', @ 是 以 E 内 的 开 集 为 元 
素 的 集合 ， 且 属于 它 的 任意 个 开 集 的 并 及 有 限 
个 开 集 的 交 也 属于 Ф. WRA WEA TW, 
足以 下 三 个 公理 , 则 称 工 为 互 上 的 变换 伪 群 
(pseudo-group of transformations): i 任意 的 同 
RET, 定义 在 一 个 开 集 UE@ 上 , if . (CU) 
€@. DHFR U € @ 可 表示 为 开 集 族 {U CU, 
ED) 的 并 时 ,使 定义 在 马上 的 同 胚 RF T S 
充分 必要 条 件 是 , 限制 在 各 个 U 的 了 都 属于 
T. ii) 对 于 任意 开 集 UE @, # U LEER 
射 属于 T; EIET, 则 逆 映 射门 也 属于 T; 


440 射影 几何 学 


再 有 ,着 fee r, 则 它们 的 结合 gof 也 属于 T.“ 


设 E, M 为 拓扑 空间 , 从 E 内 的 开 集 U 到 
M 内 的 开 集 V EAR o :U У 称 为 关于 
五 的 M 的 局 部 坐标 系 (local coordinate system), 
对 于 两 个 局 部 坐标 系 pu: Ui > VisgiiUi > Vy, 
AE 

Prp oc NAV) > PNV) 
称 为 局 部 坐标 变换 (transformation of local co- 
ordinates), 

设 了 是 也 上 的 变换 伪 群 . BRE EWM E 
的 局 部 坐标 系 的 集合 了 满足 下 面 两 个 条 件 ， 则 
称 为 在 M 上 定义 了 一 个 本 构造 (gamma structure): 
D 属于 X 的 局 部 坐标 系 在 M 内 的 象 的 全 体 覆 
йм; ü) 属于 Z 的 两 个 局 部 坐标 系 间 如 果 有 
局 部 坐标 变换 , 则 它 必 属于 T。 设 用 局 部 坐标 
系 的 两 个 集合 I, I {ЕМ 上 定义 两 种 工 构造 ， 
如 果 x S X 的 并 仍然 定义 一 个 了 构造, 则 可 
以 定义 这 两 个 T 构造 是 等 价 的 . 

设 在 ” 维 实数 空间 R° 上 , НЕА Е 
出 的 变换 伪 群 是 T, 这 时 ,如 果 在 M 上 定义 了 构 
造 , 则 M 就 成 为 = 维 微分 流 形 '。 又 , BE n HE 
复数 空间 C" 上 ， 由 复 解析 同 胚 作出 的 变换 
伪 群 是 T， 这 时 ， 如 果 在 M 上 可 定义 工 构造 ， 
SU M 就 成 为 ” 维 复 解析 流 形 Ccomplex analytic 
manifold), 另外 ， 局 部 齐 性 空间 Clocally homo- 
geneous space), OF BWI (ik variété feuillette)、 
纤维 从 * 等 也 都 可 以 这 样 来 定义 。 


[8] [1] E. Cartan, La méthode du repère mobile, 
Actualités Sci. Ind., Hermann, 1935; [2] С. Ehresmann, 
Sur la théorie des espaces fibrés, Colloques Internat. C. 
N. R. S. XII, Topologie algébrique, p. 3—15, Paris, 1949, 
[3] F. Klein, Höhere Geometrie, Springer, 1926; [4] 
B. L. van der Waerden, Einführung in die algebraischen 
Geometrie, Springer, 1939, [5] O. Veblen-J. H. C. 
Whitehead, The foundations of differential geometry, 
Cambridge Univ. Press, 1932; [6] Wu Wen-Tsün-G. 
Reeb, Sur les espaces fibrés et les variétés feuilletées, 
Actualités Sci. Ind., Hermann, 1952. 
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影 几何 学 在 古典 几何 学 中 是 最 基础 的 ， 最 广泛 


的 而 且 是 最 自由 的 。 又 是 公理 化 数学 的 典型 之 
一 例 , 也 可 以 说 它 是 现代 数学 的 先驱 。 

【射影 几何 的 构成 】 用 公理 法 来 构成 射影 
几何 。 如 果 给 出 两 个 集合 P, О 以 及 它们 的 关 
AIT CPX Q, WHF P=(P,0,T}H, Р 
元 素 称 为 点 《point), O 的 元 素 称 为 直线 Cline), 
而 且 对 于 点 p. HRI, HO. ler 时 ， 则 称 
“直线 ! 包含 点 p”. 若 二 直线 h, h 都 包含 点 
P 时 , 则 称 它们 交 于 点 p。 若 同一 直线 包含 几 
个 点 时 , 则 称 这 些 点 共 线 (collinear)， 若 几 条 直 
线 包 含 同一 点 , 则 称 这 些 直线 共 点 Concurrent), 
对 于 第 有 下 面 公理 成 立 。 

D 同时 包含 相 异 的 两 个 点 的 直线 必 存 在 
而 且 是 唯一 的 。 

ID 如 果 po, po Р 是 不 共 线 的 三 点 ， q 4: 
是 相 异 的 两 点 ， 且 po Po M3 Ро p d: 都 分 别 
HR, 则 包含 p p; 的 直线 与 包含 q a2 的 直线 
必 相 交 ( 图 1). 

P 


图 1 

HD 任何 直线 都 至 少 包含 三 个 相 异 的 点 。 
满足 公理 站 , ID; D, ID, Ш) 的 PARRA 
ЯНЕ ЛИЯ (general projective geometry), MK 
几何 《projective geometry), 把 一 直线 包含 的 所 
有 点 的 集合 ， 称 为 以 这 个 直线 为 底 (base) 的 点 
BA (point range), 对 于 射影 几何 , 直线 和 以 直 
线 为 底 的 点 列 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 , 因此 可 
以 把 直线 与 点 列 同样 看 待 。 这 时 直线 (<e Q 可 
作为 P 的 于 集 ,关系 《p, 1) ET 意味 着 点 Pp 属 于 
EAL 

АЕ PTE S ERRA Po Po 包 
含 这 些 点 的 直线 又 被 5 包含 时 , WS AFB 
间 subspace), Ai, 直线 是 子 空间 。 另 外 , 再 给 
以 公理 : 

IV) 存在 有 限 个 点 ,并 且 包 人 台 这 些 点 的 任 
意 的 于 空间 必 包 含 P; 


VRP KPA LG eR LT 
(finite dimensional projective geometry), 下面 就 
介绍 它 ，P 了 称 为 射影 空间 Cprojective space), 
P 包含 的 子 空间 序列 PRPAR--- PAR 
西关 好 ( 弛 是 空 集 ) 之 中 最 长 的 序列 的 =， 称 为 
Р (989% (dimension), М Р я Ж, JB P^ Ж 
AR. Р! 称 为 射影 直线 《projective line), P^ 称 为 
MEFE (projective planc), P 的 于 空间 S 当 
与 P 的 直线 中 被 s 包含 的 集合 一 起 考虑 时 , 成 
为 有 限 维 射影 几何 , 因而 s 是 射影 空间 ， 直线 
是 一 维 的 ,点 是 0 维 的 射影 空间 . 特别 是 , 空 集 
可 定义 为 —1 维 射影 空间 .二 维 子 空间 称 为 平 
Bi (plane), P^ 内 的 = 一 1 维 子 空间 称 为 超 平面 
(hyperplane), 

对 于 了 的 子 空间 M ‚М, 分 别 取 任意 一 点 p， 
4, 包含 p,q 的 直线 上 的 所 有 点 的 集合 用 MUN 
表示 , 称 为 M,N 所 张 的 集合 ， 这 里 ,ZU 
М = М, pUp = p. PUP ЖЕФ Pr, P RS 
低 维 的 射影 空间 .又 P,P' 的 公共 部 分 用 PNP 
表示 ， 这 是 被 两 者 同时 包含 的 最 高 维 的 射影 空 
m. PUPS PAP 分 别称 为 P,P' 的 并 Coin) 
和 交 (intersection)。 Р" #07 十 1 个 点 所 张 的 空 
闻 维 数 为 + 时 , 称 这 些 点 是 无 关 的 (independenD， 
反之 ， 称 为 相关 的 (dependent). X, WMF P" KY 
子 集 M 的 任意 r + 工 个 点 只 有 当 r 和 ”时 是 无 
关 的 , 则 称 M 的 点 在 一 般 位 置 (general position), 
“P 必 包 含 r + 工 个 无 关 的 点 ， 而 且 包 含 任意 
的 7 十 41 个 点 的 P 一 定 存在 , 如果 它们 无 关 ， 
则 唯一 存在 ".“ 若 PUP = Pt, PNP = Р", 
则 r 十 * 一 :十 ”后 者 称 为 射影 几何 的 维 数 
定理 (dimension theorem), 又 称 为 交 的 定理 (ime- 
section theorem), 

其 次 ,在 P* 中 ,包含 一 个 P97? 的 所 有 超 平面 
的 集合 X, 称 为 超 平面 束 (pencil of hyperplanes), 
共有 的 PE? MOS У, 的 中 心 Cene), Е Р" 
的 两 个 不 同 超 平面 的 超 平面 束 是 唯一 确定 的 . 
特别 是 , n = 2 的 情形 称 为 线束 《pencil of 
lins), п = 3 的 情形 称 为 平面 训 《pencil of 
planes), P" 的 超 平面 束 以 及 被 P 包含 的 各 维 
的 子 空间 的 超 平面 束 , 总 称 为 P" 的 线性 基本 图 
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Ж Clinezr fundamental figure) 或 者 简称 为 基本 图 
W. EP Hh, 包含 同一 个 PIT 的 所 有 PUT. 
Prost, ..., Pel 的 集合 En BAA PT 29 
中 心 的 星 形 (star) ， 由 被 同一 个 P 包含 的 各 维 
子 空间 的 全 体 或 者 一 部 分 构成 的 集合 称 为 P 
ВЖ (P-figure). 
其 次 , Р.Р 没有 共同 点 时 , 作 PUP 的 过 
程 称 为 从 PSH (project) F] P, 34 Pr, P 有 共同 
AUN, fE POP 的 过 程 称 为 用 P 把 P' 截断 
(си), АР, 射影 到 Pl 上 的 一 个 基本 图 形 2, 
再 把 它 用 P, 截断 构成 P, 上 的 基本 图 形 У, 
称 之 为 把 E 从 Ps 射影 到 Pi， 上; ЖР, 为 射影 中 
a> (centre of projection) (图 2)。 这 时 , Ж X. 
”有 移 视 关系 (perspective telation), JE X R 
Z 表示 。 对 于 两 个 基本 图 形 У, У, HFE 
有 限 个 的 基本 图 形 FISD) EIR 
Pix ЕКЕУ В}, 则 称 >, 5' ABBR 
Ж (projective relation), H ERI’ 表示 (图 3). 


s 


图 2 图 3 


现在 , 对 于 Р"Са > 2) 的 任意 子 空间 РІ, POS 
r < n)， 取 与 两 者 没有 共同 RP, 把 Pí 
的 各 点 从 下 -一 射影 到 马上 ， 而 得 到 一 一 点 对 
应 Pi — Pi, WZ 2 83RWRAT (perspective map- 
ping), 又 一 一 对 应 Pí — P; 可 由 有 限 个 透视 映 
射 合成 时 , 则 称 为 射影 映射 (projective mapping). 
它们 也 可 以 推广 到 基本 图 形 之 间 的 映射 。 

其 次 ,对 于 在 Р" 中 的 命题 或 图 形 ,交换 P 与 
pen (0<r<a) 后 ,再 交换 “包含 ”与 “被 包含 ” 
以 及 和 它们 关连 的 术语 后 所 得 到 的 新 命题 或 图 
JE, 称 为 与 原 命题 或 图 形 是 互 为 对 偶 (dual) 
的 .“ 在 射影 几何 中 ,如 果 一 个 命题 成 立 , 则 它 的 
对 侦 命 题 也 成 立 ”。 称 为 对 偶 原理 (principle of 
duality), 它 由 公理 DIV) 的 对 侦 命 题 成 立 而 
得 到 了 保证 . PSS, 是 互 为 对 偶 的 。 又 把 Р" 
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的 超 平面 考虑 为 点 ,由 对 偶 原 理 作 出 的 射影 空 
DE P3 BRA P^ 的 对 偶 空间 (dual space), 

【射影 坐标 】 FHE P 中 引入 坐标 (射影 
坐标 (projective coordinates))。 

.我 们 考虑 Desargues 定理 :“ 设 P" 的 两 个 
无 关 组 的 三 点 为 Pu Po Рэз q q> d Pi 4 
G=1,2,3). MREBR piU 4 G = 1,2, 
3) JE, UU A CU ps) ПС; 9C U т) П 
BUR (Up) 中 (qnU gz) RR, 反之 也 成 
XD". .这 个 定理 对 于 п >з 一 般 是 成 立 的 ,但 
是 , 当 n = 2 时 ,存在 着 这 个 定理 不 成 立 的 射影 
几何 。 称 为 非 Desargues 几何 (non-Desargbe- 
sian geometry), 由 于 这 种 情形 不 能 引入 坐标 ， 
所 以 对 于 n = 2, 假定 Desargues 定理 成 立 . 

P 的 四 个 点 p < < 4) 在 同一 平面 上 
的 一 般 位 置 时 ， 由 这 四 个 点 及 六 条 直线 gi 一 
p Up (1 < ; < e) 构成 的 图 形 称 为 完全 四 
点 形 (complete, quadrangle) pr P> Ps Pas Pi 称 
为 顶点 ,gi 称 为 边 。 一 直线 ! 上 的 六 个 点 q, 
(1 <i<6) 是 完全 四 点 形 的 六 个 边 gus Ens 
Eus Ви Ен Ёз 与 4 的 交点 时 ， 这 六 个 点 称 为 
四 点 型 六 点 或 者 称 为 六 点 图 形 《quadrangular set 
of six points)( 图 4)。 根据 .Desargues 定理 , 如 


m4 


果 在 一 直线 1 上 已 给 相 异 的 三 个 点 及 任 取 相 异 
的 两 个 点 ， 则 与 这 五 个 点 一 起 构成 四 点 型 六 点 
的 点 必 唯 一 存在 。 四 点 型 对 于 射影 映射 是 不 变 
的 性 质 。 设 直线 E po po pe 为 相 异 的 三 个 
EA Po Py 是 与 po 不 同 的 任意 两 个 点 ， 则 使 
Bes Pro Pos Pos Py» 成 为 四 点 型 六 点 的 点 5， 
称 为 关于 [pu pos nS Р: p, 的 和 (图 5). 又 
使 pis Pes Pro Pes Pos + 成 为 四 点 型 六 点 的 点 
4， 称 为 关于 [Po Pes Pi) 的 Pe» Py 的 积 (图 6). 
对 于 给 定 的 三 点 po 请; 加 ,定义 了 上 述 点 的 和 、 


积 的 点 列 称 为 数 性 点 列 《point range of number 
system), 但 是 要 由 此 点 列 除去 pe. 这 样 的 相 


Po Аю! x! 
图 5 

异 三 点 的 组 【po,pe, MFA 1 的 标 架 Crame) 
或 射影 标 架 《projective frame), po 称 为 原点 
(origin) , y 称 为 单位 点 Сип point), pe PAK 
WA (supporting point), 

可 知 数 性 点 列 关 于 上 述 的 和 与 积 构成 
W, 这 个 域 不 一 定 是 可 交换 的 ， 这 个 域 称 为 
Staudt 代数 Staudt algcbra)。 与 它 同 构 的 抽象 
жй Р" 的 系数 域 coefficient field), 由 标 架 
[Po Pees Pi) 确定 的 Staudt 代数 用 RC ро, pes P1) 
AUR. 使 1 上 相 异 三 点 po p=, p 不 动 的 由 1/ 
38] ОЯН BA ИЖ RC po, pe p) 的 内 自 同 
构 !。 设 以 册 为 系数 域 的 P^ 的 直线 ! 上 的 标 架 
为 [pos Ри, Pil, WEH Ө: (ро, pæ, Р) > 8 
称 为 1 的 坐标 系 〈coordinate system), 对 于 4 上 
的 点 ?来 说 , RATE HK š = Ө(р) 称 为 p 关 于 这 
个 标 架 的 非 齐 次 坐标 (inhomogeneous coordinate), 
而 且 有 х", me 员 ，m(zo) 一 一 二 的 组 (mx) 
称 为 p 的 齐 次 坐标 《homogeneous coordinate). 
由 于 支撑 点 pe 已 从 po, p=, p) 除 掉 ， 因 此 
pe 的 齐 次 坐标 确定 为 (0,x') (但 是 x = 0), 
$8 Са, 2), O^, y) 是 同一 个 点 的 齐 次 坐标 的 
充分 必要 条 件 是 ， 存 在 Я MX ive ol y 
= z(a = 0, 1). 

其 次 , 以 此 为 基础 引入 P 的 坐标 。P" 的 
一 般 位置 的 有 序 ” 十 2 个 点 的 组 了 一 [oo 
ду tts as и] 称 为 Р" 的 标 架 或 射影 标 架 ， 
200 < a < n) 称 为 基本 点 (fundamental point), 
u 称 为 单位 点 Cunit point), WF 4 = aa U ° ° 
Ua,(0 <a < +++ < a, < n), 其 余 的 基本 点 
所 张 的 空间 用 4* 表示 ， 对 不 包含 于 4" 的 点 
p; pa AN (PU AT) HH PEA LOS 
component), S, = [aas 7775 dors ни] 是 4 的 


PR, AFER w4。 当 指 定 同 构 бш; RG, 
ар) 8(0 & a 8 n) 后 ,如 果 在 某 条 件 
下 ,给 出 {0,s} 中 的 任何 一 个 ,那么 全 部 就 可 以 
唯一 确定 。 这 时 ， 如 果 Ө. 都 用 同一 个 9 来 表 
ж, WAS, 0) ЖАР" 的 射影 坐标 系 《projective 
coordinate system)。 对 于 Р" 的 任意 点 p, ”不 被 
Am aU Ua, А, 设 ?在 Ua Q < 
#< п) EMER р Ф Ë = Өр), GI. 
BLE) 称 为 p 关于 3 的 非 齐 次 坐标 
Cinhomogencous coordinates), ./(2*)7 = £^ ff 
G, д, +++, 2") HOFER S Am (homogeneous 
coordinates), *4 Р 0 46 的 点 时 ,如 果 关于 4 的 
的 齐 次 坐标 为 (x'，……， a), WO, at, ees, 
x") 定 义 为 p 关 于 3 的 齐 次 坐标 。 ° 
坐标 为 zz oy z") 的 点 可 以 简单 地 
用 * 表示。 设 已 引 和 人 坐标 的 Р" 的 相 异 两 个 点 
Ж z, y, 则 点 = 在 通过 x,y 的 直线 上 的 充分 必 
BER St = “1 + yu Kan 1,нєй 
为 参数 ), 由 此 可 知 , — 8, НР r + 1 + 
ERM HOSES +) 所 决定 的 PP 上 点 < 必须 


满足 的 条 件 是 z У) eO Сан, ER), 
pao 

特别 是 , 趣 平 面 的 方程 对 于 流动 坐标 =" 可 表示 

HD X. KER) 的 形式 ， 因 而 超 平面 


由 Xo, Xu，X。 的 比 唯一 确定 . Хо, Хау 
X, 称 为 这 个 超 平面 的 超 平面 坐标 . (hyperplane 
coordinates), 特别 是 = 2, 时 , 称 为 直线 的 线 从 
标 (line coordinates), n = 3 时 , 称 为 平面 的 面 坐 
3 (plane coordinates), 关于 P" РУЙ Р А 
可 以 参照 Grassmann 坐标 "(一 坐标 )。 
以 上 的 中 不 一 定 是 可 交 的 的 。 
CHB) ,关于 两 个 射影 空间 Ре, "之 
间 的 一 一 点 对 应 o. 当 且 仅 当 P" 的 三 点 po Pa 
ps HBR, ФОС = 1,2, 3) WRAN, 称 为 
直射 映射 (collincation in general sense ), 24 Р" 
= P; 时 ,特别 称 为 对 射 变换 Correlation), Р" 
=P}, 称 为 直 慕 变换 《collineation)。 设 一 个 
对 射 变换 为 ru, 则 任意 的 对 射 变换 可 由 ro 与 直 
射 变 换 的 合成 而 得 到 .又 设 r 为 对 射 变换 , 它 诱 
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射 变换 ,特别 地 当 它 是 恒 等 变 换 时 , r 称 为 对 合 
的 对 射 变换 《involutive correlation), 直射 映射 
ө: Р РВ", HF 0 < r <n—1, 有 1) 诱 导 
出 P^ ËJ r 维 子 空间 与 5" 的 7 维 子 空间 之 间 的 
一 一 空间 对 应 , 2) SET P^, 如 果 Pr D PLU 
对 于 五 "也 是 ФР 2 oP, 

其 次 , 对 于 直射 映射 o: P" 一 Р", БИЖ 
个 空间 PN(n < N) 包含 这 两 个 空间 (这 种 情形 
只 要 不 是 非 Desargues 几何 常 是 可 能 的 ), Ф 
射影 映射 时 ， 称 为 射影 直射 映射 《projective 
callineation)， 射 影 直 射 变换 简称 为 射影 变换 
projective: transformation), Р" 的 直射 变换 的 集 
合 构成 书 的 变换 群 !。 称 它 为 P 的 直射 变换 群 
(group of collineations), 用 €(P*) ЖЖ. 射影 变 
换 的 全 体 构 成 CCP") 的 正规 子 群 ', 用 CP) Ж 
AR, IOS Р” ОНЕ SEHR RE (projective transforma- 
tion group), 4 Р" 的 一 个 标 架 3 不 动 的 射影 变 
REHOME 6109), 它 与 P" 的 系数 域外 
的 内 自 同 构 群 * 了 (R) AW. 又 直射 变换 不 一 
定 是 射影 变换 。 它 是 由 射影 变换 与 系数 域 的 自 
同 构 组 合 而 得 到 的 。 RD “2 RAVE AME 29 
ACR), HJ CCP*)/GCP*) ee ACR)/FCR)”, A 而 
直射 变换 为 射影 变换 的 充分 必要 条 件 是 ， 系 数 
域 的 自 同 构 只 是 内 自 同 构 。 如 果 系 数 域 为 实数 
域 , 则 直射 变换 一 定 是 射影 变换 ,但 是 当 系 数 域 
是 复数 域 时 ,直射 变换 就 不 一 定 是 射影 变换 。 

在 这 里 * 考 志 下 面 的 三 个 命题 。 ot f 

A) Р" 的 系数 域 是 可 换 的 。 

B) 使 P" 的 任意 的 标 架 移 到 其 他 任意 标 架 
的 射影 变换 必 存 在 , 而 且 是 唯一 的 . - 
、 ©) 在 的 同一 平面 上 的 两 条 直线 上 ， 若 
分 别 到 相 异 三 点 pi = 1,2,3), wml, 2; 
3), 那么 三 点 PUDAR), ФО) П 
Ug), (руд) CoU gr) 是 共 线 的 。 i 
， ”这 三 个 命题 是 互相 等 价 的 。 命题 B) 称 为 
HEJL 89 d& Ж E (fundamental theorem of 
projective geometry), 命题 C) 称 为 Pappus Ж 
m. 如 果 系 数 域 是 实数 域 (或 复数 域 )， 则 以 
上 命题 都 成 立 。 这 些 域 上 的 射影 空间 称 为 实 
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(或 复 ) 射 影 空 间 Creal (complex) projective space) 
在 古典 的 研究 中 只 处 理 这 些 问题 . 

如 果 系 数 域 是 交换 的 ， 指 定 空间 的 某 一 
条 直线 上 的 Staudt 代数 Яро, ре, ру) 的 同 构 
Oo: (po pe, Р) > K, 由 此 , 从 任意 直线 上 的 
Staudt 代数 K (фо, Ges а) 到 8 的 同 构 6 是 唯 
一 确定 的 ,使 06 为 射影 映射 因而 在 所 有 
直线 上 如 果 这 样 的 同 构 被 确定 后 , 则 Р" 的 任意 
子 空间 上 的 齐 次 坐标 ， 只 要 给 出 它 上 面 的 标 架 
就 可 以 完全 确定 。 

现在 设 系数 域 是 特征 不 为 2 的 交换 域 . 
对 于 Ре 上 共 线 的 四 点 pU << 4) (HB р, 
Pas Ps 是 相 异 的 ， 且 рез р), PUTES 
FR, BH т, po Р 分 别 为 支撑 点 、 原 点 、 
单位 点 ，ps 关于 这 个 标 架 的 非 齐 次 坐标 称 为 
这 四 点 的 非 调和 比 Canharmonic ratio) 或 交 比 
(cross ratio), JH (pi, P5 Pss P 表示。 关于 一 
般 的 标 架 , 设 р 的 非 齐 次 坐标 为 (1) G = 
1,2,3,4), ША = (ра pas s Pal = Gi — 
a321) Catal 一 afl) / Gel — xi!) байа} — аба), 
而 且 交换 四 点 的 顺序 时 , А 一 [рз р; po Pl = 
Lps pG Pu Pal = [po ps Pos P], [Po P Pas 
pl 1/2, En, P3 Pis Ре) = 1 — M; Lpi ps3 
Po pl = 1/0 一 2), [Pspu pop] = (2 一 
1)/2slors pa ps pl 一 MG 一 1) 一般 地 ， 
以 上 的 六 个 值 是 不 同 的 ， 但 是 当 0) з= 1, 
1/2, 23 以 及 2) 22—2 + 1=0 的 两 个 根 时 为 
Pigs, Mdm 一 1 时 , 这 四 个 点 称 为 调和 点 列 
(harmonic range of points), JERIH ps, ps 关于 
Pu dà B.2J B E 86 А Charmonic conjugates), 
BR рт, Py; Pss Ра 互相 调和 分 离 (separate harmo- 
nically), 4 2—A+1=0 时 ,这 四 个 点 称 为 等 交 
比 点 列 (equianharmonic range of points), 此 外 ,与 
此 成 对 偶 的 ， 也 可 以 考虑 超 平面 东 的 四 个 超 平 
面 的 非 调和 比 ,更 一 般 地 ,还 可 推广 到 基本 图 形 
的 四 元 素 上 . 非 调和 比 对 于 射影 变换 是 不 变量 . 

射影 变换 关于 Р" 的 齐 次 坐标 x**(0 < о < 
n) 用 


(1) pk Ў) ipx, p tgp € f, det ee) #0 
= 


表示 。 因 而 射影 变换 与 正则 矩阵 T = Ge) 的 
等 价 关系 'T ~ ATQOE 8) 下 的 等 价 类 ' 是 一 一 
对 应 的 。 所 以 员 可 交换 时 ，P" 的 射影 变换 群 
OP") 与 以 名 为 系数 域 的 一 般 线性 群 ' GLOS + 
1,8) fir (ol [p € t) 的 剩余 群 PGL(n +1, 
Я) 是 同 构 的 : GCP) = PGL(n 十 1, Ж), 
现在 将 射影 变 痪 的 定义 推广 , 即使 T 为 非 
正则 的 ,对 于 任意 的 方 阵 ,可 由 (1) 表示 的 变换 
也 称 为 射影 变换 , 当 T 正则 时 称 为 正则 射影 变 
换 (regular projective transformation), T ЗЕ ES) 
时 称 为 非 正 则 (或 奇异 ) 射 影 变 换 (singular 
projective transformation) 。 如 果 工 的 秩 ! 数 为 ”十 
1 一 和 , 则 这 个 射影 变换 称 为 及 种 《4-th species) 
奇异 的 。 如 果 (1) 是 4 种 奇异 的 , 则 = 十 1 个 
的 超 平面 > tee? 000 <a <n) 共有 一 个 


A 
po p^ PAS АНЯ T Es lB] (singular 
subspace), 对 于 奇异 于 空间 上 的 点 ,变换 的 象 
是 不 确定 的 。 种 奇异 射影 变换 无非 是 以 奇 
异 于 空间 为 中 心 的 PP 到 某 个 PM EARS 
Рт» 的 正则 射影 变换 的 合成 。 

其 次 , 关于 P 的 某 个 标 架 ， 如 果 点 的 坐标 
用 о), 超 平面 坐标 用 СХ.) 表示, 则 线性 变换 


О) Te: pX。 一 > D^ 
= 


是 对 射 变换 . 关于 它 也 可 以 考虑 T, = О) Ж 
非 正则 的 情形 。 它 是 对 合 的 对 射 变换 的 条 件 为 
т. 一 t'Te, IME, T, 一 —'T, 的 对 合 对 
射 变换 称 为 堆 系 (null system), HFFA, Pr 
的 任意 一 点 必 包 含 于 它 所 对 应 的 超 平面 内 。 反 
之 也 成 立 . 另外 , Ts 一 “Ts 的 对 合 对 射 变换 称 
ABR (polar system), TRK, Р" 的 点 不 一 
定 包 含 于 它 所 对 应 的 超 平面 内 。 包 含 在 超 平面 
内 的 所 有 点 的 集合 ,是 下 面 介绍 的 二 次 超 曲 面 
(quadratic hypersurface). 

【二 次 超 曲 面 】 当 rs 为 极 系 时 ,被 te) 
包含 的 所 有 点 * 的 集合 是 二 次 超 曲 面 017, E 
的 方程 式 由 
з) У text = 0 


Ex] 


p, nem 


给 出 .对 于 这 个 rw*,P" 的 任意 点 * SBP Bir) 
之 间 的 关系 称 为 关于 93 的 配 极 (polariy), 
Tw(*) 称 为 x 关于 0771 的 极 超 平面 (polar), * 
MOS r(x) 关于 9:7 的 极点 或 极 (pole). ШЖ 
通过 P" 的 点 * 的 直线 与 97, r, (z) 的 交点 分 
别 为 21, 25у, W х,у; ztza 构 成 调和 点 列 。 当 
点 zx 在 点 y 的 极 超 平 面 上 时 , Hr, y TARE 
conjugate), W O77 ERASERS, 
反之 也 成 立 , ROAT 上 的 点 的 极 超 平面 称 为 在 
这 个 点 的 O 的 切 超 平面 (angent hyperplane), 

WR BEN, + 种 奇异 的 , 则 二 次 超 曲 
面 也 是 正则 、 h 种 奇异 的 .如 果 т„ 是 4 种 奇异 
的 , 则 这 个 奇异 子 空间 包含 于 9 和 :中 .这 样 的 奇 
异 于 空间 的 点 称 为 O 的 奇 点 (singular point), 
一 种 奇异 的 即 只 有 一 个 奇 点 的 OF 称 为 锥 面 
(cone), 

其 次 , 包含 于 Ort 的 子 空间 称 为 母 空间 
(generating space), Ti REK X BEER, (generating 
line), 当 系 数 域 是 代数 闭 域 ' 时 , 随 = 的 奇偶 ， 
分 别 设 g = (1/2)(n — 2), (1/2)(n — 1), W 
正则 的 O77? 中 必 存 在 9 维 母 空间 。 又 守恒 
是 由 两 个 母线 族 覆 盖 的 直 纹 曲面 ', 而 且 oz 被 
两 个 维 母 空 间 族 所 覆盖 。 

©) #5 — MR dB f& (quadratic curve), iË 
pQ <i<5) 是 平面 上 占有 一 般 位 置 的 五 个 
点 , 则 通过 这 五 个 点 的 ОЕ. LEH 
上 六 个 点 pi(1 <; <6) 在 一 个 以 上 的 充分 必 
要 条 件 是 三 点 (AUp)nCpUp)，(PpUpDn 
рро), CS U p) GU p) 共 线 ， 后 一 定 
理 称 为 Pascal 定理 .与 它 对 偶 的 定理 称 为 
Brianchon 定理 . 

下 面 , 对 于 PP 的 两 个 077, 17 再 考虑 一 
+ Sr P" 的 任意 一 点 * 关 于 Dr? 的 极 超 平面 
如 果 属于 * 关 于 O77. Ss 的 极 超 平面 所 确定 
的 超 平面 束 , 则 这 样 的 所 有 O17 的 集合 称 为 以 
O72, 9777 为 底 的 二 次 超 曲 面 束 (pencil of qua- 
dratic hypersurfaces), GÆI O, Š 209 
б 的 集合 。 同 样 , 当 一 2 时 ， 称 为 二 次 曲 
线束 (pencil of quadratic curves), 4a — 3 时 称 
为 二 次 曲面 束 (pencil of quadratic surfaces), 
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另外 , 设 已 的 二 直线 2, 1 的 Plicker 坐标 ? 
为 五 , PO <i <7 <3), 如果 
@ GD = гт — mp + iu + Pun 
-PP + Pp, 
3 0,1) — о. SUERURIE Г” AE P FKE 
标 , 则 由 (1, D) = 0 确定 的 正则 二 次 超 曲 面 ©; 
上 的 点 与 的 直线 是 一 一 对 应 的 。 史上 的 点 
称 为 与 它 对 应 的 P 的 直线 的 象 (image), ZH 
线 1,1 相 交 与 (1, 了) 一 0 成 立 是 等 价 的 。 这 无 
SBE 1, TARA 913886. 因此 , 通过 1, 71 的 
象 的 直线 成 为 GAER. AT P WRR 
是 史 的 母线 。 二 次 超 曲面 以 及 利用 它 的 严 的 
直线 集合 ,特别 是 线性 线 汇 Qinear congruences) 
(具有 两 个 独立 参数 的 直线 族 ), 线性 线 从 (linear 
complexes) (具有 三 个 独立 参数 的 直线 族 ) 等 ,都 
是 射影 几何 及 代数 几何 中 有 趣 的 内 容 。 
对 于 以 非 交换 域 为 系数 域 的 情形 ， 必 须 将 
以 上 的 理论 作 大 幅度 的 修改 。 
【射影 几何 与 埃 尔 兰 根 纲领 】 从 F. Klein 
的 埃 尔 兰 根 纲领 ' 的 观点 来 看 ,可 以 说 射影 几何 
学 是 研究 在 射影 变换 群 下 的 不 变性 质 的 。 由 此 
可 以 看 出 射影 几何 与 其 他 的 古典 几何 学 之 闻 的 
关系 。 如 果 指 定 系数 域 是 实数 域 的 射影 空间 P" 
的 一 个 超 平面 17。 , 则 使 它 不 变 的 所 有 射影 变换 
的 集合 构成 射影 变换 群 的 子 群 ， 而 从 属于 它 的 
几何 学 是 仿 射 几何 学 !。 又 在 这 个 П„ 内 再 指定 
一 个 正则 二 次 超 曲 面 9 和 ,从 属于 使 它 不 变 的 
子 群 的 几何 学 称 为 相似 几何 学 。 Euclid 几何 学 
是 其 中 的 一 种 。 又 指定 P" 的 某 个 正则 二 次 超 
曲面 99"', 从 属于 使 它 不 变 的 于 群 的 几何 学 , 当 
该 群 作用 于 O7 的 内 部 或 其 上 时 ,是 非 Euclid 
几何 学 ?或 保 形 几何 学 *。 所 以 说 射影 几何 是 最 
广义 的 几何 ， 正 是 在 这 种 意义 下 来 谈 的 ， 
【射影 几何 与 模 格 】 格 '( 格 序 集 ) 与 射影 
几何 有 密切 的 联系 . 一 般 射 影 几何 争 的 所 有 的 
各 维 子 空间 ,关于 包含 关系 构成 完备 的 模 格 ' 
LQD. WR P 是 有 限 维 射影 几何 , 则 它 是 高 
度 ' 为 有 限 的 不 可 约 有 补 模 格 '. 反之 ,如 果 工 是 
具有 最 小 元 1@ 的 模 格 , OLN Р, i 
就 是 原子 元 /的 全 体 为 P, 在 原子 元 上 的 素 元 素 ! 
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的 全 体 为 9， 如 果 当 p 二 1 时 , (р, Der, W 
PCL) == (P, Q, T) 是 一 般 射影 几何 。 MRL 
REA ARN AA BS, BCL) 是 
有 限 维 射影 几何 。 这 时 , B = BCL(B)),L = 
LIRL 成 立 。 也 就 是 说 ， 可 以 认为 射影 几 
何 与 不 可 约 有 补 模 格 具有 同样 的 数学 结构 。 如 
果 格 工 是 ” 维 射影 几何 , 则 它 的 对 偶 格 ?也 是 = 
维 射影 几何 , 这 无 非 就 是 对 侦 原 理 . 
【射影 几何 的 解析 表示 】 对 于 任意 的 自然 
数 »， 考 虑 任意 的 域 ( 非 可 换 也 可 以 ) 上 的 
ntik (CAPR EAR) 线性 空间 
Ve, 这 个 线性 于 空间 全 体 关于 包含 关系 
构成 不 可 约 有 补 模 格 PPCRO ， 因 而 得 到 a ЖЫН 
影 几何 . 称 它 为 右 ( 或 左 ) 射 影 空间 (right Cleft) 
projective space), 特别 是 P*CSO 的 点 对 应 于 
VOR) 的 ( 右 或 左 ) 一 维 线性 子 空 间 。 反 之 ， 
也 可 以 看 出 , 史上 的 = 维 射影 几何 与 现在 的 
P"(8) 同 构 . 所 以 射影 几何 可 以 用 自然 数 ”与 域 
贸 进 行 完全 的 分 类 (但 是 当 s = 2 时 的 非 Desa- 
rgucs 几何 例外 )。 RAZ, 有 以 下 情形 . 对 于 
P< fa me (a, at, 555 т) МАЄ, Oa < 
n) CECO, 0, +++, 0) 除外 ), MAMA. Су) = 
Са) Є, OSa <n) MEX x ~ у, TP 
的 这 个 等 价 关系 ~ 的 商 集合 为 P。 把 含有 x 的 
等 价 类 表示 为 [x]。 其 次 , 令 Krl, 5р = 
{[z]lz = 2 + ун, WA, ER), W Q = 
AKT DIU, iy) e P), ч P #076 RO lic 
JA. O 的 元 素 叫 做 直线 ， 直 线 上 的 点 叫做 含 于 
直线 时 , 它 满足 公理 D) 一 IV)， 因 而 得 知 它 是 ” 
维 射影 几何 ， 当 多 是 拓扑 域 ! 时 (例如 多 是 实数 
SK, SBIR, 四 元 数 域 ! 时 ), Н RAY = 十 1 个 
HRP UJ. P— (0) 作为 上 面 的 等 价 关系 分 类 所 
得 到 的 商 空间 P = (P — (0))/ RE RPK) 
的 拓扑 。 特别 当 名 是 实数 域 时 , ШР" 与 把 
n + 1 Ж Euclid 空间 E**' 的 n 维 超 球面 S": 
WP - + Gt) = 1 PHBA BER 
点 而 得 的 商 空间 同 是 而 且 它 是 紧 的 。 4B 
复数 域 , 或 四 元 数 域 的 情形 也 是 一 样 。 又 由 于 
射影 变换 群 OCP EP 上 是 可 迁 的 ?， 所 以 如 
SRR RESTER, ИР" 可 以 看 做 是 拓扑 群 6(P*) 


的 齐 性 空间 '. 另外 , P^ 内 的 r 维 子 空间 全 体 构 
成 Grassmann 流 形 !。 又 在 代数 几何 学 中 , 两 个 
射影 空间 的 直 积 ' 也 是 很 重要 的 , 称 它 为 双 射 影 
空间 (biprojective space). 

关于 以 上 内 容 的 详细 讨论 ,[ 射 影 几 何 的 构 
成 ] 一 各 文献 ,特别 是 与 格 论 的 关系 一 [1]， 
公理 体系 与 基本 性 质 的 关系 一 [71， 关 于 其 他 
一 [51, [6]. 

[5] [1] G. Birkhoff, Lattice theory, Amer. Math. 
Soc. Colloq. Publ., 第 二 版 1963; [2] W. V. D. Hodge- 
D. Pedoe, Methods of algebraic geometry I, Cambridge, 
1947; [3] O. Schreier-E. Sperner, Projective geometry 
of n-dimensions, Chelsea, 1961; [4] О. Veblen-J. W. 
Young, Projective geometry 1, П, Ginn, 1910—1938; [5] 
ЖАНЫ-ЖЕР, HERP, ЗЕ HM, 1960; [6] 
MAEM, HERP, AH, 1950; [7] SRR, M 
MTOM, FWHM, 1948; [8] E. Artin, Geome- 
trie algebra, Interscience, 1957; [9 ] S. Iyanaga Wk BH) 
-K.Matsuzaka (fife Kc), Affine geometry and projective 
geometry, J. Fae.8ci. Univ. Toyko, 14(1967), 171—196; 
(10] А. Seidenberg, Lectures in projective geometry, van 
Nostrand, 1962, Hl] R. Hi ne, Foundations of pro- 
jective geometry, Benjamin, 


仿 射 几何 学 [3E affine geometry 法 géométrie 
affine Ф affine Geometrie A аффинная reo- 
метрия 8 774158555] 【 仿 射 空 间 的 
HRI 仿 射 空 间 4 的 构成 如 下 。 对 于 实数 域 
К "я БАГ V SRA A, 在 
ЕЖА a € V 与 任意 的 元 素 pe 4 之 间 定 
义 和 p tae A, 设 它们 满足 以 下 条 件 。 

D p+ o- p(o RPA). 

H) Q +a)+b= p+(a+b)(a, be v), 

ID) 对 于 任意 的 元 素 9e 4, 存 在 唯一 的 向 
量 ae 使 得 ?一 十 aa 
(条 件 D 可 由 Ш), Ш) 导出 . ) 这 时 ,4 称 为 仿 
射 空间 (affine space), V RA A 的 标准 向 量 空 
fal (standard vector space), R 称 为 4 的 系数 域 
(coefficient field), A 的 元 素 称 为 点 。 

根据 定义 , 空间 4 可 以 看 做 加 法 群 了 的 基 
本 集合 。 也 就 是 说 , 如果 确 定 任意 一 点 o€ A, 
RHE рео + a WA 的 元 素 ? 与 V WILKE 
有 一 一 对 应 关系 。 这 样 的 a 称 为 以 。 为 起 点 
(initial point) 的 > 的 位 置 向 量 (position vector), 
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r), 当 r 个 向 量 a, = ppl < i <+) E 
线性 无 关 时 , 这 些 点 叫做 无 关 的 Cindependent), 
香 则 叫做 相关 的 《dependent) 。 点 的 无 关 性 与 起 
点 加 的 选择 无 关 ， 若 了 的 维 数 是 x, MEA AY 
维 数 (dimension) 也 是 a, 用 dim 4 =n 表示. 
维 数 一 般 用 右上 标 表示 。 所 谓 4 的 维 数 是 n, 
这 意味 着 4 的 无 关 点 的 最 大 个 数 是 十 1. 

ЖЖ, ЖР И" 的 向 量子 空间 V 与 4" 的 
fER— Hp, А} = (q € A"|q = p + x,x€ 
V*j 称 为 A" 的 子 空间 (subspace), CÈ k HE 
仿 射 空间 。 反 之 ,如果 A" 的 子 集 是 仿 射 空间 ， 
则 必 能 表示 为 上 面 形式 。 4! O9 WE Cline), 
A? RAP (plane), A" 内 的 А"! 称 为 超 平面 
(hyperplanpe)， 但 只 由 一 点 构成 的 集合 也 看 做 子 
空间 4°. 对 于 А" 的 两 个 子 空间 4, A, Ë 
{IZ RAR ANA, AA an, A 的 
所 有 了 于 空间 的 并 集 用 AUA ЖК, WI arn at 
是 同时 包含 于 an, At 中 的 最 高 维 的 仿 射 空间 ， 
A'U A 是 同时 包含 A, A 的 最 低 维 的 仿 射 空 
间 。 这 时 , A 4" 的 7 十 1 个 点 的 4' 必定 存 
在 ,如 果 它 们 无 关 则 确定 唯一 的 4'。 如 果 ann 
A СОКАК), WE r + £ = dima U 
AY) + dimCA' П). KAERRA D 93 JU fal 
的 交 的 定理 (intersection theorem) 或 维 数 定理 
(dimension theorem), 

其 次 , 对 于 At B n 十 1 个 无 关 点 pO < 
aLr), & рал = Р. 设 q. Ж Pe Perr 上 与 
fos Pon 不 同 的 任意 点 ，x 是 满足 page = 
"ILE LEE 
KALERE PEN m CLP, Xn 
Bh > 2, 0a = ga U Para U +++ U Paii = Pr)» 
о, +++, б, 有 一 公共 点 的 充分 必要 条 件 是 
Mo = 1”, 前 者 称 为 Menelaus 定理 , 后 
者 称 为 Ceva 定理 . 

BA, 4" 的 各 维 于 空间 ( 纪 可 看 作 一 1 维 
仿 射 空间 、 这 里 也 包含 它 ) 的 全 体 LUA), 由 包 
含 关系 构成 格 +。 反 之 , 对 于 客 L， 对 它 的 各 个 
元 素 定义 了 维 数 , НЕВИН (71,0, ---, 
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п}, Me — #1}, WA dim e < dim б, WRZ 
的 定理 成 立 , 当 ” 3 时, 则 工 与 某 域 上 的 ” 维 
仿 射 空间 的 各 维 子 空间 所 构成 的 格 同 构 、 

【 仿 射 空间 的 平行 概念 】 对 于 airs 
fa’, 好， 当 其 中 一 个 被 另 一 个 所 包含 ,或 
AN A = @ 而且 dim(ATU A) < r + ; ñ$, 
则 两 者 称 为 广义 平行 (parallel in the wide sense), 
其 次 ,对 于 两 个 同 维 子 空间 A, B"， 当 两 者 重 
&, MAB = Ø Н бъ В) =r 1 
时 ,两 者 称 为 狭义 平行 或 简称 为 平行 (paratle!)， 
WAY Br 表示. Mr YR, X. kX. 
两 种 平行 的 定义 是 一 致 的 , 04 r> 1 时 , 狭义 
平行 也 是 广义 平行 。 对 于 两 组 无 关 的 ”十 1 个 
点 构成 的 点 组 (4。)， (0 < a < r), 分 别 以 
ва, bob, (1 Si < r) 为 基 的 向 量 空间 用 Vr, 
W' RAR, W A= aU +++ Ua, 与 B'= hU 
Ub, ЗЕЕ VERE VW, УОЙ Ж. 
包含 于 4" 的 子 空间 A 中 的 任意 一 点 , 平行 于 
A fJ r 维 子 空 间 只 有 一 个 。 当 A, BI 是 广义 
平行 时 , 在 各 空间 内 存在 子 空间 A, BO) 
Han 8B。 如 果 取 这 样 最 大 的 +*， 而 且 4, 
B 中 的 一 个 不 被 另 一 个 包含 时 ,， 则 有 :一 + 
s+ 1 — dim( AU B^, 

其 次 ， 由 于 平行 概念 / 满足 等 价 关系 ' 的 
三 个 条 件 , 由 此 可 分 为 等 价 类 。 由 平行 于 维 
子 空间 At 的 r 维 子 空间 构成 的 等 价 类 用 act 
表示 , 称 它们 为 + 一 1 IIMB (space at 
infinity), 属于 AZ" 的 4" 称 为 通过 AT RUS 
AS', 用 和 二 4: 表示。 又 ,特别 把 4° TC 
无 穷 远 点 (point at infinity), 相对 于 无 穷 远 空 
间 ， 也 有 时 把 原来 的 子 空间 称 为 正常 空间 
(proper space), 对 于 无 穷 远 空间 必须 加 下 标 co 
来 表示 。 这些 无 穷 远 空间 与 正常 空间 之 间 的 关 
系 有 以 下 两 个 条 件 。 

IV) 正常 空间 不 包含 于 无 穷 远 空间 中 。 

V) 如 果 4° 2 AZ, B BC!, A'D BY, 
WA ATD Bot, 

这 时 , A" 只 有 唯一 的 AZ , KEARSE 
超 平面 (hyperplane at infinity), A" 的 子 空间 的 
无 穷 远 空间 都 含 于 无 穷 远 超 平面 ， 现 在 暂 用 
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AUA А 表示 。 子 空间 4，B， 当 一 个 
被 另 一 个 所 包含 , 或 者 4 是 无 穷 远 空间 
时 是 广义 平行 的 情形 .对 于 前 面 的 交 的 定理 考 
Ж ANA = @ 的 情形 。 因为 当 4, 4° 是 
广义 平行 时 , dim( ПА) = dim ATN 427), 
当 45, A! 不 是 广义 平行 时 ,dim(A'N4) = 
一 1, 所 以 对 于 添加 了 无 穷 远 的 子 空间 А, B, - -- 
来 说 ,与 射影 几何 同样 ,不 需要 前 提 条 件 , 交 的 定 
理 始终 成 立 。 在 А" 上 凑 加 了 这 样 的 无 穷 远 空 
间 的 空间 称 为 Desargues 空间 (Desarguesian 
space)。 这 就 是 射影 空间 . 

【 仿 射 空间 的 坐标 】 取 A" 的 任意 一 点 0，、 
标准 向 量 空间 V^ 的 任意 的 基 (ei, е, - - su.) 
则 A RERA P 可 以 唯一 地 表示 为 
《1) prot re. 


= 
这 个 了 = (o; e, ` ` > €n) 称 为 A" 的 仿 射 标 架 
(affine frame) 或 简称 为 标 架 . 这 时 。 称 为 原点 
(origin), e, 称 为 第 i 单位 向 量 Cunit vector), 
X, I Gy Z, ++ x") 看 做 点 的 函数 , 称 它 
KR FR S ft) A" GBR (affine co- 
ordinate system), APTA P BJ Cat, a, ++, z) 
的 值 称 为 点 p KTFS RO 05 9 BAR (affine co- 
ordinates), x! RAW i 仿 射 坐标 。 此 后 , 如果 没 
KERB R, 复数 域 C, 或 一 般 的 拓扑 域 '、 
则 定义 如 的 拓扑 与 史上 的 = 维 向 量 空间 ' 是 同 
吓 ? 的 。 以 下 除 特别 声明 以 外 , 坐标 指 的 就 是 仿 
射 坐标 。 设 m% mote(l<i<n), 有 时 也 
称 (о; a, 77. an) 为 仿 射 标 架 。 这 时 , EL 
9Uz;, m moU aU -e UaU aU Ја, 
MÜ a, lo m 分 别称 为 仿 射 标 架 的 第 i 单位 点 
Cunit point), 第 ;坐标 轴 (coordinate axis), 第， 
坐标 面 (coordinate plane), 

对 于 非 广义 平行 的 子 空 闻 A, Ars > 0， 
r+ == л), Bit А" 的 一 点 ” 且 平 行 于 人 的 
子 空间 用 4"(p) 表示 , 如 果 对 于 A) ПА = 
4, WES Ф: A" — A Co) = q) 则 做 从 4" 方 
向 到 4° 上 的 平行 射影 (paralel projection), Ul] P 
的 第 i 坐标 x', 是 把 p М = 方向 到 1 上 平行 射 
影 的 点 为 p 时 有 oP; 一 * ` ош, Я OER. 


ЗВЕНО ЧАИ ЗР АТ ЗЬ К (parallel coordinates) 
或 Descartes 坐标 (Cartesian coordinates), 
其 次 , 设 A" 的 子 空间 4' 的 + + 1 个 无 关 
的 点 为 bo bo -…，b。 如果 关 于 4 的 点 的 
BOER GRE Se = 1), 


Wi bop = DD at bb, R apm Slats Обой 
里 。 是 4 的 一 点 )。 妖 的 一 点 与 这 样 的 > +1 
AR THK А00 <a < r, Satu 1) 的 组 


是 一 一 对 应 的 。 如 果 6.(0 <<) 不 是 无 关 
的 ， 则 这 个 对 应 虽 不 是 一 一 对 应 ， 但 在 这 种 情 
ЖЕ, 也 有 时 把 2° 称 为 重心 坐标 重心 坐标 是 
=x m Cr DC 的 点 称 为 bo， 
bis +++, b, 的 重心 (bary-centre)， 用 gChos +++ 
5) 表示 . 特别 是 ,两 点 bo b 的 重心 称 为 它 的 
中 点 (middle point)。 有 重心 坐标 1, 55, Д RY 
点 也 称 为 在 bo 5-5, be 上 附 以 重量 weight) 
P. DDD. 一 些 点 组 的 重心 与 这 些 点 
的 顺序 无 关 。 如 果 把 B = (ss b) 分 为 任 
意 的 两 组 时 , 设 两 个 组 的 重心 分 别 为 my gw M 
mU gi 通过 四 的 重心 . 其 次 , arm 0-06, 
的 任意 的 一 点 ?关于 bo `: > b, 的 重心 坐标 
IO < a <, Er 一 1), 如 上 所 述 ,满足 东 一 
Уле. ов, 现在 , 设 关于 以 。 为 原点 的 a ШИЙ 
射 标 架 的 点 ?和 5b。 的 坐标 分 别 为 yo iA < 
i<n), WH y ч Dan <i<n), KH 
Jš P e 省 上 的 充分 必要 条 件 。 它 称 为 以 为 
BR, 4" 的 参数 表示 (parametric representation), 
所 以 = п — 1 即 超 平面 * 的 方程 可 表示 为 以 
y 为 流动 坐标 的 一 次 式 уху 十 … + yxy x 
ОХ x €), 

[有 序 域 上 的 仿 射 空间 】 若 系数 域 多 是 实 
数 域 尺 或 一 般 的 有 序 域 哇 ， 可 以 引入 以 下 的 
m. 

对 于 4" 的 一 个 超 平面 x, 取 以 它 为 第 = A 
标 面 的 仿 射 标 架 。 设 它 的 坐标 是 (zt at). 
则 的 方程 为 ** — о. 如果 41, At 分 别 是 第 
坐标 为 正 、 负 的 点 集 , BJ A 47 分 别称 为 由 
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x 所 分 成 的 4" 的 半空 间 (half space), 这 个 
半空 间 与 * 的 并 集 称 为 闭 半 空间 (closed half 
space), А" 的 点 ?不 在 * 上 时 含 ? 的 半空 间 称 
为 对 于 = eB Gide), 特别 是 当 — 1}, 
设 直线 1 上 的 两 点 为 p, 9， 对 于 ө 的 闭 侧 
称 为 从 ?向 4 的 半 直 线 或 射线 half line, ray), 
从 ?向 9 的 半 直 线 与 从 4 向 ?的 半 直 线 的 共同 
部 分 称 为 连结 p, q 的 线段 (segment), 用 pq Ж 
ж. 显然 ，24 = qp. 

对 于 4" 的 子 集 ， 连 结 它 的 任意 两 点 的 线 
段 也 包含 在 这 个 子 集 内 时 ， 称 这 个 子 集 为 凸 集 
《convex set)。 任 何 维 的 半空 间 都 是 凸 集 。 对 于 
ERR {Ce}, ПС, 也 是 凸 的 。 所 以 , 对 于 
4 的 任意 子 集 D, 存在 含有 D 的 最 小 凸 集 。 称 
它 为 D 的 西 胞 (convex closure), A" 的 有 限 个 点 
ЖР = {po，…, Ра 的 凸 包 CCP) KAORE 
{convex cell), dim (PU =- Up) 称 为 这 个 凸 
ДЫ ПЁ (dimension), 特别 地 , 当 ро, +*+ Р 
是 无 关 时 CCP) 称 为 以 po ttt Pe 为 顶点 
(vertex) AY А FEMA (simplex). 以 相 异 的 两 点 
р, е 为 顶点 的 一 维 单 形 是 线段 pg. WA Р, 9 
也 称 为 它 的 端 Cend), 一 个 点 看 做 零 维 单 形 . 
二 、 三 维 单 形 分 别称 为 三 角形 (triangle)、 四 面 
体 (tetrahedron)。 以 pos ++ ,Pr 为 顶点 的 不 维 单 
形 ,是 关于 顶点 的 重心 坐标 (0 < а < k, YA 
=1) 满足 如 > 0 的 点 集 。 或 者 是 设 At = po 
Use Up fi ss = PoU +++ Оре U Pe U : ° 
Ure te Po 45, FAM AS, WIT qUÉ 
为 站 25. 且 站 45 ЯРА Я (open simplex), 


对 于 A", AZIAJ n 维 单 形 的 集合 为 开 
集 + 的 基 + 的 拓扑 ?+。 它 与 4 已 经 定义 的 拓扑 是 
TEAS. 对 这 个 拓扑 , 4" 是 Hausdorff 空间 ', 而 
且 上 面 所 说 的 “ 开 ”“ 闭 ” 集 是 这 个 拓扑 的 开 集 ， 
闭 集 '。 

A 的 于 集 被 某 一 个 单 形 所 包含 时 , 称 为 有 
界 的 《bounded)。 从 有 限 个 闭 半空 间 取 有 限 个 
的 交 以 及 有 限 个 的 并 ,在 这 样 得 到 的 集合 中 ,有 
界 的 闭 集 称 为 多 面体 polyhedron)。 凸 多 面体 
的 点 ,由 它 的 坐标 满足 几 个 一 次 不 等 式 为 特征 。 
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其 中 对 于 K, ER, XCF ASE BE K S< 
z < k' (1 < ; < n) ORGY, A 
集 称 为 超 平 行 体 Cparallelotope) , 它 的 内 部 ' 称 为 
开 超 平行 体 ， 单 形 是 多 面体 的 一 种 ， 而 多 面体 
可 以 剖 分 为 单 形 。 又 ， 可 以 用 单 形 定义 多 面 
ж". 

jt, ups СОР) WERE m, 如果 
取 P 的 适当 的 子 集 8 , 则 可 使 CCO) 的 维 数 是 
m—1, HCO) RF CCP) 的 边界 !， 这 样 的 
C(O) 称 为 C(P) AIH (face), 用 CCP)»- C(O) 
表示 .如果 CCP) > COS) 7 «1 CCP, WÍ 
СОР) 也 称 为 CCP) т — s HE, 零 维 面 称 
AAA (vertex), — EIER BE (edge), 当 
CCP) > C(O), P = (po s Peh, 9 = 
[pas t Ра) BS, MÜ F = pU Up 
E= PoU Ure 的 超 平面 , B. CCP) fE E k F 
分 开 的 一 侧 。 所 以 , CCP) ЖАЯ a Pm — 1 
维 面 ， 则 CCP) 可 以 表示 为 E 中 的 4 个 m Hee 
空间 的 交 。 也 就 是 说 , 凸 胞 腔 就 是 多 面体 。 

【 仿 射 变换 】 所 谓 从 系数 域名 (可 以 不 是 
有 序 域 ) 上 的 A" 到 同一 个 只 上 的 4" 的 映射 p: 
A" 一 A” 是 仿 射 映射 (affine mapping)， 就 是 存 
在 标准 向 量 空间 的 线性 映射 p: V" V", B. 
对 于 一 切 的 pe A", z€ V", pQ +x) = 
eG) 十 Hz) 成立。 再 有 , 当 at = A" Ro k: 
DMH, WPX A" 的 仿 射 变换 (affine transfo- 
rmation，affinity)。 仿 射 变 换 是 : 1) 固定 一 点 
o€ A^, МАШ ac V" 与 V" 的 线性 变换 可 
唯一 地 表示 为 
О] plo +x) = o + a + f(x) 
的 双 射 . 或 者 2) e; >A ARM, B 
di ab = 1+ pa LER) Bt, W eG) m 2 - 
外 (p)9(9) Wr. ZER HAE! = 2 的 情形 下 ， 
3) 直线 映射 为 直线 , 且 保 持平 行 的 线段 比 不 变 
的 双 射 即使 f 不 是 正则 的 情形 ， 也 称 ? 为 仿 
射 变 换 ,但 在 这 种 情形 ,把 正则 的 特别 称 为 固有 
仿 射 变换 (proper affinity), 以 下 只 考虑 正则 的 
情形 。 

4" 的 仿 射 变换 的 集合 CA") 构成 群 ， 称 
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为 仿 射 变换 群 (affine transformation group), X$ 
于 仿 射 变换 o, f 是 恒 等 变 换 时 , 称 它 为 平 
ABA (parallel translation), 平 行 移动 全 体 构成 
UA) 的 正规 子 群 称 为 平行 移动 群 (parallel 
translation group), 以 S(4*) 表示 。 平行 移动 
BS Ve 的 加 法 群 是 同 构 的 。 线性 空间 的 加 法 
群 (向 量 群 ) 单 可 迁 的 * 作 用 的 空间 是 仿 射 空 
Tal, HA UCA")/BCA") & GLC, 8) (右边 表 
示 一 般 线 性 群 )。 使 A" 的 一 点 。 不 变 的 仿 身 
变换 的 集合 (点 。 的 稳定 群 ?构成 AA") 的 子 
BCA"), ES G LG, OR. 对 于 以 "为 原 
点 的 A" 的 仿 射 标 架 字 一 (o; e, s е,), 如 
Ra=Da'e, fle) = У ае, 则 由 (2) 给 出 
的 pe UA) KFS IRR PA: 

G) = a't S ais, dea) 0, 1<i<n, 


= : 
反之 ,由 (3) 给 出 的 变换 是 仿 射 变换 。3( 4")， 
E(A') 的 元 素 关 于 全 可 分 别 表示 为 下 面 的 形式 
(4) === +a, 1<i<n, 
(5) # - У) abet, det(a) #0, 1<i<n, 
= 

ШЕП, wCAT) 可 表示 为 BCA") 5 ECA") 
的 半 直 积 +。 特别 是 ， 对 于 ¿€ (a © 0), H 
z = ах' (1 <i < n) ЖАМИЛ ИЕ, KAY 
原点 o 为 中 心 的 相似 变换 (similarity transforma- 
tion), 

如 果 从 F. Klein 的 观点 来 说 , 则 仿 射 几 何 
学 是 研究 在 仿 射 变换 下 不 变性 质 的 几何 学 。 上 
述 平行 概念 , 重心 等 都 是 不 变 的 。 如 果 说 在 仿 
射 变换 下 可 以 重合 的 图 形 是 仿 射 驮 合 (affincly 
congruent) 的 ， 则 对 于 固定 的 ,所 有 的 维 单 
形 都 是 仿 射 县 合 的 。 9L A" 的 一 个 仿 射 
PRES, Uk 4" 的 十 1 个 点 pO <a < n) 
的 坐标 为 x;, 考虑 下 面 的 量 。 


RE 


(6) VG: Pa) = 
п 


称 为 以 pos = әр» 为 顶点 的 =” 维 单 形 的 关于 标 
3B S Rot PR (volume)。 它 对 于 由 (3) 给 出 的 正 


则 仿 射 变换 p, AV = det (ару. Alt, 两 个 
维 单 形 体积 之 比 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 ЗЕҢ. 
在 正则 仿 射 变换 下 是 不 变 的 。 特别 是 , 如 果 一 
维 单 形 的 体积 称 为 这 个 线段 的 长 度 ， 则 平行 线 
段 的 长 度 比 在 仿 射 变换 下 是 不 变 的 。 

特别 是 det Са) 一 1 的 仿 射 变换 杯 为 等 积 
THR BEM Cequivalent affinig)。 等 积 仿 射 变换 全 
体 的 集合 构成 仿 射 安 换 群 ACA") 的 子 群 。 从 
属于 它 的 几何 学 称 为 狭义 的 仿 射 几何 学 .例如 ， 
体积 是 狭义 的 仿 射 不 变量 

【与 射影 几何 的 关系 】 对 于 系数 域 欠 上 的 
射影 空间 P"( 一 射影 几何 学 ), 指定 一 个 超 平面 
也 ,使 它 不 变 的 射影 变换 的 集合 构成 射影 变换 
群 ' 的 子 群 ， 它 与 仿 射 变换 群 同 构 。 实 际 上 , 取 
Р" 的 射影 标 架 *? {aos аз, +++ an) Bs a, 
是 上 的 点 时 , 则 关于 这 个 射影 标 架 使 De 不 
变 的 射影 变换 若 用 非 齐 次 射影 坐标 时 则 与 (3) 
有 同样 形式 。 从 P 中 除去 了 余下 的 点 集 А" 
是 仿 射 空间 ,而 n. 是 它 的 无 穷 远 超 平面 。 Р" 
的 相 异 的 二 直线 在 无 穷 远 超 平面 上 相交 时 ， 则 
在 A" 中 是 平行 的 。 所 以 A" 的 直线 1 与 的 
交点 的 齐 次 射影 坐标 取 为 《0, l, t I 时 ， 
WIG, -+s 2 称 为 的 方向 比 (direction ratio), 
使 Io 的 各 点 不 变 的 射影 变换 是 平行 移动 。 在 
射影 几何 中 成 立 的 对 侦 原 理 在 仿 射 几何 中 不 成 
立 。 另 一 方面 ， 关 于 二 次 超 曲 面 的 无 穷 远 超 平 
面 的 极 ' 点 称 为 这 个 二 次 超 曲面 的 中 心 (centre), 
正则 二 次 超 曲 面 ， 由 于 它 的 中 心 在 寻常 点 或 无 
穷 远 点 而 分 别称 为 有 心 Central) 或 无 心 (non- 
central), 一般 来 说 ， 仿 射 空间 的 二 次 超 曲 面 可 
根据 它 与 无 穷 远 超 平面 的 相互 关系 进行 各 种 分 
类 (一 圆锥 曲线 , 二 次 曲面 )。 


[8] [11 O. Schreier-E. Sperner, Einführung in die 
analytische Geometrie und Algebra 1, П, Teubner, 1931, 
1935, [2] E. Ѕрегпег, Einführung in die analytische 
Geometrie und Algebra 1, П, Vandenhoeck & Ruprecht, 
1048, [3] SE FORD. W rik IS AM, 1942; (4) 
E. Artin, Geometric algebra, Interscience, 1957; [5] H. 
Weyl, Raum, Zeit, Materie, Springer， 第 五 版 1923 (Rik 
Ж: Space, time, matter, Dover, 1952); [6] S. lyanaga 
(REKAH) -K. Matsuzaka (ЛЖ), Affine geometry 
and projective geometry, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo,lé- 
(1967), 171—196. 


ЗЕ Euclid 几何 学 [Ж non-Euclidean geometry 
ik géométrie non-euclidienne  nicht-Euklidi- 
sche Geometrie if неевклидова геометрия 日 
HA-75y к) 【历史 考察 】 XT 
tucid《 原 本 ?的 第 五 公设 也 就 是 平行 公理 +, 从 
最 初 人 们 对 它 的 正确 性 就 持 有 疑问 ， 并 且 成 为 
很 多 批判 的 对 象 ( 一 Euclid 几何 学 ). 十 八 世纪 
Fkh, G. Sacheri 曾 尝试 用 反 证 法 证 明 这 个 公 
理 能 由 其 他 公理 导出 ， 以 假定 这 个 公理 不 成 立 
为 前 提 , 而 得 到 与 它 不 同 的 种 种 结果 . 他 自己 
认为 这 是 导出 了 矛盾 ， 其 实 ， 这些 结 果 虽 然 在 
习惯 上 是 奇妙 的 , 但 在 逻辑 上 并 无 矛盾 。 他 的 
研究 被 看 作 是 非 Euclid 几何 学 的 先驱 . 

十 九 世纪 初叶 ，H. H. Лобачевский, J. 
Bolyai 大 胆 地 否定 了 平行 公理 ， 提 出 替代 它 的 
公理 , 而 建立 了 一 种 几何 学 。 称 为 双 曲 几何 学 
Chyperbolic geometry)， 也 称 为 Jlo6aqesckni 的 
3E Euclid 几何 学 (Luobaëcvskii's non-Euclidean 
geometry); C. F. Gauss 虽然 也 具有 同样 的 想 
法 , 但 当时 由 于 受 了 风 订 一 时 的 Kant 哲 学 的 影 
Wil, 没 能 发 表 出 来 。B，Riemann 发 展 了 Joba- 
чевский 的 思想 ,而 建立 了 与 Euclid 几何 学 和 
双 曲 几何 学 都 不 同 的 所 谓 精 加 几何 学 clliptic 
geometry), 也 称 为 Riemann 的 非 Euclid. Л, 
何 学 《Riemann’s non-Euclidean geometry)。 这 些 
ЯЕ Euclid 几何 学 成 立 的 空间 称 为 非 Euclid © 
{8} (non-Eudidean space), 相对 这 些 几 何 学 来 
Gh, 原 有 的 Euclid 几何 学 (包括 相似 的 理论 )， 
有 时 也 称 为 抛物 几何 学 〈Parabolic geometry), 

从 十 九 世 纪 末 到 二 十 世纪 初 ，A， Cayley, 
F. Klein, H. Poincaré 4$, 在 Euclid 几何 学 中 
作出 非 Euclid 几何 学 的 模型 。 还 有 E. Beltrami 
由 微分 几何 学 的 理论 作出 了 非 Euclid 几何 学 的 
重型 .由 此 , 证 明了 只 要 Eudid 几何 学 没有 矛 
X8, JEXdE Euclid 几何 学 也 是 没有 矛盾 的 体 
Ж. D. Hilbert 给 出 了 Eudid 几何 学 完备 的 公 
理 体系 ,证 明了 平行 公理 对 其 他 公理 是 独立 的 ， 
因而 明确 了 非 Euclid 几何 学 成 立 的 逻辑 基础 
化 外 ,A，Einstein 根据 相对 论 * 证 明了 把 我 们 所 
在 的 时 空 的 性 质 看 作 非 Eudid 的 比 看 作 Euclid 


dp Euclid 几何 学 。 451 


的 更 为 合理 。 ЗЕ Eudlid 空 间 与 Eudid 空间 一 
起 作为 基本 模型 对 于 空间 型 ! 的 问题 及 对 称 空 
间 *+ 的 理论 都 是 非常 有 用 的 . 

【公理 论 的 考察 】 在 Hilbert 的 几何 基础 
h, 平面 Euclid 几何 学 的 公理 是 由 结合 、 
序 、 合 同 、 平 行 、 连 续 五 组 构成 (一 几何 基础 )。 
其 中 ,平行 公理 是 叙述 为 “在 平面 上 ,通过 
直线 外 的 一 点 与 此 直线 不 相交 的 直线 唯一 存 
ж”. 

对 此 ， 在 双 曲 几何 学 中 ， 替 代 这 个 公理 的 
是 “在 平面 上 , 通过 直线 外 一 点 , 与 此 直线 不 相 
交 的 直线 至 少 存在 两 条 ”, 而 其 他 四 组 公理 是 相 
局 的 。 在 这 种 情形 下 , 在 平面 上 通过 直线 ! 外 
的 点 C, 而 与 1 P (parallel) 的 直线 正好 存在 
两 条 , XY, XY 为 这 两 条 直线 , 则 有 以 下 特 
性 (图 1)。 即 通过 点 C 在 СХ'СҮ 内 的 直线 


À 


T 
mi 


必 与 1 相交 ,但 二 直线 XY，X'Y 及 在 ZXCX” 
内 的 直线 都 与 ! 不 相交 。Euclid 几何 学 可 看 作 
是 二 直线 XY, хү 趋 于 一 致 时 的 极限 情形 。 
ERLEA RH ,对 应 于 平行 公理 的 是 “在 
平面 上 ,通过 直线 外 一 点 ， 与 此 直线 不 相交 的 
直线 不 存在 "。 在 这 种 情形 下 , 直线 是 封闭 的 ， 
顺序 公理 不 成 立 。 也 就 是 说 , 在 Euclid 几何 学 
中 ， 对 于 直线 上 不 同 的 三 点 ， 可 以 确定 其 中 一 
点 在 另外 两 个 点 之 间 。 但 在 棋 加 几何 学 中 ， 对 
于 直线 上 不 同 的 四 点 可 以 确定 两 两 相互 分 割 ， 
与 此 相应 , 和 前 面 类 似 的 顺序 公理 成 立 . 
此 外 , 三 角形 的 内 角 和 , 在 双 曲 几何 学 中 ， 
小 于 二 直角 , 在 顶 圆 几何 学 中 , 大 于 二 直角 。 ` 
[ 澳 影 几何 学 的 考察 】 在 =” 维 实 射影 空 
间 *P 中 , HAE RC AER 25 HS Р" 内 的 二 次 曲面 
Q: tate taim «#0 
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(一 射影 几何 学 , 坐标 )。 设 使 2 变 为 本 身 的 P 
的 射影 变换 + 全 体 所 构成 的 群 为 G, 称 0 为 绝对 
H (absolute), G 称 为 合同 变换 群 (congruent tra- 
ща<он, 2 是 实 二 次 
曲面 , 如 果 8 的 内 部 点 全 体 为 H", 则 群 G 对 于 
H" 的 作用 是 可 迁 的 ?+。 这 个 体系 {G6,H"} 是 双 
曲 几何 学 , п 维 双 曲 空间 (hyperbolic space) Н" 
与 维 开 胞 腔 是 同 胚 的 。 H" 的 点 称 为 寻常 点 
(ordinary point), О LINK 8823689338 (point 
at infinity), O 的 外 部 的 点 称 为 超 无 穷 远 点 
Cultrainfinite point), 所谓 Н" 的 二 直线 平行 ， 
意味 着 它们 在 绝对 形 2 上 相交 。 其 次 , д> 
0 时, 绝对 形 2 是 虚 二 次 曲面 , Et G x P" 的 作 
用 是 可 迁 的。 这 个 体系 (G, P^) 是 椭圆 几何 
2%, п МИЙ] (elliptic space) Р" 53» 维 实 
射影 空间 同 胚 , 因而 是 紧 的 。 X, ERALA 
学 中 ,同一 平面 上 的 不 同 的 二 直线 必 交 于 一 点 . 
将 非 Euclid 几何 学 作 如 上 的 表示 时 ， 称 它 为 
Klein #9) (Kicin's model), 

对 于 Klein BUD, 设 连结 А, B 两 点 的 直线 
与 绝对 形 8 相交 的 两 点 ( 实 或 虚 ) 为 1,]( 图 2), 


nsformation group). 


如 果 这 四 点 的 非 调和 比 * 为 (4, В, 1, J), WA 
点 A, В 的 非 Euclid 距离 (non-Euclidean dista- 
nce) P 可 用 

pV a/2i)log(4, В,1, р), im /—1 
给 出 。 又 , 二 直线 1, g 交 于 点 D 时 , ESI, 
g 的 二 维 平面 内 , 设 从 D 到 绝对 形 所 引 的 二 切 
ЖОЙ) и, о, 如果 这 四 条 直线 的 非 调和 比 为 
G, ви, v)， 则 二 直线 1, g 所 成 的 非 Euclid 
角 (non-Euclidean angle) 6 可 用 ` 

Ө == (1/24) log (1, g, и, 0), 


i= Vl 


设 一 点 0 € P" 关 于 绝对 形 0 的 极 超 平面 为 
а, 把 与 重合 的 二 超 平面 看 做 二 次 曲面 , 设 它 
为 5%。 属于 含有 0 与 s 的 二 次 曲面 束 ' 的 Р" 
的 二 次 曲面 5 称 为 以 0 为 中 心 的 非 Euclid 超 
球面 《non-Eudlidean hypersphere)。 特别 是 在 
双 曲 几何 学 中 , 根据 中 心 0 是 寻常 点 、 无 穷 
远 点 、 超 无 穷 远 点 ,分 别称 它们 为 正常 超 球 
面 (proper hypersphere)、 极 限 超 球 面 (limiting 
hypersphere)、 等 距 超 曲面 (equidistant hypersu- 
басе). 

此 外 , 在 Klein 的 模型 中 , 作为 “一 co 的 
BREE, 可 以 得 到 抛物 几何 学 . 

【 保 形 几何 学 的 考察 】 En RE 
S" 中 , 若 取 适当 的 十 2 超 球面 坐标 ', 则 5" 可 
AUTOS n + 1 维 实 射 影 空间 P"? 内 的 二 次 曲面 

Беафар о H rh Олон = 0, 

PU 上 的 一 般 的 点 表示 5" 的 超 球面 +。 也 就 是 
说 ;点 Xe P! 表示 的 超 球面 是 由 关于 SHA 
X 的 极 超 平面 与 S 的 交 所 形成 的 (一 保 形 几何 
学 , 坐标 )。 设 使 一 点 Je P 不 变 的 5 的 
Mobius 变换 ?的 全 体 所 成 的 群 为 ,点 表示 的 
超 球 面 为 0。 当 点 了 在 S" 的 外 部 时 ,2 是 实 超 
球面 , 且 空 间 5* 可 分 为 8 及 两 个 开 胞 腔 н", 
H:. ЗАЕВ С 的 变换 中 使 n sni HARP ANY 
变换 全 体 构 成 G, 则 它 是 6 的 指数 ' 为 2 的 子 群 . 
这 时 , 序 对 {G,H"},{G,Hs} 都 是 双 曲 几何 学 。 
SAIS ЕЮ, О 是 与 点 J 一 致 的 点 超 球 
面 。 从 5" 除去 一 点 7 的 空间 E" 与 开 胞 腔 是 同 
胚 的 ,而 序 对 (G, E") 是 抛物 几何 学 。 BA, 
HAJAS 的 内 部 时 ，@ JE IE RE RR RU, G 与 
n + REZE O(n + 1) 是 同 构 的 。 这 个 序 
3$ (G, 5") 称 为 球面 几何 学 (spherical geome- 
пу). S" 20» HEPR UE 99 fe]. (spherical space), 
这 时 ,通过 点 了 的 P" 的 直线 与 球面 空间 5" 相 
交 的 两 点 可 以 叫做 对 足 点 (antipodal poinb. 把 对 
跤 点 的 两 点 同等 看 待 而 得 到 的 5" 的 商 空间 Р", 
与 = 维 实 射影 空间 同 胚 . 若 设 使 变换 群 在 Pe 
上 的 作用 是 有 效 的 群 为 6, ДСА СИИ 
为 2 的 循环 群 ZURRA. AFR IG, 
P) 是 椭 贺 几何 学 。 把 各 种 几何 学 作 如 上 的 表 


示 时 ， 称 为 Poincare MB (Poincaré’s model), 
这 是 在 n = 2 的 情形 下 , 联系 保 形 函 数 的 研究 
所 导出 的 结果 . 

在 Poincaré 的 模型 中 , 所 谓 直线 是 与 9 下 
交 的 圆 .但 在 球面 几何 学 中 ,直线 是 普通 的 
AB Great circle)， 不 相同 的 两 个 大 圆 在 同一 
个 二 维 球面 上 时 ,它们 必 交 于 对 足 点 的 两 点 .又 
在 Poincaré 的 模型 中 , 两 点 А,В 的 距离 可 用 
圆 上 四 点 А, В, 1, 了 的 非 调 和 比 , 与 前 面 同 样 
来 定义 (图 3)。 再 有 ,作为 在 保 形 空间 已 经 定 
义 了 角 ( 一 复数 [Poincaré 度量 ]). 

【微分 几何 学 的 考察 】 所 谓 = 维 常 曲率 空 
I)! M ， 是 关于 适当 的 局 部 坐标 ， 它 的 线 素 必 
可 由 


dà + arl + dz) 
C+ (K/OG1+ dL H 
给 出 的 Riemann 流 形 ' (一 Riemann HUE). 这 
里 常数 天 称 为 曲率 *。 对 于 曲率 K 为 正 、0、 负 
的 情形 , 在 局 部 上 可 以 把 M 分 别 看 作 与 椭 贺 空 
Їй}, Euclid 空间 和 双 曲 空间 是 相同 的 。 这 时 ， 
直线 是 M 的 测 地 线 +, 非 Euclid 距离 和 非 Euclid 
角 作 为 Riemann 流 形 已 经 定义 了 。 特 别 是 , 当 
?一 2 时 , 正 的 常 曲 率 空间 可 以 作为 三 维 Euclid 
空间 内 的 球面 , 负 的 常 曲 率 空间 是 点 物 线 ! 绕 渐 
近 线 旋 转 而 得 到 的 伪 球 面 (pseudospherc) (图 4), 


图 4 


完备 的” 维 常 曲率 空间 (n > 2) 称 为 空间 型 
(space form). 单 连通 的 空间 型 是 球面 空间 、 
Euclid 空间 、 双 曲 空 间 之 一 。 它 们 对 应 于 其 
曲率 成 为 一 般 连 通 的 空间 型 的 通用 覆盖 流 E, 
它 的 覆盖 变换 群 是 合同 变换 群 的 不 连续 子 群 . 
还 有 ，Euclid 空间 、 3E Euclid 空间 或 球面 
空间 , .由 于 它 的 合同 变换 群 有 可 迁 作用 ， 所 以 
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都 可 表示 为 齐 性 空间 +, 而 且 也 是 对 称 Riemann. 
空间 '。 

[#) [1] D. M. Y. Sommerville, The elements of 
mon-Euclidean geometry, Bell, London, 1914, [2] F. 
Klein, Vorlesungen über nicht-Euklidische Geometrie, Spr- 
inger, 1928; [3] F. Cartan, Legons sur la géométrie des 
espaces de Riemann, Gauthier-Villars, 1928, 第 二 版 1946; 
[4] BAA, FOS ICE RMS, 岩 波 讲座 数学 ， 
1935: [5] H. S. M. Coxeter, Non-Euclidean geometry, 
Univ. of Toronto Press， 第 五 版 1965; [6] F. Engel-P. 
Stackel, Urkunden zur Geschichte der nicht-Euklidischen. 
Geometrie I, II, Teubner, 1898—1913. 


画 法 几何 学 [HK descriptive geometry 法 géo- 
métrie descriptive darstellende Geometrie (А 
начертательная геометрия 8 Bip Ae fije] 

由 于 实用 科学 的 要 求 ， 研 究 在 适当 的 规则 
之 下 把 三 维 空间 的 图 形 表现 在 平面 上 的 方法 ， 
KATALAZ. 它 大 约 有 七 种 ， 主 要 的 是 前 
nh. 

1) 正 投影 法 (orthogonal projection), {ЖЕ 
交 于 直线 XY 的 二 投影 面 为 =, =, 空间 图 形 了 
在 各 面 上 的 正 投影 为 和 Е’, 当 投影 面 绕 XY 
旋转 展 成 180” 的 位 置 时 ,把 投影 表现 在 这 个 平 
面 上 的 方法 称 为 正 投影 法 。 水 平 投影 称 为 俯视 
图 (plan) F， 直 立 投影 称 为 主 视图 (clevation) 
F'.F 与 F' 的 对 应 点 连 线 称 为 投影 对 应 线 
(projection), EHH T Ж (ground line) XY, 
一 般 的 平面 已 可 用 它 与 =, m 的 交 线 , 即 水 平 
Ж (horizontal trace) е 以 及 垂直 迹 (vertical trace) 
“的 直线 对 来 表示 , 只 限于 EE 不 平行 于 XY 时 ， 
两 迹 交 于 XY b. 根据 需要 , kin, я. NHR 
垂直 的 平面 ж, 上 的 正 投影 ， 称 为 侧 视图 (side 
elevation), 可 并 用 主 视图 、 俯视 图 和 侧 视 图 。 

2) 标高 平面 图 (indexed plan)。 对 俯视 
图 的 主要 点 标 上 它 在 主 视图 上 的 高 度 即 标高 
(index) 来 表示 空间 图 形 . 一 般 平 面 的 倾斜 方向 
及 倾斜 度 是 用 刻 变 直 线 即 坡度 标尺 (scale of 
slope) 来 表示 的 , 而 曲面 是 用 等 高 线 (counter 
line) 来 表示 的 . 

3) SRW (oblique projection). 它 是 把 
空间 图 形 季 平行 投射 到 一 个 平面 上 所 得 到 的 图 
М. 通常 是 把 它 画 在 正 投影 法 的 垂直 投影 面 
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mE, 用 来 表示 立体 的 形状 。 设 垂直 于 画面 的 
RE AB 的 投影 是 4,8,， 则 4,B,/AB = и, 
以 及 А,В, 对 于 XY 的 倾角 8 分 别 由 平行 投射 
的 方向 来 确定 。 把 它们 分 别称 为 分 投影 的 比率 
及 倾角 ， 特 别 是 当 wel, 8 = 45° 时 ， 称 为 
Cavalieri 投影 法 (Cavalieri projection), 4 н = 
0.5, 8 = 45° Rt, F Cabinet 投影 法 (Cabinet 
projection)， 它 们 已 被 广泛 应 用 . 

4) 中 心 投影 法 (透视 图 法 ) (central pro- 
jection, perspective drawing)。 它 是 通过 以 定点 5 
为 中 心 的 线束 把 空间 图 形 下 的 各 点 投射 到 定 平 
面 * 上 的 方法 (图 1,. 图 2 (a)，(b))。 SHH 


图 2 (a) WX DVD, BOER DAEAR MM 是 8 的 测 
点 ,GPs ДЕ, СР, У,5,, CuM = GaSe 分 别 是 GP, 
SV。,5Ge KK 
视点 (point of sight), 它 在 = 上 的 正 投影 了 < 称 
为 视 心 (visual centre), 一 般 的 直线 g, MES 
= 的 交点 G( 即 & 的 迹 (trace)) ЯПА S fE g 的 平 
行 线 而 得 到 的 与 < 的 交点 Co (BD z 的 没 影 点 
(vanishing point)) 之 间 的 线段 GG。( 即 & 0259 
视图 (total perspective)) 来 表示 ,一 般 的 点 P 用 
它 的 像 pz 和 通过 P 的 适当 的 直线 的 全 透视 图 来 
表示 。 特别 是 通过 了 且 垂 直 于 x 的 直线 4 的 金 


透视 图 НУ, 称 为 P 的 矩 线 (perpendicular), Р 
He 可 用 它 与 < 的 交 线 E he 上 所 有 直线 的 


т?) ж, 读 , (HAR. CLR MHL. HL 
是 地 平 线 , + 是 视点 5 的 平面 图 ,P。 MICE 
视图 , P 是 ?的 透视 图 , G-M 是 SG 的 实 长 
(BD = С.л), М Ж, СР, 是 Gp 的 实 长 
没 影 点 的 轨迹 一 一 直线 EL ( 称 为 “的 没 影 线 
(vanishing line)， 平 行 于 E) 的 直线 对 来 表示 ， 
在 制图 村， 为 了 测 出 实际 长 度 ， 需 要 作出 水 平 
面 的 没 影 线 (地 平 线 (horizon)), 水 平 且 与 * 成 
45^ 倾角 的 直线 (对 角 线 《diagonal)) 的 没 影 点 
(距离 点 (distance point)), 在 * 上 任意 方向 上 与 
Go 的 距离 等 于 GoV。 的 长 度 的 点 M Cg 的 测 点 
(measuring point)), ARMA G 5|HB09 35 GoM B 
向 平行 的 直线 (8 的 测 线 (measuring line)), 

5) 轴 测 投影 法 〈axonometry)， 设 Oxys 是 
空间 的 正 交 坐 标 系 , 平 面 = 与 坐标 轴 交 于 点 X， 
Y,Z, 坐标 平面 Oxy, Oyz, Озх 用 m, m, mm 来 
AUR. WS 是 空间 图 形 , 而 N, 9, 9, 是 它 在 
mo m m ЕШ ШЕФ. S 中 的 任意 两 个 部 能 
WES, 而 且 也 能 作出 于 在 = 上 的 投影 ( 正 或 斜 
的 ) S'. 轴 测 投影 法 是 通过 S, 作出 的 作 图 
法 。 当 向 = 的 投影 法 为 正 投影 时 , 则 称 为 正 轴 
MIREA orthogonale Axonometrie), x 154 
标 轴 的 交点 ， 称 为 轴 测 点 (全 axonometrischen 
Spurpunkete), 由 它们 所 构成 的 AXYZ 的 垂 心 是 
原点 0 的 象 0* (图 3), 各 轴 方 向 的 编 尺 比 (个 
Verkürzungszahlen) cos ZOXO* =i, cos ZOYO* 
=n, cosZOZO* =v ZH, 存在 关系 式 
B+ + v= 2 R 2: 2: == OR: RP: PO 
(APOR Ж AXYZ Ф Е = М), 这 就 是 
Schlómilch 定理 .又 设 以 04 及 OB 为 主轴 
ОАЕ FBE Ол", ОВ, 焦点 是 


Fi，F:， 这 时 可 以 作出 轴 的 位 置 是 OA, OB', 
OB, REGERE OA'/0A, OB'/OA, FiF,/04 
的 正 轴 测 投影 (Schwarz 定理 )( 图 4)。 在 实际 


制图 时 , 一 般 只 画 缩 尺 比 为 1:1:1, 2:1:2 或 者 
3:1:1 的 情形 的 S'。 第 一 种 情形 称 为 等 轴 测 投 
ЖЖ ( 8 isometrische Axonometrie), 这 时 AXYZ 
是 正三 角形 若 向 = 上 投射 用 斜 投影 法 , 则 称 
为 斜 轴 测 投影 法 ( 德 xhicfe Axonometrie)， 在 平 
Hix 上 给 出 至 多 有 两 个 重合 而 且 至 多 有 一 个 长 
度 为 零 的 三 线段 0*4, O* B, 0°C, CEZ 
闻 过 一 点 0 的 正 交 等 长 三 线段 的 斜 投 影 、 这 个 
斜 投影 的 存在 是 以 Pohlke 定理 为 依据 的 . 根 
据 这 个 定理 ， 就 可 以 在 平面 上 选取 适当 的 三 线 
Ro*A, O*B, O*C 来 描画 出 空间 图 形 的 示 
意图 . 

6) FARM С Photogrammetrie)， 由 空 
间 图 形 S Я.С Bild), BD S 的 中 心 投影 图 或 
它 的 若干 个 投影 变形 来 确定 原来 的 3 以 及 投影 
中 心 的 位 置 的 几何 方法 (图 5) 就 是 照 象 测量 


: [am ü 
法 。 设 已 给 由 不 同 中 心 1, 0; 所 得 到 的 象 T, 


S", 它们 所 在 的 画面 为 a, с. AS 上 七 个 
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点 的 象 ， 可 经 过 三 次 作 图 ， 就 能 确定 О, 
O; 在 es ei 上 的 象 0:，0! ， 称 它 为 对 应 核 点 
(# gegnerische Kernpunkt), 从 而 得 到 e, e; 上 
分 别 以 0;, OF 为 中 心 互 为 投影 对 应 的 线束 ， 
由 于 这 些 对 应 点 列 在 直线 1 上 , 所 以 由 象 $ 和 
ЗЕЯ Э 有 oo 种 .如 果 含有 守 上 的 共 面 
四 个 点 的 象 , 则 确定 核 点 , 有 六 个 点 就 可 以 , 作 
1 两 次 即 可 .如果 给 出 三 个 象 了 ,3” 和 53”， 
确定 原 象 有 0 种, 如 果 给 出 四 个 象 , W| SCA 
小 外 完全 确定 。 然 而 不 论 哪 种 情况 都 不 能 确定 
原来 投影 中 心 的 位 置 。 特别 地 ' 是 对 称 图 形 
时 ， 它 的 作 图 比较 简单 ， 它 对 研究 结晶 体 是 有 
用 的 ， 另 方面 ， 如 果 已 知 象 $ 的 投影 中 心 О, 
的 位 置 ; 则 可 用 Scheinpflug 方法 简化 作 图 . 

7) (6 Zyklographie)。 从 空间 
点 P 向 一 个 定 平面 * 作 垂 线 , 以 它 的 垂 足 P, 为 
圆心 ,以 P, 到 了 的 有 向 线 九 为 半径 作 有 向 圆 (或 
者 是 有 向 直线 )， 称 它 为 点 P 的 有 向 贺 ( 仁 
Zykel). CHARRAR Sper). PH 
个 有 向 圆 在 同一 点 共有 同一 矢 线 时 ， 确 定 互 为 
相 切 的 圆 。 这 样 , 空间 图 形 就 成 为 由 平面 > 上 
的 有 向 圆 形成 的 图 形 。 一 般 的 直线 就 成 为 在 同 
一 点 切 于 同一 矢 线 的 有 向 圆 的 集合 ， 平 面 就 成 
为 相 切 于 同一 矢 线 的 有 向 圆 的 集合 ， 二 次 锥 面 
就 成 为 相 切 于 一 个 有 向 圆 的 有 向 圆 的 集合 . 

【历史 】 有 关 这 方面 的 历史 , 首先 是 由 法 
国人 G. Monge (1746—1818) 开始 的 , 他 对 于 
以 正 投影 法 为 根据 的 斜 投影 法 。 通 过 研究 立体 
的 截 线 ,光线 的 阴影 ,直到 中 心 投影 法 (J. École 
Norm. Sup., 1795), 都 作出 了 贡献 。 为 此 ,1) 也 
称 为 “Monge 法 ' 。 此 后 经 过 阴影 和 截面 的 研 
究 得 出 了 3), 4). 以 及 5) (十 九 世纪 末 )。6) 是 
由 Hauck 开始 研究 , 由 S. Finsterwalder 在 1899 
年 的 论文 中 才 得 以 完成 的 , 7) 是 由 W. Fiedler 
开始 研究 《1878) 又 由 E. Müller 的 研究 才 得 
以 完成 的 (1920 年 左右 ). ; 

[@) [11 G. Monge, Géométrie descriptive, Paris, 
1798 (Ostwald's Klassiker 有 德 译本 ); [2] S. Finsterwa- 
Ider, Die geometrischen Grundlagen der photogrammetrie, 
Joer. Deutsch. Math. Verein, 6 (1899), 1—41; [3] G. 


Loria, Vorlesungen über darstellende Geometric, Teubner, 
1, 1907, її, 1913; [4] J. Hjelmslev, Dantellendé Geome- 
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trie, Teubner, 1914, [5] E. L- Ince, A course in deseri- 
ptive geometry and photogrammetry for the mathematical 
laboratory, Bell, London, 1915; [6] K. Rohn-E. Pappe- 
ritz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie 1, П, Veit, 
Leipzig 初版 1893—1896; [7 ] E. Müller, Lehrbuch der 
darstellenden Geometrie, Teubner, 1, 1908, П 1916, WI, 
1927; [8] D. A. Low, Practical geometry and graphics, 
LongmansGreen, 1912) [9] J. F. Dowset, Advanced 
constructive geometry, Oxford, 1927; [10] F. Rehbock, 
Darstellende Geometrie, Springer, 1957. 
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métrie conforme 


[Ж conformal geometry 法 géo- 
4è Konformgeometrie {Ñ Kon- 
формная геометрия A HHRMA] [Möbius 
几何 学 】 n 维 球面 S" 可 以 表示 为 » 十 1 维 实 
射影 空间 + Pe 内 的 二 次 超 曲面 
S": xl + zl + e don 2ке = 0. 
这 里 (xz。) 是 opt" 的 齐 次 坐标 !。 设 PU 的 
使 5" 不 变 的 射影 变换 + 的 全 体 所 构成 的 群 为 
MG), 考虑 变换 群 M(x) 作用 在 S" 上 时 ， 则 
3" О п 维 保 形 空间 (conformal space), 属于 
MG) 的 变换 称 为 Möbius 变换 (Mabius tra- 
nsformation), M (n) 称 为 Möbius WME, X 
个 体系 称 为 保 形 凡 何 学 或 Möbius 几何 学 
(Mobius geometry). 这 时 ,射影 空间 Prt! 的 任意 
点 4 表示 5" 的 超 球面 《hypersphere)， 也 就 是 
说 , 当 点 4 在 8" 的 外 部 时 ,关于 5" 的 点 4 的 极 
超 平面 ' 与 5* 的 交 为 一 1 ERT ST, 4 表示 
实 超 球面 (real hypersphere) 5*7. 同样, 当 点 4 
ZE S" 上 时 ,4 表示 点 超 球 夯 (Point hypersphere) , 
当 点 4 在 S" 的 内 部 时 ，4 表示 虚 超 球面 (ima- 
ginary hypersphere)。 对 于 Pe" B9B A А = (22, 
B= (ba), ® 
AB = ab + abi + +++ + а, 
— Cabe + ash), 
称 为 二 超 球面 A, В 的 内 积 (inner product), 
两 个 实 超 球面 A, B 所 成 的 角 (angle) Ө 可 用 
cosB 一 4B/V AB KEX. 这 个 角 对 于 
Mobius 变换 是 不 变 的 。 
取 射 影 空 间 PU" 内 的 标 架 * (4o н, …， 
Aq, Aw), 而 且 它 满足 条 件 : 
A= AA, = A A= = AL = 0, Agha = —l, 
Aidi = Eis 


j=l, 2 n. 


由 此 条 件 可 知 , 4o, AS 是 S° 上 的 点 ,而 且 各 个 
A; 是 通过 此 二 点 的 实 超 球 面 。 任意 的 超 球面 
X C 5" 可 以 用 关于 这 个 标 架 的 射影 坐标 (x。》 
表示 .也 就 是 说 ,可 用 线性 组 合 X = uodo tud 
十 … 十 wd 十 uwAw 给 出 。 齐 次 坐标 (x。)， 
称 为 关于 标 架 CAL) 的 超 球面 X @ n + 2 BR 
面 坐标 (= 十 2-hyperspherical coordinate), 用 这 
个 坐标 ,二 超 球面 X = (a), Y = (v) 的 内 
积 就 可 表示 为 
XY 一 У) gun, 一 (tare + enn). 


КЕ] 


特别 是 , 如 果 取 互相 正 交 的 ”个 实 超 球面 41， 


. 4 一 1， 则 关于 这 个 标 架 的 内 积 的 表示 式 与 最 


初 给 出 的 定义 有 同样 形式 ， 

Mobius 变换 群 M(n) 有 两 个 连通 分 支 '. ik 
M(n) 的 最 大 连通 子 群 为 Mo(n)， 如 果 使 保 形 
空间 5" 的 一 个 实 超 球面 不 变 的 M (n) 的 子 群 
жн, W) 5" 的 实 超 球面 全 体 E 与 齐 性 空间? 
Men)/H 可 以 看 做 是 同一 的 。 因为 群 H 还 可 
以 分 为 两 个 连通 分 支 ， 所 以 车 它 的 最 大 连通 子 
FEM Ho, РЕЗИ] Ё — Moln)/Ho 成 为 E 的 
二 重 覆 盖 空间 !。 对 于 实 超 球面 4€ E, 其 上 的 
元 素 ACE 称 为 有 向 实 超 球面 (oriented real 
hypersphere), 又 Mobius 变换 群 包含 Euclid 空 
闻 的 合同 变换 群 ' 以 及 非 Eudid 空间 的 合同 变 
换 群 作为 它 的 于 群 。 使 一 个 点 超 球面 不 变 的 
M») 的 子 群 与 由 Euclid. 合同 变换 及 相似 变换 ' 
生成 的 群 是 同 构 的 ， 且 使 一 个 实 ( 或 者 虚 ) 超 球 
面 不 变 的 MG) 的 于 群 中 指数 ' 为 2 的 于 群 (或 
阶 数 ' 为 2 的 循环 群 ' 的 剩余 群 ) 与 双 曲 的 (或 者 
ЖИЙ ЗЕ Eucid 合同 变换 群 是 同 构 的 。 

fE n Е Euclid 空间 E" th, 取 点 0 为 中 
b, f 为 半径 的 超 球面 。 对 于 Es WAP, 在 射 
ROP Eik OP- 00 = п HAO, MAK P 
对 应 О 的 点 变换 , 称 为 关于 这 个 起 球面 的 反 演 
(inversion)。 在 空间 E* 加 上 一 个 无 穷 远 点 后 作 
出 # 维 球面 5"。 这 时 , 5° 的 任意 Mobius 变换 
THARA Е" 的 合同 变换 ,相似 变换 及 反 演 生 
成 。 S* 的 Mobius 变换 使 超 球面 变 为 超 球面 . 
又 ,过 Es 的 一 点 的 二 曲线 的 夹 角 对 于 Möbius 


变换 是 不 变 的 . 反之, п > 3 bh, E E" 的 局 
部 点 变换 中 , 使 二 曲线 的 夹 角 不 变 的 只 有 5" 的 
Mobius F. Hn 一 2 时 ,就 不 一 定 如 此 ,使 角 
不 变 的 变换 一 般 称 为 保 角 上 映射"。 在 复数 球面 * 
S= CU lo} 上 来 说 , 任意 的 Mobius 变换 
2-0 可 以 表示 为 
VW 
2 08 LER 十 8 

a, 8, у, 8 RAR, Н ад 一 BY 0, 
其 中 , 2 表示 z TEGO, 

【Laguerre 几何 学 】 对 于 Eudid PH, Ж 
虑 使 有 向 直线 对 应 有 向 直线 ， 且 使 包 络 一 曲线 
T 的 直线 族 仍 对 应 包 络 某 曲线 并 的 直线 族 的 变 
ж. 为 简单 起 见 , 可 以 说 在 这 个 直线 变换 下 ,使 
“有 向 曲线 了 变换 为 有 向 曲线 T”. HE, 使 
两 个 有 向 曲线 的 公共 切线 的 长 度 不 变 的 直线 变 
Ж, 称 为 等 距 变 换 (equilong transformation), ÈE 
是 保 角 映 射 的 对 偶 概 念 。 作 为 更 特殊 的 情形 的 
是 ， 使 圆 变换 为 圆 的 等 距 变换 称 为 Laguerre 
变换 (Laguerre transformation)。 这 是 Mobius Ж 
换 的 对 偶 概念 。 使 各 个 有 向 直线 平行 移动 一 定 
的 矢 直 距离 的 变换 称 为 影 胀 变 换 (dilatation), 
在 膨胀 变换 下 ， 任 意 的 有 向 圆 变 为 以 它 的 半径 
( 正 或 负 ) 加 上 常数 为 半径 的 有 向 贺 ， 设 在 平面 
上 已 给 出 有 向 圆 O 和 与 它 不 相 切 的 有 向 直线 
р (OH 1)， 对 于 此 平面 上 的 有 向 直线 2, F 


图 1 
ПРІ ВЗН О 相 切 的 有 向 直线 g， 通 过 ?与 
的 交点 作 贺 O 的 第 二 条 有 向 切线 g。 再 通过 
1 与 ?的 交点 作 平 行 于 Z 的 有 向 直线 Г, W 
么 使 1 对 应 7 的 直线 变换 称 为 Laguerre 反 演 
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(Laguerre inversion)、 它 是 反 演 的 对 偶 概 念 . — 
盘 的 Laguerre 变换 可 由 有 限 个 Laguerre Bi, 
脱 胀 变换 及 使 各 个 有 向 直线 成 为 反 向 的 变换 而 
生成 。 从 属于 Laguerre 变换 群 的 几何 学 称 为 
Laguerre 几何 学 (Laguerre geometry), 

再 有 ,即使 对 于 o 维 空间 ,用 有 向 超 球面 与 
有 向 超 平面 , 同样 可 以 考虑 Laguerre BRM 
了 胀 变换 而 定义 Laguerre 变换 。 

【 球 几何 学 】 对 于 Euclid 平面 ， 当 在 使 有 
向 圆 对 应 有 向 圆 的 变换 下 ， 能 保持 二 有 向 圆 相 
切 的 性质 时 , 这 样 的 变换 称 为 Lie 切 触 转变 换 
(Lie's contact transformation of circlcs)， 任 意 的 
Lie 切 触 圆 变换 可 由 有 限 个 反 演 与 Laguerre 反 
演 生 成 。Lie 切 触 圆 变换 群 包 含 Mobius 变换 群 
及 Laguerre 变 换 群 作为 它 的 子 群 .从 属于 这 三 种 
变换 群 的 几何 学 总 称 为 圆 几何 学 (circle geome- 
ty)。 一 般 来 说 , 对 于 ” 维 空间 也 完全 类 似 ， 
在 这 种 情形 称 为 超 球 面 几何 学 (hypersphere 
geometry), PRIE n= 3 时 ， 称 为 球 几何 学 
(sphere geometry), 

三 维 空 间 的 直线 及 有 向 球 共 同 构成 四 维 流 
形 , 它们 之 间 可 定义 称 为 Lie 线 球 变换 Сез 
liae-sphere transformation) 的 拓扑 映射 ， 它 使 相 
交 二 直线 对 应 两 个 相 切 的 有 向 球 。 

【 群 的 观点 】 按照 埃 尔 兰 
上 述 三 种 几何 学 说 明 如 下 。 在 四 维 实 射影 空间 
上、 考虑 用 齐 次 坐标 表示 的 二 次 型 0(*) 一 
=t rit xl + rl + а{ (z = (доз mo m ny 
x0). 使 2 不 变 的 严 的 射影 变换 的 全 体 表 示 为 
G. 群 G 的 元 素 是 行列 式 值 为 1 HAGE A 
中 使 QCAx) c x 对 于 所 有 的 x 都 成 立 的 4 的 全 
Ж. Рр Ox) 一 0 的 点 zx 的 全 体 用 L° 
жт. 因为 G 对 于 L° 的 作用 是 可 迁 的 ,所 以 如 
ЖАЙ H, 为 固定 L* 上 的 点 [例如 a 一 (一 1, 1, 
9, 0, 0)] 的 ACG 的 元 素 ) 的 全 体 , 则 可 以 假设 
L= G/H,。 这 是 贺 几 何 学 .同样 , 对 于 固定 
L? 的 其 他 的 点 Б = (一 1, 1, 0, 0, 0) 的 子 群 
Hy, RUA L? = G/H,. ) 使 超 平面 m% == 0 不 变 的 ， 
G 的 变换 的 全 体 G., 对 于 由 L 中 除去 此 超 平面 
的 部 分 的 作用 是 可 迁 的 , 则 可 用 G,/H, (Y G. Ж 
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T. 这 是 平面 保 形 几何 学 。( 为 更 有 内 在 性 ,从 
满足 Ca) <0 的 任意 的 a 出 发 , 取 使 一 asxo 十 
at am + a — aix. 08 0 的 x 全 体 为 
G;/H, N Ge 来 定义 ,实质 上 完全 相同 .) 其 次 ， 
TE xo + ху #0 的 点 全 体 不 变 的 G 的 变换 全 体 
G, "HH,， 对 于 这 个 集合 的 作用 是 可 迁 的 。 这 
是 平面 Laguerre 几何 学 。 在 这 个 意义 下 , 贺 几 
何 学 包括 另 两 种 几何 学 .。 

以 上 是 三 种 几何 学 的 Klein 观点 的 说 明 ， 
但 与 前 面 的 说 明 大 致 有 如 下 的 关系 。 粗略 地 说 
《不 考虑 特征 性 及 方向 ),L? 是 Euclid 平面 E? 
的 点 、 直 线 、 贺 的 全 体 , 而 点 的 全 体 及 直线 的 全 
体 分 别 对 应 于 0 及 otamo, HF 
Laguerre 几何 学 , 正确 地 说 , 是 把 E* 看 做 三 维 
Eudid 空间 Е? 中 的 平面 。 在 Е? МЕ iE EAR 
标 系 (yo yb y), Е? AH yo = 0 515. GA 
多 CeE9) 对 应 中 心 为 (0, yis уз), 29 yol AVAL 
СЕ? Ff). (B. yo 的 正 负 表 示 圆 的 方向 .() 是正 
的 时 候 表 示 贺 的 外 部 , 负 的 时 候 表示 圆 的 内 部 ， 
这 样 代替 圆 的 方向 也 可 以 .) ZEB? 上 时 , 表 
ж» 本 身 。 考 虑 使 妨 上 的 二 次 型 0 77 一 一 办 
十 邓 十 另 除数 量 倍 以 外 在 旋转 下 不 变 的 仿 射 变 
换 的 全 体 G, (旋转 部 分 使 0' 不 变 的 是 上 述 
意义 下 的 等 距 变 换 )。 从 E BU L rh ABR 91: 
m+ (1 + 0600/2, n == (1 — O'O), 
m= уз, m = ya, rom yo ЖЕЙ] 12 BTE х + 
жу 0 ES——X2R, 且 由 此 G; 55 СЬС 
用 在 内 ) 是 同 构 的 。 在 Laguerre 几何 学 中 , Е? 
上 的 点 与 圆 没有 本 质 上 的 区 别 ， 所 以 不 得 不 考 
ER G, 作用 于 三 维 空间 。 此 外 ， 从 局 部 微分 
几何 来 看 ， 可 以 说 平面 保 形 几何 学 研究 的 是 可 
微 的 曲线 族 及 圆 族 在 Mobius Ж ЮК ЖЖ 
性 ,平面 Laguerre 几 何 学 研究 的 是 可 微 的 有 向 直 
RRRA MEHE Laguerre 变换 下 的 不 变性 . 


[5] [1] W- Blaschke, Vorlesungen über Differe- 
ntialgeometrie Ш, Springer, 1929, [2] HERE, MEET 
Sa, PEZA, 1 1937, H 1945; [3] Т. Takasu 
(EAEN), Differentialgeometrien in den Kügelrdumen 
41, П, Maruzen, 1938—1939. 
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des réseaux ^ Ё Geometrie der Gewebe (А геоме-. 


трия сети A MA ORME) 在 平面 上 单 连 
通 的 区 域 G 内 有 ”组 曲线 族 , 通过 G 的 各 点 属 
于 各 族 的 曲线 有 且 仅 有 一 条 ,而 属于 不 同族 
的 两 条 曲线 最 多 只 相交 于 一 点 时 ， 把 它 称 为 nm 
EF (Ж n-web of curves Ж Kurven der n- 
Gewebe). N 

在 平面 上 互相 交 成 60° 角 的 平行 线 族 是 三 
重 罗 的 最 简单 的 例子 ， 把 它 称 为 正规 三 重 罗 
normal 3-web). 在 С 的 任意 点 P 的 邻 域 , 如 
图 I 从 点 4 开始 按 拉丁 字母 顺序 作 图 , 4H 


图 1 


和 4 重合 时 ,这样 的 三 重 罗 称 为 六 角 线 罗 〈 英 
hexagonal web Ж Sechseckgewebe), 三重 罗 拓 
提 映 射 为 正规 三 重 罗 的 充分 必要 条 件 为 它 是 六 
ARP (W. Blaschke-G. Thomsen), 只 由 直线 
形成 的 六 角 线 罗 ， 可 以 由 同一 个 三 级 平面 代数 
曲线 !( 可 约 也 可 以 ) 的 三 组 切线 族 形成 , 反 过 来 
也 成 立 (Graf-Saver 定理 )。 

[Abd 定理 】 对 于 Descartes 坐标 系 , fn 
重 罗 的 曲线 分 别 用 形 如 иба, у) 一 常数 G = 
1,2, ++, п) 的 方程 表示 时 ，ui 称 为 标准 参数 
(canonical parameter), PERAR ui, Mui) 也 是 标 
准 参 数 。 对 于 六 角 线 罗 可 选取 使 ú + u +u 
一 0 的 标准 参数 ,反之 也 成 立 。 在 此 意义 下 “ 直 
Hon 重 罗 是 ”级 代数 曲线 的 切线 族 的 充分 必要 
条 件 为 : FERE m + umt m 0% 
立 的 标准 参数 ”, 这 是 Graf-Sauer 定理 的 推广 . 
这 个 定理 不 过 是 代数 函数 论 中 Abd 定理 ?的 对 
偶 定理 , 由 此 开辟 了 通 向 代数 几何 学 的 道路 

又 对 于 重 罗 来 说 , 设 其 各 族 曲线 为 可 微 
的 。 那 么 在 微分 同 胚 下 完全 表征 所 给 的 n ER 
的 微分 不 变 式 系 的 求法 问题 也 已 解决 

【抽象 的 三 重 罗 】 把 点 、 直线 当做 不 定义 
元 素 .把 直线 分 为 三 族 ,并 且 满足 ， ATED SR 


过 每 个 点 各 族 直 线 有 且 仅 有 一 条 ”， 公 理 2) 
“不 同族 的 二 直线 仅 相交 于 一 点 "时 ,可 以 按 公 
理化 来 定义 抽象 的 三 重 罗 .这 里 属于 同族 的 直 
线 叫 做 “平行 ", HARR. ABCD, ACH 
BD 时 ,或 存在 EF 使 AB/EF, ЛЕВЕ, 
CD/EF,'CE/DF itt, 定义 向 量 AB 与 CD 
相等 ， 于 是 以 任意 给 出 的 点 C 为 起 点 可 以 作出 
与 所 给 的 向 量 AB 相等 的 向 量 CD. 对 于 这 个 
抽象 的 三 重 罗 来 说 ， 当 ,Reidemeister 的 图 形 
(Reidemeister’s figure) R (I8 2 ) 封 闭 时 ， 这 个 向 
量 的 相等 满足 等 价 规律 ， 且 一 条 直线 上 的 向 量 
类 之 间 与 一 般 情 形 一 样 也 可 以 定义 加 法 。 对 于 
这 个 加 法 来 说 ,直线 上 的 向 量 类 构成 群 ,所 有 直 
线 上 的 这 种 群 都 是 同 构 的 . 反之 ， 对 于 任意 给 
出 的 群 可 以 作出 这 样 抽 象 的 三 重 罗 . 在 这 里 
Thomsen 的 图 形 (Thomsen's figure) T (图 3) 
是 封闭 的 与 这 个 群 为 Abd 群 是 等 价 的 . 
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图 2 R 图 3 T 


关于 空间 曲面 的 重 罗 , 空间 曲线 的 ” 重 
罗 , 也 正在 研究 中 ， 


[8) [1] W. Blaschke-G. Bol, Geometrie der Ge- 
webe, Springer, 1938; [2] K. Reidemeister, Vorlesungen 
über Grundlagen der Geometrie, Springer, 1930, [3] 
G. Pickert, Projektive Ebenen, Springer, 1955. 


地 图 投影 法 136 map projection 法 projection 
de carte Ф Landkarteprojektion — 4A проекция 
кары Б WARRE) ”地 图 投影 法 就 是 指 
作为 措 画 地 图 基础 的 经 续 线 的 作 图 法 。 由 于 地 
球 大 致 成 球形 ,不 可 能 展 成 平面 ,所 以 在 地 图 上 
表示 的 经 纬 线 必然 与 实际 情况 多 少 有 所 差别 . 
因此 根据 地 图 的 目的 、 用 途 、 比 例 尺 及 区 域 等 
要 求 的 不 同 , 必须 有 各 种 不 同 的 投影 法 . 

地 图 投影 的 基本 条 件 : 
3) 面积 ,要 求 这 三 者 的 关系 必须 正确 。 HH, 
要 把 1) 的 长 度 关系 , 对 所 有 的 方向 都 能 正确 地 


DKE, 2) 角度 , 
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表示 出 来 ， 一 般 来 说 在 理论 上 是 不 可 能 的 ， 而 
只 不 过 是 可 以 对 于 特定 方向 的 线 保持 正确 的 关 
系 ,正确 地 表示 从 特定 点 出 发 的 距离 ,或 者 在 一 
定 的 地 域内 近似 于 正确 地 表示 。 正确 地 表示 角 
度 或 面积 的 关系 都 是 可 能 的 ,但 是 ,使 两 者 同时 
都 满足 在 理论 上 是 不 可 能 的 。 另 外， 也 有 在 以 
上 三 个 条 件 之 外 附加 其 他 特殊 的 条 件 ,例如 , 连 
结 地 图 上 两 点 的 直线 是 地 球 上 的 最 短线 ， 或 者 
连结 地 图 上 两 点 的 直线 是 地 球 上 的 等 方位 线 等 
的 投影 法 。 

这 样 ， 对 于 地 图 投影 ， 就 有 许多 特殊 的 办 
法 ， 如 果 从 投影 的 方法 来 考虑 ， 大 致 可 以 分 为 
以 下 三 种 。i) MARKA (perspective projecti- 
on), ü) 以 给 出 的 条 件 为 基础 ， 用 数学 进行 的 
绘图 法 。 ш) WIRES ORF RA 
行 的 绘图 法 . 

透视 投影 法 与 一 — Ф, 假设 有 
视点 \ 物 体 (绘制 地 图 时 指 地 球 ) 及 投影 面 (平面 
RACH, 圆柱 面 等 可 展 成 平面 的 曲面 ), 然后 
在 投影 面 上 入 透视 法 绘制 物体 的 像 。 具 有 代表 
性 的 可 举 出 球 极 投影 法 (stereographic projection). 
这 种 方法 如 图 1 所 示 ， 是 以 地 球面 上 的 任意 点 
5 为 视点 ,在 以 它 为 极 的 大 圆 面 上 , 作 视 点 相对 
一 侧 半 球面 的 投影 , 这 是 保 角 映 射 *， 经 纬 线 的 
形状 一 般 可 用 圆 弧 表示 。 在 这 种 情形 下 , 投影 
后 经 纬 线 上 的 各 点 坐标 (坐标 原点 是 投影 中 心 》 
是 


- 7 sin Leos @ 
1+ sinf sin р + сов соз pcos)” 


— (cos sin — sin Bcosspcosh) 

"T+ sin sin g + cosPcos@ cosi 
其 中 r 是 地 球 半 径 ，9 是 纬度 ，) 是 与 投影 中 
心 的 经 度 差 , 8 是 投影 中 心 (坐标 原点 ) 的 纬度 . 
以 同样 的 透视 投影 法 ,把 视点 放 到 地 球 中 心 ,而 
在 地 球 表面 上 一 点 的 切 平面 上 投影 这 种 方法 
称 为 中 心 投影 法 (central projection) 或 称 为 心 射 
投影 法 (gnomonic projection), 在 这 种 情形 下 ， 
球面 上 的 大 圆 投影 成 直线 .日 本 国 国土 地 理 院 
发 行 的 五 万 分 之 一 地 形 图 以 及 各 种 基本 地 图 的 
投影 ,是 利用 所 谓 多 面体 投影 法 (polyhedral pro- 
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jection )， 这 是 对 某 个 小 区 域 较为 简便 的 中 心 投 
影 法 ,但 严格 来 说 ,是 下 述 多 圆锥 投影 法 . 

有 一 种 不 考虑 视点 和 投影 面 ， 而 尽 可 能 保 
持 实际 关系 绘制 经 纬 线 的 方法 。 例如 , 取 与 地 
球 的 各 纬度 带 相 切 的 许多 圆 锋面 带 ， 把 经 纬 线 
映射 在 它 上 面 展 开 后 就 得 到 经 纬 线 网 。 这 种 方 
法 称 为 多 圆锥 投影 法 (polyconic projection). i 
纬度 为 p, 地 球 半径 为 +, 这 种 投影 的 各 个 纬 线 
成 为 半径 是 roto HAM, 在 各 个 纬 线 上 取经 
Br 2 所 对 的 长 度 rcovpd, 那么 对 于 某 一 定 地 域 
内 距离 、 角 度 的 关系 可 以 正确 地 表示 出 来 . 

1569 年 G、Mercator 所 设计 的 Mercator 
投影 法 (Mercator's projection), 到 现在 一 直 作 为 海 
图 投影 法 而 被 广泛 地 使 用 。 这 种 投影 法 是 把 经 
纬 线 取 为 互相 正 交 的 直线 , SEER (loxodrom 
‘curve) 即 与 地 球 上 的 一 切 子 午 线 成 一 定 散 度 的 
曲线 (也 称 为 等 方位 线 ) 在 图 上 表示 为 直线 的 保 
角 映 射 (图 2), 设 地 球 的 半径 为 +, HEX p, 


经 度 为 ， 则 平面 上 直角 坐标 是 *,y 的 点 由 
x= rà, y = rlogtan(x/4 + ф/2) 就 可 以 得 
到 与 纬度 为 p, BEN > 的 点 的 对 应 关系 . 在 
这 种 地 图 上 连结 两 点 的 直线 是 等 方位 线 ， 可 是 
它 并 不 表示 两 点 间 的 最 短线 . 

同样 属于 保 角 映射 的 还 有 Lambert 保 角 
圆锥 投影 法 (Lambert’s conformal conic projection) 
(J. H. Lambert, 1772). 投影 后 的 经 纬 线 的 形 
状 ， 经 线 可 以 用 从 一 点 引出 的 射线 表示 ， 而 续 
线 可 以 用 以 此 点 为 中 心 的 同心 圆 表示 。 这 种 投 
影 法 能 正确 地 表示 角 的 关系 ,同时 ,也 能 把 长 度 
的 关系 相当 正确 地 投影 出 来 ， 并 应 用 在 较 高 续 
度 向 东西 延伸 地 域 的 投影 。 这 种 投影 法 分 为 两 
个 基准 纬 线 的 复式 投影 法 与 一 个 基准 纬 线 的 单 
式 投影 法 两 种 ,精确 度 以 前 者 为 佳 .现在 设 基准 
纬 线 的 纬度 为 pt, 9:， 它 的 展开 半径 为 cb Pas 
而 Ө 为 中 央 子 午 线 到 经 度 差 为 2 的 子午 线 的 投 


Es, 则 它 的 投影 关系 可 表示 如 下 。 
P, = тсоз‹фу/н, 
P, = ctan*X,/2, 

由 这 些 等 式 可 以 确定 1, 0, с, 

0= a, 


б, = rcosq»/u, 


P, = ctan*X;/2, 


P = ctan*X/2, 


其 中 


log tanX,/2 — log tan 0/2 ^ 
X= 5/2 — p 
X 一 /2 一 9 
等 积 映射 有 以 下 几 种 . 设 地 球 半 径 为 +， 
AE AEN i, p 表示 ， 则 
а) r= дА, 
(М. Eckert, 1906), 


А == л/2 — Ф, 


у= (7/4) sno 


Q2) x m (2V 2 /x)ricose(@), 

y= V2rsing(p) 
СОХ glp) 是 由 2g(9) + sin2g(9) = xsin p 
决定 的 函数 ) (K. B. Mollweide, 1805), 


G) а (4 2/=yràsin(x/4 — p/2), 
y= rx (0 — V 2 sin(x/4— @/2)) 
(Colligmon, 1865), 

[5] [1] T. W. Birch, Maps, topographical and 
statistical, Clarendon Press, 1949; (2] E. Raisz, General 
cartography, McGraw-Hill, 9% — 1948; [3] W. Cha- 
mberlin 98, The round earth on flat paper, map proje- 
ctions used by cartographies, National Geographic Society; 
Washington, D. C., 1947. 
曲线 [ 英 curve 法 courbe Ж Kurve fh 
кривая A Ё] 【概念 的 历史 】 在 Euclid 
《原本 》 开 始 的 “定义 "中 ,叙述 了 “ 线 是 有 长 度 而 
没有 宽度 的 ”",“ 线 的 各 端 是 点 "等 。 这 虽然 是 对 
于 线 的 概念 的 最 早 的 说 明 ,但 “宽度 "“ 长 度 "等 
都 还 没有 定义 ， 因 此 实质 上 并 没有 给 线 Cine) 
以 完全 的 定义 。 通俗 地 说 , 线 分 为 直线 straight 
line) 与 曲线 ， 不 是 直线 的 线 称 为 曲线 。 虽然 
Eudid 也 有 这 个 观点 , 但 在 现代 数学 中 , 如 果 说 
曲线 ,也 就 是 包含 了 直线 ,是 与 Eudid 的 " 线 * 在 
同样 意义 下 使 用 的 。 线 或 者 曲线 , 在 Euclid 以 
后 也 没有 追求 过 它 的 完全 的 定义 ， 而 作为 几何 


学 中 自明 的 原始 概念 一 直 在 使 用 着 ， 从 十 九 世 
纪 后 半期 ， 对 数学 各 个 分 支 的 基础 进行 严密 化 
以 来 ， 对 于 曲线 的 概念 也 要 求 有 明确 的 解析 定 
义 .最初 作 这 种 尝试 的 是 C. Jordan (Cours 
d'analyse I, 1893), 

[Jordan Jk, Jordan 曲线 】 Jordan 把 平面 
上 的 连续 曲线 (continuous curve) 定义 为 从 区 间 
(0, 1731 Euclid 平面 E? 的 单 值 连续 映射 的 象 ， 
PREH, if, g 是 定义 在 (0, 11 上 的 连续 函 
数 , 则 把 平面 上 的 连续 曲线 定义 为 具有 由 
G) х=), у=), 0<¿:<1 
表示 的 坐标 (r, y) 的 点 集 . Jordan 把 这 样 的 点 
集 称 为 Jordan 3 (Jordan arc), 在 这 里 我 们 称 
为 连续 纪 (continuous arc). (1(0), g(0)) 及 
ЧО), gQ) 称 为 它 的 两 端 (end), 从 连续 弧 除 
PEAY AIR RS OU TER, Copen arc), E SOLE OS 
PAIA (closed arc)， 有 时 把 这 两 者 以 及 开 弧 与 其 
一 端的 并 集 通称 为 Jordan M, RERAMA 
(are) 或 曲线 。 在 (1) rh, Pa n 如 果 
Ка) = JG), ва) = 8《4)， 则 曲线 上 的 使 得 
(GO. gGD) = Об), g(n)) 的 点 称 为 它 的 
SBA (multiple point), 无 多 重点 的 弧 称 为 简单 
3A (simple arc) 《有 了 时 也 把 简单 弧 称 为 Jordan 
31). WR С ЖЁН AY Jordan WM, 并且 除 两 
端 以 外 没有 多 重点 ， 则 с 可 以 看 作 是 圆周 在 平 
面 上 的 拓扑 映射 的 象 ， 这 样 的 C 称 为 Jordan 
曲线 (jordan curve) 或 简单 闭 曲线 (sinple closed 
curve)(— 连通 [Jordan 曲线 定理 ])。 在 (1) 中 ， 
如 果 fog X C* 类 的 ( 即 次 连续 可 微 的 ) ва 
数 , 则 (1) 所 表示 的 曲线 称 为 C 类 曲线 ,如 果 是 
解析 函数 , 则 C 称 为 解析 曲线 (analytic curve), 

k > 1 的 曲线 是 微分 几何 学 的 对 象 。 一 般 
MB, 用 拓扑 空间 5 代替 E, 且 从 实数 空间 的 区 
WE s 的 单 值 连续 映射 的 象 称 为 s 上 的 弧 或 曲 
线 ,特别 是 当 s 是 微分 流 形 ' 时 , 与 E 的 情形 一 
样 ， 可 定义 S$ 上 的 Ct 类 曲线 ， 如 果 5 是 解析 
И", 则 可 定义 5S 上 的 解析 曲线 . 

【寻常 曲线 】 有 限 个 简单 弧 相交 于 有 限 个 
点 ， 并 且 它 们 的 并 集 连 通 时 ， 称 为 寻常 曲线 
(ordinary curve), KAHH Jordan 曲线 同 胚 的 子 


曲线 461 


集 的 寻常 曲线 称 为 树木 曲线 或 树 形 曲线 Cree). 
设 寻 常 曲线 C 上 的 点 为 ?时 ,Pp 的 充分 小 分 域 ' 
的 边界 + 与 C 交 于 有 限 个 点 ,这 些 交点 的 个 数 由 
尹 确定 。 这 个 个 数 称 为 在 C 上 的 位 数 Corder), 
位 数 是 1 的 点 称 为 C 的 端点 (end point), 位 数 是 
2 的 点 称 为 寻常 点 (ordinary point) lr $k > 3 AY 
点 称 为 分 枝 点 (branch point), 已 给 出 的 寻常 曲 
KC 表示 为 简单 弧 的 和 的 方法 ， 当 然 不 是 唯一 
的 . 如 果 C 可 表示 为 一 个 简单 弧 或 一 个 Jordan 
曲线 , 则 说 C 可 以 一 笔 描画 (unicursalX 例 如 图 1 
的 曲线 )。 c 可 以 一 笔 撕 画 的 充分 必 概 条 件 是 
使 位 数 是 奇数 的 C 的 点 的 个 数 筷 2 (L. Euler), 

[概念 的 扩张 ] 虽然 上 述 “ 寻 常 曲线 "的 定 
义 包含 日 常见 到 的 曲线 ， 但 不 包含 例如 当 0 < 
r< DDR —1< r < Bh y = б, x= 
0 时 —1<y <1 BUKA (I 2). 这 个 


ae Ж 


点 集 称 为 正弦 摆 线 (sinusoid)， 它 在 广义 上 也 
可 以 称 为 曲线 。 又 , 在 上 面 的 定义 中 用 到 了 了 映 
射 , 因此 它 不 是 对 于 点 集 本 身 直 接 的 定义 ， 作 
为 直接 的 定义 ， 想 避 开 利用 并 集 的 概念 ， 但 由 
于 简单 弧 不 包含 圆 ， 所 以 作为 曲线 概念 过 于 狭 
穿 ， 而 允许 有 多 重点 的 连续 弧 包含 如 填 满 正 
方形 的 Peano 曲线 + 这 样 的 曲线 ， 所 以 作为 曲 
线 概念 又 过 于 扩大 。 连续 弧 作 为 点 集 来 说 可 
以 有 局 部 连通 + 的 连续 统 + 的 特性 ， 它 可 以 称 为 
Peano 连续 统 (Peano continuum) (H. Hahn, 
S. Mazurkiewicz), 另 一 方面 着眼 村 Jordan 
曲线 定理 ?的 结论 , A. Schoenflies 把 平面 分 为 两 
部 分 ,而 作为 两 部 分 区 域 的 共同 边界 的 闭 集 , 命 
名 为 平面 上 的 闭 曲 线 ， 因 为 它 不 含有 简单 弧 ， 
所 以 作为 一 般 的 曲线 概念 是 不 适当 的 。 

作为 平面 上 最 一 般 的 (也 包含 正弦 泽 线 的 ) 
曲线 概念 , 可 以 取 E 的 疏 的 * 连 续 统 ， 也 就 是 
成 为 平面 上 开 集 的 边界 的 连 (G. Cantor), 
Aid, 这 个 定义 不 在 平面 上 就 难于 通用 。 因此 
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P. S. Uryson 及 К. Menger 用 一 维 的 连续 统 来 
定义 一 般 的 暑 线 (1921 一 22，Menger [1]), 对 
于 名 这 个 定义 与 Cantor 的 曲线 概念 是 一 致 的 ， 
对 于 EKR, 它 和 任何 区 域 ' 也 不 分 作 两 部 分 
的 连续 统 是 一 致 的 (一 连通 ). 

【万 有 曲线 】 从 三 维 立 方 体 1X1=[0, 1]) 
各 积 的 三 等 分 点 作 平 行 于 各 面 的 平面 把 六 分 
为 台 个 立方 体 , 从 除去 它 的 中 央 部 分 IX 二 
11/3, 2/3]) 和 与 它 共有 面 的 六 个 立方 体 ， 设 
My 是 由 这 20 个 立方 体 所 成 的 点 集 ( 图 3)， 对 
于 构成 M1 的 20 个 立方 体 的 每 一 个 , 再 施 以 对 
T 同样 的 作法 ， 设 这 时 得 到 的 点 集 的 并 集 ( 由 
20 ARKA 1/3? 的 立方 体 所 构成 ) 为 Mi， 这 
样 进行 下 去 ， 最 后 ， 得 到 20" 4 EO 1/3" 
的 立方 体 所 构成 的 点 集 Ma Mi M, D 
M25, fi U = 门 M, 是 Uryson-Menger 意 


义 下 的 曲线 。 而 且 可 以 证 明 任何 曲线 与 忆 的 子 
ЖЕШ. ЕХ ЖСК, 已 称 为 万 有 曲线 Cni- 
versal curve), 

【曲线 的 长 度 】 当 考 虑 长 度 时 , 曲线 具有 
E" 中 的 连续 弧 的 意义 。 设 C 为 用 x, 00) 
G 1,2, mt a < t< b; fi 是 在 [os61 
定义 的 实数 值 连 续 函 数 ) (用 » 维 坐 标 向 量 ， 
它 也 可 简 记 为 + 一 fC) 所 表示 的 Е" 的 曲线 
(EMERI. 任意 分 割 [0,6] 5, Uk “一 
ha mnm <b 时 ,将 具有 坐标 向 
量 £ (Cy) 的 点 Xk 顺 次 连结 ,所 得 到 的 折线 


(图 4) 的 长 度 1 = > X, X, 如 果 有 界 ， 则 
ia 
称 C 是 可 求 长 的 (reetifiable) 曲线 , 根据 分 割 的 


方法 ,把 1 的 上 限 称 为 C 的 长 度 (ength)， 曲线 
C 有 长 度 的 充分 必要 条 件 是 G—1,2, п) 


具有 有 界 变 差 *(Jordan)。 所 以 ,如 果 C 是 有 长 
度 的 曲线 , MER AOG 0m 1,2,+--,л) 
几乎 到 处 可 微分 的 (H. Lebesgue). BIE, C 
为 ct 类 时 是 有 长 度 的 。 它 的 长 度 可 用 
sf X ( df, y? 
[EG 
表示 (一 KEMER). 

【曲线 的 形状 】 关于 Euclid 空间 E" 的 Ce 
类 曲线 C， 在 它 存在 的 整个 区 域 考察 C 的 形状 
是 有 必要 的 ， 从 C 的 方程 用 整体 观点 确定 它 的 
形状 的 过 程 称 为 曲线 描 迹 (curve tracing)， 特 别 
EX n= kj, C 的 方程 可 用 正 交 坐标 表示 为 
Кх, y) = 0 (或 用 极 坐标 FO, 9) =» 0) 的 形 
式 , 对 于 1 (或 F) 是 解析 函数 的 情形 这 个 问题 
已 得 到 详细 的 研究 ， 以 下 就 正 交 坐 标的 情形 进 
ПЖ. 

设 9 是 单 值 解析 函数 , 工 是 x 轴 上 的 (有 限 
或 无 限 ) 区 闻 , di y = eGOG € 1) 所 表示 的 曲 
线 Co, 如 果 是 C 的 子 集 , 则 Co 称 为 C 的 一 个 分 
支 (branch), 对 应 了 是 有 限 或 无 限 的 情形 ,Co 称 
为 有 限 分 支 或 无 限 分 支 ， 由 x = 4G) (ve J) 
Co 是 单 值 解析 函数 ，J 是 ” 轴 上 的 区 间 ) 所 表 
示 的 曲线 也 是 C 的 于 集 时 ,也 称 为 C 的 分 支 ， 
如 果 需 要 区 别 这 两 种 分 支 , 则 把 前 者 称 为 “x 分 
支 "， 后 者 称 为 “y 分 支 "。C 至 多 由 可 数 个 分 
支 所 构成 。 如 果 PCr, ya) € C, WFP # f, = 
81/8y = 0, 则 存在 包含 P 的 x 分 支 ,如 果 f.== 
0f/0x 关 0, 则 存在 包含 P 的 > 分支. 对 于 P 有 
Of/Ox = 0, д|/ду = 0 h$, PHA CHA 
(singular point), C 上 非 奇 异 的 点 称 为 c 的 寻常 
点 (ordinary point), 

BPR C 的 寻常 点 , 则 确定 包含 ?的 C 的 
一 个 分 支 C。。 C 上 P 点 的 切线 (tangent line) Ж. 
线 (normal line) 对 C。 也 同样 ,它们 都 唯一 确定 ， 
它们 的 方程 分 别 为 (x хо) Сз, ye) + (y 一 
Jof, Go, Yo) = 0, Cx 一 хо), Gs ув) — (y 一 
yof. (xo, yo) 一 0。 变换 坐标 系 后 , 设 P 是 新 坐 
标 系 的 原点 , 切线 、 法 线 分 别 是 § 轴 、 7 轴 , 则 
关于 这 个 坐标 轴 , C 的 方程 在 P 的 邻 域 有 1 一 
сї + сы 十 "… 的 形式 . 若 设 曲线 C 在 P 点 的 


HRH e, We = 265 = — uf; 一 2fevfely + 
hf HRY X c 一 2 一 0 时 ，P 是 平 
Ba. EW C? 类 曲线 的 平稳 点 也 称 为 拐点 
(point of inflection), iR P REHA, 在 P 的 
邻 域 中 曲线 C 在 5 加 的 一 侧 如 图 5， 如 果 是 
THAD с› #0, 则 曲线 C 如 图 6。 ХТА, 


Fá 


图 5 图 6 

e=. = m0, co 天 0， 且 ?为 偶数 时 
曲线 C 如 图 5,» 为 奇数 时 曲线 C 如 图 6. 

在 奇 点 的 邻 域 C 的 形状 是 各 式 各 样 的 。 例 
如 ,对 于 y? = Ce 十 a) 所 表示 的 曲线 , 设 原点 
(0, 0) ЖРА, 如果。 > 0, 则 通过 P 点 C 有 两 
个 分 支 , 在 P 点 分 别 有 不 同 的 切线 (图 7)。 这 
Fh, 通过 C 上 一 点 Р 有 有 限 个 相 异 的 分 支 , 且 
在 P 分 别 有 不 同 的 切线 时 , ДРС 的 结 点 
(node). Жа < 0, Jl fA PE C, [Bde P Ф 
域 除 P 外 没有 C 的 点 (图 8). 这样 的 点 称 为 C 
的 孤立 点 Cisolated point), MUR a = 0, СЖ 
从 P 引 出 的 两 个 分 支 ， 且 它们 在 P 有 相同 的 切 
线 (图 9)。 这 样 的 点 称 为 C 的 尖 点 Cusp). С 


ERK 


是 代数 曲线 的 衫 形 , 可 以 用 Puiseux 级 数 "来 考 
察 奇 点 邻 域 的 形状 . 

此 外 , MC 有 无 限 分 支 Co 时 , 例如 Co: y= 
Parel) 是 C 的 x 分 支 且 1 一 [a,%) 了 时， 
如 果 Co 在 P(xo, yo) (zo € 1) 的 切线 当 za 一 со 
时 有 极限 位 置 ， 则 这 个 极限 位 置 ! 称 为 Ce 的 
渐 近 线 (asymptote)。 这 时 Co ERIA PCxo, yo) 
到 1/ 的 距离 , 当 aa 一 oo 时 趋 近 于 0。C 的 无 限 
分 支 的 渐 近 线 也 称 为 C 的 渐 近 线 . 
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[特殊 的 平面 曲线 ] 以 下 的 一 些 曲线 在 历 
史上 是 早已 为 人 们 所 熟悉 的 . 

在 三 次 曲线 中 , 由 形 如 
O y -—fG)/G — a) 
(GO 是 + 的 最 多 三 次 整 式 ) 的 方程 所 表示 的 曲 
线 关 于 * 轴 对 称 , 而 且 以 > 一 “为 渐 近 线 . 特 
别 是 , 当 a > 0 时 ,如果 100) = — 7, 则 曲线 如 
图 10 所 未, 原点 0 为 尖 点 。 设 从 原点 引出 的 射 
线 与 曲线 相交 于 点 X， 与 以 * 轴 的 区 间 [0, a1 
为 直径 的 圆周 相交 于 点 Y、 与 直线 + = “相交 
于 点 4, 则 OX = YA. 这样 的 曲线 称 为 Diocles 
УЗЕН 95 Ccissoid), 

WFC), MR a 0, jz) — ee r) 
Ce > 0)， 则 曲线 如 图 11 所 示 。 设 坐 标 是 


| | | 

图 10 | E 
(2,0), Ce, 0) (0c a < e) 的 点 分 别 为 4, 
C， 通 过 4 平行 于 » 轴 的 直线 在 第 一 象限 的 部 
分 与 曲线 及 以 OC 为 直径 的 回 周 分 别 相交 于 点 
X,Y, Й AX:AY = ОС:ОА. 这样 的 曲线 称 
为 Agnesi HRB (witch), 

还 有 ,对 于 (1), WR а < 0, jG) = —= 
200/3 + a), 则 曲线 如 图 12(a) 所 示 . 当 把 坐标 
轴 旋 转 </4 变 成 图 12 (b) 的 位 置 时 ， 它 的 方程 
EH e + y! = 3ezy (с 一 一 2a) 的 形状 设 


+ 一 y/x 为 参数 ， 则 得 这 个 曲线 的 参数 表示 式 
ж ==3‹ї/(1 + Р), у = 3сР/(1 +9). 这 样 ， 


(O) 
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由 单 参 数 * 的 有 理 函 数 p0), pU) 表示 的 形 如 
xz 一 (7 一 峭 (9) 的 曲线 称 为 (作为 代数 曲线 
的 ) 有 理 曲线 (rational curve), 这 是 亏 格 + 为 0 
的 代数 曲线 ， 这样 的 曲线 称 为 Descartes 的 
叶 形 线 ( 拉 folium cartesii), 
曲线 Cy, С; ++, C4 关于 原点 0 的 极 坐 标 
TBA r= NO), r = 00), +, r = fO) 
№, 对 于 同一 坐标 系 有 方程 ， 一 ah) + --- 
+ MAC) GQ, 为 常数 , 在 许多 情形 下 为 土 1) 的 
曲线 C 称 为 关于 O 的 Ci, +++, С, ЖШ 
#% (cissoidal curve)( 图 13: == —fi(6) + ],60)), 
对 于 图 10, 设 以 [0, a] 为 直径 的 圆周 是 C,, 直 
i rma С, hel, = 1, WBA 
Diocles ASEH. Descartes 的 叶 形 线 也 可 以 
看 作 从 直线 与 椭 贺 得 到 的 副 叶 类 曲线 的 一 种 . 
Ci 是 以 0 为 中 心 的 圆周 时 ,C 称 为 C; 关 于 0 的 
蚌 线 (conchoidal curve)， 特 别 是 ， 当 C229 HR, 
OHE С, 的 外 部 时 , C; 关 于 0 的 蚌 线 称 为 Nico- 
medes 的 是 线 (conchoid)， 如 图 14 所 示 , 当 C; 在 
€ 
о" 


图 13 
垂直 于 极 坐 标 系 极 轴 的 位 置 时 ， 关 于 这 个 极 坐 
标的 曲线 方程 为 + 二 asec9 土 (4 是 Ci 的 半径 )， 
关于 直角 坐标 的 方程 是 Gat Y= 
Ва, 根据 a S b, KARAM AA. R 
点 和 孤立 点 。 又 , 当 C: 是 圆周 , 而 0 是 C. ER 


点 时 ,C3 关于 0 的 蚌 线 称 为 锅 牛 线 (法 limaçon) 


(B15). 它 关 于 以 通过 O 的 圆 的 直径 为 极 轴 
的 极 坐 标的 方程 是 r 一 acos6tb, XT HORAE 
标的 方程 是 (二 六 一 ах}! = PG? y). 在 
这 里 , 当 a 之 4 时,O 为 曲线 的 结 点 , 当 a=b 时 
为 尖 点 。a 一 “时 的 曲线 也 称 为 心脏 线 (cardioid) 
(图 15 的 虚线 )。 

到 二 定点 А, B 的 距离 的 积 是 常数 的 点 X 
的 轨迹 称 为 Ca 
(图 16), 它 关 于 以 A,B 的 中 点 0 为 


图 16 


A, B 的 直线 为 z 轴 的 直角 坐标 的 方程 是 (x? + 
yy 2а — y) = jf — a! uh AB = 2a, 
K= AX: BX). WEE, 54 2 О}, Оу 
曲线 的 结 点 。 这 种 情形 的 曲线 称 为 Jakob Be- 
moulli 的 双 纽 线 (lemniscate) (图 16 ROMER). 
JA m O 到 定 曲线 C 各 点 的 切线 所 作 的 重 
线 的 垂 足 的 轨迹 ， 称 为 C 关于 O 的 垂 足 曲线 
(pedal curve), 等 轴 双 曲线 关于 它 的 中 心 的 垂 
足 曲线 是 双 纽 线 (图 17), AKF ARNEE. 


e 


[ 17 

线 是 蜗牛 线 . 

曲线 C' 与 定 曲线 C 相 切 , 同时 沿 曲线 С 
无 滑动 地 滚动 时 ,固定 于 C' 的 定点 X 的 轨迹 
一 般 称 为 以 C 为 底线 base) 以 C” HWER Colling 
curve), Д X 2938 (pole) 的 一 般 旋 轮 线 (rouleuc), 
特别 是 , 当 C AERC 为 圆周 、X 在 С' 上 时 ， 
工 称 为 摆 线 (cydoid)( 图 18); 当 X 不 在 C” 上 时 ， 
工 称 为 次 摆 线 (trochoid) (图 19)。 它 的 方程 是 
VA C' 的 旋转 角 6 为 参数 ， 可 表示 为 一 “6 一 
bsin0, у = а — ёсоѕ0, "a bh), 它 变 为 
Ен. RAAT HIP IER 20). 


m 20 

把 摆 线 凸 向 向 下 放置 如 图 21, 在 均匀 重力 
场 中 , 从 曲线 上 任意 点 X , AAR MHRA, 
到 达 最 低 点 C 的 时 间 与 X 的 位 置 无 关 (C. Huy- 


grns， 但 不 考虑 摩擦 )。 根据 这 个 性 质 , 摆 线 也 
209681 8: Ctautochrone), 在 重力 作用 下 不 
考虑 摩擦 时 , 质点 从 空间 的 一 点 4 出 发 沿 着 某 
曲线 了 滑动 到 下 方 的 另 一 个 点 B В}, 如 果 合 所 
需要 的 时 间 最 少 , 则 这 个 曲线 可 以 取 包 含 48 
的 铅 直 面 内 的 以 通过 点 4 的 水 平 线 为 底线 的 
摆 线 (图 22)， 根 据 这 个 性 质 , 摆 线 也 称 为 接线 


mn 图 22 
(brachistochrone) (或 最 速 降 线 (line of swiftest 
descent) ) (Johann Bernoulli), 
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图 24 


车 底线 c SRR С 都 是 圆周 ,X 在 C' E, 
则 当 C, C' 外 切 时 ,T 称 为 外 摆 线 Cepicycloid 
(图 23)， 内 切 时 ， 了 称 为 内 摆 线 (hypocycloid) 
(图 24)， 若 X 不 在 C 上， 则 对 应 于 上 面 两 种 
情形 ,分 别称 为 长 短 辑 圆 外 旋 轮 线 (epitrochoid )， 
ADAM Chypotrochoid), i C, C' 
Е a,b, 从 C' 的 圆心 到 X PEA с, 
цс 的 旋转 角 6 为 参数 , 则 它们 的 方程 是 x 一 
(a + b)- eos + ceos((ab)/6)0, y = (a + 
4) sinO—c sin ((a+0)/b)0. 《外 旋 轮 线 的 情形 
取 上 面 的 符号 ,内 旋 轮 线 的 情形 取 下 面 的 符号 ， 
4 一 “时 为 摆 线 .) 如 果 а: EAEN = p/q 
( 既 约 分 数 ), 则 C” {ЕС 上 旋转 q 周 后 回 到 原来 
的 位 置 ,这 种 情形 都 是 代数 曲线 。 特别 是 
a = 4b 一 4c 时 的 内 摆 线 称 为 星 形 线 (asteroid》 
(Р 25). 它 的 直角 坐标 方程 为 en + yt 一 
s^, 又 两 端 在 直角 坐标 系 的 x,y SEE, 长度 


KS 


图 25 


为 a 的 线 纂 的 包 络 线 就 是 这 样 的 曲线 (图 25). 
a= b = с 时 的 外 摆 线 是 心脏 线 (图 26). 
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底线 c ABR, TR с AMARNA, 
极 X 是 C 的 焦点 时 的 一 般 旋 轮 线 称 为 Delau- 
nay 的 曲线 (Delaunay’s curve) (图 27). 
c 


Koreya 


图 27 

CHER, C HMHR, х C' 的 焦点 时 
的 一 般 旋 轮 线 称 为 悬 链 线 (catenary) (图 28). 
把 均匀 密度 的 绳 的 两 端 悬 挂 在 重力 场 中 ， 绳 就 
成 为 悬 链 线 的 形状 ， 悬 链 线 的 直角 坐标 方程 是 
y 一 acoshx/a = a(e*^ + err)/2。 从 这 个 曲 
线 上 的 点 ACO, a) 出 发 的 渐 伸 线 称 为 矿物 线 
《tractrix) (图 29)， 设 瞄 物 线 的 任意 一 点 了 的 切 


m 28 
线 与 * 轴 的 交点 为 2， 则 PO 的 长 度 等 于 常数 
а, 因而 在 4 点 的 重 物 用 长 度 为 04 RR E х 轴 
上 拉 引 时 ,这 个 重 物 描 出 的 曲线 是 虚 物 线 . 它 的 
方程 当 取 + 为 参数 时 是 < = al log tant/2 + 
cost), y = asint, 


一 点 2 {Ех 轴 上 作 匀 速度 运动 ， 另 一 个 


图 29 


点 了 始终 向 着 Q 按 一 定 的 速度 运动 时 ，P 的 轨 
迹 称 为 追踪 曲线 (curve of pursuit) (图 30)， 若 
О 的 速度 是 P 的 速度 的 。 倍 , 则 追踪 曲线 的 方 
Ë, Жа = 1 В 2(х— a) = y!*/e(1—a)— 
cy!te/(1 + a), a = LEA 2(z — a) = (1/c) 
logy 一 cy/2， 使 2 在 更 一 般 的 曲线 上 运动 来 
代替 在 x 轴 上 运动 的 情形 ， 也 可 以 考虑 类 似 的 
问题 . 


m 30 
RARR MER. GAMER (spiral) 等 的 


平面 曲线 多 用 极 坐标 (>，6) 表示 为 r — (8) 
(f 单调 ) 的 形式 ， Archimedes iè (Archi- 
medes’ spiral) 是 由 方程 + = 40 表示 的 (图 31)， 
Archimedes 发 现 了 由 二 直线 0 = Ө, 和 8 一 
(ө, < 0.) 以 及 此 曲线 所 围 的 面积 是 «КӨ, 一 
85/6. Bernoulli 螺 线 (Bernoulli’s spiral) 或 对 
数 螺 线 (logarithmic spiral) 或 等 角 螺 线 Cequia- 
ngular spiral) 是 由 方程 + 一 he” 表示 的 (图 32)， 
6 一 常数 的 直线 与 此 曲线 的 切线 所 夹 的 角 为 常 
TK. X, Johann Bernoulli 发 现 了 这 曲线 的 渐 伸 
线 \ 渐 届 线 都 与 该 曲线 是 全 等 的 ， 另 外 ,由 方程 
r = a/9 RAIMI 29 MAME (hyperbolic 
spiral), 由 方程 "9 一 a? 表示 的 曲线 称 为 连锁 螺 
线 (lituus), 它们 分 别 有 如 图 33, 图 34 的 形状 ， 


$9 


TEE 


mos 图 34 


对 于 自然 方程 4 eG), v 是 简单 函数 的 
情形 也 得 到 了 研究 .由 方程 = ks (k 为 常数 ) 
表示 的 是 Bernoulli 螺 线 ， 由 方程 = a/s 表示 
的 曲线 称 为 Cornu 螺 线 或 回旋 曲线 (clothoid) 
(关于 图 一 合流 型 函数 )， 它 的 参数 表示 为 
xax feos = dt, y ma fo = а 
(Fresnel B1). М. A. Cornu 在 表示 物理 光学 
中 的 衍射 现象 时 用 到 了 这 个 曲线 

作为 其 他 初等 函数 ?的 图 象 出 现 的 曲线 , 例 
如 由 方程 y 一 sine 表示 的 曲线 称 为 正弦 曲线 
(sine curve), у = е", y 一 log z 的 图 象 分 别称 
为 指数 曲线 exponential curve)、 对 数 曲线 (loga- 


rithmic curve)， 但 这 两 者 是 全 等 的 。 相对 代数 
曲线 来 说 ， 不 是 代数 曲线 的 解析 曲线 称 为 超越 
曲线 (transcendental curve), 

关于 平面 曲线 以 及 空间 曲线 的 微分 几何 的 
性 质 一 曲线 和 曲面 的 微分 几何 . 关于 平面 代数 
曲线 一 代数 曲线 . 

【 包 络 线 】 iG, г) 是 两 个 实 变数 :, :的 
CRAM, WREE =n, We 1С, ok 
为 以 :为 参数 的 一 个 曲线 Cu WTF. 0) 
为 + 的 函数 时 , Klo), һ) RAC, E: 
Pas ЇЙ BERRY Р, 的 轨迹 为 Е. mR G) 为 
CRM, MERE C AAR. ЖАТАР, 
MES С, QRWN, E VOS EE C, 的 包 
WHR (спхсіорс). МИН 1С, г) 时 , 为 求 出 E 
只 需要 确定 函数 (1), A8 G) 必须 满足 
的 条 件 是 对 于 s = G) 有 01/9; = 101/01. 对 
于 = 2, С„ 8528 fGrs у, а) = 0 给 出 时 。 
C, 5 fx, y, to) = 0Cf, = Ә]/дгу 2 Р,,. 
В убх, y.) = 0 5 f y, 0) = 0 消去 :后 
得 到 的 RG, y) 一 0 KH iG, y, ) = 0 的 判 
BUR 《discriminant)， 满 足 判 别 式 的 点 (x, y) 的 
集合 是 由 与 Cu 的 奇 点 的 轨迹 合并 而 成 的 . 


[Ф] [1] К. Menger, Kurventheorie, Teubner, 1932; 
[2] R. L. Wilder, Topology of manifolds, Amer. Math. 
Soc. Colloq. Publ., 1949; [3] G. T. Whyburn, Analytic 
topology, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., 1948; (4) Wf 
BEE, MUN GP, LBL, 1940; [5] G. Loria, Spezielle 
algebraische und transzendente ebene Kurven I, II, Teu- 
bner, 1910—11; (6) F. G. Teixeira, Traité des courbes 
spéciales remarquables planes et gauches I— Ш, Coimbre, 
1908—15; [7] GEA aR HE, ИО, 成 美 堂 ( 河 出 ) 
1937, 


Peano 曲线 法 courbe de 
Peano ff Peanosche Kurvë {A пеановская Kpr- 
вя Н <7 /曲线 ] Euclid 平面 E? 上 的 连 
续 曲线 +，、 也 就 是 线段 1 m [0,113 EF? 的 连续 
映射 f 下 的 象 (1), 可 以 覆盖 整个 正方 形 ， 这 
样 的 连续 曲线 称 为 Peano 曲线 . 最 初 由 G. 
Peano 给 出 了 它 的 例子 ,但 由 D. Hilbert 把 它 简 
单 化 ,并 按 下 图 表示 的 方法 ,作出 了 这 样 的 曲线 
(Math. Ann., 36 (1890), 38 (1891)). 

如 图 1、 把 正方 形 及 线段 四 等 分 , 使 D, 对 


[3£ Peano curve 


Peano 曲线 — 467 


应 于 Ta 然后 , 如 图 2 把 各 个 D, 四 等 分 , 并 使 


ILI 
E 


^ D 
ааа — 
"nnn 
LE 图 2 


Da 对 应 于 TG == 0, 1, 2, 3), 照 此 作法 逐次 
进行 (图 3)。 对 应 于 正方 形 序列 D, 2 Di 2 
D; 2-7, 确定 唯一 共同 点 print oos 使 这 个 点 
对 应 于 线段 序列 7, D T, 2 Tj, D+ SET 
Biting. 对 应 ww4"… ot pacco 成 为 由 线段 
[0, 1] 到 正方 形 D 上 的 连续 映射 ,并且 这 个 连 
续 曲线 具有 二 重点 、 三 重点 、 四 重点 , 多 重点 的 
集合 具有 连续 的 基数 ,形成 正方 形 内 的 稠密 " 集 . 

改进 这 个 方法 ， 可 以 使 不 具有 三 重点 以 上 
的 重复 点 .但 是 不 可 能 做 到 最 多 只 具有 二 重点 。 

又 如 图 4, 图 5, 图 6 所 示 , 也 可 以 作出 


图 4 

Peano 曲 线 .这 就 是 把 三 角形 及 线 妥 (0,1] 逐 次 分 
成 两 份 ,建立 如 下 的 对 应 关系 :使 二 进 小 数 : 一 
Dijk s, js ky coo 一 0，1) 所 表示 的 点 对 应 
T 4,2 Aj 2 Aj, >"…… 的 唯一 共同 点 ,就 这 样 
可 得 到 由 线段 [0，1] 到 三 角形 上 的 连续 映射 
(一 曲线 ). 


— 
Te Ta Te Th Ta 
图 5 图 6 
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[5] [1] йждїн, тда, Ba. BATH. 1943, 
581—536; [2] ШЕ, AR, АНЕ. 新 版 ，1967; 
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曲面 [ 英 surface 法 surface 4$ Fläche А 
日 曲面 ] 曲面 的 概念 可 以 朴素 
地 用 “曲线 移动 可 以 形成 曲面 ",“ 立 体 的 表面 
是 曲面 ”等 来 解释 ， 但 是 这 些 都 不 能 作为 数学 
上 曲面 的 定义 ， 也 有 通俗 地 把 曲面 和 平面 区 
别 开 , 凡 不 是 平面 的 “ 面 "都 称 为 曲面 , 但 一 般 
来 讲 ， 在 数学 中 所 谓 曲面 也 包括 平面 。 如果 把 
曲线 ! 看 做 是 一 维 连 续 统 ， 则 可 以 把 曲面 定义 
为 二 维 的 连续 统 ， 但 是 至 今 还 没 能 按照 这 样 
的 定义 形成 与 曲线 论 相应 的 理论 Com 曲线 ). 
通常 称 为 面 或 曲面 的 是 二 维 拓扑 流 形 ', 即 满足 
第 二 可 数 公理 ', AA BRS Euclid 平面 的 圆 的 
内 部 同 胚 * 的 拓扑 空间 ， 以 后 再 介绍 广义 的 曲 
面 概念 ， 暂 时 按 这 样 的 曲面 概念 来 说 明 . 

【 例 及 分 类 】 与 二 维 单 形 ' 或 二 维 球面 ' 同 
胚 的 拓扑 空间 是 最 简单 的 曲面 的 例子 .曲面 一 
般 可 以 进行 单 形 剖 分 *( 或 者 三 角形 部分), 因此 
它 与 二 维 多 面体 ! 是 同 胚 的 (T， Radó, Аса Sci. 
Math. Szeged，1925).， 紧 的 + 曲面 称 为 闭 曲 面 
(closed surface)， 不 是 紧 的 曲面 称 为 开 曲面 (open 
surface), 闭 曲 面 可 以 剖 分 成 有 限 个 二 维 单 形 ， 
而 且 表 示 为 组 合流 形 '。 具有 正则 边界 ?的 二 维 
组 合流 形 称 为 有 界 ( 英 with boundary Ф bera- 
nde) 曲面 .二 维 单 形 就 是 它 的 例子 , 球面 是 无 
界 闭 曲面 的 例子 . 

按照 一 般 的 伪 流 形 + 的 定义 , 曲面 可 以 分 为 
可 定向 + 的 曲面 和 不 可 定向 ?的 曲面 。 当 曲 面 能 
BARBRA EH Euclid 空间 时 ,因为 曲面 是 
否 可 定向 与 能 否 确定 曲面 的 内 外 侧 是 一 致 的 
所 以 可 定向 的 称 为 双 合 的 〈 美 two-sided), 不 可 
定向 的 称 为 单 便 的 ( 英 one-sided)， 不 可 定向 的 
闭 曲 面 不 能 嵌入 到 三 维 Eudid 空间 . 

把 长 方形 扭 成 180° 后 把 对 边 粘 合 起 来 得 
到 的 Mobius ##(3: Mobius’ strip 4 Möbius- 
sches Band)， 这 是 最 先 发 现 的 单 侧 ( 有 界 的 ) 曲 
di. 这 个 曲面 是 使 图 1 中 长 方形 ABCD 的 对 


поверхность 


3b Ва 与 DC 粘 合 而 得 到 的 . 
à D A [3 D 
Бани P ss se. 
$ c B D c 
ES сё 
图 1 图 2 


如 图 2、 把 长 方形 ABCD 的 对 边 AB 与 
DC,BC 与 AD 粘 合 , 则 得 到 与 两 个 圆周 的 直 积 
Sx S' RAR. 这 个 曲面 是 二 维 的 环 面 
(X torus, anchor ring #& Ringflache)， 这 时 长 
方形 的 四 个 顶点 A, B, C, D 都 集中 到 曲面 上 
的 一 点 P， 长 方形 的 边 AB 一 DC, BC = AD 
(= 是 粘 合 的 意思 ) 分 别 成 为 曲面 上 的 曲线 a, 
b. ia, b 这 样 从 曲面 上 的 一 点 出 发 青 回 到 
出 发 点 的 曲线 , 称 为 曲面 上 的 回归 线 ( 又 称 回归 
ЗНОС Rickkehrschnitt)， 用 符号 abate" Ж 
示 环 面 .这 意味 着 首先 构成 以 四 个 线段 a==48B， 
6=BC, CD, DA 为 四 边 的 凸 四 边 形 ， 然 后 将 
这 个 定向 四 边 形 按 上 述 方法 使 48 1; DC, BC 
与 AD 粘 合 而 得 到 环 面 , 更 进一步 对 与 凸 四 边 
Жш а == AB 贴 合 在 一 起 而 赋予 自然 的 " 方 
向 的 CD 来 说 , 它 的 逆向 DC 与 第 一 边 4B = a 
的 粘 合用 ao 来 表示 (4 也 如 此 )， 同 理 用 aat 
表示 球面 (图 3), abar’ abab 表示 图 4 
最 下 面 的 曲面 。 通 过 这 个 曲面 上 的 一 点 可 以 得 
到 四 条 回归 线 . 


图 3 
一 切 无 边界 的 闭 曲面 , 可 以 由 平面 上 的 29 
边 形 的 每 两 个 边 分 别 粘 合 而 得 出 。 可 以 证 明 ， 
无 边界 但 可 定向 的 闭 曲 面 都 与 


a) arat! bi s "apbpar bs 


图 4 


所 表示 的 曲面 同 胚 ， 这 个 曲面 的 一 维 Ван BC 
等 于 2p, 0 维 及 二 维 Bei 数 是 1 ， 挠 群 ' 的 Betti 


数 是 0。p 称 为 这 个 曲面 的 配 烙 ( 美 genus t 

Geschlecht), SAAR cr s, cy 的 可 定向 闭 

曲面 (图 5) 可 以 表示 为 

(2) myw wew арлат bil. 
apbyas bs, 

无 边界 的 不 可 定向 闭 曲面 可 表示 为 

(3) 44)4)4* 0904。 

a 称 为 曲面 (3) 的 号 格 ， 具 有 边界 calls ce 

的 不 可 定向 的 闭 曲面 可 表示 为 

G) mew wywi aa аал. 


(1), (2), (3), (4) 称 为 曲面 的 标准 型 (normal 
form)， 这 些 曲面 上 的 曲线 a, 与 ，w4 称 为 曲面 
HIERO (normal section), 

例如 ，aa АИА БАН АСВ) 
的 粘 合 (图 6), УВЕЗЕНИ, ECET 


三 角形 冲 分 后 成 为 图 7. 又 aabb 是 图 8 所 表示 
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be 


ms 
的 曲面 ， 称 为 Klein ЖСЖ Klei's boule Ж 
Kleinscher Schlauch), 
图 9 的 曲面 称 为 环 柄 ( 英 handle — 化 He- 
nkeD, 图 10 АОВ HIFK AEM Cit, Kreuzhaube), 


i 
i 
m 
这 些 都 是 有 边界 的 曲面 ,其 中 环 柄 是 可 定向 的 ， 
而 交叉 帽 是 不 可 定向 的 . 后 者 与 Mobius 带 同 
B. 从 球面 链 掉 ”个 圆 盘 , 在 镀 掉 处 分 别 安 上 


环 柄 ， 则 与 曲面 (1) А; 如 果 不 用 环 柄 而 分 ， 
MEZUA, 则 与 曲面 G) А. 
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曲面 (3) 的 0, 1, 2 ЯЕ Beni 数 分 别 为 1， 
4—1, 0， 挠 群 的 0 维 及 2 维 的 Betti 数 为 0， 
而 1 维 时 成 为 阶 数 是 2 的 循环 群 。 从 而 把 曲面 
进行 三 角形 剖 分 时 的 0, 1, 2 维 的 托 扑 单 形 的 
数 分 别 为 @, ай, èk, AFAT O), (3), 根 
YE Euler-Poincaré 公式 + 分 别 有 

e — а + а = (1 — р), 

аа + а = 2 — yg. 
所 有 一 元 复 变数 的 代数 函数 * 的 Riemann 181" 
都 是 (1) 形 的 曲面 。 它 的 亏 格 ”与 其 代数 函数 
的 亏 格 是 一 致 的 . 

在 上 述 意义 下 所 定义 的 闭 曲面 都 与 (1), 
(2), G), (4) 中 的 某 一 个 同 胚 ,两 个 曲面 成 为 
同 胚 的 充分 必要 条 件 是 : 其 边界 数 ， 是 否 可 定 
向 ,以 及 亏 格 (或 Euler RER a? — о + а?) 
等 都 分 别 是 一 致 的 、 这 称 为 曲面 的 拓扑 的 基 
本 定理 (fundamental theorem of the topology of 
surfaces), 根据 这 个 定理 完全 可 以 解决 闭 曲 面 
HAMA. 关于 三 维 以 上 的 流 形 的 同 胚 问 
题 ,甚至 在 紧 的 情形 也 还 没有 得 到 解决 (1963)。 

对 于 曲面 的 表面 积 一 长度 和 面积 ， 对 于 
曲面 的 微分 几何 一 曲线 和 曲面 的 微分 几何 . 


(Ф) (1] B. von Kerékjártó, Vorlesungen über To- 
pologie, Springer, 1932; [2] H. W. Threlfall, 
Lehrbuch der Topologie, Teubner, 1934; [3] S. Lefschetz, 
, Princeton Univ. Press, 1949, 


Introduction to toi 
[4] D. Hilbert-S. Cobn-Vossen, Anschauliche Geometrie, 
Springer, 1932, [5] BPB. LIBRE iir HIME, 1956, 


平面 域 【 英 plane domain 法 domaine dans le 
plan Ë Gebiet in der Ebene А плоская обла- 
сть B PHAR) 【 复 平面 上 的 域 】 复 平 面 
或 复 球面 上 的 域 '( 即 连通 ' 开 集 ) 称 为 (平面 ) 域 
СЖ (plane) domain, region Ж Gebiet, Bereich), 
也 称 为 面 分 . 域 的 闭 包 称 为 闭 域 (dosed domain), 
《但 这 时 的 拓扑 不 一 定 是 普通 平面 的 拓扑 ,一 艇 
考虑 为 适当 的 Riemann 面 上 的 拓扑 《后 述 ).) 
如 果 了 是 复数 平面 内 的 Jordan 曲线 ', WI 
内 部 + 是 域 . 这 种 形状 的 域 称 为 Jordan 域 
(Jordan domain) .两 端 在 域 也 的 边界 上 的 Jordan 
Mi, 被 DD 所 包含 的 称 为 WBC cross cut 


Ж Querschnitt), 
关于 域 DD 的 下 述 三 个 条 件 1) 一 3), 任何 一 
个 都 等 价 于 DD 是 单 连通 的 '。1) 0 为 D 的 任意 


截 线 时 ,D 一 2 正好 具有 两 个 连通 分 支 "，2) 在 
D 内 的 任意 Jordan 曲线 在 D 中 同 伦 ' 于 一 点 . 
RITE D 上 连续 变形 可 缩 为 一 点 ，3) 对 于 DD 单 
值 定理 * 恒 成 立 。 在 D 是 复 球面 上 的 域 的 情形 
F, DD 的 单 连通 性 还 与 以 下 4), 5), 6) ST. 
4) D 的 边界 由 一 个 连续 统 ' 或 由 一 点 构成 ，5) 
D 内 的 Jordan 曲线 的 内 部 或 外 部 总 包含 在 D 
tB. 6) 对 于 复 球面 , D 的 余 集 是 连通 (不 一 定 
AMRE DAR. 

раята LH EH MN, 如果 适 当选 
取 D 的 没有 共同 点 的 ”一 1 个 截 线 2 …， 
Qs- D 一 《01U…U 9,-!) 成 为 单 连通 域 . 

以 下 举 出 几 个 具有 代表 性 的 域 的 例子 ，1) 
WHA (circular domain): |z 一 <| < r. 2) 半 平 
TE (half plane): Re > 0, 3222 0 5, 3) MR 
(angular domain): а < arg(z — c) < 8. 4) В 
FFM (annular domain): r < |z — c| < R. 5) 
ЗИФ (slit domain): 从 某 个 域 D 去 掉 至 多 除 
一 个 端点 外 全 部 包含 在 D 内 的 Jordan ГД 
得 到 的 域 ; 这 个 被 去 掉 的 了 称 为 裂纹 (sir). 

【边界 元 素 】 对 于 域 D 的 边界 点 P， 可 作 
KAF РРР, — Р, 使 折线 PP… 完 
SIRF DES, Р О 的 可 达 的 (accessible) 边 
界 点 ,反之 , 称 为 不 可 达 的 (inaccessible) 边界 点 。 
例如 ,在 从 正方 形 0 < x <1, 0 <y <1 W: i 
x= /(n+ 1), 0<у < 1/20 1, 2) 
的 域 中 , 使 一 0, 0 < y < 1/2 的 点 就 是 不 可 
达 的 边界 点 (图 1). 

从 以 光滑 的 Jordan 曲线 包围 的 域 D 的 边 
界 点 P 为 顶点 、 两 边 的 起 始 部 分 被 DD 包含 的 角 
域内 部 收敛 于 了 的 D 内 曲线 , 称 为 终点 为 了 的 
Stolz 道路 (Stolz’s path), 

单 连通 域 D 的 、 至 多 共有 端点 的 截 线 序列 
{9,} ЖЕЦТ, КФВ 
(fundamental sequence of cross cuts) (B 2). i) 
4, ED 内 把 gon 5 4-1 分 开 ; ü) X v со 
时 ，4* 收 敛 于 边界 的 一 点 。 当 {9,} 为 基本 序 


mi 


列 时 , 设 由 9， 分 开 且 包含 qua 的 D 的 子 域 为 
Dy» W NDERE D 的 边界 点 构成 的 集合 ,从 
两 个 基本 序列 {9,}, {90} fE D,, DL, WRG. BR 
有 限 个 外 都 包含 于 D. H, g RARDIN 
包含 于 Du 中 , 则 两 个 基本 序列 称 为 等 价 的 .这 
就 是 实际 的 等 价 关 系 *。 等 价 的 基本 序列 类 称 
为 边界 元 素 ( 英 boundary clement # Primende), 
这 些 概念 的 建立 应 归 之 于 С. Carathéodory (4D. 
多 重 连通 域 的 边界 元 素 ， 对 于 孤立 的 连续 统 的 
各 个 分 支 可 同样 定义 。 例如 , 截 线 域 的 截 线 端 
点 以 外 的 点 , 在 它 的 两 侧 确定 不 同 的 边界 元 素 . 
闭 域 的 概念 ， 通 常 也 是 看 作 加 上 所 有 的 边界 元 
素 的 域 。 另外 , 各 种 理想 边界 的 概念 是 由 于 考 
虑 适 于 种 种 目的 的 “边界 元 素 ” 而 派生 出 来 的 
(一 理想 边界 ). 

【 域 核 】 设 {G,} 是 复 平面 上 包含 原点 的 
域 的 序列 。 原点 的 某 个 邻 域 被 所 有 的 G, 包含 
时 , 取 适 当 的 域 G 后 , 则 包含 原点 的 ,被 G 包 含 
的 所 有 闭 域 , 除 有 限 个 例外 的 情形 以 外 ,都 含 于 
G,， 所 有 这 样 的 G 的 并 集 天 《被 所 有 的 G, 包 
含 的 原点 邻 域 不 存在 时 ， 则 只 由 原点 构成 的 集 
合 ) 被 Carathéodory 命名 为 【G,} 的 域 核 (do- 
main kerned). G, 的 所 有 无 限 子 序列 具有 同样 
的 域 核 时 , 则 称 {G,} 收敛 于 天。 域 核对 于 研究 
映射 函数 序列 的 极限 是 一 个 重要 的 概念 (一 保 
ЯВ). 

[9$] [1] 直 正 次 , MAM, 共立 出 版 ，1933; [2] 小 
松 勇 作 , SAFRA, L 共立 出 版 ，1944; [3] M. H. A. 
Newman, Elements of the topology of plane sets of points, 
Cambridge Univ. Press 第 二 版 1951; [4] C. Carathéodory, 
Über die Begrenzung einfach zusammenbàngender Gebiete, 
Math. Ann, 73 (1913), 323—370. 

四 色 问题 [€ four colour problem 法 pro- 
blème des quatre couleurs Ж Vierfarbenproblem 


四 色 问 题 471 
4 задача о четырёх цветах закрашизаний 日 
4) 在 为 一 个 球面 上 (或 平面 上 ) 的 地 
图 着 色 时 ,四 种 颜色 是 否 充分 必要 ?这 是 著名 的 
四 色 问 题 .为 了 正确 地 陈述 这 个 问题 ,我们 必须 
附加 以 下 两 个 条 件 : G) 每 一 个 国家 在 地 图 上 
是 一 个 连通 ' 域 ; 海 的 连通 部 分 当 作 - 一 国 ，(ii> 
有 相 邻 边界 线 的 两 个 国家 必须 用 不 同 的 颜色 
另 一 方面 ,只 是 在 有 限 个 点 相 接 的 两 个 国家 ,可 
以 用 相同 的 颜色 . 
这 个 推测 在 1852 年 由 Francis Guthrie 得 出 
并 且 通 信 告 诉 了 De Morgan. fE 1878 年 A. 
Cayley 也 注意 到 这 个 问题 .虽然 它 的 必要 性 是 
明显 的 ,但 是 这 个 推测 的 充分 性 还 没有 被 证 明 . 
(对 于 这 个 问题 用 计算 机 的 肯定 解答 的 报告 ,请 
看 美国 数学 会 公报 82 卷 (1976 年 ) 中 W. Haken 
ALK. Appel 所 落 文章 . ) 对 于 国家 的 数目 < 40 
的 地 图 ， 这 个 问题 已 被 解决 O. Ore 和 J. 
Stemple, 1968 年 )， 对 于 任何 地 图 的 着 色 ， 用 五 
色 就 足够 了 ， 这 是 容易 证 明 的 (P. J. Heawobd, 
1890 Æ). 
另 一 方面 ,为 环 面 * 上 的 地 图 着 色 ， 用 七 色 
是 充分 必要 的 . 一般 在 Euler 示 性 数 'X 一 2 的 
闭 曲 面 上 地 图 的 着 色 问 题 比 球面 (X 一 2) 上 是 
容易 的 ， 设 р, ROG Euler 示 性 数 X m K < 2) 
的 曲面 上 的 任意 地 图 着 色 时 所 需 颜色 的 最 小 种 
Ж, рь 称 为 曲面 的 色 数 (chromatic number). Jb 
么 有 Heawood 不 等 式 (1890 年 ) 
paS O + 49 = 244)/21. (1) 
这 个 括号 [o] 的 意思 是 最 大 整数 a <a, J. W. 
T. Youngs 和 G. Ringel 在 1968 年 证 明了 除 
Klein 瓶 (这 是 不 可 定向 的 = 0 的 曲面 ) 以 外 
《1) 式 的 等 号 是 成 立 的 . 在 1934 Æ P. Franklin 
证 明了 Klein 瓶 的 色 数 是 6. 
[9] [1] ДЖАН, 数学 小 最 ， 兰 小，1943; 12) 
P. Franklin, The four-colour-problem, Scripta Math., 6 
(1939), 149—156, 197—210; [3] D. Hilbert. Cohn- 
Vossen, Anschauliche Geometrie, Springer, 1932 (ЖЖЖ: 
Geometry and the imagination, Chelsea, 1952); [4] O. 
Ore, The four-colour problem, Academic Press, 1967: 
[5] G. Ringel, Map colour theorem, Springer, 1974; 


[6] W. Haken- K. Appel, Bull. Amer, Math. Soc. 82 
(1976). 


七 、 微 分 几何 学 (微分 流 形 和 和 复 流 形 ) 


微分 几何 学 [% differential geometry 法 
géométrie différentielle 4 Differentialgcometric 

Ne дифференциальная геометрия 日 #3 #6 
何 学 ] 在 古典 的 意义 下 ,微分 几何 学 是 应 用 微 
分 学 来 研究 (Euclid) 平面 和 空间 中 的 曲线 \ 曲 
面 等 图 形 性 质 的 一 个 数学 分 支 。P. de Fermat 
研究 了 对 光滑 平面 曲线 作 切 线 的 方法 ， 成 了 微 
积分 的 先驱 .从 此 可 以 想到 , 曲率 、 曲 率 圆 、 渐 
轴线 、 包 络 线 等 平面 曲线 的 微分 几何 是 作为 微 
积分 的 一 部 分 发 展 起 来 的 。 可 是 ， 从 空间 曲线 
的 类 似 研 究 出 发 ,逐渐 扩展 到 曲面 的 渐 近 曲线 、 
曲率 线 , 曲率 , 测 地 线 , 直 纹 曲 面 等 等 的 研究 领 
域 ,与 此 同时 ,曲面 内 区 几何 等 狐 新 的 思想 产生 
T, ЮЖ, C. Е. Gauss 奠定 了 曲面 论 的 基础 ， 
使 微分 几何 有 了 作为 一 个 数学 分 支 的 珊 园 地 
位 .曲线 ,曲面 的 微分 几何 的 研究 对 于 数学 的 其 
它 分 支 以 及 力学 ,物理 学 ,工程 学 等 的 影响 是 不 
可 估量 的 ， 例 如 ，E. Belami 发 现 : 所 谓 伪 球 
面 的 那 种 曲面 上 的 几何 与 非 Euclid 几何 有 密切 
的 关系 ; 测 地 线 ' 和 力学 、 变 分 学 ,拓扑 学 等 有 深 
刻 的 联系 ,是 内 容 丰富 的 研究 课题 ,这 方面 有 以 
J. Hadamard, H. Poincaré, P. Funk, G. D. 
Birkhoff 等 人 为 首 的 优异 研究 ， 又 如 极 小 曲面 " 
是 和 复 变 函数 论 , 变 分 学 ,拓扑 学 关联 很 深 的 研 
究 领域 ,这 里 有 K. Weierstrass, Н. A. Schwarz, 
J: Douglas 和 其 他 人 的 卓越 贡献 . 

Euclid 几何 是 属于 F. Klein 埃 尔 兰 根 纲领 
的 一 种 几何 (一 埃 尔 兰 根 纲领 ), 对 于 Klein Ж 
义 下 的 其 它 几何 也 可 以 进行 微分 几何 的 研究 . 
例如 ,射影 微分 儿 何 ' 是 把 射影 几何 意义 下 的 平 
面 或 空间 中 的 曲线 和 曲面 对 射影 变换 的 不 变性 
质 ， 系统 地 用 微分 学 进行 研究 的 学 科 。 射 影 微 
分 几何 的 研究 是 以 E. J. Wilczynski, G. Fubini 
等 为 中 心 进行 的 ; 仿 射 微分 几何 、 保 形 微分 几何 


的 研究 则 是 以 W. Blaschke 为 中 心 进行 的 (一 
各 种 空间 的 微分 几何 学 ). 

B. Riemann 受 Gauss 曲面 内 萄 几何 的 启 
ж, 于 1854 年 以 “Dber die Hypothesen, welche 
det Geometrie zu Grunde liegen” 2j li Ze Ke iE Hà 
作 了 就 职 讲演 (Göttingen Abh., 13(1868), 1~ 
20; 全 集 , 第 二 版 1892，p.272 一 287) 而 开创 了 
所 谓 Riemann 几何 (一 Riemann ЕИ). 这 种 几 
何不 仅 包括 Euclid 几何 和 非 Euclid 几何 作为 它 
的 特例 ， 而 且 对 进入 二 十 世纪 以 来 的 空间 概念 
和 几何 思想 给 予 不 可 估量 的 巨大 而 深远 的 影 
响 。Ricmann 几何 后 来 受到 代数 的 不 变 式 论 的 
影响 ,由 E. B. Christoffel, C. G. Ricci 等 人 把 
它 当 作 二 次 微分 形式 的 不 变 式 论 进行 了 研究 . 
Riemann 几何 之 所 以 受到 人 们 的 注意 ， 是 由 于 
1916 ^E A. Einstein 开始 把 它 应 用 到 广义 相对 
WEE. 

同一 年 ，T. Levi-Civita 引进 了 所 谓 Levi- 
Civita 平行 的 概念 ,由 此 才 使 Riemann 空间 具有 
明显 的 几何 意义 而 易于 理解 。 H，Weyl，A，S. 
Eddington 等 注意 到 平行 性 是 仿 射 几何 的 概念 ， 
从 Riemann 空间 中 除去 度量 性 质 ,只 保留 平行 
概念 , 仿 射 地 展开 一 种 几何 理论 ,这 种 几何 叫 作 
仿 射 联络 几何 (一 联络 ). 

Euclid 空间 的 直线 具有 其 各 点 的 切线 都 平 
行 的 性 质 ， 而 在 仿 射 联 络 几何 的 空间 内 也 可 以 
根据 这 个 性 质 定义 一 种 与 直线 相 类 似 的 所 谓 道 
路 ' 的 曲线 , 它 可 以 作为 某 种 类 型 的 二 阶 常 微分 
方程 组 的 积分 曲线 给 出 。 这 种 微分 方程 组 的 系 
数 确定 了 平行 性 ， 也 就 确定 了 仿 射 联络 。 Weyl 
发 现 了 那 种 使 道路 的 全 体 不 变 的 系数 变换 ， 就 
是 仿 射 联络 的 射影 变换 +， 研究 道路 或 仿 射 联 
络 在 这 些 变换 下 不 变性 质 的 几何 学 , 称 为 道路 
射影 几何 。 L. P. Eisenhart, O. Veblen 等 人 研 


究 了 这 种 几何 ， 射 影 联络 的 概念 就 此 产生 了 . 
与 此 相 类 似 地 ， 保 形 联络 的 概念 也 是 从 邯 查 
Riemann 空间 保 形 变换 * 的 研究 产生 的 . 

这 样 的 几何 一 般 地 不 能 看 作 是 Klein 意义 
下 的 几何 ， 这 是 因为 : 相当 于 Klein 意义 下 几 
何 中 的 合同 变换 的 变换 ,在 前 者 中 一 般 不 存在 ， 
即使 存在 ， 在 空间 内 也 是 没有 可 迁 作 用 的 。 因 
此 ,几何 学 除了 以 公理 为 基础 的 几何 之 外 ,还 可 
以 分 为 两 个 范畴 ， 即 以 群 概念 为 基础 的 Klein 
意义 下 的 几何 和 属于 Riemann 思想 范畴 的 几 
何 。 在 这 种 状况 下 ， E. Cartan 以 较 高 的 观点 
统一 了 Klein 和 Riemann 的 思想 ,构成 了 在 他 
的 意义 下 的 联络 理论 . 

在 空间 各 点 都 附 随 以 具有 一 定 基本 群 ( 结 
构 群 )G 的 Klein Ж.Х FRUZSIRICUUAS IRI) , EH 
邻 两 点 附 随 的 空间 之 间 给 出 使 它们 在 变换 G 下 
可 重合 的 法 则 ,这 个 法 则 叫 作 联 络 , 称 所 考虑 的 
空间 是 以 G 为 结构 群 的 联络 空间 ， 研 究 这 种 空 
间 的 结构 以 及 其 中 图 形 性 质 的 数学 分 支 叫做 以 
G 为 结构 群 的 联络 几何 .以 G 为 结构 群 的 Klein 
意义 下 的 空间 是 这 种 空间 的 最 简 情 形 ， 当 G 是 
Euclid 几何 的 合同 变换 群 时 ， 以 G 为 结构 群 的 
联络 空间 称 为 Euclid 联络 空间 ,Riemann 空间 
就 是 其 中 以 无 挠 率 为 特征 的 一 种 。 如 果 G 是 射 
影 ( 保 形 ) 几 何 的 变换 群 , 则 得 到 Cartan 意义 下 
的 射影 ( 保 形 ) 联 络 空间 ， 其 中 重要 的 有 所 谓 标 
准 射影 ( 保 形 ) 联 络 空间 ,它们 与 Veblen 等 所 研 
究 过 的 具有 射影 联络 、 保 形 联络 的 空间 本 质 上 
是 一 致 的 。Cartan 联络 的 思想 对 现代 微分 几何 
有 着 极其 深刻 的 影响 . 

在 曲线 C 上 一 点 P 处 的 切线 是 在 C 上 取 与 
点 P 邻近 的 点 0, 当 0 趋 近 于 P 时 直线 PO 的 
极限 位 置 ,所 以 它 在 P 点 的 周围 ,C 上 任意 小 的 
邻 域 中 就 可 以 确定 . 象 这 样 从 给 定 的 图 形 或 空 
间 一 点 处 的 任意 小 邻 域 都 能 确定 的 对 象 ， 则 叫 
作 局 部 的 (小 范围 的 或 微分 几何 的 ) 概念 (或 性 
质 )， 因 为 微分 几何 是 以 微分 为 主要 的 研究 工 
具 而 发 展 起 来 的 ， 所 以 ， 它 的 研究 多 为 小 
的 .与 此 相反 ， 与 给 定 图 形 或 空间 的 整体 相关 
联 所 确定 的 对 象 叫 整体 (大 范围 的 ) 概念 (或 性 
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质 ). 在 现代 的 微分 几何 中 ， 以 探讨 微分 几何 
《小 范围 的 ) 性 质 和 大 范围 性 质 之 间 的 关联 为 目 
标的 研究 ,引起 人 们 的 兴趣 而 非常 盛行 。 这 种 
观点 由 Blaschke 所 强调 ， 月 于 研究 卵 形 线 、 卵 
形 面 的 微分 几何 。 5. Cohn-Vossen 对 于 卵 形 面 
的 刚性 研究 是 属于 这 个 范围 的 ， 又 前 面 提 到 的 
关于 测 地 线 和 极 小 曲面 的 研究 中 也 有 很 多 是 属 
于 这 个 观点 的 . 

作为 Riemann 几何 和 联络 儿 何 基地 的 空 
[їй], 从 现代 数学 的 观点 来 看 就 是 微分 流 形 '。 但 
在 Riemann ВХ, Lie 群 论 以 及 拓扑 学 还 没有 
发 展 起 来 ,因而 Riemann 几何 只 限于 小 范围 的 
理论 .关于 联络 几何 ,包括 Cartan 的 研究 在 内 ， 
直到 1930 年 几乎 都 是 小 范围 的 研究 。H. Hop 
约 在 1925 年 才 开 始 对 Riemann 空间 的 微分 几 
何 结构 与 拓扑 结构 的 关系 进行 了 研究 ， 随 着 微 
分 流 形 概念 的 确立 ，Lie 群 的 大 范围 理论 的 进 
展 以 及 拓扑 学 的 发 展 , 促 使 陈省身 (5. S. Chern) 
于 1944 年 证 明了 维 的 Gauss-Bonnet 公式 ?和 
1941 4 W. V. D. Hodge 展开 了 调和 积分 ' 论 
的 工作 等 等 都 是 受 了 这 种 影响 ， 而 把 Riemann 
几何 作为 具有 非 退 化 二 次 微分 形式 的 微分 流 形 
的 理论 来 研究 ， 关 于 具有 基本 群 6 的 联络 几 
何 ,由 于 C. Ehresman 于 1950 年 的 研究 ,可 以 把 
它 看 作 微分 流 形 M 上 ， 以 G 为 结构 群 的 主 纤维 
从 ' 上 一 次 微分 形式 ( 即 联络 形式 ') 的 理论 ， 这 
样 一 来 微分 几何 ,不 用 说 与 Lie 群 ,拓扑 学 ,就 
是 与 古典 微分 几何 、 变 分 学 、 微 分 形式 论 , 代 数 
几何 、 多 变量 复 变 函数 论 等 许多 其 它 分 支 都 联 
系 起 来 地 发 展 着 . 

由 于 与 代数 几何 以 及 复 变 函 数论 相 联 系 ， 
对 复 流 形 ' 的 研究 盛行 起 来 , 随 之 对 微分 流 形 上 
的 复 结构 ?\ 殖 复 结构 + 等 的 研究 也 开展 起 来 . 联 
络 可 以 看 作 是 微分 流 形 上 的 一 种 结构 .现在 ， 
微分 流 形 是 在 微分 几何 与 拓扑 学 两 者 的 观点 下 
发 展 起 来 的 重要 研究 课题 ， 因 此 ， 微 分 几何 可 
看 作 是 给 定 二 次 微分 形式 、Finsler 度量 、 复 结 
构 、 联 络 等 等 特殊 结构 的 微分 流 形 的 理论 ,这 可 
以 说 是 现代 最 普遍 的 观点 . 

RARE MAGE, WORK, RERA 
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微分 流 形 (5 differentiable manifold 法 vari&é 
différentiable. £ differenzierbare Mannigfaltigkeit 

4А дифференцируемое многообразие 日 微 
分 可 能 多 样 体 ] 【局 部 坐标 】 设 M 是 拓扑 流 
形 +, 即 M 是 Hausdorff 空间 且 在 它 的 各 个 点 处 
都 具有 与 ” 维 Euclid 空间 А" 的 开 集 同 胚 的 
邻 域 ， 当 M 的 开 集 U 与 R 的 开 集 E 同 胚 时 ， 
WEU RMA U FI E А ФЕН CU, Ф) ШЕ 
M HERBIR (coordinate neighbourhood)， 设 R" 
的 点 w(p) (p € U) 在 В" 中 的 坐标 为 (x'(p)， 
sees a"(p)), ат, ++, zx" 是 U 上 的 实 连 续 函 
É, X n AMARGA G's e, a") Uf EAE AG 
PR (U , p) 中 M 的 局 部 坐标 系 〈local coordinate 
system), F (CP), ++, zx"(p)) MIES p Ж 
部 坐标 《local coordinates). п 维 拓扑 流 形 M 的 
坐标 邻 域 族 5 = {Uas ba) Joe a 叫 作 M 的 坐标 
ВЖ (system of coordinate ncighbourhoods), 如 
果 {U。)oe4 构成 M 的 开 覆 盖 . 

【微分 流 形 】 设 ” 维 拓扑 流 形 M 的 坐标 邻 
BAH S= {U。, dhe 对 于 属于 5 的 任意 
MIRDI (Uas be), (Uns Ф), WR U. YU SH 
Ф, W gsogz! 是 从 В" ВЖ Ф.О. N Ue) 到 
R" 的 开 集 w(Den wo) WAE. AR 的 坐 
标 (x'、…… ,x") TARRA Codi’) («у = 


Са 和 如果 
n RC HL РЕЖА а, p € 4 (但 
О.ПО, = 杂 ) 可 微分 > 次 (或 是 ( 实 ) 解 析 的 )， 
则 S 叫 作 Cr 类 (of clas C) (或 ( 实 ) 解析 的 
(real analytic)) ERBER ((H 1 < r < co). 
实 解析 坐 未 邻 域 系 也 叫 作 Ce 类 坐标 邻 域 系 . 
WR n 维 拓扑 流 形 M 具 有 С 类 坐标 邻 域 系 3 
CUB 1<r<o), WJM 55s ЮЙ (М, S) ШЕ 
n 维 Cr 类 微分 流 形 (differentiable manifold of 
class C), RUR С (类 ) 流 形 (1 < r <o). 
微分 流 形 也 叫 作 可 微分 流 形 ， 特 别 是 把 Ce 流 
形 叫 作 (SL) 解析 流 形 (real analytic manifold), 
PM% (М, S) 的 基础 拓扑 空间 (underlying to- 
pological space), 称 M 的 Cr 类 坐标 邻 域 系 3 确定 
了 拓扑 流 形 M 上 的 Cr (Ж) 微分 结构 (differen- 
tiable structure of class Cr) 或 者 说 确定 Cr 结构 
Qro), He C 结构 叫 作 〈 实 ) Ж 
析 结 构 Creal analytic structure). 基础 拓扑 空间 
是 紧 ( 仿 紧 ') 的 C YEER (HR) C 流 形 . 
4 (M , S) RE C B, (U , Ф) 是 M 的 坐标 邻 域 
P, S 与 (U, 由 ) 所 构成 的 并 集 SU (U , o) 仍 是 
MHL BRA MERELE CBW, RU QU, 
4) ne C dE CM , S) 的 Cr 类 坐标 邻 域 (coo- 
rdinate neighbourhood of class C'), 特别 是 属于 
S 的 M 的 所 有 坐标 邻 域 都 是 CAN. СМ, 5) 
的 C 类 坐标 邻 域 的 全 体 Š 是 包含 3 的 C IES 
标 邻 域 系 , F Š WE СМ, S) 的 最 大 С 类 坐标 
PRR. 

195,5 是 M 的 两 个 С 类 坐标 邻 域 系 ， 如 
RS — 5 sr, URS SS 在 M 上 确定 相同 的 
C 结构 ,也 说 C ЖЕ (М, S) 与 (M , 5) 是 等 
价 的 ， 特 别 值得 提出 的 是 (M, 5) 与 (M,3) 
是 等 价 的 C 流 形 。 如 果 S 是 C 类 坐标 邻 域 系 ， 
SEC 类 坐标 邻 域 系 <r <” < o), A 
Жп, WS 也 可 以 看 作 是 С 28 42 ўк 46 bk 
Ж. 在 这 样 设想 下 ， 如 果 3 与 8 确定 相同 C 
结构 , 则 说 由 8 所 确定 的 C 结构 从 属 《subor- 
dinate) 于 S 所 确定 的 С 结构。 如 果 M 是 仿 紧 * 
的 ， 则 可 知 总 存在 从 属于 M 的 C 结构 的 С” 结 
33 (Whitney[8]). 


【有 界 的 微分 流 形 】 ER 中 满足 条 件 * 
0 的 点 (x',…*,x") 所 构成 的 半空 间 为 H", 
AY 的 边界 用 ӘН" 表示 。 BLU, U E H 的 开 
Se, ? EM URU 中 的 连续 映射 。 设 有 包含 
U, U' R" tF Ew fü и" 以 及 从 Wr 到 WW' 中 
的 C' 类 映射 1, SRF UT ST PR, Ф 
AUPE SA U #J U” 中 的 С 类 映射 . 设 M 是 Hau- 
sdorff 空间 , {U。j。ey 是 M 的 开 复 盖 . 对 于 各 个 
U. 存在 从 U, 到 "的 开 集 上 的 同 胚 us 对 于 
U. U, > SHER а, В, 有 puoi! Bide 
(UN Us) FI pU TU, 的 С 类 映射 ,如 果 这 
些 条 件 成 立 , 令 S == {Uus de) bac ar WM 5S 
的 组 CM , S) 叫 作 有 界 (with boundary) 的 n $È 
Cr 类 微分 流 形 (或 称 具有 边界 的 C ЖИЮ). 
取 含 有 M 的 点 p W U., 如果 Ф. (p) RF H" 的 
边界 ӘН", W| p 叫 作 MM 的 边界 点 (boundary 
point)，M 的 边界 点 的 集 用 OM 表示 .OM 是 
n—1 维 拓扑 流 形 , 而 且 О, = U,n8M, ik 
be 限制 于 UV 上 的 映射 为 Ф., HJ S = ((U., 
4.))«4 是 OM 的 C ЖЖЖ. 因而 
(8M ,3S) 是 "一 1 维 C 流 形 , HEME (М, 
$5) 的 边界 (boundary)， 当 OM 是 空 集 时 ,(M ,5) 
就 是 Cr 流 形 。 在 这 个 意义 下 ，Cr 流 形 也 可 以 
说 是 无 边界 的 C 流 形 . 

【 流 形 的 定向 】 S= (U. ybe) haea 是 
MAY Cm BARBRA, (zl... x3) 是 U, 中 
的 局 部 坐标 系 。 假设 对 于 U.N U, UE U.N 
U, 多 ) 中 的 两 个 局 部 坐标 系 (x;,"… 325 
(b, р) ZA аф m FL DG = 
1, RR, HARTAR: D(F',..., 
F*)/DGah, +++, 22) 的 值 在 We 人 Us 的 各 点 处 
不 为 0。 Kika, P 取 什么 值 ， 如 果 能 选取 S 
使 上 述 函 数 行列 式 在 UNU, LÆRE, W 
称 M 是 可 定向 的 《orientable), 而 S 则 叫 作 已 定 
3095 ARAB BR Ж (oriented system of coordinate 
neighbourhoods). 

їй s= {Uas Ha) jaca UR S= (V, 
ФӘ} 是 两 个 已 定向 的 坐标 邻 域 系 。 如 果 M 
是 连通 的 ,这 时 在 U, 的 局 部 坐标 系 与 V, 的 局 
部 坐标 系 之 间 的 变换 函数 行列 式 对 所 有 的 о, 
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іо. ПУ, ((& UNV, = 多 ) 的 各 点 要 么 常 
取 正 值 ,要 么 常 取 负 值 ,二 者 必 居 其 一 。 取 正 值 
时 , 则 称 S S' 是 同 向 的 , 取 负 值 时 , 则 称 是 反 
向 的 .因此 , 当 M 连 通 时 ,已 定向 的 坐标 邻 域 系 
的 集合 可 分 两 组 ,属于 同一 组 的 同 向 ,不 同 组 的 
则 互相 反 向 。 把 各 组 叫 作 连 通 C” 流 形 M 的 定 
向 (orientation)。 对 于 可 定向 的 连通 流 形 M , 当 
指定 M 的 一 个 方向 时 ,M 阳 作 定向 流 形 (oriented 
maniftold)。 指 定 的 方向 叫 正定 向 (positive orien- 
tation)， 另 一 个 方向 叫 作 负 定向 (negative orien- 
tation). WMR S= (QU, be) Jaca 属于 正定 向， 
则 s 叫 作 正 坐标 邻 域 系 ,(U。, bo) 所 确定 的 局 
部 坐标 系 叫 作 正 局 部 坐标 系 . 

【可 微 函数 】 设 pe U, f 是 在 M 上 点 
邻 域 中 定义 的 实 值 函 数 ,(U, p) 是 C” Ae 
38. ПЕ К" 的 点 ФСР) 的 邻 域 所 定义 的 消 
数 jod-! 为 > 次 连续 可 微 (1 < r < оо), ШЖ 
TEA PEC 类 的 . 这 个 定义 与 C” 坐标 邻 
RU, Ф) 的 取 法 无 关 ， їй (О, Ф) 确定 的 M 
的 局 部 坐标 为 《x!,… ,x")， 则 存在 变量 的 
函数 C, , ит), 对 于 p 的 邻 域内 的 任意 点 
q, 169) = 1G), +++, n GO) 成立， 用 记号 
f= flat, +++, RRA. BTS HER PEC 
类 的 ,不 外 是 f(x',…， x") 在 R" 的 点 (x'(p)， 
+++, x"(p) ) 的 邻 域 中 是 С 类 的 ， 如 果 在 M 上 
所 定义 的 实 值 函 数 f 在 M 的 各 个 点 都 是 C 类 
的 , 则 了 叫 作 M 的 Cr 类 函数 (function of class 
C)(1 < r < оо). 

【 切 向 量 】 以 下 的 叙述 对 于 C RI (r tE 
意 ) 也 成 立 ,但 是 ,为 了 简单 起 见 , 仅 就 C" 流 形 
来 考虑 .并 且 表示 C' 流 形 时 ,习惯 上 把 (M 5) 
RSS 省 去 而 只 写 M , 今后 就 按 此 惯例 来 写 ，M 
上 的 c= 类 函数 的 全 体 所 组 成 的 实 线性 空间 ， 
用 SOM) 表示 .所 谓 在 M 上 点 ?处 的 切 向 量 
(tangent vector) 是 从 SCM) 到 R 的 线性 映射 
L, 对 于 SCM) 的 任意 函数 1,8 有 

L(fg) = LOE) + СР) Св) 
成 立 。 对 于 在 点 ”处 的 切 向 量 L, L 和 实数 
Ing das HEM L.L, + Lo 如下: 
GL, + А) = aL) + aL). 


的 
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fe S(M). 

那么 ， 点 ?处 的 切 向 量 全 体 构成 一 个 实 线性 空 
їн] T,. T, RETE Р 处 M 的 切 空间 或 切 向 量 空 
fE) (tangent vector space)。 切 空间 的 维 数 等 于 M 
的 维 数 ，M 的 切 向 量 全 体 构成 以 M 为 底 空间 的 
向 量 从 + 〈 一 纤维 从 )， 这 个 向 量 丛 叫 作 M 的 切 
向 量 从 +. 

属于 T, 的 线性 无 关 的 ”个 向 量 的 有 序 集 
叫 作 在 点 如 的 切 r 标 架 (tangent r-frame), 但 
бєл. MEY r 标 架 的 全 体 也 构成 以 M 为 底 
空间 的 纤维 从 ( 切 r PRA). 

【函数 的 微分 】 对 于 M 上 的 С” 类 函数 f, 
KAT, 到 R 的 线性 映射 dfs 由 

4,01) = LG) 
жел. df, WE f ZEA Р 的 微分 (differential)。 
函数 微分 的 全 体 构成 T, 的 对 偶 空间 TF. 

【可 微 映射 】 设 ? 是 从 C” 流 形 M 到 C” 流 
JÉ M' 的 连续 映射 。 对 于 M 上 的 任意 C" 类 函 
fl, 如 果 M 上 的 函数 Гоф 是 CS ЙО, ДФ Ц 
PE Cr 类 可 微 映射 (differentiable mapping of class 
Cr) 或 简称 为 C' 类 映射 (1 < r < co). ШЖ 
9 是 从 M 到 M' LPAR, HES o BEC 
2809, ij P nue. Cr БЕ (diffeomorphism 
of class Cr), JAM F] M” ЕЙ) Co 类 微分 同 胚 
存在 时 , 则 称 M 与 M' ЖА И LEER (diffcomor- 
phic). 

【映射 的 微分 】 设 P 是 从 M 到 M 的 C 
映射 对 在 M 上 点 ?的 切 向 量 上 , 则 有 在 ФСР) 
的 M'i L” FE 

L'(g) = L(g°@), g€ S(M”) 
和 它 对 应 ,对 应 工 — L' 用 dpp 表示 , 叫 作 在 点 
р 处 映射 Pp 的 微分 (differential of a mapping Ф). 
微分 dp， 是 从 在 点 了 上 M 的 切 空间 Т, 到 点 
eG) 上 M' 的 切 空间 Toan 的 线性 上 映射， ШЖ 
de, 是 一 一 陵 射 ， 则 称 映射 『 在 点 ?是 正则 的 
(regular), 如 果 在 M 的 所 有 点 正则 , RU e mie 
MF) м' ФА! (immersion), MAP 8 
入 且 是 一 一 映射 ， 则 8 mfEM Я] М' 中 的 嵌入 
(embedding, imbedding). 

【 子 流 形 】 所 谓 C” ИИМ Се HUE M° 


的 子 流 形 (submanifold)， 指 的 是 作为 点 集 来 说 
M M' 的 子 集 , 且 从 M 到 M “中 的 恒 等 映 射 是 


. MJ M "中 的 嵌入 ， 如 果 M 的 拓扑 与 M 作 为 M” 


的 于 空间 的 拓 掉 一 致 ， 则 对 叫 作 M' 的 正则 子 
Ж (regular submanifold), 又 当 M 是 M’ 的 闭 
жы, MIPE M’ 的 闭 子 流 形 (closed submani- 
fold). n {ЖЖ С" 流 形 与 zw 十 1 维 Euclid ах 
DAT FICC AE (Whitney 定理 ). 

如 果 M 是 Euclid 空间 R" 的 子 流 形 , 则 在 
M 的 点 p 处 和 M 的 切 空间 相 正 交 的 R” 的 向 量 
ПЕМ 在 点 ? 处 的 法 向 量 (normal vector), M 的 
法 向 量 全 体 所 构成 的 以 M 为 底 空间 的 向 量 丛 ， 
称 之 为 法 从 (normal bundle), 如 果 M 是 紧 的 , 则 
存在 正 数 e, KENT e 的 法 向 量 全 体 构成 M 
ER" 中 的 开 邻 域 , 这 个 开 邻 域 叫 作 M 的 管状 
邻 域 (tubular neighbourhood), 

【向 量 场 】 所 谓 在 M 的 子 集 N 上 定义 的 向 
Bih (vector field) 指 的 是 把 N 的 各 点 ?对 应 于 
在 P 上 M 的 切 向 量 X, 的 对 应 X. X 可 以 看 作 
是 M 的 切 从 在 N 上 的 截面 '， 设 在 ?的 坐标 邻 
IRU, PDRB ERRA, esa") WEU 
的 各 点 ?由 


(0/82),f = ŽE $), 
Ox! 


f€5(M), 
所 定义 的 = 个 切 向 量 构成 T, 的 基 ， 因 而 在 M 
上 定义 的 向 量 场 X， 在 器 的 各 点 ?处 可 以 表示 
为 


i= ln 


X, = У £GY(/0x,. 


EG 1, cns n) МЕА X ET Gs ++, 
=") FISHER component). ААВ E HUE С 
类 函数 (0 < оо), Rx nf C" 类 向 量 声 
(vector field of class Cr). 设 在 点 ?的 另 一 局 部 
MERA Gs E) LFA IER x f 
лар, 则 在 P 的 邻 域 各 点 9 有 

EO = 2/08), EC. 


Sich (02/80: 是 坐标 变换 的 函数 行列 式 ， 以 
后 ,我 们 所 考虑 的 向 量 场 都 假定 为 Cm 类 的 ，M 


上 的 С" 类 向 量 场 的 全 体 用 ХМ) 表示 . 当 X， 
Y€X(4), f; gE SCM) NH, fX + gY dà 
X + ВУ), = 1G2X, + PY, 
所 定义 ，X(M ) 构成 以 SCM) 为 作用 域 的 加 
法 群 '， 在 点 ?的 坐标 邻 域 (U,w) rh, X 表示 
为 
X= У) '(Ә/Өх'). 


其 中 8/8x: 是 使 品 的 各 点 ? 与 (8/8x'), 相 对 应 
的 U 上 的 向 量 场 ， 上 式 的 右边 有 时 也 叫 作 向 量 
H X (ILS (symbol). 

对 于 任意 的 1e SCM ), 如 果 规定 Xf€ S(M) 
в СХС) = x, 所 定义 ， 则 x 是 线性 空间 
SCM) 的 线性 算 子 . 在 坐标 邻 域 (DU, d) 


Xf = У) 801/02, 
X 不 外 是 M 上 的 一 阶 微分 算 子 〈first order diff- 


erential operator). 


E X, Y ARI PEAS PR BIR (О, p) rh, 
如 果 X = У) #'(Ә/дх'), Y = У) n'(8/8x'), 
T 7 
则 唯一 存在 关于 《x?，，……, 20) R92 REL, BD 
ü = У) (848mi/Bxt 一 m4051/8x*) 所 给 定 的 向 

T 


量 场 .这 个 向 量 场 用 [X, Y 1] 表示, 称 之 为 X,Y 
的 Poisson 括号 式 或 简称 括 SR (bracket), 
IX, Y] 可 表示 为 


Us 一 于 (对 (Son/8n 
NS 
— 1t08'/0x*)) (8/81). 


疝 量 场 的 括号 积 具 有 下 列 性 质 . 

1) [X, YM = XCYf) — Y(CXD, 

2) ИХ, gY) = fel X, Y] + f(Xg)Y 
= (Yx, 

3) IX - Y,Z]1 — IX, ZI - Y, 21, 
ІХ. Y -Z] = [X, Y] + (X, Z], 

4) (X, Y] = —[Y, X), 

5) (IX, Y], Z] + (LY, Z],X] + 12, 
X), Y] = 0 (Jacobi 恒等式 (Jacobi's 
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identity). 

从 上 列 关系 式 可 知 XCM) BR 上 的 Lie 
代数 《一 Lie 代数 ). 

Ee EMM F M’ OR IAIN, “4 х 是 M 
上 的 向 量 场 时 , M” 上 的 向 量 场 pX 可 用 

(феХ), = dp XO), p= (9) 

来 定义 。 ps BM Lie 代数 ХОМ) 到 Lie 代数 
X(M') 上 的 同 构 对 应 . 

【向 量 场 和 单 参数 变换 妖 】 所 谓 M 的 单 参 
数 变换 群 (one-parameter group of transforma- 
tions) 是 满足 下 列 条 件 的 M 的 微分 同 胚 pur € 
民 ) 的 族 : 1) H Ce, p) e GO 定义 的 从 Rx 
M 到 M 中 的 映射 是 C” ISBN 2) ioi pen. 

关于 单 参数 变换 群 p,, 对 在 M 的 各 点 ?的 
切 向 量 X, 可 由 

Xof = lim fce C) — IG) 

来 定义 ， 由 对 应 p X, 给 定 的 向 量 场 X 叫 作 
p: 的 无 穷 小 变换 (infinitesimal transformation), 
也 可 以 说 单 参数 变换 p 是 由 无 穷 小 变换 X 生 
ЖО. p 有 时 用 记号 expzX RR, …， 
x") 是 局 部 坐标 系 , 则 在 坐标 邻 域 的 各 点 p 有 

X, = У (drilo Cp) )/ dt) eol 0/0x),. 


如 果 M 是 紧 的 ， 则 M 上 的 任意 向 量 场 是 单 
参数 变换 群 的 无 穷 小 变换 ,但 一 般 不 是 这 样 . 然 
而 就 局 部 来 讲 , 下 述 事实 成 立 : 即 当 X 是 M 上 的 
向 量 场 时 ,对 于 M 的 点 p, FE P RERU, E 
Sie VAR AU FIM ЙОВА ЗЕ ФС < e), B ili 
足下 列 条 件 : 

1) 由 (1,p) 一 e GO SE XRSJA(— 6,6) XU 
到 M 中 的 映射 是 Се 类 的 ,而 且 对 各 个 t, o, 是 
从 UU 到 M 的 开 集 pU) 上 的 微分 同 胚 。 

2) 如 果 Is] del sls + :| 中 的 任何 一 个 都 
ЛҒ е, 8.40, (4) 60, Й) pala) = 
Ф, СФ:(9)). 

3) Хај = lim (f(o.(q)) — 1€4))/t, 

(fe S(M),4q € U). 
这 样 的 p, 叫 作 由 向 量 场 X 所 生成 的 \ 在 ”周围 


的 局 部 单 参数 变换 群 (local one-parameter group 
of local transformations). 
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设 X,Y 是 MY 上 的 向 量 场 , 则 在 M 的 各 点 ? 
[X, Y], = im (Y, — Сор) У)0/е 


PRI. 这 里 p, 是 由 X 所 生成 的 \ 在 p 周围 的 局 
МОЧА ВЕ, (Ф). 是 把 Y 限 制 于 ”的 
邻 域 0 上 所 得 到 的 向 量 场 ， 再 对 它 实 行 从 忌 到 
QU) 的 微分 同 凸 ;的 变换 后 在 上 的 向 量 
场 .要 注意 到 下 列 事实 : 由 于 qo 是 U 的 恒 等 变 
Ж, 所 以 1z| 充 分 小 时 ,党 有 pe CU), RE 
式 右边 的 极限 是 对 向 量 空间 T, 的 拓扑 结构 而 
言 的 极限 . 
特别 是 当 X 是 M 的 单 参数 变换 群 的 无 穷 小 
变换 时 ,对 于 M 上 的 任意 向 量 场 Y, 常 有 
IX, Y] = lim(Y — (904Y/r. 


【 张 量 场 】 设 在 M 上 点 ”处 的 切 空 间 Т, 
上 ， 由 了 阶 反 变 * 阶 共 变 张 量 所 构成 的 线性 空 
间 为 


тө = (@ r,)e (@ тг), 


这 里 т} 表示 T, 的 对 偶 线性 空间 〈 一 线性 空 
TH. 所 谓 在 M 的 子 集 N 上 定义 的 r 阶 反 变 s 
Pr SARA MEH tensor field)( 或 (7 , ЖКН) 
指 的 是 对 于 N 的 各 点 有 Тур) 的 元 Ks 与 之 
对 应 的 对 应 K。 特别 是 当 > 一 :一 0 时 , 天 是 
N 上 的 实 函数 ,这 时 天 叫 作 数 量 场 (scalar field), 
当 r 一 1,* 一 0 时 ,K 就 是 向 量 场 ,有 时 也 叫 反 
变 向 量 场 (contravariant vector field), Sir = 0, 
5 一 1 时 ,天 是 共 变 向 量 场 (covariant vector field), 
MrAzA0,s— 0, 或 一 0,5 关 0 时 ,天 分 别 
Wf r 阶 反 变 张 量 场 , * 阶 共 变 张 量 场 . 反 变 
或 者 共 变 张 量 场 天 在 各 个 点 ?上 ,如 果 K， 具有 
对 称 ( 或 交代 ) 张 量 的 性 质 , 则 K 叫 作对 称 ( 或 交 
代 ) 张 量 场 (symmetric (alternating) tensor field) , 


ЖЕМ E 8 p АА (О, ф) 中 ,如 果 局 
部 坐标 系 为 (x*',……，*"), 则 在 UU 的 各 点 2 的 微 
分 (dz) (i = 1, 77,0) 给 出 Т, 的 对 偶 空间 


TH AH, 7 的 基 ((0/8xz'),,---, (0/8z"),) 
与 TH ROH (2х1), 5777, (dx"),} 互相 对 偶 . 因 
而 在 M 上 定义 的 (r,s) 型 张 量 场 K 在 U 的 各 点 
可 表示 为 


к, = E Kit (p) (8/059), 
(8/81), ах"), Ә-Ә (алі). 
КУ Ср) ШЕЕ РАБА (ат, n ат) К 
EK 的 分 量 (component). 如 果 天 的 各 分 量 是 
C: Ж (0 < : < co) BR, MK nue Ct 类 张 量 
$Ë (tensor. field of class C'). 
设 在 点 Pp 的 另 一 坐标 邻 域 (U', ^) 的 局 部 
ERRI, e, z"), 关 于 这 个 坐标 系 K 的 分 
ЯЕ ОПО" 的 各 点 q, 它们 的 关系 


D- 2098), (©) 
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HIM БаР SERE, Ls HIM K,+ L, 
URR K,O L, 对 应 地 给 出 M 上 的 两 个 张 量 场 
к, йк 十 虐 以 及 积 K@L。 也 可 同样 地 
来 定义 张 量 场 的 缩 约 . 

it P EMME) M "的 微分 同 胚 ， 则 dps 是 
M T, FI Т,(р = ф(4)) 的 同 构 , 因 而 (dp), F 
出 从 Т) 到 Ту») 的 同 构 〈 一 线性 空间 ). 
把 这 个 同 构 写成 us 对 于 M 上 的 张 量 场 K， 可 
由 

(ФК), = (Ks p= Pla) 
给 出 M 上 的 张 量 场 @K. e OR AS 
积分 别 映射 为 和 与 积 ,保持 缩 约 和 可 换 性 . 

【 张 量 场 的 Lie 导数 】 设 X 是 M 上 的 CT 
类 向 量 场 ,为 了 简单 起 见 , 设 X 是 M 的 单 参 数 变 
ЖАРЕ p. 的 无 穷 小 变换 ， 如 果 玉 是 M 上 的 任意 
с” 类 张 量 场 ， 则 M 上 的 C” 类 张 量 场 LxK 
由 

CxK) = lim(K, — (ФК) 

确定 。 LxK 叫 作 K 对 于 向 量 场 X 的 Lie 导数 
(Lie derivative). IFRA X ELARRE 
p: 理解 为 由 X 生成 的 , ”周围 的 局 部 单 参数 变 
换 群 ， 则 完全 可 以 同样 地 来 定义 LK (一 [向 
量 场 ]). Lx 具有 下 列 性 质 . 

1) Lx(K + K') = LyK + LK’, 

2) Lx(K@K’) = (LxK)@K’ 


+ K@(Lxk"), 

3) L, 是 可 缩 约 和 可 换 的 ， 

4) WR 是 数量 场 , 则 Lxf 一 Xf。 如 果 
Y 为 向 量 场 , 则 LxY = DX, Y, 

5) Lixy: = LyLy — LyLx, 

6) KE mw 下 不 变 , 即 BK 一 对 于 所 有 
的 :都 成 立 ,这 个 事实 与 LxK = 0 SH. 

【 共 变 张 量 场 与 $CM)- 加 法 群 KM) 的 
SPM] 设 K 是 M 上 С” 类 的 r 阶 共 变 
张 量 场 ， 由 于 在 M 的 各 点 处 K, Æ TO 
@T (55, 所 以 K。 可 以 看 作 是 从 T, 到 尺 的 
7 线性 映射 《一 线性 空间 )， 如 果 X, +++, X, 
是 向 量 场 , 则 数量 场 ECX ++ +X, K(X 
tty X,), = K, ((X,),, nt (Xp) KAE. 
QU, tt X) > K(X, +++, X) EMF CM) 
ЮП X(M) 到 S (M) 的 "线性 映射 : 
BO K(X, s JX, gYo +++, X) = IK(X,, 
Хн X) + КОХ Ут X,) 
G1, e, nf g6S(M)) 成 立 反之 ,从 
XCM) 到 SCM ) 的 任意 r 线性 映射 ， 象 上 面 那 
样 可 从 适当 的 > 阶 共 变 张 量 场 求 得 ， 因 此 ,> 
阶 共 变 张 量 与 从 XCM) 到 SCM) 的 r 线性 映 
射 可 以 看 作 是 相同 的 。 在 K 是 对 称 (或 交代 ) 的 
WEF, КОХ е X) XT Xo cs XL 
对 称 (或 交代 ) 的 。 对 于 天 的 Lie 导数 LAK, 有 

(LxK)(X,, +++, Хх) 

= X(K(X,, +++, X,)) 

— У) KQOG (X, Xr X) 


£e 


War. 

[Riemann 度量 】 ike 是 M 上 的 2 阶 对 称 
共 变 张 量 , go 是 急 空间 T* 上 的 对 称 双 线性 型 . 
如 果 g, 在 各 点 ? AERE (non-degenerate), 则 2 
阶 对 称 张 量 8 叫 作 Riemann 伪 度 量 (pseudo-Ri- 
emannian metric); 如 果 g, 在 各 点 是 正定 的 ， 则 
g 叫 作 Riemann 度量 (Ricemannian metric). 如 
果 在 M 上 给 定 Riemann 度量 g, 则 切 向 量 工 的 
KEE ILI h [LI = g (L, L) 确定 ， 在 仿 紧 
流 形 上 常 存在 Riemann 度量 ， 具有 一 个 Rie- 
mann 度量 的 流 形 叫 作 Riemann 流 形 (Ric- 
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mannian manifold) (Riemann Ў). 

【微分 形式 】 C 类 的 r 阶 共 变 交 代 张 量 
3⁄ (0 < : < co) UEC RN r KRIER 
(differential form) 4b, NY Sh i 4Y FE sÉ (exterior 
differential form). 7 叫 作 这 个 微分 形式 的 次 数 
《degrec)， 由 于 在 一 点 ?的 + 阶 共 变 张 量 是 73 


的 ”个 外 积 人 т} 的 元 ,所 以 ， 次 向 分 形式 是 


使 各 点 p 5 ATE 的 元 o, 相对 应 的 对 应 .又 
名 也 可 以 看 作 是 从 XM) 到 SCM) 的 + 交代 
线性 映射 。 特别 是 一 次 微分 形式 也 叫 作 Pfaff 
形式 (Pfaffian form). 设 坐 标 邻 域 (U,y) 中 的 
ERRA (ай, 00052"), GF Gn, (i = 1， 
зә n) 在 品 的 各 点 构成 TF AVAL, ВНД e dE 
U 上 可 唯一 地 表示 为 

w= S asa pdx phere Абант), 


对 于 任意 > 个 指标 Go Sj) (1 < i < n), 
如 果 在 Go eeto i) 中 有 相同 指标 重复 出 现 ， 
Wlaj,.,, 一 0. 如 果 (ju……，j) 中 指标 都 不 相同 ， 
则 可 令 oj = CRNAs ЖН Gottes i) 
是 按 (iu i) 的 大 小 顺序 排列 而 成 ,sgno Ж 
示 置换 orig tig k= l, ns r) 的 符号 ,这 
时 ,可 以 表示 为 

oni > tie GI Nor ING, 
аз o (07) Hk TR. a.i, Ж С' 类 时 ， 
Rl o С 类 的 ， 由 满足 wy v 0 的 点 ?构成 的 
M 上 子 集 的 闭 包 叫 作 微分 形式 o 的 支 集 Cup 
port, carrier). 

以 后 ,如 不 特别 声明 , 则 只 考虑 С” 类 微分 
ER. MERC 类 "次 微分 形式 构成 的 实 线 
性 空间 用 СМ) 表示 ， 若 比 M 的 维 数 大 , 则 
9'(M) = {0}. 

对 于 С" 类 微分 形式 可 以 定义 各 种 运算 

D 外 积 ， 设 o, 0 为 + 次 和 :次 的 微分 形 
R. 则 r 十 :次 微分 形式 o AO ERA Р БИН 

Со ЛӨ), = o, A6, 
给 出 . оЛещЕо 与 6 的 外 积 (exterior pro- 
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duct), WR Xo +++, X... 是 向 量 场 , 则 
(eA0)(X,, +++, X...) 
= У) Geni: ЫХ, ХХ, Xa) 


a 
k, eek, 


其 中 的 和 是 关于 〈1,，…，* + ғ) 的 所 有 划分 
Gs ttt ds Cis cr KORARI, sen Gs AE 


ERO, eir Hs) Gus Rott k) 
的 符号 ， 特 别 是 当 ose o, 是 一 次 微分 形式 
时 ,有 


Со Л е Ло, н X) = dei(o(X))) 
成 立 . 
š) 外 微分 ， 设 中 是 r 次 微分 形式 ， 当 


о, = (5) У) os Gr) A AGO, 
BJ, r 十 1 次 微分 形式 do 由 
бао), = (E)E dos) A ar) A ee 


лба), 
定义 ， dw 也 作 由 的 外 微分 (exterior differen- 
tiation), 4 dw 一 0 时 ,w 叫 作 闭 微分 形式 (clo- 
sed differential form). deo 形 的 微分 形式 叫 作 恰 
当 微 分 形式 (exact differential form). 对 于 a, 
5&€R, о, o Є® (M), 有 d(aw + bo) = 
ado + bdo’, 因而 r 次 闭 微分 形式 和 恰当 微分 
形式 的 全 体 @'(M) 以 及 ECM) Æ NM) 的 
线性 子 空间 ， 设 Ху, Ху 是 M 上 的 向 量 
场 , 则 外 微分 do 为 
CoCo Dm 


* XoQX, +++, Rr X) 
+ У) (HX, X, Xs, 


[EH 

fs Rs Хы), 
其 中 £ katie ^ 下 的 变数 被 略 去 的 记号 . 

i) 向 量 场 的 内 积 . 设 X 是 向 量 场 ,是 
r 次 微分 形式 (> 1),RJ > 一 1 次 微分 形式 
以 X)w 由 公式 
(Xo) Xie Х,а) m |(X Xt X 
KEM. Мо 0 次 的 , 即 数量 场 时 RNS 

A(X)w = 0. 


微分 形式 (Х)о Wife X 与 o 的 内 积 interior 
product), 
iv) Li 导数 . 设 o JE r KM, o ff) Lie $ 
M (Lie derivative) Lxw 是 由 
(L<xe)X(X,,--.,X,) == ХСХ, X2) 
— У) oQG XX, 2 X) 


所 确定 的 7 次 微分 形式 . 

v) RP EMME M’ HC RRA, M T, 
到 Tyo 的 线性 映射 (de )， REOS 88k 3312 pF. 
BU OF EM Tzu) Bl TF 的 线性 映射 且 满 足 条 件 
((49),L,a) = (L,ppa),(L € Ty, a€ Tft). 
由 е; 所 定义 的 从 A T$) 到 A T? 的 映射 仍然 
用 中 表示 ， 当 w 是 M" 上 的 7 次 微分 形式 时 、 
MEH r KADER e*o 可 由 

(фео) = prog PEM 

KEX., o*o Weg e 16 M' 上 的 微分 形式 。@ 
引 到 M 上 的 还 原 (pull back). 

以 上 这 些 运算 之 间 有 下 列 关 系 。 

1) dlw A0) = do NO 十 (一 1)ro 和 da6( 但 
о ж"), 

2) d = 0, W ddo) = 0, 

3) фе (о ЛӨ) = фео Лр" Ө, ф*(20) = 
d(p*e), 

4) 2,0 Л0)= (Ly) A8 + ЛС), 

5) Lx = «(04 + de(X), Ly (do) = 
ахо), 

6) Li = LxLy — LyLy (EX, Y]) = 
LyiY) ~ Y)Lx. 


[de Rham 上 同调 群 】 设 UM)== Som) 
= 


(n EM HERO, WDM) 可 以 看 作 是 以 4 5 
上 边缘 算 子 + 的 上 链 复 形 {( 一 链 复 形 )， 这 个 上 
链 复 形 的 r HE LIB HOD) 表示 , MEM 
的 + 维 de Rham 上 同调 群 (de Rham cohomo- 
logy group) RU ”次 闭 微分 形式 的 全 体 @"(M )， 
由 前 节 2) фа = 0 这 个 事实 可 知 ， 它 包含 
次 恰当 微分 形式 的 全 体 @(M ). 可 以 定义 + 维 
de Rham 上 同调 群 为 H'(9) = O(M)/E(M) 
(0 < г< »),i DAM, MR wE OCM), 0 € 


(M), lllo A8 € @ (M). Mw € @(M ),0 € 
€ (M )GK o € (M), 6€ G(M)), Rl o A8 € 
CHM), 因此 , 当 HO) = X HO) GER 


时 ,对 于 Lo] € HCD), 10) € FC) ж X [o] - 
160] = [Л], 从 而 在 HCD) PE XT RR, 
关于 这 个 乘积 , HO)AR R 上 的 代数 , 称 为 M 
的 de Rham 上 同调 环 (de Rham cohomology 
ting). 

【单位 分 解 】 UEM 是 仿 紧 的 C" 流 形 ， 
(ihe 是 M 的 局 部 有 限 的 * 开 覆盖 ， 而 且 各 个 
V, 的 闭 包 是 紧 的 ,这 时 对 于 各 个 i 在 M 上 存在 
C" 类 函数 二 且 满 足下 列 条件 .1)0<f; < 1,2) 6, 


южышт V h, з) DG 一 1 Ge 


M). GXIS Cf doer MUP SAR TIF Ж (V.) 的 
Cr 类 单位 分 解 (partition of unity of class С”), 
【微分 形式 的 积分 】 i) 定向 流 形 上 的 积 
分 ， 设 M 是 仿 紧 的 定向 ЖЕ С” НЕ, о EM E 
具有 紧 支 集 的 ”次 微分 形式 ， 则 可 定义 号 在 M 
上 的 积分 ， 可 选取 M 的 正 坐 标 邻 域 系 S= U., 
ba) Sac ar 使 之 满足 下 列 条 件 , 即 各 U, 是 紧 的 ， 
{Uhca UIS La vs ME MA bU.) 
是 立方 体 ， 它 的 面 与 К“ 的 坐标 面 平 行 。 首先 
劣 虑 w 的 支 集 包含 于 某 避 的 情形 ， 这 时 ， 
Огу 是 立方 体 Ф.Ш) 上 的 具有 紧 支 集 的 
次 微分 形式 , 它 可 唯一 地 表示 为 ($5)*w 一 
adxr' 人 …* 人 dr"。 JEP (i^ x") 是 R" 的 坐 
PRR xh = rioga (i= 1, 0), W (zo 
+++, x2) BERR o 在 M 上 的 积分 由 
СУ 
KEM. WFAN о, WR Luca BAG 
于 人 M 的 开 覆 盖 (Us Soca 的 单位 分 解 , 则 fao 的 


支 集 包含 于 U. 中 ,并 且 除 有 限 个 “ Ж, fuo = 
0. 因此 ,在 M 上 的 积分 可 由 


"e 


来 定义 。 可 以 证 明 土 面 定义 的 积分 与 3 的 选 法 
XX. 


йл s 


i) 在 奇异 链 上 的 积分 . ER PRIERM 
RAG! >), 设 原点 为 do, 第 i 坐标 轴 上 
的 单位 点 为 di。 以 dos dist- ›4, 为 顶点 的 定向 
т Ф (oriented r-simplex) (dodi, ** ,d,) Й] 5" 
表示 , 当 把 8 看 作 点 集 时 记 作 157]. ДА 1571 的 
邻 域 到 M 的 С” BRAT P 5 5 的 组 CS, Ф) Ш 
作 M 的 定向 С” 类 奇异 r BH (oriented singular 
r-simplex of class C”). ARAE C 类 奇异 
z 单 形 的 整 系数 (或 实 系数 ) 的 线性 组 合 
€ = У miS, wm € ZR m, € R) МЕМ 


的 С” 类 奇异 r 链 (singular r-chain of class С”), 
Ho EM Eft r 次 微分 形式 ， 则 фто E R h 
lg] 的 邻 域 的 次 微分 形式 , 它 可 表示 为 p*w 一 
adi Л Adz", о (57, p) 上 的 积分 ,由 


PC 
(ue 


来 定义 ， 当 r 一 0 时 ，w 是 M 上 的 函数 ，5 是 
A о, 这 时 积分 由 


j e= E molo) 


来 定义 ， 由 M 的 实 系数 С” 类 奇异 7 链 构 成 的 
实 线性 空间 记 作 CCS, R). KMD BK 
在 C 上 的 积分 值 记 作 (С), e Ж С,(5, R) 上 
的 线性 函数 ， 可 以 把 它 看 作 是 Co 类 奇异 "上 
链 (singular r—cochain of class С”). 

[Stokes 公式 】 i) BDA n HEC” WOEM 
的 域 '，6D AD WAR, D 是 D WAR. it 
5 一 {(U。, Ф.)) а TEM AY C" 类 坐标 BIR Ro 
UND =U., Ф, 在 VU 的 限制 下 为 4,T 一 
AUas Deca 对 于 适当 的 S, 如 果 ( 万 ,7) 是 
具有 边界 的 C” 流 形 时 , 则 DD 叫 作 具 有 正则 边界 
3 (domain with regular boundary). (D, Т) 的 
边界 0D 是 M 的 п 一 1 维 闭 于 流 形 ， 当 M 可 定 
向 时 ，8D 也 是 可 定向 的 ， 设 M 为 仿 紧 且 可 定 
向 的 ,D 为 具有 正则 边界 域 ,C 是 D 上 的 定义 函 
数 ( 即 C(p) = 1(p€ D), ССр) = ((p&D)). 
in 6 是 M 上 具有 紧 支 集 的 ”次 微分 形式 ， 则 
9 在 D 上 的 积分 由 


eho 


=Í awaqa 
э" 
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来 定义 ，6D 的 定向 由 M 的 定向 自然 地 确定 ,对 
于 M 上 具有 紧 支 集 的 ”一 1 次 微分 形式 中 有 


f, t= oie 
成 立 。 其 中 i 表示 从 OD 到 M 中 的 恒 等 映射 。 
这 公式 称 之 为 Stokes AR. 
i) 设 C 是 M 的 C” 类 奇异 + 链 , OC 是 C 
的 边界 ,w 是 M 上 的 + — 1 次 微分 形式 , 则 有 


je 


成 立 ， 这 也 叫 作 Stokes 公式 (Stokes's formula), 

[de Rham 定理 】 设 M 是 仿 紧 的 ,。 看 作 
是 奇异 上 链 (singular cochain), Stokes 公式 写作 
(dw) (С) = «(9С), 1658 4 表示 奇异 上 链 到 
的 上 边缘 算 子 。 Vo R r 次 闭 微分 形式 ,C 是 
C" 类 奇异 7 闭 链 ，[w],[C] 分 别 表示 以 o, C 
为 代表 的 de Rham 的 上 同调 类 与 奇异 同调 类 ， 
则 由 Stokes AR, [e], [C] MARA 


(wl, tcp = f o 


给 出 。 通过 内 积 得 到 M 的 de Rham 上 同调 群 
H'(9) 与 M 的 实 系数 奇异 上 同调 群 H'(M , R) 
同 构 , 又 de Rham 上 同调 环 H(9) 与 奇异 上 
同调 环 H*CM, R) 同 构 。 ХЕ de Rham 
定理 (de Rham’s theorem). 

【体积 元 素 ， 向 量 场 的 散 度 】 BME n tE 
定向 C“ 流 形 ,是 M 上 的 = 次 微分 形式 ， 如果 
Gt ores a). 是 正 的 局 部 坐标 系 , Шо 在 坐标 
邻 域 中 可 唯一 地 表示 为 

w == айх! Л ++ + № dx", 
а EIEH TERY , W| o ПЕМ ЗЕ Ж (volume 
element)。 如 果 M 是 仿 紧 的 , 则 在 M 中 必 存 在 体 
积 元 素 (注意 , ” 维 流 形 M 的 可 定向 性 与 M 上 到 
处 不 为 0 的 = 次 微分 形式 的 存在 是 等 价 的 ). 设 
f 是 M 上 具有 紧 支 集 的 函数 , o 是 体积 元 素 ,由 
F to 具有 紧 支 集 , 因 而 可 定义 


INA 
м 
这 个 积分 叫 作 了 关于 体积 元 素 上 的 积分 . 
i ЕДЕМ Ей) Riemann ВЖ, gs 是 关于 
正 的 局 部 坐标 系 (ats erra) 的 & 的 分 量 , 设 


G = det(g;;), RUM ARIK © 可 以 由 
а=  Gdx As Ла" 

给 出 , 这 个 体积 元 素 叫 作 伴 随 Riemann 度量 
g 的 体积 元 素 . 

设 w 是 M 的 体积 元 素 ,X 是 向 量 场 , 则 可 表 
示 为 

Lyo = fxo, 

其 中 fx 是 数量 场 , 它 称 之 为 向 量 场 X 关 于 四 的 
ЖОК (divergence), 用 div X dm. 当中 是 伴随 
Riemann 度量 8 的 体积 元 素 时 ，div X 则 作 关 于 
Riemann 度量 8 的 X 的 散 度 .如 果 M 是 紧 的 ， 
则 有 


| ах Хо = 0 
м 


成 立 ， 称 之 为 Green 定理 (Green's theorem), 

【 导 网 (Je)】 设 M,N 是 C" 流 形 ， x 是 
M 的 点 ，r 是 整数 (之 0). 对 于 从 M 到 N 的 C" 类 
映射 的 全 体 中 ,两 个 映射 了 ,8 AGa), 
H f,& 按 坐标 系 分 别 表示 为 * 个 (n = dimN) 
函数 ， 如 果 它们 〈 从 1 阶 ) 到 r 阶 偏 导数 在 点 
x 相等 ,这 时 把 f 和 & 看 成 是 等 价 的 ,这 样 就 引 
进 了 等 价 关 系 ,其 等 价 类 岂 作 r RFA Ger), A 
1 作为 代表 , EMSA jz f RAR, x UE SA 
的 始点 (source), 1(z) 则 作 导 网 的 终点 (3È target 
法 bout)。 以 x 为 始点 而 终点 在 N 中 的 7 次 
Ж ЛСМ, №) 表示 , U J; (M, N) 


«и 
FAI(M,N) жт. | AOL №) EI М, N 的 
HY =, x, 由 各 导 网 的 始点 与 终点 的 对 应 来 定 
Ж. JOM, N) 自然 地 具有 С” 流 形 结构 , 以 及 
以 =, 二 为 射影 的 两 个 纤维 从 结构， 例 1) 
JCR, N) 是 由 而 得 到 的 N 的 切 从 . 例 ?) 由 
C” 类 向 量 从 的 截面 所 确定 的 7 次 导 网 的 全 
fk IG) 是 向 量 从 . 

AUT C" BRAT f: M — N fl gN — LR 
5E fof) = hog: rd WEL SEIS ФА. 
PASE Е 使 得 左边 的 导 网 是 由 恒 
等 映射 所 确定 的 导 网 时 ， 称 导 网 jj ETEN 
Cinvertible), ЛСМ, N) 中 的 可 逆 导 网 全 体 以 
TCM ,N) 表示 ,并 令 (MN) = (M, NOn 
JKM, N). B) 3) GG) = (ГСВ, В) | 


IO) = 09} 是 Lic 群 , 它 是 G(n) = GL(n, R) 
WRF Lie 群 的 扩张 +， 射影 G'(n) > GG 
一 般 定义 的 射影 (М ,N) — J'(M NYG >) 
的 特例 的 局 限 情形 。 例 4) ДСА", M) 是 M 


WOW) PARDA (m = dimM)。 一 般 地 ECR", 
M) 是 M 上 的 G'(m) А. 
【 叶 状 结构 物 (foliations)】 М" С" 


BUE, M (0 < q < n, 0 < r < 0) 的 余 维 数 为 
4 的 CHR SEM OS 状 连 通 子 集 族 
S = (L,; a € A}, ШЕ (leaves), EAA PA 
性 质 : ОШЖ a a W) LNL, = Ø; ü) M = 
U L。; ii) M 的 每 个 点 具有 C 类 局 部 坐标 系 


(U, Ф), HEEN L. Ж UN La OPE GR 
分 支 ， 它 由 =-= 常数 ,…*, — 常数 定 
My GEB at, +++, з" 表示 在 坐标 系 (U, Ф) 
的 局 部 坐标 。 特别 是 ， 于 的 每 个 叶 都 是 M 的 
(n 一 4) 维 子 流 形 . 

完全 可 积 非 奇 Pfaff 方程 组 о, = an (a) 
dr, + ап(ж)ах + +++ + ain (dn, = 0 G = 
1, +++, 4) 的 解 系 构成 一 个 余 维 数 为 4 的 叶 状 
结构 物 ,而 且 M (r > 1) 上 Cr 类 非 奇 向 量 场 的 
积分 曲线 族 构成 余 维 数 为 ”一 上 的 Cr 时 状 结 
Hv. 

WO a HEC HB (q S< n) Rf:M 一 
四 为 C MIR (submersion) (ВШ: 了 的 微分 af 的 
MA a) 则 f S SRIB МЇ, АЯ 1G) € 0) 
的 连通 分 支 的 、 余 维 数 为 4 的 СНК В y 
如 下 : 

如 果 一 个 闭 WEM 具有 余 维 数 为 1 的 
必 叶 状 结构 物 ; 则 M 的 Euler 数 必 为 0， 在 1944 
Æ G. Reeb 在 3- 球 面 史上 构造 了 一 个 余 维 数 
为 1 的 Cm 叶 状 结构 物 ， 一 [20]. it 1G) 是 
定义 在 开 区 间 (— 1, 1) 上 的 C" 类 函数 ， 使 得 
lim, ff) = со (к —0,1,2,---), RI E 


y= IG) + e(71 x € 1, c € R) 的 图 象 和 
HR х= (l| > 1) 构成 RR 上 余 维 数 为 1 
的 Co 时 状 结构 .在 局 中 绕 Y 轴 旋转 (OG Y) 
ЄВ — 1 < x < 1, 我 们 得 到 hD? x R Ж 
合 的 余 维 数 为 1 的 C” 叶 状 结构 , 这 里 D: 表示 
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2- 圆 盘 ， 这 个 叶 状 结构 对 旋转 是 不 变 的 ， 从 而 
确定 IntD? X 3 的 余 维 数 为 1 AY С” 叶 状 结构 。 
3 表示 两 个 环 体 的 交 ， 交 成 一 般 的 环 面 .在 它 
的 内 部 利用 一 般 环 面 定义 S 的 Reeb 叶 状 结 
构 物 (Reeb foliation). 对 于 每 个 开 流 形 存在 一 个 
余 维 数 为 1 的 CHARGE H (А. Phillips); 对 于 
每 一 个 闭 三 维 流 形 存在 一 个 余 维 数 为 1 的 C” 
ЗК ЗА ЛСП. С. Новиков [19], W. Lickor- 
ish, J. Wood), 每 个 奇 维 球 存在 一 个 余 维 数 为 1 
的 C” 叶 状 结构 (田村 一 郎 [21] 和 A. Durfee), 
关于 上 列 叶 状 结构 的 结果 ， 可 参看 田村 [21] 和 
Thurston [22]. 

设 闭 C” 流 形 M (r > 2) 上 3 是 余 维 数 为 
1 的 C' 叶 状 结构 , 它 是 由 完全 可 积 一 维 形式 。 
(HU doc 一 0) 构成， 如果 9 是 任意 一 维 形 
R, 有 do 一 一 9 八 w， 则 闭 形式 640 的 de 
Rham 上 同调 类 Ts € HXM; R) 是 3 的 不 变 
量 , 即 所 谓 Godbillon-Vey 不 变量 (Godbillon- 
Vey invariant) [16]. 

两 个 闭 定向 ” 维 C" 流 形 Me М,, 具有 
余 维 数 g 的 C 时 状 结构 称 为 叶 状 配 边 (foliated 
cobordant), 如 果 存 在 紧 的 、 定 向 的 (n + 1) 维 C” 
流 形 W, 它 具 有 边界 OW = Me 一 М, HAW 
的 余 维 数 为 4 的 Cr НН, ЕВ ои 且 包 
含 Mo AM, 的 叶 状 结构 ， 叶 状 配 边 类 (9) X: 
于 不 相交 的 并 构成 一 个 群 S - OL, 而 Godbil- 
lon-Vey 数 Ta{M } 是 关于 S0;,, (r > 2) 的 不 变 
Hk. Thurston 证 明 由 {S} 一 Ts{M} 给 定 的 
同 态 多 .05, К 是 满 的 ， 关 于 叶 状 结构 的 更 
深入 的 内 容 一 [15,18]. 

【 伪 群 结构 】 从 拓扑 空间 X 的 开 集 U, 到 
ЖЖ V, БА 了 所 构成 的 集合 Г, WER 
件 : 1D) 含 有 X 的 恒 等 映 射 ; 2) 当 1eT 时 , f 在 
任意 开 集 UCU, 中 的 限制 包含 于 T; 3) 当 у, 
gC€T,HV,CU, T @ Ж ор; 4) M f€ T i, 
AS fs WJ T nex iiS Gn th A S0 o 
(pscudo-group); 5) 当 了 的 于 集 为 F, fo b € Fs 
U, C Un 时 ,如 果 在 Uy, E f 55 ШЙ, fo: 
N u, X ART F 的 各 了 的 扩张 而 确定 ， 


fer 
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但 有 时 必须 附加 T 含有 f 这 样 的 条 件 . 
与 微分 流 形 的 定义 同样 ,从 M 的 子 集 U。 到 
X 的 开 集 V。 的 一 一 映射 < 的 集 4, 如果 1) 


U о. = м; 2) 当 a, PEAR, af ETCIB 


oop 的 定义 域 是 BCU, Us); 3) 4 是 满足 
条 件 G), Gi) 的 最 大 的 一 一 映射 集合 .这 时 A 
称 为 M 的 伪 群 结构 ( pseudo-group structure), MB 
更 精确 地 叫 作 Г 结构 (T-structure). ZM #5] 
人 最 弱 的 拓扑 使 得 每 个 一 一 映射 “ 均 为 同 胚 。 

RM 是 含有 T 的 X 的 伪 群 , ACIEM RD T A 
构 , асам, WE A 从 属于 4. X= R: 
或 严 , 了 是 从 X 的 开 集 到 x 的 开 集 上 的 С Ж 
同 胚 的 全 体 , 如 果 对 M 能 赋予 Hausdorft 拓扑 时 
的 结构 T， 则 T 结构 是 已 定义 的 无 边界 或 有 边 
界 的 Cr 结构 .如 果 X 是 Banach 空间 ' 而 不 是 R*， 
н", Wiese ГОМ АЕ C 类 X W (x- 
manifold of class C"), MULA X 29 8808889 (тод. 
elled on X) C JE. (1101). 这 个 概念 由 于 可 
把 X 换 成 从 Banach 空间 到 RR 的 连续 线性 映射 
工 所 确定 的 a7 CLO, co1)。 而 可 以 扩张 成 有 边 
界 的 x 流 形 。 WT’ 如 上 述 那 样 是 Re 局 部 C 
变换 (r >1) 的 全 体 ， 则 对 于 从 属于 一 的 T, 
可 举 出 下 列 例 子 。 当 ”是 偶数 时 ,与 R" 一 CU 
视 为 同等 的 全 纯 变换 的 全 体 为 T，. 工 结构 叫 作 
复 结构 !. 其 次 ， 在 维 数 为 奇数 的 情形 下 ， 对 于 


使 一 次 微分 形式 Ў aidant + dxz2mti(m = 2m 
= 


+ 1) 除数 量 倍 外 不 变 的 变换 全 体 r, T 
结构 叫 作 接触 结构 (contact structure), 把 
R = R x R° 看 作 R** 上 的 平凡 纤维 从 '，、 
使 纤维 R* x (y) 变 为 纤维 的 变换 全 体 为 了, 则 
工 结构 叫 作 叶 状 结构 (foliated structure, foliation), 
对 于 已 给 定 了 T M, 要 确定 了 结构 的 存在 是 
跨越 拓扑 学 与 解析 学 的 较 广泛 的 问题 ， 具 有 这 
些 条 件 的 工 的 分 类 是 有 待 将 来 解决 的 问题 . 

A. Haefliger 对 于 了 结构 造 出 分 类 空间 BT 
7). 
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» Introduction to dif- 


联络 [Ж connection ik connexion 德 Über, 
tragung АА соединение A 接 统 ] 几何 中 的 
联络 概念 是 从 Levi-Civita 的 平行 移动 开始 的 
(Rend. Сис. Mat. Palermo, 42 《1917))， 现 在 
已 经 扩张 到 具有 流 形 结构 的 纤维 从 上 ， 仿 射 联 
络 、Ricmann 联络 、 射 影 联 络 、 保 形 联络 各 种 几 
何 ， 都 是 流 形 上 切 从 所 构成 的 纤维 从 上 的 特殊 
联络 ， 这 些 也 就 是 由 E. Cartan, C. Ehresmann 
所 确定 的 Cartan 联络 的 典型 例子 . 
【纤维 丛 的 联络 】 考虑 可 微 〈 以 后 为 了 方 
便 总 是 设 С” 类 ) 的 主 纤维 从 7 Р = (P, =, М, 
G). REZI M 是 微分 流 形 ( 一 微分 流 形 ), 结 
HB GH Lie B, = 表示 从 P 到 MM 的 射影 ，P 
具有 微分 流 形 的 结构 ，G 是 从 右 侧 作用 于 P 的 
Lie ERE, GHT a 也 可 用 R, 表示 ,又 对 于 
P 的 元 x* 写 为 R(=) 一 za. RUKH 


量 空间 ' 所 诱导 出 的 映射 也 用 同样 的 文字 表示 ， 
BD Re: Ts(P) > T,.(P),=: T,(P) — T. (M). 
又 G 传 递 的 作用 在 任意 纤维 ! EEE ZEA 
动 点 。 由 射影 = 把 P 上 各 点 xz 的 切 向 量 空间 
TP) REIMER p = (ж) 的 切 向 量 空 间 
T,(M) E. FH VCP) XT ERE v 的 核 ， 
并 称 它 的 元 是 垂直 的 (vertical). % VP) 的 元 
ME T.P) 中 与 纤维 方向 相 切 的 元 的 全 依 . 

【联络 】 对 于 P 上 各 点 *， 如 果 它 的 切 向 
量 空间 Т.Р) 的 一 个 向 量子 空间 0, 满足 下 列 
三 条 件 ， 则 称 在 P 上 给 出 了 联络 : DT. (P)= 
V.C) + О, (HLA); 2) R(Q:) = 0.. (OE 
G 变换 下 变 为 本 身 ); 3) 对 应 z — 9, 是 可 微 
的 ， 属 于 Q, 的 向 量 叫 水 平 的 《horizontal). 现 
在 设 X 是 P 上 的 任意 向 量 场 ', 出 条件 1), 在 P 
上 各 点 * 处 的 向 量 X:， 可 唯一 地 表示 为 Xe 一 
Yet Z,(Y,€ VCP), Zs € 0.). HY,,Z,(x € 
м) 所 定义 的 向 量 场 Y, Z 分 别 叫 作 x ЮЕШ 
分 量 (vertical component) 与 水 平分 量 (horizontal 
component). 条件 3) Ж, ЖЯ: X 是 可 微 向 量 
场 , 则 它 的 水 平 ( 垂 直 ) 分 量 也 是 可 微 向 量 场 . 
又 由 射影 < 可知, 0,5 T,(M) (p = x(x)) 是 
同 构 的 线性 空间 ,所 以 ,对 于 M 上 的 向 量 场 X 有 
对 应 的 P 上 的 向 量 场 X* 唯一 存在 ,使 得 让 
*(Х*) = X; ii) X$ € Ox, 这 个 X* 叫 作 X 的 上 
升 (lift)， 上 升 X* 由 于 条 件 2) 可 知 在 G 下 是 
不 变 的 . 

当 在 P 上 给 定 联络 时 ， 对 于 在 底 空间 M 内 
的 分 段 可 微 曲线 C 可 如 下 地 定义 ， 从 < 的 始点 
尹 上 的 纤维 到 C 的 终点 9 上 的 纤维 的 映射 ， 在 
的 纤维 上 任 取 一 点 +. 对 于 曲线 C. CP Vah 
R C3 使 之 满足 下 列 两 个 条 件 :i) (CF) 一 C; 
i) Cf 的 切 向 量 恒 为 水 平 的 ， 则 以 z 为 始点 的 
这 样 曲线 CZ 唯一 存在 ([4])。C3 ШЕ x 
发 的 C 的 上 升 Cift). 对 于 p 上 纤维 的 元 x 有 
CI 的 终点 与 之 对 应 .因为 СЇ. = RCI), BT 
以 这 个 映射 与 G 的 变换 是 可 换 的 。 它 叫 作 沿 曲 
线 C 的 平行 移动 《parallel displacement), 

【完整 群 】 现在 设 C 是 从 M 上 一 固定 点 Pp 
出 发 的 闭 曲 线 , 经 过 沿 C 的 平行 移动 ,将 ”上 的 


RA ass 


纤维 变 为 本 身 ， 如 果 * 是 上 纤维 的 某 一 定 
点 ， 则 由 平行 移动 将 点 * 变 为 点 xa (ae С), 
当 曲 线 C 在 从 点 ?为 出 发 点 的 闭 曲 线 全 体 上 变 
动 时 ,产生 的 元 “的 全 体 ， 构 成 C 的 一 个 子 群 . 
这 个 子 群 叫 作 在 P 上 对 于 已 知 联络 在 点 * 处 的 
完整 群 (holonomy group), FFM EE, M 
于 任何 点 的 完整 群 都 是 G 的 共 斩 子 群 ， 特 别 是 
在 从 点 ?出 发 的 闭 曲线 中 ,选择 与 0 同 伦 + 的 全 
体 所 得 到 的 元 ， 构 成 完整 群 的 子 群 ， 称 为 限制 
完整 群 (restricted holonomy group). 完整 群 是 
结构 群 C 的 Lie FH, 限制 完整 群 是 它 的 连通 
分 支 《[4])。 完 整 群 在 研究 联络 的 形态 时 是 有 
用 的 . 

【联络 形式 】 将 主 纤维 从 P=(P,x,M,G) 
的 结构 群 G 的 Lie 代数 (一 Lie S) RI 9 ЖЛ. 
设 与 в 的 每 个 元 4 对 应 的 有 G 的 单 参数 于 群 ' 
exp14( 一 00 < 1 < +оо), HJ Repa 是 流 形 P 
的 单 参 数 变 换 群 ', 并 且 它 定义 了 P 上 .的 向 量 场 
(一 微分 流 形 ), 用 4* 表示 、4 在 P 的 各 点 都 
是 垂直 的 ， 这 样 的 A*CA єз) 生成 YAP). 又 
对 G 的 任何 元 a , 满足 R.(4*) 一 (ad0a-04)*。 

若 在 P 上 已 规定 了 联络 ， 则 可 如 下 地 定义 
它 的 联络 形式 (connection form)o。w 是 在 9 中 
取 值 的 一 次 微分 形式 '*， 它 在 P 的 各 点 * 有 1) 
wa AT) = АСА 60); 2) (X) = (X € 0,); 
3k Fog MAAR WER: 3) (о) = 
ad(a7')ee(a € С). 这 个 式 于 的 左边 是 由 变换 
Ri 作用 于 后 得 到 的 微分 形式 。 

反之 ,如 果 在 P 上 给 出 在 9 中 取 值 的 一 次 
微分 形式 o, 且 满 足 上 述 条 件 1), 3》 时 ,将 用 
vo fE F 3829 0 的 元 定义 为 水 平 的 元 ， 则 得 到 
P 上 的 联络 ， 它 的 联络 形式 与 原来 的 上 一 致 . 
这 样 ， 在 P 上 给 出 联络 与 给 出 联络 形式 这 两 种 
说 法 是 等 价 的 . 

特别 是 当主 纤维 从 为 积 纤维 从 ', BIS P= 
M X G hf, РЕ х (р, в) КУЛАА 
{а} T.CP) 可 看 作 T,CM) 与 Te(G) 的 直 和 。 将 
О. 取 成 T CM ) 这 样 的 联络 岂 作 平坦 (flat) Ж 
络 。 对 于 一 般 的 联络 ， 就 局 部 来 说 ， 总 能 表示 
为 上 述 形式 时 ,就 叫 作 局 部 平坦 (locally flat), [i 
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为 一 般 的 主 纤维 丛 局 部 地 是 积 纤维 从 ,因此 ,局 
部 地 存在 着 联络 ， 若 底 空间 M 是 仿 紧 ' 时 , 则 能 
够 证 明 在 P 上 联络 是 存在 的 。 

【联络 的 扩张 与 限制 】 当主 纤维 丛 P= 
Ф, =，M，G) 具 有 约 化 (reduced) 纤维 从 时 ,我 
们 来 观察 两 者 的 联络 之 闻 的 关系 . 设 G' 是 G 的 
Lie FH, G’ 的 Lie 代数 为 g. 从 С ЯС, 
从 з 到 в 的 单 射 (injection) 都 用 j 表示 ， 如 
果 存 在 可 微 主 纤维 从 Р = (Р, ж, M, G') 和 
МР $i P HOUR A, (embedding) FIRER $i f, 且 满 
足 1) wef = =; 2) ЈР, = Ке Ка € G') 时 , 
则 (P^, f) 叫 作 P 的 (可 微 的 ) 约 化 纤维 从 ， 这 
时 ， 对 于 AES 有 CAT) = СА) оо STA 
HY x EP 都 成 立 . 

设 在 已 上 已 给 出 联络 ,在 已 点 * 处 的 水 平 
向 量 空间 为 9;。 HE PEA IE) 处 , f.( Q.) 
为 其 水 平 向 量 空间 ， 把 它 用 G 的 右 变换 进行 变 
换 ， 则 在 P 上 可 定义 联络 。 设 它们 的 联络 形式 
Я о", о, 则 得 joo’ 一 (o). 反之 ,对 于 
P 的 联络 , 当 它 的 联络 形式 为 。 时 , 若 P 上 有 形 
3X f*Co), 它 常 取 值 于 je9'), 则 可 写作 六 (wo) 一 
joo’, o! 定义 了 P 的 联络 。 这 种 联络 的 关系 分 
别 叫 作 联络 的 扩张 (extension) 和 限制 〈restric- 
tion), 

【曲率 形式 】 设 在 主 纤维 从 P= (P, =, 
M, G) 上 已 给 定 联络 。 下 是 有 限 维 线性 空间 ， 
a 为 在 F 中 取 值 的 P 上 的 《次 微分 形式 ，a 的 
共 变 微分 (covariant differential) Da 用 下 式 来 定 
X. 

2 (DaX Xr, +++, Хы) 
= (da)(ÀX,, +++ Хы), 
这 里 % 是 已 上 的 向 量 场 , 4 是 它们 在 水 平分 量 
上 的 射影 。 Da 是 在 F 中 取 值 ,在 P 上 的 《十 1 
次 微分 形式 . 

设 已 给 出 Lie EGEF 上 的 表示 p:G 一 
GL(F)。 当 在 P 上 取 值 于 Р 的 微分 形式 < 清 
Ж К?(а) = pa )oa(ae С), «ШЕР 
伪 张 量 形式 《pseudo-tensorial form), SI Р 
型 伪 张 量 形式 «对 任意 的 4Eg， 满 足 ((а*) 
a 一 0( 一 微分 流 形 [微分 形式 ]) HY, anie P 


型 张 量 形式 《tensorial form), 对 应 于 G 的 表现 
2， 可 作出 与 P 相 伴 的 * 向 量 从 + E, Bri e 型 张 
量 形式 ,无非 是 取 值 于 向 量 从 E 的 M 上 的 微分 
FER. ШЖ а оК ЈИ, Ра р 
张 量 形式 . 

对 于 P 上 的 联络 形式 w,w 的 共 变 微分 
Q= Do 叫 作 给 定 联络 的 曲率 形式 (curvature. 
form), о 是 取 值 于 9 的 ad 型 伪 张 量 形式 ， 因 
而 2 也 是 取 值 于 9 的 ad 型 张 量 形 式 ， 对 于 曲 
RER O, 结构 方程 (structure equation) 

do = —[e, 0) + 0 
成 立 ([4], [6]). WR X,Y 是 M 上 的 向 量 场 ， 
X*,Y* 是 它们 的 上 升 , 则 
e([X*,Y*])) = OCX*, ¥*) 
成 立 . 这 指出 曲率 形式 2 给 出 了 X", Y*] 的 
垂直 分 量 . 

此 外 ， 联 络 为 局 部 平坦 的 条 件 是 它 的 曲率 
形式 2 为 0, 或 者 它 的 限制 完整 群 仅 由 单位 元 
构成 ,这 两 种 提 法 是 等 价 的 . 

下 列 两 个 定理 是 基本 的 : 

定理 1. 设 在 主 纤维 从 P= (Р, ж, M, G) 
上 已 给 定 联络 ， 则 P 的 结构 群 可 约 化 成 完整 群 
(141,161). 事实 上 ,对 于 P 上 点 x, Ф P(x) 为 
P 上 这 样 点 y 的 集合 , y 可 用 在 P 内 水 平 的 昌 
线 与 x 连接 ， 则 P(x) 给 出 P 的 约 化 纤维 从 . 
又 ， 原 来 P 中 的 联络 是 PC) 中 联络 的 扩张 
〈[4],[6]). 

定理 2. 在 P 上 点 x 的 完整 群 的 Lie 代 数 与 
(9,(X, Y)]y € P(z), X, Y € T,(P)} 所 张 成 的 
9 的 子 空间 一 致 ([4],[5],[6]). 

曲率 形式 0 可 以 用 来 决定 纤维 从 P 的 示 性 
(Lb D Com EAR). 

有 时 ，P 的 联络 可 定义 己 的 相伴 纤维 丛 的 
KA. HIE G= GLO, R)R G 一 GL 
(nsC) 时 ,可 定义 相伴 向 量 从 的 联络 .向 量 从 的 
联络 可 以 用 更 近 于 代数 的 方法 来 定义 《M. F. 
Atiyah, Trans. Amer. Math. Soc. 85 (1957)). 
也 可 以 当 作 向 量 丛 之 间 的 一 种 微分 算 子 〈[8]7 
KEM. 


【 仿 射 联络 】 EMA BROKE, РЖ 


М". P 的 结构 群 是 G = GL(n, 
R), P 是 M 的 切 向 量 空间 所 构成 的 切 向 量 从 的 
主 纤维 从 . 在 M 的 切 # 标 架 从 上 给 出 的 联络 叫 
作 M 的 仿 射 联络 Catfine connection) (或 叫 线性 
联络 (linear connection)). М 的 仿 射 联络 可 定 
义 P 上 的 曲率 形式 0， 而且 也 可 以 定义 叫 作 乒 
率 形 式 的 另 一 种 形式 如 下 : 

F R: n PRA, 固定 它 的 一 组 基 (8, 
ety Ea). а А PEM be PDA] 
量 空间 TM) 的 基 (c,,*…*, <。)( 即 标 架 ) 的 全 
fk, DRA PDEA z = Ces +++, en) 是 由 F 到 
T,CM ) 的 线性 空间 的 同 构 e; 5, REMAX 
个 同 构 用 表示 .0 是 在 P 上 ,但 取 值 于 F 的 
一 次 微分 形式 ,由 6.(X) = z-'(x,(X)), (X € 
T(P)) 来 定义 , 称 之 为 流 形 M 的 切 * 标 架 从 的 
标准 一 次 微分 形式 (canonical 1-form). 9 有 如 
FORK, WEIL? BMD HIM 到 自身 的 同 
构 , 则 由 四 可 诱导 出 纤维 丛 P 到 自身 的 同 构 6, 
且 $(6) = 6 成立. 反之 ,可 以 证 明 P 的 任何 纤 
维 从 到 自身 的 同 构 使 9 不 变 ， 这 个 同 构 是 由 M 
到 自身 的 同 构 所 诱导 出 的 . 

对 于 M 上 的 仿 射 联络 ， 它 的 挽 率 形 式 (tor- 
sion form) Ө, 由 8 — D9 来 定义 .6 是 取 值 
于 F 的 二 次 微分 形式 ,满足 RO = 26, 而且 
关于 日 有 结构 方程 

49 = [0,0] + 6 
成 立 ([2],[4],[6]). 

对 于 FF 的 各 个 元 素 5,P 上 向 量 场 BCE) h 
下 列 条 件 1)，2》 可 唯一 地 定义 ， 并 称 之 为 医 
本 向 量 场 《basic vector field). 1) B($) 是 水 平 
的 ; 2) ((B(5)) —5. РР Ах, ВСЕ), 
…*，B(5,): 构成 0* 的 基 . i в = al(n, R) f) 
WÈ As tto А„(т = n°), WAT. s AL 
B(E),*** B(8,) 构成 P 上 各 个 点 的 切 向 量 空 
їнї Ж. 因而 也是 具有 平行 性 (Parallelizable) 的 
流 形 ,基本 向 量 场 的 积分 曲线 ' 在 M 上 的 射影 是 
后 面 将 要 提 到 的 测 地 线 ([4]). 

由 对 的 仿 射 联络 定义 对 的 切 向 量 空间 的 平 
行 移动 如 下 。 对 于 M 中 的 曲线 c =p. (0< 
1x D，, 设 它 到 P 的 上 升 为 C* = х. EME 
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Fi po 29] n RR хо й С 的 平行 移动 为 x， 则 
由 

zioz’: Tp (M) > TOM). 
可 得 到 从 切 向 量 空间 T, (M) 到 Т„(м)йс 
的 平行 移动 (parallel displacement). 易 知 它 与 上 
升 的 取 法 无 关 . 

【 共 变 微分 】 在 M 中 已 知 曲线 C= (pt 
(0 三 1 1)， 对 于 各 个 :有 了 T。(M》 的 向 量 
Y, 与 之 对 应 ,着 这 个 对 应 是 可 微 的 , N {Y} OY 
作 沿 曲线 C 的 向 量 场 . WEY ' 

ү; = lim (1/2 Coria) — Ys 


TUBES C 的 向 量 场 (Y;) , 叫 作 共 变 导 向 量 
(covariant derivative), BAY eua 是 T,(M) 
到 Topa M) 沿 5 的 平行 移动 ，{Y,} 沿 C 平 
行 移动 成 为 本 身 , 与 (Y1) 829 о 是 等 价 的 ， 特 
别 是 如 果 曲 线 C 的 切 向 量 沿 c 平行 移动 成 为 
本 身 , 则 C 叫 作 M 中 的 测 地 线 (geodesic)。 

对 于 已 给 仿 射 联络 的 流 形 M 上 的 两 个 向 量 
X,Y, 向 量 场 Y 关于 向 量 场 X 方向 的 共 变 
导向 量 VxY 可 定义 如 下 .对 于 M 上 点 po ik 
过 po 的 X 的 积分 曲线 为 C= (py 7e << 
5)， 沿 C 的 平行 移动 为 o» & 

Суху), = lim(1/)(@;! СУ) — Ys. 


V Y 仍 为 M 上 的 向 量 场 . 

M 上 的 向 量 场 X» Y 与 向 量 场 YxY 对 应 的 
映射 满足 下 列 三 个 条 件 。1) VxY 关于 XY 
是 线性 的 ; 2) VixY = fvx Ys 3) v) = 
I: VxY + (X) - Y。 其 中 了 是 MY 上 的 可 微 函 
数 ， 反 之 ,如 果 已 给 出 满足 上 列 条 件 的 对 应 , 则 
存在 唯一 的 M 上 的 仿 射 联 络 ， 以 这 个 腾 射 为 共 
变 导向 量 ([4],[6]). 

对 应 X> VY 确定 一 个 (1, 1) 型 张 量 场 '， 
称 之 为 向 量 场 Y 的 共 变 微分 (covariant differe- 
nta), 记 作 YY。 当 向 量 场 X 固 定时 ,对 应 Y— 
v, Y 可 以 自然 地 向 M 上 任意 张 量 场 扩张 ,并且 
ARH LTR. NKR KTS 
为 YxK。 而 且 对 应 X — VxK 叫 作 K 的 共 变 微 
分 ,写作 VK. SUB Vx K 则 作 张 量 场 K 沿 X 方 
向 的 共 变 导 张 量 (covariant derivative). 9 
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KE VK = 0 与 张 量 场 K 在 平行 移动 不 变 
是 等 价 的 (一 张 量 分 析 ). 

【曲率 张 量 与 找 率 张 量 】 在 M 上 给 出 仿 射 
联络 ,这 个 联络 的 曲率 张 量 (curvature tensor) R 
UL ЕЗ TE (torsion. tensor) 7 可 定义 为 

RGX，Y)(Z) 一 vxCvy(Z)) 

= v«v4(2)) 一 vem(Z)， 

T(X,Y)- V,Y — VOX — (X, Y), 
Jp X, Y,Z 是 M 上 的 向 量 场 。，R 及 了 分 别 是 
《139,(1,2) 型 的 张 量 场 . R 以 及 工 可 由 M 的 切 
# 标 架 从 PP 上 的 曲率 形式 0, 以 及 挠 率 形式 Ө 
定义 如 下 : 

Ri(X，Y)(Z) 一 5050.(Xr，Y*) ECZ)， 

ТХ. Y) = ='(@,(X*, Y*)), 

Xp x(x) = p, X, УЄТ,(М), X*, Y* 分 别 
是 X 及 Y 的 上 升 ， 曲 率 张 量 , 挠 率 张 量 满足 
R(X,Y)= —R(Y,X), T(X, Y) = —T(Y, 
X)， 而 且 有 Bianchi 恒等式 (Bianchi's identi 
ties): 

(R(X, Y)(Z)) = S(T(T(X, Y), Z) 

+ (VxT)(Y, 2)), 

e((v, R) (Y, Z) + R(T(X, Y), 2) = 0 
成 立 ， 其 中 5 表示 由 X,Y,Z 作 循环 置换 后 的 
和 ([4])， 例 如 ,后 面 将 要 提 到 的 Riemann 联络 
WINE, T = 0, 因而 上 式 变 为 

R(X, Ү)(2) + R(Y, Z)XX) 
+ R(Z,X)(Y) = 0, 
(VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z, X) 
+ (V,R)GX, Y) = 0. 
在 ” 维 线性 空间 M = R" 里 , 设 它 的 坐标 
Ж Gr z"), 对 于 向 量 场 的 基 (X,,……， 


x.) (к= 1) vxo, nim R 的 


仿 射 联络 ， 关 于 这 个 联络 ,，R 一 0, T = 0, 
К" 的 任意 直线 都 是 测 地 线 . 这 样 的 联络 叫 作 
R" 的 标准 仿 射 联络 (canonical affine connection) , 
如 果 任 意 流 形 M 的 一 个 仿 射 联络 满足 R= 0, 
T — 0, 则 局 部 地 与 上 述 尺 " 的 联络 同 构 ， 其 逆 
也 成 立 . 

对 于 给 定 念 射 联络 的 流 形 M ,如果 M 的 微 


ЗА ФЕМ п БАА EATA FASIE 
Sp ERARE, РШ FE M 54534 de 
(affine transformation)。 用 共 变 微分 来 说 ， 就 是 
对 于 任意 向 量 场 X,Y, 它 满足 vecoe(Y) = 
PVY). 这 两 种 说 法 是 等 价 的 。 关 于 RR" 的 标 
准 仿 射 联络 的 仿 射 变换 就 是 R* 的 普通 仿 射 变 
3h. 一 般 地 已 给 仿 射 联络 的 流 形 上 ， 仿 射 变 换 
BER Lic 群 ， 在 M 上 起 着 Lie 变换 群 ' 的 作用 
(41,01). 

对 于 已 给 仿 射 联络 的 流 形 M， 如 果 满 足 
УК = 0, VT 一 0， 则 M 叫 作 仿 射 局 部 对 称 空 
(8) (affine lorally symmetric space)、 它 的 另 一 种 
说 法 是 ,对 于 M 的 各 点 p FFE p 的 邻 域 U 与 U0 
的 念 射 变换 pg， 有 p= 1, 而 且 P 只 有 一 个 固 
定点 p. 以 上 两 种 说 法 是 等 价 的 ,如 果 对 于 M 的 
各 点 р, 都 定义 了 M 的 仿 射 变 换 , 且 以 ”为 孤立 
固定 点 , 则 对 岂 仿 射 对 称 空间 (affine symmetric 
space)。 对 称 Riemann 空间 是 它 的 特例 (一 对 称 
Riemann 空间 ). 

给 定 仿 射 联络 的 流 形 M , 在 它 的 各 点 p 具 
有 如 下 的 局 部 坐标 (x?，…… ,x")。1)x(p) = 05 


D 对 任意 的 实数 组 (0，,…，o")( 但 了 (or)= 
7 


1), 直线 = 一 a (3 < < oR, 
这 样 的 局 部 坐标 叫 作 点 ? 的 测 地 坐标 (geodesic 
coordinates) ((4]). 关于 这 个 坐标 ， 有 Сул, 
Xj), = 0 (д/дх* = Xi) 成立. 

{Riemann 联络 】 当 在 流 形 M 上 给 定 Riem- 
ann 度量 (一 Riemann 流 形 ) 8 时, 则 可 在 M 上 各 
点 的 切 向 量 空间 TM ) 中 引入 度量 ,因而 可 
取 TOM) 的 正规 正 交 基 . 这样 的 TCM) 的 
正规 正 交 基 的 全 体 P 是 M Юз ЛАР 
FIR, 它 给 出 P 的 子 纤维 从 +， 它 的 结构 群 是 正 
ZR O(n). 反之 ,如 果 给 定 这 样 的 约 化 , 则 可 
在 M 上 定义 Riemann 度量 . 

对 于 M 上 的 Riemann 度量 g, 在 M 上 唯一 
存在 满足 下 列 条 件 的 仿 射 联络 : 1) vg = 05 
2) HRK T = 0((41). 把 它 叫 作对 于 8 的 
Riemann 联络 (Riemannian connection), #6 
1) 与 Riemann 度量 8 在 平行 移动 下 不 变 是 等 


价 的 。 因 此， 这 个 仿 射 联络 使 MY 上 的 正规 正 交 
基 变 为 正规 正 交 基 , 且 能 定义 前 面 说 过 的 P, E 
的 联络 ， 仅 满足 条 件 1) 的 联络 叫 作 度量 联络 
(metric connection)， 对 于 这 种 Riemann 联络 , 它 
的 限制 完整 群 是正 交 群 OC) AFRA). 
【坐标 表示 】〗 1) 设 流 形 M 的 一 个 局 部 坐 
BA Gt, eee, z"), MAN ELH 0 X, 一 
9/6x'。 在 M 上 已 给 的 仿 射 联络 可 表示 为 


当 va) = 2 bx P {гъ} m fex 


于 局 部 坐标 (*'，…，zx") 仿 射 联络 的 联络 系数 
(coefficients of connection), 如 果 关 于 另 一 个 局 
BAIR (ут, ее, УТ) Ж (ГЬ), 则 在 
这 些 坐 标 邻 域 公共 部 分 中 有 
В ду* ( Әх" Oe’ ry Ou 
m p ar (бу “ay Tt Зуу) 
成 立 ， 反 之 ,在 M BS КЖ ES (75), 如 
果 在 各 坐标 邻 域 公共 部 分 有 上 述 关 系 ， 则 唯一 
存在 以 {T%) 为 联络 系数 的 M 的 仿 射 联络 . 
2) MUM HY Riemann 度量 g= 27g,4x*- 
dx! 定义 的 Riemann 联络 的 联络 系数 为 
m-pa edee te te), 
3) 设 挠 率 张 量 T 和 曲率 张 量 R 的 系数 为 
T = УТ Q dx Q Xj, 
R = DRigdz' Q 4х* Q dx! @ Xis 


MJ 
Ti — Th — Ti 
Riu = CÓri,/x* — 0ri,/02) 
十 (тй ri — rari). 


AN ades 


2 Ж (r, s) 型 张 量 场 、 


-X (E г, 
5) 曲线 x! = ”(*) 是 测 地 线 的 条 件 为 


di dii drt 
+ ri, = =0, i=1,+-+,2 
PX dp di 
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《一 张 量 分 析 ). 
(Cartan 联络 】 设 dim M = n, 26 Ë Lie BE 
的 齐 性 空间 (一 齐 性 空间 )F 一 G/G' th dim F= 


n. LAM 为 底 空 间 的 纤维 从 为 B = (B,M,F， 
G), 它 的 纤维 为 F， 结 构 群 为 G, BEM EA 
截面 + 为 了 时 ， 则 好 的 伴随 主 纤维 从 + P = (P, 
M, G) 的 结构 群 可 以 约 化 为 G'。 设 这 个 约 化 
的 纤维 从 为 P = (PS М,С'). i Р EU P rh 
的 单 射 ( 一 纤维 从 ). 

当 P 上 的 联络 满足 下 列 条 件 时 ， 则 称 之 为 
МЕДЕ = G/G' 为 纤维 的 Cartan 联络 (Car- 
tan connection)。 设 联络 的 联络 形式 为 oo 是 
P ERAT g (G 的 Lie 代数 ) 的 一 次 微分 形式 ， 
M w = j*(w) 也 是 取 值 于 8 的 PP 上 的 一 次 微分 
形式 . 条 件 : 在 P 的 各 点 x 处, о, 给 出 Te) 
与 9 作为 线性 空间 之 间 的 同 构 ， 在 P 上 给 出 
这 样 的 联络 与 在 P 上 给 出 满足 下 列 三 个 条 
件 且 取 值 于 9 的 一 次 微分 形式 w' 是 等 价 的 。 
1) w (4*) = A (A€8 CG' 的 Lie 代数 )); 
2) R.Ge') = а (а) (a € С”); 3) ЕР 的 各 
Rizo, ЖОЕ ТР) 与 9 的 同 构 ， 对 于 这 样 的 
w, РЕ КЕК о TRH ш' «= j* (o), W 
四 定义 了 Cartan 联络 . 

【 贴 合 】 HEA B 的 截面 f 给 出 MY 上 的 
KRA ТВ) 如下。 对 M 上 的 各 点 p, WA: B 
的 点 1) 的 切 向 量 空间 为 TaB), 它 的 
元 中 ， 令 由 映射 B 一 M 可 变 到 零 向 量 的 为 


Vic B), WJ T'(B) = U Vp В) ЖМ 上 的 


一 个 向 量 丛 , 它 的 纤维 的 维 数 ”一 dim F. 

P 上 的 Cartan 联络 给 出 了 T'CB) 与 M 的 
切 向 量 从 ТСМ) 之 间作 为 向 量 丛 的 同 构 如 下 . 
取 P 的 任意 点 x, ЇЙ p = я(ж). 由 射影 LP 
MM 诱导 出 T,(P)/V,(P) 与 TM) В, 
一 方面 , o' 诱导 出 T,(P)/V.(P ) 与 9/g 的 同 
构 . 点 上 把 纤维 F = G/G' 变换 为 B HAH, 
并 将 F 上 与 G' 对 应 的 点 变 为 (e). 由 这 个 映 
BE ТЕ) = 9/9 55 VCB) 同 构 、 通 过 这 
363598, 得 到 TAM) 与 Veo( B) 之 间 的 同 构 ， 
这 个 同 构 与 p 上 点 + EP 的 取 法 无 关 ， 因 而 给 
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出 TCM) 与 TB) 之 间 的 同 构 . 当 M 上 的 纤维 
从 B 关 于 它 的 截面 1, 具有 上 述 的 同 构 时 , ME 
В АЯТЕ Gh soudure)([3]). 

反之 ， 当 M 上 的 纤维 从 B 关 于 它 的 截面 f 
具有 贴 合 时 , ШР {РЕ Cartan 联络 , 由 这 个 联 
络 给 出 的 贴 合 与 已 给 的 贴 合 一 致 ([3]). 

对 M 的 切 向 量 从 TCM), 它 的 纤维 F 是 * 
维 线性 空间 ,可 以 写 为 下 一 C/G’, iX S G SE F 
的 仿 射 变换 群 ', mH G= GL(n,R), ТСМ) 
在 M 上 有 0 截面 ， 且 存在 自然 贴 合 ， 又 从 M 上 
的 仿 射 联络 ， 标 准 地 可 定义 M 上 的 , 以 下 一 
G/G 为 纤维 的 Cartan 联络 (131). 

对 于 M 上 的 Cartan 联络 ,可 引进 把 M 内 的 
曲线 变 为 在 它 的 纤维 上 的 展开 《developmenr) 以 
及 完备 (complete) 等 概念 ([3]). 

【射影 联络 】 iF С/С, F, = G/G; 
是 两 个 齐 性 空间 , 设 dimF, 一 dimF, = n, ifi B. 
С.Ж G, ËJ Lie +Ë, GIC G;， 这 时 定义 了 规 
范 的 单 射 Fi — Е, (F, Е, РР). 

设 存在 以 F, 为 纤维 的 纤维 从 В, CRA 
ЖИ f, 把 它 的 结构 群 扩大 ， 则 存在 以 F, 为 纤 
维 的 纤维 丛 B,, БАЯГЫ p. ШЖ В, ЖРА 
RENS, WB ЖРА. 在 В, 的 伴 
彤 主 纤维 丛 Р, 上 关于 这 个 贴 合 的 Cartan 联络 
定义 了 B, 伴 随 主 纤维 从 P, 上 的 Cartan 联络 ， 
而 诱导 出 В, 的 贴 合 , 后 者 叫 作 由 前 者 所 诱导 的 
(induced) Cartan 联络 . 

WF, 是 = 维 线性 空间 ，F: 为 » 维 射影 空 
Ta)", UF, 的 仿 射 变换 群 可 媒人 (embedding) Р, 
的 射影 变换 群 '， 由 流 形 M 的 切 向 量 从 构成 的 ， 
以 一 维 射影 空间 为 纤维 的 纤维 从 上 的 Cartan 联 
fg UEM 的 射影 联络 (projective connection). М 
的 仿 射 联络 如 上 所 述 可 诱导 出 射影 联络 . 

对 于 M 上 的 两 个 仿 射 联络 ， 设 它们 的 共 变 
MIZY VARY. ШУ, У 诱导 的 射影 联 
络 相等 的 条 件 是 ,在 M 上 存在 一 次 微分 形式 o, 
且 对 任意 的 向 量 场 X: Y, 有 

VY — VxY = eQOY + Ф(Ү)Х 
成 立 〈[7])， 使 M 上 定义 的 仿 射 联络 所 诱导 出 
的 射影 联络 不 变 的 M 的 变换 ， 将 M 的 调 地 线 仍 


变 为 测 地 线 . 

【 保 形 联络 】 ik РЕ, 为 ” 维 Euclid 空间 ， 
Е, п, Е, ORE RET RAT 
F, 的 保 形变 换 ' 群 。 流 形 M 的 切 向 量 丛 的 Rie- 
mann 度量 在 M 上 定义 了 以 F; 为 纤维 的 纤维 
从 .这 个 纤维 从 的 Cartan АЕМ 上 的 保 
形 联络 〈conformal connection), 或 者 说 M 的 
Riemann 联络 可 以 诱导 出 M 上 的 保 形 联络 。 

由 M 上 的 两 个 Riemann 度量 gp, gi 定义 的 
保 形 联络 相等 的 条 件 是 : 在 M 上 存在 正 值 函 
Hn ва = ов. ЮМЗ p, WE 
e*(g) = fgs EHIERERBRE. 这样 的 
ФЩ{ЕЖТЁЯ g,，M 的 保 形变 换 (conformal 
transformation). 

设 M 的 Riemann 度量 为 g, 由 8 定义 的 保 
形 联络 成 局 部 平坦 的 条 件 是 : 由 8 确定 的 
Riemann 联络 ,并 由 它 的 曲率 张 量 R 构成 的 
Wey! 保 形 曲 率 张 量 (conformal curvature tensor), 
(但 dim M= n > 3) 

Wig = Riu — (1/(n — 2)) (Ryd — Rud 

+ фав 一 вик) 

+ (R/(n — 1)(n — 2))(gin6; — ga) 
为 0， 这 里 R, Rici К", R 是 数量 曲率 ' 
(Riemann 流 形 , 张 量 分 析 )[7]). 

[8] (11H. Caran, Notions d'algebre différentielle; 
application aux groups de Lie et aux variétés ой opère 
un groupe de olloque de topologie, Brussels, 1950, 
P. 15—27; [2] S. Chern (Ж &), Topics in diffe- 
rental geometry, Inst. for Advanced Study, 1951; [3] 
C. Fhresmann, Les connexions infinitésimales dans un 
espace fibré différentiable, Colloque de topologie, Brus- 
sels, 1950, р. 29—55; [4] S. Kobayashi C/C) -K- 
Nomizu СЕРКЕ С), Foundations of differential geometry 
1, Interscience, 1963; [5] A. Lichnerowicz, Théorie glo- 
bale des connexions et des groupes d'holonomie, Cre- 
mona, 1955; [6] К. Nomizu ( 野 水 克 已 ), Lie groups 
and differential geometry, Publ. Math. Soc. Japan, 1956; 
[7] К. Yano СКЖНЕ ЖИВ) -5. Bochner, Curvature and 
Betti numbers, Princeton Univ. Press, 1953) [8] R. S. 
Palais, Seminar on the Atiyah-Singer index theorem, 
Princeton Univ. Press, 1965., [9] S. S. Chern (ЖЖ). 
Differentiable manifolds, Lecture notes, Univ. of Chicago, 
1959. 
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张 量 分 析 


德 Tensorrechnung {Å тензорное исчисление 


Н туул т]. 如 果 在 微分 流 形 'M 上 给 
定 仿 射 联络 ', 特别 是 当 给 定 Riemann 联络 ! 时 ， 
对 于 M 上 的 张 量 场 ， 可 以 定义 所 谓 共 变 微分 的 
运算 (一 微分 流 形 , 联络 ，Riemann UE). Ж 
量 分 析 是 用 共 变 微分 表示 各 种 几何 量 和 微分 算 
子 性 质 的 运算 方法 ， 可 以 看 作 是 微分 流 形 上 的 
“微分 法 ”。 张 量 分 析 是 研究 流 形 上 的 几何 和 分 
析 的 一 种 重要 工具 . 

【 共 变 微分 】 以 下 设 M 是 C”" 流 形 , 假 定 在 
M 上 已 给 定 了 仿 射 联络 。 并 设 M 的 点 。 的 切 空 
TY TM), TM) ER Cr, s) 型 张 量 构成 
的 线性 空间 用 Ta) 表示 。 Wb X 是 向 量 场 '， 
P(e) & X 的 积分 曲线 +， 但 ф(0) = а. 如果 沿 
曲线 9 从 e(0) 到 (5 的 平行 移动 ?用 Р, 表示 ， 
BJ P, ЖЫ. TM) 到 T,í(M) 的 同 构 , 因此 P, 
确定 了 从 线性 空间 Ta) 到 Ti(oG) 的 同 构 
五 。 设 大 是 M 上 的 (>，?) 型 张 量 场 *, 则 РК, 
Ж Туа) 的 元 ,而 且 由 

(VxK), = lim СРК — K)/t 
确定 T; (а) 的 元 (YxK).， 由 对 应 < — (V K), 
可 定义 (r,s) АКШИ УК. VK MESS 
量 场 X 对 张 量 K 的 共 变 导 张 量 (covariant deriv- 
ative), 当 ” 是 在 点 < 的 切 向 量 时 ， 取 X.— + 
的 向 量 场 X, 设 
VK — (VxK),, 

WVK 的 确定 与 X 的 取 法 无 关 ,Y,K 叫 作 K 沿 
>” 方向 的 共 变 导 张 量 . 

Ух 叫 作 按 X 的 共 变 微分 算 子 (covariant 
differential operator), Vx 具有 下 列 性 质 . 

1) Уау = Vy + Vy, Vix = J: Vx» 

2) Vx(K  K') = VK + УК", 

3) Vx (K QK’) = (V, K) @ K' 

+ K @(VxK’), 

4) Vx 与 张 量 场 的 缩 约 ! 是 可 换 的 ,如 果 才 
是 数量 场 , 则 Vxf = Xf. 

WE (rs s) 型 张 量 场 K， 可 定义 (rz 十 1) 
型 张 量 场 YK 如 下 : 在 各 个 点 a,(VK), 是 
T; (a) 的 元 ,对 于 任意 的 vE TCM), 将 (r + 
1, s+ 1) ЖЕ (УК), Әу 的 第 7 十 1 +E 
变 指标 和 第 :十 1 个 共 变 指标 缩 约 后 。 它 与 


жї г 
V.K 相等 , 即 
(VR t = LEG T 
《相同 指标 在 上 ,下 同时 出 现时 ,根据 Einstein £9. 
定 ' 按 此 指标 取 从 1 到 = 的 总 和 ). 

VK 叫 作 张 量 场 天 的 共 变 微分 (covariant 
differential), 4 VK 一 0 时 ,天 叫 作 平行 张 量 场 , 
(рагайе! tensor ficld)， 当 天 是 r 阶 共 变 张 量 场 
时 , VK 是 ”十 工 阶 共 变 张 量 场 ,对 于 > 十 1 个 
向 量 场 X,,…, X,, X, 将 VK 与 X@…@ 
X, @ X 的 缩 约 用 (VK) (Ko o ХЕХ) 表 
示 , 则 有 
(VK)(X,, 5, XX) == (VK Xi +++, X 

= X(K(X,, +++, X) 

— D K(X e, УХ, X.) 


2 
成立 

BG, s +") 是 M 的 局 部 坐标 系 ,用 V 
表示 按 x — 8/9x' ХАИТ, VK 的 分 


E CYK) SF GO, 习惯 上 把 


a BOAR 表示, 即 


= (туюуу 


‚кї, = 
"Кыза TANI 


又 YCYK) ЯШ KEY BITRE Ж 
表示 .对 于 2 阶 以 上 的 共 变 微分 的 分 量 写法 也 
完全 类 似 . 

EX. а, K 分 别 是 向 量 场 一 次 微分 形式 、 
(rs 9 型 张 量 场 ,它们 的 分 量 各 为 any КУЗУ. 
则 

Eii = ӘР /дх! + Ги, 
6a;/0x! — Га, 


єз, 
= әк rast 


E Á eal e th 
+ Уу тик н 


ex 
一 EDS 


haa Iia 
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其 中 Ti 是 仿 射 联络 的 联络 系数 '. 

仿 射 联络 的 挠 率 张 量 ! T. 曲率 张 量 ? R 分 
别 是 (1,2) 型 (1,3) 型 张 量 场 ,可 由 

T(X,Y) = VxY — v,X — (X, Yl, 

ROG YXZ) = (Vx, Vy] 2 — VixmZ 
KEX. Hop X, Y, Z EAR. T, R 的 分 
B Tio Ria 为 

Tig = Ta — FD 
Riy = (0Tj,/0x* — 0T1;/0x!) 
OC. TD) 

(注意 : 有 的 书 中 把 一 R 叫 曲率 张 量 ,但 这 里 是 
按 参考 文献 [1]，[31，[5] 的 符号 , 它 和 [2]， 
[8] 中 的 符号 相反 )， 从 挠 率 张 量 、 曲率 张 最 的 
定义 可 知 , 算 子 Vrs V, 一 般 是 不 可 换 的 , 且 有 
下 列 公式 成 立 . 

Í — hua = T'ula О 是 数量 场 )， 

Eja Ба = Rig! + Ти, 

Gua — eias = Ria, + Ти, 
LR gestae Rk 29 o 05, RU 

Бы = fias 

Eja — Fas = КЁ, 

ац = angi = Rien. 
这 些 公式 称 为 Ricci 公式 (Ricci formulas), 

[Riemann 流 形 的 张 量 场 】 以 下 设 M 是 
Riemann 流 形 而 来 考虑 Riemann 联络 . 

【指标 的 上 升 和 下 降 】 设 基本 张 量 ' g 的 
分 量 为 gu» 和 矩阵 (ga) ВОВЕ A Ce) СВО 
gug” 90), gt 是 2 阶 反 变 对 称 张 量 的 分 量 . 
设 音 是 反 变 向 量 场 X 的 分 量 , 则 5; 一 ga E! 是 
共 变 向 量 场 < 的 分 量 , E ШЕ х 的 共 变 分 量 
(covariant component), в Ж (У) = g(X, Y) 
(Y 是 任意 向 量 场 ) 确定 的 一 次 微分 形式 。 F 
样 , 设 5 是 共 变 向 量 场 < 的 分 量 , Е e! 5; 
是 反 变 向 量 场 的 分 量 , ë ШЦ fE “的 反 变 分 量 
(conteavatiant component) 。 这 样 使 反 变 向 量 场 
和 共 变 向 量 场 之 间 以 基本 张 量 为 媒介 成 一 一 对 
应 , 如 果 f 是 数量 场 , 则 它 的 微分 df 是 共 变 向 
量 场 ， 和 它 对 应 的 反 变 向 量 场 叫 作 的 梯度 
(gradient), JH grad f 表示 . 

对 于 张 量 场 也 可 以 用 gug” 使 指标 上 升 或 


下 降 得 出 新 张 量 场 。 例如、 

Rigs Ra = вы» 

Rigs RSS 
如 第 二 例 ,哪个 指标 是 上 升 或 下 降 ,为 了 不 致 混 
请 ,在 原来 位 置 用 点 来 表示 

【cx 和 vx 的 关系 】 设 T 是 任意 的 (1,1) 
型 张 量 场 , 它 的 分 量 为 .对 于 任意 的 (r、s) 型 
SERES K, 则 (r,s) 型 张 量 场 AK 关于 r + 
s>0n 


= BPR ai. 


Саку = ул ких ч, uat 


dei, 
fs 


Жл Er 


© niu is 

来 定义 . 当 r=+=0 时 , 即 对 于 数量 场 K 有 4rK 
一 0， 设 X 是 向 量 场 , 7 一 一 YX 时 ， 若 将 Ar 
改写 作 Ax, 则 对 于 任意 张 量 场 K， " 

LxK = VxK + AxK 
成 立 ， 此 处 Lx 是 对 X 的 Lie 导数 ' 算 子 。 特别 
是 当 把 K 取 为 基本 张 量 # 时 ,由 于 Vxg 一 0, 则 
Lxg = Ахт g, Hi Axg 一 0 给 出 ，X 是 Killing 
向 量 场 + 的 条 件 ， 设 X 的 共 变 分 量 为 与, 则 这 个 
条 件 可 以 写作 Eut Eum 0 Gum 
n). 

【曲率 张 量 的 性 质 〗 Riemann 空间 M 的 曲 
率 张 量具 有 下 列 性 质 . 

1) Rig = — Rin 

2) Rig + Rin + Rin = 0, 

3) Risa + Risa + Ёш = 0. 
BE Riw = Кы, MJ 

4) Ran = —Rüns Ким = 

Rigs = Rao 

5) Rint + Rigi + Raj = 0. 
2),3),5) 叫 作 Bianchi 恒等式 (Bianchi's 
identities), 


设 


Кик» 


Е, = — > Ries 
以 Ry, 为 分 量 的 2 阶 共 变 张 量 场 叫 作 Ricci Ж 
量 (Ricci tensor), Ricci 张 量 是 对 称 的 , 即 R; = 
Ry, 又 数量 场 R= eI Rj, IU ЯЕ (scalar 


curvature), 

【各 种 算 子 的 表示 】 关于 向 量 场 的 散 度 1， 
微分 形式 的 算 子 4, 8, A (一 调和 积分 ) 可 用 共 
变 微分 来 表示 . 

1) 设 向 量 场 X 的 分 量 为 如 , 则 

Ea 
divX = Bi 
2) ito Ep RADER M 


p+ 


(da) = Уу Сна, 
= 


bp e э 
[COE ys (P> 1) 
指标 上 面 的 记号 人 表示 已 去 掉 它 F E N 

ж. 


(да), = 8а 


+ > (SIV Russ, 


т 


HEISE RE Ао 


特别 是 当 p = 0 时, 即 对 数量 场 六 有 
Af 一 —g"fin = —div gradf 
一 —gi(81/0x'8xzi) + g' TL (01/820), 
ә 5 28 

微分 算 于 д е р 一 -Br ШИЕ 
Beltrami 第 二 种 微分 算 子 《Beltrami differen- 
tial operator of the second kind), 它 等 于 改变 符 
号 的 Laplace WF A, 另外 有 Beltrami 第 一 
种 微分 算 子 (Beltrami differential operator of the 
first kind) A,， 它 是 使 数量 场 了 与 gd f 的 长 


EOF. 即 ad = hb = 07, 


x (AX ID. 
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kie, 1927; [5] S. Kobayashi (REEBEZ)-K. Nomizu 
(SKA), Foundations of differential geometry, Inte- 
rscience, I 1963, И 1969; [6] G.'de Rham, Variétés 
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曲线 和 曲面 的 微分 几何 学 [ 英 differential 
geometry of curves and surfaces 法 géométrie 
différentielle des courbes ct des surfaces 4 Diffe- 
rentialgeometrie der Kurven und Flächen 4& 
дифференцнальная геометрия кривых H поверх- 
ностей 日 Ё 2 DI DP ICE 
СЖМ 到 n Ж Euclid 空间 E" 内 的 漫 人 ? 
29f. BD j ЖС 类 映射 , 它 的 微分 为 ,fs 的 阶 
数 ' 对 于 M 上 的 各 点 都 与 M 的 维 数 m 相 等 . (М) 
不 限定 是 E" OFTHE. M 与 f 合并 的 概念 称 
Jj E" 的 漫 人 的 子 流 形 (immersed submanifold) 
或 叫 曲面 (surface)， 和 一 1 时 , 叫 作 曲线 (curve)， 
m = n 一 1 时 ,特别 则 作 超 曲 面 《hypersurface)。 
微分 几何 的 主要 对 象 是 "一 3 或 2 的 情况 , 这 
是 曲线 和 曲面 . 

СЕ" 的 标 架 】 Es 的 运动 可 以 表示 为 平行 
移动 和 使 E" 的 原点 不 变 的 正 交 变换 ' 的 积 , 平 
行 移动 的 全 体 构成 交换 群 , 可 看 作 与 R° 相同 ， 
它 是 运动 全 体 所 构成 的 群 (E") 的 正规 子 群 1、 
不 改变 原点 的 旋转 全 体 是 正 交 群 O(n), IE") 
ЖК" У O(n) FB. ICE") 的 Lie 代数 ' 
Ж R" 与 正 交 群 的 Lie 代数 о(п) 的 直 和 【作为 
WER). ICE") 上 的 Maurer-Cartan 微分 形 
式 ' 按 这 样 的 分 解 可 写 为 十 2， “属于 Р", 
Q€o(n), ICE") 的 结构 方程 是 dw + 0) 一 


- (3) (e 2) (= + 9) 可 分 解 为 两 个 式 
+ 4o— QNo fi 40 = — (eno. 它们 


AU FE E" ff 8683825 SR structure. equation) .在 E" ËJ 
Bix, ЖЕ 的 正规 正 交 系 way， ez，-"…，e,, 有 序 
组 Gr, е, co €n) PUEI ЖЕ ®КЭЁ (orthogonal 
frame). 它 的 全 休 用 C(”) ж. 把 平行 移动 
看 作 与 xe R° 相同 ,并 记 成 Ts， ICE") iS @(n) 
在 映射 (TA) = (x, 46,77 Ae.) (4€ 
€G)) FRAGA. 由 9* 所 得 的 w 以 及 9 
在 O(n) EMRE O(n) 上 的 微分 形式 ， 同 样 
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Жо 与 2 来 表示 . 作为 R° 上 的 主 纤维 从 + 
Oln), "ERE x: ales @，…,e,) 一 +x 与 
Cn) 上 的 = 个 向 量 函数 pi:9i(xye se) 
ei 有 下 列 关系 式 成 立 . 


w= we, Q= >) ОЕ, 
a == (dx, pi), OF = (dp; Ф) 
dat = У) Ой Ле, O) 


da = У) о* оч, 
x 


AP, E, 是 由 Eje;—e;, Eye —е, Eje 
0 (k= i, j) WER Cn) 的 基底 G) 是 用 Е" 
的 内 积 定义 的 ， 以 向 量 为 值 的 形式 之 间 的 积 。 
O(n) 的 任何 微分 自 同 胚 使 "与 9 不 变 的 ,只 有 
E" 的 运动 ， 

【曲线 论 ] MM, f) 表示 一 维 流 形 M 到 
E" РИА. E" 各 点 的 切 空间 ! 看 作 与 E" 
是 相同 的 ， 在 M 3 х 的 切 空间 М, 在 映射 如 下 
FERRIS fa (M a) 是 E" 的 直线 , 它 叫 作 在 f) 
Jb (CM) 的 切线 Cangent line). ZEM IA x 
fn(Ms) э e, 构成 的 正 交 标 架 (x, ess e.) 0 
全 体 用 O (M) 表示 . Ф OM) 到 O(n) 内 的 
EURBLAC 1, 可 以 将 O(n) 上 的 微分 形式 o, 
Q, o', O'i МЇ ВОМ) EF IHRM 
微分 形式 分 别 记 作 Ө, Ө, Ө, Ө", WJ oro 
G> 1)， 对 于 M 的 两 个 漫 入 fis fo 则 存在 BP 
的 运动 o, 使 h = aof 的 充分 必要 条 件 是 ， 
OM) 与 On(M) 间 存在 微分 同 凸 p, 使 ,一 
P*O) ,Bi 一 9*(6@n) 成 立 .对 于 纤维 从 CCM) 
的 射影 «у 和 自然 定义 的 以 向 量 为 值 的 函数 p 
G1, yn) 之 间 成 立 着 dox) = 0 es 
4e; = У) Op, 18 de(X) = IELOOIO є 


Mj), BJ (PY = «1(47). 在 各 点 EM, е 
的 取 法 受 定向 取 法 的 影响 ， 存 在 两 种 .但 由 于 
(аф. dp.) = (0740), P 只 决定 于 z€ M. 
p > 0 叫 作 绝 对 曲率 (absolute curvature), DLF, 
指定 了 e, 的 一 个 定向 ， 将 得 到 的 O, CM) 的 一 
个 子 流 形 ， 也 用 同样 符号 CM) Xm. 18 
(4{(Х), €) = ds(X), 则 0 = x? (ds), ds Uf 


BOR (line clement), 纤维 从 OM ) 的 任 一 截 
T RAR Rix oR = 1, 叫 作 动 标 架 或 活 
动 标 构 ( 英 moving frame 法 repère mobile), 对 
于 R*(60 = ds, 设 R*(O") = piids, 则 在 M 上 
有 下 式 成 立 。 


de, 一 > pides, б> 
= 


34 (M, 1) ROL, p) 关于 某 个 标 架 具 有 相同 
的 必 和 上 时 ,并 且 只 有 在 这 时 , 轧 一 aof(a 是 
E 的 运动 ) 成 立 . 

[гт ДАЛ 当 研 究 曲线 (局 部 的 ) 性 质 
时 ， 只 考虑 C 类 Jordan "РТ, 对 于 E" 的 
正 交 坐标 (x'，,…，x") Rt = FUGE (а, 6], 
D (42) > O 或 向 量 式 x 一 хб) 表示 由 


两 个 闭 区 间 Га, bls Lo’, | 2 809082 FRE Р 

合成 的 映射 jog 与 了 表示 Е" WAAI. Ф 

miskin. С 类 缴 具 有 长 度 ， 它 的 长 度 可 

я, = (27 (гушу) аат, Od 
» -1 


线 上 一 点 出 发 测 得 的 弧 长 * 作为 表示 曲线 的 参 
数 ，* 叫 作 曲线 上 的 典范 参数 (canonical paca- 
meter), 

设 Ct Ж C AYIA JE ЖКА x m x(G) 
G€ [4,5]), 并 设 它 的 Wronski FAR |а (5), 
es x9 G) ASF 0( 以 下 ， 关 于 典范 参数 
的 微分 用 ' 来 表示 ), 这 就 是 说 假定 曲线 不 在 E" 
内 超 平面 上 。 这 个 行列 式 为 零 的 点 叫 作 平稳 点 
(stationary point), 设 C 上 不 存在 平稳 点 .这 时 ,在 
C 的 各 点 将 个 向 量 (5), xn G) 按 此 顺 
序 用 Schmid 正 交 化 ! 的 办 法 将 它们 正规 正 交 化 。 
则 得 到 Frenet 标 架 е, ``, е, (leo c 
e.| > 0), 这 时 (2) 有 如 下 的 形式 。 

е0) = —p- (e, (2) + eens), 

i=l, m 

pols) = pals) = 0; зу 

pis) > 0, 
MEHE E" ay Frenet 公式 (或 Frenet-Serret 
AR). mc es AERE, …， 第 n 一 2 
曲率 (curvature), Ул 2 3K, pn- M FE SURE 


i=l, n=, 


(torsion), XJ F Е" 的 子 空间 E" 内 的 曲线 。 规 
Ж wm = 0G > т), 直线 的 曲率 ， 挠 率 都 是 0. 
对 于 这 种 情形 ,将 eli > m) 固 定 于 E= 的 正 交 
补 空间 里 ， 可 以 进行 与 Frenet 标 架 类 似 的 论 

对 它们 的 Frenet 标 架 , 确 定 了 C 类 的 两 个 
HARM C,, C», 若 在 它们 之 间 存 在 微分 同 胚 
保持 长 度 不 变 , 在 对 应 点 处 , 所 有 的 pi(i = l, 
-一 1) 都 相等 , 则 C,, C, 在 E" 的 运动 下 
可 以 重合 。 AUPE RRR ЖЕШ (funda 
mental theorem of the theory of curve). 若 pi(s) 
SOG 1, ++, n = 2) È puC) Е ғ E 
шос: < С 类 函数 被 给 出 ， 则 存在 
着 以 它们 分 别 为 曲率 、 挠 率 的 曲线 弧 。 改称 方 
Fi p, — об) 为 曲线 的 自然 方程 《natural equa- 
tion), 

【平面 曲线 】 设 有 E: É) C: RA х= 
xls) CHY Frenet PRH (XG), €, ez)，Frenet 
公式 为 

xe; x” = e = рез, 

4 叫 作 曲率 (curvature)， 自 然 方 程 是 一 p(s). 
特别 p(s) 一 常数 > 0 的 曲线 是 圆 弧 ， 作 为 曲 
素 2 的 另 一 种 定义 如 下 ， 在 E 上 取 一 定 方向 ， 
例如 * 轴 的 正 向 , 设 曲线 C 在 x(*) 的 切线 了 与 
x 轴 的 正 向 所 成 的 角 为 8(:)， 也 可 由 p=d6/ds 
给 出 曲率 。 RY s — 2 时 ， 曲 率 才 能 取 正 值 
或 取 负 值 。 p > 0，p < 0 的 几何 意义 如 图 1, 
图 2 所 示 。 Axl) + (1/р)е, 为 中 心 , Lp 为 
半径 的 贺 ， 对 x(s) 比 E 内 任何 其 它 的 圆 都 以 
较 高 的 次 数 与 该 曲线 密切 这样 的 圆 叫 作曲 线 
在 点 x(s) 的 密切 圈 Cosculating circle) 或 曲率 加 
(circle of curvature)， 它 的 中 心 叫 作曲 率 中 心 
(centre of curvature), 它 的 半径 1/p 叫 作曲 率 半 
# (radius of curvature)， 曲 线 C 的 曲率 中 心 的 
轨迹 C' D C 的 渐 届 线 (сусіше), RZ, C RUE 
C' 的 渐 伸 线 (involute)， C” Æ C 的 法 线 族 的 包 
绝 线 '， 如 果 曲 线 用 典范 参数 : 表示, 则 曲率 可 
J8 1a ( a" G2] 给 出 ,如 果 用 其 它 参 数 表示 为 
x= x (z), WJ 

ele) = [x G). x" G)|/Ix (OP. 
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图 1 p>0 


H2 о<0 


上 述 的 平面 曲线 的 性 质 是 关于 曲线 的 局 部 
性 质 ,此 外 ,还 有 讨论 平面 曲线 整体 形状 的 大 范 
国 曲线 论 ， 简 单 闭 曲线 C 的 内 部 以 及 由 C 上 点 
构成 的 点 集 用 万 表示 ,连结 万 上 任意 两 点 的 线段 
HERR D 的 点 构成 时 , N c nu fE ghi da 
线 或 卵 形 线 (oval), RAE MKEHA IE 
线 中 ， 融 的 面积 最 大 。 这 个 定理 有 过 种 种 的 推 
广 ， 这 类 问题 叫 作 等 周 问题 (isoperimetric pro- 
blem)， 但 幻 宁 说 它 是 与 积分 几何 学 + 等 其 它 分 
支 有 密切 关系 的 问题 ， 此 外 ， 还 有 研究 局 部 性 
质 ,例如 曲率 与 曲线 整体 性 质 间 关 系 的 结果 ,如 
著名 的 四 顶点 定理 (four-vertex theorem), HF 
曲线 C 上 4/4: 一 0 的 点 叫 作 顶 点 , 则 C ЖЭН 
形 线 上 至 少 存在 四 个 顶点 . 又 到 处 是 p > 0, 或 
是 p < 0 的 简单 闭 曲线 必 是 凸 的 (一 凸 集 )， 

【空间 曲线 】 将 E? 内 的 CO 类 曲线 弧 C 用 
典范 参数 表示 为 х= xG) G € [a, bl). HC 
选取 Frenet 标 架 ，Frenet 公式 用 

е = ое, e= –ре + ре, 
e, = —ре 
JUR. 1/p, 叫 作曲 率 半径 ，1/p: URRE E 
(radius of torsion)， 通 过 曲线 上 点 x(s0) 的 三 条 
直线 # = x(io) + ге, € = xG) + te, # = 
x(so) + re 分 别 叫 作 在 x(s) 的 切线 (tangent 
line)、 主 法 线 (principal normal)、 副 法 线 (binor- 
mal), GRA x(so) 的 三 个 平面 # = xlo) + 
te, + tes, X = x(5) + te, + ie, Z = xs) + 
se, + ie, 分 别 叫 作法 平面 (normal planc), JA 9) 
平面 (rectifying plane), WY) H(osculating plane). 
对 Ce 类 曲线 х= xls), 在 一 点 处 以 ev en tm 
为 坐标 向 量 , 对 x(s) fE Taylor 展开 ,用 Frenet 
公式 代入 它 的 各 项 , 则 可 导出 (Bouquet 公式 》 
xy = G — s) — (G)/6G — s)! + +++ 
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a1 = (p(s0)/2)(s — 50)? + CoG)/6)Gs 
=) + 5 

хз = (р (з) е0) /6)( — 50)? + ~. 
由 这 个 公式 ， 可 利用 p, o; 来 判断 曲线 的 大 致 
形状 。 曲 线 与 密切 平面 在 切 点 处 比 其 它 任何 平 
面 都 有 较 高 次 的 切 触 ， C 的 密切 平面 全 体 以 一 
Лаеш", C5 C 的 切线 运动 所 成 的 
曲面 一 致 . 所 以 叫 作 切 线 曲面 (tangent surface), 
C 叫 作 这 个 曲面 的 汰 线 Cline of regression), ЈА 
切面 族 也 以 一 个 可 展 面 为 包 络 面 ， 则 作 C 的 伸 
长 曲面 (rectifying surface), C 是 它 上 面 的 测 地 
线 。 法 平面 的 全 体 以 锥 面 为 包 络 面 或 以 其 它 曲 
线 € 的 切线 曲面 为 包 络 面 。 

当空 间 曲 线 的 自然 方程 有 特殊 的 形式 时 ， 
曲线 的 形状 比较 简单 ，pi(9) 一 常数 ，px(?) 一 常 
数 , 它 是 与 某 个 直 圆柱 的 母线 交 成 定 角 的 曲线 ， 
叫 作 党 螺旋 线 Cordinary helix)。 比 较 一 般 的 有 
形式 p/p 一 常数 , 它 在 各 点 的 切线 是 一 个 与 定 
方向 成 定 角 的 曲线 ， 叫 作 一 般 螺旋 线 (general 
helix) 或 定 倾 曲 线 (curve of constant inclination), 
满足 ap + bp: = с 的 曲线 叫 作 Bertrand 曲线 
(Bertrand’s curve) ,对 于 这 样 的 曲线 C ,存在 着 与 
其 对 应 的 曲线 ,在 对 应 点 处 ,两 曲线 的 主 法 线 
一 致 。 反 之 ,这 个 性 质 也 是 曲线 成 为 Bertrand 曲 
线 的 充分 条 件 .具有 与 此 类 似 性 质 的 曲线 ,是 存 
在 着 曲线 C 在 对 应 点 处 C 的 主 法 线 与 C 的 副 
法 线 一 致 ， 这 样 的 曲线 叫 作 Mannheim 曲线 
(Mannheim’s curve), BA, EMMAL CAM С 
的 切线 平行 ,这 种 对 应 叫 作 Combescure 对 应 
(Combescure’s correspondence), 

以 上 主要 是 就 空间 曲线 的 局 部 性 质 所 作 的 
论述 ， 对 于 空间 曲线 ， 也 和 平面 曲线 的 情形 一 
样 ,有 一 些 关 于 大 范围 形状 的 定理 ,对 于 长 度 为 


工 的 简单 空间 曲线 c, K = | (Ош mite 


曲率 (total curvature), 简 单 空间 闭 曲 线 C 的 全曲 
率 不 能 小 于 2 <, 等 于 2 = 的 情形 只 能 是 曲线 C 
为 平面 凸 曲线 的 情形 (W.， Fenchel), 在 内 将 
原点 固定 ， 对 于 空间 曲线 C 上 各 点 处 的 单位 切 
向 量 , 引 以 原点 为 始点 ,长 度 为 1 的 平行 向 量 ， 


则 它们 的 终点 在 单位 球面 上 画 出 一 条 曲线 С. 
€ fE C 的 切线 标 形 (indicatrix of tangent), С 
与 己 间 的 这 种 对 应 叫 作 切 线 的 球面 表示 (sphe- 
闭 曲 线 C 的 全 曲率 等 于 切 
线 标 形 С 的 长 度 . 因此 , K = ф дө, WE h 
率 是 切线 沿 闭 曲线 c 移动 一 周 所 扫 过 的 角 的 总 
A. 

【 超 曲面 论 】 M, f) n ECO 
) 类 访 形 M 的 漫 入 ,利用 E" 的 内 积 可 定义 起 曲 
面 M 上 的 正定 二 次 微分 形式 8 为 

E(X, X) = (OO 40), XEM. 
MHF Riemann 度量 + & 的 引进 成 为 Riemann 
ЙЕ". ЕщЕ (Mf) 的 第 一 基本 微分 形式 
(fist fundamental differential form), ХЕМ = 
处 , 取 E" 的 正规 正 交 系 le) G= 3. sm» 
ef (Ma) G= 1, an 一 1) 将 正 交 标 架 
(re，.…，en) 的 全 体 用 CI(M ) 表 示 。CKM) 
是 具有 自然 射影 = 与 微分 结构 的 M 上 的 主 纤 
维 从 ， 再 令 移 向 主 纤维 丛 O (n) 内 的 自然 温和 
ж Ке +++, е„) = (a), ее). 
如 果 六 将 Об) 上 的 微分 形式 o, 0 诱导 到 
OKM) E. 183] 6—j*(0), e=j*(0O), Е" 的 结 
构 方程 也 随 之 改变 成 为 46 = Ө ЛӨ, do 一 (一 
1/2) @A8. i Ө = }*(б='), 9 = CO), 
@ = 0,0, 8, j < п) 仅 依赖 于 (M， 力 的 第 
一 基本 微分 形式 . 若 有 M 的 两 个 温和 hs hs EMT 
# E" 的 适当 运动 a 可 以 表示 为 大 一 ај, WF 
分 必要 条 件 是 :存在 主 纤维 从 ом), OM) 
之 间 的 微分 同 胚 w, 0, = Ф" (6,), Ө, 一 
q*(B@s)， 设 M 是 已 定向 的 WE E" 内 垂直 于 
РСМ) 的 单位 向 量 场 确定 从 M 到 单位 球面 上 
的 映射 , 叫 作 M 的 球面 表示 (spherical represent- 
ation)， 将 M 的 单位 法 线 场 看 作 向 量 函 数 , 由 df 
和 aN 的 对 称 积 
—(df, ¿N)(X, Y) = (1/2) (af(X)5 aN(Y)) 

+ (20Ү), aN(X))), 

可 以 定义 (M , f) 的 第 二 基本 微分 形式 (second 
fundamental differential form), 


在 M 上 诱导 出 相同 的 第 一 、 第 二 基本 微分 


rical representation), 


FWAWANRAY fo hs 可 由 Е" 的 适当 运动 
e 写成 fo- acf, 反之 也 成 立 。 这 叫 作曲 面 论 
的 基本 定理 (fundamental theorem of the theory 
of surface), 

CE 的 曲面 论 ] (一 公式 41) 曲面 局 部 地 
可 用 参数 表示 , Mx, = x) G — 1. uni 
a= 1,，…*,m)， 在 三 维 的 情形 ,用 向 量 式 x 一 
x (и, v) 表示 ,第 一 基本 微分 形式 用 Eldu) + 
2Е dudv + С (dvr), 第 二 基本 微分 形式 用 
P(duy + 2 Q du de + R(dv 站 表示， 它们 也 可 
用 张 量 分 析 的 记 法 来 描述 。 用 参数 w(c = 1, 
2), 第 一 基本 微分 形式 可 以 写 为 gu, du* ai; 第 
二 基本 微分 形式 可 以 写 为 Hu duda! (总 和 记 
EXE Einstein 约定 + 省 略 )。 gor 叫 作 第 一 基 
本 量 (first fundamental quantity), Hes 叫 作 第 二 
基本 量 . 

在 与 参数 (ue vo) 对 应 的 曲面 上 的 点 如 一 
X 《wos vo) 处 与 zx 一 uo, v = wo 对 应 的 曲面 上 的 
曲线 分 别 叫 作 м 曲线 和 wv 曲线 ， 在 曲面 上 取 标 
架 (x, x,, N), 这 里 x,, x, 是 通过 po 的 * 曲 
AUR v 曲线 的 切 向 量 Өх/ди, 0x/Ov, N 是 在 
ро 处 的 单位 法 向 量 。 这 样 的 标 架 叫 作 Gauss 
标 架 (Gauss? frame), Gauss 标 架 不 限定 是 正 交 
BR, 但 它 与 参数 u, v) 相关 联 而 且 是 很 有 用 
的 。 通过 点 po 由 x,» x, 张 成 的 平面 叫 作 曲面 
在 点 加 的 切 平面 (rangent planc), 第 二 基本 微 
分 形式 的 系数 Plus v), Оби, 0), RCus v), 可 
由 P= (ж, №), 9 = (—x,, №), R = 
(—x,, N,) (N,-0N/8u, N,=6N/d0) Bi, 

在 曲面 上 一 点 处 , 关于 Gauss 标 架 的 切 平 
面 上 的 点 , 它 的 坐标 设 为 (X。，Y。), 则 由 PX 十 
20Х„Ү, + RY; =e (e 是 适当 的 实数 ) 定 义 的 
二 次 曲线 叫 作 Dupin 标 形 (Dupin's indicatrix) , 
当 标 形 是 椭圆 、 双 曲线 时 ,曲面 上 的 点 分 别 叫 作 
ARIS FA (elliptic pont) 3X i КА Chyperbolic point), 
如 图 3, 图 4 所 示 , 前 者 表示 该 点 邻近 的 点 都 在 
切 平面 的 同 侧 ， 后 者 是 在 两 侧 的 。 双 曲 点 的 邻 
SEE Мур ARETE, TL PEE RA (saddle point), BEAR 
EAD RABE APH ERO FA (parabolic 
point)， 这 时 PR — 0° = 0. mRE Р, 0, К 
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图 5 LI 


中 有 不 为 0 的 , 则 如 图 5 所 示 , 曲 面 上 该 点 的 邻 
近 点 也 在 切 平面 同一 侧 ， 曲 面 上 点 Р 的 切 平面 
上 的 向 量 (X，Y) 满 足 PX2 十 2 OXY+RY?=0 
时 , 则 该 向 量 的 方向 叫 作 渐 近 方向 (asymptotic 
direction), 4 p AI AUN , ЕАО КИЕ 
作为 实 直线 存在 ， 它 是 在 切 平面 上 由 标 形 定义 
的 二 次 曲线 的 渐 近 方 向 !。 曲 面 上 的 曲线 C. 
C 上 各 点 处 的 切线 恒 为 该 曲面 的 渐 近 方向 时 ， 
C 叫 作 渐 近 曲线 (asymptotic curve), 

通过 曲面 上 点 p 的 曲线 x= xul) v) 
作为 空间 曲线 , 它 的 曲率 ?是 


peos0 = Рій + 2 Qdude + Кай 
Edu! + 2 Fdude + Gdi 


(ө 是 曲面 的 法 线 与 曲线 的 主 法 线 的 夹 角 )。 通 
过 忆 类 曲面 上 点 的 С 类 曲线 C 的 曲率 中 心 
这 样 确定 : 曲线 在 该 点 的 切线 与 曲面 的 法 线 所 
确定 的 平面 将 曲面 截 成 的 截 口 曲 线 为 C*，C* 
的 曲率 中 心 到 C 在 ?处 密切 平面 上 的 正 投影 
(Meusnier Æ (Meusnier's theorem))， 就 是 
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C 的 曲率 中 心 。C* 在 该 点 的 曲率 ,器 作 这 个 切 
线 方向 的 法 曲率 《normal curvamre)， 因 为 在 一 
点 的 法 曲率 可 以 看 作 单位 贺 上 的 连续 函数 ， 所 
以 它 存在 取 最 大 值 与 最 小 值 的 方向 ， 这 个 方向 
可 用 

Edu+Fdv Fdu+Gdv 

Pdu--Qdv  Qdu-- Rde 
给 出 ， 仅 当 这 个 二 次 方程 非 退 化 时 ， 它 的 两 个 
根 才 确 定 两 个 方向 ， 这 两 个 方向 叫 作曲 面 在 该 
点 的 主 曲率 方向 (direction of principal curva- 
若 在 曲面 上 曲线 C 的 各 点 ,C 的 切线 
常 与 各 点 的 主 曲 率 方向 一 致 ， 则 C 叫 作曲 率 线 
line of curvature), 〈 所 有 曲率 线 都 是 圆 的 曲面 
叫 作 Dupin 四 次 圆 纹 曲面 (Dupin's cyciide).) 与 
两 个 主 曲率 方向 对 应 的 两 个 法 曲率 可 用 满足 二 
次 方程 

(Se a 

R ЕС — Е? R 
PRZ? ao 
EG— F: 

的 去 的 值 给 出 ， 它 们 叫 作 主 曲率 (principal 
curvature)， 它 们 的 倒数 叫 作 主 曲率 半径 (radius 
É principal curvature). BAER p, = -E 


] 

G = 1, 2) 的 算术 平均 H = (p, + py)/2 ШЕ 

平均 曲率 (mean curvature) 或 S. Germain gh 

WE (S. Germain’s curvature), P4 K = p, * p; MY 

作 全 曲率 (total curvature) 或 Gauss 曲率 (Gaus- 

sian curvature)， 它 们 的 表示 式 是 ; 
H= LER + GP —2F0 

2 


=0 


ture), 


> 


ЕС — F: 
k= PR = D 
EG — Е 


曲面 上 的 点 p ЖЕЕ A ‚ЖАН AURI 8 ,2y Bl 
等 价 于 在 点 bp 处 天 > 0,K <0,K=0. 第 二 
基本 微分 形式 与 第 一 基本 微分 形式 成 比例 的 点 
叫 作 脐 点 (umbilical Point)， 第 二 基本 微分 形式 
28 0 的 点 叫 作 平坦 点 (flat point), 3} P DUBIE 
点 所 构成 的 曲面 , Heti (P(du)? + 2 Q dude + 
R(av)?)/ CE (du)! + 2 F dude + G (dv) 为 
常数 ,这样 的 曲面 是 球面 片 。 仅 由 平坦 点 所 构 


成 的 曲面 是 平面 或 它 的 一 部 分 ， 对 于 球面 ， 刀 
AK 都 是 常数 , 对 于 平面 则 都 是 0 如 果 用 上 
述 曲面 的 球面 表示 。 则 Gauss 曲率 具有 如 下 的 
意义 ， 设 分 别 用 А, 4* 表示 曲面 上 由 闭 曲线 轩 
成 的 面积 1, 当 闭 曲线 收缩 为 一 点 时 ，4*/4 的 
极限 等 于 K. 

第 一 基本 微分 形式 zu di^. RR BIER 
(eon) НЕШЕ Cg) 表示 ，B" 一 G/(EC 一 
F3), рар — F/EG— F’), g!- E/(EG— 
F)， 由 它们 所 确定 的 第 一 、 二 种 Christoffel 
符号 (Christoffel's symbol) 分 别 是 

{67} = Е, 8], 
设 曲面 的 向 量 式 为 x 一 xG, a), х= DE, 
x, = SE, Gauss IRM Оо, ж, М), 


LÀ 
„= MI x, + Ha N, N.= "Нух, 


成 立 ， 前 者 叫 作 Gauss 公式 ,后 者 叫 作 We- 
ingarten 公式 ， 将 它们 看 作 偏 微分 方程 组 ,其 
可 积 条 件 如 下 : 若 引 进 曲 率 张 量 ', 它 的 分 量 为 


Ron 一 & I МЕ 7*3 i 


+0, 
则 


Rip, = Ha, Hi — Ha Hts 
5 __ ӘН, а с 

depone E men. 
前 者 叫 Gauss 方程 ,后 者 叫 Codazzi-Maina- 
rdi 方程 .对 此 ，Bonnet 基本 定理 如 下 : 如 果 
ER HMR р БНТ C 类 正定 对 
FRIERE (gop) 与 CREM (Hap), 它 们 都 是 
函数 矩阵 , 且 满 足 Gauss 方程 及 Codazzi-Maina- 
rdi 方程 , 则 存在 以 (gp) 为 第 一 基本 微分 形式 
RR, (He) 为 第 二 基本 微分 形式 系数 的 曲面 
x = x(u, n). BENT DANERA EEA 
有 任意 点 与 之 对 应 ， 并 且 可 任意 取 曲 面 上 的 
Gauss 标 架 , 使 满足 (x.，xs) 一 gas， 当 这 样 的 


нт = g" Hyas 


Gauss 标 架 确定 后 ,曲面 片 不 但 存在 且 唯 一 地 确 
定 . 

将 第 一 基本 微分 形式 作为 Riemann 度量 的 
Ricemanp 几 何 , 韦 作曲 面 上 的 几何 (一 Ricmann dit 
形 ). 

两 个 曲面 间 的 微分 同 胚 ， 当 保持 曲线 的 长 
度 不 变 时 , 叫 作 等 距 对 应 (isomerric mapping). 这 
个 情况 和 第 一 基本 量 在 各 对 应 点 都 相等 是 等 价 
的 .这 时 说 这 两 个 曲面 是 互相 等 距 的 (isome- 
tric), Hi Gauss 方程 可 知 ,全 曲率 天 一 Ro/g 
仅 依赖 于 第 一 基本 量 ， 所 以 玉 是 在 等 距 对 应 下 
保持 不 变 的 量 (Gauss 基本 定理 Ct Gauss’ 
theorema egregium) ). 

沿 着 曲面 上 曲线 <° — eG) 定义 向 量 
MDxs， 当 该 向 量 沿 该 曲线 的 共 变 微分 * 为 0， 
即 


гуй = di*/di 十 {2 | еде = 0 


时 ， 称 该 向 量 在 Levi-Civita 意义 下 沿 这 条 曲线 
平行 (paralld)， 沿 已 知 曲线 平行 的 向 量 ， 长 度 
是 一 定 的 ， 且 两 个 平行 向 量 所 成 的 角 沿 曲线 也 
不 变 ， 没 曲面 上 曲线 c 选取 两 个 满足 gool2 ab 
= 8, 的 平行 向 量 场 AQ» Aly» C 的 切 向 量 由 
du*/dt 一 УЙЕ. 另外, 取 一 个 二 维 平面 
和 它 上 面 的 正 交 坐 标 , 则 常 微分 方程 组 d1/de 
一 сш“) (с: 一 (ро) ЮВ СЦЕ 
CHIRI (development) (一 联络 ). 

设 忆 类 曲面 上 的 CC 类 曲线 C 的 曲率 为 py 
曲线 C 的 副 法 线 与 曲面 的 法 线 所 成 的 角 为 «, 则 
pe 一 pcoso 是 曲面 上 的 几何 量 , 叫 作曲 线 在 该 
点 的 测 地 曲率 (geodesic curvature), 测 地 曲率 为 
0 的 曲线 叫 作 测 地 线 (geodesic curve), 它 的 微 
分 方程 由 


due [а уди du 

P PR aa Е 

给 出 ， 测 地 线 的 展开 是 直线 (一 Ricmann 流 形 ). 
考虑 曲面 上 由 有 限 个 补 类 曲线 弧 相 连接 而 

成 的 简单 闭 曲 线 C ， 它 围 成 单 连通 有 界 的 区 域 

D, 如 图 6, 设 在 各 弧 连 接点 上 的 外 角 为 eG = 

1, 7*5, m), Bi) 
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Lo + Dat ff, Кас = 22, 


= 


її. ТЕШЕ Gause-Bonnet AR. 特别 是 ， 
当 曲 线 弧 都 是 测 地 线 时 , 则 
Sar ff nm =z, 


e 
EH Euclid 几何 中 "三 角形 内 角 和 为 =”, “TR 
面 三 角形 的 面积 与 球面 角 僵 成 比例 ”等 命题 的 
推广 又 由 这 个 定理 可 知 ,在 定向 的 闭 曲 面 上 ， 


{ceo 一 2d EL GX 表示 曲面 的 Euler 示 性 
36, ((&ao 四 作 总 曲率 Cintegra curvature), 


图 6 
【的 特殊 曲面 】 平面 * 上 的 曲线 C 绕 = 
上 的 直线 1 旋转 时 ，! 叫 作 旋转 轴 (axis of cota- 
tion), C 叫 作 母 线 (generating line), 这 时 旋转 
所 成 的 曲面 叫 作 旋转 曲面 (surface of revolution), 
以 x 为 轴 的 旋转 曲面 可 用 x = rcos0, x) 一 
rsing，x 一 g@(r) 表示 , 它 的 第 一 基本 微分 形 
39 0-- (o) ) (ary (40у, ied & 
Bh OE О MERE Fe (meri- 
dian)。 当 子午 线 是 与 轴 平 行 或 与 轴 相 交 的 直线 
时 , 旋转 曲面 分 别 为 加 柱 面 《circular cylinder), 
WE (circular conic), 子午 线 是 圆周 时 的 曲 
面 叫 作 环 面 torus). 
平均 曲率 到 处 是 零 , 即 H = 0 的 人 类 曲面 
叫 作 极 小 曲面 (minimal surface), ZE C 类 曲面 
中 ,以 已 知 闭 曲线 为 边界 ,并 有 相对 最 小 面积 的 
是 解析 曲面 , 且 Н=0. 又 如 果 曲 面 是 C 类 的 ， 
Azz H = 0, 则 是 解析 的 《一 Plateau 问题 ). 
以 悬 链 线 为 母线 的 旋转 曲面 , 它 的 方程 是 хі + 
a= aCe 十 ec/%)/2， 这 种 曲面 叫 作 悬 链 面 
(catenoid), 悬 链 面 是 极 小 曲面 ,反之 ,是 极 小 昌 
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面 的 旋转 曲面 只 有 悬 链 面 。 又 对 于 Delaunay 的 
曲线 ! 绕 底线 旋转 所 得 的 曲面 ,H 是 常数 ( 关 0). 
RZ, 具有 这 种 性 质 的 曲面 也 只 限于 这 样 的 曲 
Ti. K = 常数 的 曲面 叫 作 常 曲率 曲面 (surface 
of constant curvature), 它 是 二 维 常 曲率 Riemann 
空间 . 非 Euclid 平面 可 用 常 曲率 曲面 表示 (一 非 
Euclid 几何 学 [微分 几何 学 的 考察 ])、 具 有 同 
一 常数 的 两 个 常数 曲率 曲面 〈 在 局 部 上 ) 是 互 
相等 距 的 ， 常 曲率 曲面 有 很 多 种 ， 就 是 成 旋转 
曲面 的 也 有 数 种 ， 对 它们 可 以 分 类 ， 负 的 常 曲 
率 曲 面 中 最 简单 的 是 伪 球 面 《pseudo-sphere). 它 
FED RY ху == acosp, ху = alogtan (@/2+ 
x/4) — asine(—x/2 < p < x/2)8 x HME 
所 成 的 曲面 . 

由 单 参 数 直线 族 作成 的 曲面 叫 作 直 纹 曲 
TE (ruled surface), Pin, 单 叶 双 曲面 , 双 曲 抛 
HH AEE, 圆锥 面 等 , 前 二 者 都 可 看 作 由 两 
种 方式 构成 的 直 纹 曲 面 。 构 成 直 纹 曲面 的 动 直 
线 叫 作 母 线 (generating line)， 通 过 空间 闭 曲 线 
C 的 各 点 ， 且 与 某 定 直线 平行 的 直线 作成 的 曲 
面 叫 作 以 C Ж JB base line ) 的 柱 面 (cylindrical 
surface), EH C 的 各 点 与 定点 0 连结 的 直线 作成 
的 曲面 ， 叫 作 以 0 为 顶点 的 锥 面 (conical sur- 
face)， 柱 面 、 锥 面 都 是 直 纹 曲面 ,并 且 到 处 Ko 
0， 对 于 直 纹 曲面 ,一 般 地 K < 0. 特别 是 ， 
Н +0, ЯНА K = 0 曲面 叫 作 可 展 曲 面 
(developable surface)， 可 展 曲面 只 有 柱 面 、 锥 面 
和 切线 曲面 三 种 . 还 存在 不 可 展 的 直 纹 曲 面 ， 
例如 单 叶 双 曲面 ， 双 曲 抛物 面 就 是 不 可 展 的 . 
不 可 展 的 直 纹 曲面 一 般 叫 作 斜 曲面 (skew sur- 
face)， 与 一 条 定 直线 ! 直 交 ， 而 且 由 按 一 定 规 
律 运动 的 直线 所 画 出 的 直 纹 曲 面 ， 叫 作 正 劈 锥 
曲面 (right conoid), WRI? 为 ЯН, Е] т 
为 жу = ucosv, x, = usinv, хз = f(v). 曲线 
C 以 一 定 的 角速度 旋转 同时 沿 直线 1 的 方向 作 
前 进 运动 所 成 的 曲面 叫 作 螺旋 面 (helicoidal sur- 
face), MELOS x, $h, MRM TRAN z, 
ucosv, xı = using, x= Ки) + қо (k BH 
数 )， 但 这 时 C 的 方程 为 x3 = fC). 特别 是 C 
与 1 直 交 时 的 曲面 (Ки) = 0) 叫 作 正 螺旋 面 


(right helicoid, ordinary helicoid). 正 螺旋 面 是 直 
纹 曲 面 ,同时 也 是 极 小 曲面 ， 反 之 , 直 纹 曲面 又 
是 极 小 曲面 的 ， 只 有 正 螺旋 面 ， 曲线 c Ry 
线 的 螺旋 面 叫 作 Dini ww. Dini 曲面 是 负 的 
常 曲 率 曲面 。 对 于 曲面 5 的 各 点 p, 在 它 的 法 
线 上 取 主 曲率 中 心 qi 一 1, 2). 和 如果? 在 曲 
面 上 变动 ， 则 gq,(i = 1, 2) 分 别 画 出 一 个 曲 
面 ,它们 叫 作 曲面 s 的 中 心 曲面 (centre surface), 
如 果 原 曲面 5 是 球面 , 则 中 心 曲面 只 是 一 个 点 ， 
WRS 是 旋转 曲面 ， 则 中 心 曲面 之 一 退化 为 旋 
转轴 ， 而 另 一 个 又 成 一 个 旋转 曲面 ， 对 于 一 般 
的 5, 沿 5 的 曲率 线 移动 时 , 它 的 法 线 描画 出 一 
个 可 展 曲面 ， 而 中 心 曲面 是 这 些 可 展 曲 面 的 峭 

含 参数 + 的 曲面 族 {5,} 的 方程 可 写成 Flx,， 
zo ху, 0) 一 0， 如 果 有 不 属于 这 个 族 的 曲面 E, 
在 E 的 各 点 ,E 总 与 某 个 S, ЖИЛ CBD E 5 S, 有 
同一 切 平面 时 ), 则 E 叫 作曲 面 族 {5,} 的 包 络 面 
(enveloping surface), Е 的 方程 可 由 F(x, x» 


хь) = 0 5 (SE) ойе. 一 般 地 ， 


CERIS 一 0 消去: 后 得 到 的 方程 
38 ers my хз) = 0, BJ p = 0 所 确定 的 曲面 
Ж. (S,) 的 包 络 面 或 是 8 的 奇异 点 的 轨迹 .{S,} 
REAT E H Su 的 交 线 Cs 由 方程 FC) = 0, 
(OF /әг)(ь) = 0 BER. Cu, WHEELS, HORE 
曲线 (characteristic curve). (C,) 是 包 络 面 上 
的 曲线 族 , 所 以 它 在 E 上 具有 包 络 线 ,这 个 下 
RUPE (S,) 的 着 线 (line of regression), F HYH FE 
可 由 F == 0, ӘЕ/д: = 0 K ӘЕ/ӘР = 0 消去 
fh. 特别 是 平面 族 的 包 络 面 是 可 展 曲 面 ， 
它 的 特征 曲线 都 是 直线 ， 浓 线 与 切线 曲面 的 疹 
线 一 致 

在 两 个 曲面 间 的 微分 同 胚 下 ， 对 应 点 的 第 
一 基本 微分 形式 对 于 各 点 都 成 比例 时 ， 这 种 对 
应 叫 作 保 形 对 应 (conformal correspondence)， 如 
果 比 例 系数 为 常数 ， 则 叫 作 相似 对 应 (similar 
correspondence)， 解 析 曲 面 在 局 部 范围 内 与 平面 
成 保 形 对 应 , 即 作 适 当 的 参数 变换 ,可 使 第 一 基 


本 微分 形式 的 形状 为 ACE, n)((a8 + (any), 
这 样 的 参数 叫 作 等 温 参 数 (isothermal parameter), 
由 于 等 温 参数 的 存在 可 以 推 得 两 解析 曲面 是 局 
部 保 形 的 ， 在 以 上 的 讨论 中 ,解析 条 件 不 是 必 
要 的 ([ 11]). 若 两 个 曲面 闻 的 c: 类 微分 同 胚 , 测 
地 线 互相 对 应 时 , 则 称 两 者 成 测 地 对 应 (geodesic 
correspondence)， 与 平面 成 局 部 测 地 对 应 的 只 有 
常 曲率 曲面 .在 测 地 对 应 下 ， 在 两 个 曲面 的 联 
络 系数 间 ， 用 那 种 在 对 应 点 具有 相同 值 的 参数 
来 表示 , 则 有 
@ а " 
MILL MES 23A, + 814, 

的 关系 ， 

在 ?的 子 流 形 * 中 与 球面 同 胚 的 图 形 , 把 
E! 分 为 两 个 区 域 ， 属 于 不 同 区 域 的 两 点 , 不 能 
用 和 曲面 不 相交 的 折线 连结 ， 又 两 个 区 域 的 一 
方 , 它 全 由 与 其 中 一 点 具有 有 界 距离 的 点 构成 ， 
叫 它 作 内 部 .曲面 上 或 内 部 的 两 点 所 连结 的 线 
段 , 恒 由 属于 曲面 上 或 内 部 的 点 构成 的 话 ,这 种 
曲面 叫 作 凸 闭 曲 面 或 卵 形 面 (ovaloid). 

BRIG THA Gauss 曲率 天 决 不 能 是 负数 , 反 
之 ,如 果 C' 类 具有 任意 亏 格 !' 的 闭 曲面 (可 嵌入 
E’), Z K = 常数, 则 是 球面 (Licbmann EFE), 
K > 0 的 闭 曲 面 是 卵 形 面 ， 我 们 已 知 ， 闭 曲面 
上 至 少 有 一 点 使 K > 0 (J. Hadamard), 如 果 
在 K 为 正 数 的 某 个 区 域 中 ， 不 存在 脐 点 ， 将 两 
个 主 曲 率 看 作 该 区 域 上 的 连续 函数 ， 则 在 该 区 
域 的 内 部 ， 它 们 决 不 能 取得 最 大 值 或 最 小 值 
(D. Hilbert), i K > 0 的 闭 曲面 的 两 个 主 曲 
3829 ko 心 , 如 果 有 点 p, Æ p ЖЕ ki КАЖ Ж (И, 
心 取 最 小 值 同 时 成 立 ， 则 这 样 的 闭 曲面 是 球面 
(H. Hopf). X K > 0, H = 常数 的 闭 曲面 也 
是 球面 (H. Liebmann). 再 者 ，K > 0 的 闭 曲 
面 中 ， 如 果 有 单调 递减 函数 f, 使 两 个 主 曲 率 
有 k= КК) 关系 ,: 则 这 样 的 闭 曲面 也 是 球 
Hü (A. Д. Александров, S. S. Chern (BRE 
3). 

从 这 些 定理 中 ,去 掉 K > 0 的 条 件 ,“ 只 对 
于 定向 闭 曲 面 , 上 述 定理 是 否 成 立 ?” 这 样 的 问 
题 叫 作 H. Hopf 问题 ， 关 于 这 个 问题 ,有 Euler 
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示 性 数 为 0 的 定向 C 类 闭 曲面 中 , H = 常数 
的 曲面 是 球面 (H, Hopf), 当 两 个 主 曲率 ko 
Riki 二 已 ) 间 有 关系 W (t, ko) 一 0 时 ,这 样 的 
曲面 叫 作 Weingarten 曲面 (Weingarten's sur- 
face), SLT] W 曲面 (W-surface)， 当 定义 W 曲 
面 的 函数 W, ET ko k BPD, 叫 作对 称 W 
Bhi (symmetric W-surface), Hopf 问题 对 于 W 
曲面 或 对 称 W 曲 面 ,有 著名 的 结果 ， 

在 等 忠 对 应 下 ，K 是 不 变 的 ， 因 而 球面 在 
等 距 对 应 下 仍 变 为 球面 ， 这 个 事实 ， 表 现 为 球 
面具 有 刚性 (rigidity)。 一 般 地 ， 如 果 两 个 卵 形 
面 在 等 距 对 应 下 对 应 ， 则 它们 可 用 运动 使 之 重 
Ф Cohn-Vossen 定理 (Cohn-Vossen's theorem), 
从 球面 上 去 掉 一 个 小 圆 片 后 则 可 使 之 扭曲 
((81). 

关于 孵 形 曲面 上 是 否 存在 闭 测 地 线 的 问题 
有 G. D. Birkhoff 指出 的 结果 : 在 C RIB 
面 上 至 少 存在 三 条 闭 测 地 线 。 又 知道 所 有 测 地 
线 都 是 闭 测 地 线 的 ， 但 又 不 是 球面 的 旋转 曲面 
是 存在 的 (一 大 范围 变 分 法 ). 

对 于 亏 格 为 plp > 2) 的 双 曲 非 Euclid K 
空间 +, 其 中 存在 到 处 稠密 的 测 地 线 (H，Hopf) . 
关于 在 这 种 曲面 上 测 地 线 流 的 遍历 性 一 遍历 理 
论 , 常 微分 方程 定性 理论 . 

【曲面 的 奇异 点 】 内 的 曲面 5 在 一 点 po 
的 邻 域内 由 Cr 类 函数 f 表示 为 1 = u v) FF 
且 〈6Mau)，(8WMaz)w 是 线性 无 关 的 向 量 
时 ,点 加 叫 作曲 面 $ 的 正则 点 (regular point), 5 
上 不 是 正则 点 的 点 叫 作 S 的 奇异 点 (singular 
point)。 特 别 是 , 当 取 适当 的 参数 (e, v), 如 果 
(Ət/8u),, = 0 ifi (01/8v)5,, (01/0w),,, (FF/ 
OuOv) REEK, AFR ро 叫 作 半 正则 点 
(semiregular point) .一 般 地 ,曲面 在 奇异 点 po 的 
邻 域 ,形状 极为 复杂 ,但 是 有 :1) 由 f( 它 的 + 阶 
导数 也 考虑 在 内 ) 的 微小 变形 ,可 使 po 成 为 正则 
点 ,或 是 半 正则 点 ; 2) ШЖ po E 5 的 半 正 则 
点 ， 则 可 适当 选取 (и, v) 以 及 本 的 点 ро BIR 
的 C 类 曲线 坐标 (在 原点 po 的 邻 域 ), 将 5 表示 
Hx = ds x; m v, xs = uv 的 形式 (H.Whimey 
116]) (高 维 的 情形 也 可 以 考虑 ， 例 如 Whitney, 
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117]. 一 嵌入 问题 ). 

СЕ" 中 超 曲面 的 Gauss 曲率 】 设 E" 内 的 
超 曲面 为 (M , р), MEGAN, BM ORME 
示 看 作 M 上 取向 量 值 的 函数 ， 则 应 用 它 的 微分 
N.:M,— (*7)wu 由 (М(Х), Na(X)) 所 
得 到 的 M 上 的 二 次 微分 形式 叫 作 (M. f) 的 第 
三 基本 微分 形式 (third fundamental differential 
form)， 设 在 各 Ma, (Sun 由 (Cn 一 1) 次 
交代 张 量 所 构成 的 空间 分 别 用 ACM), 
4"-!(Sgt5》 表 示 ， 它 们 都 是 一 维 空 间 而 且 具 有 
从 M 上 的 第 一 、 第 三 基本 微分 形式 诱导 出 的 自 
然 度量 ， 如 果 给 M 以 定向 , M us 55 也 取 自然 
基底 , 则 从 Ns 诱导 出 的 ЛМ) (Зу 
映射 具有 量 K(x) 为 其 表现 ， 因 而 确定 了 数量 
ук, K 依赖 于 M 的 方向 ， 叫 它 作 (M t) 的 
Gauss 曲率 (Gauss' curvature), В 0" = 0, 
得 0 = dO" 一 У) 96" 人 ,从 而 确定 矩阵 (4p)， 


= 
它 满足 e" — 4,05, Aap Anla B < п), 
н|л„|к =. 

令 紧 且 可 定向 的 C? BHM MBA, 
D» 1) 1(M ) 是 凸 超 曲面 ; 2)》 由 法 线 场 决定 的 
球面 表示 的 映射 度 * 为 + 1, Gauss 曲率 是 非 正 
的 或 非 负 的 ; 这 两 个 命题 是 等 价 命 题 (Chern 
(BK)-R. К. Lashof)。 因 此 , 紧 且 可 定向 的 M 它 
的 漫 人 的 Gauss 曲率 如 果 是 正 数 , 则 КМ) 是 
超 凸 曲面 . 

{Ет 维 子 流 形 (1 < m < n — 1) 的 情形 
下 ,可 类 似 的 定义 第 一 基本 微分 形式 ,但 相当 的 
第 二 基本 微分 形式 则 有 » 一 m^, 它们 可 以 作 
流 为 Riemann 形 的 子 流 形 来 研究 (一 Ricmann 流 
Ж). 
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mum, MMF, Bw, 1940; 17) PEAR, 
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齿轮 [ 英 gear 法 engrenage 德 Getriebe 
4& зубчатая передача 日 #1 在 空间 取 两 
条 直线 ， 分 别 以 它们 为 轴 作 旋转 曲面 ， 并 使 旋 
转 有 曲面 具有 适当 的 四 是 形状 ， 由 它们 四 同 面 间 
的 顺 合 ， 在 两 个 轴 间 连续 地 传递 确定 的 旋转 运 
动 ， 这 种 简单 机 械 叫 作 齿 轮 ， 旋 转 曲 面 叫 作 沧 
节 面 (pitch surface), Ii er IU у ш 0 fE t8 RE 
(tooth. surface), Ж РТО Сг, 主要 研究 线 按 
触 的 情形 ， 又 除 特殊 用 途 的 情形 外 ， 一 般 是 绕 
两 个 轴 旋 转 的 角速度 比 是 一 定 的 ， 以 下 仅 叙述 
线 接触 并 且 是 角速度 一 定 的 情形 ， 关 于 点 接触 
以 及 角速度 比 不 是 常数 的 情况 一 [2]. 

【 贴 合 条 件 】 在 正 交 标 架 ? (0,i,j, k) 
т, 设 以 两 条 定 直线 ho hA, 分 别 以 定 角 束 
度 ( 向 量 ) о, о, 旋转 的 齿轮 为 1,2. 齿 轮 1,2 
的 齿 面 为 T. To ERs FERA r 为 参数 
的 曲线 x 一 x(z, r) AMA, DR OD Ж 
示 1 或 2, 在 轴  bBGEA 0，,， 关 于 在 齿轮 
A 上 附着 的 正 交 标 架 为 (02,4(#), 记 C2) БС)? 
LSE BRA x, 2 G)n GS r) +A): 
yis r) + h, Соза (2, r) RR. 设 00, 
eo M| x= x, +e. Wt, r 作为 参数 ,x 一 


xis т)» y = уб r), z = ale, Y) 表 示 齿 面 
,车 用 简单 记号 xu = h(8z,/80)) + (y 
Әг) + by(Oz,/01), RERE x X x, 这 个 值 
ЖЖ 0, 它 就 给 出 两 个 齿 面 Fi 上 点 z 处 的 法 线 
方向 ， 但 x, = 8x/8r = O(x, + e,)/Or = ü 
(8x,/0r) + j,(6y,/8r) + k((Oz,/0r). # 
Xu = х, — i (v; 是 点 x 处 的 角速度 mw; 所 
生 的 线 速度 )， 又 满足 Va = o, X xi, xu X x, 
一 0 这 样 的 点 x 是 齿 面 T， 上 的 奇异 点 , 换 句 
话说 , 它 是 以 1, r 为 参数 ,接触 线 的 轨迹 面 х= 
хб т) ЕН x 处 的 法 线 与 齿轮 轴 hh 相交 或 平 
行 的 点 ([4]). 以 下 不 考虑 这 样 的 点 ,这 样 ,两 个 
HE Ty, Г, 在 公共 点 x MRO PRE (xx 
x) X (xy X x) = 0 È [x5,2,,2,] = 0. fn 
Ж uo == o, — v, (由 是 齿轮 2 对 于 齿轮 1 在 点 
x 的 相对 速度 ), 则 (x, X x) > w= 0. Bin 


果 将 一 个 齿 面 在 点 x 的 法 线 单位 向 量 记 为 o, 


Wo-w=0 RE o-u=—a-v, 

因为 , x, X x, — х, X x,= w X x,, 所 
以 满足 шх x 一 0 的 点 x LMA REE. 
现 将 齿轮 轴 л, WARRI 1 的 交点 改 
记 为 0x， 把 坐标 原点 C 取 在 公 重 线 0.0. E, 
并 使 ew: w) = e,(@ - о, )(о = о, — у), 
则 得 到 相对 速度 o == w X x + hw， 这 里 4 一 
Lo, оо, e]/e?, 0,0, = e([7]). ZF, HH 
2 对 于 齿轮 1 的 相对 运动 就 是 ， 以 对 两 个 齿轮 
轴 的 公 垂 线 ( 通 过 点 0) 相 垂直 的 直线 为 轴 的 握 
转运 动 ， 这 个 扭转 运动 的 负 叫 作 铬 时 轴 (instan- 
taneous axis), ANEW YS (reduced pitch)s = 0 
的 情形 , 只 限于 轴 平 行 (o, X ол) 一 0 或 轴 相 
Ж (e= 0) 的 情况 ， 因 而 , 特别 是 在 轴 平 行 或 
轴 相 交 的 情形 下 ,对 于 瞬时 轴 上 的 点 有 由 一 0， 
故 满足 财 合 条 件 ， 关 于 在 整个 接触 线 上 都 满足 
条 件 ш X x, = 0 的 齿轮 一 [7]. 

以 下 研究 ш X x, #0 的 情形 .这 时 , АА 
合 条 件 采取 其 它 形式 ,得 到 xu xx, = —bu x 
xo (b 0) 或 xu = —b wt ax, x, = 
5,9, — бую; + ax (b; — bi = 1). 

UR ELA] IER меж (r) 到 
时 刻 :十 dr ВА C+ de, r+dr), 
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将 齿 面 T, 及 接触 线 的 轨迹 面 上 的 问 量 分 别 记 
成 dix,, dx, MÜ dix, = xy, de + x, dr = — 
bywdt + (adt +dr)x,, dx = x,dt + xdr = 
(bw, — bv) dt + (ads + dr)x,. WHT 上 
的 曲线 ade + dr = 0 叫 作 滑 线 G Glei- 
tkurve) , 在 接触 线 的 轨迹 面 上 满足 ads +dr=0 
的 曲线 叫 作 轨 线 (trajectory), ERIE AR 
迹 面 的 方程 中 ， 改 变 参 数 r+， 可 使 + 为 一 定 的 
曲线 表示 轨 线 这样， 齿 面 上 的 + 曲线 就 成 为 
滑 线 ,有 xu = bw, xx 一 一 bzw (61). 
因此 相应 同一 值 的 两 条 + 曲线 常 在 一 公共 点 
x 处 相 切 , 切 点 的 轨迹 就 是 接触 线 轨迹 面 上 的 
曲线 ， 即 某 一 条 轨 线 ， 对 于 轨 线 有 х,=^ә— 
bw, RIL - 

i T, БАВЕ Ж as, 一 一 baV w 
«di ,(d—45,)/45, 叫 作 齿 面 T, 的 滑 率 (specific 
sliding), 1/5; 就 是 齿 面 的 滑 率 . 

滑 线 上 点 x 处 的 公共 单位 切 向 量 为 
ш/ мий, 用 它 可 求 出 尘 线 的 曲率 ， 进 而 可 以 
ЖЕШ Г, 上 的 点 x 处 沿 相对 速度 方向 的 法 
曲率 1/0, 有 1/m 一 —a q/b w + 10, ш, 
о]/и?, 这 里 g = o; X v, 一 о, X w， 因 此 ,在 
两 个 齿 面 的 哮 合 点 x 上 ,对 于 相对 速度 方向 的 
相对 曲率 是 1/p; 一 Mei=a * 9/bbiu ,在 两 个 
RTRA A x 上 ,对 接触 线 重 直方 向 的 相对 
曲率 是 : 


Е, Е, `> б 


= x (o q)/bb(w X x) 

= x; (0+ q)/Gu X x): Gu X x), 
这 里 6 为 接触 线 与 相对 速度 所 成 的 角 ， 最 后 这 
一 形式 对 于 ш x x, 一 0 的 情形 也 能 适用 ([3]， 
(51,071). 

【 贴 合 极限 点 】 如 果 考 虑 两 个 具体 的 内 

面 ， 则 有 主动 与 从 动 的 区 别 .， 即 随 齿轮 1 是 否 
是 主动 的 ,而 有 
c-u/R,— o: v/R = 
(о * 9) · (a * qe/(xy X x,) * (Xu X х,) 20, 
LARGE RARER ие, E 
BEER E Br OM A BERAR e M. I E # fe 
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9:0,—0:2,—0, È o- q—0 的 点 求 出 . 在 
满足 o q = 0 OMAR x 处 的 齿 面 法 线 是 
Wildhaber 的 极限 法 线 (limit normal) ([5]. 
(61,07). 

【 轴 平 行 或 轴 相 交 的 情形 】 当 轴 平行 
(o, xa, = 0) 时 ， 对 于 过 咕 合 点 x 的 轨 线 和 
滑 线 在 点 x 处 的 切 向 量 ,分 别 记 作 x, 和 x, fi 
X,* 0, 0, x, 00у == 0, 这 些 轨 线 和 滑 线 在 
过 点 x* 且 垂直 于 齿轮 轴 的 平面 上 ， 对 于 轴 相 交 
(ËD e= 0), # x,- x= 0, xu x —0,214 
x 的 轨 线 和 请 线 在 以 轴 的 交点 为 中 心 且 过 点 = 
的 球面 上 。 这 就 是 轴 平 行 、 轴 相交 情形 下 齿轮 
巾 合 的 问题 ， 可 以 分 别 作为 平面 或 球面 上 问题 
来 处 理 的 缘故 . 这 时 轨 线 和 滑 线 分 别 是 接触 
点 的 轨迹 《path of contact) 和 齿 形 曲线 〈tooth 
curve)， 又 ,对 这 两 种 情形 ， 由 于 两 个 齿轮 的 相 
对 运动 瞬时 轴 上 的 点 都 满足 申 合 条 件 、 所 以 通 
常规 定 接触 线 的 轨迹 面 通过 瞬时 轴 ， 齿 节 面 是 
以 齿轮 的 轴 为 轴 ， 瞬 时 轴 为 母线 的 圆柱 面 或 贺 
LI b 

【 异 面 轴 的 情形 】 HMA x 的 轨 线 、 
滑 线 对 分 别 记 作 С, Cis Cr 以 齿轮 轴 岂 为 轴 ， 
使 滑 线 C. £k h 旋转 所 得 的 旋转 曲面 为 Di 
则 D, D, WWR CHAD CIHEA x 处 的 公 
共 法 线 是 沿 v, X v, 给 出 的 方向 ， 是 与 两 个 齿 
轮轴 都 相交 的 直线 .一般 地 ， 异 面 轴 齿 轮 可 看 
作 以 旋转 曲面 Do D, 作为 齿 节 面 ， 以 滑 线 作 
为 齿 迹 《〈tooth trace) Ж, 但 在 所 考虑 的 点 
x L5 D, TRU. 以 齿轮 轴 为 轴 , 以 圆锥 面 为 齿 
节 面 ,这 样 得 到 的 一 对 齿轮 叫 作 斜 货 轮 〈hypoid 
gear) ({3),14],16],18]). 
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Riemann ЖЖ 13 Riemannian manifold 法 
variété riemannienne (Ë Riemannsche Mannigfal- 
tigkeit 信 риманово многообразие 日 一 也 
> 多 样 体 ] [Riemann HER] 如 果 在 С 类 微 
分 流 形 M 上 给 定 CH 类 Riemann SR e(l 
reo), MJ (M, g) RA M WE С 类 
Riemann 流 形 或 Riemann 空间 (Riemannian 
spac<) 儿 一 微分 流 形 ). к J& С 类 (0,2) 型 张 最 
场 ', g 叫 作 M 的 基本 张 量 (fundamental tensor), 
在 M 的 各 点 p» 8 的 值 g, 在 切 空间 ! T, 上 确定 
内 积 (正定 的 ) gX, Y), (X,YET,). HT 
gs 的 关系 可 以 把 T, 看 作 度 量 线性 空间 或 
Euclid 空间 E"(n 一 dimM )， 在 这 种 空间 里 所 
定义 的 各 种 概念 ， 可 以 移 到 T, 以 至 于 M 上 去 
(Pim: 切 向 量 工 的 长 度 为 ILI = WL lle = 
g (L, L)'; 在 M 的 子 流 形 N 的 点 ?处 N 的 
ЖЕЙ (normal vector)， 可 以 自然 地 定义 为 
ТМ) 的 子 空间 T(N) 上 关于 g, 的 正 交 补 
空间 的 元 ; 一 次 微分 形式 可 以 看 作 切 向 量 场 等 
等 ) 在 M 上 存在 Riemann 度量 的 充分 必要 条 
件 是 M 为 仿 紧 的 。 关 于 Euclid 空间 E" 的 正 
ZERA C), 用 > 4x Qdx 表示 的 张 量 是 
Riemann 度量 . | 

以 后 不 特别 声明 ,总 认为 M 是 C" 类 并 且 是 
连通 的 。 所 谓 曲线 rila, b] — M 是 D” 类 
的 (class D*) 分 段 光滑 曲线 ,就 是 说 ; < 在 [4， 
b] 中 连续 ,并 可 将 La, 6] 分 割 为 有 限 个 闭 区 间 
[ңә t], RE x] Ltrs n] 是 C” 类 的 漫 入 '. 


关于 这 样 的 曲线 < 的 长 度 | 可 用 人 | Ola 


来 定义 (其 中 =G) 是 = 的 切 向 量 , 并 几乎 对 所 
有 的 :+ 都 有 定义 )。 lel 与 参数 选取 无 关 .典范 
参数 ! 的 存在 以 及 定向 的 概念 等 等 ,都 和 M = E" 
时 一 样 ( 一 曲线 和 曲面 的 微分 几何 学 ). FM 
的 两 点 p» 4› 用 连结 p, q 的 所 有 О” 类 曲线 z, 
长 度 的 下 限 dp, 4) 确定 函数 4:M x M—[0, 
оо). d 也 作对 的 距离 +, 以 它 为 距离 函数 可 以 定 
义 M 上 的 拓扑 ,这 个 拓 扯 与 M 原 有 的 后 扑 相同 。 


РРО. Я) аа], 双 曲 空间 (一 非 Euclid 
几何 学 ), 实际 存在 唯一 的 Riemann 流 形 结构 ， 
MA 4 就 是 空间 的 距离 函数 . 

如 果 存 在 微分 流 形 N 到 Riemann 流 形 (M , 
8) ШЕЛ p, BER WIETE N 上 定义 
Riemann 度量 p*g (| L llre = Il aC) |) 
《 例 : M 的 子 流 形 和 履 盖 流 形 * 由 自然 映射 也 可 
LABES Riemann EÉ). 4 М = E’, dimN— 
2, N 是 M 的 二 维 子 流 形 时 ，qg*g JEN 的 第 一 
基本 形式 '。 设 9 是 微分 同 胚 ， 且 在 N 上 给 出 
Riemann 度量 4 ， 如 果 p*g — h, W] (N, 4) 5 
(M, g) 是 等 距 的 《isometric)，P ШЕВ ВН 
(isometry), 从 M 到 M 上 的 等 距 映射 (等 距 变换 ) 
的 全 体 1(M) 构成 群 . ВН p: N М 为 等 距 
的 充分 必要 条 件 是 距离 dv(p, q) 一 dull)» 
(9))，(p，,q9 € N)， 特 别 : ICE") 就 是 合同 
ЖЕЙ. 

如 果 流 形 M JE Riemann OL (М\, g)fa 
(May в) 的 直 积 ， 则 (М, жр + xP er) (x, E: 
从 M 到 M。 的 射影 , a — 1, 2) ЩЕ М,, М, 
Riemann #1 (Riemannian product), 

XEM RV) n BUR), F th, ЖР Е 的 正规 正 
交 基 的 全 体 B = ВМ) F ft) (C° Ж) O(n) 
子 丛 , 称 之 为 M 的 正 交 ( 切 m) 标 架 丛 (orthogonal 
frame bundk). 因 此 ,可 以 得 到 集合 {F 的 O(n) 
子 从 ) 与 集合 {M 的 Riemann 度量 } 之 间 的 一 一 
对 应 . 

Riemann 联络 】 对 正 交 标 架 丛 B, 存在 
唯一 的 使 挠 率 张 量 + 为 0 的 线性 联络 +， 称 之 为 
Riemann 联络 (Riemannian connection) 或 叫 
Levi-Civita 联络 (Levi-Civita connection) (一 联 
络 [Riemann 联络 ])。 它 的 共 变 微分 ? 算 子 用 六 
表示 (一 联络 , 张 量 分 析 )〈 对 于 切 向 量 . X，Vx 
能 作用 于 任意 的 张 量 场 工 上， 工具 要 定义 在 具 
有 切 向 量 为 X 的 子 流 形 上 即 可 )， 对 于 基本 张 
Eg Ур 一 0， 这 个 联络 的 联络 形式 * SDHB 
上 的 т 个 一 次 微分 形式 〈oj)i<w<。 来 表示 
《但 oj + ој 0). BE (icia 是 标准 一 次 
微分 形式 +, W Co) 和 (00) rescicn 并 在 一 起 ,在 
B 上 给 出 绝对 平行 性 《 即 在 各 个 点 它们 线性 无 
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Ж). 在 另外 的 Riemann 流 形 N(dimN —dimM ) 
的 正 交 标 架 从 By b. 设 同样 地 有 微分 形式 为 
(O), (6D. iu TEE REB Ф:М — N, 而 
微分 db 是 从 B= By 到 By WADA, 
则 有 (49)*(0) = w, (40)*(8)) = oí RIL. 
反之 ,如 果 有 微分 同 胚 更 : Bu 一 By. AWE: 
W*(0)-— o, W*(0) = oj, 若 M 是 可 定向 
B UE SPER %:M 一 N， 使 得 在 8 的 
一 个 连通 分 支 Be 上 d 一 于 成立。 如 果 已 
选 定 一 Bo， 则 中 是 唯一 的 ， 在 这 种 意义 下 ,M 
的 等 距 映 射 的 存在 就 归结 为 B 保持 绝对 平行 性 
(包括 基 ot, co} 的 顺序 ) 的 微分 同 胚 存在 ， 
根据 线性 联络 的 一 般 理 论 , 由 Riemann 联 
络 唯一 确定 M 上 的 以 Es == 1(Е")/О(») 为 纤 
维 ! 的 Cartan 联络 !， 称 之 为 Euclid 联络 
(Euclidean connection), 其 结果 是 ， 把 各 切 空 间 
T,(M) 看 作 Euclid 空间 Ep, X4 D” 类 曲线 
zila, b] М 和 rE [o,b], 存 在 一 个 满足 下 
列 条 件 的 从 Eso) 到 Exc) OBI. Т.С, ь 
月 l, 表示 ): 1) WR * 是 二 曲线 y, z 的 组 
合 ， 则 L= 11, 2) 可 微 性 : InJR x 在 
5 X С” 类 ， 则 :一 lo 在 to 处 也 是 Cm 类 
的 .3) 1, Sx 的 方向 有 关 ， 但 与 参数 的 取 法 
XX. Bri * 的 展开 (development) 3 是 指 由 
3G) 1, (4G) 定义 的 Ezo 内 的 曲线 , le] = 
lell. 《有 时 也 把 7。 叫 作 沿 x 的 展开 . ) 根 据 展 
开 的 概念 ,可 把 E” 中 的 曲线 理论 (一 曲线 和 曲 
面 的 微分 几何 学 ) 移 到 M 上 . (例如: x 是 线段 ， 
xz 或 x(a, 5]) 叫 作 测 地 线 弧 (geodesic arc)( 一 
联络 [坐标 表示 ]); 又 如 Frenet 公式 ' 也 可 以 自 
然 地 形成 并 得 到 证 明 )，1。 的 旋转 部 分 1 (是 
1, RE 1, Се СЬ)) BB z(a) 的 E 的 平行 
移动 的 合成 ), 可 看 作 从 度量 线性 空间 Tuo) 到 
Tay 的 同 构 。 12 可 推广 为 Txw， 上 的 张 量 代 
BO S(T.) 到 ЗСТ.) 的 同 构 ,将 它 也 用 1 
RAR. 11 叫 作 沿 x 的 平行 移动 (Parallel displa- 
cement), К 是 M 上 的 张 量 场 , 则 有 УК 
= [415 (KGG@)))/dt lien, 特别 是 , VK = 0 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 所 有 的 x 有 KG 
(8))) = К (z (a)) 成 立 ， 这 时 说 天 是 平行 的 
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(parallel), 

【 测 地 线 】 M 的 曲线 z 的 任意 部 分 弧 
x|[a，b] 是 测 地 线 弧 ， 则 zx (或 x 的 象 ) 叫 作 测 
地 线 (geodesic)， 测 地 线 具 有 下 列 特性 .对 x(a) 
EM e, ë a< < n B n— n< e, ЖШ 
Ма nll— 4 (x (Ga),z(5)), Bz 是 局 
部 的 短程 线 ， 测 地 线 x* 用 坐标 表示 时 ， 可 由 
CU (DO) 的 标准 型 常 微分 方程 (一 联络 [ 坐 
标 表示 ]) 给 出 ,所 以 把 任意 切 向 量 工 作为 初始 
向 量 的 测 地 线 ( 除 参 数 外 ) 局 部 地 唯一 存在 .= 
是 C” 类 的 ， 如 果 取 弧 长 作为 = 的 参数 (BD 
11 = 1)， 则 测 地 线 x 也 是 具有 х X x 的 部 
分 弧 平 行 这 样 特征 的 曲线 ,如 果 M 紧 , 则 M 上 至 
少 存在 3 条 闭 测 地 线 (n > 2)， 测 地 线 与 M 的 
拓扑 有 密切 的 关系 (一 大 范围 变 分 法 ). 

将 M 的 子 流 形 S 的 法 从 (normal bundle), 
(S 上 各 点 的 法 向 量 全 体 构成 s 上 的 可 微 线性 
丛 ) 用 NCS) RAR. NCS) 也 包含 5 作为 零 向 
最 的 全 体 ， 在 NCS) 中 存在 5 的 邻 域 U 和 C” 
类 映射 Exps:V 一 M， 且 具有 下 列 性 质 : 如 
果 LEU, 则 存在 以 L 为 初始 切 向 量 的 M 上 的 
测 地 线 r, llel] = ILI], x 的 终点 是 Exps(L). 
it Us 是 这 种 U 中 最 大 的 ， 则 Exps:Us 一 M， 
由 5 唯一 确定 。 Exps 叫 作 在 3S 上 的 指数 映射 
(exponential mapping), 对 于 L€U;, Ж; Exps 
《函数 矩阵 ) 的 秩 小 于 = ， 则 二 或 Exp,( L) BH 
作 测 地 线 S — ExpL (0€S, SLEUS) ES 
的 焦点 (focal point), 24 S BI, WS f NCS) 
中 有 具 下 列 性 质 的 开 邻 域 Vs. 1) VsCUs, 2) 
# Le Vs, WLI = 4(Exp,( L), S) (但 右边 
是 点 Exps(L) 与 点 $ 距离 的 下 限 ); 3) 限制 
Exps1V。 BMRA, CHR Exps(Vs) 是 5 HE 
状 邻 域 (tubular neighbourhood), FF HIE SE 
АРА, NAD 与 切 空间 TOM) 一 致 ,点 
p fJ ЛАШЕ p ВОЗЕЊЕ АА (conjugate point) © 
可 作为 Jacobi Et 的 零点 〈 一 大 范围 变 分 法 ). 
S= (p) BJ, Vs WAV, Жл. 根据 T, 的 正 
规 正 交 基 , 如 果 把 T, 与 Re (或 E") 看 作 相同 
的 , 则 (Expp)-' 是 在 Exp,( Vp) 上 定义 的 坐标 映 
Jj FU EXER ei (normal. coordinates) .Exp,( Vp) 


并 含有 具 下 列 性 质 的 点 ? BRW, WW, 
的 任意 两 点 9, 存在 测 地 弧 x, || x | 40а) 
zx 完全 含 于 W, h, BH q, 唯一 确定 ， 具 
有 这 样 性 质 的 W, RUE Р EL SB HR (convex 
neighbourhood)， 满 足下 列 等 价 的 五 个 命题 的 
(м, g) 叫 作 完 备 的 (completee):1)M 关于 距离 
4 在 它 所 确定 的 一 臻 的 拓扑 中 是 完备 的 '; 2) 
MM 关于 4 的 有 界 闭 子 集 是 紧 的 ; 3) 存在 满足 
Us 一 N(S) 的 紧 子 流 形 ; 4) 对 所 有 紧 子 流 形 
S, 有 Us = N (S); 5) M 的 Riemann 联络 作 
为 线性 联络 是 完备 的 如果 对 完备 ， 则 对 于 任 
意 点 р, Exp, 是 从 T, 到 M 上 的 映射 , 对 M 的 
任意 两 点 4, r, TIA alqor) = lel 这 样 的 测 
地 线 弧 来 连结 ， 在 仿 紧 (paracompact) 流 形 中 、 
存在 完备 的 Riemann 度量 . 

【曲率 】 MM 的 正 交 标 架 从 B 上 的 一 次 微分 
形式 《wi', o1) 它们 给 出 了 (绝对 ) 平行 性 的 结 


构 方程 是 dol У ej A wi, doj = — У) 
7 * 


oi No! + 9， 其 中 (29) 叫 曲率 形式 (curvature 
form)， 它 可 以 用 叫 作曲 率 张 量 《curvature ten- 
зог) 的 M 上 的 (1, 3) 型 张 量 场 R (一 张 量 分 析 ， 
联络 ) 来 表示 。 这 就 是 说 ,如 果 关于 M 的 切 空间 
T, 的 正规 正 交 基 РЄ B, 它 的 曲率 张 量 的 分 量 


为 Rio, 则 对 于 有 2 一 (LER wot Nw. 


设 M 的 切 空间 T, 的 2 维 子 空间 的 正规 正 交 
EE (X,Y), ХУК (X, Y) Y WAR K, 
(P), 5% (X, Y) 无 关 而 由 P 来 确定 。( 但 
R(X,Y)Z KF T, 的 基 的 第 ;个 分 量 是 乙 Rj 
ZX*Y!), K, 是 曲面 Exp,(V , ПР) 的 Gauss iili 
Pt ко Р ФКП НЕ (sectional curvature) 
也 叫 Riemann @ ЖЕ (Riemannian curvature), 
曲率 张 量 АНАР 以 及 P 的 函数 KP) 唯一 
We. Ж dimM > 3 以 及 对 于 M 上 各 个 点 py 
кР) 与 P 的 选取 方式 无 关 地 取 定 值 M, BJ, 
MU M, 是 与 p 无 关 的 常数 (F. Schur), 4 K,(P) 
为 常数 K Bj, M Ш dh GE 92 B] (space of 
constant curvature), 2 VR = 0, 则 叫 作 局 部 对 
称 空间 (locally symmetric space)( 一 对 称 Riemann 


空间 )， 这 些 空间 的 _ Riemann 度量 ， 就 局 部 来 
说 , 除 常 倍数 以 外 ,由 曲率 张 量 尺 唯一 确定 ， 如 
果 常 曲率 空间 是 完备 且 单 连通 的 , REK 为 0， 
为 正 或 为 负 , 它们 分 别 与 Е". KAASE (В 
它 是 通用 覆盖 Riemann 流 形 的 球面 ) 或 实 双 曲 
空间 是 等 距 的 。 紧 正 值 常 曲 率 空间 ， 即 以 球面 
EGRE Riemann 流 形 的 Riemann H, 
已 由 J. А. Wolf 完全 确定 并 作 了 分 类 . 完备 
的 单 连通 的 局 部 对 称 空间 是 对 称 空间 '。 由 


Ru = — У) Rhy 能 定义 Ricci 张 量 (Ricci 
D 


tensor) Rj。 在 各 点 ?上 由 (Rj) 确定 T, 上 的 
二 次 形式 设 为 Q, 对 长 度 为 1 的 向 量 L( € T,) 
对 应 的 值 为 OCL), CERA E LERET, 
的 二 维 子 空间 )P 上, KCP)RSEXSE ОСІ) 
AEA p WY LAR Ricci 曲率 (Ricci curva- 
ture) 或 叫 平均 曲率 (mean curvature)， 对 在 点 
的 所 有 单位 向 量 L, ОСІ.) HPE RAPE 
在 点 ?的 数量 曲率 (scalar curvature) (一 张 量 分 
Ж). Wb T, 的 正规 正 交 基 为 《Xi)， 除数 值 系 


Hb, OCL) 一 >) a RX» LL,X,), 数量 


曲率 可 用 R = >) OCX) 表示 。 如果 Ricci 张 
i 


时 是 基本 张 量 的 数量 倍数 ， 则 这 样 的 空间 称 为 
Einstein 空间 (Einstein space) ( 当 n > 3 HY, 
数量 为 常数 ). 若 M 是 Kabler 流 形 ', 将 P 限 
制 于 复 平面 (在 殊 复 结构 * 下 不 变 的 平面 ), 则 这 
样 的 КОР) RUfE fh (holomorphic) 截面 曲率 . 
全 纯 截 面 曲率 为 常数 的 空间 ,就 局 部 来 说 ,和 复 
Euclid 空间 、 椭 贺 空 间或 双 曲 空间 ' 之 一 等 中. 

曲率 张 量 尺 的 性 质 与 流 形 M 的 性 质 之 间 有 
密切 关系 ， 现 在 举 两 三 个 例子 。 当 (在 M 上 到 
处 ) 截面 曲率 K <0 时 ， 对 于 任意 的 p€ M, 
则 Exp, BBA, ШЖ M 是 完备 的 , 则 Exp, 
是 从 T, м LRM. Жамаа K 
的 下 限 为 正 , 则 M 紧 ,因而 M 的 基本 群 是 有 限 群 
(一 大 范围 变 分 法 )， 又 当 M 紧 且 Ricci 张 量 是 
正定 时 , 则 一 维 Beri 数 ! 为 0( 一 调和 积分 ). 另 
外 也 与 示 性 类 * 有 关系 .例如 , 当 M 为 偶数 (二) 
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维 的 、 紧 的 而 且 可 定向 时 ，a。Kwe 在 M 上 的 
积分 是 М 的 Eukr-Poincaré 示 性 数 ' (Gauss- 
Bonnet AR). ЖЖ a, = 21/(27277(n/2)1), 
中 是 M 的 体积 元 ，Kts 的 定义 如 下 : 对 于 一 个 
EBM ғ, Ky 是 M 的 所 有 切 空间 T, 的 所 有 
з 维 子 空间 P 上 的 实 值 函 数 ， 设 P 的 一 个 正规 
正 交 基 为 (X,，…，X,), 则 K,(P) 可 由 下 式 
表示 
КОР) = b Eei 461, aR (X, ХХ» Xi) 
(Ro Xi XXL X. 

RE, b = (—10)7/(75)), 总 和 > 遍 取 满 
HR tees tebe divs бә ICU 2, +e 
АФЖ, e. 是 ss) 的 符号 П, 
G,— i), 06) T, 上 用 g, 定义 的 内 积 ，Ry 
是 张 量 R 在 ?处 的 值 ，Ro(Xi, Х,)Х, 是 在 本 
BARNA HMMM, WHE Kw = К. 
RG Ko 在 紧 且 可 定向 的 M k, HEA: 是 
常数 ， 则 MM 的 第 《个 Moapa 类 +， 对 所 有 
k> /2 为 0. 

【完整 群 】 固定 M 上 的 点 p。 只 考虑 以 点 
?为 始点 也 为 终点 的 D” 类 闭 曲 线 的 方向 而 不 
考虑 它 的 参数 ,这 样 闭 曲线 全 体 的 集合 记 为 08,。 
H= (I.|z€ 9,) XE ICT,) (ЖЕ T, = E") @) 
子 群 ， 妃 与 ?的 选取 无 关 。 H 叫 作 M 的 完整 
TE (holonomy group) (一 联络 ) x — 1, 是 从 
о, 到 н 的 同 态 ， 限 制 在 同 伦 o 的 闭 曲线 的 
象 Ho 称 为 M 的 限制 完整 群 (restricted holonomy 
group). i H, He 的 旋转 部 分 是 Ay ho "ELI 
分 别 叫 作 M 的 齐 次 (homogeneous) 完整 群 以 及 限 
制 齐 次 (restricted homogeneous) 完整 群 . 4 是 T, 
的 正 交 群 O(n) PEE, ho 是 4 的 连通 分 支 ， 
E Lie BE ho 的 Lie f? ЖЕН U (Rao (X 
Y))|z:[a, b] 一 M 是 D” 类 曲线 , x(a) = p, 
X,Y€1,0) AKRA (R (X, Y) 是 由 曲率 
Жш R 矿 定 的 线性 空间 To, HARA, 这 已 
定义 过 ). 

MR мек, H = (z) (< 是 单位 
元 ) . 当 = (e), ho = {е} 时, 则 分 别称 M 为 平 
38 (flat) 的 以 及 局 部 平坦 的 《locally fla) (一 


+, a} 
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联络 [联络 形式 ])， 所 谓 局 部 平坦 就 是 局 部 地 
与 E" Е. 如 果 M 完 备 ,而 且 H( 在 E" 的 变 
ЖЕКЕ) 有 固定 点 AHA) М у Es SEE, 
任意 有 限 旋 转 群 4 是 某 个 局 部 平坦 紧 Riemann 
流 形 M 的 齐 次 完整 群 . 

关于 T, 的 线性 群 4, 可 将 Ts 唯一 地 分 解 为 
互相 正 交 的 ,不 可 约 的 ,对 4 不 变 的 子 空间 Fo 
《一 1 ER A RERNE EV oldim o, 
ZOHAR T,—VoQVoQ::-QVo. AGE Ad 
在 T, 上 不 可 约 时 , 则 称 M 是 不 可 约 的 (irred- 
ucible)。 当 M 完 备 并 单 连通 〈 从 而 Aho) Bf, 
M 是 满足 Vo = TMo) 的 闭 子 空间 Mo 
(ac 一 0,1,.….，r) 的 Riemann 积 ， 这 个 分 解 
M = J] Mo 是 由 M 唯 一 确定 , 称 之 为 M 的 de 
Rham 分 解 (de Rham decomposition), iX}, 4 
是 一 些 闭 子 群 ho 的 直 积 ,每 个 hw) 可 作为 单 
位 映射 作用 于 各 个 Vola) 上 ， 并 且 可 看 
作 是 M. 的 齐 次 完整 群 。 如 果 ho 是 不 可 约 
的 ，M 不 是 局 部 对 称 空间 ， 则 加 可 迁 地 + 作用 
在 T, 的 单位 球 上 .这 样 的 连通 紧 Lie ENA 
几 种 ， 例 如 , 当 = 为 偶数 时 ， 如 果 加 是 西 群 ' 
(unitary group) U(n/2)， 则 4 可 迁 地 作用 于 单 
MRE. A&F U(n/2) 内 的 充分 必要 条 件 
Ж: M 具 有 ( 复 结构 1) Kabler 流 形 的 结构 . 

4 自然 作用 于 T, 的 张 量 代 数 * S(T,) E. 
如 果 M 上 的 张 量 场 4 是 平行 的 , 则 A, 对 于 4 不 
"E RI. AUR S(T,) 的 元 A 对 于 4 不 变 ， 
则 在 M 上 存在 唯一 的 平行 张 量 场 4, 满足 4, 
А. ТЕЛЕМЕ, B е А M. 

【等 距 变换 群 】 M 的 等 距 变 换 全 体 的 群 
1(M)， 由 紧 开 拓扑 ' 成 为 Lie 变换 群 '. 现 
在 把 MM 的 正 交 标 架 从 B 的 一 个 元 bo 看 作 固 定 
的 , 则 ICM) 的 任意 元 9 的 微分 dq 便 成 为 B 
的 变换 . 由 o 一 d9( 如 ) 所 定义 的 从 104) 8] 
B 的 映射 6 是 IM) WERA. MR PE 
满 射 的 ， 则 由 结构 方程 显然 可 知 M 是 常 曲 率 空 
间 , 并 且 M 等 于 E"、 实 双 曲 空间 '、 实 椭圆 空间 * 
《以 及 球面 ) 之 一 -8 的 象 构成 的 子 从 的 充分 
必要 条 件 是 : M) ETER, MR EHRE 
有 上 从 , 则 M 是 对 称 空间 ， 如 果 M 紧 , 旦 IM) 


是 可 迁 的 ， 则 8 的 象 含 于 二 从 内 .如果 ICM) 
对 于 M 可 迁 ， 则 M 完 备 ,而且 任意 点 的 迷 向 群 
是 紧 的 ,而 且 M 成 为 1(M ) 的 齐 性 空间 ?， 反 之 ， 
Hi Lie Ë G HORT BK BAIA HE SIA M = 
G/K 具有 对 于 G 不 变 的 Riemann 度量 . 一般 
地 ，1(M ) 的 元 使 一 切 可 由 Riemann BER ЕЩЕ 
一 确定 的 对 象 如 Riemann 联络 、 它 的 曲率 张 量 
及 、 测 地 线 全 体 等 等 ， 都 保持 不 变 ， 且 与 了 和 
Laplace-Bekrami Ft A 等 可 换 。 如 果 M 紧 且 
可 定向 , BJ ICM) 的 连通 分 支 м) 使 各 调 
和 微分 形式 + 不 变 ， 并且 当 M 完备 单 连通 时 ， 
由 de Rham 分 解 显然 可 知 ICM ) 也 可 直 积 分 
JE. ТСМ) 的 Lie 代数 的 元 可 以 看 作 M 上 的 向 
量 场 X。X 叫 作 XM 的 无 穷 小 运动 (infinitesimal 
motion)， 无 穷 小 运动 X 满 足 方程 Lxg = 0, 即 
УЕ + У = 0 (这 里 Lx 是 对 于 X 的 Lie 
导数 + š, 是 向 量 场 X 关 于 基 (X,,…，X,) 的 
共 变 分 量 ')， 称 之 为 Killing 微分 方程 (Kil- 
ling’s differential equation), Killing 微分 方程 的 
解 X 叫 作 Killing 向 量 场 (Killing vector field), 
Killing 向 量 场 的 全 体 构成 有 限 维 (<dimB) 的 
Lie 代数 。 当 人 完备 时 , 它 与 IM) BY Lie fÑ 
数 一 致 ， 如 果 M 是 紧 的 且 Ricci 张 量 为 负 定 的 ， 
MJ 1(M》 是 离散 的 . 

在 M 的 变换 下 使 测 地 线 全体 不 变 的 (射影 
变换 ) 全 体 为 PCM )， 以 及 使 在 各 切 空间 定义 
的 角 不 变 的 ( 保 形变 换 ) 全 体 为 CM), 利用 适 
当 的 拓扑 可 使 它们 都 成 为 含有 10M ) 的 Lie Ж 
换 群 ， 例 如 ， 当 M 完 备 且 Ricci 张 量 为 平行 场 
时 , 除 M = Е",5" 情形 外 ,有 PCM ) = 1(M) 成 
X. 对 于 C(M ) 也 大 致 一 样 . 

【混入 和 媒人 入】 M (M, в) SIC", g) rh 
MBA CRA) e LIM BY M' PABA (IK 
入 ), 且 使 p*g 一 5。 要 使 9 存在 ,首先 必须 满 
足 数 分 拓扑 的 条 件 (一 嵌 人 问题 ,微分 拓扑 学 )。 
34 M” 是 Euclid 空间 时 ,关于 9 的 存在 问题 , 例 
如 ,已 知 有 下 列 结 果 .M 可 嵌入 Eea, 
如 果 M 紧 、 则 M BRA Bre, (如 果 M 是 
C' 类 Riemann 流 形 , 则 M 可 嵌入 EM, dnd 
M 又 是 紧 的 ， 则 可 嵌入 E^, mF MÆR 


J, MJ M 局 部 地 可 媒人 E) HME 
КЛО Euclid 空间 的 最 小 维 数 m 与 ”的 差 
m — n 间作 M 的 类 数 (class number), EAL 
平坦 的 流 形 M 的 类 数 不 小 于 п. 2 维 实 双 曲 
空间 的 类 数 比 1 大 . RT RA p:M 一 M” 
《除去 由 ICM), ICM"). 的 元 引起 的 变换 以 外 ) 
的 唯一 性 问题 , 例如 , 当 = 一 2，M = ЕЎ 
时 ,使 pC(M) 为 是 曲面 的 庶 和 人 9 是 唯一 的 。 
(M 与 SRAKA K> 0 时 ， 则 存在 这 样 
е.) 

ЫЕ e ЕКА, 把 M 看 作为 M TH 
形 。 对 于 M 上 的 向 量 场 X,Y, 设 YxY 一 YxY 十 
OXY) V 是 关于 г 的 共 变 微 分 ) Ш vx 
Y, OX, Y) 分 别 是 在 M 上 各 点 ?的 VxY 的 
WV Ce TCM )) 和 法 分 量 (€ NCM)), Q 
是 取 值 于 N,(M ) 的 M 上 的 (9,2) 型 对 称 张 量 . 
O MEMRI (R Ф 的 ) 第 二 基本 形式 (second 


fundamental form), 对 于 点 pe M, У) 0CXi, 


X) 5 TM ) 的 正规 正 交 基 (Xi) 的 选取 无 关 ， 
与 它 相对 应 的 映射 叫 作 平均 曲率 (mean curva- 
tore), E? 中 曲面 上 微分 几何 的 其 它 概念 可 以 
同样 地 推广 (一 曲线 和 曲面 的 微分 几何 学 )， 若 
在 M 的 点 Pp 处 2 一 0， 则 称 M 在 ?是 测 地 的 
(geodesic), 如 果 M 在 各 点 都 是 测 地 的 , 则 M 叫 作 
全 测 地 的 (totally geodesic)， 为 使 M 是 全 测 地 的 
充分 必要 条 件 为 : M 的 所 有 测 地 线 也 是 M” 的 
测 地 线 ( 当 通过 请 的 M 的 所 有 测 地 线 都 是 M“ 的 
测 地 线 时 ,也 说 M 在 ? 是 测 地 的 )。 对 于 在 M" 
的 各 点 PA TM WEB PB Р, UPA 
切 空间 的 全 测 地 超 曲面 存在 的 条 件 是 当 且 仅 当 
M' 是 常 曲率 空间 ， 如果 L. L, Lo Ly 是 
тм) 的 四 个 任意 元 ， 则 有 《RL,L2)L3， 
L) =¢R(Liy Ly) Lay La) + (QC Lis Li), OC Las 
L4) 一 (2CL 13), OC Li, L)) CR’ М' y 
曲率 张 量 ) 成 立 〈 它 是 Gauss 方程 :和 Codazzi- 
Mainardi 方程 ! 的 一 部 分 ,其 余部 分 是 2 的 共 变 
微分 和 R R Q 的 一 些 关 系 式 ， 共 变 微分 是 以 
M' 的 Riemann 联络 诱导 的 + 联络 而 作 的 微分 ， 
但 就 方程 的 全 部 来 讲 ， 它 表示 使 p:M M 
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RERE 8 一 pg** g” 的 映射 所 应 适合 的 偏 微 
分 方程 组 的 可 积 条 件 . 一 [1])， 再 对 于 所 有 
Ё Y € T/(M), 8 m(p) 是 使 OX, Y)=0 
的 X€ T(M) 的 全 体 的 余 维 数 , 设 m 一 max 
(n(p)lpe M), МЖА M” 为 Euclid 空间 
LS m = n. 

[#) [1] L. Р. Eisenhart, Riemannian geometry, 
Princeton, 1949; [2] S. Kobayashi (小 林 阳 七 )-K。 
Nomizu 〈 枝 水 过 已 )，Foundarons of differential geometry 
1, Interscience, 1963; 【3] HEKER, 9— v В 


学 ， 现 代数 学 疆 座 ， 共 立 出 版 ， 1956( 中 译本 : RELE, P 
FRM, 1964). 


大 范围 变 分 法 [1% calculus of variations in the 
large 法 calcul de variation global Ж Variatio- 
nstechnung im Grossen {Ë вариационное исчис- 
ление в целом 日 大 域 变 分 法 ] 若 已 给 拓扑 
空间 X 及 其 上 的 连续 函数 J, 则 称 定义 了 变 分 
问题 (X, f). 大 范围 变 分 法 是 对 于 给 出 的 变 分 
问题 (X, f), 以 函数 f 的 性 质 和 拓扑 空间 X 的 
性 质 之 闻 的 关系 作为 研究 对 象 的 分 支 ， 在 一 般 
情形 下 ， 函 数 f 的 性 质 可 由 {在 临界 点 处 的 性 
质 集中 地 表现 出 来 ， 在 应 用 上 重要 的 变 分 问题 
Ж: 1) 与 微分 流 形 M 上 的 可 微 函 数 1 有关 的 
问题 ，2》 与 由 道路 构成 的 空间 O 上 的 能 量 函 
数 E 有 关 的 问题 ， 特 别 是 ，2) 的 理论 是 以 
Riemann 空间 的 测 地 线 理论 ,因而 以 普通 的 变 分 
法 为 其 解析 基础 的 (一 变 分 法 )，1), 2) 的 理论 
是 由 H. Poincaré([1]) 和 G. D. Birkhoff([2]) 
创始 的 ，M.Morse 将 这 些 理论 发 展 成 为 今天 
这 样 的 形式 《[4])。 近年 来 ，Morse 理论 被 进 
一 步 推广 和 精密 化 ,并 应 用 于 微分 拓扑 学 ,微分 
几何 学 而 得 到 各 种 重要 的 结果 。 

【 流 形 上 函数 的 临界 点 】 =” 维 微分 流 形 + 
M 上 点 的 切 空间 用 T, 表示 。 设 以 后 提 到 的 
HERE C" 类 微分 流 形 ，f 是 M 上 的 可 微 实 
函数 . 当 在 M 的 点 p? 上, f 的 微分 如 : T > Rar 
为 零 时 ， 点 叫 作 f 的 临界 点 (critical point)。 如 
FEA p HERRER ERA, ea") 
那么 ? 是 了 的 临界 点 就 意味 着 


BE es) er Ot соу аи Әу 
an) 7 3,0 ae =. 
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SY SEK f(p) 叫 作 了 的 临界 值 (critical value), 
ЭБ (д°]/дх'дхї(р)) 可 逆 时 , 则 称 临界 点 乡 
是 非 巡 化 的 (non-dcgeneratec)， 当 矩阵 不 是 可 逆 
时 ,， 则 称 它 是 退化 的 (degenerate)。 这 个 定义 与 
坐标 系 的 选取 无 关 。 把 矩阵 (Bf/ax:8xi(p)) 叫 
fE f 的 Hesse 矩阵 (Hessian). f 的 Hesse 矩阵 
的 退化 阶 数 + 以 及 指数 ( 负 的 固有 值 的 个 数 ) 分 
别 叫 作 点 ”的 退化 阶 数 (ошу) 以 及 指数 
《index)， 在 指数 为 9 的 非 退 化 临界 点 上 f 为 极 
小 ,在 指数 为 ”的 非 退化 临界 点 上 f 为 极 大 . 当 
点 ?是 了 的 指数 为 1 的 非 退 化 临界 点 时 ， 适 当 
选取 以 p 为 原点 的 局 部 坐标 系 (y,…，y"), 则 
在 它 的 邻 域 中 , f 可 写作 如 下 形式 
IG) = Кр) — y = — GAY? 
+ GM +++ + (уу. 

为 看 出 流 形 是 怎样 构成 的 ， 考 虑 安装 环 柄 
HRE MERKAR OM 的 紧 流 形 ，D* 
是 * 维 的 圆 盘 ，8:(8D') x D" — ôM RA 
At SU XCM; gs 5) 是 在 M 与 D' x D" 的 不 
相交 的 并 集中 ， 把 在 & 下 对 应 的 点 看 作 是 相同 
的 ， 然 后 由 适当 的 操作 引入 微分 结构 所 成 的 微 
分 流 形 。 同 样 的 , 当 gi (D$) x D7 — OM 
(i=l, +++, 0) 是 嵌入 映射 ， 且 它们 的 象 无 公 
共 点 时 ,可 定义 环 柄 XCM igo t fett 
sa)(S, Smale (13]). 

设 f 是 流 形 M 上 的 可 微 实 函 数 ,。 为 正 数 ， 
& M'e (оо, a] = (p € M |f(p) < а}. 
这 时 ,MM 以 及 M° 的 拓扑 有 下 列 的 基本 性 质 (]. 
Milnor [15])，1) 设 对 是 紧 流 形 , f 是 在 M 上 定 
义 的 可 微 函 数 ， 使 得 除 在 с) LEA k Ta 
MOS s 的 非 退 化 临界 点 名人 一 1 …，A) 外 在 
们 '{c 一 e,c 二 ge] 上 不 含 其 它 临界 点 . 这 时 ,对 于 
适当 的 嵌 人 映射 ,集合 M+* 与 X (Ms fo 
sey fas so ctt n) ALE. 2) 在 所 有 紧 流 
形 M 上 ， 存 在 不 含 退 化 临界 点 的 可 微 函 数 。 结 
合 D 和 2), 可 知 所 有 紧 流 形 与 在 圆 盘 上 逐次 
安装 环 枉 所 得 到 的 流 形 是 微分 同 胚 的 . 

对 于 同 伦 型 +, FA 3), 4) 是 易 知 的 。3) 
设 < 是 实数 , £70) 具有 以 usto 24 为 指数 
的 个 非 授 化 临界 点 pis t Pe 假定 六 [< 一 


E, сЕ, HR po РКА 
A SA MPRA WER e RA Mt 
BERA MM БЕ л, Е eh, -t Uy 
HERES ce** 的 集合 MUU- Ue 具有 
相同 的 同 伦 型 。 4) 设 } 不 含 退 化 临界 点 , 且 每 
个 M* 是 紧 的 .这 时 ,M 与 对 于 指数 为 的 每 一 
个 临界 点 各 具有 一 个 4 维 胞 腔 的 CW 复 形 ' 有 
相同 的 同 伦 型. 

又 ，5) Morse 不 等 式 成 立 . 设 M 是 紧 流 形 ， 
f M 上 只 含 非 退化 临界 点 的 可 微 函 数 . 令 M， 
EM E f 的 指数 为 4 的 临界 点 的 个 数 ,R ЖМ 
的 1 维 Beri 数 (， 这 时 有 下 列 不 等 式 成 立 ; 


Mi 一 Mi- ++ + (—1)'Mo 
>R; — К+ + СЬ, 
Ma Maa 十 … + (—1)"Mo 
= R. — Roi + "+ (—1)"Re 
特别 是 ， 对 于 所 有 的 k, A M, > Re 成 立 ， 把 
它们 叫 作 Morse TER, 
利用 这 些 结果 ，Smale 得 到 在 现代 的 微分 
拓扑 中 的 最 重要 成 果 之 一 ， 肯 定 地 解决 了 高 维 
Poincaré 猜想 (一 微分 拓扑 学 ) [13]). 
【 测 地 线 】 设 Riemann 流 形 + M 上 的 曲线 
为 7 = 7Y(?), 如 果 7 的 切 向 量 场 7'(t) 一 av / a; 
关于 M 的 Riemann WE (Riemann 流 形 ) P 
行 , 则 曲线 叫 作 测 地 线 '。 测 地 线 可 以 刻 旭 为 
这 样 的 曲线 其 每 妥 充 分 小 的 弧 宛 是 其 两 端点 
间 的 最 短线 ， 测 地 线 在 不 论 是 局 部 的 还 是 大 范 
围 的 微分 几何 中 ， 都 起 着 重要 的 作用 ， 在 具有 
坐标 yrs un 的 坐标 邻 域 中 ， 测 地 线 7 一 
TO= GG), HO) 是 微分 方程 
dtS dw. dui 
ar Y XU ai as 
k=l, sn 

的 解 曲 线 ， 这 里 【《} 是 Симона 195°. 因 


i 


此 ， 如 果 给 出 始点 和 始 方向 ， 则 测 地 线 唯一 确 


Ж, 假定 测 地 线 v 一 70) 满足 条 件 r(0) 一 9， 
7'(O)=0, 且 7(1) 存在 .如 果 点 Y(1) 用 epar 
表示 ， 则 测 地 线 可 由 7G) 一 exps te BR. 
exp, 是 把 Ty 原点 的 充分 小 的 邻 域 映 到 M 上 3 
的 邻 域 的 微分 同 胚 .映射 expy 叫 作 在 点 4 的 指 
数 映射 (exponential mapping). 若 M 是 完备 的 +， 
expy 在 T, 全 体 上 有 意义 , 则 存在 连接 M 上 任 
意 两 点 的 短程 测 地 线 CH. Hopf-W. Rinow). 

以 后 在 本 项 目 中 如 不 特别 说 明 ， 所 谓 曲线 
MORALES BTM. 设 连接 M 上 两 点 р, 
q 的 曲线 为 y, 如 果 选 取 7 的 适当 的 邻 域 U, 在 
ОРЕВ p, 4 的 任意 曲线 的 长 度 不 短 于 7 的 
长 度 ， 则 曲线 7 岂 作 连接 p, g 的 相对 短程 线 
(relative minimal curve). WE r 是 相对 短程 线 ， 
则 是 测 地 线 ,反之 并 不 一 定 正确 。 

当 沿 测 地 线 r 的 向 量 场 Y 满足 Jacobi P 
分 方程 

Y” + R(7’, Y)y'= 0 

时 , 则 该 向 量 场 叫 作 沿 AY Jacobi $ (Jacobi 
fied), Жау Жу у" 方向 的 共 变 微 分 ', R 
表示 M 的 曲率 张 量 ;。 如 果 存在 沿 Y 不 恒 为 0 
的 Jacobi 场 , 它 在 点 p 和 9 处 为 0 , 则 称 点 9 是 
J P Wy BOSE RR (conjugate point). ZEA РУ 
4 2) 0 RUM v BY Jacobi 场 全 体 所 构成 的 线性 空 
TE HR PE JB. 9 的 重 数 (multiplicity). 在 
测 地 线 v = pg 的 内 部 如 果 含 有 端点 ?的 共 辆 
点 ， 则 7 不 是 连接 р, 4 的 相对 短程 线 .. 反之 ， 
如 果 7 pg Ж@Й Р, Шу 是 连 
# p, 4 的 相对 短程 线 。 在 测 地 线 7 一 pg 上 即 
MASHEBAM, EM: k Ev BREE 
连接 р, 9 的 短程 测 地 线 。 可 是 这 时 在 БР 
在 满足 下 列 条 件 的 点 p*: 对 于 7 的 部 分 弧 pp” 
上 的 任意 点 n, UL pr 在 M 上 是 连接 rs p 的 短 
程 测 地 线 。 从 ре BP RIBEN Pp* 上 的 点 都 
具有 这 种 性 质 。 在 从 ”向 一 方 延 伟 的 测 地 线 > 
上 ,具有 这 种 性 质 且 沿 y 最 远 的 点 p*. MEY 
上 的 极 小 点 (minimum point, cut point). 

关于 测 地 线 的 短程 性 质 如 下 。 如 果 已 给 出 
以 的 紧 子 集 天, 则 存在 具有 下 列 性 质 的 数 5 > 
0: 对 于 在 K 上 距离 小 于 5 的 任意 两 点 ,只 有 一 
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条 连结 它们 的 短程 测 地 线 。 因 而 测 地 线 就 连续 
地 决定 于 它 的 端点 ， 这 样 的 8 ШЕК HESA 
长 (elementary length). 

关于 M 的 曲率 、 共 轿 点 以 及 极 小 点 的 分 布 ， 
已 知 有 下 列 性 质 (关于 1),2) 一 [15]).1) 当 M 的 
截面 曲率 ' 到 处 为 0 或 负 时 ,在 M 的 所 有 测 地 线 
LAR AMINO TB, M S Н.Е 
通 时 ， 则 在 M 的 所 有 测 地 线 上 不 存在 始点 的 极 
小 点 .因而 ,连接 M 的 任意 两 点 公有 -~- 条 (短程 ) 
测 地 线 . 这 时 M 与 Euclid 空间 是 微分 同 胚 的 (J. 
Hadamard, E. Cartan), 2) М 的 Ricci 曲率 ?到 
处 都 不 小 于 正 数 《 时 ,在 M -上 长 度 大 于 x/V k 
的 所 有 测 地 线 内 部 ， 都 存在 始点 的 共生 点 以 及 
极 小 点 (S.B.Myers).3)M 完 备 , 单 连通 而 且 截 面 


曲率 K 到 处 取 值 于 区 间 [, ПС <А <=к<0 


Bjo NIEM HIRTA WUR ha ARAA Be 
小 点 不 能 在 区 闻 [0, =/W T ] 中 出 现 ,但 必 在 区 
闻 СГ, «ЈА НА, ВРЕМЕ 
距离 小 于 =/W 1 的 任意 两 点 仅 有 一 条 连结 它 
们 的 短程 测 地 线 (W. Klingenberg [10], B. A. 
Tonoworos [17])。 若 M 为 偶数 维 , 且 其 截面 曲 
率 K 处 处 满足 不 等 式 O<RSK <I, 则 可 得 
出 同样 结果 《(W. Klingenberg [20]). 

关于 正 曲率 Riemann 流 形 的 拓扑 结构 , 利 
用 3) 可 导出 下 面 的 球面 定理 (sphere theorem); 
如 果 Riemann WEM 是 完备 的 , 单 连通 的 且 其 
截面 曲率 到 处 取 值 于 《c/4, <] ， 则 M 与 球面 
AE. Ж с 是 正常 数 (H. E. Rauch,Klingen- 
berg [10]). 

从 M 上 一 点 ?引出 的 测 地 线 Y， 有 的 在 M 
上 描画 后 又 返回 到 р. 这 时 ， 如 果 在 ?点 7 的 
初始 切线 方向 与 返回 对 7 的 终 末 切线 方向 一 
致 , 则 > 叫 作 闭 测 地 线 (closed geodesic), 

关于 Riemann 流 形 上 闭 测 地 线 的 存在 以 及 
它 的 个 数 , 有 下 列 已 知 定理 : 1) 对 于 紧 Riemann 
流 形 ， 至 少 存在 一 条 闭 测 地 线 (A. Т. Fet, К. 
Olivier [12] [21])。 2) 对 于 与 ” 维 球面 同 胚 
的 Riemann WE л = 2+ (0 < <2), 
则 至 少 存在 2n—s—1 条 闭 测 地 线 。 又 ， 如 
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困 把 每 条 闭 测 地 线 的 相 重 数 也 计算 在 内 ， 则 
它 的 数目 至 少 是 n (a+ 1)/2 (С. И. Альбер 
[9], Morse [4]). 

最 近 Klingenberg 从 对 于 与 任 一 阶 数 为 1 的 
紧 型 对 称 Riemann 空间 ! 同 胚 的 Riemann Ж Ж 
中 得 到 和 2) 相应 的 结果 ([18], [21])。 对 于 
具有 标准 Riemann 度量 的 阶 数 为 1 的 紧 型 对 称 
Riemann 空间 (一 对 称 Riemann 空间 ) 中 所 有 测 
地 线 都 是 长 度 一 定 的 闭 测 地 线 。 但 其 逆 定 理 不 
成 立 ,但 “所 有 测 地 线 都 是 长 度 一 定 的 单一 闭 测 
地 线 那 种 Riemann WÉ, 与 阶 数 为 1 的 紧 型 对 
Ж Riemann 空间 , 具有 相同 的 整 系数 的 上 同调 
Xj" (К. Bon [7J). 

【道路 空间 的 变 分 】 设 M 是 微分 流 形 。p， 
q 是 M 的 两 点 (不 一 定 不 同 ), 上 映射 o:[0, 1]—> 
мур 到 4 的 曲线 .在 M 上 以 为 始点 ，4 
为 终点 的 曲线 全 体 的 集合 用 OM: p; 4) 表示 
或 简 记 为 0， 所 谓 曲 线 上 0 的 切 空间 意味 着 
它 是 由 沿 o, W(0) 一 0 B. WO) = 00528 
可 微 向 量 场 W 全 体 所 构成 的 线性 空间 ,用 0。 表 
ZR. 所 谓 固 定 @ 端 点 时 的 变 分 《variation) 是 
对 于 某 正 数 。， 具 有 下 列 性 质 的 映射 2: (е, 
6) 一 2: 1) a(0) = o; 2) 适当 分 割 [0, 1] 区 
{й}0 m p nmm nml, WW alut) = 
a(«)G) 定义 的 连续 映射 o:(—e,e) X [0,1] 
<M 在 所 有 (е, 8) X (nas n1 G= 1, 2, 

+" k) 上 是 可 微 的 ; 3) 对 于 所 有 的 «e (е, 
е) 有 alu, 0) = p, alu, 1) 一 4 成 立 . 一 般 地 ， 
若 把 上 面 定义 中 (一 ss) 换 为 R° 中 原点 的 邻 
域 U, 则 a 叫 作 的 具有 "个 参数 的 变 分 。 

其 次 ,假定 M 是 Riemann HB, T, 的 元 
COREE) ç 的 长 度 用 lo 表示 。 对 于 oce, 
Ma Sj b (0 < a < ó < 1) 的 o =o) 的 能 
量 energy) 定义 为 


exo [Ife 


Eig E. BBE Me Blo йо ВАТ 


由 š 
mo- [lo 


给 出 。 对 于 上 面 二 者 之 间 有 不 等 式 (LD'« 
(b — a) Et 成 立 . 

现在 设 M 是 完备 的 , M 的 两 点 p, q 则 的 距 
离 为 d. 这 时 能 量 函数 E: O (M; p, 4) — R 
是 仅 在 从 ?到 q 的 短程 测 地 线 上 取 最 小 值 2. 


设 c:( 一 se) — 9 Жо, W= = 
Я 


(0.9 = (2) o, 0 it e BBS ih t 3: 
分 向 量 场 ， 又 设 V,— deo/dt, A, = Соја 
以 及 AV Va — Ve. 这 里 Ai 除 有 限 个 
+ 的 值 外 都 是 0. 这 时 ， 第 一 变 分 公式 (ties 


variation formula) 


3 деу) 
ur du eX AV) 
= fors aya 


RI. AE (s) 是 Riemann 度量 的 内 积 。 从 这 
个 公式 容易 看 出 ， 仅 仅 在 上 是 函数 三 的 临界 点 
时 ,w 才 是 测 地 线 。 

设 7:10, 1] 一 М 是 测 地 线 。 如 果 已 给 
x W. WEO, UR R: 上 原点 的 邻 域 ， 考 
虑 具有 两 个 参数 的 变 分 o:U x [0,1] = М. 


Be ME a(0,0, 0 (0, 9 (0,0, 

=O, 2. 0,0, = wi) @ << D. 
и, 

这 时 Hesse 泛 函 (Hessian) E, (I, WESE 


义 如 下 : 
‚ у = PE, ))| 
Fei быб. (tun? 


这 里 a( us 92) € 0 表示 曲线 a uo) (0) 一 аби. 
ui 1). KE, BID AR (second variation 
formula) 

Jre» w) = — У) WD), AWO) 

Er 
= KOA wY + RO, W)V> dt 

成 立 。 这 里 V=dr/dt, AW, = Wile + 
0) 一 Wit — 0), AW; BREE (60,1) 中 的 有 限 
个 点 外 都 是 0. BTA, Sv 是 从 ?到 4 的 
短程 测 地 线 时 , 则 二 次 型 Eve(W W) 是 正 半 
TH. 


Hesse IZ Ess: 9, x О, > R 的 指数 
(index) 可 定义 为 使 E, 为 负 定 的 O, 的 子 空 
他 的 最 大 维 数 。 这 时 ,有 阐述 Ex. 的 指数 与 测 
HOR у 上 共 d 点 的 分 布 之 间 关系 的 Morse #8 
数 定理 (Morse's index theorem): Ess 的 指数 4 
等 于 r(x) 沿 测 地 线 r 上 7(0) 的 共 轿 点 OO 
(0 < ; < 1) 的 个 数 . 这 里 共 轿 点 的 个 数 把 相 重 
数 计算 在 内 。 这 个 指数 1 常 为 有 限 数 (Milnor 
[15]). 

对 于 正 数 c 4 0 = EC(I[0,0)). FH 
通过 有 限 维 流 形 台 过 O° 来 考虑 它 的 拓扑 、 设 
M 是 连通 的 Riemann Ж, P ЖП q 是 MM 的 两 点 . 
对 于 集合 0 一 0(M; р, 4) 引进 拓扑 如 下 . 设 
P НМ Riemann 度量 所 诱导 出 来 的 距离 函 
Ж. 当 给 定 具 有 弧 长 5), sO) 的 w, w € Q 
时 ,与 co! 的 距离 4(w, o^) 定义 为 


E po), o'(G)) + (= _ y) at, 


最 后 一 项 是 为 使 能 量 函数 Eo) 成 为 2 上 的 实 
连续 函数 而 附加 的 。 对 于 这 个 距离 4, O 就 成 
为 距离 空间 , 

已 知 正 数 c, 设 O = E70, c1), 4 Imo 
一 BE-([0,c))， 则 @ Æ O WRF, Imo 
是 2 的 开 子 集 。 现在 构造 O 的 有 限 维 流 形 的 
逼近 ， 设 区 间 [0,1] 的 分 割 为 0 = 4% 过 <… 
<td, Оо л n). 是 由 满足 下 列 条 
件 的 曲线 o:[0,1] — M 构成 的 0 的 于 空间 : 
1) 0(0) = p, o(1) = q; 2) ol [tims t] 对 于 
各 个 i 是 短程 测 地 线 。 现 在 设 2 (ta +, 
г) QT Qs 5, 6), ItO(6, n, +++, 
ta) (Int) 1 Qs, thy +++, ty) EM SESE 8 
的 Ricmann WÉ, c 是 使 9 = @ 的 正 数 。 对 于 
[0,1] 的 充分 细 分 (fy ns"…，4)， 集 合 ItOo, 
hs tts te)” 可 自然 地 赋予 有 限 维 微分 流 形 的 
结构 如 下 , 即 设 [0,11 的 充分 细 分 为 (04,，*……、 
10» 对 于 所 有 曲线 o € Ot, to +, a) 短 
程 测 地 线 ollut] 由 两 端点 唯一 地 连续 确 
定 。 把 对 应 o — lola), об) 定义 为 
从 IntQ Cros fis +++, t° 到 ok — D) 维 直 积 
空间 M x M x.… X M 的 某 个 开 子 集 的 同 
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BE. 由 这 个 直 积 空间 在 Int QC, д, ttt te) 上 
引入 微分 结构 ,为 使 记号 简化 , Int QC, 6.77, 
n) 用 了 表示 ,能 量 函 数 E:9 — R 对 8 上 的 限 
Hi E”: B 一 民 表 示 . RIAR E: B> RE 
可 微 的 . 又 对 于 小 于 < 的 各 正 数 a, 集合 B° = 
ŒO, a) ES, 它 是 对 应 集合 О 的 形 
变 收 缩 核 +. 已 ”的 临界 点 与 IO 里 E 的 临界 
点 恰好 一 致 。 在 所 有 这 样 临界 点 7 上 , Hesse Z 
BH Ess 的 指数 (退化 阶 数 ) 等 于 在 7 上 Ese 
的 指数 (退化 阶 数 )(Milnor [15]). 

这 样 , 无 穷 维 道路 空间 Int O 的 同 伦 型 可 
以 从 考查 有 限 维 流 形 B 的 同 伦 型 而 得 到 .直接 
可 以 得 到 如 下 的 关于 OF 的 基本 性 质 : 设 M 是 
完备 的 Riemann 空间 , M 的 两 点 p, 4 沿 长 度 
小 于 V FERRO ARSENE, XN. 0 具有 
"HR CW 复 形 的 同 伦 型 , 它 对 于 Es 有 指数 2 
的 2 的 各 个 测 地 线 ,就 有 一 个 2 维 胞 腔 与 它 对 
应 (Milnor [15]). 

现在 ， 在 从 ?到 q 的 连续 曲线 o: [0,1] 
>M 全 体 的 空间 0* 中 引进 紧 开拓 扑 +。 这 时 ， 
自然 映射 9 一 0* 给 出 0 与 0* АЧИ". 
另 一 方面 ,已 知 0* 具有 CW 复 形 的 同 伦 型 .由 
于 2 的 任意 紧 子 集 包含 在 某 一 O 中 , 取 归 纳 极 
限 +, 可 得 如 下 的 Morse 理论 的 基本 定理 (fun- 
damental theorem of Morse theory): ik M 是 完 
备 的 Riemann HW, р, 9 是 沿 所 有 测 地 线 互 
ЖАЗМ BP А. ЗХ, OCM; р, 4) 具有 可 
数 CW 复 形 的 同 伦 型 , 它 对 于 从 ?到 4 的 Ese 
的 指数 为 4 的 所 有 测 地 线 对 应 维 数 2 的 胞 腔 
(Milnor [15]). 

另 一 方面 , 设 ? 是 M 的 点 ,这 时 M 上 几乎 所 
有 的 点 а ERAS p BRIE 又 对 
Том АБ, 已 知 有 =(M) x) 
G2 DX. MAKER, Воп 发 现 典型 
群 ! 的 稳定 同 伦 群 ! 的 周期 性 等 重要 结果 ([81)。 

关于 测 地 线 的 个 数 , 当 M 是 不 可 缩 约 ' 的 完 
备 Riemann 流 形 时 , 连接 M 上 不 共 因 的 任意 两 
点 的 测 地 线 有 无 穷 多 条 (J.-P. Sere (61). 

现在 对 于 M 的 两 个 互 不 相交 子 集 A, В, 
考虑 从 4 的 点 出 发 到 B 的 点 终止 的 曲线 o; 
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(0, 1] > M 的 全 体 04,s。 在 本 项 中 就 4,B & 
为 一 点 的 情形 已 作 了 科 述 ， 对 一 方 为 一 点 而 另 
一 方 为 一 维 以 上 的 闭 子 流 形 ， 以 及 双方 都 是 一 
维 以 上 的 情形 ,也 可 以 同样 地 进行 研究 (W. 
Ambrose [11], L. N. Patterson [14])。 这 时 的 
临界 点 对 应 于 与 双方 闭 子 流 形 А, В 正 交 的 测 
и. 

最 近 由 R. S. Palais, Smale GARTEN 
维 流 形 上 的 大 范围 变 分 法 .证 明了 与 有 限 维 的 
情形 相 类 似 的 More 基本 定理 , 对 于 非 线性 的 
Dirichlet 问题 也 作 了 研究 (Palais. [16] , Ж?Н 
24019). 

【范畴 】 设 M 是 紧 流 形 ，4 是 M 的 任意 非 
空 闭 于 集 ， 如果 4 可 以 由 M 的 = 个 各 为 可 缩 闭 
子 集 的 并 集 表 示 ， 而 不 能 由 = 一 1 个 以 下 的 这 
样 闭 子 集 的 并 集 表示 ， 则 称 4 在 M 上 的 范畴 
(category) 29 т. 这 时 ， 紧 流 形 M 上 的 任意 可 微 
函数 的 临界 点 的 个 数 至 少 等 于 M 的 范畴 (Л. 
Люстерңик-Л. Шнирельман [3], Н. Seifert 
and W. Threlfall [5]). 
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Finsler 空间 [Ж Finsler space — ik espace de 
Finsler 4& Finslerscher Raum 4 пространство 
финслера A 7 4 又 5 一 空间 ].【 定 义 】 

设 o 维 微分 流 形 'M 的 切 从 ' 为 T(M), T (M ) 的 
元 用 M 的 点 * 和 在 该 点 的 切 向 量 ' y 的 组 (x,y) 
JUR. RM 的 局 部 坐标 系 ! 为 Gs rn xm 
对 于 M 的 点 r= (z', n x) 和 在 x 的 切 向 
Ж у= E 0/0: WA (х,у), EG ee, 
xt yy +++, у") = G, y BEA HRS As. 
则 得 到 TCM ) 的 局 部 坐标 系 。 在 T(M ) 上 定义 
的 连续 实 函数 LC, y) 满足 下 列 条 件 时 ， 把 它 
ще м 的 Finsler 度量 (Finsler metric). 1) 
L(x, y) Rb y #0 BM; 2) L(z, ду) = [al 
"LGsy) RET. TCM ) 的 所 有 元 (x，y) 和 实数 4 
成 立 ; 3) 4 (1/2)8 LG y)'/0y8y! = gu(x,y) 
j, SB (g(x，y)) 是 正定 的 。 给 出 Finsler BE 
量 的 流 形 M 岂 作 Finsler 空间 ， 为 使 流 形 M 具 
有 Finda 度量 ,其 充分 必要 条 件 是 M JAR 
的 . Fx, y) LG y) RUPE Finsar 空间 的 基本 
ER (fundamental form). 特别 是 当 F (z, у) 
ROG y) 的 二 次 形式 时 ，L(r, у) 是 


Riemann 度量 +, 记 作 F(z,y) = 2 g, y'i. 


因此 ，Finsler 空间 是 Riemann 空间 的 充分 必要 
条 件 是 gu RE у. gules y) WE Finsler 空 
间 的 基本 张 量 . 

这 样 ，Finsler 度量 就 是 Riemann 度量 的 推 
广 . 以 这 样 一 般 化 的 度量 为 基础 来 讨论 流 形 ， 
已 由 B. Riemann 考虑 过 ,但 是 他 说 : 研究 流 形 ， 
用 Riemann 度量 更 为 适当 ,因为 利用 Finsler 度 
量 “ 只 能 得 到 非 几何 的 结果 ”(17])， 对 于 Fin- 
sler 度量 作 系统 的 研究 , 把 普通 的 空间 曲线 论 、 
曲面 论 的 许多 概念 和 定理 一 般 化 的 是 P. Finsler 
fects). 

[Finder 度量 】 在 Finsler 空间 里 ， 曲 线 


r= Ole << < b 的 长 度 可 由 | C 


dt 给 出 。 因此 ，Finsler SENE am 

然 可 作为 变 分 ! 问 题 8] (2, - meer 
HRR KEX, CHAUD eT FRA N: 

dit i dx \ dxi dat. 

uet > ir а je аг 

其 中 , 若 Сех, y) AIREY CeCe, ун, 


Tin (z, у) 是 由 
1 iaf Әв. а 
rins e E pei a -®%®) 


给 出 。 即 所 谓 的 Christoffel 符号 1, 

Finsler 空间 的 两 点 间 的 距离 与 Riemann 空 
间 相 同 ， 用 连接 两 点 的 弧 长 的 下 限 来 定义 。 
Riemann 空间 作为 距离 空间 的 许多 性 质 ,几乎 都 
可 以 原样 地 推广 到 Finsler 空间 去 . 由 Finsler 
度量 确定 的 距离 所 定义 的 拓扑 结构 与 流 形 的 拓 
扑 结 构 是 一 致 的 ,如 M 作 为 距离 空间 是 完备 ' 的 
与 测 地 线 可 无 限 地 延长 ， 以 及 M 的 有 界 集合 是 
紧 的 ,这 三 种 说 法 是 等 价 的 。 又 当 M 完 备 时 , 连 
结 两 点 的 最 短 测 地 线 必 存在 . 

在 从 M 到 M 本 身 的 微分 同 有 是 9 下 ， 使 任意 
两 点 间距 离 不 变 的 充分 必要 条 件 是 ,9 在 T(M) 
上 诱导 出 的 变换 使 度量 Lx, y) 不 变 。 这 样 的 
变换 叫 作 Finsler 空间 的 等 距 变 换 +， 等 距 变 换 
的 全 体 在 紧 的 开拓 扑 * 结 构 下 构成 最 多 是 a(s 十 
1)/2 维 的 Lie RRA WR Finsler 空间 允 
许 有 高 于 (n(n 一 D + 2)/2 维 的 等 距 变 换 群 ， 
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那么 它 就 是 常 曲率 ! Ricmann 空间 (181). 

【联络 理论 】 Finsler 空间 与 Riemann 空间 
的 最 大 差别 在 于 联络 ?理论 ， 在 Riemann 空间 ， 
下 基本 张 量 作成 的 Christoffel 符号 是 联络 系数 ， 
但 在 Finsler 空间 ， 由 它 的 基本 张 量 得 到 的 
Christoffel 符号 vile y) 并 不 规定 联络 ， 那 
是 因为 基本 张 量 gi 一 般 地 不 仅 依赖 于 M 的 点 、 
而 且 还 依赖 于 在 该 点 的 切 向 量 方向 . 

一 般 地 ,在 Finsler 空间 考虑 张 量 时 ,与 其 在 
M 上 进行 探讨 不 如 在 它 的 切 从 + TCM ) 上 进行 
考虑 较为 方便 。 即 设 M 的 切 n 标 架 从 为 P, 由 
T(M) 到 M 的 自然 射影 为 p:T(M)— M. 令 
PETOM) 上 诱导 而 得 的 主 纤维 从 ! 是 0 一 
2-:(P)，2 的 相伴 纤维 从 ?的 元 叫 作 张 量 在 这 
种 意义 下 ，Finsler 基本 张 量 gw 是 二 阶 的 共 变 
张 量 场 .因而 ,作为 联络 自然 的 就 是 主 纤维 从 2 
上 的 联络 . E. Cartan 就 从 这 种 观点 出 发 对 
Finsler 空间 定义 了 联络 〈[3])， 即 指出 2 的 联 
络 与 Finder 度量 相关 的 几 个 条 件 ， 由 此 提出 ， 
设 基本 张 量 gi; 的 共 变 微 分 为 0, 则 可 由 基本 
张 量 唯一 确定 一 个 联络 . 

根据 由 Caran 引进 的 联络 概念 ,Finsler 空 
闻 理 论 几乎 可 与 Riemann 空间 平行 地 展开 , 因 
此 重要 的 研究 相继 出 现 ，O. Varga (1941) 应 
用 密切 Riemann 空间 的 概念 成 功 地 简单 导出 了 
Cartan 联络 ， 又 ，S. S. Chern (陈省身 )(1943) 
应 用 微分 形式 , 对 包含 Carta 联络 的 一 般 
Euclid 联络 作 了 研究 。 Н. Rund (1950) 注意 
到 Finsler 空间 的 切 空间 是 赋 范 空间 '， 得 到 和 
Cartan 的 概念 不 同 的 许多 概念 .然而 ,就 联络 理 
论 而 言 ， 两 种 理论 并 没有 本 质 上 的 不 同 ， 根 据 
Cartan 联络 ,可 得 出 三 种 曲率 张 量 , 所 以 曲率 的 
理论 , 比 Riemann 空间 的 情形 复杂 得 多 L. 
Auslander (1955) 用 在 Finsler 空间 M 切 丛 局 部 
截面 + 上 由 Finsler 度量 可 导入 Riemann 度量 的 
事实 ,把 J. L. Synge 和 S. B. Myers 对 Riemann 
空间 的 曲率 和 拓扑 的 研究 推 J” 到 Finsler 空间 
(12]). А. Lichnérowicz 从 满足 L(x, у) 一 1 
的 切 从 的 子 从 上 的 积分 出 发 , 把 Riemann 空间 
的 Gauss-Bonnet 公式 + 推广 到 Finsler 空间 (16]). 
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M. H. Akbar-Zadeh 应 用 纤维 从 理论 研究 了 完 
整 群 ' 和 变换 群 ([1]). 

对 于 Finsler 空间 的 联络 的 研究 , 除 Caran 
以 外 ,还 有 许多 人 ,但 不 少 人 对 联络 的 考虑 方法 
与 主 从 的 联络 这 样 现代 的 联络 理论 不 相符 合 的 
情况 似乎 不 少 . J. Н. Taylor (1925) 与 Synge 
(1925) 定义 了 沿 曲线 给 出 的 向 量 的 共 变 微分 . 
L. Berwald (1926) 从 一 般 道 路 几何 (general 
geometry of paths) 的 观点 出 发 定义 了 联络 . i 
足 流 形 上 的 微分 方程 ， 

dut "TER 
"RE A) 0 

的 曲线 , 叫 作 道路 (path) , 研究 这 种 性 质 的 理论 
为 一 般 道路 几何 .这 种 理论 由 O. Veblen, T. Y. 
Thomas 开始 ，J. Douglas 将 它 推广 成 上 述 形 
3X. Berwald 的 联络 ,是 以 基本 张 量 的 共 变 微分 
不 等 于 0 为 其 特征 的 . 

Finsler 空间 是 具有 线 素 ' 的 度量 空间 ,作为 
它 的 对 偶 的 概念 ， 是 给 出 面积 元 素 (areal cle- 
ments) 的 度量 空间 ,已 被 Canan 研究 过 ([4]). 
这 样 空间 叫 作 Cartan 空间 (Cartan space). 把 
它们 更 一 般 化 所 得 到 的 高 阶 线束 空间 (space of 
line elements of higher order) 或 河口 空间 (Kawa- 
guchi space) 是 由 河口 商 次 (1937) 研究 过 的 . 

[#) [1] M.H. Akbar-Zadeh, Les espaces de Fin- 

sler et certaines de leurs généralisations, Ann, Sci. Ecole 
Norm. Sup., (3) 80 (1963), 1—79; [2] L. Auslander, 
On curvature in Finsler geometry, Trans. Amer. Mathe 
Soc, 79 (1955), 378—388; [3] Е. Cartan, Les espaces 
de Finsler, Actualités: Sci. Ind., Hermann, 1934, [4] E. 
Carian, Les espaces métriques fondés sur la notion d’aire, 
Actualités Sci. Ind., Hermann, 1933; [5] P. Finsler, 
Über Kurven und Flächen in allgemeinen Räumen, diss- 
ertation, Gottingen, 1918; [6] А. Lichnérowicz, Que- 
lques théorémes de géométrie différentielle globale, Сот. 
ment, Math, Helv., 22 (1949) 271—301; [7] B. Rie- 
mann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu 
Grunde liegen, Habilitationsschrift 1854 [8] Н.С. 
Wang СЕЗЕ), On Finsler spaces with completely inte- 
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(1947), 5—9, [9] H. Rund, The differential geometry 
of Finsler spaces, Springer, 1959. 
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【 动 标 架 法 】 在 这 一 项 里 , 讨论 Lie 变换 
群 ' G 作 用 下 一 般 空间 (微分 流 形 ) V 内 的 m 维 
曲面 ( 子 流 形 ) 论 (Theory of surfaces), 

首先 设 Ж Lie BG 可 迁 地 * 作 用 于 空间 
Ge k, G, 的 各 点 的 迷 向 群 ' 只 由 G 的 单位 元 
作成 ， 这 时 G, ШЕ G Ж ЖЭБ (group mani- 
fold). G, 的 元 叫 作 标 架 (frame)， 如 果 指 定 一 
个 标 架 bE Gs， 对 于 变换 a € G, 使 标 架 f € 
G* 与 之 对 应 ， 在 这 个 映射 下 G 与 G+ 成 微分 同 
Ж. Wb Ge 上 的 一 次 微分 形式 在 G 的 变换 下 不 
变 的 全 体 为 1(G), 则 !(G) 构 成 维 线性 空间 ， 
它 是 G 的 Lie 代数 ' о 的 对 侦 空间 ，1(6) 的 
一 组 基 (01) (1 < 2 < r) We G 的 相对 分 量 
(relative components)， 这 时 ,结构 方程 (equation 
of structure) 是 

da = У) ose, Nos, 


2 куза 

其 中 cw 是 Lie 代数 9 的 结构 常数 / 

其 次 , 设 Lie 变换 群 G 作 用 在 某 一 空间 E 
Es 在 G 可 迁 的 作用 下 ， 对 G 不 变 的 E 的 子 流 
形 叫 作 雪 道 (orbit)。 通 过 各 点 ye E 的 轨道 是 
唯一 确定 的 。 在 内 各 条 轨道 上 指定 的 参数 
KOA < j < Dile E tod dez de ME (fundamental 
invariant), 五 上 的 任何 的 G 下 不 变量 都 是 它们 
的 函数 . 设 轨道 M 上 一 点 和 的 迷 向 群 为 所 CC)， 
在 微分 同 胚 p:M 一 G/H, (ayo) = aH (a € 
G) 下 ，M 与 齐 性 空间 ! G/H 可 看 作 是 同一 的 ， 
另外 由 射影 r: G, — М, t(afo) = ayola € G) 
可 确定 一 主 纤维 从 (Gs, М,Н, r)， 点 ?EM 
EMA H, 由 右 平 移 成 为 群 如 的 群 流 形 ,， 叫 
fE y 上 的 标 架 族 (family of frames), “EATEN 
fE y 上 的 标 架 , 群 互 的 局 部 坐标 gw(1 < д с г) 
则 作 第 二 参数 (second parameter). Eff TPT AR 
作为 指定 标 架 族 H, 内 各 个 标 架 的 参数 ， 当 群 
万 不 连通 时 , 取 它 的 最 大 连通 子 群 H, (ЕМУ 
覆盖 流 形 + M= G/H. 对 于 MM 的 每 个 元 y， 有 
它 上 面 Ñ 的 元 祁 叫 作 有 向 元 (oriented clement) 


与 之 对 应 .现在 设 对 于 互 内 的 轨道 M = G/H, 
群 H 是 连通 的 ， 则 各 点 ye M 上 的 标 架 族 H, 
可 作 群 流 形 G, 上 完全 可 积 的 全 微分 方程 组 ， 
l<i<r—s, x€l(G) 
的 积分 流 形 ?给 出 ， 这 里 ，m 是 线性 无 关 的 , 它 
们 也 作 M 的 水 平分 量 (horizontal component), 并 
且 是 G 的 相对 分 量 о, 的 线性 组 合 , 其 系数 一 般 
可 取 作 基 本 不 变量 k 的 函数 。 为 了 简单 起 见 ， 
对 于 群 G 的 相对 分 量 {wo}, 将 水 平分 量 = 和 
Ar o, [r — í < о < *} 都 取 作 线 性 无 关 的 ,其 
余 的 5 个 分 量 o, € ICG) 电 作 第 二 分 量 (second 
component), 第 二 参数 的 微分 46, 是 它们 的 线 
性 组 合 。 又 ,如 果 取 E 上 的 局 部 坐标 {xo}(1 < 
© <n) MRD dx, 是 基本 不 变量 的 微分 df 及 
水 平分 量 x; 的 线性 组 合 . 
设 G 是 作用 在 空间 V 上 的 Lie 变换 群 ， 如 

果 过 一 点 x€ V 的 两 个 m 维 曲面 Wi W, 在 点 
x 成? 阶 切 触 时 ， 就 把 WwW, 和 W RRSO 
的 ,等 价 的 类 叫 作 在 点 上 AI P MTER Con- 
tact element), EZV 所 有 点 的 * 阶 切 触 元 素 
QRA En 由 于 #p 阶 切 触 元 素 同 时 也 确定 
了 一 个 一 1 阶 切 触 元 素 ， 如 果 把 这 种 对 应 记 
Ж Ф:Е, > Epis 则 得 到 了 序列 

V = Ep «Е, >= — E, a < Ep 25 
其 中 , o 阶 切 触 元 素 可 看 作 V й. EE 
间 了 上 的 变换 诱导 出 BE, 上 的 变换 ,所 以 G 也 可 
{ЕЗ E, 上 的 变换 群 ， 这 种 变换 与 映射 由 是 可 
换 的 ， 为 了 简单 ,将 空间 Е, ЖАВ ди 
作 ? 阶 基本 不 变量 ， 以 下 用 同样 的 写法 在? 
MERRER RC <i <4) A, 把 ?一 1 阶 
基本 不 变量 k, (1 < ; ua) 作为 它 的 一 部 分 
而 包含 进去 ， 附 加 的 4 一 4 个 不 变量 
(t2 < a x tu) 叫 作 p 阶 不 变量 (invariant of 
order p). 同样 可 设 , p 阶 标 架 族 HO € E) 
于 ?一 1 阶 标 架 族 Ht (а = by € E,-) 之 中 。 
如 有 必要 ， 可 定义 p 阶 切 触 元 素 的 方向 Corie- 
ntation) , 以 使 标 架 族 HS 成 为 连通 的 。 再 者 ,在 
尹 阶 水 平分 量 (1 < j < -—s,) 内 ,可 把 ?一 
1 阶 水 平分 量 xG <i < r — 2) 取 在 它 的 
部 分 中 。 附加 的 spa — sp В mr — t 


x = 0, 
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<a<r—s) UHE p ЖЖ (principal com- 
ponent of order p). 
现在 ， 设 三 是 空间 『 AAS m ЖЕНИШ. Eh 
面 WW 上 各 点 确定 阶 切 触 元 素 (p 0), 它 们 可 
用 ? 阶 标 架 族 与 p 阶 及 ? 阶 以 下 的 不 变量 的 值 
来 表示 .如 果 取 曲面 W 上 的 局 部 坐标 {4}(1 < 
i < т), Й du; 可 用 m 个 线性 无 关 的 微分 
形式 nO < < m) 的 线性 组 合 表示 ， 这 里 , 太 
是 了 的 基本 不 变量 的 微分 与 的 轨道 的 水 平分 
量 的 适当 线性 组 合 ， 它 们 叫 作 W 的 基底 分 量 
(basic component). 设 将 曲面 W LAY Р ИАН 
族 全 体 记 作 F*(W), 则 它们 依赖 于 mw 个 参数 u 
与 ;个 P 阶 第 二 参数 0,， 在 空间 F'(W) 内 ， 
不 大 于 ”一 1 阶 的 不 变量 的 微分 以 及 不 大 于 Р 
一 1 阶 的 主 分 量 都 是 基底 分 量 的 线性 组 合 ， 它 
们 的 系数 是 不 大 于 p 阶 的 不 变量 的 函数 .故此 ， 
? 阶 不 变量 的 微分 以 及 ? 阶 主 分 量 都 是 基底 分 
量 的 线性 组 合 
dk, = hax + `° + hamtms 
tar cast, 
PLI 
rs <a < rs 
但 它们 的 系数 hess bai 是 不 大 于 p 阶 的 不 变量 ， 
一 般 是 ” 阶 第 二 参数 9 的 函数 ， 这 些 系数 叫 作 
р БҮЗ (coefficient of order p)， 设 将 一 个 
阶 标 架 族 移 于 其 本 身 的 G 的 于 群 为 ,并 设 以 
PRAM Chair bai) 为 坐标 的 空间 为 D,, WJ Г, 
在 D, 上 作为 变换 群 而 起 作用 , SE Mw 
上 不 大 于 Pp 阶 切 触 元 素 ， 则 可 以 归纳 地 求 得 p 
十 1 次 切 触 元 素 ,为 此 ,只 须 在 以 T* 为 变换 群 的 
空间 D, 内 , 取 一 个 尽 可 能 简单 的 子 空 间 С,, 使 
ESD, 内 各 轨道 仅仅 交 于 一 个 点 即 可 .这 时 ， 
在 C, 上 的 点 与 p 阶 第 二 参数 的 值 相对 应 的 标 
架 就 是 ? 阶 标 架 ， 而 与 在 C。 上 各 点 相对 应 的 
参数 是 ? 十 工 阶 不 变量 . ШАТ C, БРИ 
系数 是 + 1 阶 或 p + 1 阶 以 下 的 不 变量 的 消 
数 , 且 与 ? 阶 的 第 二 参数 无 关 ， 这 样 ,由 这 个 定 
义 , ”十 工 阶 标 架 以 及 不 大 于 P+ 1 阶 的 不 变 
量 ， 可 以 决定 曲面 WwW 上 的 p 阶 切 触 元 素 以 及 它 
们 的 微分 ,一 般 , 后 者 可 用 于 表示 十 1 阶 切 触 
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上 述 的 办 法 , 即 在 р, 中 选择 一 合适 的 子 空 
Їй] C, UL RESI T "p + 1 阶 "信息 的 方法 ,就 是 
所 谓 动 标 架 法 (method of moving frames). 但 
是 ,在 曲面 W 上 的 特殊 点 ,用 一 般 的 方法 求 ?十 
1 阶 标 架 是 不 可 能 或 是 不 确定 的 事实 上 ， 有 
这 样 的 曲面 ， 在 它 上 面 的 所 有 点 都 发 生 不 可 能 
或 不 确定 的 情况 ， 因 而 相应 于 不 同 的 曲面 就 应 
当 运 用 适当 的 动 标 架 法 。 实际 上 ， 在 应 用 动 标 
架 法 的 过 程 中 ,有 更 快 且 更 实用 的 办 法 ， 即 , 作 
用 于 空间 D, KOR Г, 的 无 穷 小 变换 (Shair 
954) 可 表示 为 ? 阶 第 二 分 量 的 线性 组 合 ,这 个 
表示 式 可 利用 群 G 的 结构 方程 容易 导出 来 ， 群 
Г, 是 使 子 空间 C, 的 各 点 不 动 的 T, 的 子 群 、 
它 的 无 穷 小 变换 是 dha == 0, 35, = 0. 由 dhe 
和 的 方程 可 以 立即 求 出 p + 1 阶 的 第 二 分 
量 . 另 外 ,各 阶 数 的 主 分 量 满足 群 C 的 结构 方程 
的 条 件 , 对 m > 2 的 情形 ,实质 就 是 讨论 (m 维 ) 
曲面 存在 的 条 件 . 

对 于 曲面 W, 如 果 逐 次 地 求 较 高 阶 数 的 标 
架 族 及 不 变量 ， 最 后 会 达到 如 下 的 阶 数 q: 即 
q + 1 阶 标 架 族 与 9 阶 标 架 族 是 相同 的 ， 且 4g 
+ 1 阶 不 变量 可 表示 为 4 阶 和 4 阶 以 下 不 变量 
的 函数 ， 在 这 种 情形 下 各 4 + i G > 1) 阶 标 
架 族 全 相同 ， 如 果 将 + i 阶 不 变量 看 作 q BE 
和 q 阶 以 下 不 变量 的 函数 时 ， 这 些 + j 阶 不 
变量 是 它们 的 第 i 一 1 阶 偏 导数 ， 这 样 的 4 阶 
标 架 就 叫 作 Frenet 标 架 (Frenet frame). 曲 
面 上 的 微分 不 变量 (differentail invariant) 是 基底 
分 量 以 及 各 阶 的 不 变量 组 成 的 微分 形式 . 

特别 是 , 若 群 C6 是 空间 了 上 的 解析 变换 群 ， 
两 个 m 维 曲面 Wi, W, 是 解析 曲面 时 ，W, 与 
W; 在 G 的 变换 下 可 重合 的 条 件 是 ,它们 属于 同 
一 种 类 ， 而 且 不 大 于 q + 1 阶 的 不 变量 间 的 函 
数 关 系 式 也 相同 。 这 些 关系 式 叫 作曲 面 的 自然 
方程 《natural equation)。 由 自然 方程 来 确定 曲 
面 ， 从 这 种 观点 讨论 曲面 的 办 法 叫 作 自然 几何 
(natural geometry), X, Fi Frenet 标 架 可 作出 曲 
面 的 简化 公式 (reduction formula)。 就 是 把 曲面 
方程 表示 为 含有 各 阶 不 变量 的 宪 级 数 形式 . 


以 后 ,为 了 方便 , 把 了 的 元 叫 作 点 ， fe n] 
作曲 面 . 但是， 对 于 适用 这 种 理论 的 许多 实例 
中 ,为 了 配合 几何 内 容 , 也 可 以 给 它们 以 另外 的 
AF. Pin, V ATE TAU HR, W tE 
作 直 线 答对 于 以 同一 个 群 为 变换 群 的 两 个 空 
闻 V.o V, 的 曲面 理论 ， 可 以 得 出 关于 它们 的 
相互 关系 和 类 似 的 许多 结论 ， 另 外 ， 在 一 般 曲 
面 上 ， 独 立 不 变量 有 特别 函数 关系 的 是 特殊 曲 
T (special surface). 又 有 保持 某 种 微分 不 变量 
的 曲面 形变 (deformation of surface) 问题 ,对 于 
具体 的 空间 ,除了 曲线 论 和 超 曲面 论 以 外 ,一 般 
珈 维 曲面 论 困难 较 大 。 又 ,应 用 张 量 分 析 * 也 可 
以 处 理 曲面 论 ， 利 用 动 标 架 法 以 及 张 量 分 析 的 
曲面 论 ,已 发 展 成 为 联络 ?理论 . 

【射影 微分 几何 学 】 从 属于 射影 变换 群 ' 下 
的 微分 几何 就 是 射影 微分 几何 学 (projective diffe- 
tential geometry), KK J. С. Darboux 的 著名 的 
曲面 论 中 多 处 可 以 看 到 它 的 萌芽 ， 作 系统 研究 
的 有 H. G. H. Halphen, E. J. Wilczynski 和 
G. Fubini， 后 由 E. Cartan, E. Čech, E. Bom- 
piani UMA IHGA. 大 大 向 前 推进 了 这 个 理 
iz. 

现在 ,就 三 维 空间 的 曲面 s 来 讨论 ,对 于 8 
的 动 点 AG, i) ОҢ, hs Ж 5 的 参数 )、 
以 4 为 原点 ， 在 3 上 点 4 处 的 切 平 面 上 取 定 
Ais Ary Аз VERSER! ГА, Ais An A) (B8 14, 
А,» Ary Аз] 一 1D) X FER ESTE IMM РЕ — BRR 
Ж (family of frames of order 1), 一 阶 标 架 的 微 
分 用 


] 
dA, — DotA, а 0,1,2,3 ла 
= 


жт, os 是 由 决定 原点 4 的 两 个 参数 ( 主 参数 》 
与 决定 4 的 伴随 一 阶 标 架 族 的 10 个 参数 (第 二 
参数 ) 组 成 的 Pfaff 形式 .这 时 of + wl 十 wi 十 
в} = 0, 0 一 0. 现在 ,如 果 把 ob, ci 改写 为 
ol w?， 则 它们 彼此 无 关 , 而 且 是 仅 依赖 于 主 参 
数 的 Ран 形式 . 设 关于 一 阶 标 架 的 非 齐 次 坐 
F, 22, 2， 在 原点 的 邻 域内 , s 可 以 表示 如 
Fe 

== D Sf BRE zo z2 的 7 次 齐 次 式 . 


TR h = Ca) + 2ayz'2?-+-ay(2?)?)/2, B 
射影 变换 群 的 结构 方程 'dw? 一 > wz 人 eos, 必 


Bil wt = ap co! + a, 07, ш) == ао + аз а?. 设 
Ф› = aw) + aoa? + ala), Hig: = 0 
定义 的 Ss 上 的 曲线 叫 作 渐 近 曲线 (asymptotic cu- 
се). 它 的 切线 叫 作 渐 近 切 线 (asymptotic tan- 
gent)， 在 这 条 曲线 的 各 点 上 s 的 切 平面 和 曲线 
常 成 二 阶 切 触 ,一 般 地 ,过 5 的 各 个 点 存在 两 条 
渐 近 切线 .在 点 4 的 渐 近 切线 的 方程 可 由 z 一 0， 
h=0 给 出 如 果 S 上 有 这 样 的 点 ， 在 该 点 的 
两 条 渐 近 线 重合 , 这 种 点 叫 作 抛物 点 〈Parabolic 
point), WÈ S 上 所 有 的 点 都 是 抛物 点 , 则 5 是 
可 展 曲面 + 如 果 发 生 了 这 种 情况 , 必须 另 作 讨 
论 . 
在 一 阶 标 架 族 中 ,出 现 a = a 一 0,0, = 1 
的 叫 作 二 阶 标 架 (frame of order 2)， 对 于 这 种 
标 架 ,直线 AA, ЯА, 是 在 4 点 的 新 近 切 线 。 
对 于 这 个 标 架 ,如 果 h= — (GG 35) 
а? + Sys! (2)! + b3(27)")/3, JI oi == buo + 
byw, — o) + vi + о} — о) = 2(b,0' + Бо?) 
ө} = byw! + by? RF XBR, BE 2? = i 
2! (h + yn + рг?) Cp 是 任意 数 ) 表 示 的 
二 次 曲面 叫 作 在 4 处 的 Darboux 二 次 曲面 
(Darboux’s quadric), GE S 的 切 触 二 次 曲面 
中 在 射影 意义 下 特别 有 趣 的 一 种 ， 如 果 在 S 
上 有 一 条 曲线 ， 在 它 的 各 点 恒 与 Darboux 二 次 
曲面 成 为 三 阶 切 触 ,这 样 的 曲线 叫 作 Darboux 
曲线 (Darboux's curve), 它 的 切线 叫 作 Darboux 
切线 (Darboux's tangent), 这 样 切线 的 方程 可 由 
z= 0, b + b = 0 给 出 . 
现在 把 直 纹 曲 面 ' 除 外 , 即 obs == 0, 因而 ， 
把 二 阶 标 架 再 用 p, = b, = 0, bo = b = 1 特殊 
化 后 所 得 到 的 标 架 叫 作 三 阶 标 架 ， 对 此 ， 若 
h = Се) + eG + Cem G2? 
+ Aes C + c (a)9)/12, W op 204-02 = 
cwo! + cu^, ei — af = суш! + cx, ci — of 
= сш! + сий, wf + o] — 20} = cya! + cu, 
对 于 这 种 标 架 族 , ((o') + (2!) /2o'o? 2 S E 
邻近 两 点 的 伴随 不 变量 ， 叫 作 射影 线束 〈proj- 
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ective line clement), 对 于 这 个 标 架 ,二 
AAs, AA ATHEA J Darboux 二 次 曲面 是 配 
# (polar) 的 . 
在 三 阶 标 架 中 ,出 现 с, == o= cs 一 0 的 ， 

叫 作 四 阶 标 架 ,这 时 存在 а, u,v, p, 使 只 一 
deo! + po’, со} = vo t pw, o) = pu! + Aw! 
因此 , 设 ¿e = —3a, a= —35, WA 

Too æ 0 

e) т ow 


(oD) = > 
w r) w 


of of of —r4 
此 处 rë = —(3/2)(aw! + bw’), ri = (1/2): 
(аш! + jeoz)。 所 以 ,四 阶 标 架 在 S 的 各 点 是 确 
定 的 。 它 就 是 3 的 Frenet HR, MY (PEMA 
(normal frame), 又 ,不 变量 2, b, 2, н, v, p MY 
f S 的 基本 微分 不 变量 (foundamcntal differential 
invariant), 正规 标 架 的 二 直线 AAs, Л.А, 29! 
叫 作 第 一 种 和 第 二 种 Wilezynski # (directrix 
of Wilczynski)， 对 于 正规 标 架 , S 可 表示 为 

z' = siz? — (Qn)! + (27)*)/3 + Cat 

+ (229) /4 + (a'a?) + +=, 

两 个 曲面 5, 5 在 射影 意义 下 相同 的 充分 必要 
条 件 是 有 正规 标 架 , 此 标 架 具有 相同 的 o, ш? 
和 6 个 基本 微分 不 变量 ， 又 对 于 任意 给 定 的 
а, b, À p, v, o, 以 其 为 基本 量 的 曲面 5 并 不 
存在 。 它 们 之 间 必 须 有 某 些 关系 才 行 ([6])。 

又 标 架 并 不 需 简 化 到 正规 标 架 ， 在 一 阶 标 
架 族 中 ,只 要 A444A1 关 于 在 4 的 Darboux 曲 
面 满足 配 极 的 条 件 , 这 样 的 标 架 叫 作 Darboux 
标 架 (Darboux frame), 对 此 ,就 可 以 展开 有 趣 
的 曲面 论 ([8]). 

设 两 个 曲面 S，3 间 成 某 种 点 对 应 ,对 于 S 
的 一 点 4 令 5 上 的 对 应 点 为 4、 用 适当 的 射影 
变换 可 使 4 移动 到 А, MAS 的 象 在 4 与 5 成 
二 阶 切 触 ,这 样 的 点 对 应 则 作 射 影 变形 (projec- 
tive deformation)。 为 使 两 个 曲面 间 存 在 射影 变 
形 ， 其 充分 必要 条 件 是 具有 相同 的 射影 线 素 
《[6]). 又 直 纹 曲面 只 能 和 直 纹 曲 面 成 射影 变 
形 .对 于 任意 给 出 的 曲面 5, 要 找 出 由 S 射影 变 
形 得 出 的 但 又 与 不 同 的 曲面 ， 一 般 是 不 可 能 
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的 .为 使 它 可 能 必须 满足 某 种 条 件 ([6],[81). 

下 面 , 设 三 维 空间 P 的 直线 的 Placker 4e 
ARUE p". р”, Php’ р", р, ИНЧЕ 

gp popu 

成 立 。 这 个 连 比 和 直线 是 一 一 对 应 的 。 现 在 将 
Р! 看 作 5 维 射影 空间 P 的 齐 次 坐标 , 上面 的 
关系 式 表示 P! 内 的 二 次 超 曲 面 2. 因 而 2 上 的 
点 与 P 的 直线 间 成 一 一 对 应 。 fE2 Q ЕЕ 
的 象 是 co! 条 直线 全 体 , 即 直 纹 曲面 ,作为 2 与 
严 的 二 、 三 维 曲面 相交 图 形 对 应 的 象 是 ос", 
9o" 条 直线 全 体 ,分 别 叫 作 线 汇 (congruence of 
Jines) 和 线 从 《complex of lines), 特别 是 , 当 这 种 
二 ` 三 维 曲面 是 二 、 三 维 平面 时 , 相交 图 形 的 象 
分 别 叫 作 线 性 线 汇 (linear congruence) 及 线性 线 
А (linear complex), 这样， 借助 于 Р? 的 曲面 
论 ， 可 开展 线 汇 、 线 从 的 理论 研究 ({2], [6]， 
18])， 这 在 射影 微分 几何 中 也 占有 重要 地 位 . 

以 上 ,就 曲面 论 作 了 叙述 , 关于 曲线 论 
(E21, (41, [6]) 及 高 维 空间 的 超 曲面 论 ([7])、 
也 可 得 到 种 种 结果 ， 

【 仿 射 微分 几何 学 】 在 空间 的 点 或 点 集 具 
有 的 微分 几何 性 质 中 ,以 对 仿 射 变换 群 ' 不 变 的 
性 质 为 对 象 的 几何 , 叫 作 一 般 仿 射 微分 几何 .从 
属于 仿 射 变换 群 的 子 群 , 即 等 积 仿 射 变换 ' 群 


Dy pe i 


det (а) = 1 
的 对 象 构成 念 射 微 分 几何 学 affine differential 
geometry)， 对 此 ， 附 有 方向 的 闭 超 曲 面 所 围 成 
的 体积 不 改变 .对 于 这 种 几何 应 用 动 标 架 法 是 
有 效 的 . 
现在 ,考虑 平面 曲线 C: A 一 AG), CECH 
各 点 4, 以 4 为 原点 , 附 以 由 4 引出 的 两 个 向 量 
e, e, (IB. е, e; 围 成 的 平行 四 边 形 的 面积 为 
1) ,这样 构成 标 架 族 为 {4， ea，e}, 它 叫 作 0 阶 
标 架 (frame of order 0)、 它 的 微分 可 由 
аа 一 Swe, de, = 3 de; r=1,2, 
= = 
wo} + ol = 0 


给 出 ， 一 阶 ， 二 阶 ， 三 阶 标 架 分 别 以 о 


w= 0, oi == o! I o! — 0, wi = о", 010 
为 特征 ， 所 以 ， 三 阶 标 架 对 C 的 各 点 是 确定 
的 , 它 就 是 Frenet HR. 由 do 表示 oo G 
叫 作 仿 射 线 素 (affine arc clement), 设 w} = 
edo, © 叫 作 仿 射 曲率 (affine curvature), 这 
BY, Freet 公式 可 由 

dA = doe,, de, = doce, 
给 出 ， 关 于 这 个 标 架 , C 可 用 

y = 2/2 + kx! [8 + (de/do)x°/40 + +++ 
表示 . 又 do, к 可 解析 地 表示 为 
do = |4A,4A|^, z = |d4/de dAil, 
但 |MN| 是 由 M,N 的 坐标 作成 的 行列 式 ，6 
MEHRA (апе arc length)，Frenet 标 架 中 
他 所 在 的 直线 叫 作 仿 射 法 线 (affine normal), 它 
是 C 在 4 的 密切 抛物 线 的 直径 ，“ 为 常数 的 曲 
线 是 圆锥 曲线 , z AEREA, АЕ А 
曲线 , 0 时 是 抛物 线 ， 在 仿 射 几何 中 ,抛物 线 起 
着 Euclid 几何 中 直线 的 作用 . 

对 于 空间 曲线 、 曲 面 ,有 更 多 的 结果 ([1])， 
关于 前 者 ,有 仿 射 长 度 Caffin length), (hd 
XE. (affine curvature), 仿 射 挠 率 (affine torsion), 
仿 射 主 法 线 (affine principal normal), 仿 射 副 法 
线 (affine binormal) 等 和 Euclid 几何 有 同样 的 结 
果 . 仿 射 变换 群 处 在 射影 变换 群 与 合同 变换 群 
之 间 的 地 位 和 两 者 都 有 类 似 的 一 面 ， 曲 面 论 与 
射影 微分 几何 有 相近 的 一 面 《[1])， 再 来 考虑 
空间 闭 曲线 C 所 围 成 的 仿 射 面积 的 变 分， 其 中 
取 极 值 的 曲面 叫 作 念 射 极 小 曲面 (affine minimal 
surface), 它 具 有 种 种 仿 射 的 特性 《[1])， 又 、 
W. Blaschke 等 ， 对 于 曲线 曲面 的 大 范围 性 质 
曾 导出 许多 结果 . 

【 保 形 微分 几何 学 】 对 于 保 形 几何 《一 保 
形 几 何 学 ) 讨 论 它 的 微分 几何 性 质 , 设 S" 是 ” 维 
保 形 空间 ', 对 于 它 的 一 点 46, 伴随 以 46 为 原点 
的 a + 2 超 球面 坐标 + 的 标 架 (Ио, А,,..., 
A, Aw). 这 时 超 球面 A, B MARTH 4 B 
表示 , 则 


de, = 一 cdoe， 


Aa’ B, = das 


а, В = 0,1, +t, n, 00, 


0 0 一 ! 
А 0 gi | 
\-1 o 0 
hj—1.2.. g” Ea. 
1 2° BAT R 的 齐 次 坐标 ,3S" 的 Mobius Ж 
换 + 以 下 列 各 式 为 特征 : 
B= che’, 但 paci gars |e] #05 

ES 的 各 点 , 伴随 以 这 样 的 标 架 族 , CHRD 
可 用 


44„= У) otAds, 
£ 


但 


wo cj 0 
(oh) = (= о} 2) a) 

0 а — 

У(ваю} + во?) = dgi 
规定 出 来 . 在 中 中 ， 线 性 无 关 的 共有 (a+ 1) 
(n 十 2)/2 个 ， 它 就 是 Möbius 变换 群 中 参数 

的 个 数 ， 这 个 变换 群 的 结构 方程 ?是 
dot = Dwr ©. (2) 
保 形 微分 几何 学 (conformal differential geometry) 
就 是 对 满足 (1),(2) 的 Pfaff 形式 ws 的 研究 . 
现在 考虑 变换 Da A. — X (A, + 
44). 1) FPR of 外 ,其 余 的 都 是 0 ， 则 通过 
А» As 的 所 有 回 都 不 变 , 任 意 的 点 P 可 移 到 点 
P bd, P 是 由 Ao Ae P 确定 的 加 上 P 的 
邻近 点 ,但 交 比 (P,P; Ao do) 是 一 定 的 。 这 
样 的 变换 叫 作 以 4o» de 为 中 心 的 相似 扩大 
(homothety), 2) оф, о = >р 外 其 
余 都 是 0， 则 在 4。 与 一 个 定 方向 相 切 的 所 有 
癌变 为 本 身 ， 过 4。 与 这 些 圆 直 交 的 超 球面 仍 
变 为 这 样 的 超 球面 ， 这 种 变换 叫 作 以 Au 为 中 
心 的 伸缩 (elation).3) 若 除 wf = D рох, oL 
以 外 其 余 都 是 0 , 则 这 种 变换 是 以 4o 为 中 心 的 
伸缩 。 4) GER oi 以 外 其 余 都 是 0， 这 是 把 
Au 看 作 无 穷 远 点 ,以 A 为 中 心 的 无 穷 小 旋转 . 
因此 ,任意 的 无 穷 小 Mobius 变换 可 以 分 解 为 以 

上 四 种 情形 . 

对 于 s" 的 曲线 论 `, 超 曲面 论 , 也 可 以 由 Ao 
的 伴随 标 架 族 作出 Frenet 标 架 + 来 讨论 ， 例 如， 
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关于 SARR, Frenet 公式 可 由 
0 de 9 0 0 
| кас 0 0 0 de 
(ot) =|—do 0 0 rdc 0 
0 0 一 rda 0 0 
0 кй) —4 0 0 
给 出 ， 其 中 ，dc, кът 分 别 叫 作曲 线 的 保 形 线 
Æ (conformal arc clement), ЖЕ (conformal 
curvature) FUR HSE (conformal torsion), Ж F 
保 形 变形 (conformal deformation) 也 可 得 出 种 种 
结果 ([5]). 

又 ，Laguerre 微分 几何 是 将 保 形 微分 几何 
中 的 点 换 为 直线 、 角 换 成 距离 ,在 某 种 意义 下 成 
立 的 对 偶 结果 . 

【 切 触 流 形 】 考虑 一 个 具有 1- 形 式 n, 并 
Bs A (an)° # 0 的 (2n 十 1) 维 微分 流 形 Mt, 
这 里 an FET 的 外 微分 ,和 表示 外 乘法 (对 于 在 
接触 变换 , 方程 (2) 左边 的 1- 形 式 是 符合 这 个 
条 件 )， 这 样 的 流 形 叫 作 具 有 切 触 形式 (contact 
form) n 的 切 触 流 形 〈contact manifold), ikii 
JE Мз" 的 切 从 的 结构 群 可 简化 为 Un) X 1, 
这 里 U(n) 是 丁 群 ,因此 ,每 个 切 触 流 形 是 可 定 
向 的 .在 Euclid 空间 E'**? 内 的 单位 球 seti 
和 (n + 1) Ж Riemann Ж М" 的 切 球 从 
是 简单 的 典型 例子， 两 者 都 具有 自然 的 切 触 形 
X (S. S. Chern 〈 陈 省 身 ) [10])， 每 个 三 维 紧 
的 可 定向 微分 流 形 是 切 触 流 形 ([15])， 

如 果 微 分 流 形 M" 容许 一 个 (1,1) 型 张 
量 场 P 及 一 个 向 量 场 和 一 个 1 形式 %, 使 得 

PX = —X+ XE, nM)=1 (1) 
这 时 , 它 就 叫 作 政 切 触 流 形 (almost contact mani- 
fold), 这 里 X 是 м" 上 的 任意 向 量 场 ,并 且 
三 数组 (p, š, "7) 叫 作 歼 切 触 结构 (almost contact 
structure), (1) 式 意味 着 ФЕ 一 0 和 л(фХ):= 
0 (5. Sasaki (EREK) (151,1). ИЕ 
FE Ме АЕ BORE AT HHL HY Un) х 1. 
实际 上 J. W. Gray [11] 曾 把 这 个 性 质 作为 他 
对 殊 切 触 结构 的 定义 ， 对 于 M" 上 每 一 对 向 
量 X 和 Y, 令 

М(Х, Y) = IX, Y] + oloX, Y] 
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+ plX, PY] — [eX pY] 

— (X : x(Y) — Y «30055, 
这 里 [,] 是 Poison 括号 ,这 时 , N 是 M" 上 
〈1,2) 型 的 张 量 场 , 它 叫 作 至 切 触 结构 (p,s, л) 
的 挠 率 张 是 Corsion tensor)， 这 时 ，N 在 M" 
LEST 0 时 ， 我 们 说 这 个 殖 切 触 结构 是 正规 
的 (normal). 

M" 上 的 殖 切 触 结构 (9p, E, 3) 自然 地 诱 
导出 在 M" x R (关于 MP" x 5') 上 的 歼 复 
结构 J, 它 是 复 结构 的 充分 必要 条 件 是 : (oE, 
x) 是 正规 的 。 对 于 两 个 殖 切 触 流 形 的 乘积 空 
间 也 有 类 似 的 结果 [14]( 森 本 ). 

WR МДК (е, 5, 3) 的 至 
切 触 流 形 ,我 们 就 能 找到 一 个 正定 Riemann BE 
H g, 对 于 每 一 对 向 量 X 和 YY, 使 得 

BCX, PY) = g(X, Y) — 30000) 成 
立 ， 那 么 向 量 场 (p,5, n, g) 就 叫 作 殉 切 触 度 
量 结构 (almost contact metric structure), 

цм" 是 具有 切 触 形式 ?的 切 触 流 形 
时, 便 存 在 唯一 的 一 个 向 量 场 $, 它 对 于 任 一 向 
量 场 X, 满足 dn(X,5) = 0,100) 一 1, 于 是 我 
们 可 以 找到 一 个 (1,1) 型 的 张 量 场 P 和 一 个 正 
定 度量 张 量 g, 使 得 G) 对 于 任 一 对 向 量 场 X 和 
Y 都 满足 dn(X，Y) = g(X, PY), Gi) (o, 5, 
л» g) 是 一 个 殊 切 触 度量 结构 ,这 样 由 切 触 形式 
7 确定 的 歼 切 触 结构 叫 作 切 触 度量 结构 (contact 
metric structure), 具有 正规 切 触 结构 的 微分 流 
形 叫 正规 切 触 Riemann Ж (normal contact 
Riemannian manifold), Brieskorn 流 形 的 例子 就 
是 除 标准 球 sU" 外 , 它 包 括 所 有 特种 2 十 1 
球 ， 即 紧 且 可 定向 的 平行 化 流 形 。 殖 切 触 流 形 
根据 由 专 确 定 的 叶 状 结构 是 否 是 正则 的 而 分 为 
正则 的 或 非 正则 的 。 紧 正则 切 触 流 形 是 辛 流 形 
上 的 主 圆 从 ， 它 容 有 一 个 正规 切 触 度量 结构 的 
充分 必要 条 件 是 , 底 流 形 为 Hodge 流 形 (Boothby, 
Wang( 王 宪 钟 )[9], 岛 山 [12])。 

在 有 上 述 定义 结构 的 流 形 上 ， 关 于 拓扑 和 
微分 几何 的 许多 论述 已 由 S. Tano (Fi 
H), S. Tachibana 《立花 俊 一 ), S. 1. Goldberg 
和 其 他 人 所 发 表 . 
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MMR (Ж complex manifold 法 variété com- 
plex 4k komplexe Mannigfaltigkeit {А комп. 
лексное многообразне A WEE EE] DE 
XI Hausdorff 拓扑 空间 X ААР Ж {U}, 
对 于 各 个 U, B U, 到 = 维 复 空间 С" 的 开 
集 上 的 同 胚 qu. UNU; + Ø 时 ,映射 Фо 
Ф": PUNU) > eU,DU;) 满足 双全 纯 条 
PH popr UR CHARA C 的 坐标 函数 表 
示 时 是 全 纯 函 数 '), ИХ {ЕМ п 维 复 流 形 . 
对 于 在 X 的 开 集 U 上 定义 的 复 函 数 f, 4 o (U 
NU) 上 函数 por 对 于 各 个 i 都 是 全 纯 函数 
tj, fuEu baea (holomorphic fun- 
ction 《或 解析 函数 ))。 设 映 射 o, 在 0, 上 用 
C 的 坐标 表示 为 p (p) = (а Ср) o 20 (02, 
各 zt EU, 上 的 全 纯 函 数 . (e's o a") 称 为 
世上 的 复 解析 的 (或 全 纯 ) 局 部 坐标 系 (holomor- 


phic local coordinate system)。 对 于 两 个 复 流 形 
X, YRR p: Y 一 X 是 全 纯 的 (或 解析 
的 ), 就 是 指 对 X 的 任意 开 集 U, 以 及 U 上 的 任 
意 全 纯 函 数 f, WE pof E e (QU) C Y 上 全 
纯 。 如 果 映 射 p:Y 一 X 是 双 射 的 , РУ Фф р 
是 全 纯 的 ， 则 称 在 映射 中 下 复 流 形 X 和 Y 是 同 
3889 (isomorphic). 

з с" 类 微分 流 形 + 类 似 地 可 定义 解析 子 流 
形 \ 全 纯 切 向 量 、 全 纯 向 量 场 、 全 纯 微分 形式 等 
概念 。 又 与 多 元 函数 论 类 似 地 可 定义 复 流 形 上 
BEAK (meromorphic function) (一 解析 空 
TR). 

设 X 是 复 流 形 , pe X。 取 以 ”为 中 心 的 复 
解析 局 部 坐标 系 之 一 为 (2',………, z") (аер) = 
0). 设 在 点 ? 的 邻 域 定义 的 全 纯 函 数 是 (x'， 
t z") 的 全 纯 函 数 ， 则 它 可 表示 为 以 p 为 中 
心 的 绝对 收敛 的 (z... 25) ЮЖ. ШЖ И 
Q= A(X) 表示 X 上 全 纯 函 数 的 芽 的 层 +, 则 在 
X ER ? dE ORI (stalk) Q, 与 在 原点 收 钱 的 
n 变数 zs +++, я" 的 宕 级 数 全 体 构成 的 局 部 
环 ! 同 构 ， 在 点 p, (д/да!)„, ++, (Ә/дз"), H 
成 点 靖 的 全 纯 切 向 量 空间 的 基 。 又 在 ”的 邻 域 
中 定义 的 不 次 全 纯 微分 形式 a 可 表示 为 a= 

> fii di Ni Л да, 各 系数 函数 hii 
„© 
是 全 纯 的 . 

CARA) EX AMR. BU) edie 
RABE x HOR TTD АЕК 18 pm (2-6, 
27), 如 果 把 27 DRS xt, HERD y? 来 表 
示 , 则 

s= =+ уту, 
Wü х7, yf 是 在 X 的 开 邻 域 U, 定义 的 实 函 数 ， 
并 且 若 映射 :Ui 一 R”, i) = iG, 
其 (p)，……，x?(p)，y?(p)) EX, BJ ou 给 出 从 
U, 到 R” OFA. {U Ф), EXE 
给 出 微分 流 形 的 结构 ， 而 且 是 实 解析 的 . 这样 
在 复 = 维 复 流 形 上 自然 地 引进 实 2 n 维 微分 流 
形 的 结构 ,在 X 的 各 点 p RAWU, y's 
x", 六) 的 实 坐 标 系 ,但 (…, == + /—1 
sys ++) 是 复 解析 坐标 系 .在 X 上 点 ”的 实 切 
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82580 09/9"), ,(Ә/Әу!),, - (8/3x")p> 
(8/8y") 为 基底 ， 如 果 现 在 把 J, 定义 为 
(8/8z°), — (Ә/Әу"),,(Ә/Әу"), > —(0/8z°), 
(а= 1,2, -++ n) W} = 一 1, Н. J, 5 P 
点 的 复 解析 坐标 系 取 法 无 关 ， 如 果 把 J BE 
CL, 1 型 张 量 ， 则 X 上 的 (1,1) 型 张 量 场 了 叫 作 
由 复 流 形 X 所 诱导 的 殉 复 结构 的 张 量 场 . 

一 般 地 在 实 微分 流 形 X 上 可 给 出 (1,1) 型 
аю J, LP = 一 1 时 (J 可 看 作 向 量 
场 的 线性 变换 )， 则 称 X 具 有 歼 复 结构 (almost 
complex structure), X 也 作 殉 复 流 形 (atmost com- 
plex manifold)。 这 时 对 于 义 上 的 反 变 向 量 场 *> 
y , 设 

S(x,y). = —[х, y] + [)(х), J(y)] 

= ICI) * y]) — JC, 26000), 

Wis 是 (1,2) 型 张 量 场 。S 间作 Nijenhuis E 
(Nijenhuis” tensor) .至 复 结构 J 可 从 某 复 流 形 的 
结构 导出 的 充分 必要 条 件 是 了 的 Nijenhuis 张 量 
Ss 恒 为 0《[3],[10])， 又 2 维 微分 流 形 X 具 
有 歼 复 结构 的 条 件 是 当 且 仅 当 X 的 切 2 标 架 
从 的 结构 群 GL(2, R) 可 约 化 "为 GLC), 
又 至 复 流 形 是 可 定向 的 . 

【微分 形式 的 型 】 设 xX BMH Gs 
7 2n) Р 邻 域 的 复 解析 坐标 ，z" 一 =" 十 
М-1у (am d, n) AUTE A P OE 
切 向 量 空间 TX) 复 化 后 的 复 切 向 量 空间 
TA(X)@C, 用 I 
(8/8:*),7 (1/28/09), — V —1 (8/0y'),] > 
(8/Əz"),=(1/2) {(0/8x*), + V — (Ә/Әу"),} 
KEN 0/02", 0/02", 容易 看 出 对 于 全 纯 函 
数 0/02" 的 值 与 前 面 定义 的 全 纯 切 向 量 8/8s" 
的 值 相等 ， 函 数 了 在 点 ?全 纯 的 充分 必要 条 件 
是 (8/08*) f = 0 (а= 1,2, +++, n). T(X) 
QC 等 于 由 {3/3z', +++, 0/02") 张 成 的 空 
闻 与 由 {8/8a，-……，5/8i} 张 成 空间 的 直 
和 ， 这 种 分 解 与 解析 坐标 的 取 法 无 关 ， 前 一 空 
间 的 元 岂 作 (1,0) 型 切 向 量 , 后 一 空间 的 元 叫 
(ол) 型 切 向 量 ， 同样 , 复 化 后 的 一 次 微分 形式 
的 空间 也 可 分 解 为 由 (2, +++, ds"} 和 (am, 
+++, da") 所 张 成 空间 的 直 和 ,这 里 ds“ 一 dz" 十 
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Мау", d3" = азе — dy" liri (1,0) 
型 ,后 者 叫 (0,1) 型 ， 由 此 可 知 , 任意 次 数 的 复 
微分 形式 可 分 解 为 (r,s) 型 的 直 和 . (т, з) 型 
的 微分 形式 (differential form of type (r,s)) 具 有 
基底 dz% +++ Adet Ndz" Neee Adzh (1 < 
ame Фа En, €f xx), 
这 种 分 解 与 解析 坐标 系 (z',*…, 2") 的 取 法 无 
关 , 在 Xx 全体 上 有 意义 ， 下 面 考虑 复 微分 形式 。 

【4” 上 同调 群 】 对 于 X 上 的 (7 , 9 型 微分 
形式 о, do 可 分 解 为 (r + 1, ‹) 型 微分 形式 和 
《rs + 1) 型 微分 形式 , 前 者 记 作 d'o, 后 者 记 
HE d'o, РИТ d,d” H d= d' +d", (y 
= 0, (Y = 0, d'a" + d'd =O KY. 如果 
用 局 部 坐标 系 (e, +++, 2") 表示 ， 对 于 o= 
fds" Noes Ndz“ Ndgh N ` ° Лаг", 则 有 

* а А 
Jom Men Nes Nee 
Лаз" Nds^ Л - « Adis, 
dw = (17У) BE qs ee 
P Or 
Adz“ Лав" Лазе Л - Ndz", 

又 外 次 微分 形式 是 全 纯 微 分 形式 的 充分 必要 
条 件 是 @ 为 (4, 0) 型 , 且 dw = 0, 

对 于 算 子 4” 有 下 面 的 Dolbeault 引 理 成 
立 ， 引 理 : ibo RA p HRR U 上 的 微分 形 
RH d'o = 0, 则 存在 含 于 口 的 点 ?的 邻 域 V 
和 TY 上 的 微分 形式 6, 在 V 上 ww = "0. 

在 X 上 ,以 A00 表示 (r, ә) 型 微分 形式 的 
Е", Of 表示 p 次 全 纯 微 分 形式 的 芽 的 层 ， 
设 T(X, A) 是 在 X E A7? Е" 全体， 
T(X, A) 也 就 是 X 上 的 (r,s) 型 微分 形式 . 
DIX, 490) 关于 算 子 2” 构成 上 链 复 形 . 

T 
这 个 复 形 的 上 同调 群 叫 作 d" 上 同调 群 或 叫 作 
Dolbeault 上 同调 群 (Dolbeault cohomology gr- 
oup), 它 的 4 维 上 同调 群 写作 НСА, 27). A 
Dolbeault 引 理 易 知 0 — Q^ 一 Ae Z, яз» 
一 …: 成 为 层 的 正 合 序列 +. 由 此 得 到 Dolbeauit 
定理 : 
HX, 0°) < HACA, 2”), 

上 式 左边 是 以 层 Q^ 为 系数 的 上 同调 群 . 


更 一 般 地 , 对 于 复 流 形 X 上 复 解 析 疝 最 从 + 
E, EX ERAF E 的 微分 形式 全 体 也 可 定义 
4d” 上 同调 群 , 它 与 在 E 中 取 值 的 全 纯 微分 形式 
的 芽 的 层 的 上 同调 群 同 构 ( 一 调和 积分 ). 

【解析 凝聚 层 】 复 流 形 的 结构 由 它 上 面 全 
纯 函 数 的 芽 的 层 ! 2 所 确定 . O 是 ( 环 的 ) 凝聚 
层 (网 定理 [11]).2 REUEN Canal- 
ytic sheaf), 凝聚 的 解析 层 叫 作 解 析 凝 聚 层 
(analytic coherent sheaf), X 的 许多 性 质 都 可 以 
用 解析 凝聚 层 和 它 的 上 同调 群 的 术语 来 叙述 
《例子 将 在 本 项 中 出 现 ) (一 Riemann-Roch 型 定 
FE). 

识别 复 流 形 上 的 一 个 解析 层 是 否 凝聚 这 很 
重要 ,关于 这 方面 除 上 述 交 定理 之 外 ,还 有 
Cartan 定理: 复 流 形 的 解析 子 集 的 理想 居 是 
иж (131) (所 谓 X 的 解析 子 集 Y JE x 的 
闭 子 集 ， 在 它 的 每 个 点 处 有 适当 的 邻 域 U， 
UNY 成 为 已 的 有 限 个 全 纯 函 数 的 公共 零点 ) 
Grauert ЖЭ: ik «:Х — Y 是 复 流 形 之 间 的 
正常 解析 映射 '( 即 Y 的 紧 子 集 的 原 象 也 是 紧 
W), WMR FEX БАТЕ, WEAR 
1,(F )(q = 0, 1,2,，……), 也 是 凝聚 层 ([4])( 这 
个 定理 对 于 解析 空间 也 成 立 ; 一 解析 空间 ); 等 
等 . 

对 于 Stein 流 形 !X 上 的 解析 疲 聚 层 F, 有 
Stein 流 形 的 基本 定理 AHX, F) 在 X 的 
各 个 点 x* 上 生成 荃 (stalk)F.( 作 为 0x 模 ). 基 本 
定理 B:H(X,F)=0 (42 0). RZ, Stein 
流 形 可 由 性 质 “ 对 于 2 的 理想 解析 凝聚 层 F 有 
EP(X，F) 一 0” 来 刻 划 〈[11])， 对 于 紧 复 流 
W, H(X, F) 是 有 限 维 复线 性 空间 ， 当 X 是 
其 它 复 流 形 Y 的 开 于 流 形 ， 如 果 它 的 闭 包 是 紧 
的 ， 则 随 X 的 边界 的 各 种 性 质 〈 凸 性 或 止 性 )， 
对 其 范围 内 的 4, 则 Re(X,F) 是 有 限 维 的 
《[l21,[D). 

设 E 是 4 维 复 流 形 X 上 的 解析 (全 纯 ) 向 量 
HA, E* JE E OMAR, MU HX, 0 
(E)) 和 нр (X, 97*CE*)) GEA TAA 
AEP fe SIRI MRE, RBH, RK 
示 具 有 紧 支 集 的 上 同调 群 ， 对 偶 性 可 由 表示 两 


"ro 


者 的 元 的 微分 形式 的 外 积 在 X 上 的 积分 来 给 
Ш. ШЖ бю НХ, Q^(E)) < co， 则 上 述 条 
HRY. ХАЛ, MHH З 
别 , 对 侦 性 当然 成 立 (Serre 对 偶 定理 [13]). 

【 紧 复 流 形 】 在 紧 连 通 的 复 流 形 X 上 ， 除 

常数 以 外 的 全 纯 函 数 不 存 在 〈 根 据 全 纯 函 数 最 
KEA). X 上 亚 纯 函 数 全 体 构成 域 K(X)， 
它 是 在 复数 域 C 上 有 限 生 成 的 , 它 的 超越 次 数 
4 不 超过 复 维 数 n. КОХ) 的 元 的 函数 无 关 性 
和 代数 的 无 关 性 等 价 ({151). 当 "一 1 时 ,X 是 
紧 的 Riemann 面 ,如 古典 代数 函数 论 所 指出 的 ， 
K(X) 是 单 变量 的 代数 函数 域 ，X 是 射影 的 代 
数 流 形 ， 当 ”一 2 时 ,4 一 2,1 或 0, 每 种 情 
况 都 能 具体 实现 ，4 一 2 时 。X 是 射影 空间 的 
代数 曲面 ( 周 炜 良 -小 平定 理 ). 4 — 1 时 , 则 有 
代数 曲线 和 和 从 X 到 A 的 全 纯 映射 p: X >A 
使 得 K(A) 5 K(X) 在 @* FAM, UF 
xE AA,p-'(*)( 除 有 限 个 x 外) 是 椭圆 曲线 ， 小 
平 对 于 紧 复数 曲面 (包括 4 一 0 在 内 的 情形 ) 进 
行 了 深入 的 研究 ([5]). 

在 紧 复 流 形 X 上 ， 由 余 维 数 是 1 的 不 可 约 
解析 子 集 全 体 所 生成 的 自由 Abel BU (Е X 的 
FH (divisor group), 它 的 元 叫 作 X 的 因子 
《divisor)。 余 维 数 是 1 的 解析 子 集 Y 的 理 想 层 
SOE оК. ЖР реа... 


主 分 式 理想 层 SCD) = |] SCY.) fE D WE 


аш. Зрок аек УТ 
一 一 对 应 . КОХ) Boc К 0) 生成 主 理想 层 ， 
因而 确定 一 个 因子 ,把 它 记 作 О). WRATH 
IB E X. “D = Xa, Y.-0 Va, > 0” 确定 
FE WATER a. NEAT DB 

L(D) = {fe K(X) If ** 0,0) + D=0)U (0), 
则 L(D) 为 有 限 维 的 C 模 . 这 个 模 是 K(X) 的 
“ 易 处 理子 集 "， 它 能 表现 出 D 的 解析 性 质 这 一 
点 是 很 有 意义 的 。 所谓 Riemann-Roch 定理 "(一 
Riemann-Roch 型 定理 ) 就 是 由 其 它 因素 来 确定 
L(D) 的 维 数 ， 现 在 举 出 用 L(D) 表示 出 D 的 
性 质 的 一 个 例子 : 如 果 K(X) э F = 0, (F)= 
D — D', 则 称 D 与 D' 线性 等 价 (linearly equiv- 
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alent)， 这 是 比 同 请 ' 更 精细 的 等 价 关系 ， 如 果 
Dij р 线性 等 价 ， 根 据 LOD) эе} FEL 
(D^), BJ LCD) 5 LCD?) АЮ, Rit, dim LCD) 
= dimZ(D')( 仅 由 同 育 关系 不 一 定 得 出 这 个 
结果 ). 

一 般 地 ,具有 纤维 C, 结构 群 C* 的 解析 向 
FA DUAE SERIA (complex line bundle)， 对 于 因 
Фра SCD), 如 果 取 X BUS TENERE 
(U,), 则 对 各 О, 的 点 x ЕЕ SCD), 的 截 
H rU; SCD)) 的 元 Ri。 ga = R,/R, 是 在 
UNU ERAN o SHR, Aut, West 
为 坐标 变换 ', 由 因子 DREW MAA (complex 
line bundle determined by D》 是 确定 的 ,用 [DJ] 
来 表示 . 易于 看 出 , 实际 上 [D] 55 U, fa R, fÜ 
取 法 无 关 . 而 LD] 仅 由 DD 的 线性 等 价 类 所 决定 ， 
如 果 [D] 的 全 纯 截 面 的 蓉 的 层 用 ADER, 
则 由 关系 HX, O([D])) 3 ф=1Ф,1=+]=Ф)у/ 
Ri 一 gx/ R, € LLD], 可 知 两 个 模 同 构 对 于 射 
影 空间 内 的 代数 答 ， 任 意 复线 从 都 可 由 因子 生 
成 ( 即 为 [D])([6]), 对 于 一 般 的 紧 复 流 形 , 不 
一 定 是 这 样 ， 但 在 复 流 形 理论 中 ， 复 线 从 的 重 
要 性 ,首先 在 于 关系 L(D)eH'(X,O((D]))Ë 
使 得 “有 极 的 ”可 以 用 “全 纯 的 "来 代 换 ， 

复 射 影 空间 P" 的 解析 子 流 形 X 是 代数 簇 
( 周 ( 炜 良 ) 定理 [2])， 设 由 PY 的 一 般 起 平面 
对 X 的 截面 为 Y, WY 是 X 的 因子 ,复线 从 [Y] 
的 chern( 陈 ) 类 ' 与 X 上 标准 Hodge 度量 相对 应 
(一 Kahler 流 形 )， 如 果 [Y] 可 用 与 开 获 盖 { 避 让 
有 关 的 坐标 变换 (ga) 给 出 ， 则 对 于 X 上 凝聚 
解析 层 F, 2 Е(п) 可 定义 如 下 : RP RPE 
已 上 的 限制 在 UU, HB Fi 与 F 用 关系 
h~ het, = glih 来 连结 在 一 起 , 则 可 得 到 
与 上 局 部 同 构 的 解析 凝聚 层 , 把 它 写成 F(n) 
(n—0, 41, +2, =, 在 定义 式 的 右边 
fis 有 都 看 作 是 原来 F И Ж). 关于 FG 有 
下 述 定理 成 立 。 对 于 FF, 则 存在 整数 по, ШЖ 
a> m， 则 有 射影 代数 策 的 基本 定理 A: {ЕХ 
的 各 点 x, TCF(n)) 生成 F。( 作 为 O, 模 ); Ф 
本 定理 B: 对 于 9 > 0, A H(X, F(n)) = 0, 
([12]). 这 结果 意味 着 ， 如 果 在 Y 上 人 允许 有 阶 
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SOSA SEU, RIF 5% S T ABB 
面 ,而 且 高 阶 上 同调 群 为 零 . 

在 P* AM REE x 上 ,有 全 纯 函 数 的 工 
的 层 9 (作为 复 流 形 的 构造 层 ?) 和 全 纯 有 理 函 
数 的 芽 的 层 Ө (局 部 环 的 层 即 代 数 答 的 结构 
E). 因此 , 有 解析 凝聚 层 和 代数 竖 聚 姑 两 种 概 
5. 实际 上 从 它们 导出 的 上 同调 理论 是 同 构 
Hg. ШТУЧНЕ Е, 2 F = F@。2, 则 
它 是 解析 凝聚 层 , 且 对 应 F — F 给 出 代数 凝聚 
层 全 体 与 解析 凝聚 层 全 体 之 间 的 一 一 对 应 ， 因 
此 ,上 同调 群 也 同 构 换言之 ,只 要 是 关于 瞩 聚 
层 用 上 同调 术语 所 表达 的 性 质 ， 对 于 射影 代数 
流 形 的 解析 理论 和 代数 理论 之 闻 没 有 什么 区 别 
[14]). 

【 复 结构 的 变形 】 为 了 研究 在 已 知 C” 类 
流 形 X 上 引入 的 各 种 复 结构 ， 我 们 考虑 复 结构 
的 变形 (deformation of complex analytic structures) 
([7]). %, МА С" 类 流 形 , 设 有 从 到 M 的 
Се 类 映射 ë, 的 Jacobi FERMENT ERT 2J m dim 
M, 对 于 M 上 各 点 有 适当 的 邻 域 避 ,使 aU) 
Уухх U 成 微分 同 胚 的 + (diffeomorphic), H. 
由 这 个 对 应 把 У, = OG), G € U) 映射 到 
X xí F. 设 各 V,G € M) 都 具有 复 流 形 结构 ， 
如 果 在 Y 上 取 如 下 的 局 部 坐标 系 , 则 (YM vo) 
《或 简 记 作 97) 叫 作 在 微分 流 形 X 中 引入 复 结 
构 的 C” 类 变形 族 (differentiable family of complex 
structures) .关于 局 部 坐标 系 的 条 件 : 存在 Y 的 
Fe While (27,) 和 ФЕ, 上 的 函数 Qno 27， 中 
sees am) (27 EARE, h ERRI), 1) (Кез, 
Imz?, A) 是 %Z їй C“ Ж 088 BRR 2) (YE 
aUi) 上 M 的 局 部 坐标 系 在 6* 下 的 象 ;3) 当 
t 固定 时 ，(z?) 是 复 流 形 了 ,上 的 全 纯 的 局 部 

97, M 是 复 流 形 , o 是 全 纯 映 射 , 当 在 
上 的 全 纯 坐 标 中 取 上 述 意 下 的 坐标 (zi* 1) (但 
二 也 是 复数 值 ) 时 , (90, М, ë) 叫 作 复 解析 变 
形 族 (analytic family of complex structures). 当 
MM 连通 时 ， 对 于 +,*€ M, ШУ, УУ, BA 
变形 《deformation)。 并 且 把 M 叫 作 这 个 变形 埃 
的 参数 空间 . 


对 于 C" 类 ( 复 解析 的 ) 变 形 族 56:9” — M , 
有 C” 类 (全 纯 的 ) 映射 eio > Po, 对 于 各 个 
z€ M， 当 V ,对 Vo 上 的 映射 是 C” 类 同 构 〈 双 
全 纯 (biregular)) 时 , 则 Y- 叫 作 C" 类 (全 纯 的 ) 平 
凡 的 (trivia) 变形 族 。 但 0 是 M 的 一 个 定点 . 

上 述 局 部 坐标 系 Cus л) 之 间 的 关系 在 
in ax 中 有 以 下 的 形式 ,2 = galer tO» 
ñ= G), H gh 对 于 z BEW cho 
Ah FHL C” 类 的 (对 复 解析 变形 族 
是 全 纯 的 ). 对 于 M 上 切 向 量 场 在 5(xt) 中 的 
表现 "一 У) vi(0/00), ШЖ ө = oC) = 


У) еә), On = У) Oh (д/да]), Ж 


:固定 , E UNUN, 上 On ЖИЛ 
向 量 场 。 关 于 V, ABR NAV) E WIN 
ФПУ, Ей ө, 527107, WEEE V, 的 全 
纯 切 向 量 场所 构成 的 层 @， 上 取 值 的 1 次 上 了 闭 
链 ， 由 这 个 上 闭 链 所 确定 的 上 同调 类 记 作 ol) 
€ H'(V,,0,),lfEfE z 处 的 无 穷 小 变形 Cinfini- 
tesimal deformation), ,(v) DUE v ZE е 的 值 所 
确定 ， 对 于 平凡 的 变形 族 o (0) 一 0， 在 一 般 
WET оо) 可 理解 为 沿 着 "给 出 V, 的 复 结 
构 变 化 的 标准 . 

对 于 复 1 维 流 形 , 即 Riemann 面 ' 的 情形 , 它 
的 变形 状态 , 作为 闭 Riemann 面 的 模型 的 理论 
已 经 相当 清楚 ,关于 2 维 以 上 的 复 流 形 , 它 的 变 
形状 态 , 一 般 是 比较 复杂 的 ,这 是 因为 对 某 些 解 
析 向 量 丛 的 变形 族 ( 定 义 见 后 ) 2 > М, 
dimH*(V,, Q(E,)) 关于 t 有 不 连续 的 现象 有 
ж. 也 有 dim HV., 0(Е,)) 关于 :成 为 上 
半 连 续 的 。 关于 变形 的 一 般 结果 是 : 1) 如 果 
H'(Vo, €) 一 0， 则 以 Vo 为 1 个 元 的 变形 族 
是 局 部 平凡 的 〈Erahlicher-Nijenhuis 定理 ); 2) 
对 于 变形 97, dim HV, @,) 是 与 :无 关 的 
常数 ,不 论 在 哪个 点 (€ M ， 如 果 ps 为 0 映射 > 
则 % 是 局 部 平凡 的 ; 3) 当 H(Vo 8) = 0, 
dim H'(V,, Ө,) = m 时 , 取 С" 的 原点 的 充分 
小 邻 域 为 M ， 存 在 解析 变形 族 0:97 一 M П. 
G7 (0)—Voo, 在 M 的 各 点 上 为 双 射 ,这 时 Z 


在 的 各 点 为 解析 完备 的 analytically complete) 
《[8]). 这 里 -所 谓 变形 族 Y >M, 在 :EM 
为 C” 类 (解析 的 ) 完 备 的 ,是 指 对 于 任意 CT 类 
(解析 的 ) 变 形 族 C >N 下 ,对 W, =v E 
М so 的 邻 域 N” 到 M 内 的 С” 类 (全 纯 的 ) 映 
Hh, (We Vio G € N); 4) 推广 变形 族 
的 定义 考虑 含有 奇 点 的 解析 集合 作为 参数 空 
闻 的 解析 变形 族 , 则 对 于 任意 紧 复 流 形 了 ,存在 
以 7 为 1 个 元 ,在 各 元 上 都 完备 的 变形 族 ([9]). 
有 时 也 在 附加 条 件 下 来 考虑 变形 族 ， 例 如 
当 考 起 一 个 固定 的 复 流 形 的 子 流 形 族 时 ， 可 用 
处 理 复 结构 的 变形 族 的 同样 方法 处 理 ， 又 在 变 
ROY 一 M 上 有 纤维 从 BY, EH 
纤维 和 结构 群 是 复 解析 的 ,对 固定 的 (€ M 时 ， 
如 果 限 制 在 它 上 面 的 部 分 B,— V, 是 复 解析 
纤维 从 , 则 说 铬 一 一 M 是 纤维 从 的 变形 
族 (family of fiber bundles)。 例 如 , 已 知 Kabler 
BEB VR Picard &' Ф 可 以 理解 为 复 结构 的 
平凡 变形 族 V x 上 的 某 种 复线 从 的 变形 族 ， 
其 参数 空间 ,可 以 引进 自然 的 复 结构 ([6]). 
【广义 单项 变换 】 设 在 复 流 形 X 上 有 2 的 
理想 解析 凝聚 层 A 0, R 外 的 元 的 共同 零 
RES. Y, WY 是 X 的 解析 子 集 ， 适当 选取 X 
HIFR U, W TCU, 32D 的 元 Pi eee > Фи EE 
UU 的 各 点 * 上 ， 这 些 函 数 (的 芽 ) 生成 A 于 
是 从 U 一 U NY 到 Pe ff Bbk x 
《et(z)3 ,pm《x)) 的 图 象 为 W, ИЕ Ux 
P^ REED W .WW 一 般 是 含有 奇异 点 的 解析 
空间 1, EAU 的 生成 元 {9,} 的 选取 无 关 , 由 UU 
和 ® 所 确定 ， 因 而 把 x 用 这 样 的 一 组 也 来 覆 
盖 ， 从 此 作出 对 应 的 W , 它们 成 为 一 个 解析 空 
[а] X, 并 且 确定 全 纯 映射 (射影 ) p: >X. 这 
A X nex d A 引起 的 广义 单项 变换 (вепег- 
alized monoidal transform)。 如 果 外 是 Y 的 理想 
їй, 则 从 X 改 变 为 入 的 过 程 叫 作 以 了 为 中 心 的 
单项 变换 (monoidal transformation)。 又 当 Y 是 
一 点 时 , 则 叫 作 局 部 二 次 变换 〈locally quadratic 
transformation) 或 叫 作 о 过 程 (o-process)。 当 Y 
本 身 是 解析 子 流 形 时 , 则 变换 后 的 匀 也 是 流 形 . 
当 Y 含 奇 点 ,或 是 一 般 变换 时 ,入 将 是 相当 复杂 
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的 (一 解析 空间 ). 

【 复 流 形 的 小 平 维 数 】 it X M x 是 复 
Ж. X > X; 是 亚 纯 映射 , GCX X X; 是 它 
的 图 象 .如 果 射影 pr: G — X, 也 是 固有 变形 ， 
则 由 叫 作 双 亚 纯 映 射 (一 解析 空间 )。 对 于 一 个 
m 维 紧 复 流 形 了 ,我 们 定义 了 的 小 平 维 数 x(V) 
(或 标准 维 数 (canonical dimension)) dn F (AHS 
茂 [27]): 设 天 是 了 的 标准 从 和 No = (m > 0, 
m € Z|P,,(V ) = dimcH'(V , Q(mK)) > 0}. 如 
R № 不 空 , 设 4 是 No 的 最 大 公 因数 , 则 存在 
一 个 正 整 数 m ER a, p 和 非 负 整数 ,对 于 
m > m H FIRER: am < P,(V) < Ёт", 
而 m > 90. 我们 确定 =V). ШЖ Ne 为 
空 集 ， 我 们 定义 кИ) 一 —oo. (V) 是 V 的 
一 个 双 亚 纯 不 变量 ， 取 下 列 数值 之 一 : — 9, 
0, 1, «5 = dimV, 如 果 VEEN, WF 
在 一 个 复 流 形 的 纤维 空间 J: Vo W ,使 得 (1) 
V* 双 亚 纯 等 价 于 V. (2) W 是 维 数 为 V) 
的 非 奇 射影 族 ,(3) f 是 一 个 满 射 和 正常 解析 映 
射 ,(4) 任 意 一 般 纤维 VI m IQ) € W) 是 
不 可 约 的 。(5) (VE) 一 0. 而 且 这 样 的 纤维 
空间 在 双 亚 纯 等 价 下 是 唯一 的 〈[27，34]). 注 
意 ， 小 平 维 数 在 一 般 情形 下 不 是 变形 的 不 变量 
(єнї з?1). 

【解析 曲面 】 下 面 曲面 表示 二 维 紧 复 流 
H. 解析 曲面 s 上 的 例外 曲线 和 (相对 的 ) 极 小 
模型 等 ,是 关于 双 亚 纯 映射 来 定义 的 ,这 类 似 于 
代数 曲面 的 相应 的 概念 (一 代数 曲面 )， 设 CC 
S 是 一 个 Ss 上 不 可 约 曲 线 ， 则 存在 亚 纯 映射 P 
把 s 映 到 另 一 个 曲面 S 上 ,使 得 pCC) 是 一 个 
点 且 P 诱 导出 同 构 5 一 CSS’ 一 Ф(С) 的 充分 
必要 条 件 是 C? 一 一 1 和 C 是 非 奇 有 理 曲 线 
(Grauert [23])， 当 且 仅 当 S 不 是 直 纹 曲 面 时 ， 
S 具有 极 小 模型 (小平 [17])。 非 正则 数 9 = 
A". SLUSH peo i GR P, 等 等 ， 也 和 代数 
曲面 同样 地 来 确定 .注意 ， 一 般 地 ，h" pie, 
Riemann-Roch 定理 和 M. Noether 公式 对 解析 
曲面 也 同样 成 立 CAtiyah 和 Singer; Riemann 
-Roch 型 定 理 ). 我 们 把 KC(V)( 在 V 上 的 亚 纯 函 
数 域 ) 在 C 上 的 超越 度 称 为 s 的 代数 维 数 ， 
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用 a(S) 表示 . 

【曲面 的 分 类 】 小 平 用 数值 不 变量 对 于 解 
析 曲 面 进行 了 分 类 ,而 把 _ Enriques 对 代数 曲面 
的 分 类 作为 它 的 特例 ([5、17]). 粮 贺 曲 面 是 这 
样 的 曲面 : 存在 由 它 到 代数 曲线 A 上 的 满 全 纯 
映射 9, 使 得 对 于 A 上 的 一 般 点 pp-'(P) 是 不 
可 约 非 奇 异 椭 贺 曲线 ,如 果 a(S)=1 或 (5)= 
1, MJ 5 具有 唯一 的 椭 贺 曲面 的 结构 .5 上 使 


ruch signature 定理 ); 
(2) шь, В, Мо mel DES 
b*—2p,li 
(з) 如 果 h 是 奇数 ， 则 9 一 2 十 1 一 
io +1) Mot = 2p,. 
i 极 小 曲面 的 分 类 


ый ыл һы + ы 结 [1 


外 的 秩 不 是 极 大 的 那些 点 的 象 ， 是 一 个 全 的 有 
IRF {a +++, 0}, 设 * 是 入 上 点 “附近 的 
局 部 坐标 ,5 Ca) 一 0. 我们 把 由 (noe = 0) 
定义 的 S LATA PARE. ЖТР 
圆 曲面 的 奇异 纤维 的 结构 及 构造 已 由 小 平 完全 
给 出 ([5]). 一 般 类 型 的 椭 贺 曲面 是 具有 小 平 维 
数 1 的 一 个 曲面 。 如果 S) 一 2, 则 Ss 是 射影 
代数 曲面 , 称 之 为 一 般 型 曲面 (surface of general 
type), ШЖ a(S) = 0, 则 在 5S 上 存在 有 限 条 不 
可 约 曲线 。 Hopf 曲面 是 具有 万 有 和 著 盖 C: 一 
(0,0) 的 曲面 ， 如 果 曲 面 s АЕТ st x 5, RU 
S Ж. Hopf 曲面 , 设 如 (3S) 是 S 的 v 维 Beni 
Ék. 如 果 a(5) = 0, (S) — 1, 6,(S) = 0, 
H.s 包含 一 条 曲线 , 则 S 是 一 个 Hopf 曲面 (小 
3[17]). УШ, 型 曲面 是 具有 HCS) 一 1 的 极 
小 曲面 5S。 井 上 正 久 构造 两 族 b 一 0 的 VII AY 
新 曲面 , 其 中 不 含有 曲线 (1972), 这些 曲面 以 
Hx C 为 它 的 万 有 覆盖 ,其 中 HH 是 上 半 平 面 . 
他 还 造 出 & > 0 的 VI 型 曲面 类 . 它 与 Hilbert 
模型 曲面 的 尖 性 奇 点 的 解 有 关 .Enriques 曲面 
是 以 K 3 曲面 作为 非 分 支 双 重 覆盖 的 曲面 《一 
代数 曲面 )， 每 个 Enriques 曲面 是 一 个 具有 
q= ps 一 0 的 代数 椭 贺 曲面 ， 一 个 超 粮 贺 面 ， 
它 具 有 4 一 1 和 12K ~ 0, 一 个 超 椭 贺 曲 面具 
有 Abel 曲面 作为 它 的 非 分 支 的 覆盖 , 且 是 在 椭 
圆 曲线 上 的 一 个 椭圆 纤维 从 ， 极 小 曲面 的 分 类 
如 表 1 (一 [35])， 这 些 不 变量 之 间 有 下 列 关 
Ж: ot, Q7) BENS, R) 上 的 相交 矩阵 
的 正 ( 负 ) 特 征 值 ( 重 数 计算 在 内 ) 的 个 数 , с 是 
5 的 第 i 个 Chern (Ж), M 

(CD (2 6) (Hirzeb- 


асаа 
1 ПЕТТ u 
复 环 而 

RAYS REA WIB fB (i 

2 | mami 

属于 VT a 

K3 曲面 

Enriques 曲面 

m 

1| 29 | FR a 的 直 纹 曲 面 
nmm 


°|-[°]°]-[- 


1 
1 
0 
"m 
0 
m 


(Kahler 条 件 】 每 个 一 维 Beni 数 为 偶数 
的 曲面 都 是 一 个 代数 曲面 的 变形 (Kodaira (小 
3)[5]). 这 样 的 3 存在 Kihler 度 量 ,除非 3 是 
具有 a(S) = 0 H K 3 曲面 的 变形 (Miyaoka СЕС 
网 ) [31]). 每 个 一 维 Beui 数 为 奇数 的 任意 椭 
圆 曲面 ,都 具有 仿 射 结 构 ( 井 上 ). 

【一 般 型 曲面 】 如 果 5 是 极 小 曲面 ， 则 s 
是 一 般 型 曲面 , 当 且 仅 当 PCS)>0 和 <i(S)>0. 
我 们 用 On 表示 由 完全 线性 系 |mK | 所 确定 的 
有 理 映 射 。 因 此 ,对 于 m > 5, 9 是 双 有 理 的 ， 
du s 是 极 小 曲面 ， 则 Ф„ 还 是 一 个 射 (morp- 
him), $F m<4, On 一 般 不 是 双 有 理 的 ,至 于 
On 的 双 有 理性 由 小 平 ，Bombieri 和 官网 ([22， 
30,31]), 得 到 下 列 结果 : (DMR m > 5, WE 
的 象 go(3) 是 标准 的 . (2) WR 中 2, 则 0. 
是 双 有 理 的 .(3) 对 于 m 2 3, gw 是 双 有 理 的 ， 
除非 在 下 列 三 种 情形 (i) d= 1,ps 一 2, m=3 
和 4, 这 里 93(3) 是 一 个 4 级 有 理 直 纹 曲面 3,、 
ERAT Р? B O(S) 是 Р 中 的 二 次 锥 面 : 


Gi) d —2, pp = 3, m-3, ix B o (s) = PP 
由 Veronese HRAMRAF Рэ; (ii) 一 些 具 有 
ci 2,p, — 0, п=3 Н (4) 如 果 i > 0, 
ps > 6, Ф, ARAMA 4 BL DUM 5 在 非 异 曲线 
上 无 纤维 空间 结构 这 个 纤维 结构 是 以 亏 格 为 
2 的 非 异 曲线 作为 一 般 纤维 的 . 

【曲面 的 变形 】 曲面 的 重 亏 格 是 变形 不 变 
8. 1 中 每 个 类 关于 变形 是 封闭 的 ([26]). 椭 
圆 曲面 的 变形 在 前 面 已 经 研究 过 ， 关 于 某 些 一 
般 类 型 的 曲面 的 大 范围 变形 ,例如 P: 中 的 二 次 
曲面 已 完全 得 到 证 明 如 (24, 25], 
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Kabler Ж [3t Kabler manifold Ж variété 
kahlerienne f Kahlersche Mannigfaltigkeit (А 
многообразие Кэлря В 7-3-8 Ж] 
【定义 】 设 X 是 复 ” 维 的 复 流 形 *, 它 与 在 XY 上 
定义 殉 复 结构 + 的 (1,1) 型 张 量 场 了 对 应 (一 复 
流 形 ). 如 果 把 7 看 作 是 从 向 量 场 到 向 量 场 的 线 
性 变换 , 则 Л = 一 1， 当 X 上 的 C" 类 Riemann 
度量 g 满足 条 件 : gy) 一 8CJx，Jy) (z, y 
зх БЕНӘ, а 四 作乱 的 Hermite 度 
量 (Hermitian metric), 这 时 如 果 О(х, y) = 
gx; y). W 2 是 二 阶 交代 张 量 场 ， 因 而 它 是 
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二 次 微分 形式 ， 9 ME Hermite 度量 8 对 应 
的 基本 形式 (fundamentul form). 4 dO = 0 时 ， 
所 给 出 的 Hermite 度量 g fe Kabler 度量 
(Kabler metric), 而 X 则 作 Kabler Ж. 

设 X 的 复 解析 局 部 坐标 之 一 为 Gs 


z")， 则 在 这 个 坐标 邻 域 上 8 表示 为 e= D] 


Fa 
gos dz" d3”, SEMEL gas) IEE Hermite 矩阵 . 反 
之 ,在 X 的 各 个 解析 的 坐标 邻 域 上 ,满足 上 述 条 
件 的 二 阶 对 称 张 量 场 8 定义 为 X 上 的 Hermite 
度量 ， 这 时 ,基本 形式 为 0 一 (/ — 1/22. ga 
dz Ndz’. 

对 于 Kabler 流 形 X， 有 下 列 性 质 成 立 . 
1) 对 于 X 的 任意 点 p, 在 它 适 当 的 邻 域 中 存 
在 C” 类 实 函数 Ф, 使 得 gop 一 6'0/82°85”.2) 
对 于 任意 点 p， 在 该 点 上 较 弱 意义 下 的 测 地 坐 
标 ! 可 以 从 解析 坐标 (的 实 部 与 虚 部 ) 中 选取 
(ABR (2, +++, x") 在 点 ”是 所 谓 较 弱 意 
义 下 的 测 地 坐标 是 [Van (0/O2')], = 0, Ci, 
i=l, +++, 7 成 立 一 张 量 分 析 )， 这 些 性 质 每 
个 都 具有 Kabler 度量 的 特征 。 性 质 D) 作为 
Kahler 度量 的 定义 是 由 Kabler 引进 的 ,但 实际 
使 用 它 的 首先 是 W. V. D. Hodge ([4]). 

(Kabler 流 形 上 的 调和 微分 形式 】 (一 调 
和 积分 ) 在 复 * 维 紧 复 流 形 X 上 定义 Hermite 度 
量 ， 考 虑 复 值 微分 形式 ， 把 关于 实 值 微分 形式 
的 算 子 4 和 * 可 扩张 到 复线 性 ， 实 值 微 分 形式 


的 内 职 可 扩张 到 Hermie AR Cos 6) 一 | А 


so. d USAT 5 也 是 复线 性 的 ,对 于 d= 
d +d", d 8 — +", # E: 4 НЙ 
T, s” E 4" MAF. HA 8 二 (一 1)* 
d's, 8" = (—1)*d'* MU. SE XE T LOS 
Lo 一 2 人 9， 定义 算 子 4 S LISOESOSET. 
对 于 p 次 微分 形式 , 有 .A 一 (一 D)?”* Le. Щ 
Ag 一 0 R, ДИ P ERIE (primitive). XF 
BF L $ü A 可 举 出 的 主要 性 质 有 : 3) Ap = 
0 当 且 仅 当 L'g — 0 (g= max(n— p+ 1, 
0)). 4) 对 于 A+ p= 0, ШАРЖ GL 型 
的 , 则 对 所 有 的 0 <4<x—p 有 * Lt 一 


{C= Do? x (Y=) gt — p — 41) 
“Lee GRE p = r + $). 5) 次 微分 形式 
只 能 唯一 分 解 为 p o + Loi + oe + 
Le, (r = 10/21, p; 是 原始 的 ).( 这 些 公式 是 
由 Hodge ([4]), Weil ([9]) 提出 的 .》 
以 上 性 质 3)—5) 对 于 任意 的 Hermite 度 
ЖЕК, 但 是 对 于 КаМег 度量 ,还 有 下 列 关 
系 : 
La—dL=0, Ad’—d'A=/—10", 
M" — "Am —/—18, 
由 此 ,更 有 
AL=LA, AA= АА, 
d'8” + 8"d' = 0, d"b' + 8'd” = 0, 

A = 2(4'8' + 8'¿') = 2(4”8” + 8d"), 
这 里 人 是 Laplace-Beltrami HF, А = 48 + 84, 
Green HF GX 4', d”, 8, 8” 中 的 任何 一 个 
都 是 可 交换 的 。 因 此 ,关于 Kabler 度量 有 下 列 
性 质 成 立 : 6) 与 p 次 CT 类 微分 形式 的 空 
IB] L,(X) WERA LX) 一 > L. (x) 


ive 
(LAX) Ж (r, 5) 型 微分 形式 的 空间 ) 相应 的 
有 调和 微分 形式 的 空间 的 直 和 分 解 zz(X) 一 


> HOO (GLO) ж (r, ) 调和 型 微 


HE 
分 形式 的 空间 ) 7) 设 A= a" а" + a” an, 
Hj Am 一 0 与 49 一 0 Shr. BRA BWM 
微分 形式 空间 的 射影 算 子 妃 是 上 链 复 形 ， 


(Xi 00. 2) 的 同 伦 算 于 +， 同 时 也 是 上 链 
; 
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同 伦 算 子 . 8) 与 性 质 A) 对 应 的 分 解 ， 对 于 调 
和 微分 形式 也 成 立 ，9) 基本 微分 形式 9 的 外 
BO Qr 一 0, 1,"…, n) 是 调和 微分 形式 ， 
10) 第 一 种 微分 形式 (到 处 全 纯 的 微分 形式 ) 是 
WRITE. 

UR Kabler 流 形 的 性 质 】 Ж Kahler 流 形 
ХЯР XX de Rham 上 同调 群 * 与 满足 
r+ = p 的 所 有 (r,s) 型 Dolbeault 上 同调 
£P (一 复 流 形 ) 的 直 和 自然 地 同 构 . 设 X 的 p 
He Berti BOY bp AU = dimcH(X, 0), W 


b= У) к“. iR e LY, RU o BE 


£, 
和 的 ,所 以 a 一 М”. РА „зщ р ЕТИШ Hl 
如 是 偶数 ， 这 就 是 “ 闭 Riemann 面 的 一 维 Betti 
数 为 偶数 ”的 推广 ， 作 为 9) 的 推论 是 , 当 p 是 
偶数 时 , 则 br > 1. 而 且 , 如 果 把 X 的 不 可 约 
《复数 ) r 维 解析 子 集 的 正 实 系数 线性 组 合 看 作 
2 r 维 闭 链 时 ， 它 在 X 上 决 不 能 同调 于 0, 这 个 
结论 可 从 & 在 这 个 闭 链 上 的 积分 得 出 . 

对 于 紧 Kabler 流 形 X ,可 定义 如 下 的 复 环 
Ti (complex torus) A; 存在 从 X 到 站 的 全 纯 映 
SY A, 使 得 i) AARE ACK) 所 生成 ; i 从 
X ®ИЙЕЖИ ИШ Т ERE BIS) RR 
4 一 ao 十 ec， 这 里 “是 从 % 到 了 的 复 解析 的 
同 态 映射 ,“ 是 T 的 定点 ,这 个 ЩЕ x 的 
Albanese (Albanese variety). 另 一 方面 ,在 X 
上 的 复线 从 ! 中 ,那些 在 拓扑 上 构成 直 积 纤维 从 
的 部 分 ， 它 在 解析 意义 下 的 等 价 类 的 集 作为 纤 
维 从 的 变形 族 ( 一 复 流 形 ) 可 以 引进 自然 的 复 结 
构 , 于 是 构成 复 环 面 争 .第 叫 作 X 的 Picard ж 
(Picard variety), B,% th AIST BIA HX ,R), 
НХ, R) 借助 于 调和 微分 形式 来 构成 ， 它 
们 是 相互 对 偶 的 复 环 面 、 当 X 是 Hodge 流 形 
CER) BY, ДЈ Ф, UAL Abel HE (Abel f, 
[10]). 

Ж Kabler 流 形 的 微小 变形 + 仍 是 Kihler 流 
Ж (Kabler 度量 关于 参数 可 取 C" 类 [6]). 然 
而 Kabler 流 形 ( 在 变形 族 的 意义 下 ) 的 极限 并 
不 一 定 是 Kihler 流 形 , 这 样 的 例子 已 由 让 中 平 
18131). 

[Hodge WJ Kahler 流 形 最 重要 的 例子 
是 复 射影 空间 内 的 代数 往 . 在 ” 维 复 射影 空 
Ti] РУСС) 中 取 一 组 齐 次 坐标 (ze s sss бы)» 
在 54 关 0 的 部 分 , 令 = Das t= Dua 
Tons at ben/bes co Y= Ew / CSI e, 
to, zw) 就 是 解析 的 局 部 坐标 . WE. = (1/ 


22) tog (1 + Хер), gos = 8%/92"Әғ*, BJ 


dj = 2 gop didi! GREK, НҢ P(C) 
的 Kahler 度量 , 称 之 为 PY(C) 的 标准 Kahler BE 
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BE. 11) 设 P" 的 超 平面 为 9 ， 则 基本 形式 


отне юна | OST z 59092 
的 Kronecker 指数 ! KI(Z, 9). Kik, 12) 0 
在 整 系数 闭 链 上 的 积分 (周期 ) 是 整数 即 2 与 
HC, R) 中 整 系数 上 闭 链 的 上 同调 类 相对 应 。 
di P" 在 其 解析 子 流 形 X (根据 周 ( 炜 良 ) 定理 *， 
它 是 代数 篆 ) 上 所 诱导 的 度量 ,上 述 12) 也 成 立 。 
如 果 用 X 与 9 的 交 Y 代替 超 平面 9, 11) 仍 成 
X. 与 此 相关 的 上 述 性 质 8) 相当 于 用 调和 微 
分 形式 来 表示 射影 代数 徐 的 拓扑 的 Lefschetz 定 
理 ([7],[4]). 

一 般 地 ， 在 紧 复 流 形 X 上 ， 如 果 存 在 具有 
上 述 性 质 12) 的 Kabler 度量 ， 这 样 的 Kabler 
BERL AY PE Hodge 型 (或 叫 约束 型 (restricted type)) 
的 ， 而 X 叫 作 Hodge # (Hodge variety), F 
FPEM: Hodge =] hpk A EOS 
射影 空间 中 〈[5])， 在 证 明 中 要 用 到 复 流 形 的 
二 次 变换 + 的 性 质 和 上 同调 群 的 致 零 定理 ， 

对 于 闭 Riemann 面 ， 即 一 维 紧 复 流 形 R, 
Hermite 度量 都 是 Kahler 度量 ， 特 别 是 全 体积 
为 1 的 度量 是 Hodge 型 .因而 多 与 射影 空间 的 
代数 曲线 同 构 ， 这 是 利用 小 平定 理 导 出 在 闭 
Riemann 面 上 存在 亚 纯 函 数 的 一 个 证 明 ， 复 环 
Wi T = C"/D (D 是 秩 数 为 2 n 的 离散 子 群 ) 可 
RAAB RARBG AEE Riemann 矩阵 ' 条 
件 ， 也 就 是 在 T 上 可 引进 Hodge 型 度量 的 条 
件 . 

【 例 ， 其 他 】 关于 具有 Kahler 度量 的 紧 
复 流 形 的 微分 几何 ， 对 它 的 解析 变换 群 和 等 距 
变换 + 群 作 过 研究 .例如 : 设 X 是 具有 Kahler BE 
量 的 ” 维 紧 复 流 形 , 这 时 ,构成 X 的 等 距 变 换 的 
Lie 群 至 多 是 到 十 2m 维 ,并 且 只 当 X = РСС) 
时 ,才能 达到 这 个 维 数 ([8]). 

非 代数 的 紧 Kahler 流 形 的 最 重要 的 例子 ， 
是 复 环 面 。 如 果 复 环 面 不 是 Hodge 型 的 , 则 它 
ЖЖ (Weil 938 XCT f) d FCRC. 

作为 非 紧 Kahler 流 形 的 例子 ,对 于 С" 内 
的 有 界 域 从 Bergman HAR’ KC, Ë) 可 导出 
Kabler 度量 : d? = Z (Slog KG, 2)/0s020) 
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de"ds?。 这 个 度量 在 区 域 的 解析 自 同 构 对 应 下 
不 变 ， 因 而 很 有 意义 .一 般 地 ， 对 于 Stein 流 
形 ! 可 以 导入 完备 的 Kahler 度量 (这 个 结果 及 
其 逆 可 参见 [2]). 

作为 非 Kahler 的 紧 复 流 形 的 例子 ,在 上 面 
已 经 举 出 的 让 中 的 例子 , 它 是 (在 Weil 的 意义 
下 的 ) 抽 象 代数 簇 而 不 是 Kabler Hi. Hopf 流 
形 也 不 是 Kabler ЖИ. ТЇН Hopf Ж (Hopf 
manifold) 是 W = C: — (0,0) 关于 由 解析 变 
Hh g:W 3 (г, w) — (22, 2w) € W 生 成 的 变换 


群 所 得 到 的 商 空 间 . 

[5] [1] KARK MAUR, WE, к 1955, 
下 1956) [2] Н. Gravert, Charakteriserung der Holo- 
morphiegebiete durch die vollständige Kahlersche Metrik, 
Math. Ann., 131 (1956), 38—75; [3] Н. Hironaka([E 
HESS) An example of a non-kahlerian complex analytic 
deformation of káhlerian complex structures, Ann. of 
Math., 75 (1962), 190—208, [4] W. V. D. Hodge, 
The theory and applications of harmonic integrals, Camb- 
ridge Univ. Press, #241952; [5] K. Kodaira (小 
PHE), On Kahlerian manifold of restricted type (An 
intrinsic characterization of algebraic varieties), Ann. of 
, 60 (1954), 28—48; [6] K. Kodaira (小 平 邦彦 )- 
D. C. Spencer, On deformations of complex analytic stru, 
cures Ш, Ano. of Math., 71 (1960), 43-76, [7] S. 
Lefschetz, L'analysis situs et la géométrie algébrique, Ga- 
uthier-Villars, 1924, [8] A. Lichnerowicz, Géométrie 
des groupes de transformations, Dunod, 1958; [9] A. 
Weil, Introduction à l'étude des variétés kahleriennes, He- 
mann, 1958; [10] A. Weil, On Picard varieties, Amer" 
J. Math., 74(1952), 865—894. 


”调和 积分 [3 harmonic integral ”法 intégrale 
harmonique Ж harmonisches Integral 4A rapMo- 
нический интеграл A 11731 de Rham 定 
理 + 指 出 微分 流 形 ' 的 实 系数 上 同调 群 与 微分 形 
式 全 体 关 于 外 微分 算 子 4 的 上 链 复 形 + 的 上 同 
调 群 同 构 , 上 同调 群 的 每 个 元 可 由 闭 徽 分 形式 ， 
的 一 个 类 来 表示 ， 为 了 用 一 个 确定 的 微分 形式 
来 表示 一 个 上 同调 类 ， 我 们 考虑 调和 微分 形式 
(harmonic forms)。 调 和 微分 形式 的 理论 是 以 函 
数论 中 的 微分 和 它 的 积分 《Abel 积分 ) 的 理论 
为 模型 而 产生 的 ,因此 , 称 之 为 调和 积分 论 ， 关 
于 这 一 项 目的 全 面 论 述 可 参见 [1] ,[4]. 

【定义 】 设 X 是 已 定向 的 C" 类 微分 流 形 ， 
HAG CT 类 Riemann 度量 7 d?。 对 于 X 上 的 


^ 


?次 微分 形式 e. ERX Ef n — p 次 微分 形 
A *p 如 下 (п = di X). X 的 体积 元 素 + 用 
de 表示 ,在 X 的 开 集 品 中 取 一 次 微分 形式 的 基 


wis t wa， 使 得 40 У) wl, du=w A+++ 


人 w。， 则 Pp 在 U 上 可 表示 为 e = (1/p1)5; 
Pnp OA Ney. 对 此 , 令 
sp = (1/(5 — PUP) jing hr 
Л Ло, 
其 中 (9), , = (O/pD DOR is Prip 
Msp 与 oo +++, о, 的 取 法 无 关 ， 而 是 由 Ф 
所 确定 的 在 U 上 的 n 一 p 次 微分 形式 ， 由 于 X 
被 上 述 开 集 所 覆盖 ， 所 以 可 把 * 定 义 为 p 次 微 
分 形式 映射 为 "一 ”次 微分 形式 的 线性 映射 . 
关于 局 部 坐标 (x'，…， a") iE d? 一 Den de’ 
d:t, 利用 张 量 记 法 可 表示 为 p 一 (1/p!1)pisp* 
di^ A s Аах», WA 
ж = (1/(n — p) (в) зах" 
Net Аде», 
其 中 
《Crime = ES 如 
Cg = dei(gi)). 

对 于 两 个 p 次 微分 形式 p, p, 把 内 积 写 作 
(o4) — fx Nah, HAMA A RL, 
特别 是 当 w， 由 二 者 中 的 任 一 个 具有 紧 支 集 ， 
时 , 它 是 有 意义 的 . (е, Ф) 是 对 称 且 正定 的 双 
线性 函数 . 

对 于 外 微分 算 子 4，( 在 ?次 微分 形式 上 》 
4 a=(—1)t"tisas, ЙЇ4 55 5 关于 上 述 内 积 
ЖАНЕ ҖЫ) (conjugate), BD p, Ф Й 
任何 一 个 具有 紧 支 集 时 , 则 (49,9) == (9, 00) 
成 立 (Stokes 定理 ')， 人 A = d8 + 84 ЩЕ La- 
place-Beltrami 算 子 (Laplace-Beltrami operat- 
or)， 它 是 自 伴随 椭 贺 型 微分 算 子 '。 在 这 些 算 
于 之 间 有 如 下 关系 成 立 : 

**—=(—1)°-9, dd=0, 88=0, 

жд = Ar, së = (—1)'ax, 

ös = (—1) Ped MEAT PRA 

XR). 
当 敏 分 形式 ?同时 满足 dp 一 0 以 及 se 一 


0 时, 则 称 p 是 调和 的 《harmonic)。 这 时 当然 
Ag 一 0. 因为 A RHA BAF, 所 以 方程 
Аф = и WER p， 在 上 是 С" 类 的 领域 中 它 
本 身 也 是 C" 类 的 ,这 个 弱 解 就 是 通常 意 义 下 的 
解 ， 因 而 如 果 (作为 微分 方程 的 弱 解 ) 是 调和 
AY, MP ж Се. 

【在 紧 流 形 上 的 请 和 微分 形式 】 X 是 紧 流 
形 ,如 果 Ap = 0, 则 9 是 调和 的 .这 是 因为 从 
(p, Аф) = (dp, dp) + (89,89) 一 0 而 得 到 
dp = 89 一 0 的 缘故 ,用 LOCO) 表示 X 上 的 p 
次 C" 类 微分 形式 所 构成 的 线性 空间 由 内 积 (9， 
Ф) 使 之 完备 化 ,完备 化 的 空间 用 e (X) 表示 ， 
即 e,CX) 是 可 测 的 由 平方 可 积 的 ? 次 微分 形 
式 所 构成 的 Hilbert 2218], $,(X)— (o €2,(X) 
[Ap = 0 (在 弱 意 义 下 )} 是 LX) 中 的 有 限 维 
子 空间 , D(X) 在 (X) ARAM, LX) 
> 9,(X) 的 射影 算 子 ' H 是 具有 С” 类 的 核 的 
积分 算 子 +， 在 8,《X) 中 D(X) 的 正 交 补 空 
间 由 算 子 人 映射 到 它 本 身 ， 且 于 其 上 存在 A 
的 逆 算 子 G,G 是 Hilbert 空间 的 连续 算 子 , € 
把 с” 类 微分 形式 映 到 С” 类 微分 形式 上 . 如 
果 在 9,(X) 上 令 G 一 0， 则 G 可 推广 成 从 
£,(X) 到 Sr(X) 的 算 子 , 称 之 为 Green WF 
(Green's. operator), G Ald, 8 是 可 交换 的 ,有 关 
ЖА GH = HG = 0，H + AG = 1 Qu BHR 
射 ) 成 立 ， 对 于 LAX) 的 元 p， 应 用 上 述 关系 
则 得 p = Hp + G8dqp + 48Gp. 它 表示 HH 是 


Yg (3: LA(X),e) юаня". B 


而 X 的 de Rham 上 同调 群 的 各 个 上 同调 类 中 
含有 且 仅 含 有 一 个 调和 微分 形式 ， 上 同调 类 可 
由 它 来 代表 .但 调和 微分 形式 的 积 不 一 定 是 调 
和 的 , 因此 , 在 讨论 上 同调 的 环 结构 时 ,调和 敏 
分 形式 不 一 定 是 最 方便 的 。 最 后 , G 除 在 XXX 
中 的 对 角 线 集 外 ,可 由 具有 C” 核 的 积分 算 子 给 
ш. 

【 非 紧 流 形 的 情形 】 当 X 不 是 紧 流 形 时 ， 
将 LX) RARA RER p ROKKIE 
式 所 构成 的 空间 , 它 的 完备 化 空间 记 为 LX). 
it dL, (X), 8Lom《X) E LX) 中 的 闭 包 分 
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别 记 为 9,00, BEX), 在 L, 内 B, (X), 
BPX) 的 正 交 补 空间 分 BI 29 3200, 3,(X). 
这 时 3,(X) N 3* (X) = $,00 是 平方 可 积 的 
调和 微分 形式 全 体 所 构成 的 于 空间 , A LX) 
可 直 和 分 解 为 £, (X) 一 9, (X) + BF (X) + 
D(X). 而且 在 这 分 解 中 , C" 类 微分 形式 的 任 
何 分 量 都 是 C" 类 的 . 
M X 是 另 一 个 流 形 Y 的 开 子 流 形 时 ， 丈 
是 紧 的 , 当 ӨХ 一 总 一 X 是 Y 的 闭 子 流 形 时 ， 
上 述 的 理论 无 非 是 对 应 于 边界 条 件 “6X 上 有 
Ф=0” 的 广义 位 势 理 论 ， 对 应 于 其 它 边界 条 件 
就 有 不 同 的 Hilber 空间 的 分 解 问题 
【在 复 流 形 上 的 推广 】 当 X 是 复 流 形 时 ， 
考虑 复 值 微分 形式 .p 次 微分 形式 的 空间 LAX) 
可 分 解 为 (+r，s) 型 微分 形式 的 空间 LOO) 
的 直 和 ,外 微分 算 子 !4 可 分 解 为 (1,0) 型 的 ( 即 
38 L,.(X) 映射 到 Liu 00) а 和 (0,1) 型 的 
4" ZW 4—4 +a", 如果 在 X 上 给 出 全 纯 
HRA E, 对 于 d” 所 作用 的 ,在 互 上 取 值 的 微 
分 形式 ， 则 有 推广 的 Dolbeault 定理 ' 成 立 ， 设 
X 是 紧 的 ， 在 X 上 导 人 Hermite BEBE TEE EF 
也 定义 Hermite 内 积 。 选 取 开 覆盖 {U0;}, 使 得 
在 它 的 各 个 开 集 上 E 可 表示 为 直 积 Ux Ce, B. 
# U, 上 五 的 点 用 (x, E) RAR. 这 里 x€ Uj;， 
&j€ C*, q 是 纤维 的 维 数 ， 当 re U, wx 时 ( 关 
+ U, RORIS) Gs E) CRT. U, 表示 的 ) 点 
G, E) MARY 与 一 gn (Ey 时 是 相同 的 。 
这 里 ga 是 U, YU, — СІК, С) 的 全 纯 有 映射 ， 
对 于 U, NU, П U; Ж gagu = gn RIL. EE 
上 取 值 的 微分 形式 ?可 从 U, 上 的 Ct 中 取 值 ， 
而 且 在 VNU, 上 满足 p) = gx(X)p(*) 
的 微分 形式 组 {9;} 给 出 如果 在 U, 上 以 C? 
类 函数 为 分 量 的 正定 Hermite 矩阵 Aj, 使 得 在 
UNU, 上 满足 ‘gin hi Zu h MÜ 78,555; 给 出 
在 E 的 各 纤维 上 定义 的 Hermie 内 积 ， 对 于 在 


上 取 值 的 微分 形式 pd 设 Co = | > 


T 
hisp? А Ф? Cof (a = 1,77 q) 表示 9i 的 分 
HO. hit, 在 (r, s) BC 类 微分 形式 的 空间 
LAE, X) 中 导 进 Hermite AR. i 2" 关于 
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这 个 内 积 的 伴随 微分 算 子 为 9, Ф A= 279 + 
94", 则 4 是 自 伴随 椭圆 型 微分 算 子 ,对 此 , X 
于 调和 微分 形式 的 主要 结论 成 立 , 即 (r,s) 型 调 
和 微分 形式 空间 9,(E,X) 是 有 限 维 的 ,在 
LCE, X) 的 完备 化 空间 €,(E, X) BA 
续 线 性 算 子 G, 并 有 1=H+4G, HG=GH= 
0, d'G = Gd”, 9G 一 G9 SRA. XE, H 
表示 C 9 的 射影 算 子 , 它 是 具有 С" 类 的 
核 的 积分 算 子 。，G 也 使 C~ 类 微分 形式 映 到 С" 


AMOER, MLA ев (D Lu (Е, 


X), 4") LEEF, Dolbcaule ERN 


(a" 上 同调 群 ) 的 元 素 可 用 唯一 确定 的 调和 微 
分 形式 来 表示 .一 Kahler 流 形 . 

【其 它 的 推广 】 流 形 x IRA Ch 类 
的 ,而 是 Ci 的 ,调和 微分 形式 的 理论 也 可 推广 
〈[3]). 所 谓 X 是 Ci 的 ,意味 着 可 取得 这 样 一 组 
局 部 坐标 系 ,使 其 转移 函数 的 导数 满足 Lipschi- 
也 条 件 '。 

如 果 X 是 实 解析 的 , 另 方面 Riemann 度量 
也 是 实 解析 的 , 则 调和 微分 形式 也 是 实 解析 的 . 
利用 这 一 事实 可 把 具有 解析 Riemann 度量 的 紧 
流 形 实 解析 地 嵌 人 于 Euclid 空间 中 (P. Bidal, 
G. de Rham， 这 个 结果 现在 已 经 包括 在 C. B. 
Morrey 和 H. Grauer: 的 定理 中 ). 

如 果 X 是 复 解 析 的 ， 也 可 考虑 具有 奇异 性 
的 调和 微分 形式 的 理论 ([5], [9])， 可 以 把 它 
看 作 是 古典 的 第 二 种 微分 、 第 三 种 微分 理论 的 


推广 ， 关 于 这 方面 的 探讨 流动 形 * 的 想法 是 有 
用 的 . 

【上 同调 的 致 零 定理 】 为 确定 算 子 A 与 
Riemann 度量 的 关系 ,存在 这 样 的 情形 ,根据 度 
量 竹 质 可 得 出 除 0 以 外 不 存在 某 些 次 数 的 调和 
微分 形式 的 结论 ， 这 就 意味 着 与 流 形 相应 的 维 
数 的 上 同调 群 为 零 , 所 以 在 应 用 上 很 重要 . 这 
种 条 件 已 被 表达 为 度量 的 曲率 的 性 质 ， 它 开始 
T S. Bochner ([6]). 

现在 指出 致 堆 定 理 的 一 种 形式 : dE» 维 紧 
复 流 形 X 上 有 复线 从 B EHI Chern 〈 陈 ) 类 ?可 
用 (1,1) 型 的 实 闭 微分 形式 ш = У 17а йге 
Ads 表示 ,如 果 Hermite 矩阵 Casp) 在 X 的 各 
个 点 上 是 正定 的 , 则 对 于 p + 2 ”有 H(X, 
Q'(B)) = 0. 这 时 d? = 2352, da" d3” HU X 
的 Hodge BERE, 

[5] [1] KARK, BABII, ИШ. E 1955, 
下 1956, [2] W. L. Baily, The decomposition theorem. 
for V-manifolds, J. Math., 78 (1956), 862—888; 
[3] С. В. Моггеу-Ј. Eells, A variational method in 
the theory of harmonic integrals I, Ann. of Math., 63 
(1956), 91—127; [4] G. de Rham, Variétés différenti- 
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八 、 代 数 


代数 几何 (HK algebraic geometry 法 géométrie 
aigébrique Ф algebraische Geometrie А anre- 
браическая геометрия 日 (USE fT Se) 代数 
几何 是 关于 高 维 空间 中 由 若干 个 代数 方程 所 确 
定 的 点 集 和 从 这 些 点 集 通 过 一 定 的 构造 方式 导 
出 的 对 象 即 代数 入 的 数学 ， 从 观点 上 说 , 它 是 
多 变量 代数 函数 域 ! 的 几何 理论 ,也 与 从 一 般 复 
施 形 ' 来 刻 划 代 数 答 有 关 。 进而 它 通 过 自 守 函 
SO ,不定 方 程 ' 等 和 数论 深刻 地 结合 起 来 .从 
方法 上 说 ， 则 和 交换 环 论 及 同调 代数 有 着 密切 
的 联系 。 
在 讨论 代数 策 的 局 部 性 质 时 ， 是 在 仿 射 空 
闻 中 来 考虑 ,而 在 考察 大 范围 的 性 质 时 ,通常 是 
在 射影 空间 中 来 考虑 . 这 时 ,关于 射影 变换 '、 双 
正则 的 + 双 有 理 变换 ! 和 双 有 理 变换 的 不 变量 
(性 质 ) 分 别称 为 射影 不 变量 '、 相 对 不 变量 (rela- 
tive invariant) 和 绝对 不 变量 (absolute invariant). 
射影 不 变量 的 研究 属于 射影 几何 ,当然 ,射影 几 
何 的 方法 在 代数 几何 中 也 是 重要 的 .而 在 研究 
代数 锯 的 分 类 等 问题 时 ， 则 要 用 到 相对 不 变量 
和 绝对 不 变量 的 概念 . 
通常 设 点 的 坐标 属于 一 个 确定 的 域 K。 当 
K 为 复数 域 时 , 称 为 古典 情形 ,这 时 可 把 代数 位 
看 作 复 解析 流 形 +, 而 用 偏 微分 方程 、@ 函数 等 
解析 方法 ( 亦 称 超越 方法 ) 和 拓扑 方法 来 研究 ; 
代数 几何 就 是 通过 这 些 研究 发 展 起 来 的 . 然而 ， 
ATMEL, RBA ROR. Ж 
必须 考虑 基 域 不 是 代数 闭 域 ' 情 形 的 理论 .， 另 
外 ， 为 了 谋求 代数 几何 在 数论 方面 的 应 用 ， 就 
希望 在 特征 为 p 的 域 上 来 考虑 。 为 此 , 最 好 把 
HARK 设 得 尽 可 能 一 般 些 ， 在 今天 的 代数 几何 
中 ， 要 求 尽量 排除 连续 性 而 用 纯 代数 方法 来 讨 
ie. 
【历史 】 在 初等 解析 几何 中 ,二 次 曲线 
(ш) 已 是 很 清楚 的 了 ， 其 次 就 是 关于 三 次 、 四 
次 … 等 情形 的 研究 , 它们 原来 是 属于 解析 几何 
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《或 射影 几何 ) 的 , 那 时 ,还 不 能 用 代数 几何 的 名 
称 。 关于 由 低 次 曲线 族 来 构造 代数 曲线 的 研 
Ж, 或 者 关于 直线 上 的 m-n 对 应 的 一 般 情形 的 
研究 ,大 概 是 从 M. Chasles 开始 的 , 然而 堪 称 划 
时 代 的 事件 则 是 B. Riemann 的 代数 函数 论 ( 一 
代数 函数 ) 的 出 现 (1857)， 在 分 析 或 者 射影 几 
何 中 , 作为 射影 不 变量 的 次 数 是 代数 曲线 ( 面 》 
最 基本 的 量 , 而 Riemann 则 是 把 能 够 互相 双 有 
理 地 变换 的 曲线 汇集 成 为 一 个 族 ,也 就 是 说 ,用 
双 有 理 变 换代 替 射 影 变 换 作为 研究 的 基础 ， 这 
就 是 所 谓 Riemann 面 + 的 思想 ;并 且 得 到 了 作为 

它 的 示 性 数 的 亏 格 * 的 概念 。 亏 格 就 是 最 早 得 
到 的 绝对 不 变量 . A 

Riemann 方法 的 依据 是 利用 Dirichlet JÄR 

的 Abel 积分 ' 的 理论 , 而 且 是 在 假定 任何 代数 
曲线 都 能 够 消解 为 不 带 奇 点 情形 的 基础 上 来 讨 
1669. 因此, 在 他 以 后 从 各 方面 出 现 了 用 非 超 

越 方法 来 重新 建立 更 为 严密 的 理论 的 尝试 . 

М. Noether 试图 用 几何 方法 来 建立 这 种 理论 . 

他 应 用 Cremona 变换 + 证 明了 任意 平面 代数 曲 

线 都 能 够 双 有 理 地 变换 为 除了 二 次 结 点 外 没有 

其 他 奇 点 的 代数 曲线 ,从 而 巩固 了 Riemann 的 基 
础 .并 且 ,他 对 这 一 领域 中 最 为 重要 的 Riemann- 

Roch 定理 ?做 出 了 贡献 , 即 病 明了 这 个 定理 的 基 

本 条 件 。 他 对 于 空间 曲线 和 曲面 的 研究 也 是 值 

得 注意 的 。 J. Plücker 则 利用 几何 的 语言 引进 
乞 格 的 概念 ， 他 还 研究 了 线 几 何 ， 提 出 了 所 谓 
Pliicker 坐标 +。 А. Cayley 和 A. Brill 也 做 了 

类 似 的 研究 ,提出 了 Cayley 型 这 是 B. L. van 
der Waerden 和 周 炜 良 的 配 型 ' ( 周 坐标 ) 的 

原形 . 

十 九 世纪 九 十 年 代 , 意 大 利 学 派 兴 起 ,继承 

了 М. Nother 的 传统 ,在 代数 曲面 方面 发 展 了 

所 谓 代数 几何 的 《algebro-gcometric) 方法 ,并 且 

发 现 了 许多 新 的 事实 .在 这 一 学 派 的 主要 人 物 

当中 ,著名 的 有 G. Castelnuovo, F. Enriquss 和 
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F. Severi。 另 一 方面 是 在 法 国 , 由 H. Poincaré, 
E. Picard 开创 了 两 个 变量 的 代数 函数 论 , 以 后 
S. Lefschetz 深入 研究 了 复 代数 曲面 的 理论 
(141, [5])。 法 国学 派 和 意大利 学 派 的 这 些 理 
论 , 虽 然 很 难说 是 十 分 严密 的 ,但 是 非常 富有 启 
A. 

与 此 相反 ， 非 常 严密 而 且 形式 上 一 般 化 了 
的 代数 曲线 理论 ， 主 要 是 在 德国 用 纯 代数 方法 
进行 研究 ，R，Dedekind-H，Weber 把 单 变量 代 
数 函 数 域 和 数论 平行 地 进行 了 研究 。K. Hensel 
把 类 似 寡 级 数 展开 的 p-adic 展开 引进 了 数论 . 
进而 E. Noether (М. Noether 的 女儿 ) 把 E. 
 basker 和 F. S. Macaulay 的 形式 多 项 式 理想 的 
研究 抽象 化 ， 在 她 的 影响 之 下 ， 出 现 了 F. K. 
Schmidt 等 人 的 抽象 域 上 的 算术 代数 几何 。 

同样 是 在 E. Noether 的 影响 之 下 ,van der 
Waerden 应 用 抽象 理想 论 来 奠定 代数 几何 的 新 
基础 ([1]， 本 世纪 三 十 年 代 )。 他 首先 引进 了 
一 般 点 ! 和 特定 化 ! 的 概念 ,严格 地 定义 了 射影 
空间 中 的 相 重 数 '。 然后 严密 地 证 明了 古典 
的 Bézout 定理 :“n 维 射影 空间 内 的 ! 次” E 
TUER M 和 m 次 n — r ЕВЕ М ОЗЕ А, а 
果 不 是 无 限 个 , 那么 一 定 是 im 4”. 关于 相交 
重 数 的 问题 ,到 四 十 年 代 , 由 C. Chevalley 和 A. 
Weil 再 次 提 了 出 来 。 Chevalley 完美 地 发 展 并 
且 应 用 了 W. Krull 创始 的 局 部 环 的 理想 论 ， 
他 引进 了 拓扑 概念 并 应 用 于 相交 问题 ， 这 一 方 
向 ,以 后 由 P. Samuel, KAREM J.-P. Serre 
等 人 作 了 进一步 的 发 展 . 

Weil 在 把 相交 理论 奠基 于 抽象 域 上 的 同 
时 ， 把 几何 思想 引进 抽象 代数 的 理论 之 中 
〈[6])。 由 此 , 他 把 H. Hasse 等 人 开创 的 单 变 
量 代数 函数 理论 的 算术 化 推广 到 多 变量 情形 ,， 
从 而 开辟 了 一 个 新 方向 。 Weil 根据 他 的 相交 理 
论 , 在 抽象 域 的 情形 下 重新 建立 Severi 的 代数 
对 应 理论 ,并 成 功 地 证 明了 关于 同 余 函数 + 的 
相应 的 Riemann 猜想 '。 他 把 古典 的 Abel Ж 
理论 纯 代数 地 建立 起 来 ， 包 括 特征 ”的 情形 
ER. 

AS, O. Zariski 在 三 十 年 代 ,把 Krull 的 


广义 赋值 + 论 应 用 到 代数 几何 ,特别 是 双 有 理 变 
换 上 ,他 从 这 方面 来 商定 代数 几何 的 基础 ,并 且 
做 出 了 实质 性 的 贡献 。 他 证 明了 所 谓 Zariski 主 
要 定理 +:“ 如 果 双 有 理 对 应 在 正规 的 ?点 P( 一 代 
数 答 ) 处 不 是 正则 的 ,那么 P 的 象 的 各 个 分 支 的 
维 数 > 1", 由 此 阐明 了 双 有 理 对 应 的 性 质 ， 对 
于 奇 点 的 消解 + 问题 (Riemann 的 立足 点 !) BD 
“射影 空间 中 任意 不 可 约 代数 簇 都 能 够 双 有 
理 地 变换 为 射影 空间 内 的 不 带 奇 点 的 代数 能 ”， 
他 给 出 了 关于 特征 为 0 的 情形 下 维 数 <3 的 证 
BH. 这 个 问题 , 对 于 特征 为 o 的 情形 下 的 一 般 
维 数 ， 在 1964 年 也 由 让 中 平 祝 完全 解决 了 
Cn. 

以 上 说 的 是 由 代数 方法 所 引起 的 发 展 ， 此 
Sh, 借助 分 析 方 法 也 取得 了 很 大 进展 ， 把 Rie- 
mann 面 + 和 Riemann 流 形 ! 的 概念 统一 起 来 , 形 
成 了 复 解析 流 形 ' 的 概念 ，G. de Rham 证 明了 
用 拓扑 方式 引进 的 同调 和 微分 形式 的 上 同调 之 
MARAA, W. V. D. Hodge 进而 发 展 了 ， 
调和 积分 + 论 等 , 这 些 都 是 Riemann 理论 的 发 
展 .在 单 变量 情形 , 紧 Riemann 面 总 可 从 某 个 身 
影 代数 曲线 导出 ， 然 而 在 多 变量 情形 却 没有 这 | 
样 简单 的 关系 。 Weil 的 一 般 完备 抽象 代数 HE 
的 概念 可 以 看 成 是 紧 复 流 形 的 类 似 ， 能 够 做 人 
射影 空间 内 的 紧 复 解析 簇 一 定 是 代数 位 ( 周 定 
理 ')， 那 么 一 个 紧 复 解析 流 形 能 与 一 个 嵌 人 射 
影 空 间 的 代数 往 双 正则 、 双 有 理 等 价 的 充分 必 
要 条 件 是 什么 呢 ? 小 平 邦 性 证 明了 这 个 条 件 是 
它 为 Hodge Ж". EOS AAT RARAY Jacobi 
BR яф (一 代数 曲线 ) 的 推广 , 井 草 准 一 和 
Weil 利用 调和 积分 理论 的 结果 , 建立 了 相伴 于 
高 维 代数 流 形 的 Picard HRA Albanese ' (= 
колу ‚и Т RAAF RAL 
中 许多 含糊 不 清 之 处 . ЛАЖ, BMA BL, 
S. Lang 等 人 把 这 些 理论 推广 到 了 任意 特征 的 
情形 。 特征 为 p 时 的 对 侦 定理 (一 Abel Ж) 则 
是 由 西 三 重 雄 和 P. Cartier 证 明 的 . 

在 小 平 的 理论 中 , 已 经 用 到 层 + 的 概念 (一 
E). Serre 则 擎 仿 上 面 所 说 的 复 解析 流 形 , 把 抽 
象 代数 生 定 义 为 环 式 空间 "(一 RAE), ЗЕН th 


TOICBORUBTERUR. Zariski 拓扑 ?+ 的 拓扑 空间 ， 
建立 了 代数 凝聚 层 + 的 理论 ， 阐 明了 算术 亏 格 ' 
等 古典 不 变量 都 是 上 同调 量 (一 代数 往 ). 

A. Grothendieck 基于 结构 层 中 容许 寡 零 元 
而 且 坐标 环 取 成 具有 单位 元 的 一 般 交换 环 ， 定 
义 了 比 代数 答 远 为 一 般 的 概 型 + 概念 。 EAR 
零 元 就 可 以 把 分 析 中 的 逐次 逼近 法 搬 过 来 ， 再 
应 用 上 同调 理论 ，Grothendieck 得 到 了 包括 
Zariski 主要 定理 在 内 的 许多 结果 . 

F. Hirzebruch 应 用 层 的 语言 和 A. Borel 
K R. Thom 的 拓扑 成 果 , 把 Ricmann-Roch 定 
理 推广 到 高 维 复 流 形 上 ([7])。 之 后 ，Grothen- 
dieck 又 进一步 把 它 推广 , 在 抽象 域 上 证 明了 更 
广 的 结果 ， 其 基本 思想 成 了 K 理论 ?的 基础 

全 体 亏 格 为 ele > 2) 的 代数 曲线 所 成 的 
dk. 能够 用 38 — 3 维 代数 往来 参数 化 (但 当 
& 一 0 时 是 用 0 维 的 ,而 8 一 1 时 , 则 是 用 1 维 
的 )。， 这 个 问题 ，Riemann 以 来 就 作为 参 模 + 问 
题 考 虑 过 ， 但 是 直到 近年 来 才 得 到 了 严密 的 证 
明 。 当 特征 任意 时 ，M. Deuring 对 于 8 一 1 的 
WE, HARF g = 2 的 情形 先后 作 了 精密 的 
论证 .对 于 一 般 的 的 情形 , D. Mumford 给 出 
了 一 般 的 解答 , 不 过 他 是 立足 于 Grothendieck 的 
概 型 理论 之 上 的 。 关 于 解析 情形 下 高 维 流 形 的 
参 模 ,小 平 -D. C. Spencer 发 展 了 复 结构 的 变形 * 
的 理论 (一 复 流 形 )， 而 在 抽象 流 形 方面 则 有 松 
版 的 研究 . 

关于 繁 的 直 积 概念 ， 经 Grothendieck 从 函 
子 理论 的 角度 以 纤维 积 的 形式 把 它 推广 , 起 了 
更 为 基本 的 作用 。 可 以 认为 概 型 的 纤维 积 包括 
了 相交 理论 和 簇 的 特定 化 理论 。 从 函 子 的 表示 
理论 的 观点 出 发 ,能够 构成 完全 新 的 Picard Ж 
理论 等 等 ， 至 于 概 型 , 不 仅 对 于 域 上 的 代数 几 
何 ,而 且 对 于 环 、 特 别 是 整数 环 Z 上 的 代数 几何 
(由 数论 的 要 求 引起 的 ) 也 是 通用 的 , 从 而 给 出 
了 一 种 自然 的 统一 . 

关于 应 用 到 数论 方面 的 情况 ,虽然 J. W. 
S. Cassels 等 人 关于 亏 格 为 1 的 代数 曲线 的 有 理 
点 的 研究 是 重要 的 ,但 是 当 亏 格 大 于 1 时 ,就 连 
Mordell 猜想 !( 一 不 定 方程 ) 也 还 没有 解决 . 
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代数 曲线 13 algebraic curve 法 courbe algé- 
brique Ф algebraische Kurve А алгебранческая 
кртая 日 代数 曲 粮 ] ТИК 
曲线 .关于 代数 曲线 的 解析 理论 一 代数 函数 。 
代数 曲线 的 理论 可 以 大 致 分 为 两 个 方面 ， 即 看 
作 射 影 空间 内 的 签 的 几何 观点 和 看 作 代 数 函数 
域 理论 的 代数 观点 (一 FUROR, Abel Ж), % 
别 是 后 者 ， 由 于 有 限 次 代数 数 域 和 有 限 域 上 的 
单 变量 代数 函数 域 之 间 具 有 某 种 很 强 的 类 似 
性 ， 所 以 也 包括 了 把 代数 数论 的 主要 结果 推广 
到 代数 函数 域 上 的 研究 (一 《函数 ,复数 乘法 
R). KBR BMC ARN LEAH 
以 下 用 大 RADAR, 

【平面 代数 曲线 】 iX, Y 为 平面 的 坐标 、 
令 X,Y 的 mm 次 多 项 式 KX,Y) 等 于 0 所 得 的 
曲线 C: f(X , Y) = 0, 称 为 m 次 平面 代数 曲线 
(plane algebraic curve)。m 称 为 C 的 阶 Corder). 
设 将 万 X/Z , Y/Z) 的 分 母 去掉 后 所 得 的 m 次 
齐 次 多 项 式 ( 即 Z"HX/Z,Y/Z)) 为 F(X,Y， 
Z), W F(X, Y, Z) 一 0 就 是 在 C 上 添加 某 些 
无 穷 远 点 后 所 成 的 射影 平面 上 的 m 次 代数 曲 
线 .如果 多 项 式 X,Y) 不 可 约 ,C 就 称 为 
不 可 约 的 。 以 下 在 射影 平面 中 考虑 , 且 在 本 
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К С. 如 果 普 次 曲线 和 = 次 曲线 
二 者 没有 共同 的 不 可 约 分 支 , 那么 它们 的 交 
点 个 数 《 重 数 计算 在 内 ) 等 于 mn (Bézout x 
理 ). 

不 可 约 代数 曲线 C 的 点 已 一 Ca, b) HAT 
BEM (r-ple point) ,如 果 把 KX +a, Y + 4) 
AEX ,Y 的 多 项 式 时 最 低 次 项 是 r 次 的 . 在 了 
重点 处 能 够 引 ~ 条 切线 ( 重 数 计算 在 内 )。 当 
rr 过 1 时 ，r 重 点 称 为 C 的 奇 点 (singular point, 
multiple point)。 如 果 二 重点 (double point) P 处 
的 两 条 切线 不 同 。 则 称 此 点 为 二 次 结 点 (node, 
ordinary double point), i; X°+Y?—3XY = 0 
上 的 原点 . 一 般 地 说 ,不 可 约 代数 曲线 C, 经 过 
有 限 次 以 奇 点 为 中 心 的 局 部 二 次 变换 ', 可 以 双 
有 理 地 变换 为 非 奇 异 代数 曲线 。 如 果 施 行 一 次 
以 奇 点 P 为 中 心 的 局 部 二 次 变换 就 能 将 P 变 成 
一 个 单 点 ， 则 称 P ZR (сер). Pl; Y'— 
和 一 0 上 的 原点 .在 平面 曲线 情形 ,施行 有 限 次 
形 如 (X:Y:Z) 一 (YZ:ZX:XY) 的 Cremona 
变换 (射影 平面 的 二 次 变换 '), 就 可 使 C 的 所 有 
奇 点 仅 为 二 次 结 点 。 

如 果 不 可 约 平面 代数 曲线 С 不 是 直线 ， 设 
C 的 各 点 处 的 切线 为 wX + eY 十 wZ 一 0, 那 
LEKA (и, v, w) 为 齐 次 坐标 的 点 组 成 不 可 
约 平面 曲线 C' 称 C' C 的 对 偶 曲 线 (dual 
curve), C” 的 阶 m’ 称 为 C 的 级 (class).m’ 等 于 
从 平面 上 的 一 点 引 到 c 的 切线 的 个 数 CHER Yr 
AEA). C “的 对 偶 曲 线 就 是 CC 上 的 单 点 
P 处 的 切线 与 C 高 次 相 切 时 ， 称 P 为 C 的 揭 点 
(point of inflection), HAMIL C 的 奇 点 ( 尖 
EO. X C uH Р(Х», Xis X) = 0 定义 时 , 设 
H(X) = det Ful, 而 F(X) = PF/OXOX; 
(ij 一 0,1,2)， 于 是 由 万 (X) = 0 定义 的 平 
面 代数 曲线 称 为 C 的 Hesse dtk (Hessian), it 
P 不 是 C 的 奇 点 ， 那 么 P 为 C 的 拐点 的 充分 必 
要 条 件 是 , P 为 C 与 C 的 Hesse 曲线 的 一 个 交 
点 。 如 果 不 可 约 m 次 曲线 C 的 奇 点 只 有 ?个 二 
次 结 点 和 7 个 二 次 尖 点 ,那么 C 的 有 效 亏 格 ( 见 
№) = Ня = (m 一 1)(m 一 2)/2 一 v 一 7 给 出 . 
再 者 , C 的 级 m 和 拐点 个 数 Y (适当 计算 重 


TOA di m = mm — 1) — 2» — 37, у = 
3m(m —1)— 6& — 87 给 出 。 以 上 三 个 公式 
都 称 为 Plücker AR, 

例如 ， 非 奇异 的 不 可 约 平面 三 次 曲线 C 是 
MAHR (x = 1) if m' 一 6,7 一 9 这 九 个 
拐点 具有 这 样 的 性 质 : 在 连结 任意 两 个 拐点 的 
直线 上 ,都 还 有 另 一 个 拐点 ， 再 者 ,在 C 上 的 任 
意 一 点 P 能 够 引 C 的 四 条 切线 ， 它 们 的 非 调和 
Шта 由 C 唯一 决定 , 而 与 P 的 选取 方法 无 关 . 
并 且 对 于 双 有 理 变换 也 是 不 变 的 (C 的 绝对 
不 变量 ')。 有 一 个 奇 点 的 平面 三 次 曲线 都 是 有 
理 曲线 (一 曲线 ). 

关于 三 维 射影 空间 内 代数 曲线 的 分 类 , M. 
Noether 给 出 了 一 张 庞大 的 表 ([5]), 

【基本 概念 】 设 T 为 非 奇 异 的 不 可 约 代数 
曲线 。 由 了 上 有 限 个 点 所 作 的 形式 整 系数 线性 
AG a = DnP, HHT WRF divisor), Ут 
n 称 为 除 子 a 的 次 数 〈degree) (TŽ deg а). ш 
RRF a = Упр, а, RPA Pn š fü + 
BP, w P,, 则 称 为 "的 约 化 表示 式 。 如 果 除 
子 a 的 约 化 表示 式 中 出 现 的 系数 委 0， 则 称 
а 为 正 除 子 (positive divisor) 或 整除 子 〈integral 
divisor) CidfE a > 0). 的 全 体 除 子 构成 的 加 
法 群 记 作 G(T)， 次 数 为 0 的 除 子 构成 的 子 群 
记 作 G(T)， 设 P 为 T 上 的 一 个 点 ,的 函数 
域 K(T ) 中 在 P 处 正则 的 元 的 全 体 构 成 赋值 
环 "9r. 9 的 极 大 理想 ?rm 的 生成 元 称 为 P 处 
的 局 部 参数 (local parameter), i v, 是 由 Dp 所 
定义 的 KCO) 的 正规 赋值 *, 那么 vC) 就 称 为 
f 在 P 处 的 阶 Corder). {E ,,(f) > 0 的 点 P 称 
为 了 的 零点 (zero point), 使 vp(1) < 0 的 点 
P 称 为 f 的 极点 《pole)， 函 数 f 所 决定 的 除 子 
Dor PHA) 表示 , 称 为 函数 f 的 除 子 (divisor 
of a function f). 函数 f 的 除 子 的 集合 构成 Ce 
的 一 个 子 群 G/。 G, 中 的 除 子 称 为 与 0 线性 等 
价 + 的 除 子 或 主 除 子 (principal divisor), id fE 
a~o, 

设 a 为 任 一 除 子 ， 与 a 线性 等 价 的 正 除 子 
b( 即 a 一 b ~ 0 的 除 子 ) 的 集合 记 作 1a| , 称 为 
由 a 定义 的 完备 线性 系 (complete linear system). 


ME, EE LCa) = {fe KCA + a> 0}, B 
Z L(a) 是 尺 上 的 有 限 维 线性 空间 ,并 且 LC) 
的 一 维 子 空间 和 |a| 的 元 一 一 对 应 。 设 !(a) 是 
Lo) 作为 线性 空间 的 维 数 , 则 7a) 一 1 称 为 线 
性 系 lal 的 维 数 《dimension), 记 作 dim]a]. 对 
于 任意 除 子 a, 整数 dega 一 dimlal > 0 而且 有 
界 , 设 它 的 上 确 界 为 8, 称 8 Г (вео). 
若 置 g 一 dega 十 dim|a| = (а), WA (a) > 
0，, 称 它 为 na 的 特殊 指数 (specialty index), 

RE, 设 w 为 T 上 的 一 个 微分 形式 ', P 为 
T 上 的 点 ,为 P 处 的 局 部 参数 , 把。 写成 
== jdt 时, Ж velo) = volf). 3XRE, (о) 一 
Delo) 确定 的 一 个 除 子 ,并且 它 作为 G/ 
G1 中 的 元 是 唯一 确定 的 。 这 种 除 子 称 为 微分 
PRF (differential divisor) 或 典范 除 子 (canonical 
divisor) ， 记 作 R. 指数 i(a) 等 于 使 (o) > а 0 
线性 无 关 微 分 形式 。 的 个 数 ,i(a) 一 Mk — а), 
PR La) = dega — g + 1 + (а) 成立 称 这 
个 等 式 为 Riemann-Roch 定理 . 并且 (k) = 
g» degh 一 2g 一 2 两 式 成 立 ， 

эщ г RS RBI, FEST 双 有 理 等 价 且 
非 奇 异 的 曲线 丫 , 并且 除 同 构 之 外 了 是 唯一 确 
定 的 。 六 的 亏 格 称 为 的 有 效 亏 格 (cffective 
genus), 特别 地 ，g 一 0 的 曲线 称 为 有 理 曲线 
(rational curve, unicursal curve), g 一 1 的 曲线 
PAPA REE (elliptic curve). 

AAG ARK OF REA th A D 8 — 
个 定义 域 . FRR k CK K) 的 代数 闭 包 . 那 


Z, T BJ W: +. a >) тр, 称 为 A 有 理 素 除 子 


m 
(prime rational divisor over &), WRG W BT 
面 三 个 条 件 : i) а 在 k/k 的 任意 自 同 构 之 下 不 
Ж; DEER). FEV 的 适当 的 自 同 构 
о» Ё P; = Pris їй) m — n, = [kK(P.):k],. 
入 有 理 素 除 子 生成 GCT) 的 一 个 于 群 , 称 它 的 
лож А AMRF (rational divisor over А). 18 
AD) X KO) PA & 为 定义 域 的 函数 的 集合 ， 
BA AP) EKO) WFR HABAM@K = 
К(г). КГ) HAT fE k EAB RR (function 
field over k). 设 是 和 有理 素 除 子 , PETH 
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一 个 点 , BA NRT) Æ RCT) 的 赋值 环 , E 
由 a 唯一 决定 而 与 P 的 选 到 方法 无 关 ， 称 它 为 
KC) 的 由 a 决定 的 赋值 环 . 

【代数 函数 域 】 设 为 任意 一 个 域 , K 为 
ROARS SIE AG) 的 一 个 有 限 可 分 扩 域 , 且 
АЕК 内 是 极 大 代数 的 。 这 时 , KK HA EW 
一 个 单 变量 代数 函数 域 (algebraic function field 

of dimension 1). K 的 指数 赋值 ! 中 使 的 元 的 
值 为 0 的 赋值 总 是 离散 的 ， 它 的 等 价 类 称 为 
K/k HIRR (prime divisor), HRT ARAN 
Abel E (通常 用 乘法 群 表示 ) 的 元 称 为 KK/ 的 
除 子 〈divisor)， 设 素 除 子 P 的 赋值 环 为 Re, 其 
RAHA Mr, 那么 素 除 子 P 的 次 数 (degree) 
定义 为 degP 一 [(Rr/Mp):4]。 在 前 面倒 述 过 
的 曲线 上 的 理论 中 ,将 “点 ” 换 成 “ 素 除 子 ， 将 
“WRT E RR BBR K/A” K)” 
换 成 “K”, Ж “К” R “k”, ИФА КУК 展 
开 类 似 于 非 奇 异 曲 线 的 理论 。 这 样 得 到 的 亏 格 
称 为 单 变量 代数 函数 域 K/k 03 S (вош of 
an algebraic function field of dimension 1). — 

设 К/К 为 给 定 的 单 变量 代数 函数 域 , 满足 
ACT) 兰 K 的 在 4 上 定义 的 代数 曲线 工 称 为 K / 
《的 一 个 模型 (model), 因为 K 中 存在 两 个 元 
x,y GK = k(x, у), BARR (OC, Y) 26 ih 
X f, y) 一 0 的 下 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 则 由 
Кх, Y) = 0 定义 的 平面 代数 曲线 C 就 是 天 /4 
的 一 个 模型 。 在 天 人 的 模型 中 , 存在 一 个 在 
上 为 正规 的 + 代数 曲线 e, HRT REBRE 
则 、 双 有 理 同 构 外 ,Te 是 唯一 确定 的 ( 当 上 《为 复 
数 域 时 , To 就 是 K 的 Riemann 面 )， 这 个 唯一 性 
是 曲线 特有 的 性 质 ,而 二 维 以 上 的 情形 则 不 然 . 
当 г, 没有 奇 点 时 (例如 特征 为 0 或 为 完全 域 
时 就 是 如 此 ), К/К 的 理论 和 Te 的 理论 实质 上 
是 相同 的 。 特 别 是 ,函数 域 的 亏 格 和 Te 的 亏 格 
是 相等 的 。 然 而 当 Ts 具 有 奇 点 时 ,一 般 说 函数 
域 的 亏 格 大 于 To 的 亏 格 . 

如 果 下 /的 亏 格 为 0， 那 么 可 取 平 面 二 次 
曲线 作为 To。 进而 若 K 具有 大 上 的 一 次 素 除 
子 。 则 天 为 有 理 函 数 域 C) , 并 且 可 取 射 影 直 
线 作为 T。。 亏 格 为 1 ARARSA RB 
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BAM (elliptic function field), MR К/К ASH 
为 1+ 且 有 大 上 的 一 次 素 除 子 ， 则 可 取 平 面 三 次 
曲线 作为 模型 。 进一步 ， 如 果 万 有 域 的 特征 
2, JH A JE iny —42— gx 一 g; 的 平面 三 
次 曲线 就 是 一 个 模型 ， 称 为 关于 椭圆 曲线 的 
Weierstrass 标准 形式 《Weierstrass” canonical 
form), Жу = (gi — 27g) + giC = 0) ET ORT 
双 有 理 不 变量 (绝对 不 变量 ), 且 有 等 式 

i= (4/2702 — а + Па — 1)? 
RU. 

eA WHE = 2 HO, PC) 为 无 重 根 的 
mREAK, hy = Pa EXPER B 
线 或 与 它 双 有 理 等 价 的 曲线 称 为 超 椭 贺 曲 线 
Chyperelliptic curve), ТОО В Е А 
SUR (hyperelliptic function field), 它 的 亏 格 等 
于 (m 一 1)/2 的 整数 部 分 。 亏 格 为 2 的 函数 
BALHAM, 45H > 3 时 则 不 然 ， 超 椭 
品 函 数 域 具有 对 应 于 二 次 扩 域 x,y)/t(*) 的 
二 阶 自 同 构 。 一 般 地 , 设 T 为 亏 格 为 8 的 代数 
曲线 ,G 为 的 自 同 构 群 。 若 g >2,MGAH 
限 群 , 若 g 2 3, ШЕР" гиз GI 
{1). GR el 2 2) 的 曲线 的 参 模 簇 是 38 一 3 
维 的 ,而 超 椭圆 曲线 的 参 模 禾 是 28 一 1 维 的 
ОАТ). 

【Jacobi #1 设 T 为 非 奇异 代数 曲线 ， 则 
具有 下 面 性 质 D) 一 iv) BER 称 为 了 的 Ja- 
cobi Ж (Jacobi variety) 《以 下 取 定 一 个 代数 闭 
BR k fE29 T AJ POF Ae Ха). DEM 
GXT)/G(T)l J 的 (作为 群 的 ) А Ф, ii) 这 
个 @ 在 以 下 意义 下 是 连续 的 : 设 E 和 5 为 CWG， 
中 的 两 个 元 ， 如 果 选 取 a, b 的 适当 代表 元 a， 
b, ъа КОО) 上 的 特定 化 '"， 则 
(8) 也 是 OC) 在 K 上 的 特定 化 。 н) Жай 
代表 元 能 取 为 KO k) 有 理 除 子 Сх ай 
为 玉 有 理 除 子 类 ), 则 Ф(а) 为 K 有 理 点 。iv) 设 
EA /的 任意 一 点 ,那么 存在 KE) 有 理 除 子 类 
5 满足 (6) 一 5。 满足 上 面条 件 的 群 位 一 定 是 
完备 的 , 因而 1 是 Abel Ж'. 这 个 Abel HERR 
同 构 对 应 外 是 唯一 确定 的 。 A. Weil 首先 在 特 
征 为 任意 的 域 上 代数 地 构造 了 Jacobi (171). 


《关于 用 解析 方法 的 构造 一 代数 函数 . ) 

设 P 为 在 + 上 的 一 般 点 ', Po 为 一 个 《有 
理 点 《就 是 说 由 一 点 所 成 的 除 子 P, IR RAPER 
BF). 那么 由 oP) = OP 一 Po) 可 定义 一 个 
从 工 到 了 的 有 理 变 换 p。 给 出 T 和 CT) 之 
间 的 一 个 同 构 ， 而 且 它 除了 了 上 的 平移 外 是 唯 
一 确定 的 ， 称 为 工 的 典范 函数 (canonical func- 
tion). J 的 维 数 等 于 了 的 亏 格 8g。 当 已 …… ,Pe 
为 了 在 & 上 的 独立 一 般 点 时 , J 在 上 的 函数 
BRAD ACP, +++, Pe); FAR, 3X EB AQ, ++ Pedy 
JE RCP., += POM TAH MMA, 
eS Pg) > (Pays PL) 下 不 变 的 于 域 ， 由 
上 面 的 定义 , 了 的 Jacobi RÆ T HY Picard Het, 
同时 也 是 工 的 Albanese Ж! (— Abel Ж), Fst, 
对 于 从 T 到 Abel Ж А AERA RLM f, 存在 
唯一 的 从 J 到 4 的 同 态 1、 满足 1 лоф 十 
const, 这 个 A 称 为 了 的 线性 扩张 〈linear exen- 
sion). 

设 @ 为 了 中 可 写成 形状 为 wC(PD) 十 … 十 
ФОР, 1) 的 点 的 集合 ,那么 9 是 y 的 一 个 余 维 数 
为 1 的 不 可 约 子 簇 ， 称 为 J RART Cano 
nical divisor), THE BLL’ OA, J 称 为 典范 极 化 
Jacobi Ф (canonically polarized Jacobian variety), 
TAT AMAR SOA, 那么 它们 的 典 
WARE Jacobi j& Ju J dB epi. 反之 , 如 
果 典 范 极 化 Jacobi Ж J AJ jo ABA r mr 
WARMLY (Torelli EB), i8 r 为 满足 1 < 
r < g 的 整数 ，W, 为 了 中 可 写成 形状 为 pP) 
+ +++ 十 OP) 的 点 的 集合 W= ФСГ), 
W,-, = OW, = 站), 则 在 数值 等 价 ' 的 意义 下 ，、 
Ж e? — W,,, бев ӨЧ == g! 成 立 。 这 里 
0° 表示 与 6 数值 等 价 的 个 除 子 取 交 所 得 的 
闭 链 的 类 。 上 述 除 子 @ 的 存在 乃 是 Jacobi HAY 
特征 性 质 ,就 是 说 , 设 4 是 ” 维 Abel HX BG 
的 余 维 数 为 1 的 不 可 约 子 簇 , 满 足 (X) = л). 
ALA 1 HIER SE c fe f X ^7" — (a — 01€, 
则 C 是 一 条 非 奇 异 不 可 约 代数 曲线 , 4 是 C 的 
Jacobi Ж, ХУТ € 的 典范 除 子 (110]). 在 
古典 情形 ， 除 子 @ 就 是 由 一 个 @ 函 数 定义 的 了 
WRF. 


WT AAR RR, о T EAR. 
WR (о) > 0, До $529 88 — HRS (differen- 
tial form of the first kind), HE O JE T BJ & 
处 正则 微分 的 芽 的 层 ， 那么 第 一 种 微分 就 是 
AMT, 9) 的 元 ， 反 之 亦 然 。 设 为 任意 一 个 暴 
范 除 子 , 则 由 于 АГ, о) 和 LC) 自然 地 同 构 ， 
所 以 线性 无 关 的 第 一 种 微分 的 个 数 等 于 的 亏 
Ж. 微分 的 残 数 和 古典 情形 一 样 地 定义 。 具 
有 非 0 残 数 的 微分 称 为 第 三 种 微分 (differential 
form of the third kind). 对 于 任意 微分 ©, 残 数 


定理 (theorem of residue) >) Respo 一 0 对 于 任 
T 


意 特 征 的 域 上 的 代数 曲线 也 都 成 立 。 对 于 工 的 
每 个 点 P, 如 果 存在 函数 ,使 。 — dje fE P kb 
正则 ， 则 这 样 的 微分 。 称 为 第 二 种 微分 (dif- 
ferential form of the second kind), 第 二 种 微分 
HR K 上 的 线性 空间 G,, BA, 由 第 一 种 微分 
所 构成 的 线性 空间 G, 是 它 的 子 空间， 按照 
的 特征 为 0 或 p( > 0), 商 空间 Gyc, 的 维 数 
分 别 为 2g 和 8. 

特征 为 ”的 域 上 的 代数 几何 中 特有 的 算 子 
是 Cartier WF (Cartier operator), HLLAT 
在 完全 域 《 上 的 函数 域 , + 为 工 在 4 上 的 一 个 
分 离 元 ?， 那 么 1, :,…, P HR L/L? 的 Pp 
基 , 并 且 任 意 微分 。 可 以 唯一 地 表 成 。 = (+ 
+++), 3X B OS L PHT, 
这 时 记 Co = f,-,dr , СЙЖ Cartier HF, C 
与 分 离 元 MAREK, жод — HM 
分 ， 则 Co 也 为 第 一 种 微分 ， 因 而 对 于 G, 的 基 


z 
ms irs on i Co У am (USE p, 
<: 


就 有 工 上 的 一 个 矩阵 4 = (а) 与 之 对 应 。 这 
个 Ge» g) 型 矩阵 A BIT BJ Hasee-Witt 矩阵 
(Hasse-Witt matrix) 是 相同 的 。 由 变换 SAS 
所 决定 的 矩阵 4 的 类 是 工 的 双 有 理 不 变量 ， 它 
在 特征 为 p 的 代数 函数 域 的 非 分 歧 ? KERT 
域 的 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 

【广义 Jacobi Ж] 把 对 于 非 奇 异 曲 线 所 
展开 的 理论 推广 到 具有 奇 点 的 曲线 上 来 ,例如 ， 
M. Nother 和 Е. Severi 等 人 都 做 过 尝试 ， 然 
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而 成 功 地 发 展 了 一 般 代数 理论 的 则 是 M. Rosen- 
$ liche (= [4]). 

设 T 为 任意 代数 曲线 , P,,…, P, XT RO 

BAL. 9,08 Pi; 的 局 部 环 ! (K(T) 中 在 Pi 处 正 


则 的 元 的 全 休 ), 9 一 (19, агг 


{PU…UP,} 的 点 生成 的 自由 Abe! 群 GCT) 
的 元 称 为 了 的 除 子 。 设 a 是 一 个 T 除 子 , 置 
Ela) = {flfe 9, G)+a>0}, BA L(a) 9 K 
上 的 有 限 维 线性 空间 。 设 其 维 数 为 Ko) , 并 设 
ба| 一 (а) — 1, 这 时 ， 和 没有 奇 点 的 情形 
相同 , 对 于 所 有 除 子 a, deg (a) 一 dim |a] 的 上 
确 界 x( > 0) HA TAY Ó 5 (O-genus), ic 
F(a) = x — deg(a) 一 dim|a| , ЖЕЖ айо 
殊 指数 (D9-speciality index)。 另 一 方面 , E C 29 
AT RAB Sth HH APSR, 并 设 C 的 点 
中 对 应 于 的 奇 点 的 那些 点 为 2,,… , 9,。 如 
RARR КОГ) 的 微分 。 对 于 9 的 任意 元 1 We 


H У Ref 一 0， 就 称 它 为 I 的 9 微分 (9- 


differential), 于 是 , (a) 就 等 于 在 Г фо) 
a 的 线性 无 关 的 马 微 分 号 的 个 数 ， 它 们 之 间 有 
BR Ma) = dega — x + 1 + (a) 成立, KE 
为 广义 Riemann-Roch 定理 。 特别 是 , {ЕГ 
中 处 处 正则 的 © 微分 称 为 第 一 种 9 微分 ,线性 
无 关 的 第 一 种 © KAT MEF O 5 x. dH 
ж, T WARS (= C 的 亏 格 ) He, WJ 
x— g 一 8 等 于 dmx(5/9), KHD JURO E 
KT) Ий, ажо 微分 虽然 构成 一 个 
9 模 ,但 它 的 秩 不 一 定 是 1， 所 以 所 谓 典范 除 子 
一 般 说 是 不 存在 的 。 设 “为 5/9 marg, 
关于 由 上 定义 的 了 除 子 的 次 数 4 一般 有 8 + 

1<4d<28 成 立 . ЖН, 4 一 28 成 立 当 且 仅 当 巴 
微分 构成 秩 为 1 的 中 й, 例如 ， 当 芽 是 非 奇 异 
曲面 上 的 曲线 或 了 能 表 成 = 维 射影 空间 内 ”一 
1 个 超 曲 面 的 交 时 ,就 有 4 一 28 成 立 . 

PANAT RART a R b 线性 等 价 于 0 
(O-linearly equivalent to zero), 是 指 存在 9 的 
可 递 元 f, 使 4 一 b 一 (有)。 对 于 与 909 线性 等 
价 的 工 除 子 所 构成 的 GC) TR GT) ,满足 和 
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对 于 非 奇异 曲线 同样 的 条 件 D) 一 iv) WER Jos 
称 为 T 的 广义 Jacobi $& (generalized Jacobi 
variety)， 广 义 Jacobi- 徐 一 般 不 是 完备 的 。 设 J 
为 C 的 Jacobi W, 那么 T 的 广义 Jacobi KH Jo 
是 由 连通 线性 代数 群 ' 1 产生 的 J 的 扩张 。 К 
数 曲线 的 函数 域 的 Abel 扩张 ,都 可 用 本 的 广 
X Jacobi AVA WAH ЕШ (141). RANE 
单 变量 函数 域 上 的 类 域 论 给 出 了 一 种 重要 的 方 
法 (一 类 域 论 )， 没 有 奇 点 的 曲线 理论 就 是 在 上 
面 的 讨论 中 令 9 = KC) 的 情形 . 

特别 地 设 了 包含 于 п 维 射影 空间 之 中 ,Pp 为 
KLXo, Xi, ^: X,] 中 定义 的 理想 。 用 x(p， 
m) 表示 Хо, X,, … , X, 的 m 次 齐 次 式 中 模 p 
线性 无 关 的 个 数 ， 那 么 对 于 充分 大 的 m，x《p， 
т) 是 关于 m 的 多 项 式 ， 称 为 齐 次 理想 p (或 者 
г) 的 Hilbert HR (Hilbert polynomial), 若 
把 它 的 常数 项 记 为 1 一 pT), W pT) KA 
TRASH (arithmetic genus), AT HRA 
约 代数 曲线 时 ，p.(T) SFOS. 特别 
是 ， 当 T 为 平面 4 次 代数 曲线 时 ，p.(T) 等 于 
(1/2)(4 — 1)(d — 2). 

【和 层 理 论 的 关系 】 设 T 为 不 可 约 代数 曲 


线 , 9 为 的 点 P 的 局 部 环 ,那么 Or — Ú °, 
rer 


构成 了 上 的 代数 凝聚 层 +, 称 为 了 的 构造 层 !. 这 
时 ,的 算术 亏 格 * 等 于 dimkH(T,O). РИЙ 
a 为 工 的 除 子 , Or(a) 为 满足 下 述 条 件 的 有 理 函 
WEG) a > 0, 且 对 本 的 每 个 奇 
点 0,fe9o， 则 。 的 特殊 指数 Жа) 等 于 
dime HT, Or(a)), Ia) 等 于 dime НГ, 
Or(a))。 特别 是 ， 当 了 没有 奇 点 时 ，Ricmann- 
Roch 定理 可 以 由 Serre 对 偶 定理 ?( 一 RKR) 
HD, Or(a)) = HXT, Өг(®— a)) (k 为 典范 
除 子 ) 自 然 地 导出 。 

【代数 对 应 】 设 T 为 非 奇异 代数 曲线 ， 则 
T XT 的 除 子 称 为 的 代数 对 应 (algebraic cor- 
respondence) (一 16], [7])。 工 的 代数 对 应 中 ， 
和 形 如 a x r + Г Xb 的 除 子 线性 等 价 的 除 
子 构成 子 群 Co, H Go 决定 的 商 群 G(T x Г)/ 
Go 称 为 了 工 的 代数 对 应 类 群 (group of classes of 


algebraic correspondences), 记 作 (Г), 这 里 a 
和 6b 是 的 除 子 。 WRX € Go, 则 记 作 X = 0. 
设 X 为 的 一 个 代数 对 应 ,为 全 的 定义 域 而 
XE k LEAMH, P 为 T 在 上 的 一 般 点 , 那 
Z X(P) = prX((P X T) - X) BAP) BAR 
+. DE, it X, WX, 是 两 个 代数 对 应 , X 和 
Х› 的 合成 X eX, 定义 如 下 : 当 右 边 有 意义 时 ， 
(XioX2)(P) 一 X((XXP)). TRAE RX 
和 XX, 的 类 有 关 而 与 X, 及 X; 的 选取 无 关 , 这 样 
就 在 (T) 中 定义 了 一 个 乘法 。 对 于 这 个 乘法 ， 
ET) 成 为 一 个 环 , 称 为 的 代数 对 应 环 《cor- 
respondence ring), 丁 的 代数 对 应 环 和 的 Jacobi 
RI 的 自 同 态 环 .er 在 下 面 给 出 的 对 应 之 下 是 
同 构 的 。 在 上 面 的 符号 中 ，X(P) 由 СКГ) 决 
定 的 类 仅 依赖 于 由 三 所 产生 的 X 的 类 ， 所 以 令 
Ф(Р) = p(X(P)), 就 得 到 从 T 到 J 的 一 个 有 
理 对 应 %。 这 个 由 在 了 上 的 线性 扩张 是 对 应 
于 儿 (T) 的 元 X 的 了 的 自 同 态 ， 对 应 X — 1 
就 给 出 (Г) 和 .ex 的 一 个 同 构 。 现 在 , 若 置 
ufo = of @ Q, WW .er 具有 称 为 对 合 〈invc- 
luion) 的 二 阶 自 同 构 .。 再 者 , 设 ! 是 不 等 于 
特征 p 的 任意 素数 ,那么 .ar 具有 一 个 用 (28， 
2g) 型 1-adic 整数 矩阵 给 出 的 一 一 表示 。 这 个 
表示 的 迹 'o。 具有 这 样 的 性 质 : ЖЯ: #0, RU 
a(pop') > 0 (Castelnuovo $| FR), 由 此 可 知 ， 
var 是 Q 上 的 有 限 秩 代数 ，.exr 为 有 限 生 成 的 
Abel 群 。 利 用 这 个 事实 ，Weil 解决 了 非 奇异 
曲线 上 同 余 $ 函数 的 Riemann 猜想 (一 “ 函 
BO. 

【覆盖 曲线 】 设 T 和 C 是 两 条 非 奇异 曲 
线 ,并 给 了 从 T 到 C 的 有 理 对 应 x. Xh, KCC) 
可 以 看 作 КОГ) 的 子 域 ， 特 别 是 ， 当 K(T) 是 
KK(C) 的 有 限 可 分 扩 域 时 ,就 称 为 C fO dn 
线 (covering)，[K(T):K(C)] =» MOS E 
次 数 (degree of covering), iZ PX T 85A, Ф 
(Р) = 0. 设 P 和 92 在 7 及 C 上 的 局 部 参数 
分 别 为 Als, 则 ve(ds/de) 称 为 的 微分 指数 
(differential exponent) , 记 作 ть, 由 于 ть TET ЁО 
有 限 个 点 以 外 篆 为 0， 所 以 3mrP 给 出 的 除 
子 , 称 它 为 分 野 除 子 (branch divisor), 分 歧 除 子 


A 0 的 覆盖 , HAMM Cunramified cove 
ring). Bg) Me(C) 分 别 为 和 C 的 亏 格 ， 
ЛЕТ, MAAK 2g(T) — 2 = n(2g(C) 
— 2) + dega, K% Riemann-Hurwitz AX. 
由 此 可 知 ， 有 理 曲 线 没 有 恒 等 覆 盖 以 外 的 非 分 
VERSER RARE SH eRe Н. 
CAT ARB, 

【 参 模 理论 】 велом z 的 非 奇异 不 
可 约 代数 曲线 工 的 集合 。S 中 在 万 有 域 上 互相 
同 构 的 元 认为 是 等 价 的 ， 用 妃 表 示 这 个 等 价 关 
Ж. 如 果 由 互 决定 的 等 价 类 S/H 具有 代数 Ж 
Ы, АХЛ М, ЙБХ Нета 
(variety of moduli)。 由 于 亏 格 0 的 代数 曲线 互 
相同 构 ， 所 以 М, 就 退化 为 一 个 点 ， 当 8 = 1 
RY, 设 у == 42 — pz — p 为 椭圆 曲线 的 
Weierstrass 标准 形式 ,那么 由 双 有 理 不 变量 ; 所 
决定 的 的 等 价 类 是 唯一 确定 的 , 而 М, AY 
数 域 就 是 在 素 域 上 添加 i 所 得 到 的 域 ( 站 。 
当 万 有 域 是 复数 域 及 g > 2 时 ，O. Teichmüller 
HAT М, = 代数 函数 。 这 里 只 氢 述 一 下 W. 
L. Baily 的 结果 ([9])。 现 在, i H. 29 (n, n) 
型 复 对 称 和 矩阵 Z = x 十 iY(X,Y 为 实 和 矩阵 ) 
所 成 的 集合 ,其 中 Y > 0 (正定 的 ?矩阵 )， 再 设 
Г„ 2n 阶 的 整 系数 西 辛 群 5,(n, Z)N Sla). 
那么 Tu 的 元 一 [2 9) то 一 (42 + 
в)(с2 + р) ЖЕЛЕ н, Е. X 
ASA Vas WV, 的 点 和 = 维 正规 极 化 Abel 
簇 的 等 价 类 一 一 对 应 。 用 五 表示 对 应 于 典范 极 
化 lacobi RAV MTR К. FE V. 的 紧 化 
V2, 使 得 V2 FU IENUM RRR G9 ti OE 
BBS), EXE VE ФАИ T Æ V 938 — 3 
(n> 1) FRR, 并 且 E 是 1 的 关于 Za- 
riski 拓扑 + 的 开 子 集 。 由 于 典范 极 化 Jacobi Ж 
的 同 构 类 和 非 奇异 代数 曲线 的 同 构 类 一 一 对 
应 ,所 以 上 面 的 E 就 是 亏 格 n ОЯНА. 

再 者 ，D. Mumford 把 参 模 理 论 作为 某 
种 函 子 的 可 表示 性 问题 来 处 理 ， 证 明了 它 的 存 
在 性 。 此 外 , 松 孤 辉 久 证 明了 这 样 的 论断 : 由 
非 奇 蜡 的 亏 格 为 & 的 代数 曲线 的 变形 + 所 得 到 
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的 所 有 曲线 所 成 的 集合 ,构成 泛 代数 族 ,由 它 的 
同 构 类 所 成 的 商 空间 成 为 8 答 ， 而 参 模 徐 是 作 
为 2 BRR. 

[ 参 】 [1] жант, (ала, H, 1952, [2] 


F. Severi, Vorlesungen über algebraische Geometrie, Teu- 
bner, 1921; [3] Н. Е. Baker, Principles of geometry, 
Vol. 5, Analytical principles of the theory of curves, Ca- 
mbridge Univ. Press, 1933; (4] J.-P. Serre, Groupes 
algébriques et corps de classes, Actualités Sci. Ind., Her- 
mann, 1959, [5] M. Noether, Zur Grundlegung der 
Theorie der algebraischen Raumcurven, Berlin, 1883 (也 
B% J. Reine Angew. Math., 93 (1882), 271—318); [6] 
А. Weil, Sur les courbes algébriques ct les variétés qui 
s'en déduisent, Actualités Sci. Ind., Hermann, 1948; [7] 
A. Weil, Variétés abéliennes et courbes algébriques, Ac- 
tualités Sci. Ind, Hermann, 1948; [8] A. Weil, Zum. 
Beweis des Torellischen Satzes, Nachr, Akad. Wis Göt- 
ingen (1957), 33—53; [9] W. L. Baily, On the moduli 
of Jacobian varieties, Ann. of Math., 71 (1960), 303— 
314; [10] T. Matsusaka (HBA), On а characteriza 
tion of a Jacobian variety, Mem. Coll. Sci. Univ. Куйо, 
82 (1959), 1—19; [11) Т. Matsusak: 
Theory of Q-varieties, Publ. Math. Soc. J 
D. Mumford, Geometric invariant theory, Es 

Springer, 1965; [13] R. J. Walker, Algebraic curves, 
Princeton, 1949 (中 译本 : Re J. 瓦 克 , 代数 曲线 ,科学 出 版 
社 ，1958); [14] W. Fulton, Algebraic curves, Benjamin, 
1969, (15) А. Seidenberg, Elements of the theory of 
algebraic curves, Addison-Wesley, 1968. 


代数 曲面 (HK algebraic surface 法 surface al- 
gébrique 4È algebraische Fläche {А алгебранче- 


ская поверхность Я 代数 曲面 ] DER 
称 为 代数 曲面 . 
【历史 】 代数 曲面 的 历史 开始 于 两 个 变量 


代数 函数 论 的 研究 。 由 于 可 以 把 单 变量 代数 葡 
数理 论 作 为 Riemann 面 上 的 有 理 函 数理 论 来 处 
理 , 从 而 发 展 成 了 完美 的 理论 体系 ; 同样 , 为 了 
研究 由 三 个 复 变量 的 不 可 约 多 项 式 P(x,y,z) 一 0 
所 定义 的 两 个 变量 代数 函数 的 实质 ， 而 把 它 作 
为 代数 曲面 上 的 有 理 函 数 来 处 理 ， 就 是 必要 的 
T. Н. Poincaré, E. Picard 等 人 很 早 就 着 眼 于 
这 一 点 ,他 们 研究 了 代数 曲面 的 拓扑 结构 ,并 以 
此 为 武器 展开 了 代数 曲面 上 的 Abel 积分 (也 称 
A Picard 积分 ) 理 论 。 这 一 传统 后 来 由 S. Le- 
fschetz 进一步 做 了 光辉 的 发 展 。 另 一 方面 ，M. 
Noether 和 意大利 学 派 的 几何 学 家 F. Enriques, 
G. Castelnuovo 和 F. Severi 等 人 则 把 主要 力量 
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BEE ARO RAO E. 特别 是 意 大 
利 学 派 的 人 们 早 就 注意 到 代数 曲面 的 非 正则 数 
所 具有 的 重要 性 ,并 深入 研究 了 它 的 几何 性 质 ， 
他 们 在 二 十 世纪 前 半期 大 体 上 完成 了 把 代数 
翰 面 的 理论 统一 成 为 一 个 巨大 的 理论 体系 的 工 
fr. 虽然 在 他 们 所 得 到 的 深刻 结果 中 还 有 一 些 
未 被 严格 证 明 ， 但 是 后 来 由 于 奠定 了 代数 几何 
的 基础 和 导入 了 现代 的 方法 ， 代 数 曲 面 的 理论 
也 就 完整 而 严密 了 。 在 这 个 现代 化 过 程 中 , 最 
有 贡献 的 是 O. Zariski 和 小 平 邦彦 。 

寻求 与 给 定 的 代数 曲面 双 有 理 等 价 的 非 奇 
异 代数 曲面 的 问题 ， 是 这 个 领域 中 最 基本 的 问 


题 之 一 .这 个 问题 ,在 复数 域 上 ,有 意大利 学 派 | 


的 证 明和 R. J. Walker (Ann. of Math., 36 


《1935)) 的 函数 论 的 证 明 , 而 Zariski (Ann. of ` 


Math., 40 (1936)) 则 在 特征 为 0 的 域 上 给 出 
了 基于 赋值 ' 论 的 纯 代 数 的 证 明 ,， 进 而 ，S. 
Abhyankar (1956) 完成 了 关于 特征 为 的 情形 
的 证 明 。 今 后 ,除非 特别 说 明 , 总 假定 代数 曲面 
是 置 于 射影 空间 中 的 ,而 且 没 有 奇 点 ， 再 者 , 记 
万 有 域 为 K,F 的 函数 域 为 KCE). 

【 除 子 和 线性 系 】 Bto hste fe 为 代数 
曲面 F 的 线性 系 'z 的 定义 模 ! 关 于 此 的 基 ; 对 
于 F 的 点 P, 使 * 维 射影 空间 内 的 一 般 点 0 = 
(СР), HCP), +++, P) 与 之 对 应 的 映射 
ФОХ), 是 从 F BIE REE F' 一 ANF) S 
ABOU, VH R: F 的 超 平面 截面 , 则 Z 的 
变化 分 量 ' 可 表 成 ACIN). WR F 的 维 数 
78 2, 那么 Z 的 变化 分 量 的 一 般 元 ( 称 它 为 了 的 
一 般 元 ) 是 不 可 约 的 ， 当 F 的 维 数 为 1 时 , 虽 
然 了 的 一 般 元 不 一 定 是 不 可 约 的 ， 但 是 这 时 它 
能 够 表 成 属于 一 个 一 维 不 可 约 代数 族 ' 的 除 于 
之 和 ， 这 就 是 Bertini 定理 . 

MW > 1 时 ,5 的 两 个 一 般 元 C 和 
C' 的 交叉 积 C* C' dh SJ dE SR (variable point) 
的 次 数 称 为 了 的 有 效 次 数 (effective degree). 4 
C 和 C' 为 F 的 两 个 除 于 时 , 所谓 Kronecker 
989K (Kronecker index) 1(C - C^) 是 由 分 别 与 
CHC ”线性 等 价 且 没 有 公共 分 支 的 除 子 D R 
D' 的 交叉 积 D - D' 的 次 数 ' deg (D * D^) KE 


义 的。 特别 是 , 记 1(C* су 为 (C?), REMC 
的 假 次 数 (virtual degree). ШЖ 为 非 退 化 除 
F', 那么 (D?) > 0, ME, РЕ 上 的 任意 代 
数 曲 线 E 有 ID: E) > 0, BHM RW 
(161). RE r( > D 维 不 可 约 线性 系 , C 为 
其 一 般 元 ， 这 时 ,多 中 异 于 C 的 元 "和 <C 的 
交叉 积 的 集合 构成 C 上 的 线性 系 ， 其 维 数 为 
7—1. 称 它 为 了 在 C 上 的 迹 (trace), 记 作 了 rc3. 


2 一 般 地 说 , 即使 2 是 完备 的 , Tred 也 不 一 定 是 


完备 的 。dim|Trc2| 一 dim TrcE KH TNS 
BK (deficiency), Ji 8(2) 表示 。 ID] 的 亏 数 特 
别 地 用 200) 表示 . 

当 * 为 下 的 点 时 ,用 9 表示 * 的 局 部 环 ， 


于 是 Cr 一 U 9. RF EDIT MERE, 
rer 


ЖЮРЮШЮ ЮЖ Е". ROH F b E S 2 T, 
用 Cr(D) 表示 满足 (1) > — D BRO 
E, HF, Cr(D))》 就 是 完备 线性 系 | 了 | 的 一 
个 定义 模 。 刀 是 正 除 子 的 充分 必要 条 件 是 ， 
e,(— D) 构成 Cr 的 理想 层 ， 它 的 商 Ox/ 
Cr( 一 D) 记 为 Do, 4D ЖИТ, Oo 和 作 
为 代数 曲线 的 D 的 构造 层 是 一 致 的 (一 代数 曲 
线 )， 一 般 地 , 当 7 为 F 上 的 层 时 ,定义 XCF， 
э) = У C ddim HC, 97). 特别 是 ， 


= 
把 X(F,O@r) 记 作 XCF), 称 X(F) 一 1 一 pF) 
为 曲面 的 算术 亏 格 (arithmetic genus of a 
surface). (XCF) 有 时 也 称 为 的 算术 亏 格 .) 再 
者 , 记 Xi(D) = ХЕ) — XCF, @,(— р)), ж 
1— XD) = p(D) ARF D 的 算术 亏 格 
(arithmetic genus of a divisor), WẸ D HHH 
+, АРКО) 和 代数 曲线 DD 的 算术 亏 格 相等 
(一 代数 曲线 )。 我 们 有 XCD + D.) + 1D, - 
Dj) 一 X(D1) + X(D,) IL, 特别 是 , рар) 
= (D) + 2 — pO). 

KRiemann-Roch 定理 】 因为 代数 曲面 上 
的 二 次 外 微分 形式 构成 КОЕ) 上 的 一 维 线性 空 
闻 ， 所 以 所 有 二 次 外 微分 形式 所 决定 的 除 子 相 
互 线性 等 价 。 这 个 等 价 类 称 为 典范 除 子 类 (ca- 
nonical divisor class)， 属 于 这 个 类 的 除 子 称 为 典 


JOR (canonical divisor), 以 后 用 KK 表示 。 设 
DAFWRT. HOD) ERKE (a) > —D 
的 二 次 外 微分 形式 w 的 芽 的 层 ( 置 2(0) = 0, 
O= @,), 那么 根据 Serre XHBUERE', H'(F, 
Ору) Ri нЕ, OF (— D)) 互相 对 偶 同 
构 ， 并 且 ,由 于 O(— D) покк — D) 同 构 ， 
就 得 到 同 构 对 应 HI(F，Cr(D)) = HCF, 
Cr(K 一 D))， 如 果 使 用 这 些 同 构 把 x,(—D)= 
XCF) 一 X(F, OD) 重新 写 一 下 , 就 得 到 等 
R I(D) + I(K — D) = pF) + p.(— D) + 
WD), XE (0) = dim,H'CF ,@,(D)) 称 为 
DD 的 过 剩 数 (superabundance),1(K — D) = i(D) 
WH D HIRES (speciality index), АСО) 一 
#0) 称 为 D 的 非 正则 数 《irregularity)。 它 们 之 
间 的 不 等 式 т || > (D) — PLD) + pF) 
十 1 一 i(D) 称 为 Riemann-Roch ER, |К+ 
DD| 称 为 DD 的 伴随 线性 系 (adjoint lincar system), 
4D ARRP, TrolK + DI 就 成 为 D 的 典 
范 除 子 ,从 而 p.(D) 一 1 = ICD * (K + D))/2. 
由 于 最 后 这 个 关系 式 对 于 任意 除 子 D HRW, 
所 以 Riemann-Roch 不 等 式 也 可 写成 dim| C| > 
pF) + I(D : (D — K))/2 — KD). 

再 者 ， 对 (р) 作 了 进一步 详细 研究 的 小 
平 的 结果 和 把 x,(F , Or(D)) 作为 D 的 上 同调 
类 ? 及 F 的 陈 类 ' 的 多 项 式 来 表示 的 F. Hirze- 
bruch 的 结果 ， 都 称 为 Riemann-Roch 定理 (一 
Riemann-Roch 型 定理 )， М. Noether 的 公式 
12(p, + 1) = (K) + c (这 里 c; 一 第 二 陈 类 
= Euler 示 性 数 ) 是 Hirzebruch 结果 的 最 简单 
情形 ， 

【代数 曲面 的 不 变量 】 除去 已 经 定义 的 
的 算术 亏 格外 ,还 可 以 对 F 定义 各 种 不 变量 。 

8 һе — dim, HF, Ор). ja 等 于 线性 
无 关 的 二 次 全 纯 微分 的 个 数 ， 称 为 下 的 几何 亏 
格 〈geomerric genus) 或 者 曲面 亏 格 ( 德 Fläche- 
ngeschlecht)， 通 常用 p, 表示 。 又 因为 如 "给 出 
F 上 的 不 可 约 线性 系 了 的 亏 数 3(2) 的 最 大 值 ， 
所 以 称 它 为 的 最 大 亏 数 (maximal deficiency), 
特别 是 ， 对 于 使 A(C) — 0 ЖТ С, Ж 
ACC) = i" BAL, EBRE, УМЕР 
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的 非 正 则 数 。 这 起 因 于 在 下 的 算术 亏 格 p(F) 
= p, — I th, 把 ps 看 作 主要 项 , 而 把 如 "看 
作 它 的 补正 项 。 然 而 对 高 维 代数 策 进 行 研究 的 
结果 表明 ,把 加: 看 作 补正 项 是 不 自然 的 , 所 以 
现在 是 把 F 的 Picard FRAJER a KK F 的 非 
正则 数 '( 一 代数 签 )， 在 复 流 形 的 情形 ,一 般 地 
有 het — he? (Serre 对 偶 定理 ), 特别 地 , 因为 
q = 如 = hh， 所 以 它 等 于 FP 上 线性 无 关 的 一 
Wr Abel 积分 的 个 数 ,并 且 也 等 于 F 的 一 维 Beti 
数 的 一 半 。 然而 对 于 特征 ?的 代数 往来 说 , 这 
些 数 却 未 必 相等 。 PIM, J.-P. Serre 给 出 了 
1 зе P^ 的 例子 , 并 草 准 一 给 出 了 9 < 如 = 
AAT, к WHER FN, BGK) = Р, 
ЖЕ AYE SB (i-genus)《 特 别 地 Р, = p,). 
Pi(i = 2, 3, +++) 总 称 为 多 亏 格 ( 拉 pluri-ge- 
nera). ЖҰР, = 0, 则 对 于 HAF 4 # P. = 
0. 

上 面 引入 的 数 p《F) 一 如 一 如 4 pF) 
一 ja, go, AM, рол PCG = 2,3,--.)(P, - b) 
等 等 ,对 于 和 F 双 有 理 等 价 的 非 奇异 曲面 F“ 来 
说 也 取 同一 数值 ,这 就 是 说 ,这 些 数 是 下 的 绝对 
不 变量 '。 然而 A" 不 是 绝对 不 变量 。 特别 是 ， 
对 于 p, = 0 的 曲面 的 研究 , i 亏 格 P, 起 着 重要 
的 作用 。 例如 (任意 特征 的 情形 )， 有 理 曲 面 
(rational surface) RD КОЕ) 为 两 变量 有 理 函 数 
域 的 曲面 ,有 4 = 0, P, = 0 (n > 0), RZ, ii 
E qm P 一 0 的 任 一 非 奇异 曲面 是 有 理 曲面 
(Castelnuovo, 小 平 ，Zariski)。 再 者 ,对 于 直 纹 曲 
T (ruled surface) BI KCF) 为 单 变量 代数 函数 
域 的 纯 超越 扩张 的 曲面 ,有 P. 一 0(» > 0), 而 
直 纹 曲面 可 用 Po = 0 (从 而 p, = P, = P, = 
P, = 0) 来 刻 划 《Enriques- 小 平 -Mumford)。 作 
为 上 面 有 理 曲面 的 刻 划 的 推论 ，Zariski 严格 地 
证 明了 Castelnuovo 的 定理 : 设 工 为 代数 闭 域 
上 两 变量 有 理 函 数 域 Kx, y) HF RASA, 
如 果 丸 x,y) 在 工 上 为 可 分 代数 的 ,那么 工 是 
上 的 两 变量 有 理 函数 域 . 

作为 另 一 类 不 变量 ， 有 线性 亏 格 Cinca 
genus) p2. 3430 双 有 理 等 价 的 极 小 模型 (后 
面 给 出 ) Fe 存在 时 , 它 表 示 Fo 的 典范 除 于 K 的 
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BAGH: PP — QO) + 1. 
【代数 族 的 特征 线性 系 】 曾经 成 为 意大利 
学 派 关 于 代数 曲面 研究 的 中 心 课题 之 一 H 
证 明 非 正则 数 q 和 最 大 亏 数 加 ' 相等 。 为 此 ， 
Severi 引进 了 代数 族 的 特征 线性 系 这 个 概念 . 
设 3 为 F 上 的 正 除 子 的 不 可 约 代数 族 ， 其 维 数 
为 +r， 并 设 它 的 一 般 元 C 没 有 奇 点 。 当 Zz 的 其 
它 元 C' 沿 着 2 的 一 维 子 族 五 无 限 接近 于 C 
时 ,交叉 积 C* СВИТ С БКЖ" = (С) 
的 除 子 。 这 样 得 到 的 除 子 的 集合 , 称 为 了 在 C 
上 的 特 征集 (characteristic set), 特征 集 构成 
r—1 维 的 线性 系 , 且 包含 Trc1 C1 为 其 子 系 . 称 
它 为 了 的 特征 线性 系 (characteristic linear system), 
关于 代数 族 了 的 维 数 ,总 有 不 等 式 + < dim|C| 
十 4 成 立 , 特别 是 , 已 经 知道 , 满足 AKC) 一 0 
而 且 包含 有 00° 不 同 线性 系 的 代数 族 是 存在 
的 。 对 于 这 样 的 代数 族 , 上 面 式 子 中 的 等 号 成 
XL, 因而 总 有 9g <A" 成立; 进一步 , 如 果 特 征 
线性 系 是 完备 的 , 则 9 一 A ЕД, Severi 所 给 
出 的 关于 特征 线性 系 的 完备 性 的 证 明 、 除 了 特 
殊 情 形 (例如 ps 一 0 时 ) 以 外 是 不 正确 的 ， 后 
来 对 于 复 代 数 策 给 出 了 完全 的 证 明 (小 平 - D. 
C. Spencer [4])， 在 特征 为 p( > 0) 时 ,一 般 说 
特征 线性 系 不 是 完备 的 ( 井 章 的 例 于 ), 而 在 
р, = 0 时 则 是 完备 的 (中 井 喜 和 )。 近 来 D. 
Mumford 应 用 Picard 概 型 (Picard scheme) 理 
论 ， 证 明了 特征 线性 系 是 完备 的 充分 必要 条 件 
是 下 的 Picard 概 型 是 约 化 的 . 
【代数 曲面 的 双 有 理 变换 】 it F, FS 
等 等 表示 互相 双 有 理 等 春 且 非 奇异 的 完备 代数 
曲面 设 T:F 一 F' 为 双 有 理 变 换 。 如 果 工 在 
F 上 处 处 正则 ， 则 称 F 支 配 (dominate) F', 用 
F 之 F' ЖЖ, В, 如 果 T 不 是 双 正 则 的 , 则 
iE F > F”, 而 称 7* 为 反正 则 变换 (anti- 
regular transformation), 如 果 F > Е, BA 
ЮЕ) > AMF’) EL, SF > ЕҢ Е'Ж 
存在 时 , 称 F 为 相对 极 小 模型 (relatively minimal 
model); 如 果 对 于 和 F 双 有 理 等 价 的 所 有 F 都 
AF’ Е 成 立 ， 则 称 F AB) MD (minimal 
modd). 对 于 任意 代数 曲面 F， 和 下 双 有 理 等 


价 的 相对 极 小 模型 总 是 存在 的 ， 但 极 小 模型 却 
不 一 定 存在 。 极 小 模型 存在 的 充分 必要 条 件 
Æ, F 不 是 直 纹 曲面 (Castelnuovo-Enriqucs-Za 
riski HE), 

设 F 为 代数 曲面 ,P 为 F 的 点 ,由 通过 P 的 
所 有 二 次 超 曲 面 与 F 相交 所 成 的 线性 系 定义 的 
双 有 理 变换 Ф, 称 为 以 P 为 中 心 的 局 部 二 次 变 
换 (locally quadratic transformation), 这 是 一 个 
反正 则 变换 ，P 是 唯一 的 基本 点 ， 设 E 为 点 P 
的 全 变换 ', 则 有 (E?) 一 一 1, р„(Е) == 0, 曲面 
的 反正 则 变换 可 以 写成 有 限 个 局 部 二 次 变换 的 
HER (18), 1101). 

对 于 双 有 理 变 换 T:F Е, Р ХЕЙ 
单 点 , 则 点 P 的 由 7™' 所 决定 的 全 变换 E 称 为 
F 的 例外 曲线 (exceptional curve)。 特 别 是 ， 当 
7 在 E 的 所 有 点 处 都 正则 时 ， 则 称 为 第 一 种 例 
外 曲线 ; 当 不 论 怎样 的 也 不 能 在 E 的 所 有 点 
处 正则 时 ， 就 称 为 第 二 种 例外 曲线 ，F 为 相对 
极 小 模型 的 充分 必要 条 件 是 它 不 具有 第 一 种 例 
外 曲线 ; 而 F 为 极 小 模型 的 充分 必要 条 件 是 它 
不 具有 例外 曲线 . 

【代数 曲面 的 例子 】 对 于 三 维 射影 空间 P 
中 的 ( 非 奇 异 ) 严 次 曲面 来 说 ， 有 户 一 户 一 
(m — 1)(m — 2)(m 一 3)/6. 二 次 曲面 、 三 次 
曲面 都 是 有 理 曲 面 ， 而 二 次 曲面 和 两 条 射影 直 
线 的 直 积 P' x P' 双 正 则 同 构 ， 在 三 次 曲面 
上 有 27 条 射影 直线 ， 它 们 是 第 一 种 例外 曲线 . 
在 射影 平面 PP 上 取 一 般 位 置 的 六 个 点 , 考虑 过 
这 六 个 点 的 平面 三 次 曲线 的 全 体 所 构成 的 三 维 
线性 系 ， 就 得 到 书 内 的 一 个 三 次 曲面 。 这 时 ， 
六 点 的 全 变换 、 连 结 六 点 中 的 两 点 所 得 十 五 条 
直线 的 固有 变换 ! 和 通过 六 点 中 的 五 个 点 所 得 
六 条 二 次 曲线 的 固有 变换 就 组 成 三 次 曲面 上 的 
二 十 七 条 直线 。 书 内 的 四 次 以 上 的 曲面 ， 由 于 
Р, > 0， 所 以 既 不 是 有 理 曲 面 ， 也 不 是 直 纹 曲 
面 ,而 为 极 小 模型 。 对 于 四 次 曲面 来 说 ,由 于 典 
范 除 子 为 0 ,所 以 全 体 多 亏 格 РС= p, Р, Pss 
… 都 等 于 1, 旦 具有 各 种 明显 的 性 质 。 例如 ， 
某 类 四 次 曲面 以 离散 无 限 群 为 其 自 同 构 群 、 和 
四 次 曲面 同 胚 的 紧 复 流 形 称 为 K3 曲 面 (K3 


surface)。 它 可 以 用 一 维 Betti $t b = 0 目 第 一 
陈 类 ! e, = 0 这 一 性 质 来 刻 划 ， 因 此 ,代数 曲面 
为 K3 曲 面 可 以 用 4 = 0, p, = P, = ро = 1 Ж 
WR, SK Кз 曲面 构成 二 十 维 的 族 ， 其 中 代 
数 曲面 划分 成 可 数 个 十 九 维 的 族 . 

以 上 是 对 于 非 奇异 曲面 来 说 的 , TP rh 05 
四 次 曲面 最 多 能 有 十 六 个 二 重点 。 具 有 十 六 个 
二 重点 的 四 次 曲面 称 为 Kummer 曲面 (Kum- 


mer surface)。 它 可 由 二 维 Abel Ри и ` 


这 样 的 二 阶 自 同 构 ( 作 为 曲面 的 ) 的 商 答 而 得 
到 。 对 于 Kummer 曲面 ,有 9g 一 0, ps 一 1. 与 
Kummer 曲面 双 有 理 等 价 的 极 小 非 奇 曲面 是 K3 
曲面 

作为 代数 曲面 论 的 其 它 题材 ， 还 有 关于 用 
双 有 理 等 价 来 分 类 的 问题 ， 有 理 曲 面 和 直 纹 曲 
面 的 相对 极 小 模型 的 分 类 问题 ， 零 维 闭 链 的 等 
价 类 理论 以 及 参 模 理论 等 等 的 研究 . 
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браическое многообразие 日 代数 多 样 体 ] 
CGR. ИШКЕ БОЕК. К 
上 = 维 仿 射 空间 kc 中 的 子 集 , 如果 它 能 作为 一 
组 (有 限 个 或 无 限 个 ) 系 数 属于 《的 "元 多 项 式 
F (X), Xn +++ ‚ X) 的 公共 零点 的 集合 , 则 称 
它 为 一 个 念 射 代数 策 (affine algebraic variety), 
FRE, k E» 维 射影 空间 PCR) 的 于 集 ,如果 它 
能 作为 若干 个 系数 属于 多 的 齐 次 多 项 式 Gi(Y。， 
Үз, ++, Y.) 的 公共 零点 的 集合 ， 则 称 它 为 一 
ЛЇЇ ККЖ (projective algebraic variety), Í 
常理 来 说 ,说 到 代数 入 就 是 指 这 二 者 之 一 而 言 ， 
不 过 它们 只 是 今天 的 代数 往 的 原形 ， 以 下 把 它 
®й M 

IRV ROBUR. K[X] = REX, +++, X.] h 
ЖЕУ BEDALE о 的 多 项 式 的 全 体 构成 
RIX] 的 一 个 理想 1(V)。， 用 Av 表示 剩余 类 环 
RIXI/I(V), 525 V HOSA (coordinate ring) 
或 仿 射 环 Catfinc cing). Ay 可 以 看 作 是 V 上 的 
能 表 成 坐标 的 多 项 式 的 值 函数 所 作成 的 环 . 
同样 , 当 V 是 射影 入 时 , 用 1(V) 表示 ALY) 一 
《[Y。**…,Y。] 中 在 V 的 每 个 点 上 皆 为 0 的 齐 次 
多 项 式 的 全 体 所 生成 的 齐 次 理想 ,4v m LY YA 
1(V) 称 为 了 的 齐 次 坐标 环 (homogencous coordi- 
nate ring). 

ДЖЕ V RRA RIF, MV 
是 可 约 的 《reducible) 否则 称 为 不 可 约 的 (irre- 
ducible), V 的 极 大 不 可 约 子 复 称 为 的 不 可 约 
Sr (irreducible component), f£3&—^ AB FY 
以 唯一 地 表示 成 有 限 个 不 可 约 分 支 的 并 . V 是 
不 可 约 的 等 价 于 (VERR. щу 不 可 约 
时 ,在 V 为 仿 射 签 的 情形 , 整 环 4; 的 商 域 称 为 
了 的 函数 域 (function field); 在 V ЯРКА 
情形 ， 则 Ay 的 商 域 中 的 零 次 齐 次 元 所 构成 的 
子 域 称 为 了 的 函数 域 ; 两 种 情形 下 的 函数 域 都 
ВАУ) 表示 。 ACV) 的 元 称 为 了 Y 上 的 有 理 函 
数 或 者 简单 地 称 为 函数 。 RV) 是 上 的 有 限 
ERR. KO) 在 入 上 的 超越 次 数 称 为 了 的 维 
Ж 〈dimension)， 如 果 了 可 约 , 则 了 的 不 可 约 分 
支 的 维 数 的 最 大 值 称 为 的 维 数 。 当 在 不 可 约 
# V HSB , T RW 的 余 维 数 (codimension) 
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SERA dim V 一 dim W。 仿 射 空间 或 射影 空间 
内 纯 余 维 数 为 一 的 繁 V 能 够 由 一 个 方程 来 定 
义 , 这 时 人 V 称 为 超 曲面 (hypersurface)。 当 Р"(А) 
中 的 r ERER V 的 理想 1(V) 能 由 nz — r 
个 齐 次 多 项 式 生 成 时 ， 称 了 为 一 个 完全 交叉 簇 
(complete intersection), 完全 交叉 往 在 许多 方面 
具有 较 简单 的 性 质 ， 然 而 重要 的 非 完 全 交叉 入 
也 很 多 , 例如 二 维 以 上 的 Abd R 都 不 是 完全 
ZXR. 

BV WERT RORRMA AMT FRY 
МБ. ЖЕТ RIF РЕШЕ V 51 
入 了 一 个 拓扑 , 这 个 拓扑 称 为 了 的 Zariski 拓 
扑 (Zariski topology)。 当 大 为 复数 域 时 ,7 也 可 
认为 是 解析 空间 *， 比 起 后 一 种 意义 下 的 拓扑 
( 称 为 “普通 拓扑 ”) 来 说 ，Zariski 拓扑 要 弱 得 
多 。 以 下 除非 特别 说 明 , 簇 的 拓扑 均 认 为 是 Za- 
riski 拓扑 。 РЖ У А СДУ 的 
元 作为 参数 的 某 个 集合 M 的 元 ) 的 某 个 性 质 , 如 
REV 的 一 个 关于 Zariski 拓扑 的 非 空 开 集 上 
成 立 , 则 称 该 性 质 对 于 V 的 几乎 所 有 的 点 (M 的 
几乎 所 有 的 元 ) 成 立 。 

设 U 和 VV 分 别 为 包含 于 如 和 "中 的 仿 射 
HR, WBE U x V RE atm RADR, 
HKE X U MV HIRAI (product algebraic va- 
tiety) 或 直 积 〈direct product)。 这 里 必须 注意 ， 
积 代数 策 的 Zariski 拓扑 比 避 和 7 的 拓扑 的 直 
LINE EE M MA UMV RT 
时 ,U x V 也 是 不 可 约 的 。 

4 k 为 代数 闭 域 时 。 对 于 СХ 的 任意 素 
HAD, ШТРАФА У, WAB=1(V) 
成 立 〈Hilbert 零点 定理 ', 一 多 项 式 环 )。 从 而 
KIX) PREA k 中 的 不 可 约 繁 一 一 对 
应 。 特 别 是 ,KLX] 的 极 大 理想 和 д" 的 点 对 应 . 


FRE. ALY) 中 不 同 于 Ў) YALY] 的 齐 次 素 理 


AURI PA) 中 的 不 可 约 得 一 一 对 应 . 

既然 涉及 到 高 次 代数 方程 ， 如 果 不 假定 域 
RAR, 就 不 能 期 望 有 简单 的 理论 。 A 
此 在 一 般 情形 下 , 取 包 含 的 一 个 代数 闭 域 ， 
而 把 中 的 繁 看 成 由 同样 的 方程 在 К" 中 所 定 


——— 
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SER ARMA, ЖУ BERGER AX) 或 者 
ALY ] 的 理想 (V+) fE GF H Z CE AT LAC 
中 的 多 项 式 生成 时 , 则 称 V TENE R 上 《de- 
fined over К), А 46 V й ENUM (field 
of definition), 任意 一 个 签 都 有 最 小 的 定义 域 ， 
它 是 素 域 上 的 有 限 生 成 域 。A. Weil 的 观点 是 ， 
把 & 取 作 一 个 固定 的 在 素 域 上 有 无 限 超 越 次 数 


` 的 代数 闭 域 ， 这 时 称 《 为 万 有 域 (universal do 


main). УФАР КОС k) 的 点 称 为 了 
ÉY & ABBA (Xrational point), 

【一 般 点 和 特定 化 】 RAK 和 K, 都 包含 
同一 个 域 L, 再 设 (z) є Кї, (у) e К. RATE 
ARAC) 在 L 上 的 转 定 化 (specialization)， 
如 果 满足 1(x) — OM BTA TOO € LIM, +++, 
х.) 都 满足 f(y) 二 0, 我 们 用 符号 G) — ©) 
来 表示 (y) 是 (<) 在 L 上 的 特定 化 。 WIW ія, 
这 就 是 存在 从 整 环 Lin, x 到 Lin, 
+++, yn) 的 同 态 , COE LETERA KE r e 
Жу. BAHAR, VOS к" PHAR, 
KCC 4) AV 的 定义 域 且 在 素 域 上 具有 有 限 超 
越 次 数 ， 那 么 在 了 上 存在 (一 般 不 是 唯一 的 ) 点 
Ce), 使 得 V 中 所 有 的 点 都 是 (x) E k E 
定 化 。 这 样 的 点 称 为 V 在 上 的 一 般 点 (ge- 
neric point). 环 K[z] 和 RLXI/ICV) П KIX] 
在 上 是 同 构 的 。( 有 些 作者 用 generic point 
来 指 前 面 所 定义 的 “几乎 所 有 的 点 ”.) 

【局 部 环 】 对 于 仿 射 往 了 НКТ 
W, Av HEW 上 恒 等 于 零 的 元 所 成 的 集合 币 w 
是 Ar 的 素 理想 。4v 关于 Bw RPR H Ov, w 
或 Dw 表示 , 称 为 w 在 V 上 的 局 部 环 (local ring) 
或 了 在 Ww 处 的 局 部 环 。 为 了 简单 起 见 ， 设 了 是 
不 可 约 的 。 于 是 , ©» 就 是 了 的 函数 域 《V) 的 
FF (t/elt, ge Av g £ Bw}, ЖЕ, Ow йй 
大 理想 9,0» 所 得 的 剩余 类 域 可 和 ROV ) 等 同 
起 来 。 当 了 上 的 函数 Ф(ЄК(И)) 属于 Dw 时 ,就 
说 在 子 往 凤 上 是 正则 的 〈rcgular)， 对 于 给 定 
е, 中 使 9 为 正则 的 那些 点 的 集合 是 关于 
Zariski 拓扑 的 开 集 。 在 射影 入 的 情形 , 由 Ay 
KF Bw 的 商 环 中 的 零 次 齐 次 元 所 成 的 于 环 定 
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NEV MARU, ALUMST ALE 
则 的 U 上 的 值 函数 ， 称 为 U 上 的 正则 函数 
(regular function)， 由 它们 所 构成 的 环 用 AG dx 
Ж. 由 于 对 于 U 能 有 Ao 与 之 对 应 。 所 以 就 得 
到 V 上 的 一 个 环 层 Ov, CEA х WE (Cv). 
就 是 局 部 环 Dr Ov 称 为 了 的 正则 函数 的 工 
的 层 (sheaf of germs of regular function) 或 了 的 
PB (structure sheaf) (一 Ж), 

CREWE] 考虑 由 拓扑 空间 V 和 从 
Y 到 不 的 函数 的 芽 的 层 的 子 层 O 所 组 成 的 偶 
(V,0). "AV E RVETR ATE SEQU BER ЖА. 
fT (,,0|U,)5—^4 0j 88 V, 同 构 ( 就 是 说 
存在 从 U, 8] V, WARE, CH OU, 变换 为 V, 
的 构造 层 ) 时 ,(V, O) 就 称 为 域 《上 的 前 代数 
ЖЖ (prealgebraic variety), Tü O 就 称 为 它 的 构 
GR. DREO, О) 简单 地 用 V 表示 . 

ww， ”前 代数 往 之 间 的 正则 映射 (regular map- 
ping)， 指 的 是 连续 映射 8:V 一 了 ,使 得 对 于 
FER RO x € V 和 o € Ov. о, BA фов EOv,: 
ROL, 88 为 同 胚 而 且 et 也 为 正则 ， 则 称 & 
为 双 正 则 映射 《biregular mapping). Bil FUR HE 
X 和 Y E BUR X x Y ABA RH W 
积 ， 因 而 具有 前 代数 签 的 结构 。 当 对 角 映 射 
X 一 X xX 的 象 在 X >x XW (F2 RBM) 
拓扑 中 是 闭 集 时 (分 离 条 件 )， 称 X ARR 
(J.-P. Serre 的 定义 )。 这 个 分 离 条 件 对 应 于 
Hausdoff 分 离 公理 +。 设 W 是 代数 繁 了 的 一 个 
局 部 闭 集 , 即 一 个 开 集 和 一 个 闭 集 的 交 , 则 对 于 
PEW ,把 Oy,r 的 函数 在 W 上 诱导 出 的 函数 的 
芽 作 为 在 P 处 的 正则 函数 的 芽 ,，W 也 构成 一 个 
RAR. k' РУСК) BAF TRAY BD 
TERK (quasi-affine algebraic variety) 和 拟 
BRM Cquasi-projective algebraic variety), 
开始 时 令 述 过 的 不 可 约 性 、 局 部 环 等 概念 可 照 
样 推广 到 一 般 代 数位 上 。 今 后 省 略 “代数 二 字 
而 把 它 简 单 地 称 为 簇 。 

Weil 把 万 有 域 和 上 的 不 可 约 仿 射 往 简 单 地 
ш ЖЕЛ CELERE E) 利用 双 正 
则 映射 换 在 一 起 来 定义 上 跟 Serre 意义 下 的 不 可 
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约 代数 答 等 价 的 概念 , 称 为 抽象 代数 条 (abstract 
algebraic variety) ([1]). 

Dm] 设 4 为 具有 单位 元 1 的 交换 环 ， 
A 的 素 理想 ( 关 (1)) 的 集合 记 作 Spee(A) , 称 
为 4 的 谱 (spectrum). HFA WERT Жа, 
用 V(a) 表示 包含 a 的 素 理想 所 成 的 集合 。 我 
们 在 Spec(4) 上 定义 一 个 拓扑 , 它 的 闭 集 就 是 
V(q), 这 个 拓扑 也 称 为 Spec(4) 的 Zariski 拓扑 
(Zariski topology), 对 于 4 的 元 f, 开 集 DO) 一 
Spec (4) — VQ) 称 为 基本 开 集 。 基本 开 集 构 
成 Spec(4) 上 的 Zatiski 拓扑 的 一 个 基 ， 闭 点 
的 集合 无 非 就 是 4 的 极 大 理想 的 集合 。 对 于 
Spec (4) 的 每 个 点 币 赋 以 商 环 Ae, 就 得 到 
Spec (4) 上 的 一 个 环 层 A 我 们 有 等 式 
T(D(), A) 一 4/， 这 里 A, 是 由 乘 闭 系 {j"ln 
> 0} 所 得 的 商 环 !. 特 别 是 ,我 们 有 TCSpeec(4)， 
A) = A, 把 Spec CA) 看 作 以 3 为 构造 层 的 局 
部 环 式 空间 '，Spec (4) 就 称 为 一 个 仿 射 概 型 ， 
(affine scheme), 

如 果 一 个 局 部 环 式 空间 X 局 部 地 同 构 于 一 
个 仿 射 概 型 ,就 称 它 为 一 个 概 型 (xbheme). 概 型 
的 射 (morphism of schemes) 定义 为 它们 之 间作 
为 局 部 环 式 空间 的 射 。 这样 我 们 就 得 到 一 个 范 
BEY, 它 的 对 象 是 概 型 , 我 们 用 (Sch》 来 表示 这 
个 沪 畴 ， 给 定 一 个 射 1:X 一 Spee CA) 等 价 于 给 
定 一 个 环 同 态 T(1):4 一 T(X, Ox). Ait, 0i 
射 概 型 的 范畴 ( 它 是 (Sch) 的 一 个 全 子 范畴 ') 
北 变 地 等 价 于 交换 环 的 范畴 。 如 果 存 在 给 定 概 
型 的 射 大 X — S, 则 X 称 为 一 个 S 概 型 (S-sche- 
me) 或 S 上 的 概 型 (scheme over S), f 称 为 结 
构 射 (structure morphism), 5 称 为 底 概 型 (base 
scheme), 对 于 两 个 MEM X 一 5, g:Y 一 5， 
S 概 型 的 射 定义 为 概 型 的 满足 f 一 geh 的 射 
h:X Y. 这样 我 们 就 得 到 5 概 型 的 范畴 , 记 
fE (Sch/S), Spec (Z) (Sch) 中 唯一 的 终 对 
象 ,因此 (Sch) 也 就 是 (Sch/Spec(Z)). 

在 (Sch) 中 总 存在 纤维 积 。 实际 上 ， 在 仿 
dH S 概 型 X = Spec (B), Y = Spec (C) (其 
mh S = Spec (4)) 的 情形 , 我 们 有 XXsY = 
Spec (В С); 而 在 一 般 情形 ， 我 们 是 把 仿 射 
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概 型 的 纤维 积 失 在 一 起 来 构成 Xx Y. 

BS f:X— S 称 为 分 离 的 《scparated)， 如 果 
对 角 射 Axsi X — X x X 的 象 是 闭 的 ， 我 们 也 
хах 上 是 分 离 的 或 x 是 一 个 分 离 S 概 型 
(separated 5-scheme)， 称 概 型 X 是 分 离 的 , 如 果 
它 是 在 5рес(2) 上 分 离 的 ,所 有 仿 射 概 型 都 是 
分 离 的 。 

如 果 天 为 域 , 则 Spec(K) 就 是 仅 有 一 个 点 
的 空间 而 附 以 K 作为 构造 层 的 茎 。 对 于 概 型 X 
的 一 个 点 *, 用 (x) 表示 Ox, , 的 剩余 类 域 .对 
于 fe Ox,:, RISE f 在 k(x) 中 的 剩余 类 称 作 
f 在 * 处 的 值 , 记 作 f(x).。 我 们 有 一 个 自然 射 
igtSpec (409) 一 义 , 它 的 象 是 {x}。 更 一 般 
db, 我 们 把 域 K 的 谱 Spec (К) 到 X 的 一 个 射 i 
称 作 X 的 值 在 K 中 的 一 个 点 ， 这 样 的 一 个 点 是 
由 X 的 一 点 x 和 x) 到 K 中 的 一 个 嵌入 所 决 
定 的 。X 的 一 个 点 , 如 果 它 的 值 在 一 个 代数 闭 
域 中 ， 就 称 它 为 一 个 几何 点 (geometric point), 
对 于 射 大 X 一 和 5 中 的 一 个 点 +, FER 
XXsSpec(k(s)) 称 为 1 在 5 上 的 纤维 (fiber)， 
BE). РЕЛ A Spec (К) — S, Хх, 
Spec (K) 称 为 几何 纤维 〈gecometric fiber), 

概 型 X 称 为 约 化 的 〈reduced)， 如 果 区 的 
每 个 点 的 局 部 环 都 没有 短 零 元 。 一 个 概 型 称 为 
不 可 约 的 〈irreducible)， 如 果 它 的 基 拓扑 空间 
不 是 两 个 真 闭 子 集 的 并 。 一 个 概 型 称 为 整 的 
(integral), 如 果 它 是 约 化 的 并 且 是 不 可 约 的 . 整 
概 型 的 每 个 局 部 环 都 是 整 环 '。 如 果 概 型 X 有 
一 个 仿 射 开 覆盖 (U, = Spec (4,)}, 其 中 每 个 
A, FE Noether 环 , 则 称 X 是 局 部 Noether 概 
型 《locally Noetherian scheme)。 一 个 局 部 Noether 
概 型 , 如 果 它 的 基 拓 扑 空间 是 ( 拟 ) 紧 ?的 ， 则 称 
为 Noether 概 型 《Noetherian scheme). ^ 

EEX 一 了 一 Spec(4) 称 为 局 部 有 限 型 
的 (locally of finite type) (有 限 型 的 (of finite 
ope))， 如 果 存在 Y 的 一 个 仿 射 开 覆盖 (有 限 仿 
射 开 覆盖 ) (U, = Spec (4,)}, Xe rh & ^P А, Ж 
有 限 生 成 的 4 代数 。 一 般 的 射 f:X 一 Y 称 为 
局 部 有 限 型 的 《locally of finite type) HBB 
的 《of finite type)), 如 果 存 在 Y 的 一 个 仿 射 开 


Bii: (V.), 使 得 f 的 每 个 限制 (V1) — Р, 
是 局 部 有 限 型 的 《有 限 型 的 )， 如 果 1:X 一 Y 
是 (局 部 ) 有 限 型 的 , 我 们 就 称 X 在 Y 上 是 (局 
BO HER. 

FERLK E (BITE Spec(K) E) 为 有 限 型 的 
概 型 称 为 K 上 的 一 个 代数 概 型 Calgebraic sche- 
me). 约 化 分 离 的 代数 天 概 型 的 范畴 (作为 
《Sch/K) 的 一 个 全 于 范畴 ) 和 K ERRIREN 
了 映射 作为 射 的 范畴 之 间 存 在 一 个 自然 等 价 *. 因 
此 ,今后 我 们 把 这 两 个 范畴 等 同 起 来 。 有 时 ,说 
到 代数 策 就 是 指 不 可 约 的 约 化 代数 概 型 ， 对 于 
代数 笨 的 研究 来 说 ， 非 代数 概 型 也 是 一 个 重要 
的 工具 。 例如 ， 对 于 概 型 X 中 的 一 点 x, dE 
在 一 个 典范 同 态 }.:5рес (Ox,:) +X, CH 
Spec (Ox, =) 的 唯一 的 闭 点 映 到 x。 如 果 对 于 代 
ЖК BUB X, Y 和 两 个 点 r€ X, ye Y, 存在 一 
个 K 同 构 Ox,: e Oy,,, 那么 x 和 yy 各 有 一 个 
适当 的 邻 域 ,它们 在 K LAW. 

关于 往 的 许多 概念 ,例如 , 维 数 ,一 般 点 , 特 
定 化 等 ， 能 够 借助 交换 环 的 理论 自然 地 推广 到 
概 型 上 . 

概 型 的 射 f:X — Y FAA (proper), 
如 果 它 满足 下 面 两 个 条 件 : (1) + 是 分 离 的 而 
且 是 有 限 型 的 ，(2) 对 于 每 个 概 型 和 每 个 射 
T — Y , 通过 “ 底 变 换 ” 从 1 得 到 的 射 XXvT 
一 了 是 闭 映射 。 我 们 也 说 X 是 一 个 固有 Y 概 
型 或 X 在 Y 上 是 固有 的 。 固 有 代数 kK 概 型 称 为 
衬 备 的 《complete)， 射 影 欠 都 是 完备 的 ;而 在 K 
上 只 有 零 维 的 仿 射 签 才 是 完备 的 ， 每 个 代数 入 
皆 可 嵌入 一 个 完备 签 中 (永田 雅 宜 ). 

概 型 的 射 f:X 一 Y 称 为 仿 射 的 (айе), 
如 果 Y 中 每 个 仿 射 开 子 集 在 了 之 下 的 逆 象 也 是 
一 个 仿 射 概 型 . ^ 

概 型 的 射 大 X — Y 称 为 有 限 的 (finite)、 
如 果 它 是 有 限 型 的 ， 并 且 存 在 Y 的 一 个 仿 射 开 
覆盖 {U, = SpecC A,)) , ВФ 17 (U,) = Spec B.), 
这 里 B, 在 A, 上 是 整 的 "。 对 于 一 个 局 部 Мос 
ther 概 型 了 和 概 型 的 射 :X 一 Y， 下 面 三 个 条 
件 是 等 价 的 : GO f 是 有 限 的 : Gi) f 是 仿 射 的 
和 固有 的 : Gi) f 是 固有 的 ,并 且 t 的 每 个 纤维 


是 有 限 集 ， 对 于 Nosher 概 型 的 一 个 有 限 满 和 
LEX — Y, X 为 仿 射 概 型 当 且 仅 当 Y 为 仿 射 概 
型 . 

概 型 的 射 2X — Y 称 为 平坦 的 (fat), im 
果 对 于 每 个 点 ЄХ, Ox,: 是 一 个 平坦 Око 
模 。 进 一 步 ,如 果 f 是 满 的 ,那么 f 称 为 一 一 平 
坦 的 (faithfully flat), i g:Y'— Y 是 局 部 
Noether 概 型 的 一 个 有 限 型 的 一 一 平坦 射 ,f:X 
一 了 是 概 型 的 一 个 射 ,那么 对 于 射 的 许多 重要 
性 质 来 说 , f 具有 这 些 性 质 当 且 仅 当 还 原 (Ри! 
back) fy: X X yY' — Y' 具有 这 些 性 质 ( 下 降 理 
i£) 

【 单 点 , 奇 点 】 设 V ARE, P 是 了 的 一 
个 点 。 如 果 局 部 环 ©, 是 正则 局 部 环 '， 则 称 P 
在 了 上 是 单 的 (simple) EK V 在 P 处 是 非 奇 异 
A (nonsingular) 或 光滑 的 (smooth)， 这 也 可 
ИЖЕ: 因为 是 在 的 邻 域内 考虑 , 所 以 
可 假设 V Ж" 00080. 如 果 V 中 包含 点 
已 的 不 可 约 分 支 只 有 一 个 , 设 其 维 数 为 ", ПВ. 
ВЕШ ТСИ) 中 的 ”一 ”个 多 项 式 Р(Х), 使 
其 Jacobi 矩阵 (BFW8X,)oo=" 的 秩 为 一"， 
SHS P AMR (simple point), 不 是 单 点 的 点 
称 为 V KH (singular point) 或 重点 (multiple 
point), V 上 的 奇 点 的 集合 ( 称 它 为 了 的 奇 轨迹 
(singular locus)) 是 V 的 真 闭 于 集 。 没有 奇 点 
AIRERA JAY (smooth) 或 非 奇异 的 〈non- 
singular), 24 Op 为 正规 环 ! 时 , 称 P 在 了 内 是 正 
3,89. (normal) . 单 点 都 是 正规 点 .7 的 单 点 集 和 
正规 点 集 都 是 非 空 开 集 。 当 Y 不 可 约 而 且 它 的 
每 个 点 都 是 正规 点 时 , 称 V 是 正规 代数 徐 (no- 
tmal algebraic variety)。 正 规 徐 的 奇 点 所 成 的 集 
合 的 余 维 数 S 2。 对 于 不 可 约 代数 答 V, 由 正 
BUR ”和 使 了 的 每 个 点 的 原 象 都 是 有 限 集 的 
完备 正则 映射 人 太一 区 所 组 成 的 对 (7 , 力 ， 
除去 双 正则 同 构 外 是 唯一 确定 的 。 矿 称 为 了 
的 导出 正规 模型 (derived normal model) 或 正 
3R4k (normalization)。 对 于 不 可 约 子 得 ,也 可 利 
用 局 部 环 同样 地 定义 单 性 和 正规 性 . 

局 部 环 的 重要 性 表现 为 下 面 的 事实 : 设 V 
FW MEARE. PEV, OCW. MRO p= 
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gw3， 那 么 P 的 适当 邻 域 和 2 的 适当 邻 域 双 正 
则 同 构 。 这 个 事实 , 在 适当 的 有 限 性 条 件 之 下 
也 能 够 推广 到 概 型 上 . 

局 部 Noether HER! AY $H f: X — Y RAK 
ЎВО (smooth), WR f 是 平坦 的 而 且 是 局 部 有 
限 型 的 , 并 且 f 的 几何 纤维 都 是 非 奇 异 的 . ЕЗ 
于 Noether ЖК, 相对 维 数 为 > 这 里 指 的 是 一 
般 纤维 的 维 数 ) 的 仿 射 射 1:X = Spec (RIX, 
s XS, 1) — Y = Spec (R) 的 


“光滑 性 ,相当 于 这 样 一 个 条 件 , 即 在 X 的 每 个 点 


处 ,((8fi/B8Xi)(*)) АР ғ. 

对 于 局 部 Noether 概 型 的 局 部 有 限 型 的 射 
EX 一 Y, 下 面子 个 条 件 是 等 价 的 : (1) 是 光 
滑 的 且 1 的 每 个 纤维 是 离散 集 ; Gi) f 是 平坦 
WH f ХЕ Spec (К) 上 的 每 个 几何 纤维 是 与 XK 
同 构 的 域 的 谱 的 并 ;《〈ii) f 是 平 迪 的 且 了 在 每 
个 yeY 上 的 纤维 是 k(y) 的 一 些 有 限 可 分 的 ? 扩 
域 的 谱 的 并 。 这些 条 件 对 于 X 都 是 局 部 的 ， 如 
果 一 个 射 + 满足 这 些 等 价 条 件 ， 我 们 就 说 1 是 
tale 或 X 在 Y 上 是 étale。 射 1:X = 5рес( R[X,, 
SX + fad) > Y = Spec CR) Ж étale 
当 且 仅 当 , 对 所 有 z € X 有 de ((01/0X,)(9)) 
天 0. БЖ, étale 射 对 应 于 解析 范畴 中 的 局 部 
同 构 。 对 于 满 bale 射 fx 一 Y， 许 多 重要 的 
几何 性 质 ( 约 化 性 , HERE, 正规 性 , 非 奇异 性 等 
等 ) 在 X 上 成 立 , 当 且 仅 当 它们 在 Y 上 成 立 ( 下 
降 理论 )。 

【 维 数 定理 】 ШУАК, UMW 是 
УЖАТ. ЖОП W 的 一 个 不 可 约 分 
支 在 了 上 是 单 的 , 则 其 维 数 > dim U +dim W 一 
dim 了 。 如 果 这 里 的 等 号 成 立 , 则 这 样 的 分 支 就 
WAU N W 的 加 有 分 支 (proper component), 
如 果 V 上 的 单 分 支 都 是 固有 分 支 ， ДАМО 
WV LBA (proper intersect), Р"() 中 
的 任意 两 个 子 签 U 和 WW， 如 果 满 足 dmU + 
dimW > n, MAHZ. AEPA) 内 的 一 个 不 
可 约 r RV, BZ РСА) 内 的 任 一 在 “一 般 位 
置 ” 上 的 ”一 ~ 维 线性 空间 志和 ?的 交点 个 数 
是 一 定 的 , 与 工 的 选取 无 关 。 这 个 数 称 为 了 的 
Wah (degree), EE deg V. 
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(GERI AK CRARMABHER 
于 G y) & xy 与 之 对 应 的 映射 GX G — G 
为 正则 映射 时 , 称 G HARE, 代数 群 都 是 拟 
射影 答 ( 周 炜 良 ). 若 G 是 不 可 约 的 , 则 称 G 为 群 
Ж (group variety), 完备 的 群 徐 称 为 Abel Ht. 
《详细 情况 一 代数 群 ，Abel 8.) 设 G 为 概 型 S 
上 的 一 个 概 型 ;而 3 上 的 射 CxsG 一 G,G 一 
G,S— G 满足 相当 于 群 的 乘积 、 逆 元 、 单 位 元 
的 公理 关系 , 则 称 G 为 (S 上 的 ) 群 概 型 (group 
scheme), G 作为 点 集 并 不 成 为 群 , 然而 对 于 S 
上 的 任意 概 型 了”, 从 T 到 G 的 射 的 集合 G(T) 
= Hom,(T , G) 却 成 为 群 (一 范畴 和 函 子 ). 在 
$ = Spec (4) 上 的 群 概 型 G 为 代数 群 概 型 的 情 
形 , 若 《 的 特征 为 0 RWG 必 为 约 化 的 ,这 时 ,大 
上 的 代数 群 概 型 实质 上 就 和 代数 群 一 样 ; 但 若 
特征 为 p, 则 存在 非 约 化 的 代数 群 概 型 . 

【有 理 映射 】 设 1:V — ОЕ H| B: 
射 , 如 果 V 不 是 完备 的 ,那么 HV) 在 V' 内 未 必 


ÆRA. КУЗЕМ ЖУ B9 Ж (closed 
image). 真正 的 象 人 Y) 包含 闭 象 的 一 个 非 空 
FE. 


V, WERTHIR. V x W 的 闭 子 集 
工 称 为 了 和 丈 的 代数 对 应 〈algcbraic correspon- 
dence), Д РЕР, Q€W, i P x Q € T hf, 
就 说 P 和 2 通过 了 互相 对 应 。 当 工 不 可 约 而 且 
射影 了 一 了 的 闭 象 为 了 时 ， 可 把 函数 域 (V) 
看 作 MT) W— TP TAS KB RACV) = 
ACT)» HUES T HAV 到 W 的 有 理 映 射 (rational 
mapping). 进一步 ， 如果 对 于 W 也 满足 同样 的 
条 件 , 则 称 工 为 双 有 理 映 射 (birational mapping), 
双 有 理 对 应 (birational correspondence) 或 双 有 
TE 变换 (birational transformation), 这 时 有 
RV) = (W). 如 果 将 正则 映射 和 它 的 图 象 
了 等 同 起 来 ， 它 就 是 一 种 有 理 映 射 。 设 三, 为 
TH W WAR, IWA RW.) UE R(T) 一 
ACV) WF RCV) 在 ROW) 上 为 可 分 生 
成 时 (或 者 纯 不 可 分 时 ), 就 称 为 可 分 的 (sepa- 
rable) (或 者 纯 不 可 分 的 《purely inscparable)). 

设 了 为 从 7 到 W WARR, V 和 本 分 
HAV 和 了 三 的 不 可 约 子 广 。 当 了 有 不 可 约 子 簇 


T 而 其 射影 的 闭 象 分 别 为 V' RW 时, 就 说 
Ү' 和 W' 通 过 T 互 相对 应 ， 通 过 了 对 应 于 
ËJ W 的 那些 不 可 约 子 簇 的 并 是 闭 集 , HAV’ 
通过 工 的 固有 变换 (proper transform), H T [ V°] 
表示 .。 注意 , 即使 РОУ", 也 不 一 定 有 
T[V'] 2 TIV”). WAT V 的 点 的 
那些 点 的 全 体 用 T{F“} RA RY V HST 
(total transform), — 438 KCT) 5 ACV) E A fii 
来 时 , 一 般 地 有 Onr 2 Ov,v'; 如 果 这 里 的 等 
号 成 立 , 则 称 工 沿 VV 是 正则 的 《regular) (或 者 
有 定义 的 )， 这 时 , W 是 仅 有 的 一 个 对 应 于 V" 
BIS. WR Vy 在 V 上 是 单纯 的 而 且 
余 维 数 为 1, BATE V 必 为 正则 的 。V 中 使 
工 为 正则 的 那些 点 的 集合 0 是 非 空 开 集 , T 在 
U 上 的 限制 决定 从 U 到 WW 的 一 个 正则 映射 。 有 
理 映射 也 可 定义 为 在 V 的 开 集 上 定义 的 正则 映 
射 的 图 象 的 闭 包 . < 

【 双 有 理 对 应 】 由 于 有 理 对 应 的 研究 可 以 
归结 为 双 有 理 对 应 7 一 V 的 逆 对 应 的 研究 ,所 
以 最 好 还 是 研究 双 有 理 对 应 。 关 于 这 一 点 有 下 
面 的 Zariski 主要 定理 (Zariski's main theorem): 
设 双 有 理 对 应 S:X Y 的 逆 对 应 SY 一 X 
ЮЕ, EL X GRAAF 38 X 是 正规 
的 。 如 果 SEX) 有 不 可 约 分 支 Y i dim X > 
dim Y”, WBA 5 #ї X 是 正则 的 。 因此, 当 TV 
— W WARRANT P 为 V 的 正规 点 时 ， Ж 
TIP) 含有 孤立 点 , 则 了 在 了 处 是 正则 的 . 

对 于 完备 不 可 约 往 之 间 的 双 有 理 对 应 
T:V > W, 使 бю ТУ) > dimy FR 
V'CV 称 为 关于 了 是 基本 的 〈fundamental)， 若 
VHA, iA, WV BRET ESM 
(fundamental point) , d 4 BB #4 (fundamental curve) 
等 .具有 基本 点 的 双 有 理 变换 的 最 古典 的 例子 ， 
WARE ЕН Cao? zi 15) 一 (mri:zxe:xort) 给 出 
的 射影 平面 的 二 次 变换 (quadratic transformation) 
T. 这 时 Т — 便 等 映射 ,如 果 设 只 =(1:0:0)， 
Р, = (0:1:0), P, = (0:0:1), 那么 直线 一 0 
HHP, 于 是 Pi 就 是 关于 了 的 基本 点 。 7 

射影 平面 (或 者 一 般 地 PC) 到 其 自身 的 
WAH 4, HA Cremona 变换 (Cremons 


transformation). 

RV ЖК EW RAAF. CHM (E 
的 ) 相对 极 小 模型 (relatively minimal model) ,如 
RV 到 太 上 的 一 个 完备 非 奇 异 的 V 的 每 个 双 
有 理 正则 映射 :V и 是 一 个 同 构 。 它 称 为 
极 小 的 《minimal)《 绝 对 极 小 的 (absolutely mi- 
nimal)), WR А ЕЗЕРО V' 到 V 的 每 个 双 
有 理 ( 有 理 ) 映 射 T:V > V 是 正则 的 。 所 有 完 
备 非 奇异 曲 线 和 Abel 簇 都 是 绝对 极 小 的 。 对 
于 每 个 代数 曲面 S, 都 存在 双 有 理 地 等 价 于 5 
的 一 个 相对 极 小 模型 (一 代数 曲面 ). 

жий. КЕЖИК У, mau 
的 函数 域 在 外 上 是 纯 超越 的 ， 就 称 为 一 个 有 理 
Be. 代数 闭 域 上 的 完备 光滑 曲面 s 是 有 理 的 当 
且 仅 当 p(S) 一 q(S) 一 0 (Castelnuovo-Zariski 
判别 准则 , 一 代数 曲面 )， 对 于 高 维 有 理 答 ,至 
今 尚未 有 好 的 判别 准则 ([78]). 

如 果 的 函数 域 有 一 个 有 限 代数 扩张 且 这 
个 扩张 在 《上 是 纯 超越 的 , 则 称 V 是 单 有 理 的 
(unirational)。 单 有 理 曲线 实际 上 就 是 有 理 曲 
线 。 更 一 般 地 ,如 果 太 上 曲线 C 的 函数 域 人 C) 
包含 于 《上 的 一 个 有 限 生成 且 纯 超越 的 域 之 
中 ,那么 C 就 是 有 理 的 (Liiroth x3). 根据 
上 面 的 判别 准则 ， 特 征 为 0 的 代数 闭 域 上 的 单 
有 理 曲面 是 有 理 的 ;但 在 特征 为 ? 的 情形 , 则 存 
在 不 是 有 理 的 单 有 理 曲 面 。 甚至 在 特征 为 0 
时 ,也 存在 非 有 理 的 单 有 理 三 维 繁 ; 例如 Pr rh 
所 有 光滑 三 次 超 曲 面 (C. H. Clemens 和 Р. A. 
Griffith[ 63], J. P.Murre[72]) 和 P* 中 的 某 些 
光滑 四 次 起 曲面 (B. A. Исковский 和 IO. И. 
Манин [671). 

【单项 变换 】 VERH, У EO, 
МЕЕ, UAV 的 任意 仿 射 开 集 , 4 是 
忌 的 坐标 环 ， 则 .和 17 由 4 的 一 个 理想 a 所 决 
X. йа» ao ct am 为 a 的 一 组 生成 元 。 设 
UV" 为 对 于 PEU 使 (aoCP):a(P):*…*:an(P)) 
与 之 对 应 的 一 个 从 器 到 Prk) 的 有 理 映射 的 图 
Ж. 那么 U' 除 正则 同 构 外 仅 由 和 a 唯一 确 
定 。 在 的 每 个 点 的 仿 射 邻 域内 都 施行 这 样 的 
手续 ,再 把 它们 扮 在 一 起 ,就 得 到 一 个 双 有 理 变 
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Ж T:V— VU, 并 且 除 双 正 则 同 构 外 ， 它 是 由 
< 唯一 确定 的 。 称 了 为 V 的 由 .7 所 产生 的 单 
项 变换 (monoidal transformation, monoidal dila- 
tation, blowing-up), TV’ > V 是 正则 的 ,并 
B, # w BER O,/ WE, 则 7 在 又 一 到 
内 是 正则 的 。T{W} 在 V 内 的 余 维 数 为 1. 特 
别 是 ,如 果 W 是 V OT Ri .7 是 在 W 上 为 0 的 
函数 的 劳 所 成 的 层 ,那么 就 称 为 V 的 以 W 为 
中 心 的 单项 变换 (monoidal transformation). 这 时 ， 
和 如果 W 的 每 个 点 不 论 在 V 内 还 是 在 W 内 都 是 
MRA TUVT = TW), 并且, TIWI 具有 
UW 为 底 空间 ,以 dim V—dim W — 1 维 的 射影 
空间 为 纤维 ， 以 射影 变换 群 为 结构 群 的 代数 纤 
维 丛 ?的 结构 。 以 一 点 为 中 心 的 单项 变换 称 为 
局 部 二 次 变换 (locally quadratic transformation), 

【 奇 点 的 消解 】 对 于 任意 一 个 不 可 约 簇 
V, 找 出 与 它 双 有 理 等 价 的 非 奇异 射影 徐 VY 的 
问题 , 称 为 奇 点 的 消解 (resolution of singularities} 
问题 。 当 特征 为 0 时 , 维 数 < 3 的 情形 是 由 O. 
Zariski (1944) 证 明 的 ,而 关于 一 般 维 数 的 情形 ， 
АДЕН ЕЗЕН (Ann. of Math., 79 (1964)) 
证 明 的 , 当 特 征 为 WY, S. Abhyankar 于 1956 
年 证 明了 关于 维 数 为 2 的 情形 ,他 在 1966 年 又 
证 明了 关于 维 数 为 3 而 p > 2,3, 5 OIE. 
中 的 结果 更 精确 地 说 就 是 ， 设 K 为 任 一 特征 为 
0 的 域 ,V 为 K 上 的 约 化 代数 概 型 ,那么 存在 K 
上 的 代数 概 型 7, 和 K 上 的 射 的 有 限 序列 V, 一 
Vía oV Ve = V, 满足 下 面 的 条 
件 : 1) VASE AS 2) Vin 一 凡是 一 个 以 
V, ОВЧЕ р, 为 中 心 的 单项 变换 的 逆 ; 3) 
D, WAE V, 中 是 奇 点 但 在 D, 中 却 是 单 点 , 并 
B. 沿 D, 是 正规 平坦 的 《normally flat), iX ` 
里 , 概 型 了 沿 子 概 型 W 是 正规 平坦 的 是 指 , WE 
JF 为 由 W 定义 的 Ov 的 理想 层 ， 则 对 于 W 的 
每 个 点 * RAT NEM pmo, Ля 是 
Onn = €v«/ J , 上 的 自由 模 . 

【 闭 链 和 除 子 】 БУЕ, V 的 那 
些 在 V 上 为 单 的 7 维 不 可 约 子 簇 的 全 体 用 史 。 
жж, 以 此 为 基 的 自由 Abel 群 用 3,(V) 表示 、 
ЗСУ) 的 元 称 为 Y 上 的 ”> 维 闭 链 (cycle) 或 者 
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r 闭 链 (r-cycle). > r A AMB SR A= 
XnA 8 B = Dm,A, (A, € S, A; Aj, i 
让 时 ,如果 对 于 所 有 i ВР n, > m, 则 记 作 
ASB. 如 果 4 宇 0, 则 称 4 为 正 闭 链 . 对 于 
SAE 4 = X> n,A,, ld > n, = deg (A), ж 
为 4 的 次 数 (degree). 

余 维 数 为 一 的 闭 链 称 为 除 子 (divisor). 设 V 
Ж a Heft in WW. € Bi, ВАНН, 为 离 
RAMA, 它 所 确定 的 正规 化 赋值 用 ww( ) 
表示 。 对 于 函数 1e KCV), 如果 ww( 力 一 ”> 
0， 则 称 W 29 f HO тА zero), WR n < 
0， 则 称 W 29 1 的 一 ” 阶 极点 (pole)， 常 数 0 以 
外 的 1 在 V 上 至 多 具有 有 限 个 零点 和 极点 ，F 
取 遍 的 所 有 零点 时 的 和 Dew (DW 用 (fo Ж 
Ж, HH = Der 0) = GD — Ne. 
(о, (fo 和 ( 力 分 别称 为 了 的 零 除 子 (zero 
divisor), f 的 极 除 子 (pole divisor) 和 FF 的 除 子 
(divisor of f). (f) 等 于 取 遍 所 有 We Bo- 之 
ж] Же», HAAG) = G) + (e). 如 
SRV 是 完备 的 , 且 ? 的 奇 点 集 的 余 维 数 > 1, 那 
么 (je 一 0( 或 者 (jh 一 0) 当 且 仅 当 t 为 常 
w. 

对 于 除 子 D, MD, #n 3 f Ж 05 fe 
ACV) 使 得 D, 一 D; = (f), 则 称 D, 和 D, 线性 
等 价 或 一 次 等 价 〈lincar equivalent), 记 作 D, ~ 
Di, RTD 所 属 的 线性 等 价 类 用 cl(D) Жк. 
TEV 的 每 个 点 的 一 个 邻 域内 ~ 0 的 除 子 称 为 
Vif) Cartier RRF (Cartier divisor) (Cartier 除 
FAM MARE), RV 没有 奇 点 ,那么 任 
意 除 子 都 是 Cartier RF. MEV ARF DE 
开 集 U 上 能 写成 D = (р), MK f JE D HUE 

”的 局 部 方程 〈local equation), ik V' EEMS, 
Til’ > V 是 有 理 映 射 ， 并 设 它 的 闭 象 不 包含 
在 只 的 Cartier RED Zh, WA, 由 于 即使 从 
V 中 除去 V 的 一 个 余 维 数 > 1 的 闭 集 и", т 
АЕ ЕДИН o: V' 一 三" 一 了 ,所 以 将 
DISSE EUR e ELUCET V 一 W 上 的 
— Cartier RF. REE 中 的 闭 包 ,所 得 
了 的 除 子 定义 为 了 -(D). 

【 除 子 和 线性 系 】 RV 是 完备 的 不 可 约 


B. ifo fo ttt fa A V BI BAGR RCV ) H9 
元 ,D 是 满足 G) + D> 0 的 一 个 除 子 。 对 于 
下 中 不 全 为 0 MICHA (аз, ++» an)» 能 表 成 
(Last) + DD 的 正 除 于 的 集合 >; KARER 
linear system), 线性 空间 kf + Аһ + +++ + kf, 
MOS E 的 定义 模 (defining module), RERE 
中 的 任意 两 个 除 子 彼此 线性 等 价 。 当 与 亏 的 元 
线性 等 价 的 正 除 子 均 属 于 ON, Ш У 2956 
备 线性 系 (complete lincar system)。 包 含 线性 系 
互 的 完备 线性 系 存在 而 且 是 唯一 确定 的 , 用 
5102, TD 的 全 体 元 的 共同 的 除 子 Dy 称 
为 > 的 圈定 分 量 (fixed component), JA > AI 
各 个 元 减 去 De ORF KA 22 tt) 9] de 
(variable component), ЕЖ D 的 全 体 可 变 分 
量 的 公共 点 称 为 >) 的 基点 (base point), ЖА 
定 分 量 而 且 它 的 一 般 成 员 是 不 可 约 的 线性 
系 , 称 为 不 可 约 的 (irreducible)， 否 则 称 为 可 约 
的 《reducible)。 线 性 系 E 的 定义 模 的 维 数 用 
KE) BAR (X) 一 129 E HEB Cdimen- 
sion)， 记 作 dim D. 特别 是 , 一 维 线性 系 称 为 
线性 东 (linear pencil). 

线性 系 的 定义 模 除了 同 构 之 外 是 唯一 确 
定 的 , 设 工 为 一 个 定义 模 , 并 设 fos ho f. 为 
工 的 一 个 线性 无 关 基 。 对 于 VV 的 点 P, Фя 
射影 空间 的 点 O= (АСР), АСР), "= fa《P)) 与 
之 对 应 ,就 定义 了 一 个 从 了 到 另 一 个 往 V 的 有 
FERN OCD). OCD) 在 艺 的 基点 以 外 是 正 
д, FFAS 0Ж A # Ж (22) R9 ЖЖ д. 
OCD) 称 为 由 线性 系 > 确定 的 有 理 映 射 。 特 
别 是 , 24 OCD) 是 双 正 则 变换 时 , 则 称 У 为 极 
丰富 (ample Bü very ample) HEA, 设 D 是 
一 个 除 子 ,与 D 线性 等 价 的 所 有 正 除 子 (如 果 存 
在 的 话 ) 的 集合 是 一 个 线性 系 , 称 为 由 DD 决定 的 
完备 线性 系 , 用 |D| 表 示 。 通 常 把 必 1D1) 记 作 
KD). 如 果 完 备 线 性 系 1D| 为 丰富 的 ,那么 除 
子 D 称 为 极 丰 富 除 子 (ample divisor 或 very 
ample divisor)， 如 果 对 于 充分 大 的 正 整 数 m， 
mD 是 极 丰富 的 ， 则 称 D 为 非 退 化 除 子 或 丰富 
PRF (non-degenerate divisor 或 ample divisor), 

【微分 形式 】 RV E n BATH. 一 


RCV) REM A, S ZE k ENR (deriva- 
tion) 指 的 是 《线性 映射 DR Я, 满足 
D(fg) = D)e + 100). 设 全 体 徽 分 的 集合 
为 9*, PAD 是 史上 的 = 维 线性 空间 1D 
ADR LORS, 就 是 说 ,对 于 1€ 8, 
De 9*, 根据 (aj, D) = DO) 来 定义 aje 9, 
BE anis ras teta xa A FERN TF I RHE k E 
可 分 超越 基 。 就 是 说 , zo ccc z. ERER 
BUE ЭЗЕН 8 ERr ,x。) 上 的 可 分 的 * 
RADICE А зс", Даг 
在 的 )。 那么 , ак, s dx, HIE D YER EW 
一 组 基 。 91 Q Ей Grassmann 代数 + 中 的 > 
次 齐 次 元 , WAV EA (RARR RAI) r 次 微 
AWR (differential form of degree r). 特别 是 ， 
n 次 微分 形式 的 集合 就 是 由 dr 人 …… 人 dr 在 
R 上 张 成 的 一 维 线性 空间 . 
名 中 的 = 个 函数 所 成 的 组 和 o ЖУ 
的 开 集 U 上 的 一 组 局 部 单 值 化 坐标 (local unifo- 
rmizing coordinates) 是 指 , 对 于 每 个 PEU,f — 
所 (P)，…，f — fO). 构成 局 部 环 ©, 的 一 个 
正则 参数 系 '。 sith, ++ fL 构成 名 的 一 个 
可 分 超越 基 ， 对 于 单 点 P 来 说 , 在 P 的 适当 的 
邻 域 上 局 部 单 值 化 坐标 是 存在 的 。V 上 的 一 个 
“次 微分 形式 用 微分 аһ, +++, df, Ж о = 
У) wodf ЛЛ df, BM, WERK po 在 


„24, 
О(ЭР) 上 和 皆 正 则 ,那么 就 说 @ 在 点 P 处 是 正则 
#9 (regular). 

当 V 是 没有 奇 点 的 完备 繁 时 ,在 V 上 处 处 
正则 的 微分 形式 称 为 第 一 种 微分 (differential of 
the first kind), EIR RARE, 而 不 依赖 于 
V 的 模型 的 选取 方法 。 & 上 线性 无 关 的 ”次 第 
一 种 微分 的 个 数 用 ps AR MAV 的 几何 亏 格 
(geometric genus). 

设 了 是 完备 正规 簇 , W 是 V 的 一 个 余 维 数 
为 1 的 不 可 约 子 答 , P 是 WW 上 的 一 点 , HAV 
的 一 个 单 点 VER r ЈИ о НР 
部 单 值 化 坐标 的 微分 表示 时 ,由 赋值 vw(”) 所 
确定 所 有 系数 的 值 中 的 最 小 值 ， 记 为 vlo), 
он оит, Шо ај ХУ БАТ 
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+. ”次 微分 形式 的 除 子 称 为 了 的 典范 除 子 
(canonical divisor), 通常 用 K 表示 。 典 范 除 子 构 
成 一 个 线性 等 价 类 . 

Albanese $£. Picard $£, 设 了 是 一 个 签 。 
于 是 我 们 可 以 构造 一 个 对 (4, f), 其 中 4 是 一 
个 Abel Ж, FHV AY Albanese $& (Albanese 
variety), f НАЯ f: V 一 4( 称 为 典范 
映射 ), 使 得 :(i)f 的 象 生成 A, 即 对 于 充分 大 的 
n, RAEE n KAM FV" 4 一 般 地 是 满 
Hi; Gi) 对 于 了 到 Abel HB 09464" PEB AT 
8:V 一 B, FEA AAS BRACE B, 使 
BA f+ b, Albanese 簇 除 同 构 外 是 唯一 确 
定 的 , 1 除了 平移 外 也 是 确定 的 . 

在 4 一 C 的 情形 , WRV 是 完备 且 无 奇 点 
的 不 可 约 得 ,9 是 Y 上 一 次 第 一 种 微分 的 线性 
空间 的 维 数 , o,, +++, o, 是 它 的 一 组 基 , 那 么 、 
V 的 一 维 Betti 数 ' В, GF 24. 18 ул, sm, 


为 ван 群 /的 一 组 基 ， 令 mi 一 | oos 


бад, tts 9). С° 中 的 周期 向 量 m(1 < , < 
2g) 在 尽 上 线性 无 关 。 设 Г 是 由 (am) 生成 的 
C* 的 离散 子 群 , WJ C*/T 构成 Abel HE. 这 就 
是 了 的 Albanese 往 。 设 是 了 上 的 动 点 ,2 是 
жн, ивр (fs +++, |/ ө, ) (mad) 
所 确定 的 映射 就 是 典范 映射 。 在 抽象 域 上 , 则 
是 用 VV 到 Abel 繁 的 正则 映射 来 代替 第 一 种 积 
分 。 

IRV FASC EMR, U JE V IR, D ДЕ 
了 上 的 一 个 除 子 ， 当 存在 非 奇 异 代数 曲线 c 和 
U x C 上 的 除 子 了 以 及 C 的 两 个 点 P, О, 通过 
Si prU + U x PU x CH poU — U x 
Q — U x C, D 能 表示 成 D = gs (I) 一 
POT) 时 ， 则 称 D 代数 等 价 于 零 (algebraically 
equivalent to 0)。 设 V 上 全 体 除 子 所 成 的 群 为 
S(V), 代数 等 价 于 零 的 除 子 所 成 的 群 为 
OV), 线性 等 价 于 零 的 除 子 所 成 的 群 为 
SCV). 可 以 用 标准 方法 在 ©.CV )/G,(V ) rh 8t 
А Abel BAH, KEAVA Picard $ (Pi- 
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card variety), 了 的 Picard RREN a 称 为 了 
的 非 正则 数 (number of irregularity)。 若 ?一 
9, 则 称 了 是 正则 的 . 

的 Albanese ЖП Picard 入 是 同 种 的 +， 
并 且 彼此 是 对 方 的 Picard HK, 用 Cartier RF 
代替 了 的 除 子 ， 也 能 建立 类 似 的 理论 。 Cartier 
ИТНЕ ИН, о) Он Оў 
是 Oy 的 可 逆 元 所 构成 的 乘法 群 的 层 ) 能 看 作 
等 同 ,根据 这 种 看 法 ,对 于 概 型 + 也 能 够 考虑 Pi 
card 概 型 的 理论 . 

Neron-Severi 群 ， 设 了 是 完备 正规 簧 . 分 
BUM OCV), OV) To GV) 表示 V 的 除 子 所 
成 的 群 、 数 值 等 价 于 零 的 除 子 所 成 的 群 和 代数 
等 价 于 零 的 除 子 所 成 的 群 。 商 群 NS(V) = 
G(F)/G.(P) 是 有 限 生成 的 [69, 74], ЖУ 
的 Neron-Severi E (Neron-Severi group). 我 
们 把 NSCV) 的 秩 称 为 了 的 Picard # (Picard 
number), 用 o(V) 表示 。 在 了 是 人 一 C 上 的 非 
奇异 射影 入 的 情形 ， 我 们 有 不 等 式 XV) < 
РАУ) = dimcH'(V, O} )), ЗЕН. Lefschetz 
数 (Lefschetz number) BV) — p(V) BRA 
HREM ОХ ВУ) 是 了 的 二 维 Beri #0) 
120]. 然而 对 于 正 特征 的 情形 , 上 面 的 不 等 式 
一 般 说 不 成 立 [43]. 

NSCV) f BERB Ж @,(V)/@,(V ) (FA BR SR 
A). 这 个 事实 不 能 推广 到 高 余 维 的 闭 链 上 
[23], 

【上 同调 论 】 (X, ©) 为 环 式 空间 !. x 
ERS © t (AU) F ЖАЙ Ж Ж 5 (quasi-co- 
herent), MURR X 的 任意 点 x» 存在 х 的 开 
邻 域 U 和 自由 OD EM 和 的 同 态 f:M 一 
N, 使 FID 为 1 的 余 核 ', 也 就 是 说 ,局 部 地 存 
在 正 合 序列 M 一 N 一 FU 一 0。F 称 为 有 
限 型 的 〈of finite type), AUR F 能够 局 部 地 由 
有 限 个 截面 作为 O 模 而 生成 。 具有 有 限 表 
FR (finite representation), 指 的 是 局 部 地 存在 正 
合 序 列 O — O° Е > 0 (р, 4 为 自然 数 ， 从 
整体 来 看 并 不 要 求 它 们 是 固定 的 )。F AF38 NE 
的 〈coherent)， 是 指 满足 下 面 两 个 条 件 : i) F 
是 有 限 型 的 ; ú) 对 于 X 的 任意 开 集 U 和 任意 


自然 数 ”及 任意 同 态 大 C"1D 一 FLU, kerf 也 
是 有 限 型 的 、 DR. 凝聚 一 > 有 限 表 示 一 > M 
凝聚 且 为 有 限 型 ， 在 Ө 寞 的 范畴 中 , 由 凝聚 层 
构成 的 全 子 范畴 对 于 层 的 大 部 分 运算 都 是 封闭 
$9. 如 果 叫 本 身 作 为 ӨЫ, ШЖ О 
ARBRE, 这 时 关于 ОЛАН MAR 
表示 是 一 致 的 . 

EHV ERER, 则 O, АКЕ. Ov 
模 凝 聚 层 称 为 代数 凝聚 层 (algebraic coherent 
sheaf), 局 部 Noether 概 型 ( 即 具 有 由 Noether 
环 " 的 谱 + 构成 的 开 覆 盖 的 概 型 ) 的 构造 层 也 是 
KERE. 

WAV EHR, 或 者 是 仿 射 概 型 
Spec( 4), 那么 V 上 的 拟 凝 聚 层 F 可 由 其 大 范围 
的 截面 来 生成 。 F 和 TCF, Е) 的 对 应 使 V 上 
的 拟 凝 聚 层 的 范畴 和 环 4 上 的 模 的 范畴 之 间 等 
价 ; 如 果 4 是 Nocther Ж, MRAM 
4 模 对 应 。 并 且 , 对 于 任意 拟 凝聚 层 , 有 HCV， 
Е) = 0(q >>0) 成 立 . 

IRV 是 代数 策 或 者 概 型 ,如 果 4 = (U) È 
ER V ROGIER DT RARE me. F 是 拟 凝 聚 的 Ov 
HIBA HCV , F) A Čech EEI HU, Р) 
准 同 构 。 Уа, 那么 V 的 上 同调 维 
数 ' <a, KRAUL NT EME Abel 的 层 F， 
FHV, F) = 0(4 > 4). 

对 于 概 型 X ,我 们 定义 上 同调 维 数 (cohomo- 
logical dimension) cd(X ) 为 满足 下 述 条 件 的 最 大 
整数 94: 对 于 X EW—-MUM RO, F, 有 
H(X, Ру 0 [27]. 上 同调 维 数 cd(X) 不 超 
过 X 的 维 数 。 如 果 X 是 仿 射 概 型 , 则 cd(X) 一 
0. 在 X 为 Noether 概 型 的 假定 下 , 逆 命 是 也 成 
XL (Serre 判别 准则 )。 对 于 =” 维 代数 概 型 X， 
cd(X) = n 当 且 仅 当 X 为 完备 的 (S. L. Klei- 
man). 

WX, Y AR (或 局 部 Noether HERI), f: 
X — Y AS EMR ОСЕЯН). MRP 
Ox WERE, MARAE, ST 220, 
R*QCF) (一 同调 代数 ) Ж О, ЕЕ, 这 
里 如 果 芳 虑 Y 为 一 点 的 情形 ， 则 得 到 下 面 的 定 
理 : 对 于 完备 代数 答 X LORRA Е, H(X, 


== 


Е) 是 域 上 的 有 限 维 线性 空间 . 

VARS, FAV LRA HBA 
tho, Ж ( 即 局 部 地 = OF 的 Ov QD. ARV 
WARME U) 和 同 构 p: F lU; = OF |U,, 
则 z, = peer BM U, П О, S) GL(n, k) й 
正则 映射 , 即 所 谓 F 的 坐标 变换 。 如 果 用 同样 
的 坐标 变换 定义 V 寺 的 一 个 向 量 从 + p (纤维 为 
A) BG F 可 看 作 B 的 截面 的 芽 的 层 5(8). 我 
们 可 以 通过 典范 同 态 GLC, k) 一 PGL(n 一 
1, 4) 构造 了 上 的 一 个 射影 丛 己 (F)( 称 它 为 相 
TET F). QER, 在 {121 中, PCF) 定义 为 具 
有 坐标 变换 gi! 的 一 个 射影 从 ， 也 即 在 我 们 的 
意义 下 相伴 鹅 E 的 对 偶 的 射影 从 .) 这 个 使 
PCF) 相伴 于 局 部 自由 Or 模 下 的 过 程 可 推广 
到 任意 的 概 型 。 

piPCE) 一 5 的 一 个 闭 ( 局 部 闭 )5 子 概 型 
ПХ S 称 为 S 上 的 射影 概 型 (projective sche- 
me over S) (WAM W REI (quasiprojective sche- 
me))， 或 者 称 f XMH (projective morphism) 
(MME (quasiprojective morphism))。 射 影射 
是 正常 的 。 域 《上 的 约 化 射影 概 型 就 是 《上 的 
HER 我 们 可 以 利用 分 次 环 ? 以 类 似 于 仿 射 
概 型 的 方法 来 发 展 射影 概 型 的 理论 . 

秩 为 1 的 局 部 自 由 Ov 模 的 层 称 为 可 邀 晨 
invertible sheaf), — 在 古典 情形 ,可 逆 层 不 外 平 
是 复线 从 '。 

设 V EHER, (Oo yo ct ya) Æ V IS 
点 的 齐 次 坐标 ， 设 U, ЖЕН y, ~ 0 所 定义 的 也 
的 开 集 ， 设 O(n) 是 由 坐标 变换 g, = (yi y)" 
所 给 出 的 Y 上 的 可 逆 层 ， 而 设 它 与 COv MF 在 
€, 上 的 张 量 积 F O O(n) № F(x), BA Fla 
+ m) = F(n) @ O(m). 5 F HEREN, T 
面 的 Serre 定理 成 立 ， 存在 由 F 所 决定 的 整 
数 m(F), 对 于 n 宇 m(F), 了 每 个 点 rEV 处 
AU F(a). Е ГОИ, F(n)) 生成 ; П) HCV, 
Е(п)) = 0 (q > 0). 

dv RH г, WLTTIVE SRE F, 3E 


X(F) = >) (一 Drdim НУ, Р), 那么 对 于 


正 合 序列 0 一 天 一 下 一 FE" 一 0, Ж x(F) = 
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XE). UEO 是 关于 "的 多 项 式 ， 


NS 


它 的 次 数 等 于 F 的 支 集 Сй Р, HOM Єр 
的 集合 ) 的 维 数 . 这 个 多 项 式 称 为 F 的 Hilbert 
特征 函数 《Hilbert characteristic function). 根据 
Serre 定理 中 的 П), 4 n 充分 大 时 ,有 XCF(n)) 
= dim H(V, F(n)), MRF = Oy, 那么 对 
于 充分 大 的 a, 这 个 值 等 于 的 齐 次 坐标 环 的 
?次 齐 次 部 分 作为 《 模 的 维 数 . 

一 般 地 ， 对 于 7 维 完备 不 可 约 繁 VY， 置 
XAV) = x(@,) 一 У) (— De 一 


dimH*(V , 0,)), RAV ORAS (arithmetic 
genus), 在 古典 情形 ,是 用 pA(V)=( 一 1)"(X(V》 
一 1 一 名 "一 名 一 十 … 士 如 :代替 X)， 
也 曾 称 为 算术 亏 格 。 当 是 非 奇 异 代数 曲线 
Bj, QV) 就 是 通常 的 亏 格 ， 如 果 V ENER, 
那么 Ov 的 Hilbert 特征 函数 的 常数 项 为 x(V y, 
最 高 次 项 的 系数 为 (deg /rl. 

RV REM, D JE V 的 一 个 除 子 , 对 于 
z€ V, i LCD), EE x ET BRL C+ 
D> ORFEU) MRA, 这 就 得 到 了 上 的 一 
MRR RR LCD), BA dim H'CV , L(D)) 
= (D). 如 果 V 还 是 完备 的 ， 那么 置 Xv(D) 
一 X(V) 一 X(L( 一 D)), 称 为 D 的 假 算 术 亏 格 
(virtual arithmetic genus), 在 古典 的 定义 中 则 
Æ pD) = (— 1)" (D) — 1). DR 


Г 没有 重 分 支 的 正 除 子 时 , 则 Xv(D) 和 把 D 看 作 


往 时 的 算术 亏 格 是 一 致 的 。 一 : 般 地 , 对 于 除 子 
的 代数 等 价 , XvCD) ERER. 

EDE Cartier RP, LCD) 是 可 逆 层 ， 则 
对 于 两 个 Cartier BF D,, Di 有 L(D, + Di) 
= L(D,) Q LCD), B. D, fi D: Ba HES fp s 
BMY LCD.) = LCD). iV ERER, 则 对 
于 一 个 * 维 不 可 约 子 往 W, RATAR ME 
义 相交 数 (D° - W): 

X(Ow@L(D)*") 

一 ((D - W)/si)n' + п 的 低 次 项 . 
此 时 我 们 有 关于 丰富 性 的 下 述 中 井 -Moishe- 
zon 准则 (Nakai-Moishezon criterion); i V 是 代数 
闭 域 上 的 一 个 完备 答 ,D 是 V 上 的 一 个 Cartier 


эв RER 


BT. Таржа тати 
维 > 0 835] 39 W A (D: - W) > 0. 

设 V 是 非 奇异 不 可 约 簇 ,用 2* 表 示 了 上 的 
正则 次 微分 形式 的 芽 的 层 (2 — Ov)。 当 V 
完备 时 ,用 л 表示 dim H*(V , 0°), 

Serre 对 偶 定 理 (Serre’s duality theorem): 
设 V 是 7 维 非 奇 异 射影 签 , 8 是 VV 上 的 代数 向 
BY, B* 是 B 的 对 偶 向 量 从 , BA B* 的 截面 
的 芽 的 层 分 别 用 多 和 4* 表示 , 则 有 i) НУ, 
О) АИА М; HV, B) MH UV, 
BOQ) 通过 它们 到 H"(V, 0) = k ER 
而 成 为 彼此 对 偶 的 线性 空间 . 

№, Pin HV, OF) Ja НУ, 77) 
是 彼此 对 价 的 ,从 而 加， 一 rnm, 

当 域 & 的 特征 为 WY, REHE 
步 有 如 ?一 如? (一 调和 积分 ) 成立; 然而 当 
特征 为 p 时 , 却 有 这 种 对 称 性 不 成 立 的 例子 .一 
А, ° 是 相对 不 变量 ', 不 是 绝对 不 变 
ж', 但 是 如 "作为 ?次 第 一 种 微分 形式 所 构成 
的 线性 空间 的 维 数 却 是 绝对 不 变量 。 因 此 在 特 
征 为 0 的 情形 , 加 ”和 XCV) 都 是 绝对 不 变量 . 
HRED P hj, A*t 的 绝对 不 变性 只 对 dimV < 
2 的 情形 有 了 证 明 . 

【一 般 相交 理论 】 IRV E n 50), 
4 和 B 分 别 是 了 的 ”维和 * HER P T С 
RAN 8 的 一 个 固有 分 支 。 这 时 ,我 们 能 够 定 
义 4 和 B 在 Vy Б С 的 相交 重 数 (interscction 
multiplicity) (4+ B, C; V), 它 具 有 许多 符合 
几何 直观 的 性 质 。 特别 是 , 它 在 双 正则 映射 之 
下 是 不 变 的 。 当 4 和 B 在 V 上 固有 相交 时 , ik 
AN B 的 固有 分 支 为 C1,…, Co HA: B 


= Уа :B,C,;V)C, 来 定义 一 个 + 十 s 

тп À B, HAM BM RRR (inter- 

section-product), ` И ЕХ = У) n.X, 的 每 

个 分 支 X。 和 : 闭 链 Y 一 > moYs 的 每 个 分 支 
> 


v, v 上 固有 相交 时 , АПФ X Y= 
ЗУ) nemeX。 Ys 那么 结合 律 (X - Y) - Z 
Ti 


—X-(Y-Z)HRX. RX MURE р 
链 ， 如 果 对 于 和 X, 及 Х, MHA RR 55 B t$ + 
n — r ЙҮ BBW deg (X, - Y) = deg (X, - 
Y), 就 称 X, 和 X, 数值 等 价 (numerically equi- 
valent), 

相交 理论 是 代数 几何 学 中 最 基本 的 理论 ， 
也 就 是 说 ， 能 够 在 这 个 理论 之 上 构成 其 它 的 理 
ж 

(Chow (БВ) 2. 设 U 和 了 都 是 非 奇 
异 不 可 约 乌 。 如 果 Z 是 Ux T 的 一 个 闭 链 ,而 
对 于 7 的 每 个 点 :都 能 够 定义 Z - (U x r), 
MEZ- (U х) = XG) X 就 得 到 UU 的 一 
个 以 T PALATES kesik (XG) }. 这 
样 的 族 称 为 闭 链 的 代数 族 (algebraic family), 34 
闭 链 x, 和 X, 的 差 等 于 同一 代数 族 中 的 两 个 闭 
链 的 差 时 ,就 说 XX, 和 X, 代数 等 价 (algebraically 
equivalent)。 特 别 是 , 34 X, — X, 能 够 表 成 以 仿 
射 直线 的 点 作为 参数 的 代数 族 中 两 个 闭 链 的 ， 
差 时 ,就 称 X, 和 X, 有 理 等 价 (rationally equiva- 
ln), 代数 等 价 于 0 的 闭 链 和 有 理 等 价 于 0 的 
闭 链 分 别 构成 3(D) 的 子 群 3U) 和 3m(U)。 
对 于 除 子 来 说 ,有 理 等 价 和 线性 等 价 是 一 致 的 . 

BV 也 是 非 奇异 不 可 约 乌 ,jf:V 一 U RE 
则 映射 .对 于 V ОАА) У W ‚Ж (OW ) 的 闭 
包 为 W', 如果 dim W > dim W', Wf fO) 
= 0, WR dim W = dim W”, 而 了 诱导 出 的 正 
则 映射 W -> W ОИ САС): 4 QW 01 = m, 
RUE (И) 一 mW’, 把 这 个 映射 及 线性 地 扩 
张 到 3(V) 上 , 则 得 到 模 同 态 f3:3CV) > 3(V)。 
如 果 f 是 完备 的 , 那么 h 诱导 出 从 3(V/ 
3m(V) = ACV) 到 A(U) 的 一 企 模 同 态 fs. 

ikuy MRED RAL HRV 
一 UU 是 正则 映射 , 是 1 的 图 象 ， 如 果 Y 
3(U) fT - (V x Y) 可 定义 , WHET - (V x 
Y) 在 双 正 则 映射 了 一 了 之 下 的 象 记 作 六 (7Y).。 
如 果 移 到 闭 链 的 有 理 等 价 类 群 AU) = 3(U)/ 
3,(U) b, BESTA Н EXE E fie a 
定义 的 闭 链 ， 所 以 我 们 能 够 定义 I:4(0) 一 
AV), HTF x, y € ACU), HARMA aU 
>U x U SEX x y = A*(x X y), BA 


4(0) 就 成 为 环 。 用 余 维 数 来 引 和 次数, 就 成 为 
分 次 环 1. 这 个 环 称 为 上 的 周 环 (Chow гіпа). f*: 
A(U) 一 4(V) ERAS. 当 f 为 完备 时 ， 有 
Haly- fG)) fay) * z(z é AQU),y € AQ) 
Жу, 

FA. BV 是 特征 为 0 的 不 可 数 代数 闭 
3& (例如 C) 上 的 一 个 非 奇 异 的 不 可 约 射影 签 . 
用 AV) d V. 的 次 数 为 0 的 零 闭 链 模 有 理 
等 价 的 类 所 成 的 群 。 称 ACV) 是 有 限 维 的 ， 
如 果 对 于 某 个 wm 将 (ab +++, ao bis t b.) BE 
ж Da, 一 Do, WBA V" x И" ACV) їй 
射 。 如 果 ACV) 是 有 限 维 的 ， 那 么 从 了 一 
АСУ) 诱导 出 来 的 典范 映射 AK) — АСУ) 
FER (A. A. Роитман), MRY p> 1 
H hV) > 0, 那么 AV) 不 是 有 限 维 的 
《Mumford, Pourwan)。 在 曲面 的 情形 ,我 们 有 关 
于 ACV) 是 有 限 维 的 几 个 等 价 条 件 (M. P. 
Murthy 和 R. G. Swan), 

【Chow《〈 周 炜 良 ) 坐标 】 FERE V 
Waw ZIMA ARMM Т. ATS AW 
的 射影 的 闭 象 分 别 为 VR W^, REIMER 
RMA a fc, ЖУ, W' 的 一 般 点 P, 0, k 
PH) W 的 全 变换 为 T{P}, OB) V 的 全 变换 为 
T(Q). ik T(P) fu T(Q) 的 维 数 分 别 为 和 
d, 那么 有 ea 十 一 “十 4。 这 里 等 式 两 边 都 等 于 
THIER. 称 此 性 质 为 常数 计数 原理 (全 Prinzip 
‘der Konstantenabzühlung). 


这 个 简单 的 原理 有 广泛 的 应 用 。 例如 , 设 


7 是 射影 空间 Pek) 中 的 r 维 不 可 约 得 ,并 设 ， 


六 mW 一 oo<i<r) 是 r 十 1 个 超 平 面 


HEKE VAEN NAH) 非 空 的 条 件 定 = 


RT V RUDI м, APRS BH BSW 一 三 
P) X «x PD 之 间 的 一 个 不 可 约 代数 =- 


对 应 了 一 {(r и)|хЄ V, Унух, = 0}. 
种 情形 下 ,用 上 面 的 符号 ,有 “一 ", 一 (п 一 
1)(r 十 1)4 一 0 所 以 有 < 一 ar 二 1) 一 1. 
这 就 是 说 ， 在 这 种 情形 下 ，W"' 在 W 内 的 余 维 
数 为 1， 因 而 能 只 用 一 个 方程 FCws) = 0 KE 


在 这 -… 


义 。 这 个 形式 F ABV RU B. L. van der Waer- . 


RAGE 


den 和 周 炜 良 的 配 型 (associated form), F E X: 
FEF Guo lo a) 的 4 次 齐 次 式 (4 一 
deg V)， 且 对 指标 是 对 称 的 。 更 一 般 地 ， 取 
P 的 r 维 4 次 正 闭 链 X = > nV, (q = 
Уп, бв V。)， 则 每 个 V. 的 配 型 F, 的 乘积 
ПЕ 称 为 XX 的 配 型 ,把 配 型 的 系数 按 一 定 的 顺 
序 排列 起 来 ,把 它 们 看 作 (射影 空间 的 点 的 ) 齐 
次 坐标 ,就 称 为 X 的 周 坐标 《Chow coordinates), 
这 是 Plicker 坐标 的 一 个 自然 推广 ， 当 给 定 "， 
4 RUS BHR ОСС POD) f, PCR) AY He 2 X 
而 且 包 含 在 U 中 的 正 闭 链 的 周 坐标 的 集合 ， 构 
成 一 个 射影 簇 , 称 为 周 往 (Chow. variety). 

ALARA A Hilbert 概 型 (Hilbert 
scheme), P*(&) 一 S 的 闭 子 概 型 和 Os 的 理想 
凝聚 层 .4 一 一 对 应 ,后 者 也 和 At[Yo +++, Yo) 
的 齐 次 理想 的 等 价 类 一 一 对 应 ， 这 里 两 个 理想 
定义 为 等 价 的 ， 如 果 它 们 除了 低 次 齐 次 部 分 外 
是 相同 的 。 这 就 在 具有 相同 Hilbert 特征 函数 
的 e 的 集合 中 引入 适当 维 数 的 射影 空间 的 闭 
子 概 型 结构 。 这 个 概 型 称 为 Hilbert 概 型 。 周 
GRAD Hilbert 概 型 说 明 ,射影 几何 方法 在 代数 几 
何 中 也 是 重要 的 . 

【代数 几何 和 复 解 析 几 何 】 k = C 情形 下 
的 代数 策 称 为 复 代数 入 (complex algebraic va- 
riety), MRB V 具有 复 解析 流 形 的 结构 ,或 
者 (在 有 奇 点 的 情形 ) 具有 解析 空间 "的 结构 , 
如 果 用 OF, « 表示 在 点 x( € 了) 处 全 纯 的 函数 的 
FORK, BAA Ov,: C Cf,., 并 且 两 边 的 完备 
化 ! 是 一 致 的 。 如 果 * 是 V 的 单 点 , Ш OS. 是 
ERB, HA EASE i RIE ER 
BR, OF, 的 素 理想 的 完备 化 仍 为 素 理想 (k 
FE). РАЖ, 在 * 的 邻 域内 的 解析 性 态 ， 
可 以 通过 Oy, * 的 完备 化 来 代数 地 研究 ， 再 者 ， 
如 果 了 是 完备 的 ， 那 么 了 上 的 解析 凝聚 层 和 代 
БРЕ —— у, Alt, 用 凝聚 层 概念 所 令 
述 的 命题 ,不 论 解析 地 还 是 代数 地 ,都 得 到 同样 
的 结果 (Serre) (一 复 流 形 ). 

CREEL A ELER 
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” (或 C) ERE RR BERE A Br fE КЖ 


三 角 剖 分 ([7])， 设 了 是 定义 在 C 上 的 一 个 非 
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奇异 连通 代数 位 。 

对 于 С 的 一 个 代数 自 同 构 c， 我 们 可 以 通 
过 让 a 作用 在 V 的 开 仿 射 覆盖 的 定义 方程 组 的 
系数 上 来 定义 V*"。 УНУ Ж-Ж, 甚至 
不 一 定 有 相同 的 伦 型 [4]。 Grothendieck {11] 证 
明了 ， 存 在 一 个 谱 序列 ! Bf = Hr(V, 0) > 
H***CV , C), ж Hodge 谱 序 列 (Hodge spec- 
tral sequence), 这 个 谱 序 列 能 够 用 纯 代 数 方法 
KEX, 并且 能 把 HCV, C) 看 作 了 的 de 
Rham BH (T(V, Oy), 4) 的 超 上 同调 。 ШЖ 
V 是 射影 的 , 那么 V 带 有 一 个 Kahler 度量 ,而 
且 根 据 调和 积分 ' 理论 ，Hodge 谱 序列 是 退化 
的 ， 并 且 Et MEN WARY CEH (= 
[Hodge 理 论 ]). 如 果 V 是 完备 的 ,情况 也 是 如 此 

关于 非 奇异 射影 曲面 的 拓扑 ，Lefschetz 用 
所 谓 的 Lefschetz 束 的 方法 作 了 研究 。 对 于 定 
义 在 C 上 的 一 个 =” 维 射影 非 奇异 往 了 ,按照 定 
义 ,了 的 Lefschetz Ў (Lefschetz репсйї){ W , J, «p 
是 由 VV 的 超 平面 戎 面 WwW, 所 成 的 一 个 线束 ,使 得 
G) 对 于 所 有 的 :EU = Pb —1n n "o b 
w, BIRRA G) 每 个 W ,, 只 有 一 个 奇 点 而 
且 是 一 个 寻常 二 重点 ; Gi) Wo we 是非 奇异 
的 ,这 里 我 们 设 0, 00 € U. 通过 V 的 一 个 超 平 
面 高 次 重复 把 V КА PY, 并 且 取 P" 中 超 平 
面 的 一 个 一 般 线 东 Un). ЯА (и, = HV) 
就 是 了 的 一 个 Lefschetz 束 。 通 过 沿 Wo N We 
来 对 了 进行 单项 变换 ， 我 们 就 得 到 一 个 光滑 入 
V 和 一 个 满 射 <: — Pu 4 W 一 1(0)， 
ay = x] (QU), 那么 R*=u*Q 是 附 于 单 演 表示 
Prim (U, 0) > GL(H*(W , Q)) 的 一 个 局 部 
Ж. ШЖ рэп 一 1, 则 mw 是 平凡 的 。 对 于 每 
A48 n» RIRE HW , Q) 0—0 8 B # 
AMRA (vanishing cycle), 6119: Ж y, 
是 基于 0 围绕 5( 反 时 钟 方 向 ) 一 周 的 闭路 , 那 
么 对 于 每 个 re HW , Q), 有 ere) 一 
xck (х, 8)8, 0X ( ) RE HW , Q) 的 相 
交配 对 。(7,) HH Picard-Lefschetz 变换 
(Picard-Lefschetz transformation), Lefschetz 的 主 
要 结果 重 述 如 下 。 (1) CSS Lefschetz 定理 
(weak Lefschetz theorem)). 对 于 0 < i < n—2, 


ARH d Hv, Q) > Hew, Q) AID 
构 ;而 对 于 i = п — 1, 是 单 的 ;或 者 等 价 地 说 ， 
WF O< i<n—1,H(V,W,Q)=0. (2) 
(Lefschetz 定理 (strong Lefschetz theorem)), 
WEAN TR SE BR HW P9 HCV , Q) й 
上 同调 类 , 并 设 L:H*(V, Q) > H* (v, Q) 
是 由 跟 5 的 上 积 所 定义 的 同 态 ， 那 么 对 于 每 个 
Pn, L'SH(V,Q) = Ну, Q) 是 一 个 
同 构 。 对 于 带 整 系数 的 上 同调 , 弱 Lefschetz E 
BRU. XE, V 一 W RAR n НН CW 
复 形 的 伦 型 ,并 且 对 于 + < з, 有 x(V, W)=0 
[60]. 强 Lefschetz 定理 等 价 于 这 样 一 个 命 
题 , 即 HCW, Q) 是 由 消 没 闭 链 , 张 成 的 向 
量 空间 和 由 不 变 闭 链 (B) ф„.(у,) x == r, i= 
1, +++, d) 张 成 的 向 量 空间 的 直 和。 Lefschetz 
原来 对 这 个 命题 的 证 明 是 不 完全 的 ， 并 且 还 没 
有 直接 的 拓扑 证 明 . (2) 的 超越 方法 的 证 明 是 
应 用 调和 积分 理论 给 出 的 。Lefschetz ЙО 
说 法 是 ， 复 流 形 x BIB й D = (21121 <e} 
上 的 一 个 固有 射 j:X — D (BI = frt» 
在 09) 的 每 个 点 处 有 极 大 的 Pk, 这 里 
D* = D — {0}, 取 定 一 个 点 s€E р", 3⁄$=(D*,. 
DEHE HQV , 2) Б. W = 17100), 我们 就 
有 一 个 表示 quim (D*, 5) — GL(H(W , Z)). 
对 于 基于 * 绕 0 一 周 的 闭路 y, Picard-Lefschetz. 
变换 wA(y) 本 质 上 是 篆 单 的 ( 即 对 某 个 整数 m， 
MY) ERAH), 

对 于 定义 在 特征 为 p > 0 的 域 《 上 的 非 奇 
异 射 影 往来 说 ,上 面 的 Lefschetz 定理 对 于 /-adic 
EW (1 = p) 成 立 [12 $647), 65]. 利用 
ELE k LORRI étale HERE, R. 
们 能 够 定义 代数 基本 BE (algebraic fundamental 
group) fO ft k E fÈ BF (algebraic homotopy groups)». 
M k= Ch, 它们 分 别 是 拓扑 基本 群 和 拓扑 同 
调 群 的 射影 有 限 完 备 化 (12 (SGA 1), 17, 
75). WE (X, x) 是 具有 孤立 奇 点 z 的 复 解析 空 
闻 的 一 个 芽 .。(X,x) 总 是 可 代数 化 的 ,就 是 说 
解析 局 部 环 Ox,: 的 完备 化 Sx, : 同 构 于 定义 在 
C 上 的 一 个 代数 入 的 闭 点 的 局 部 环 的 完备 化 
[15], 3€ (X. х) ЖА (Cn, 0), 8 5.(D) 为 


Cr 中 以 o 为 中 心 以 & 为 半径 的 球面 ( 开 球 ). 如 
Ke 充分 小 ,那么 K 一 X П 5。 是 一 个 紧 定 向 
， 微 分 流 形 。 对 于 dimX = 2, K 和 一 个 二 维 球 
BS RRMA, X fk x 处 是 光滑 的 (461. 
‘RO, х) 是 一 个 具有 奇 点 的 超 曲 面 , 定 义 方程 
为 1 一 0. pl) 一 f(z)/1f《z)! 定 义 了 一 个 可 
微 纤维 从 p:5, — K 一 5'， 称 为 Milnor 纤维 
化 《Milnor fibration)， 每 个 纤维 Fe = pe”) 
均 可 平行 化 , 且 具 有 4k 个 n ERES V 
V S 的 伦 型 , HEKE CO — 2) 连通 的 , 这 里 
一 dim X. 进一步 ， 对 于 充分 小 的 |c| #0, 
1c) OD, 5 P RARE (171]).Ж KAX, 
x) 的 Milnor 数 (Milnor number), 如 果 
dim X — 1, RJ (S,, K) 是 9 中 的 一 个 连环 ; E 
一 步 ,如 果 K 是 连通 的 , M (s., K) 是 一 个 多 重 
环 面 纽 结 (K，Brauner [581). CX, 0) 由 方程 
Hs) 一 zf 十 区 十 … tater 所 定义 ,这 里 а, > 
2,1 1,2 0 十 1。 对 于 小 的 数 s， 置 
Flos etts aan) =X N So Р (а, s 
2,4) 1S AE, 当 且 仅 当 AC) 一 H(1 — 
үш" он) = + 1, 这 里 每 个 wy 取 遍 1 以 外 
的 所 有 a DUBBI. 对 于 任意 奇 整数 p > 7 
和 任意 一 个 成 为 一 个 可 平行 化 流 形 的 边界 的 怪 
球面 Z^, 存在 整数 m S 2,6 = 1, seen +1 
= (p + 3)/2, (E (8 Z^ AI Elas +++, аы) Ж 
ASAE (61), Piin, BEI 2(2,2,2,3,6k 一 1), 
k=l, cee, 28, # pk 28 4 AE 7 维 球 
Wi, 
[Hodge 理论 】 设 Be 是 一 个 包含 格 Hz 
的 有 限 维 实 向 量 空间 ,并 设 H 一 Ha @ xC Ж 
CHBA. HOR Ha) 上 的 一 个 权 为 四 的 Ho- 
dge 结构 (Hodge structure) 定义 为 一 个 直 和 
4 M Н = Ф,..-„Н"*, Bh* e Het, 这 里 
Ho BALES, ER" "RABI, 
НЯН 分 别 具 有 权 为 wm 和 т' 的 Hodge 结 
й, WA, H @ H, Homc(H, H'), APH Н" 
ЗА m + m,m — m, pm fü —m ËJ 
Hodge 结构 .对 于 一 个 权 为 m 的 Hodge 结构 Н, 
ЕН 一 @>,Ht=-, p 0,1, m, 诱导 
出 一 个 递 臧 过滤 ， 设 H 是 权 为 m 的 Hodge 结 
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38, 0 是 有 上 的 一 个 双 线 性 型 。 如 果 下 面 的 三 
个 条 件 满足 ， 就 说 Hodge 结构 有 H 由 8 所 极 化 ; 
G) 2 是 定义 在 Q 上 的 , 且 当 普 是 偶 ( 奇 ) 数 时 ， 
ORCA HIN, Gi) ОСН", HP) 一 
0, 除非 p 一 p',9 一 9。 Gi) 对 于 非 零 的 "e 
mw。 (/—1)?-#0(0,8) > 0. 设 了 是 紧 Kahler 
WE. 那么 H = m , С) 带 有 由 (p,9) 型 分 
解 诱导 出 的 Hodge 结构 (一 Kabler 流 形 )， 如 
V 是 一 个 紧 复 流 形 而 且 是 同样 维 数 的 紧 Kä- 
hier 流 形 的 一 个 全 纯 映 射 的 象 , 情况 也 是 这 样 . 
进一步 , 如 果 V 是 射影 的 , 那么 Hodge-Riemann 
双 线 狂 关系 在 互 的 由 全 体 本 原 上 同调 类 所 构成 
的 于 空间 P 上 定义 一 个 自然 极 化 . 

设 V 是 定义 在 C ETCH ER: 而 
W 是 一 个 复 流 形 , 并 设 p:V — W 是 具有 连通 
SHEN BIEN. ЖАН = R"psC 是 W 上 
的 一 个 具有 平坦 联络 六 的 平坦 向 量 丛 。 V EC 
称 为 Сайзз-Манин 联络 (Gauss-Manin connec- 
tion), ЖЕ. W 也 是 代数 的 ,那么 Y 也 可 
以 用 代数 的 方式 来 定义 。 

对 于 每 个 纤维 V, фт), € W, 过滤 
F'H"CV,, C) = OHO) 诱导 出 一 个 
MFA F’, HERA V Ft (COUP) 
OF QT"), 这 里 了 是 的 切 从 、 进 一 步 ， 
MRW 是 代数 的 ， 那 么 匀 是 具有 下 上 的 正则 
奇 点 的 一 个 微分 方程 ,这 里 到 是 Ww 的 一 个 光滑 
AUR, EAW 一 W 是 有 正规 交叉 的 一 个 除 
+. 如 果 我 们 考虑 入 的 由 所 有 本 原 上 同调 类 
组 成 的 子 从 Р, 那么 在 每 个 纤维 上 的 极 化 诱导 
出 P 上 的 一 个 Hermite И, XT PnF' 
的 曲率 ，Gritfits 做 了 研究 [24]。 存 在 关于 极 
化 Hodge 结构 的 一 个 分 类 空间 D, 并 且 存 在 从 
WHAM W BD 内 的 一 个 全 纯 映 射 , 通 党 
叫做 局 期 映射 。 DD 不 一 定 是 有 界 对 称 域 , {НА 
有 一 些 有 趣 的 性 质 (22, 25]。 在 某 些 情形 , X 
于 适当 的 离散 于 群 T，D/T 是 极 化 代数 簧 的 参 
模 空间 (例如 ,曲线 ，Abel Ж), 

P. Deligne [64] 把 Hodge 理论 推广 到 抽 
RRR (更 一 般 地 ，C 上 的 有 限 型 的 概 型 ) 
+k. 最 简单 的 情形 是 光滑 非 完备 代数 簇 x 的 
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Hodge 理论 。 根据 永田 的 嵌 和 人 定理 , 存在 一 个 
ЗЕКЕ X. 使 得 了 =X — X E— +S. 
借助 于 放 中 的 消解 定理 , RATTLE X BAB 
异 的 ,而 Y 是 具有 正规 交 又 的 除 于 OX (Y) 
沿 Y 有 对 数 极点 的 亚 纯 一 次 形式 的 莹 的 层 ， 就 


是 说 , 它 局 部 地 可 以 写成 > aie) Cif) + 
У) ads, 这 里 (zo c z.) 是 x 中 以 


юз 
p€ Y 为 中 心 的 局 部 坐标 系 ， 使 得 xxx 一 0 
是 Y 的 一 个 局 部 方程 ,并 且 а Ск) aG) 在 ”点 
是 全 纯 的 。 利 用 复 形 {0&《Y》 一 人?QX《Y》,d} 
和 一 个 适当 的 过 小 ,Deligne 证 明了 已 一 H"(X， 
C) 具有 一 个 混合 Hodge 结构 ， 并 且 这 个 结构 
与 叉 的 选取 无 关 。 昌 的 混合 Hodge 结构 由 两 
个 有 限 过 滤 组 成 ， 即 定义 在 Q 上 的 加 权 过 小 
Oe Wan CW, CCH, WER F E 
取 。/ 多 -上 诱导 出 一 个 权 为 ”的 Hodge 结构 
的 Hodge 过 滤 0C С ЕСЕ“ ССН, 
作为 一 个 推论 , 他 证 明了 沿 Y ARB Х 
LAWAN p 形式 ( 即 Ot( Y ) 的 一 个 截面 ) EX 
上 是 4 闭 的 , 并 且 ото 当 且 仅 当 olx 在 
нех, C) HB, H(X, C) 上 的 混合 Hodge 
结构 理论 有 一 个 重要 应 用 : 设 V 和 W 是 光滑 代 
BOR. Hike: VW 是 光滑 射影 射 。 ШЖ 
JE V 的 一 个 光滑 紧 化 ， 那 么 标准 同 态 H"(Y， 
Q) 一 AP(W，R"wsQ) 是 满 的 。 取 定 一 点 5 
W, =(W , s) 作用 在 H~(V,, О) Е. ЗА 
作用 是 半 单 的 . 

【变形 , 参 模 , 代数 空间 】 在 本 节 中 ,为 简 
单 起 见 , 设 是 代数 闭 域 ， 设 X 是 《上 的 一 个 
代数 概 型 。 以 6 为 基点 的 、 在 * 上 的 连通 概 型 
S 上 的 关 的 一 个 变形 (deformation of X over 
a connected scheme S) 由 下 面 两 部 分 组 成 : (1) 
平坦 而 且 是 有 限 型 的 射 p: 关 一 S. du X Esc 
备 的 ,那么 p 还 是 固有 的 . 〈2) 一 个 闭 点 za € S, 
使 得 纤维 关 x Cn) 与 X 同 构 。 对 于 任意 闭 点 
165, 纤维 X, = XX KG) 就 称 为 X 的 一 个 变 
Ж (deformation). WR X 是 光滑 而 且 完备 的 ， 
我 们 进一步 设 ? 是 光滑 的 。 同样 , 我们 能 够 定 
义 极 化 代数 流 形 的 变形 ，X 在 《上 代数 概 型 了 


内 的 嵌 人 变形 ， 具 有 孤立 奇 点 的 仿 射 概 型 的 变 
形 。 以 及 & 上 一 个 固定 代数 概 型 上 的 向 量 从 的 
变形 。 这 种 理论 有 两 个 方面 , 即 局 部 理论 和 束 
体 理论 . 

Ш (R, т) 是 完备 Noether 局 部 环 , R/m— 
k. QR = R/m".，X 的 一 个 形式 变形 Xe 是 
一 个 序列 {X。}， 使 得 (ОХ, EXE Spec (Re) 
上 的 一 个 变形 ，(i) 对 任意 的 », 存在 一 个 相 
BORREA X Dr Ro Xen. 设 (FLA/ 
A) 是 有 限 维 交换 局 部 k 代数 的 范 栈 ， 变形 的 
局 部 理论 就 是 关于 (F L A/k) 到 (set) 的 共 变 函 
FEURN, 这 里 ,对 于 4e (FLA/R), ЕСА) 
JE X E Spec (A) 上 的 变形 的 同 构 类 的 集合 ， 这 
种 函 子 一 般 说 既 不 是 可 表示 的 ， 也 不 是 射影 可 
表示 的 ( 即 存在 X 的 形式 变形 Xr 使 得 F(4) 一 
Hom,-4,CR, 4)). 但 是 在 关于 正 的 适当 条 件 
ZT, F Rf R， 就 是 说 ,存在 X 的 一 个 形式 
变形 Xe 和 一 个 自然 变换 j:G 一 F, 这 里 6G(4). 
一 Homx-ws(R, 4), 使 得 ; 是 形式 光滑 的 ( 即 
对 于 (FL4/k) 中 的 任意 满 射 4 >A, GA) 
一 G(4)@roF(4') 是 满 的 )， 形 式 变形 .Xe 
称 为 X 的 一 个 万 有 的 变形 ,党 R 除 了 非 标 准 同 
构 外 是 唯一 的 。 RBS FAB R, 如 果 X 
是 (i) 《上 的 完备 代数 概 型 ,或 Gi) ATLA AA 
的 仿 射 概 型 ,或 Gii) k САО, 或 (iv) 
《上 的 完备 代数 概 型 上 的 向 量 从 。 如 果 存在 X 
ER LMS 上 关于 基点 的 变形 r: 关 一 S， 
使 得 R = Ês. X. e X @ R., 那么 形式 变形 
{ж.:Х„ > Spec( R。)} 就 称 为 可 代数 化 的 。 м. 
Anin 研究 了 万 有 的 变形 的 可 代数 化 性 质 .由 于 
S 为 概 型 这 一 假设 限制 过 严 ，Artin 引进 了 代 
数 空间 的 概念 ， 并 且 著 虑 了 在 代数 空间 的 范 团 
中 的 可 代数 化 性 [14，16]。 对 于 完备 代数 生 ， 
万 有 的 变形 不 一 害 暴 可 代数 化 的 ， 因 而 我 们 需 
EGER, HATE 
Cp TREO 75 ti 093836 E A 
可 代数 化 的 . 对 于 整体 理论 ,我 们 需要 射影 性 候 
设 ,而 且 这 种 理论 本 质 上 归结 为 Hilbert 概 型 (或 
A) 理论 。 参 模 同 题 被 看 作 是 关于 X 的 变形 
的 所 有 同 构 类 的 集合 M 的 研究 通常 我 们 考虑 


极 化 签 的 参 模 。 在 许多 情形 下 , 参 模 空间 可 以 


通过 下 面 的 等 价 关系 作为 Hilbert 概 型 的 某 个 
(局 部 闭 ) 子 集 万 的 商 空间 来 得 到 : :~ re H 
SALOON YE CRA ХХ, E aX 
H; eG) 一 X,( 松 妈 141])。 这 个 等 价 关系 党 
常 是 由 一 个 可 约 代数 群 G 的 作用 诱导 出 来 的 . 
设 可 约 代数 群 G 作用 在 一 个 代数 《 概 型 Z 上 . 
G 不 变 射 1:Z 一 Y《 即 对 于 G 在 Y 上 的 平凡 作 
M, f 是 一 个 G 等 价 射 ) 称 为 一 个 几何 商 (geo- 
шеше quotient), 如果 (1): 1 是 一 个 仿 射 的 满 
HH 00: 一 Oy; 2) Ex ez tci 
EATE WOO 在 Y REAR (3) 对 于 xy 
nê Z, f(x) = f) МАА х, Man OW 
道 相同 ， RG 是 一 个 可 约 代数 群 ，x:G 一 
Aut(V) 是 A 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 上 的 一 
个 有 理 表 示 ，v。 0 是 一 个 G 不 变 点 ， 于 是 存 
EV 上 的 一 个 次 数 > 1 的 G 不 变 齐 次 多 项 式 
,使 得 Fw) > 0 (Habouth [66]). 因此 ,如 
果 可 约 代数 群 G 作用 在 代数 k 仿 射 概 型 
Spe (A) 上 , 那么 不 变 环 4 是 有 限 生成 的 & 代 
BG 再 者 , 如果 Spec A) 中 任意 G 轨道 都 是 闭 
的 ,那么 自然 射 Spee( 4) — Spec (4°) 是 一 个 几 
何 商 [51]。 对 于 带 有 可 约 群 G 的 作用 的 上 拟 
射影 概 型 Z ,我 们 需要 稳定 点 的 概念 [47]. Z 的 
稳定 点 所 成 的 于 集 , 由 Z 的 G 稳 定 开 于 概 型 2 
的 全 体 几何 点 组 成 、 并 且 存在 几何 商 f:2’ 一 
Y ,这 里 了 是 拟 射 影 的 (Mumfard [47], Sechadri 
[81], Haboush [661). 用 这 种 方式 ,Mumford 证 
明了 非 奇 异 完备 不 可 约 代数 曲线 和 极 化 Abel Ж 
的 粗 参 模 概 型 的 存在 性 。 但 是 在 一 般 情 形 下 ， 
稳定 点 的 分 析 是 很 困难 的 ， 而 且 需 要 推广 概 型 
的 范畴 使 得 较 容易 地 得 到 一 个 几何 商 : FREI 
ЖТ Q PAVED 140). M. Artin 引进 了 代数 
空间 的 概念 , "CAE О НО RTE, 代数 
空间 (algebraic space) X 由 一 个 仿 射 概 型 U 和 
一 个 闭 于 概 型 CU x U 组 成 ,使 得 (1) RE: 
一 个 等 价 关系 , (2) H XE p RU G —1,2) 
都 是 dae 《通常 把 它 记 作 RU 一 X.) 仿 
射 概 把 六 到 代数 空间 X 的 一 个 射 8:V 一 X, 由 
AE W C U x V Bre CORE 
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EW — V sé dale НЮ, (2) U x U x Y 
的 两 个 闭 子 概 型 R x;W Au Ww x w 相同 。 设 
SZV >Y 是 一 个 代数 空间 。 Hom (Y , X) 定 
义 作 Hom(V, X) = Hom(S, X) ËJ. AUR Y 
是 仿 射 概 型 , 则 由 于 tale 下 降 原理 , Hom(Y , X) 
的 这 个 定义 与 前 面 的 定义 等 价 。 于 是 代数 空间 
构成 一 个 范畴 , CAST RMA, 我 们 能 
名 定义 代数 空间 的 结构 层 并 建立 上 同调 理论 ， 
关于 概 型 的 许多 重要 概念 和 定理 ， 可 以 推广 到 
代数 空间 上 .。 每 个 代数 空间 有 一 个 稠密 开 子 
集 , 它 是 一 个 仿 射 概 型 。 群 代数 空间 是 一 个 群 
RA A= C. 如 果 一 个 代数 群 G 正 常 地 作 
用 在 一 个 代数 概 型 上 而 有 一 个 有 限 稳定 子 
BE, 那么 商 空间 作为 代数 空间 是 存在 的 .在 这 
方面 , Popp 证 明了 作为 代数 空间 的 一 般 型 代数 
曲面 的 参 模 空间 的 存在 性 (一 代数 曲面 ， 还 有 
1761). B. C 上 锋 个 有 限 型 的 分 离 代数 空 
闻 X 带 有 一 个 自然 的 解析 空间 的 结构 X^. 如 
果 存 在 从 分 离 代数 空间 X 到 解析 空间 Y 上 的 正 
常 修正 满 射 大 Xe” 一 Y， 那 么 7 具有 代数 空间 
的 结构 ,并 且 f 成 为 代数 空间 的 射 (Artin{14])。 
对 于 任意 代数 闭 域 《，Artin 引进 了 形式 代数 空 
但 和 形式 收缩 的 概念 ， 并 且 得 到 了 和 代数 空间 
类 似 的 结果 。 不 可 约 紧 复 解析 空间 X , MRS 
的 代数 维 数 等 于 dim X, 则 称 为 Мойшезон 空 
fE) (Moishezon space). 作为 上 面 定理 的 一 个 推 
ib. 每 个 Мойшезон 空间 X 带 有 代数 空间 的 结 
HM, @Х = М". 

【形式 概 型 】 设 4 是 一 个 环 ,为 简单 起 见 ， 
我 们 设 它 是 Noether 环 ,并 设 1 是 4 的 一 个 理 
想 。 取 和 "js>e 作 为 0 的 基本 邻 域 系 ,我 们 就 能 
对 4 引进 一 个 拓扑 环 的 结构 。 称 为 I-adic 拓 
扑 (1-adic topology), ARF 1-adie 拓扑 的 完备 
化 同 构 于 射影 极限 4 = lim ro /1°GRB A/T" 
看 作 离 散 拓扑 环 )， 称 为 A 沿 了 的 完备 化 Co 
mpletio of A along Г). WR Af Noether 环 ， 
则 用 也 是 Nocther K, 存在 一 个 标准 连续 同 态 
i: A= 他, 它 的 核 由 满足 。 — 1€ 1 的 零 除 子 所 
构成 Krull 相交 定理 ; 一 交换 环 )、 如 果 “ 是 
同 构 ,我 们 就 称 4 关 于 了 是 完备 的 《complete)。 
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АВК Габе 拓扑 ,这 里 一 iC) A, 3: 
且 有 4 关于 了 是 完备 的 . 

取 一 个 Noether Ж 4， 并 且 它 关于 了 是 完 
备 的 ， 我 们 把 它 沿 工 的 完备 化 和 4 等 同 起 来 而 
把 4 看 作 一 个 1-adic 拓 扑 环 ， ЕХ = УС) С 
Spec(4) 上 ,我 们 能够 如 下 定义 一 个 拓扑 环 的 层 
OHF ФО) = DO) 0 X, te A, DG), 
Ox) = lime, 4/14. ЯЕ (X, 00809 
A 的 形式 谱 (formal spectrum) id fE Spf( A). I 
称 为 Spf( 4) 的 一 个 定义 理想 , (defining ideal), 
(局 部 Nocther) 形式 概 型 (formal scheme) 定 
义 为 一 个 拓扑 局 部 环 式 空间 并 且 它 局 部 地 同 构 
于 一 个 (Noether 环 的 ) 形式 谱 。 如 果 我 们 用 拓 
扑 局 部 环 式 空间 的 范畴 中 的 那些 射 来 定义 两 个 
形式 概 型 之 间 的 射 ， 那 么 形式 概 型 就 构成 一 个 
ig. 

对 于 分 别 有 定 义理 想 了 和 J 的 两 个 形式 谱 
Spf(4) 和 Spf( B), 在 形式 概 型 的 范畴 中 , 直 积 
Spf(4) X SpKB) 是 4@B 沿 1@B+4@1 
的 完备 化 的 形式 谱 。 可 以 类 似 地 构造 形式 概 型 
的 纤维 积 。 形式 概 型 天 称 为 分 离 的 (separated)， 
如 果 对 角 射 A,:X — X x 关 的 象 是 闭 的 。 

对 于 有 理想 了 的 一 个 环 A, 形式 谱 SpECA) 
(具有 定义 理想 1) 称 为 Spec( А) VU) 8956 
910 (completion of Spec(A) along V(1)). [A 
样 , 对 于 概 型 X 和 闭 子 概 型 X ， 我 们 能 够 定义 
ХЖ X' 的 完备 化 (completion of X along X") 
Xix. 分 离 概 型 的 每 个 完备 化 都 是 分 离 的 。 对 
于 X 上 的 凝聚 层 F, эд е ХРА Х' 的 完备 
化 Fix: (completion F xe along X”), 在 X 是 局 
部 Noether 概 型 的 假设 下 ,Fix thE БЕ ЖЕЙ. 

这 样 ， 我 们 可 以 用 类 似 于 讨论 概 型 的 方式 
来 发 展 形式 概 型 的 理论 , 称 它 为 “形式 几何 ”(fo- 
rmal geometry)《 关 于 更 一 般 的 定义 和 进一步 的 
讨论 , 参看 [10, 311). 粗略 地 说 , Xie 上 的 函 
数 是 关于 X 的 法 方向 的 形式 Taylor 级 数 ， 它 
的 系数 都 是 X 上 的 正则 函数 。 形式 完备 化 方 
法 能 使 我 们 在 代数 几何 中 引进 “解析 的 ”或 “无 
穷 小 的 ”方法 。 这 里 ,我 们 叙述 许多 重要 定理 中 
的 两 条 定理 。(1) 因 有 射 的 基本 定理 (е fund- 


mental theorem of proper mapping): i f:X > Y 


是 局 部 Nother 概 型 之 间 的 一 个 固有 射 , 7 Ж 
Y 的 一 个 闭 子 概 型 ,X' 一 XxyY 是 Y RES. 
用 多 ,表示 X 和 Y 分 别 沿 X Яп Ү' 的 完备 化 . 
我 们 有 形式 概 型 之 间 的 诱导 固有 射 声 一 Ӯ. 
于 是 ,对 于 X 上 的 每 个 凝聚 Ox E F, 有 典范 同 
构 (R"fs(F))w = К". (Fue), n 20. ЖИ 
定理 可 以 用 来 证 明 Zariski 连通 性 定理 (Za 
riski’s connectedness theorem): 对 于 局 部 Noether 
概 型 之 间 满 足 (Ох) — Oy 的 固有 射 1:X 一 
Y ,我 们 有 : 对 于 y € Y, + 的 每 个 纤维 太 (y) 是 
连通 的 ， 并 且 是 非 空 的 。(2) 我 们 用 和 (1) 中 
同样 的 符号 ， 进 一 步 设 4 是 一 个 Nocther KA 
关于 理想 了 是 完备 的 , 设 Y 一 Spec(4) BY = 
VCI). 那么 对 应 F 一 Fiw 给 出 具有 Y ER X 
TOR Ox 模 的 范畴 和 具有 ? ЕЖЕ ЖШ 
Ж О; 模 的 范 轴 之 间 的 一 个 等 价 。 这 个 定理 在 
代数 馈 的 变形 * 理 论 中 起 着 重要 的 作用 。 
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Abel $ [X Abelian variety 法 varitéabé- 
lienne ° £ Abelsche Marinigfaltigkeit — f& aGe- 
лево мїогообразне LIC 
史 】 NOH. Abel 侈 确 地 把 代数 函数 看 作 复 变 
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量 函 数 ， 并 且 注 意 到 椭圆 积分 -f 
ў f G 


по) 是 = 的 一 个 四 次 多 项 式 ) 的 反 函 数 即 入 
BIAR = 一 =G) 的 双 周 期 性 ， 而 后 ，C. G. J. 
Jacobi RARR + = 20) 用 9 级 数 具体 地 
PORK. MELB ЕЕЕ 1 的 情形 
下 的 Abel 函数 ,所 以 作为 它 的 自然 发 展 来 说 ， 
对 于 超 棋 贺 积 分 的 反 函 数 或 更 一 般 地 对 Abel 
积分 的 反 函数 进行 考察 ,就 是 当然 的 了 ，Jacohi 
研究 了 亏 格 为 2 的 第 一 种 超 戎 图 积分 
"^ dg, ^ sdn (uu) 是 z 的 一 
j 725% ее) 是 x 的 一 个 
六 次 多 项 式 ), 得 到 了 四 重 周 期 的 多 俐 函数 ; 如 
果 把 上 面 各 个 积分 分 别 换 成 两 个 积分 的 和 

„Га. 

| VG) | Vide 

及 


wa [* а. 
=] Vie) Í М) 

来 考察 。 则 发 现 mn RI х ОИ Жл 一 +. 
59 о уе; ЖИ a, 四 的 四 重 周期 的 单 值 函 
数 。 他 进而 猜想 , 函数 a, 可 以 用 和 wi 的 
э 级 数 来 表示 , 后 来 J. С. Rosenhain ft A. Göpel 
证 实 了 这 一 点 。 

把 这 些 结果 推广 到 亏 格 8 > АИ 
分 上 ,进而 推广 到 一 般 Abel 积分 上 , 就 是 所 亩 
的 Jacobi 逆 问 题 : 设 oi sro, BSH C 
的 代数 邮 线 上 的 线性 无 关 的 微分 ， 对 于 任意 给 ， 
定 的 复数 向 量 (wm，.….，w)， 求 满足 关系 式 

Pa 
Ж s = бан, Г 


A 
的 点 组 (P。.…，Ps)， 并 且 把 它 作为 Ca， oo 
ws) 的 函数 具体 地 表示 出 来 。 这 个 问题 成 了 十 
九 世纪 后 半 叶 数学 家 们 注意 的 中 心 问题。 一 般 
жй, (Pas cs Р) 除了 顺序 以 外 是 唯一 确定 
的 ;所 以 ， 把 这 些 点 的 坐标 函数 的 对 称 式 作为 ， 
Cins nn) 的 函数 表示 出 来 ,进而 把 基本 
Abel BABIES Gho ss u) 的 函数 表示 出 来 ， 
这 也 就 是 求解 Jacobi HE, KRE, B. Ric- 
тайа 已 经 成 功 地 把 它们 表示 成 8 函数 的 有 理 


函数 。 这 样 ，Abel 函数 理论 的 研究 , 就 以 Ja- 
cobi 逆 问 题 作为 出 发 点 . 

Riemann 以 后 ，H. Poincaré, G. Frobenius, 
E. Picard 等 人 越过 了 Jacobi 逆 问题 而 对 一 
般 的 多 重 周期 函数 进行 了 研究 .进入 本 世纪 后 ， 
随 着 多 变量 函数 论 和 代数 几何 学 的 显著 发 展 , 
更 加 认识 到 Abel 函数 和 Abel 簇 理论 的 重要 
和 性。 意大利 学 派 的 代数 几何 学 家 ,S. Lefschetz 
RC. L. Siegel 等 人 的 研究 是 突出 的 。 近来， 
A. Weil. 抛 开 了 分 析 学 而 用 纯 代 数 方法 成 功 地 
建立 了 Abel 簇 的 理论 ([21])。 这 不 仅 从 代数 
儿 何 学 的 角度 看 是 重要 的 ,而 且 对 于 代数 几何 
在 数论 方面 的 应 用 ,也 具有 极其 重要 的 意义 。 

Abel RMR, 大致 可 分 为 代数 理论 和 解 
析 理 论 两 个 方面 。 

【代数 理论 】 MER ee, BE 
可 交换 的 ; 这 样 的 群 答 称 为 Abel Ж. 如 果 
Abel 化 4 的 一 个 子 簇 8 同 时 是 4 的 一 个 子 群 ， 
那么 B 自 然 也 是 一 个 Abel Ж, KEX 4 OF 
Abel $& (Abelian subvariety)。 一 般 地 , 当 4 的 
一 个 代数 子 集 男 是 4 的 一 个 子 群 时 ， 那 么 ,多 
中 含有 单位 元 的 分 支 B 是 4 的 一 个 子 Abel Ж, 
并 且 吕 是 B 及 其 有 限 个 陪 集 的 并 如果 4 是 在 
域 《 上 定义 的 ,那么 4 的 任意 子 Abel HEAT GE 
义 在 的 有 限 次 可 分 扩 域 上 (W.-L，Chow (JN 
炜 良 ) 定 理 )， 如 果 A4 除 单位 元 及 4 本 身 外 没有 
其 它 的 子 Abel HE, WA А EMY (simple). 

ЖКО УЗ Abel RANA ARRAY, 是 


FEV 的 全 体 单 点 上 定义 的 . 这 就 意味 着 Abl Ж. 


RTA AME RAS ON REG AS 
(minimal model), 

【 同 态 】 如 果 Abel Ж A Xj Abel j& B Bj 
一 个 有 理 映射 + 同时 又 是 群 的 同 态 ， 则 称 f 为 
A4 到 B 的 一 个 同 态 (homomorphism). 设 F 为 4 
到 B 的 一 个 有 理 映 射 ,那么 ,F 可 以 通过 4 到 B 
的 一 个 同 态 Fe 和 单位 元 的 象 F(0) 表示 成 
F(x) 一 FG) + F(0) (z € A). 由 此 可 知 , 代 
数 答 的 结构 和 它 作 为 Abe RAVAN. AREA 
唯一 确定 的 。 当 同 态 f 是 双 有 理 映 射 时 , WE. f 
是 一 个 同 构 (isomorphism)。 同 构 给 出 群 的 同 构 
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对 应 , 但 其 逆 不 一 定 正确 。 ham BE 
等 的 两 个 Abel R, WREN AFB K i 
d. 那么 这 样 的 同 态 称 为 同 种 (isogeny)， 并 称 
4 与 8B 是 同 种 的 《isogenous)。 这 个 关系 是 一 个 
等 价 关系 。 任 意 一 个 Abel RAETH Abel Ж 
的 直 积 是 同 种 的 . 

Abel AF] Abel 灸 8 的 同 态 的 全 体 记 作 
Hom(4, B). Xf 2€Hom(4, B) Ж А04) = 
2(2)B 时 , 称 v(2) 29 2 ВОВ Corder), 24 2 是 满 
MI, sA) 9 0, ЖА А 的 核 {1€ Alar 0) 
构成 一 个 阶 至 多 为 x(2) 的 有 限 群 ，Hom (4, 
B) 是 具有 限 个 生成 元 的 自由 加 法 群 ， 特 别 是 ， 
4 A=B}, Hom(4, B) 具有 环 的 结构 ， 称 


- 为 4 的 自 同 态 环 (cadomorphism ring)， 记 作 


шл). H nu(4) = шл) @ Q, 即 把 4 的 系 
数 域 扩张 到 有 理 数 域 Q, WA, 如果 uA) 是 
389, WUC A) 是 一 个 可 除 代数 +， 而 在 一 般 情 
形 下 ，Mu(.4); 与 可 除 代数 上 的 若干 全 阵 代数 的 
ERRA, Ak, 同 态 环 是 一 个 半 单 代数 '。 特 
别 当 4 的 维 数 为 一 即 4 为 椭 回 曲线 时 ，M(4》 
是 熟知 的 。 KEX О, WA) 是 有 理 数 域 或 
是 一 个 虚 二 次 域 '; TRE p > 0 时 ， 除 上 述 两 
ABI, UC A) 也 可 能 是 Q 上 的 四 元 数 体 '。 
шкада 个 元 的 有 限 域 。 一 个 代数 整 
数 称 为 对 于 4 的 Weil $ (Wei number), Zn 
果 它 的 每 个 共 胃 具有 绝对 值 V 9 .如果 4 是 定 
MF REA А LIMH Abel Ж, ШШ Weil 
所 证 明 的 , 4 的 9 Е х 一 xz 确定 对 于 4 
的 Weil 数 的 一 个 共 斩 类 (一 “函数 ) 进 一 
步 ， 我 们 还 有 下 面 的 分 类 定理 (J. Tae, T. 
Honda (ЖФ): ZEA LAY К th Abel Ж 
的 所 有 : 同 种 类 所 成 的 集合 与 对 于 q 的 Weil 
数 的 所 有 共 轿 类 所 成 的 集合 之 间 存 在 着 一 一 对 
应 . Tate 还 确定 了 Q 上 的 可 除 代数 СЛ) 的 结 
构 , 它 是 用 分 解 4 宕 自 同 态 为 素 理想 来 描述 的 。 
URF] Abel а" 构成 的 加 
法 群 记 作 @。 代数 等 价 于 0 的 除 子 所 成 的 集 
合 @. 是 @ 的 一 个 子 群 , 并 且 商 群 @/@, BER 
群 。 这 就 意味 着 数值 等 价 ! 关系 和 代数 等 价 ? 关 
系 是 一 致 的 。 这 个 关系 我 们 用 三 表示 。 由 4 的 ， 
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— 4 RENE T, A 5 r — x + а, À fE 
为 签 来 说 是 处 处 正则 的 双 有 理 映射 。 4 的 除 子 
X#E 7. 之 下 的 象 记 作 XX。 ЕХЕ Х = 0 
的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 4 的 所 有 点 a, X. УХ 
线性 等 价 .再 者 ,从 商 群 @/@. 到 自 同 态 环 M(4) 
的 同 构 是 存在 的 。Abel Ж 4 的 Albanese Ж' Ж 
是 4 本 身 ， 而 4 的 Picard Ж' Á 则 与 4 是 同 种 
的 。 特别 是 , 关于 Jacobi HEI AT = /成 立 . 
А Picard A MAAS LAM HRS 
„(duality theorem))。 设 X 为 4 的 一 个 除 于 ,对 于 
ARH a, ФИХ, — X 为 代表 的 线性 等 价 类 
与 之 对 应 , 就 得 到 一 个 同 态 qx:4 一 Á. ШЖ 
px = 0, 那么 X = 0: 反之 也 成 立 。 当 px 为 
满 同 态 时 ， 称 X 为 非 退化 除 子 (non-degenerate 
divisor), 正 除 予 X 是 非 退 化 的 充分 必要 条 件 
是 ， 存 在 适当 的 正 整 数 то, (EOS m> то 时 
lmX | 是 极 丰 富 + 的 . 这 里 |mX| 表 示 由 除 子 mX 
确定 的 完备 线性 系 '( 一 代数 后 [ 除 子 和 线性 
系 ])， 非 退化 的 正 除 子 总 是 存在 的 , 因而 
Abel А 02 0. 当 给 了 ”=” 维 
Abel 炙 4 的 一 个 除 子 X 时 , 可 以 适当 选取 4 的 
Ji uo tts ws 使 交叉 积 ' Xu, tee e Ka 可 定 
Ж. XO) 表示 XX A Im 
果 X 是 非 退 化 的 正 除 子 ， 那 么 X 所 确定 的 完备 
线性 系 ! 的 定义 模 ! 的 维 数 人 (X) 等 于 (X%)/n1 
(Poincaré 定理 )。 对 于 4 的 任意 一 个 除 子 X, 
(фу) SF QU?) /n1 HIPH (Frobenius EE), 
这 里 lpr) 表示 同 态 px 的 阶 . 
【i-adic 坐标 】 设 4 为 ” 维 Abel HK, A 
中 全 体 阶 为 给 定 素数 ОНО А iF 
群 , 记 作 @(4)。 当 ! 与 4 的 基 域 的 特征 不 同 
时 , 9,04) 5 2o 个 商 群 Q,/Z, 的 直 积 同 构 , 这 
里 ОЖ 1-айс 数 域 , Z, 是 1-adic 整数 群 .这 
样 的 同 构 称 为 9,04) 的 -adic BRR (/-adic 
coordinate system), 设 B 是 m 维 Abel Ж, 2 是 
4 到 8 的 一 个 同 态 , 那么 2 就 诱导 出 5,(4) 到 
G1(8) 的 一 个 同 态 ， 由 此 可 知 ,如 果 分 别 确定 
T OCA) i OCB) 的 1-adic MERA, 那么 4 就 
可 以 用 一 个 2m X 2n 的 1-adic SEBE MO 
来 表示 。1 一 MK1) E Hom (4, B) 的 一 个 一 


一 表示 .M1(2) 称 为 4 的 Ladic RF (1-айс 
representation)。 特 别 是 , 当 4 = 8 时 ,上 述 表示 
就 是 自 同 态 环 B(A) 的 一 个 一 一 表示 它 可 以 
自然 地 扩张 成 CA) 的 一 个 一 一 表示 。 ШАЛ) 
中 元 4 的 1-adic 表示 M (1) 的 特征 多 项 式 是 有 
理 系数 多 项 式 , 它 与 素数 ! 的 选取 无 关 。 Ril 
把 eMi(2) 记 作 o(2)。， 另 外 ， 如 果 4€ 4U(4)， 
那么 v4) 等 于 det M (22. 

设 2 为 4 到 8 的 一 个 同 态 ,对 于 B 的 除 子 
Y, 4 4 的 除 子 1-《Y) 与 之 对 应 , 就 得 到 让 到 
季 的 一 个 同 态 。 把 这 个 同 态 记 作 4. 设 X 是 4 
的 一 个 非 退 化 除 子 , 那么 存在 4 到 4 的 一 个 同 
态 8, 满 足 Bpx 一 px)3(3 为 4 的 恒 等 映 射 ). 
我 们 把 Hom(4, A) @Q@ 中 的 元 (1/v(px))p 
记 作 wz'， 设 X 为 4 的 非 退 化 正 除 子 ， 那 么 对 
Fi а а'(а € (A), а = gi + 'a px) 是 
ACA) 的 一 个 阶 为 1 或 2 的 对 合 自 同 构 '， 如 
Жа = 0, WA oala) > 0 成 立 ， 这 是 人 们 所 
热 知 的 Castelnuovo 引 理 ， A. Weil 进一步 
发 现 , 关 于 同 余 “ 函数 ' 的 Riemann 猜想 * 和 这 个 
不 等 式 有 本 质 上 的 联系 . 

【微分 形式 】 对 于 ” 维 Abel Жл ЕЮ 
分 形式 о = X fdu, Nor Ada 设 7, 为 一 
平移 ,那么 微分 形式 E Cla Td Gn оТ.) Л." 
А4(и„°Т,) 是 确定 的 , 5 o MRA E 36 Ж, 
我 们 把 它 记 作 oT, HT AA us 
WA оТ, о RL MP o А 
WR (invariant differential form), 第 一 种 微分 
形式 都 是 不 变 微分 形式 , 反之 亦 真 。 设 K 为 万 
HR, K(4) 为 4 的 函数 域 ,那么 全 体 一 次 不 变 
微分 形式 构成 K 上 的 一 个 * 维 线性 空间 ， 它 的 
基 也 是 全 体 一 次 微分 形式 所 构成 的 K(4) 上 的 
线性 空间 的 基 。 K(4) 的 一 个 微分 D， 如 果 对 
于 所 有 平移 Т. Veille DT= DUT.) E 
K(A)), 则 称 为 不 变 微分 (invariant derivation), 
对 于 一 次 微分 形式 o = У fidu, MM D, ЇЙ 
(e, D) = E ри, BA (o, D) 是 关于 和 
成 的 一 个 双 线性 型 。D 为 不 变 微分 的 充分 必要 
条 件 是 , 对 于 全 体 不 变 微分 形式 o, (о, D) 为 
一 常 教 :而 w 为 不 变 微分 形式 的 充分 必要 条 件 


是 ,对 于 全 体 不 变 微分 D，(o，, D) 3 — HR. 
不 变 微分 所 构成 的 K 上 的 线性 空间 和 一 次 不 变 
微分 形式 所 构成 的 线性 空间 ， 关 于 双 线 性 型 
Co, D) 是 相互 对 偶 的 . 

设 0 为 特征 ? > 0 的 万 有 域 . 把 4 的 点 = 
HH 22а EO) 之 下 的 象 记 作 x^. Mx R 
遍 4 的 全 体 点 时 ,点 x? 的 集合 自然 成 为 一 个 
Abel FCE A’. XIN xix 一 x*(x€ 4) 是 4 
到 л” 的 一 个 同 种 。 设 В 是 与 4 同 种 的 一 个 
Abel Ж, 1 是 4 到 8 的 一 个 同 种 ， 如 果 存 在 B 
到 Ar 的 一 个 同 种 4 使 得 x = иол, 那么 就 说 4 
的 高 度 为 1， 设 4 是 高 度 为 1 且 满 足 >(2) = р 
驳 一 个 同 种 ,那么 通过 2 可 把 B 的 函数 域 0(B) 
看 作 4 的 函数 域 OCA) 的 一 个 于 域 ,这 时 ,存在 
QCA) 的 不 变 微 分 D, 其 常数 域 为 0(B), 而 且 
它 除了 差 一 个 常数 倍 以 外 是 唯一 确定 的 。 并且 
# D'- р 0 一 0. WAKRA G) 型 的 ， 
后 者 称 为 G) 型 的 。 阶 为 与 ?不 同 的 素数 的 
同 种 称 为 (5) 型 的 , 阶 等 于 ”的 可 分 同 种 称 为 
С.) 型 的 。 任意 一 个 同 种 都 可 以 表示 成 若干 个 
上 述 四 类 同 种 的 一 个 栗 积 . 

【 极 化 Abel Ж] i x 是 Abel 签 4 的 一 
个 除 子 , 对 于 适当 选取 的 正 整数 m Am, 满足 
mX = m'X 的 全 体 除 子 X 所 成 的 类 记 作 天. 
当 关 包含 非 退 化 正 除 于 时 ， 就 说 关 确 定 4 上 的 
一 个 极 化 《polarization)， 指 定 了 极 化 关 的 Abel 
HRCA, f), 称 为 极 化 Abel $&(polarized Abelian 
variety)， 特 别 是 ,如 果 4 是 Jacobi HE, H EAI 
化 由 一 个 8 除 子 所 决定 ， 则 我 们 称 (4, 关 ) 
是 标准 极 化 Jacobi $ (canonically polarized 
Jacobian variety). 当 4 的 自 同 态 。 使 极 化 X ЖЖ 
В, н о) 确定 的 类 与 关 一 致 时 ,， 称 e 29 
(A, X) 的 一 个 自 同 态 。 特 别 是 ,如 果 c 是 4 的 
一 个 自 同 构 ,， 则 称 e 29 CA, X) 的 一 个 自 同 构 . 
极 化 Abel 簇 的 自 同 构 群 是 有 限 群 ( 松 匠 辉 久 ). 
特别 是 , 标准 极 化 Jacobi 簇 的 自 同 构 群 是 有 限 
群 ,由 此 即 可 推出 , 亏 格 € > 2 的 代数 曲线 的 自 
同 构 群 是 有 限 群 . 

另 一 方面 ， 一 个 非 退 化 除 子 的 代数 等 价 类 
称 为 一 个 非 齐 次 极 化 (inhomogeneous polariza 
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боп). 上 面 的 极 化 有 时 就 称 为 齐 次 极 化 一 个 
非 齐 次 极 化 X 唯 一 地 决定 一 个 同 种 px: dd, 
非 齐 次 极 化 Abel 签 的 自 同 态 可 以 类 似 地 定义 . 

【解析 理论 】 取 复 数 域 作为 万 有 域 时 ， 
Abel 入 可 以 用 解析 方法 来 处 理 , 而 这 种 情形 乃 
是 一 般 Abel 繁 理论 的 原形 ， 设 C" 为 复数 域 
C 上 的 一 个 = 维 线性 空间 。C" 可 以 看 作 实 数 
域 尽 上 的 一 个 2n 维 线性 空间 R”, BM J:e — 
V 一 1:(z€ C) È R” 的 一 个 R 线 性 自 同 构 ,并 
H p= 一 1. 反之 ,如 果 对 于 尽 上 的 一 个 偶数 
REZE R” 给 了 这 样 的 /, 令 (a+V 一 16)x 
= ar 十 bJx (z€ R^, a, b € R), RE R” i 
为 C 上 的 一 个 ” 维 线性 空间 ,这 时 , 称 了 在 R” 
中 确定 了 一 个 复 结构 (complex structure). At 
了 确定 的 复 结构 的 空间 记 作 С^ = CR", J), 设 
O, +i оь Ж С" — (QR, J) PE R E RHE 
无 关 的 2n 个 点 ， 则 由 它们 生成 的 子 群 D 是 一 
个 秩 为 2 的 格 。 商 群 C"/D 称 为 一 个 " ЖШ 
IRES (complex torus)， 记 作 T". HE C" 的 
一 个 基 , 由 此 可 确定 它 的 复 坐 标 ,而 把 %,，*…， 
со, 作为 Rw 的 基 ， 则 可 确定 它 的 实 坐 标 。 设 
оң = бош» yan) G m 1, 20), #т 
{1 2п 列 矩阵 9 = Соц) 为 T* 的 周期 矩阵 Cpe- 
riod matrix), is z 的 复 坐 标 为 = = (zo +++, 


.zs)， 实 坐标 为 = 一 《rm ++, кь), ЖАЯ (а, 


2) = O (xb c SD ESE, BER 如 
果 把 线性 变换 J 关于 基 on, -s On BAR IE 
阵 也 用 了 表示 ,那么 有 W 一 19 一 ОЈ, 在 
拓扑 意义 下 , Т" 和 2» 个 实 一 维 贺 的 直 积 同 胚 ， 
T" 的 Poincaré 多 项 式 ' 可 用 (1 + xy" 给 出 、 
[ө 函数 】 如 果 C" = (Rh, 7) EC» 47 
复 变量 x, ++, z.) 的 全 纯 函 数 f(z) 对 于 每 个 
4€ D 都 满足 变换 f(z + 4) = ](и)ехр( >а, 
+c) Cass ceC)， 则 称 它 为 一 个 属于 周期 系 
D (X T" = C*/D Е) Ө (theta func- 
tion)。 这 里 一 次 式 Baeza + c 是 由 4 确定 的 . 
日 函数 了 的 零点 集 确定 7" 上 的 一 个 正解 析 除 
子 , 记 作 ( 力 .反之 , 对 于 Т" 上 的 一 个 正解 析 除 
+ x, 存在 8 函数 1, 使 得 = X. 如 果 由 ws 
+++, wm 来 确定 R” h AY Э: ЖЕ BR ++ 


X 
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那么 存在 2n 阶 复数 矩阵 A, 4970 2n 维 向 量 5。 
使 得 对 于 任意 2n 维 整 数 向 量 a, 下 面 的 变换 公 
式 成 立 : f(x + а) = fG) exp Qe 一 1(Ciadz 
+(1/2)'adoa + 'ba)), А = A(modZ),'4, = 
Ao, #—-HiLA—'A = BE。 那么 下 是 整 系数 
交错 矩阵 +, 而 5 一 EJ 是 半 正 定 对 称 和 矩阵 。 对 
于 一 般 的 T" 来 说 , @ 函数 未 必 存 在 , 但 当 上 述 
巨 存在 时 , 则 可 知 Ө 函数 是 存在 的 。 

当 @ 函数 1 不 能 成 为 不 超过 ”一 1 个 复 变 
FLAY © 函数 时 , Ez f 为 非 退 化 的 《non-degene- 
rate). 如果 f 是 非 退 化 的 ,那么 一 EJ 是 正定 
Жи; 反之 亦 真 。 非 退化 @ 函数 存在 的 情形 是 
很 重要 的 ,这 时 , 复 环 面 群 T" 具有 Abel RAH. 
反之 ,定义 在 复数 域 上 的 Abel 包 和 具有 非 退化 
ө 函数 的 复 环 面 群 双全 纯 等 价 。 这样, 复 环 面 
BET" 为 Abel 徐 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 整 系 
数 交 错 和 矩阵 E, 19 EJ HIRE, 这 
个 条 件 也 可 以 叙述 如 下 : 存在 整 系数 交错 矩阵 
E, 使 得 0E-"0 = 0, /—1Q'E-"D > 0 GE 
定 Hermite 矩阵 )。 特 别 地 ,将 满足 这 个 条 件 的 
周期 矩阵 2 称 为 Riemann 矩阵 (Riemann 
matrix)， 将 有 理 数 矩阵 ЕУ 称 为 属于 2 的 主 矩 
RE (principals matrix), 

取 定 某 个 主 和 矩阵 ， 指 定 由 它 的 正 有 理 数 倍 
所 构成 的 主 矩 阵 的 类 , 也 就 是 确定 Abel 入 的 一 
个 极 化 . 设 X 为 7" 一 C"/ 记 上 的 一 个 正 除 子 ,于 
是 存在 8 函数 了 使 ( 帮 = X， 因 而 , 除 子 X 非 退 
化 是 和 @ 函数 + 非 退化 等 价 的， 并 且 也 和 通过 
1 所 得 到 的 交错 矩阵 瑟 是 正则 矩阵 * 等 价 。 设 
:FE-: 为 主 矩阵 ， 那 么 适当 选取 C 的 坐标 系 和 
也 的 生成 元 , 可 使 Riemann 矩阵 和 主 和 矩阵 分 别 


有 形状 一 d. PP) 和 下 一 ( “、 2), 这 里 


1 为 单位 矩阵 ，A 为 对 角 和 矩阵 且 其 对 角 元 素 皆 
为 E 的 初等 因子 '. 这 时 АР 是 虑 部 为 正定 的 对 
称 矩 阵 ， 因 而 它 是 = 次 Siegel 空间 * ©, 中 的 一 
个 点 ， 这 样 ， 对 于 由 主 和 矩阵 E ЙЕ RR (c BJ 
Abel 8,5 €, 中 的 点 与 之 对 应 ,就 可 推出 ,由 具 
有 给 定单 除 子 的 主 和 矩阵 确定 极 化 的 Abel HEAT 
局 构 类 和 商 空 间 S,/T.《A) 中 的 点 成 一 一 对 应 . 


RETA) 是 与 = 次 Siegel 模 群 ' 可 公 度 的 * 
子 群 ,并 且 不 连续 地 作用 于 O, b. Rih, Siegel 
模 函 数 ' 就 给 出 极 化 Abel RA OGD SASN. 
Abel ACR RB ERS AZ ja] HK DE TOME 
RARSOR. 

[Aba 函数 】 属于 同一 周期 系 D 并 且 服 
从 同一 变换 的 两 个 8 函数 的 商 是 以 wb ооо, 
为 局 期 的 处 处 全 纯 的 函数 . 这 样 的 函数 称 为 
Abel 函数 (Abelian function), 任意 一 个 Abel 
函数 都 可 以 表 成 服从 同一 变换 的 两 个 8 函数 的 
商 ， 属 于 同一 周期 系 忆 的 全 体 Abd 函数 构成 
一 个 域 , 称 它 为 Abel 函数 域 (Abelian function 
ficld)。 如 果 把 Abel 函数 看 作 T° 一 C"/D 上 
的 有 理 贸 数 ,那么 Abel 函数 域 就 是 Abel HAY 
函数 域 ， 在 这 个 意义 下 ，Abel 簇 的 函数 域 也 称 
fE Abel 函数 域 . 

(aa) E Cu = (R>,J) G-1,2) 
是 两 个 复线 性 空间 , R 线性 映射 f: RIS 一 Re 
是 C 线性 映射 的 充分 必要 条 件 是 fol = het 
成 立 . їй D, 为 C" 的 格 群 (i 一 1,2)。 如 
Ж C 线性 映射 AC 一 С" WER ACD) 
SD,， 那 么 4 可 诱导 出 .7T, 一 C"/D， 到 
T,= C/D, 的 一 个 复 解析 同 态 ， 反之 ， 
T, 到 7 的 任意 一 个 复 解析 同 态 第 可 这 样 得 
3). FRNA, it T, ATL Abel Ж, 0 一 
(од, +++ 5 ойы) 和 O,= (ой?, +++, of) 分 
别 是 它们 的 Riemann 矩阵， 再 通过 mi，…， 
0j; oo 名 分 别 确定 它们 的 实 坐 标 , 那 
么 对 于 同 态 t: T, T 可 以 得 到 它 的 复数 矩 
阵 表示 W (A) 和 整数 矩阵 表示 M(4), HHO 
W(A)Q, = OMA) 成立 ， 反 之 ,如 果 对 于 复数 
矩阵 W 存 在 满足 上 式 的 整数 矩阵 M , 那么 WY 就 
给 出 T, 到 7; 的 一 个 同 态 。 上 面 这 个 等 式 称 为 
Hurwitz 关系 式 (Hurwitz's relation)。 在 特征 
为 一 般 的 情形 ，!-adic 坐标 系 是 对 应 于 格 群 的 
概念 ,而 2 的 adi 表示 MCA) 则 是 整数 表 
ж MQ) 的 抽象 化 。 

[Abd 积分 】 设 习 是 一 个 亏 格 之 1 的 
JÉ Riemann 面 +( 一 代数 函数 ), 那 么 对 于 第 一 种 
和 第 二 种 Abel 微分 + 之 和 mw, 它 关 于 闭 曲线 7 


的 周期 仅仅 依赖 于 HOME RC R 
全 人 第 一 种 微分 构成 复数 域 C 上 的 一 个 上 维 
线性 空间 , 记 作 9. BP ОЕ, P 
AR ERM» 对 于 Do 的 一 组 基 os -- 
我 们 用 P) 表示 C 中 的 向 量 (人 
f, 0,)， 这 里 假设 全 体 分 量 的 积分 路 线 是 相同 


的 。 对 应 P-* (P) 不 是 单 值 的 ，u(P) 的 值 的 
差 的 全 体 和 关于 所 有 闭 曲线 v 的 周期 向 量 
(f ms rn | о) задаво D 是 相同 的 ， 设 
r rn Yu ERA OH CA B AY 
基 的 一 组 闭 曲线 ， 如 果 将 8 行 2g 列 矩阵 Cou) 
《on = |,e) 记 作 9, 那 么 9 的 25 个 列 向 量 在 
实数 域 上 线性 无 关 ， 因 为 群 呈 和 0 的 列 向 量 
的 全 休整 系数 线性 组 合 是 相同 的 ,所 以 D 是 一 
个 秩 为 28 的 格 群 ， 并 且 0 为 上 维 复 环 面 群 
те = CVD 的 周期 矩阵 ， 

作为 Riemann 面 吕 的 一 维 整 系数 同调 群 
的 一 个 基 , ВИТА И BIER а, 
җы) ctt» n. 这 时 如 果 周 期 矩阵 (o) 
Con = {онот BART GE F 一 


t> Ogs 


@o 


EM 


(9 1а, паич), 4r omo = 


0 fü / —1QE'D2- 0 GE SE. Hermite 和 矩阵) 成 
Xi ARENE AMY ODF. LRT 
式 子 分 别称 为 Riemann 周期 关系 式 (period rela- 
tion) 和 Riemann 周期 不 等 式 ( period inequality), 
进一步 可 以 适当 选取 9 的 基 , 使 周期 矩阵 形 如 
O=(1,,F), XH z ИЛЕР BB ХЕ 
的 对 称 和 矩阵 。 关于 全 体 有 理 整 数 向 量 m 一 
(ms ++, m) 的 无 穷 级 数 
эби) = Yexp(2=V —1(m'u 
+(1/2)mF'm)), u = (ts s) 
在 «的 有 界 范围 内 是 绝对 而 且 一 致 收敛 的 ， 因 
而 它 是 * 的 全 纯 函 数 。 它 是 对 应 于 主 和 矩阵 


| ac ri i 


һай 571 


的 一 个 9 函数 ， 所 以 称 为 Riemann Ө 函数 
(Riemann theta function). 因为 3(w) 是 非 退化 
的 8 函数 , В T= C/D 具有 Abel ЖЯ 
构 , 并 且 它 就 是 把 Riemann 面 员 看 作 代数 曲线 
时 的 Jacobi Ж. {ЕЗ Ө Pu) 的 零点 而 得 
到 的 T: 上 的 除 子 就 是 典范 除 子 '。 

对 应 P 一 x(P) (PER) 确定 R 到 TH 一 
C:/DD 的 一 个 单 值 映射 p。 进一步 设 4 = Pres 
P,/Q +0, 是 任意 一 个 0 次 除 子 , 置 


04) = X; еә — 3; «OD. 
EE, CA) 就 是 Te — С/р дид Cr 中 的 向 

< ы] e "i te 
н(е Ee) 


A 
对 应 4 — @(A) 给 出 0 次 除 子 群 € 到 Tr 一 
C/D 上 的 一 个 同 态 ， 这 个 同 态 的 核 与 主 除 子 
HS, 是 相同 的 ， 这 就 是 说 ，0 次 除 子 A= P, 
…"P/0…9. 是 买 的 某 个 解析 函数 的 除 子 的 
充分 必要 条 件 是 Ш 
Dh om moa D), isa 


fij 
成 立 (Abel 定理 )。 这 里 如 果 适当 选取 积分 
路 线 , 可 以 使 上 式 中 等 号 成 立 , 

TEP ce Py REM € PEM, (uo 
++, We) 是 Ce 中 任意 给 定 的 一 个 向 量 ,那么 寻 
求 满足 条 件 

а 0; i 
x c; = u(modD), i=l, +g 


BY EA Q. +++ > Oy 的 问题 , 称 为 Jacobi itt 
{ARK (5 Jacobische Umkehrproblem). , I — 4" 0 

RRT AAE (ms …, us) 所 在 的 模 DD 的 剩余 

类 为 (A). 那么 ,根据 Riemann-Roch 定理 , 存 
ERT Qe Qus 满足 A = Q: QPPL 
(mod 6,), 再 根据 Abel 定理 ， 可 知 这 些 Qu, 
+++, Q, 就 是 Jacobi 逆 问 题 的 一 个 解 ， 对 于 一 
般 的 (w，*…，wz) 来 说 , 解 都 是 唯一 的 ， 也 就 是 
їй, 存在 Cr 上 的 一 个 8 一 28 X, 当 且 仅 当 
(ш, зз, te) RT EY, 32 Oi oo 0, 除 
顺序 外 是 唯一 确定 的 。 特别 是 > 当 & 个 定点 都 、 
和 点 P, (定义 向 量 uP) 的 点 ) MEN, Te. 
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C/D Eri Š MERTE Dl in F B B: 设 
W, 十 … + Wim 为 器 的 一 个 典范 除 子 '， 并 
Be = (QV) + +++ (QV), BARE 


的 8 一 2 个 点 Ri …，Ri-: 独 立地 变动 时 所 
得 点 < 一 OCR) 一 … 一 p(Re-2) 的 轨迹 就 
FEAR FR, 


【基本 Abel 函数 】 设 = AR БАЕ 
个 非常 数 亚 纯 函 数 ， 对 于 不 属于 关 的 “一 (wm， 
+++, us) 来 说 , 作为 Jacobi 逆 问 题 的 解 的 & 个 
点 Qv +> О, 除 顺序 外 是 唯一 确定 的 。 所 以 
若 设 = 的 基本 对 称 函 数 为 
: 


aus 2) = У) 2(0,), 


аби: в) = У) 2002000), ++, 
= 
H 


к=з 2) = 000, 


im 
那么 这 些 函数 在 e — 248 Ж X Ph BIR SJ sË X. 
的 。 ЖЕ, 每 个 Cus z) 都 可 以 唯一 地 扩张 成 
全 空间 C: 中 的 一 个 Abel 函数 ， 仍 记 作 би; 
ж). (us z), c биз z) 称 为 从 = 得 到 的 基 
本 Abel 函数 (fundamental Abelian function). 

WRK AA D 为 周期 系 的 Abel 函数 域 ,大 
为 只 的 亚 纯 函数 域 . 那么 K 是 复数 域 C 上 的 一 
个 8 维 代数 函数 域 ,并 且 有 [K:Clsw; з), 5-5, 
slu; 2))] = rt, 这 里 ”> 是 函数 = 的 次 数 , 它 等 
于 [k:CGe)]， 任 取 满 足 & — C(z, w) 的 一 个 
函数 , 设 从 wv 得 到 的 基本 Abel 函数 为 a(w; 
ш), res sus ш), BAK = CC Quiz), 
salus 2); Абиз ш), +++, LE 

基本 Abel 函数 可 以 表示 成 Riemann 6 函 
数 的 有 理 式 ， 因 而 任意 Abel 函数 可 以 表示 成 
Riemann Ө 函数 的 有 理 式 . u, v 是 Cr 中 的 
可 变 向 量 , ЖБД (u + vs z) 可 以 表示 成 Cs 
2), tt би; z); Абоз а), +++, (ә; z) 的 
代数 函数 。 也 就 是 说 , 可 以 适当 选取 复 系数 多 
项 式 HC Zs X, +++, Xas Yi ……，Ye)， 使 得 
Hin + vs z); Cus я)» o биз а); Qs 
аў» ts без 2)) 一 0。 这 个 等 式 称 为 关于 基 
本 Abel биз z) 的 代数 加 法 公式 Calge- 


braic addition formula), 

如 同 Jacobi PAHS AT 26 — Rh Abel R 
分 的 研究 ,相应 于 第 二 种 和 第 三 种 Abel 积分 的 
理论 的 是 广义 Jacobi 入 "的 理论 (一 代数 曲线 )。 

关于 Abel 入 在 数论 中 的 应 用 , 重要 的 有 : 
以 有 限 域 作 为 系数 域 的 多 变量 函数 域 的 非 分歧 
Abel 扩张 理论 (S. Lang), Abel Ж Ей R 
В (А. Weil, A. Néron, J. Tate) 和 推广 到 
高 维 情形 的 复数 乘法 论 (一 复数 乘法 论 ) 等 . 

【一 些 新 近 的 结果 】 (1) 级 结构 ，Abel 
OSM. Ak ERU S g HE Abel Ж, n 
是 一 个 正 整 数 且 不 被 的 特征 所 整除 ，4 上 的 
一 个 级 n 结构 (level n structure) 定义 为 4 上 
2g 个 点 w，…，oz 的 集合 ,而 这 些 点 构成 4 上 
# 阶 点 的 群 的 一 个 基 . 

设 4(g, 4, п; k) 是 如 下 组 成 的 一 个 三 元 
组 : (iD 上 的 一 个 8 维 Abel Жл, Gi) 一 个 
非 齐 次 极 化 X 且 有 (px) = d^, Gii) 4 的 一 个 
Rh а, o nus 它们 都 是 在 同 构 意 义 下 
确定 的 。 类似 地 我 们 可 以 对 于 概 型 3 上 的 Abel 
概 型 定义 Alg, ds я; S). HE S— Alg din; 
S) 定义 一 个 函 于 .er (gs 4,п). D. Mumford 证 
明了 存在 Spec (Z) 上 拟 射影 的 粗 参 模 概 型 * 
a (d, n), 并 且 当 п >з 时 它 甚至 是 细 的 
(L61). 他 在 证 明 中 应 用 了 Hilbert 概 型 和 稳 
定点 (RE) 的 技巧 。 其 中 关键 性 的 一 步 
是 证 明 ， 对 于 代数 闭 域 4 上 的 一 个 * KIRA 
9:4 — P" ( 即 w(4) 在 书 " 中 的 次 数 为 >) 和 
一 个 正 整数 n, 使 得 char (4) 不 整除 n B. 
п> /(m+ 1r, BA (P=)”* 中 的 点 
($(x)) 779" 关于 PGL(m) 的 作用 是 稳定 
的 ,这 里 x; 是 4( 具 有 任意 阶 数 ) 上 的 n 阶 点 . 
Mumford 后 来 又 给 出 了 利用 代数 8 常数 来 构造 
极 化 Abel 繁 的 参 模 的 另 一 个 方法 ([7]). 

(2) Néron 极 小 模型 ,好 约 化 和 稳定 约 化 . 
设 R 是 一 个 离散 赋值 环 ,其 剩余 域 为 4, 商 域 为 
.对 于 K 上 的 一 个 Abel 铬 4, 存 在 S=Spec(R) 
上 为 有 限 型 的 光滑 群 概 型 .or , 称 为 4 的 Neron 
极 小 模型 (Ntron minimal model), 使 得 对 于 每 
个 在 S 上 光滑 的 概 型 5, 存在 一 个 标准 同 构 


Hom;(S', .of ) = Homk(Sk, A), 

ЭХЕ Sk JE S 在 Spec (K) — Spec (R) 之 下 的 还 
原 (Néron, M. Raynaud). 特别 是 我 们 有 .erx 
SA. 用 如 表示 .exr 在 3 的 闭 点 上 的 纤维 。 

dn. 在 53 上 是 固有 的 ， 我 们 就 称 4 在 
及 处 有 一 个 好 约 化 〈gpod reduction). 如 果 Ao 
中 含有 0 的 连通 分 支 A0 ЖН 1 的 宕 根 (或 等 价 
地 说 ， 必 是 一 个 Abel ЖОЙПУ FECERO D> 
张 ), 我 们 就 说 , 4 有 一 个 稳定 约 化 (stable reduc- 
on). 如 果 存 在 K 的 有 限 可 分 扩 域 K', 连同 R 
EK Б-Р R'"， 使 得 4 x xK 有 一 个 
好 (稳定 ) 约 化 ,我 们 就 称 4 在 R 处 有 潜在 好 ( 稳 
定 ) 约 化 《potential good (stable) reduction). ik 
KK, 为 K 的 一 个 可 分 闲 包 , 员 是 R 在 K, 上 的 一 
个 开拓 。 对 于 一 个 素数 е char (4), 我 们 有 一 
个 标准 同 态 o: Gal (K,/K) > Au (8,4), Ж 
为 一 个 单 资 .于 是 4 有 潜在 好 约 化 当 且 仅 当 ,局 
性 群 + ICR) 在 p 之 下 的 象 是 一 个 有 限 群 G.-P. 
Serre 和 Tate). 天 上 每 个 Abel SR ATE R MA 
潜在 稳定 约 化 (稳定 约 化 定理 (stable reduction 
theorem), A. Grothendieck [16]). 

(3) 日 函数 的 分 次 环 . 如果 1 是 一 个 具有 
周期 系 DD 的 8 函数 ,那么 对 于 每 个 正 整数 n, f 
也 是 @ 函数 且 具 有 同样 的 周期 系 。 RNAS. 
表示 具有 同一 周期 系 忆 并 且 和 如 服从 同一 变 
换 规 则 的 © 函数 所 成 的 向 量 空间 。 如 果 我 们 
10 0) = x, BA s, 可 以 自然 地 看 作 X 的 完备 
线性 系 ! 的 定义 模 !, 并且 S, 的 维 数 (一 1020) 
等 于 A HERA FATTER (Frobenius). 当 
665, h € S, I, gh e S... 因此 5 == uus, 
是 一 个 分 次 环 ,而 且 是 正规 的 和 有 限 生成 的 .对 
Fm>2 kn D3, 乘积 映射 S。x S。 一 Sate 
是 满 射 (D. Mumford， 小 泉 正二 )， 如 果 瑟 的 
初等 因子 能 被 一 个 > 4 的 整数 整除 , 那么 自然 
分 次 映射 SCS) 一 SGEB SCS) 表示 S, 上 的 对 
称 代数 *) 的 核对 于 充分 大 的 次 数 来 说 ,可 由 二 
次 关系 ( 即 二 次 部 分 ) 生 成 《Mumford)。 从 几何 
意义 来 说 ,就 是 , WRX — 0) Res, BABB 
化 的 ， 那 么 关于 由 X 的 完备 线性 系 定义 的 射影 
ЖА i Tt PN, Т") 是 P" 中 包含 (T°) 
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的 二 次 曲面 的 交 ， 

Mumford 发 展 了 代数 日 函数 的 理论 , 这 项 
工作 也 是 对 于 正 特 征 情形 讨论 的 ([7])， 他 并 
且 在 一 般 情形 下 证 明了 上 述 结果 , 


[$) [1] н. Cartan, Séminaire sur la théorie des 
fonctions de plusieurs variables 1—V, 1951—1952, Ecole 
Norm, Sup. Paris; [2] Е. Contorto, Abelsche Funk. 
tionen und algebraische Geometrie, Springer, 1956, [3] 
A. Keazer-W. Wirtinger, Abelsche Funktionen und allge- 
meine Thetafunktionen, Enzykl. Math, Wiss., ПВ7 (1920), 
604—873, [4] J. igusa CERE), Theta functions, 
Springer, 1972, [5] S. Lang, Abelian varieties, ater. 
science, 1959, [6] D. Mumford, Geometric invariant 
theory, Erg. Math., Springer, 1965; [7] D. Mumford, 
On the equations defining Abelian varieties 1—11, Inven. 
tiones Math., 1 (1966),287—354, Ш, Ш (1967), 75—135, 
215—244, [8] D. Mumford, Varieties defined by quad. 
ratic equations, Questioni sulle variete algebraiche, Corsi 
dal C. 1. М. E. Cremona, 1969, 31—94 [9] D. Mu- 
mford, Abelian varieties, Tata Inst. studies in maths, 
Oxford Univ. Press, 1970; [10] A. Néron, Modéfes ті. 
mimaux des variétés abéliennes sur les corps locaux et 
globaux, Publ. Math. Inst, HES, no. 21, 1964, p. 5— 128p 
[11) W. Р. Osgood, Lehrbuch der FPunktionentheorie Il, 
Teubner, 1932, (12) M. Raynaud, Modèles de Néron, 
C. R. Acad. Sci. Paris, 282 (1966), 345—347, [13] B. 
Riemann, Theorie der Abelschen Funktionen, J. Reine An- 
gew. Math, 54 (1857), 115—155, [14] J-P. Serre, 
Quelques propriétés des variétés abéliennes en caractéris- 
tique p, Amer. J. Math., 80 (1958), 715—739, (15] 
]-P. Serre-J. Tate, Good reduction of Abelian varieties, 
‘Ann. of Math., (2) 88 (1968), 492—517, [16] Sémi- 
naire de géométrie algébriques (SGA)7, Groupes de mono- 
dromie en géométrie algébrique, Lecture notes in math., 
288, 340, Springer, 1972, 1973, [17] G. Shimura 
(&Н ЕШ), Moduli and fibre systems of Abelian va 
rites, Ann. of Math., (2) 83 (1966), 294—338, [18] 
C. L. Siegel, Analytic functions of several complex va- 
riables, Lecture notes, Institute for Advanced Study, Prin- 
ceton, 1948—1949, [19] J. Tate, Classes d'isogénie des 
variétés abéliennes sur un corp: fini (d'aprés T. Honda), 
Séminaire Bourbaki, no. 352, Lecture notes in math. 179, 
Springer, 1968—1969, [20] A. Weil, Théorémes fonda- 
mentaux de la théorie des fonctions théta, Séminaire Bo- 
urbaki, no. 16, 1949, Benjamin; [21] A. Weil, Variétés 
abéliennes et courbes algébriques, Actualités Sci. Ind., 
Hermann, 1948, [22] А. W: Variétés kahlériennes, 
Actualités Sci. Ind., Herm: 1958; [23] A. Weil, 
Généralisation des fonctions abéliennes, J. Math. Pures. 
Appl, (9) 17 (1938), 47—87. 
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一 了 >-py 本 型 定理 ] Riemann-Roch 定理 
《以 下 简称 R. R. 定理 ) 是 古典 的 单 变量 代数 
函数 论 的 中 心 结果 . 设 x AHR Riemann ffi", 
D=TmPAXH—-TRF'. X LER PK 
至 多 有 m, 阶 极点 (如 mi <0, MEDEA 一 m, 
阶 零 点 ) 而 在 其 他 点 处 为 全 纯 的 亚 纯 函 数 的 
全 体 加 上 常数 0 就 形成 一 个 有 限 维 复线 性 空间 
L(D). R. R. 定理 断言 , imL(D) = &gD 一 
g + 1 + r(D), 这 里 8 为 X 的 亏 格 ', deg D = 
E т, 为 DD 的 次 数 ,r(D) 为 正 整 数 或 0. 设 K 为 
xX 的 典范 除 子 ',， 则 有 r(D) = dim L(K — D) 
《一 代数 函数 , 代数 曲线 )。 关于 代数 曲面 的 
R. R. 定理 — 代数 曲面 [Riemann-Roch ESE], 
АЗЕ БРЕ, F. Hirzebruch, A. Grothendieck, M. 
T. Atiyah-I. M. Singer 等 人 把 这 个 重要 定理 成 
功 地 推广 到 多 维 紧 复 流 形 的 情形 . 

考虑 紧 复 流 形 X 上 的 复线 从 'B 及 其 全 纯 
截面 的 芽 的 层 2(B). 当 已 可 以 由 X 的 一 个 除 子 
DREN, 我 们 有 H(X, Q(B)) = LCD) (一 
复 流 形 )， 从 而 一 般 地 , 对 于 8 来 说 , 利用 与 X 
和 8 的 性 质 有 关 的 量 来 表示 dime H(X, 
Q(B)), 就 可 以 说 是 R. А. 定理 。 它 们 经 过 多 
次 推广 , 形成 了 所 谓 Riemana-Roch 型 定理 (本 
条 中 简称 为 R. R. 型 定理 ). 

[Hirzebruch 的 R. R. 型 定理 】 设 所 用 符 
号 与 前 面 的 相同 , 考 塌 
X(X, Q(B)) = У) (— D'dimH«X, O(B)), 


这 个 量 不 仅 对 于 AB) 能 够 定义 ， 而 且 对 于 任 
а Ае а 
代替 OCB)), 并 且 在 许多 方面 都 表现 出 比较 简 
RPE. (lin, HO 一 多 一 "一 
0 为 正 合 序列 , 则 X(X, 97) = x(X, F) + 
MX, э”); 甚至 当 解 析 向 量 从 F RTS RE 
续 地 变化 时 , ХОХ, OCF)) 也 是 不 变 的 ;等 等 .) 
Hirzebruch 对 于 射影 代数 签 X 及 其 上 的 解析 向 
ЖА F, 给 出 了 下 面 的 定理 : X(X, Q(F)) 一 
ТХ, Р) (131). #20 Hirzebruch 的 Rie- 
mann-Roch WEM., 这 里 T(X, F) 是 关于 
下 的 所 谓 Todd 示 性 数 (Todd. characteristic), 


它 的 定义 如 下 : RX HH n HEN, 把 它 的 陈 类 + 
с=1+а+ ceu 3 2i ЖЕ FJ 838) 


形式 地 分 解 为 T] O + və. 就 是 说 ， 认 为 
, <。 是 假想 的 二 维 上 同调 类 sns Ya 
的 初等 对 称 式 ， 记 TCX) = ае 


ist 


"那么 由 于 它 的 展 并 式 中 的 齐 次 项 关于 7, 是 对 
称 的 ,所 以 能 够 用 eis ++, с 表示 ,从 而 T(X) 
是 X 的 上 同调 环 的 元 。 AR, 将 纤维 从 F 的 陈 


XA WS dd, = Даже 


GA 的 纤维 的 维 数 ), 记 ch(F) 一 > eti, 
= 
ckCF) 也 是 X 的 上 同调 环 的 元 , 称 


cb t 


为 F 的 陈 
特征 标 ( 一 理论 )， 我 们 定义 7T(X, F) 为 
(eh(F)T(X))(X)， 它 是 指 在 基本 闭 链 X 上 取 
的 值 ,与 上 同调 环 的 非 2n 维 的 项 无 关 。 当 考虑 
7 一 1 而 F == [Р] (HRT D 决定 的 复线 从 》 
时 ,这 个 公式 就 给 出 古典 的 R. К. 定理 ， 并 且 ， 
当 F 满 足 上 同调 的 消 没 定理 时 ,就 可 得 到 
dim H°(X, OCF )) 的 一 个 估 值 . 

19634, Atiyah 和 Singer 对 于 紧 可 定向 
微分 流 形 上 椭 贺 型 微分 算 子 的 指数 理论 ， 又 提 
起 了 这 个 问题 ， 发 表 了 包括 对 于 任意 紧 复 流 形 
的 Hirzebruch 的 R. R. 型 定理 的 证 明 在 内 的 
一 般 结果 ([1])。 

【小 平 的 研究 】 另 一 方面 ， 在 这 些 研究 之 
前 ,小 平 研究 了 紧 复 曲面 (complex surface) ( 复 
二 维 复 流 形 ) к. R. 定理 , 给 出 了 下 面 的 公 
=, 并 且 应 用 到 复 曲 面 的 分 析 上 (15], — Яй 
Ж): X(X, (CF + [D])) = (р?) — x'(D) + 
1+ (FD) + X(X, Q(F)). 3x Bi x 为 紧 复 曲 
di, F 和 D 分 别 为 X 上 的 复线 从 和 除 子 ,，F + 
[D] 为 在 复线 从 构成 的 群 (由 从 的 张 量 积 定义 
RE) HFK [D] RR, (FD) 指 的 是 F 和 
[D] 的 陈 类 乘积 在 基本 闭 链 X 上 取 的 值 ，(D?) 
也 是 同样 地 定义 的 。 进一步 , 设 K 为 X 的 典范 
从 (二 次 全 纯 微 分 所 构成 的 纤维 从 ,相当 于 典范 
除 子 的 推广 ) 时 ,一 般 地 规定 CE) = CF?)/2+ 
(KF)/2 + 1, MPR Р 则 规定 =(D) 一 


i w([D]). =(D) 称 为 D HRS (virtual ge- 
nus), ШЖ D 是 不 可 约 的 非 奇异 此 线 ， 那 么 
*#(D) 就 是 D 的 亏 格 ， 小 平 的 研究 的 特点 在 于 ，、 
对 于 dim H*(X, OCF + [D])) (4 = 1, 2), 8 
出 一 个 依据 X 和 刀 的 其 它 性质 〈 解 析 的 或 拓扑 
的 ) 的 刻 划 ,以 便 " 具 体 地 ” 求 出 dim H(X, OCF 
+ [D]))， 当 DD 是 (可 约 ) 曲 线 时 , 已 经 纶 出 了 
这 种 刻 划 . 

[Grothendieck 的 R. R. 型 定理 】 Grothen- 
dieck 却 是 采用 完全 新 的 观点 来 推广 Hirzeb- 
ruch 的 R. R. 型 定理 的 。 下 面 我 们 来 看 基于 他 
的 这 种 创见 由 А. Borel 和 J.-P. Serre 所 给 出 
的 关于 他 的 观念 的 一 种 重新 表述 ([2]).. 

在 任意 特征 数 的 代数 几何 中 考虑 非 奇 异 的 
WHE (quasi-projective) Ek X (一 代数 
簇 ), 就 是 说 ,X 是 (代数 封闭 的 系数 域 上 的 ) 射 影 
空间 中 的 一 个 开 集 的 闭 子 签 。X 上 的 代数 向 量 
从 的 全 体 等 价 类 生成 的 自由 Abel 群 , 模 由 形 如 
F — F' — F” 的 元 (这 里 设 三 者 之 间 有 正 合 序 
Bil 0 — F' Е — F” 一 0) 所 生成 的 子 群 所 得 
的 商 群 记 为 K(X)。 如 果 取 全 体 代数 凝聚 层 ? 
(的 等 价 类 ) 进行 和 上 面 同样 的 构造 , 就 能 得 到 
Abel 群 K(X). 通过 F > OCF) CF EMR 
面 的 芽 的 层 ), 可 以 证 明 K(X) 和 K'(X) 同 构 . 
K(X) 中 的 加 法 能 够 从 向 量 从 的 Whitney 和 * 
诱导 出 来 。 如 果 按 照 向 量 从 的 张 量 积 来 定义 乘 
法 , 那么 K(X) 就 具有 环 的 结构 。 若 对 于 向 量 
从 下 定义 它 的 陈 类 c(F) 一 1 十 ci(F) 十 … 
+ (F) (4 为 下 的 纤维 的 维 数 )， 则 eC) 属 
于 X 的 周 环 ! 4(X) (代数 闭 链 的 有 理 等 价 类 所 
成 的 环 , c (F) 为 其 中 余 维 数 为 i 的 元 )， 并 且 
能 够 满足 陈 类 应 有 的 性 质 ， 现 在 , 和 上 面 一 样 
地 定义 ACF), 不 过 实际 上 ,ce(F) 和 ch(F) 仅 
HH F # K(X) 中 的 象 所 决定 ,而 且 “ 和 ch 都 能 
扩张 成 从 КОХ) 到 ACX) 的 映射 ， 并 满足 
с(& + n) = ¿(8)e(n),cA(8 + n) = ACE) + 
ch(m)s ch(En) 一 cA(E)ch(n) (Е. n €KOO). 
BA eA ERROR X, Y 及 它们 间 的 固有 射 ” 
HY 一 X。 对 此 考虑 诱导 纤维 从 的 类 ， 可 得 到 
f':K(X) > KO) ЯТУ EAR 7 使 
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X> (一 D?( 胸 92 与 之 对 应 就 可 得 到 f: 
K(Y) + K(X), KB (RIF 是 由 了 决定 
HF 的 4 次 直接 象 '《( 因 为 RAH, ВТО, 
它 是 凝聚 层 )。 在 周 环 之 间 也 取代 数 闭 链 的 逆 
象 和 直接 象 ， 就 能 定义 P:40) 一 4(Y) 和 
fe:A(Y) > A(X). 关于 它们 有 下 面 的 定理 : 
m! x, Y ЗН КАО, ПУХ 为 固有 
MB EA f CAG)TOD) = AETA). Ж 
TJ) Grothendieck 的 Riemann-Roch WE 
38. 在 这 个 定理 中 , 当 X 仅 由 一 点 组 成 时 ,就 得 
到 关于 代数 从 的 Hirzebruch 的 R. R. WEM, 
又 因 在 复 射影 代数 答 中 ， 柳 聚 层 的 代数 理论 和 
解析 理论 是 等 价 的 ， 所 以 这 个 结果 包括 了 Hi- 
rzebruch 的 R. К. 型 定理 (一 K 理论)。 

这 样 ,根据 Grothendieck 的 推广 ，R. R. 型 
定理 就 可 采取 这 样 的 形式 : 通过 固有 射 1:Y 一 
X, ACY) 的 子 群 R(Y) = {‹5(Е)ТО(Ү)|ЕЄ 
K(Y)) С Y f. Riemann-Roch 群 (Ric- 
mann-Roch group)) 能 够 映 到 x 的 相应 的 群 
R(X) рч. Atiyah 和 Hirzebruch 对 于 至 复 流 形 
和 微分 流 形 也 做 了 这 种 形式 的 推广 [2,6]). He 
X 一 (一 点 ), 就 可 得 出 RCY) 的 元 在 基本 闭 链 
上 取 的 值 为 整数 这 一 结果 . 

[Ф] [J] M.F. Atiyah-l, M. Singer, The index 
of elliptic operators on compact manifolds, Bull, Amer.. 
Math. Soc, 69 (1963), 422—433, [2] M.F. Atiyah-F. 
Hirzebruch, Riemann-Roch theorems for differentiable 
manifolds, Bull. Amer. Math. Soc., 65 (1959), 276—281; 
[3] M.F. Atiyah-G. B. Segall. M. Singer, The index 
of elliptic operators, Ann. of Math., (2) 87 (1968), 481 — 
604 (1 by Atiyah and Singer, И by Atiyah and Segal, UL 
by Atiyah and Singer); [4] A. Borel-J.-P. Serre, 
Théorème de Riemann-Roch, Bull. Soc. Math. France, 86: 
(1958), 97—136; [5] F. Hirzebruch, Neue topolo- 
gische Methoden in der algebraischen Geometrie, Erg. d. 
Math., Springer, 1956; Topological methods in algebraic 
geometry, Springer, WZM, 1966: [6] F. Hirzebruch, 
Riemann-Roch theorem for differentiable manifolds, Sémi- 
maire Bourbaki, no. 177, Paris, 1958—59; [7] К. Ko- 
daira( 小 平 邦 意 ),On compact analytic surfaces L, Ann. of 
Math., 71 (1961), 111—152; [8] K. Kodaira (小 平 邦 
E), The theorem of Riemann-Roch on compact analytic 
surfaces, Amer. J. Math, 73 (1951), 813—875, (91 
Н. Cartan-L. Schwartz, Théorie d'Atiyah-Singer sur l'in- 
dics d'un opérateur différentiel elliptique, Séminaire H. 
Cartan, Ecole Norm. Sup., 1963—64, (10] R. S. Palais, 
Seminar on the Atiyah-Singer index theorem, Ann. of 
Math. Studies, no. 57, Princeton Univ. Press, 1965. 


九 、 拓 扑 学 (同调 论 、 同 伦 论 、 纤 维 从 和 微分 拓扑 学 ) 


FEF [Æ topology 法 topologie Ё Topolo- 
gie {À топология 日 fH] 在 作为 
分 析 学 基础 的 实数 系 和 复数 系 中 ， 和 它们 构成 
域 ! 的 代数 系 的 性 质 一 样 , 作 为 拓扑 空间 的 性 质 
也 是 很 重要 的 。 仅 仅 从 这 一 点 ， 我 们 也 可 以 看 
出 拓扑 的 研究 对 于 整个 数学 ， 特 别 是 分 析 学 和 
几何 学 起 着 基础 的 作用 . 

topology 这 个 词 , 有 时 表示 “拓扑 ", 有 时 指 
研究 有 关 拓 扑 的 整个 学 科 ， 在 日 本 则 广泛 地 理 
解 为 与 拓扑 有 关 的 研究 领域 ， 也 称 为 拓扑 数学 
《位 相 数学 ). 拓扑 学 (位 相 状 何 学 ) 也 是 ropology 
的 一 个 译名 ,但 比 上 述 领域 要 罕 , 主要 指 研究 图 
形 的 (或 集合 的 ) 拓 扑 性 质 的 学 科 。 例 如 ， 与 二 
维 球 面 同 凸 的 多 面体 的 顶点 数 千 数 与 面 数 ,分 
SU) ао, Oy» а 表示 , 恒 有 公式 m 一 十 中 一 2 
成 立 (二 维 Euler-Poincaré 公式 !), 这 种 性 质 R. 
Descartes 就 已 经 知道 。 这 些 是 用 明确 形式 表述 
的 拓扑 学 的 最 初 的 定理 ，1833 4E, C. Е. Gauss 
用 线 积 分 定义 了 空间 曲线 的 环绕 数 '。1847 年 ， 
J. B. Listing 的 “Vorstudien zur Topologic" 一 
书 出 版 了 ,这 是 最 早出 现 Topologie 这 个 词 的 文 
d. 

十 九 世纪 ，B. Riemann 在 函数 论 各 方面 的 
研究 工作 中 都 贯穿 着 拓扑 学 的 思想 。 其 中 关于 
紧 曲面 同 胚 问 题 (一 曲面 ) 的 解决 ,对 于 代数 函 
数论 是 有 决定 意义 的 。 当 时 也 提出 ” 维 多 面 体 
的 问题 , E. Betti 研究 了 其 同调 群 ,他 的 方法 在 
整个 分 析 学 中 也 认为 是 重要 的 。H. Poincaré 给 
复 形 的 同调 群 ' 下 了 一 般 的 定义 《[1]), 而 且 证 
明了 著名 的 Poincaré 对 偶 定理 +, 还 定义 了 基本 
BEY, Poincaré 的 方法 是 以 多 面体 ;为 对 象 ,利用 
把 多 面体 单 形 剖 分 * 所 得 到 的 复 形 *， 来 得 到 其 
拓扑 性 质 , 这 就 是 组 合 拓扑 学 〈combinarorial to- 
pology). ФЕ Poincaré 之 后 ， 本 世纪 二 十 年 代 ， 
S. Lefschetz, J. W. Alexander 等 人 发 展 了 同调 


理论 (一 同调 群 )， 得 到 H. Нор: 映射 度 的 理 
ib. Hopf 不 变量 ! Lefschetz 不 动 点 定理 1, Ale- 
xander 对 偶 定理 等 著名 的 结果 . 

其 后 ,组 合 拓扑 学 的 发 展 方向 一 分 为 二 ,一 
个 方向 是 通过 线性 映射 来 研究 多 面体 的 组 合 结 
构 。 这 在 1940 年 左右 由 J. H. C. Whitehead, 
S. S. Cairns 等 人 所 发 展 ， 特 别 是 近年 伴随 微 
分 拓扑 学 的 发 展 ， 在 组 合 拓扑 学 和 微分 拓扑 学 
的 关系 方面 出 现 显著 的 进展 。 1960 年 J Stal- 
lings, S. Smale, 1961 年 E. C. Zeeman 解决 了 广 
X, Poincaré f, 1961 年 B. Mazur, J. Milnor 
否定 地 解决 了 组 合 拓扑 学 的 主 猜想 '。 

另 一 个 方向 是 随 着 同调 论 的 发 展 ， 通 过 代 
数 方法 的 应 用 而 产生 很 大 的 进展 ， 从 而 成 为 拓 
扑 学 的 主流 。 这 方面 称 为 代数 拓扑 学 (algebraic 
topology). XTZ 1940 年 左右 由 Alexander, 
A. Н. Колмогоров 等 人 定义 上 同调 群 '， 接 着 
定义 上 同调 环 ', 而 使 多 面体 的 拓扑 研究 出 现 很 
大 的 进展 。 这 时 ，W. Hurewicz 定义 了 同 伦 群 
(一 同 伦 群 )， Whitehead 又 把 研究 对 象 推广 到 
CW 复 形 +， 并 求 出 同 伦 等 价 等 条 件 的 代数 
BUR, CW 复 形 是 现代 代数 拓扑 学 的 主要 对 
象 。1947 年 左右 ,N. Е. Steenrod 在 障碍 理论 中 
定义 了 Sq 运算 ,后 来 又 大 大 发 展 ,成 为 上 同调 
运算 理论 ,促使 代数 拓扑 学 产生 重大 变革 .1945 
年 J. Leray, 1951 年 J.-P. Serre 对 纤维 空间 
引入 了 谱 序列 * 这 种 代数 方法 ，1954 年 H. Car- 
tan, Serre. 等 人 在 重要 的 空间 的 上 同调 运算 及 
同 伦 群 等 方面 ， 都 取得 显著 进展 并 一 直 延 续 至 
5. 

另 一 方面 , 随 着 十 九 世 纪 七 十 年 代 G. Can- 
tor 创始 一 般 集合 论 ， 研 究 了 Euclid 空间 内 的 
АЖ. SAT RA, 开 集 ', 闭 集 等 概念 。 这 些 
概念 逐渐 抽象 化 ， 到 二 十 世纪 初 ，M. Fréchet, 
Е. Hausdorff 等 人 得 出 了 拓扑 空间 ?的 概念 (一 


拓扑 空间 ,开创 了 一 般 拓 扑 学 (general topolo- 
ву). 直接 {而 不 是 作为 多 面体 ) 研 究 Euclid 空间 
或 拓扑 空间 中 的 一 般 的 点 集 的 拓扑 性 质 的 学 科 
称 为 点 集 拓 扑 学 (pointsettopology). 这 门 学 科 在 
波兰 特别 发 展 ,从 本 世纪 二 十 年 代 起 ，S. Janic- 
zewski, W. Sierpinski, S. Mazurkiewicz, С. Ku- 
ratowski 等 人 发 表 了 许多 成 果 。 其 中 Janiczewski 
的 不 可 约 连续 统 的 理论 是 特别 有 趣 的 结果 . 这 
方面 还 有 R. L. Moore, G. T. Whyburn, K. 
Menger 等 人 的 贡献 . 

起 初 只 以 多 面体 为 研究 对 象 的 组 合 拓扑 学 
从 二 十 年 代 末期 起 ， 其 方法 已 经 推广 到 包括 一 
般 紧 ' 空 间 为 其 对 象 ， 这 方面 成 果 主 要 由 TI.C 
Александров 所 取得 ， 而 L. E. J. Brouwer 在 
1911 年 以 来 关于 连续 映射 的 研究 是 这 种 方法 
的 先驱 ， 他 用 单 形 映射 ?来 逼近 连续 映射 ,得 到 
WS HER, Александров 把 紧 度 最 空间 ?作为 多 
面体 序列 的 极限 而 定义 了 其 同调 群 。 1932 年 
E. Cech 作为 多 面体 的 同调 群 的 归纳 极限 ' 定 
义 了 更 一 般 的 空间 的 同调 群 ， 同 样 定义 了 所 请 
Čech 上 同调 群 ' ,这 标志 着 上 同调 群 的 产生 . fE 
为 紧 空 间 的 同调 论 ，1944 4E S. Eilenberg 定义 
了 奇异 (上 ) 同 调 群 '，1945 年 ， 这 些 同调 论 在 
Eilenberg-Steenrod 的 公理 系统 之 下 统一 起 来 . 

微分 流 形 的 大 范围 理论 ,已 经 采用 纤维 从 * 
等 拓扑 方法 ,1952 年 R. Thom 本 质 上 使 用 上 同 
调运 算 和 同 伦 群 得 出 Thom 的 基本 定理 ，1956 
££, Milnor 证 明 57 上 有 多 种 微分 结构 ， 从 而 建 
立 了 所 谓 微分 拓扑 学 (differential topology) 这 门 
学 科 ( 一 微分 拓扑 学 )， 这 些 拓 扑 学 的 分 支 在 理 
论 上 全 都 密切 相关 , 并 且 正 在 迅速 发 展 。 1959 
年 发 表 的 A. Grothendieck, M. F. Atiyah, F. 
Hirzebruch, J. F. Adams 等 人 通过 向 量 从 而 
构成 的 KK 群 理论 等 也 是 很 有 用 的 概念 (一 K E 
论 ). 

拓扑 学 中 还 有 纽 结 理论 (一 纽 结 ) 这 样 特别 
有 趣 的 分 支 ， 它 也 进一步 发 展 成 为 高 维 流 形 的 
合 痕 + 及 嵌入 + 问题 ， 形 成 组 合 拓扑 学 的 一 个 分 
Ж 

以 上 所 说 的 拓扑 学 是 拓扑 数学 整体 的 基 
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础 ,成 为 现在 越 来 越 重要 的 分 支 随 着 与 数学 的 
其 他 分 支 的 广泛 交流 ， 对 其 他 分 支 产 生 很 大 影 
响 , 可 以 期 待 将 来 会 有 更 大 的 进展 . 

[$] [1] H. Poincaré, Analysis situs, J. École 
Polytechnique, (2), 1(1895), 1—121, Oeuvres, Tome 6, 
193—288; [2] Р. S. Alexandroff-H. Hopf, Topologie 
L Springer, 1935; [3] S. Lefschetz, Algebraic topolo 
gy, Princeton, 1942; [4] S. Filenberg-N. Е. Steenrod, 
Foundations of algebraic topology, Princeton Univ. Press: 
1952; [5] J. Milnor, Lecture note on differential to- 
pology, Princeton Univ. Press, 1957; [6] М. K. Fort, 
‘Topology of 3-manifolds and related topics, Prentice-Hall, 
1962, 


复 形 [X complex 法 complexe 4 Komplex 
日 HUE] 从 历史 上 来 看 , 复 形 
是 H. Poincaré 为 了 用 组 合 方法 来 研究 流 形 ' 的 
拓扑 而 引进 的 概念 《一流 形 )， 然 而 到 如 今 ,下 
面 令 述 的 复 形 的 定义 已 经 一 般 化 和 抽象 化 ， 而 
且 在 种 种 意义 下 使 用 。 下 面 对 这 些 复 形 用 不 同 
的 名 称 加 以 区 别 , 但 是 , 当 不 致 含混 时 ,通常 仍 
然 都 简称 为 复 形 . 

(Euclid 复 形 】 Eudid 空间 R 中 的 单 形 + 
的 集合 R= {A1|2€ A}， 当 下 列 条 件 成 立时 ， 
称 为 Euclid 单纯 复 形 或 Euclid 复 形 (Eucli- 
dean (simplicial) complex, ` geometrical (simplicial ) 


iA комплекс 


complex, rectilinear (simplicial) complex), 1) 当 
AER, A' HAMM, A’ ER; 2) 当 A, ALE 
R, AA s 时， ANA Ж д, К Д, 0 
ii; 3) 4 AER, z€ A 时 ， 可 选取 * 在 RV 
中 的 适当 的 邻 域 U， 使 得 只 有 有 限 多 个 A'E 
R, WE UNA H+ Ø. я 中 包含 的 零 维 单 形 称 
HR AGTH (vertex), dE Ri er ao ERU AE 
数 的 集合 中 ,如 果 存 在 最 大 的 数 , 这 个 数 就 称 为 
办 的 维 数 (dimension), 如 果 不 存在 最 大 的 数 , 则 
я 的 维 数 就 是 co. 

Euclid 单纯 复 形 R 的 子 集 f, HH f 的 
子 复 形 (subcomplex)， 如 果 AER, MARAT 
有 的 面 也 属于 8o Я 中 维 数 < r REEE 
的 集合 构成 名 的 于 复 形 , 称 为 7 骨架 C-section, 
skeleton), 

对 于 Euclid 单纯 复 形 R, 由 属于 ROPE 
的 点 集 所 成 的 并 集 是 RY TH, HA Euclid 


эв 复 形 


多 面体 (Euclidcan polyhedron), H || ER. 

Euclid 单纯 复 形 R,P, MREFA R 
件 , 就 称 X R BJ EE Sy (subdivision), 1) || = 
18]; 2) 如 AER, WFE AER 88 A'C 
A， 对 于 属于 R 的 单 形 的 任意 有 限 序列 Ac 
人 AIC*…*CA,(r 之 0)， 以 这 些 单 形 的 重心 1 为 
顶点 构造 r 维 单 形 ,这 样 的 单 形 集合 构成 Euclid 
单纯 复 形 , 且 是 久 的 重 分 ,以 Sd 名 表示, 称 为 R 
的 重心 重 分 (barycentric subdivision), 

对 于 IR] HFA, WE AQ A = D UR 
的 单 形 A 及 其 所 有 的 面 构成 的 子 复 形 ， 称 为 4 
在 办 中 的 星 形 (star), 以 Sra CA) 表示 之 . K 中 
所 有 与 4 相交 的 单 形 的 内 部 OT SES) 的 并 集 
称 为 4 在 只 中 的 开 星 形 Copen star), 以 Ox(4) 
表示 之 。 0a(4) 是 IR 中 的 开 集 ， 其 闭 包 是 
'|Stx(A)|. 

Euclid 单纯 复 形 的 定义 中 ， 把 单 形 都 
用 凸 胞 腔 !' 来 代替 ， 就 得 出 Euclid fe 6 W 
(Euclidean cell complex, geometrical cell complex, 
rectilinear cell complex) 的 概念 。 Euclid 单纯 复 
形 当然 也 是 Euclid 胞 腔 复 形 ,对 于 Euclid 胞 腔 
HER, 属于 员 的 凸 胸 腔 的 并 集 也 称 为 Euclid 
SHH WN RAZ, WF Euclid 胞 腔 复 形 ， 
顶点 、 维 数 、 子 复 形 、 重 分 等 概念 也 可 像 Euclid 
单纯 复 形 那 样 来 定义 。 

【单纯 复 形 】 iR Euclid 单纯 复 形 R 的 所 
有 顶点 的 集合 为 K, RY $ 的 每 一 个 单 形 和 
的 预 点 构成 kK 的 子 集 Coo visto), MAR 
种 子 集 构成 的 族 设 为 了 , 则 下 述 1), 2) pk Ar. 
1) ЄХ, As’ Css’ = @),Ш € X; 2) 
对 每 个 元 素 e€ 天， 只 由 ”构成 的 集合 (o) 也 
属于 Z, SROART 3。 一般 来 说 ， 对 集合 
天 ,如 给 出 其 有 限 子 集 族 卫 满足 上 述 条 件 1), 2), 
则 天 — (К, X) 称 为 抽象 单纯 复 形 (abstract sim- 
plicial complex) BMPR A M $8 BL HB (simplicial 
complex), BF X 的 子 集 * MRK n + 1 
个 元 素 构成 , 则 称 z 29 K B n Se e Ж (n-dimen- 
sional simplex), 特别 是 , 零 维 单 形 称 为 顶点 . 当 
集合 K WER ARH, BAIR 称 为 有 限 
的 (finite); 对 于 每 个 顶点 € K, MRA 


的 单 形 数目 是 有 限 的 ， 则 KK 称 为 局 部 有 限 的 
(locally finite)。 同 样 也 可 定义 可 数 的 《counta- 
ble)， 局 部 可 数 的 《locally countable) 单纯 复 形 。 
单纯 复 形 的 维 数 ，+ 骨架 可 以 和 Euclid 复 形 的 
情形 一 样 来 定义 。 

对 于 单纯 复 形 K，K。， 当 下 述 条 件 成 立 
时 ,Ko 称 为 K 的 子 复 形 .1) HARA, K. C 
K; 2) Ko 的 单 形 也 是 K 的 单 形 . 

设 K, 工 为 单纯 复 形 , pi K> L IRA, 
对 于 KK 的 每 一 个 单 形 + m {vo s +++, vah 如 
Ж {plvo), p(t),…*，p(v。)} 也 是 工 的 一 个 
单 形 的 顶点 , 则 Ф 称 为 单 形 映射 (Smplicial map- 
ping). Жї, ф(ж)› en), +++, eC.) 中 也 
ЗДА. Ase K, L 之 间 存 在 一 
ABH p, 如果 e. р^! 均 为 单 形 映射 , 则 K 与 
工 称 为 同 构 〈isomorphic). 

Rik! 为 从 单纯 复 形 K 到 闭 区 间 
1 一 [0, 1] 的 函数 。 所 有 满足 下 列 条 件 的 = 的 
集合 以 IKI 表示 。 1) WA (e€ K]z(v) = 0} 
是 K 的 单 形 ; 2) 对 各 e€ K, 有 x() 20H. 
У) 0) = 1， 这 时 (ө) 称 为 点 ELK) 关于 


A 
的 重心 坐标 (barycentric coordinate), КЁ ЇЙ 
点 ”可 以 看 成 就 是 |K | 中 关于 。 的 重心 坐标 为 
1 的 点 ， 称 为 |K| 的 顶点 。 且 对 于 有 的 单 形 
£= {vos no ttt vo}, 所 有 满足 x(v) = 0( € 
5) 的 xCe IKD 的 集合 称 为 IK] 的 单 形 (sine 
Plex)， 以 1s| 表 示 之 。 所 有 满足 x(w) > 0G = 
0,1,…*，n) 的 x(€ 1s|) 的 集合 称 为 单 形 
Js] 的 内 部 (interior). 对 于 IK] 的 两 点 r，y， 
如 果 用 


46. = (3i t) 0000)” 


定义 距离 , 则 |K | 就 成 为 度量 空间 ,但 通常 用 下 
面 1), 2) 定 义 比 这 个 拓扑 更 强 的 拓扑 ', 赋予 这 
种 拓扑 的 |K| 称 为 单纯 复 形 K 的 多 面体 (polyhe 
don) 1) 对 于 K 的 每 个 单 形 ;， |s| 的 拓扑 和 
上 述 度 量 空间 的 拓扑 一 致 ，2) |K| 的 于 集 U 是 
开 集 ,如 果 对 于 KK 的 每 个 单 形 s, ll U REST 
的 开 集 。 多 面体 的 拓扑 和 上 述 度量 拓扑 一 致 ， 


当 且 仅 当 是 局 部 有 限 的 。 如 果 单纯 复 形 K, 工 
AHR IK |, | L| 同 胚 ;如 果 天 是 由 Euclid 单 
MRE R 所 决定 的 单纯 复 形 ， 则 |K| 与 |R| 同 
W. 

设 K, 工 为 单纯 复 形 , f: 1K) 一 IL | 为 映 
射 ， 如 果 对 于 K 的 每 个 单 形 := (ns s vL), 
Ко), +++, Ken) 属于 | 工 | 的 同一 单 形 ， 且 当 
z= Agvet ets tant, (Ry Rr bium d, 
ы > 0) Bf, Ka) do (vo) + + 1„ Hon) 
成 立 , 则 f 称 为 线性 映射 Cincar mapping), $ 
HE, 由 单 形 映射 p:K — L 所 决定 的 线性 映 
射 称 为 重心 映射 〈barycentric mapping), lọ |: 
IK| 一 |L| 表 示 之 ,但 当 不 致 引起 混淆 时 ,也 可 
以 称 之 为 单 形 映射 ， 并 且 同 样 用 中 表示。 对 于 
单纯 复 形 K, 大 "， 如 果 存在 线性 同 胚 映 射 1: 
IK'| > |K], АНЕ K’=(K,) RAK 的 重 分 ， 
通过 1 把 IK|，|K"| 看 成 相同 ，|K| ~ |K IR 
М. 同 Eudid 单纯 复 形 的 情形 一 样 ,可 以 定义 
单纯 复 形 的 重心 重 分 SdK， 且 对 于 |K| 的 子 集 
A, 定义 4 在 K hi R Six(4) 及 开 星 形 
Ox(A). 映射 :|K| 一 IL] 称 为 分 段 线性 映 
射 (piecewise linear mapping)， 如 果 对 于 天 的 某 
一 重 分 ,成 为 线性 映射 。 

当 已 给 集合 X 的 覆盖 * эл — {M,},ex (K 
FEHR) MRK APT $ we (1м, 
OW, Hs 定义 为 单 形 , 则 天 成 为 单纯 复 形 , 称 
为 覆盖 M 的 网 (nerve). 15 91 — (NL). 为 
MMA, RAE w € L, ERE N. C 
M, 的 r€ K, MR e(w).— v, EX B W 
Ф: K, le 是 单 形 映射 2 

ФИЯ К, L(K L = 区) 时 ,在 
КІВ. KUL 中 ,把 非 空 的 有 限 子 集 “ 
定义 为 单 形 ,如 果 当 NK 及 (ñL 23 K, 
L 的 单 形 或 空 集 的 话 . 这样 得 到 的 单纯 复 形 称 
为 K 和 工 的 联接 (join), Ик ж 工 表示 之 。 HF 
别 是 当 工 是 一 点 ?时 ， 则 把 Kee 称 为 K 的 锥 
(cone), 

du RUE ARTE K OT 2 [B] 81 A PF X: 
系 ! <, RAK 的 各 单 形 的 顶点 集成 为 全 序 
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集 ', 则 把 K 称 为 有 序 单 缉 复 形 (ordered simplicial 
complex), x} PR RMS K, LAFE 1) 
一 3) 定 义 有 序 单 纯 复 形 K X L, BAK 15 L fJ 
Descartes 积 (Cartesian product); 1) K XL 的 
顶点 是 天 的 顶点 ”与 工 的 顶点 w 的 对 (e, w); 
2) K X 工 的 顶点 《vos wo), °° (tus wa) 满足 
t < rt < v., wem < w HIE I 
都 是 天 , 工 的 一 个 单 形 的 顶点 时 , 则 是 K x L 
ЮФ; 3) WR v < s, H a< op W| (vo 
wy) < (on wy). BOK, 工 中 有 一 个 是 局 部 有 
限 的 ,或 K, L 都 是 局 部 可 数 的 , 则 | 天 # 工 | 与 
折 扑 空间 的 联接 |K1*# | L| А, IK X L| 5; 
拓扑 空间 的 积 空间 |K| x |L | 
对 于 拓扑 空间 X, 如 果 存在 (局 部 有 限 的 》 
фк MARE |K] — X, WHE T (К, 
小 称 为 X 的 三 角 制 分 (triangulation) RA REI St 
(simplicial decomposition), 给 了 拓扑 空间 X 的 
EAMA T = (K,) 之 后 ,对 于 单纯 复 形 K 所 
定义 的 种 种 概念 ， 也 可 以 对 于 了 来 定义 .例如 
当天 为 局 部 有 限时 ,并 也 称 为 局 部 有 限 的 ,K 的 
单 形 * 的 像 :1:|) 称 为 了 的 单 形 ， 对 于 K 的 重 
АСК), Т 一 《K',+91)M 作 了 的 重 分 ， 当 给 
定 拓扑 空间 X, f fuil) Ti = (Ку, t) G= 
1,2) 时 ,对 于 映射 f: X, — Xs MWR sto font 
[Ky |] Kz] EER W] f ULE AF T. T, 
MBH. 关于 三 角 部分 有 下 面 两 个 落 名 的 
问题 ， 特 别 2) 称 为 组 合 拓扑 学 的 主 猜想 (他 
Hauptvermutung), 1) 对 给 定 的 拓扑 空间 X, 求 
X 能 否 三 角 剖 分 的 拓扑 条 件 。 .2) ШЖК 
闻 X 可 三 角 判 分 ， 对 于 其 中 两 个 三 角 剖 分 Te 
Tr, 是 否 存在 T, 的 重 分 T, m (K,, ú) Gal, 
2) 使 得 K, 与 K: 同 构 。 虽然 这 两 个 问题 至 今 
尚未 完全 解决 ， 但 已 知 三 维 流 形 + 总 可 三角 剖 
分 ， 且 对 三 维 流 形 主 猜想 成 立 (R. H. Bing, 
E. E. Moise), J, Milnor 证 明 主 猜想 一 般 不 成 
立 , 但 如 X 是 任意 维 流 形 是 否 成 立 尚未 解决 . 
又 任意 维 微 分 流 形 T= AAA EXEC CEM 
剖 分 +(r > 1) 主 猜想 成 立 (S. S. Cairns, J. Н. 
C. Whitehead) (关于 这 些 的 文献 一 [7]) (一 
HÉ). 
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设 X,, X, 是 给 定 三 角 剖 分 T T, 的 拓 
扑 空间 , f: X, 一 X, 为 连续 映射 , p:X, — XX; 是 
关于 T, 与 7, 的 单 形 映射 。 如 果 对 于 X, 的 每 
хф) 包含 在 T 的 某 个 单 形 中 , 该 单 形 的 
AMS f(x), We 称 为 了 的 单 形 通 近 (sim- 
plicial approximation), 下 述 的 存在 定理 称 为 单 
WME E (theorem on simplicial approximation); 
对 于 任意 的 连续 映射 f: X, — X;, 可 取 TY 
适当 重 分 Ti, 使 得 存在 关于 T, K Т, RE 
We o: X, >X, 而 是 的 单 形 还 近 . 当 
T, 是 有 限 的 三 角 剖 分 时 ， 对 于 充分 大 的 n, Ti 
可 以 取 作 Sd'T. 此 处 Sd" 表示 重复 进行 = 
回 重心 重 分 。 连 续 映射 与 其 单 形 有 逼近 是 同 伦 * 
的 . 

【 半 单 纯 复 形 】 i) 有 序 复 形 O(K), 单纯 
复 形 K 的 容许 重复 的 有 序 的 顶点 序列 (woe, 
tX), 其 中 vo, vi, rt o 均 包 含 在 某 个 单 
形 之 中 ,这 种 序列 全 体 的 集合 用 OK), RAK, 
对 于 每 个 整数 i (0O<Si <n) 定义 映射 д: 
O(K), — O(K),- Be si: OCK), > OCK) № 
8, vu) = (wost * ias Vino ttt» Und» 
Sis tts Pa) = (Pos ttt vins Vis Vis Vitis 
tes V). ЖЮ FERRARI: 

(1) 8,00; = O100 i < ji 
$95 = us, ESS 
06,95 = 52498, í< j; 
0,95; == 590,5, ij 1; 
Oos = 0,05, = 恒 等 映射 . 

ii) 奇异 复 形 SX). BAG) 表示 ” 维 
Euclid 单 形 , 其 顶点 是 给 定 坐标 轴 的 Euclid 25 
Ta) R° 的 原点 eo — (0, 0, +-+, 0) 及 每 个 坐标 
轴 上 的 单位 点 e 一 (1，0，……，0)，… 
《0, 0,…，1)， 拓 扑 空间 X 中 的 奇异 n 单 形 
(singular n-simplex) 是 一 连续 映射 了 :A(n) 一 
X. 用 S(X)。 表 示 所 有 连续 映射 T: AG) > X 


„= 


的 集合 ， 用 点 Ў) е, 的 重心 坐标 (lu …， 


1), > 0, 9] u — 1 来 定义 映射 Bl:S (X), 


ize 


一 SC(X)。-， 及 5а45(Х)„—> SCX) ot ABT oe 
eeey dant) = Ts 7,30, ditty Annes E 
ST ы) = TO bis hi es 
Aaa *°* Азы) 时 ， 则 对 Ә,, s; 上 述 关系 式 (1) 
ERY. 

Hi) 半 单 纯 复 形 。 这 些 事实 是 定义 单纯 复 
形 和 拓扑 空间 的 同调 + 的 基础 ,( 一 同调 群 )， 由 
此 加 以 抽象 化 可 得 下 述 一 般 定义 (S. Eilenberg- 
J. А. Zilber); 对 于 每 个 整数 及 i(0<i<n)， 
当 给 定 集合 К, RB дк, Ks Kun 
Kao HER 05 5; 的 关系 式 (1) 成 立时 ,KK 二 
(CK。6i，5) PRAIA f BE SIG (semi-simplicial com- 
plex) 简称 为 ss. SLA (s. s. complex), #8 
К, ЖЮ з. s. 复 形 天 的 ” 维 单 形 ,5, 称 
为 面 算 子 (face operator), s 称 为 退化 算 子 
(degeneracy operator) FAU sialo E Ky.) 的 单 形 
PRA (degenerate), ERKI ОСК), 的 元 素 
称 为 KK 的 有 序 单 形 (ordered simplex), SX), 的 
元 罕 称 为 X 的 奇异 单 形 (singular simplex). “Ë 
们 全 体 所 构成 的 s. *， 复 形 分 别称 为 有 序 复 形 
(ordered complex) 及 奇异 复 形 (singular complex), 
分 别 用 OCK) 及 SCX) 表示 之 . 

KH s. s. BB, L. C K,(n 2 0), fü 
果 对 于 每 个 5 有 Ə(L.)cC Los aLa) C 
Laris WY L = (Las 8, Las sil La) 成 为 ss 
MEHA s.s. 复 形 K 的 子 复 形 . 例如 对 于 拓 
扑 空间 X 的 子 空间 A, 5(4) 是 5(X) 的 于 复 形 ， 
对 于 有 序 单纯 复 形 K, 满足 o < --- < v, 的 
有 序 单 形 (оо, ++, v.) 全 体 的 集合 就 是 O(K) 
的 子 复 形 (用 О'(К) ER). K, LOS s s 
复 形 ,对 于 映射 序列 fa: K。 Lun > 0)， 如 
ЖӘ, fasi = fa ° Ois 54° fa = fs asa (o SES 
т) 成 立 , 则 f = (fa) 称 为 从 K FILA s.a. ВЕ 
射 (*. s. mapping)， 例 如 ， 拓 扑 空间 之 间 的 连 
RBH IX у 可 通过 SG) T — f° T 定义 
s.s. 映射 S( 有 ):S(X) > SCY), In sis ЯУ, 
K, L 之 间 存在 双 s. s. 映射 时 K 及 工 称 为 同 
®. 对 于 sos ИЖ К, L, 用 下 述 1),2) E 
X s.s. ИЖ K X 工 , 称 为 K SLA Descartes 
R: 1) (K X L), = K, X Ln; 2) д(о,г)= 


(8,0, дт), silo, r) = G, sr) (€ Kns TE 
Lj. 对 于 有 序 单纯 复 形 K,L, 0"《(K)x0《L) 
50'(K x L) 同 构 ,对 于 拓 盾 空间 X,Y SCX) 
x S(Y) 55 5(X x Y) Юй. 

B s. s. SEK, 造 拓扑 空间 IK | im F: 
WY K, UABE SRSA К, x A", 令 
K= u K, X A". 再 取 А" 的 顶点 为 p，…， 
ро E X OB E1: Ann! o At, зү: А"! t 
X e (pi) = pi G < i), E (pi) = pin G 2 i); 
(р) = р < Donl) = PG > D. К 
的 点 之 间 引 入 由 下 述 关系 ~ 生成 的 等 价 关 系 : 
(0,02 у) ~ (a, C)Na E Kas y € 7), Gr, 
y) ~ (о, n'(y)) (a € Kas y € A), HERE 0 < 
isa 以 |K| 表 示 开 在 这 个 等 价 关 系 之 下 产 
生 的 商 空间 + 天 /~ KA s. э. MB K 的 实现 
(realization) (Milnor), 如 果 用 la, y| € 1K] Ж 
Жжж (о, y EE 民 的 等 价 类 ， 则 对 于 s.s. RAT 
f:K 一 上 ,定义 连续 映射 |1: IK] —> ILI% 
If] Созу) = Io)» yl, WZA s s 映射 
WER. 

对 于 拓扑 空间 X, 如 果 把 K 取 作 SCX), 则 
下 述 条 件 成 立 : 对 于 оо» ooo Ua wet， 
2,4 € K,, 如 果 8,0; = 8-0, < j, i, j k) 
成 立 , 则 存在 ve Kani WË дю m ci k). 一 
般 地 ， 满 足 这 个 条 件 的 s.s. 复 形 称 为 Kan X 
Ж (Kan complex). HHA Ba 一 Bo'(o, o € K,, 
i= k) W дю 一 Oo" 成立 时， 天 称 为 极 小 复 
W (minimal complex), SPERM s. s. BY 
天 ， 存 在 极 小 子 复 形 M, 且 所 有 的 极 小 子 复 形 
彼此 同 构 ， 且 |M | 为 |K| 的 形变 收缩 核 *， 对 于 
Kan ЖЖ, 能 够 定义 司 伦 群 ', 开展 同 伦 论 的 研 
90161). 

【 胞 腔 复 形 】 BVA n 维 单 位 球体 '， 
373 X (n 一 1) 维 单位 球面 '"，X 为 Hausdorff 
空间 , e 为 X 的 子 集 ,z,# 分 别 为 < 在 X 中 的 闭 
miik. XIT eKA n ERE Cl), 如 
EME p: (И, 97) — (2, 2), (BDE 
续 映 射 pV e, HE oS") Ce, Bo: 
ys 一 s з г — ë (AR), o 称 为 其 示 性 映射 
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(characteristic mapping)， 例 如 从 S* 中 除去 一 点 
Pp Fi, S" 一 (p) 就 是 7 HEB. Hausdorff 空间 
X 的 胞 踪 的 集合 fcalX€ A}, 如 满足 下 列 条 件 
称 为 X ANB BIS} (cellular decomposition) 1) 
aNe = @ G= u): 2)X = Ú w: 3) f 


果 е, HERE n + 1, Wer C X", 这 里 X" 是 
维 数 <n e (n € A) 全 体 的 并 集 . 例如 8" 可 
分 解 成 0 维 及 = 维 两 个 胞 腔 的 胞 腕 剖 分 . 

给 定 胞 腔 剖 分 的 _Hausdorfft 空间 称 为 胸腔 
复 形 (cell complex) ,其 0 维 胞 腔 称 为 顶点 ,上 上面 
条 件 中 的 X" 称 为 其 n WR. 胞 腔 复 形 X 的 维 
数 是 X 中 的 胞 腔 的 维 数 集合 中 的 最 大 数 ， 和 如果 
不 存在 最 大 数 , 则 X 的 维 数 是 co X IFR A 
为 X 的 子 复 形 ， 如 果 对 于 和 X 的 子 集 4 相 交 的 
ХК е, HEC 4 成 立 ， 则 4 以 所 有 这 种 
< 的 集合 作为 胞 膝 剖 分 而 成 为 胞 路 复 形 ， 如 胞 
腔 复 形 X 的 胞 膝 数 目 有 限时 , x 称 为 有 限 的 .对 
于 X 的 每 个 顶点 * 如 果 存 在 X 的 有 限 子 复 形 
A, 使 = 包含 在 4 的 内 部 +, 则 X 称 为 局 部 有 限 
的 . 同样 可 以 定义 可 数 、 局 部 可 数 等 等 。 胞 腔 
复 形 X 的 每 个 * 胞 腔 (n 之 0) 的 闭 包 都 与 " 同 
HERS, X 就 称 为 正则 的 《regular)， 从 胞 腔 复 形 
X 到 胞 腔 复 形 Y 的 连续 映射 [Xo Y, WE 
f) € Ү* (a 70,1, =) 时 称 为 胞 腔 喘 射 
(cellular mapping). it X, Y ЖЮ, 所 有 
e X elen a DAE X, Y 的 胞 腔 ) 的 集合 构 
成 积 空间 X x Y 的 胞 腔 剖 分 ， 这 个 胞 腔 复 形 
叫 作 X FLY 的 积 复 形 (product complex). 

胞 腔 复 形 X 如 果 满 足下 列 条 件 C) HEMOS! 
FAAP (closure finite), 满足 条 件 W》 时 称 为 
具有 能 拓扑 〈weak topology), C) 对 于 X 的 每 
AR e, X 中 存在 有 限 子 复 形 包含 。 为 胞 腔 . 
W) X 的 于 集 U 是 开 集 当 且 仅 当 对 于 X 的 每 个 
FS eo UNE Be 的 开 集 ， 胞 腔 复 形 中 重要 
的 就 是 满足 这 两 个 条 件 的 胞 腔 复 形 , 称 为 CW 
AK (CW complex), ЖЕ ВИЦЕ CW dl 
分 (CW decomposition) (J. H. C. Whitehead), 
有 限 的 胞 腔 复 形 当然 是 CW 复 形 ,局 部 有 限 的 
KERKEE CW ИЖ. 
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下 面 列举 CW 复 形 的 主要 性 质 ([16],[8]): 
CW 复 形 是 仿 紧 ! 正规 空间 ! 并 且 是 局 部 可 缩 
的 +. CW 复 形 的 子 复 形 是 闭 集 ,其 本 身 也 是 CW 
ЖЖ. MOW 复 形 X 到 拓扑 空间 的 连续 映射 是 
矢 续 的 ,如 果 对 于 X 的 每 个 胞 腔 е, Пг 也 是 连 
续 的 。 对 于 CW 复 形 之 间 任 意 的 连续 映射 , 存 
在 与 它 同 伦 的 胞 腔 映射 ( 胞 腔 有 逼近 定 理 (cclluiar 
approximation theorem)), CW BX 及 其 子 复 
形 4 的 对 (X, A) 对 于 任意 的 拓扑 空间 具有 同 
伦 扩张 性 质 '。 对 于 任意 纤维 空间 ! CW 复 形 具 
有 覆盖 同 伦 性 质 +，CW ИЖ x, Y 的 积 复 形 不 
一 定 是 CW 复 形 , 但 1) du X, Y 至 少 有 一 个 是 
局 部 有 限 的， 或 x, Y 均 为 局 部 可 数 的 ， 则 
X x Y 是 CW 复 形 ; 2) BUSI X x Y SK 
+ CW 复 形 同 伦 等 价 '。 在 2) 中 把 积 空间 换 
成 映射 空间 Ух thal. CW 复 形 的 覆盖 空间 ' 
具有 CW WA. 

,如 果 天 为 单纯 复 形 , 其 多 面体 IK] 以 其 所 
有 开 单 形 为 胞 腕 作为 胞 腔 剖 分 而 成 为 正则 CW 
复 形 ， 这 时 的 局 部 有 限 等 条 件 和 CW 复 形 相 
对 应 的 条 件 等 价 。 特 别 对 于 Euclid 单纯 复 形 ， 
其 Euclid 多 面体 是 局 部 有 限 CW SUE. MT 
Euclid 胞 腔 复 形 ,其 Euclid 多 面体 也 是 如 此 ,一 
般 的 多 面体 ,可 以 具有 CW HIS НЕА 
起 单 形 前 分 的 单 形 数目 少 得 多 ,从 这 一 点 来 看 ， 
CW 复 形 比 单纯 复 形 更 加 方便 。 对 于 任意 的 
CW ИЖ X, 存在 与 X 同 伦 等 价 的 多 面体 JK|; 
这 时 如 果 X 是 ” 维 有 限 ( 可 数 ) CW IB. K th 
"INE n APR CATR) ВАГИ. s.s. ШИК 
的 实现 |K| 具 有 CW 部 分 ,使 天 的 每 个 非 退 化 
单 形 一 一 对 应 于 同 维 数 的 胞 腔 。 对 于 拓扑 空间 
X， 定 义 映 射 p: 15CX)| > X 为 pT, yl) = 
T(y)J(TeSCXK)。。》eA"), 则 2 是 弱 同 伦 等 价 
映射 + cw ЭЖ X, Y 同 伦 等 价 当 且 仅 当 
S(X), SCY) 的 极 小 子 复 形 同 构 . 
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topology, van Nostrand, 1967; |10] F. Curtis, Sim. 
plicial homotopy theory, Lecture notes, Aarhus, 1967; 
I] Е. Н. Spanier, Algebraic wpology, McGraw-Hill, 
1966, 


ЖЕ [X manifold 法 variété Ж Mannig- 
faltigkeit А многообразие Н SRE] nde 
流 形 的 概念 ,在 J. L. Lagrange 的 力学 中 已 经 
初 见 端倪 . 十 九 世 纪 中 期 ,已 经 知道 + 维 Euclid 
空间 是 n 个 实 变量 的 连续 统 (A.Cayley; Н. G. 
Grassmann, 1844, 1861; L. Schläfli, 1852), 但 
是 一 般 =” 维 流 形 的 概念 是 B. Riemann 研究 微 
分 几何 学 时 引进 的 (1854), 他 是 用 归纳 法 进行 
构造 的 。 正如 曲线 的 运动 形成 曲面 一 样 ,” 维 
流 形 是 把 无 限 多 个 (n 一 1) 维 流 形 按照 一 维 流 
形 方 式 放 在 一 起 而 形成 的 ， 流 形 的 拓扑 结构 的 
研究 与 其 局 部 理论 的 研究 是 同时 开始 的 ，Rie- 
mann, E. Betti, H. Poincaré 等 人 应 用 的 是 解析 
方法 ,但 是 ，Poincaré 为 了 摆脱 这 种 方法 的 困难 
与 不 利之 处 ， 他 把 维 流 形 定义 为 一 种 连通 的 
拓扑 空间 ,其 中 每 一 点 都 具有 和 ” 维 Euclid 空 
间 同 胚 的 邻 域 ( 也 称 为 Poincare PH (Poincaré 
manifold))， 并 对 之 进行 研究 ， 从 而 开辟 了 组 合 
拓扑 学 的 道路 . ` 

【拓扑 流 形 】 n ЯЕ Eudid 空间 R° rh, 
Hix, >> 0 定义 的 半空 间 用 Н" 表示 ， Hausdorff 
空间 M , 当 每 点 具有 与 Re 或 H" 同 胚 的 开 邻 
域 U(p) 时 , 称 为 = 维 拓扑 流 形 (topological mani- 
fold), Ор) = Н" (ЕЕ) 的 点 ?的 全 体 ӨМ 
称 为 流 形 M 的 边缘 (boundary), 其 补 集 My = 
M — ӘМ 称 为 M 的 内 部 (interior), OM 一 Ø 
( 空 集 ) 的 流 形 称 为 无 边缘 流 形 (manifold without 
boundary, unbounded manifold), OM = 2 的 流 
形 称 为 有 边缘 (RAWM) WH (manifold with 
boundary )、z 维 流 形 M 的 边缘 OM 是 > 一 1 维 
无 边缘 流 形 。 紧 的 无 边缘 的 连通 流 形 称 为 闭 流 
Ж (closed manifold), 非 紧 的 无 边缘 的 连通 流 形 
称 为 开 流 形 (open manifold), 存在 连通 的 但 非 


DR 的 拓扑 流 形 。 一 维 的 这 种 流 形 称 为 长 直 
Klong line), 下面 所 讲 的 流 形 都 假定 是 连通 
且 仿 紧 的 ,因而 是 具有 可 数 开 基 , 且 可 赋 距 离 的 
HÉ. 

REM we B = 8M ,具有 与 Bx[0,1) 
ИШТ, И ӘМ 与 Bx (0) 对 应 (M. 
Brown). 为 表示 这 性 质 , 称 B 在 M HA (collared). 
如 果 流 形 M 的 闭 子 集 N. WE 1) 对 于 相对 拓 
扑 , 其 本 身 也 是 流 形 ，2) Өм = ӘМ ПМ, RUN. 
称 为 M (OFA (submanifold), 特别 是 流 形 的 
GEI) 开 集 也 称 为 开 子 流 形 Copen submani- 
fold). SF = 维 无 边缘 流 形 M 的 ”一 1 维 子 流 
JEN, 如 果 在 N 的 每 点 存在 ”在 M 中 的 开 邻 
JUS, ЦАА Р:0, ~ Re, (88 f, (UN) 
= RCR" , 则 N 称 为 在 M 中 局 部 平坦 (locally 
flat), t 
因为 = 维 拓扑 流 形 M 的 内 部 Me 的 各 点 
具有 与 R° EEF WR HW Euclid 的 (lo- 
cally Euclidean), 故 在 点 ?的 ( 整 系数 ) 局 部 同调 
at Hi(p) — H(Mo, Mo 一 {p}) 具有 性 质 : 
НФ) = 0G п), HC) S Z CERE, 令 
Mo 的 每 点 对 应 于 其 局 部 同调 群 HC) ,就 决 
ET Me 上 的 局 部 系数 群 ! G(Z) = (H.(P)| 
p€ Moj， 如 果 局 部 系数 群 是 单 的 *, 即 G(Z ) 与 
Mo X Z Fi, Sl M 称 为 可 定向 的 (orientable), 
否则 称 为 不 可 定向 的 ( non--orientable) , 二 维 球面 
St 和 实 射影 平面 分别 是 可 定向 和 不 可 定向 
流 形 的 例子 。 在 可 定向 的 情形 ,标准 截面 OM. 
— G(Z) GG) 为 H,(p) 的 生成 元 ) 除 符号 外 
是 确定 的 。 其 中 一 个 s 称 为 M 的 定向 (orienta- 
tion), —s 称 为 它 的 反 定 向 (opposite orientation), 
HAM, 9) 称 为 已 定向 流 形 (oriented manifold), 
这 时 M 的 定向 * 决定 (Me 的 ) 各 点 ”的 局 部 定 
向 (local orientation) s(p). 

对 于 连通 定向 紧 = 维 流 形 M 的 奇异 同调 
В, 有 HAM, OM; Z) 宕 已 (对 不 可 定向 流 
J, H(M , ӘМ; Z,) = Z,), REAR Tm 
3526 (М, OM) 的 基本 同调 类 〈fundamental ho- 
mology clas)。 对 于 定向 流 形 , 基本 同调 类 普通 
过 切除 同 构 定理 ' H.(M , OM) = H,(Mos Me 一 
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{РР 对 应 于 在 Me 的 点 ?的 局 部 定向 (p). 

已 定向 的 紧 » 维 流 形 M ， 关 于 任意 系数 群 
的 奇异 (上 ) 同调 群 (一 同调 群 ) 之 间 有 如 下 的 
Poincare (-Lefschetz) 对 偶 定理 (Poincaré-Lef- 
schetz duality theorem) 成 立 : 

D: H(M) = H,-(M, ӘМ), 
НСМ, 8M) еН, (М). 
这 个 同 构 对 应 把 ve H(M) (或 НСМ, ðM )) 
对 应 到 D, = «m (与 基本 同调 类 m 的 卡 积 ')。 
对 于 不 可 定向 流 形 ,系数 群 用 Z,， 辣 样 定理 成 
XX. 由 于 这 种 对 偶 性 ， 流 形 的 以 环 为 系数 的 同 
调 群 具有 与 上 同调 环 同 构 的 环 结构 ， 称 为 同调 
环 (homology ring). 这 个 情形 下 的 同调 类 的 积 与 
古典 的 基于 交 概念 的 积 一 致 。 从 上 述 对 偶 性 可 
推出 可 定向 = 维 闭 流 形 的 Beui 数 ! 之 间 关 系 式 
b, = ba, 成 立 , 且 ” 维 挠 群 * 与 "一 > 一 1 维 
RHA. 

对 于 ” 维 球面 s* 中 的 任意 闭 集 F, 下 面 的 
Alexander (-Понтрягин) 对 偶 定理 (Alexander- 
Pontrjagin duality theorem) WI: ACF) = 
B. (° — F) G > 0); 式 中 左 端 为 Gch 上 
同调 群 +, 右 端 为 奇异 同调 群 , 均 表 为 约 化 形式 
且 系 数 群 为 任意 的 。 作 为 这 个 定理 的 特殊 情 
形 ， 可 以 得 出 Jordan 曲线 定理 +， 即 平面 上 的 
Jordan 曲线 把 平面 分 成 两 个 区 城 . 

下 面 对 于 单 形 剖 分 的 空间 或 多 面体 来 叙述 
组 合流 形 的 概念 

【 伪 流 形 】 仿 紧 ! 多 面体 M 一 |K| 称 为 * 
维 伪 流 形 (pseudo-manifold), 如 果 其 剖 分 (单纯 》 
复 形 KK 满 足下 面 三 个 条 件 : 1) K 的 任意 单 形 
是 = 单 形 或 某 = 单 形 的 面 ; 2) 任意 的 ” — 1 维 
单 形 最 多 是 两 个 = 单 形 的 面 ; 3) TART K 
的 一 个 连通 分 支 的 任意 两 个 一 维 单 形 o, r, TF 
在 ”= 维 单 形 的 有 限 序 列 m 一 co 70, = r, 
使 得 相 邻 的 = HEME о, on 共有 nm 一 工 纵 
面 。 伪 流 形 的 剖 分 复 形 是 局 部 有 限 的 . 

设 天 中 的 ”一 1 维 单 形 ， 以 它 为 面 的 = 维 
单 形 只 有 一 个 ， 这 种 — 1 维 单 形 及 其 面 一 起 
构成 KK 的 子 复 形 L, 则 工 的 多 面体 |L | 称 为 伪 
流 形 M 的 边缘 (boundary) ,以 OM 表示 之 。 伪 流 
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形 的 边缘 不 一 定 是 伪 流 形 .。 

п 维 多 面 体 |K|( 或 胞 腔 复 形 ') 的 点 ,如 果 
具有 与 Rr 或 H" 同 旺 的 开 邻 域 ， 则 称 为 IK | 的 
正则 点 (regular point); 如 果 没 有 这 样 的 开 邻 域 ， 
则 称 为 奇 点 (singular point), RA AA POE 
形 是 拓扑 流 形 。 = 维 伪 流 形 是 = 维 多 面 体 ， 且 
其 全 部 奇 点 的 集合 的 维 数 <n 一 2， 这 个 性 质 
刻 划 了 ” 维 伪 流 形 的 特征 . 

# 维 伪 流 形 M = | 天 | 中 两 个 已 定向 的 ” 
HRE n» т 如 果 共有 一 1 维 单 形 o 作 为 
面 , 且 在 其 关联 数 * 之 间 [r, о] = —[r ою] 成 
立 ， 则 称 为 协同 定向 的 (coherendy oriented), dx 
in M 的 所 有 =” 维 单 形 已 定向 , 且 两 个 相 邻 的 = 
维 单 形 均 协 同 地 定向 , 则 称 M 为 定向 的 (oricnt- 
ed) 伪 流 形 。 对 于 定向 紧 » 维 连通 伪 流 形 М, 
所 有 协同 定向 的 ” 维 单 形 的 形式 和 成 为 MCmod 
OM ) 的 整 系数 闭 链 , 称 为 (M , OM ) 的 基本 闭 链 
(fundamental cycle)， 它 的 同调 类 的 基本 同调 类 
生成 H,(M, ӘМ; Z) = Z. 不 可 定向 伪 流 形 
也 可 用 Z, 为 系数 作 同 样 的 定义 。 伪 流 形 的 可 
定向 性 与 所 有 正则 点 所 构成 的 拓扑 流 形 的 可 定 
向 性 是 一 致 的 . 

【组 合流 形 与 同调 流 形 】 仿 紧 多 面体 M = 
|K | 如 果 它 的 部 分 复 形 K 的 任意 顶点 的 星 形 " 
与 п 维 单 形 组 合 等 价 ( 即 具有 相互 同 构 的 重 分 )， 
则 称 为 维 组 合流 形 (combinatorial manifold), 
组 合流 形 是 拓扑 流 形 也 是 伪 流 形 。 仿 紧 多 面体 
M = ||K | ,如果 对 于 它 的 任意 点 的 局 部 同调 群 ， 
Hp) = 0G = n), Hap) =Z RORI, H 
称 为 = 维 同调 流 形 (homology manifold), 同调 
流 形 是 伪 流 形 。 所 有 满足 HP) 一 0 的 点 的 
集合 OM 称 为 M 的 边缘 (boundary), 它 与 M 作 为 
伪 流 形 时 的 边缘 一 致 ， 如 果 =” 维 同调 流 形 M 的 
边缘 也 是 п 一 1 维 同调 流 形 ， 则 M 称 为 具有 正 
则 边缘 (regular boundary), 

现在 我 们 定义 对 于 具有 正则 边缘 的 =” 维 同 
WHE M 一 |K| 的 部分 天 的 对 偶 剖 分 首先 ， 
以 o < 表示 K 的 单 形 o 是 的 面 .天 的 重心 
重 分 !K' 的 顶点 ,按照 定义 ,是 的 单 形 的 重心 ， 
k' 的 每 个 维 单 形 + 与 K 的 单 形 序列 (oo о, 


04) 一 一 对 应 ,这 单 形 序列 满足 o. < = < 

exo, HB oi 的 重心 构成 + 的 顶点 集合 Bü 
在 对 于 KK 的 + 维 单 形 o, 考虑 所 有 由 of 开头 内 
满足 of < r<... сте 的 单 形 序列 Gr, r, 
“…，m)， 这 种 单 形 序列 所 对 应 的 K 的 ”一 
维 单 形 及 其 面 构成 K 的 "一 " 维 单 形 及 其 面 构 
成 天 的 一- 维 子 复 形 у", HA o 的 对 偶 . 
WB (dual ccll)。 多 面体 xl && T o (EK 

中 的 星 形 [Seo | 中 ,是 可 定向 的 伪 流 形 ,如果 
0 不 在 |K| 的 边缘 上 , 则 其 边缘 ly 一 | 与 ”一 
r 一 1 维 球面 具有 相同 的 同调 群 。 对 于 KK 的 单 
Ho BE ?一 一 Do， 有 Aly" | n 

lor |= у Пд d. Lyr le Da" BY 

重心 ， 它 只 由 一 点 构成 。 对 偶 胞 腔 的 边缘 也 由 
若干 个 对 偶 胞 腔 构 成 ,如 果 o < т, Dr 一 Do 

特别 是 的 0 单 形 ( 即 顶点 )o* 的 对 侦 胞 腔 y"= 二 
De 与 四 在 K' 中 的 星 形 57 (0%) 一 致 ， 且 K 的 
n A UE "的 对 偶 胞 腔 就 是 oo 的 重心 。 所 有 
这 种 对 偶 胞 腔 给 出 同调 流 形 M 的 胞 腔 剖 分 ， 称 
HM HIRA K AIRIA CRE) #145 (dual cellular 
subdivision) .这 在 证 明 同调 流 形 的 Poincaré 5 (80. 
定理 时 要 用 到 , 它 给 出 对 侦 性 的 几何 意义 、 

设 ” 维 拓 扑 流 形 M" 的 坐标 邻 域 为 {U,}， 
从 各 U, 到 Re 的 开 集 的 拓扑 映射 为 有 ,假如 
坐标 变换 hio B; QU U;) > ACU, ПО) 是 
ЭА) (piecewise linear) (RF Re 的 标 
HEE PAA WH (0,005) BRAUN) R9 
SEMIS, Ао 好 ! 成 为 单 形 映射 ), А) М" KD 
分 段 线性 流 形 〈Piecewise-linear manifold, P. L. 
manifold), ВЕ ROE ILA = Faso (J. R. 
Stallings, Lectures on polyhedral topology, Lecture 
notes at Tata Institute 1968, J. F. P. Hudson, 
Piecewise linear topology, Mathematical lecture 
notes, Univ. of Chicago, 1966—1967). I 8 
线性 流 形 等 价 于 组 合流 形 。E. C. Zeman 定义 
了 与 组 合流 形 概念 类 似 的 概念 polymanitoid 
(9). 

更 一 般 的 流 形 概念 以 及 关于 它们 的 对 偶 定 
Bol]. 

虽然 组 合流 形 是 同调 流 形 ， 但 反 过 来 同调 


流 形 除 一 ,二 ,三 维 外 不 一 定 是 组 合流 形 。 维 数 
硅 3 的 拓扑 流 形 可 以 进行 单 形 剖 分 成 为 组 合流 
形 ， 且 任意 的 单 形 割 分 为 组 合 等 价 《T. Rado, 
Abb. Math. Sem. Univ. Hamburg, 11(1935): 
C. D. Papakyriakopoulos-E. E. Moise, Ann. of 
Math., 56(1952); R. H. Bing, Ann. of Math., 
69(1959)). 1969 #E Kirby, Sicbenmann 及 
Wall 证 明 存在 不 允许 任何 组 合 结构 的 六 维 拓 
扑 流 形 ， 以 及 对 五 维 组 合流 形 主 猜想 不 成 立 
(R. Kirby and L. Siebenmann, Bull. Amer. Math. 
Soc., 75(1969)). 

C 微分 流 形 + 存 在 C BIA K, {4#21%% 
组 台 流 形 ， 且 这 种 剖 分 之 间 相互 组 合 等 价 . 反 
过 来 关于 组 合流 形 的 光滑 化 问题 + 有 下 列 结果 : 
对 于 Euclid 空间 R"+* Hy n PRÉ M, pe 
M ,为 通过 ”的 平面， 如果 存在 ?在 M 中 
的 邻 域 U， 使 U, 上 任意 两 点 所 连 直线 与 人 平 
T v 构成 的 角度 均 大 于 常数 e > 0, MW» 在 
Hi p SM (transverse), #nfEM 0946 P t 
МИО А ET Ср), 把 点 p 对 应 于 通过 
Rr 的 原点 且 与 平面 v《p) 平行 的 不 平面 就 
TRIBUM v: M — M ,+kk(Grassmanp 流 形 ?). 如 
v 是 连续 映射 ,就 把 《平面 族 (Cp) ) 或 映射 > 
称 为 子 流 形 M 上 的 横 截 ( 面 ) 场 (transverse field), 
n EMANE M = |K| 可 光滑 化 的 充分 必要 
条 件 是 存在 分 段 线性 的 "媒人 映射 1:M 一 RU 
使 得 在 УСМ) 上 存在 横 截 ( 面 ) 场 。 且 如 果 两 个 
横 截面 场 mw， 2: f( M) — С, 互相 同 伦 ， 则 它 
们 所 决定 的 M 上 的 微分 结构 互相 同 构 CS. 5. 
Cairns, Ann. of Math., 41(1940), J. H. C. 
Whitehead, Ann. of Math., 73(1961)), 

著名 的 Poincaré 3818 (Poincaré сопјсс- 
rc)“ 单 连通 + 的 三 维 闭 流 形 与 三 维 球面 同 胚 ” 
尽管 经 许多 数学 家 非凡 的 努力 ,尚未 得 到 解决 . 
这 个 猜想 有 下 述 ” 维 拓 广 :把 与 维 球面 5" А 
有 相同 的 同 伦 型 + 的 组 合流 形 称 为 ” 维 同 伦 球 
T (homotopy sphere), 所 谓 广义 Poincaré 猜想 
(generalized Poincaré conjecture) JE" n # |F] fe FR 
WS S" AR". 在 n > 5 时 已 经 得 到 肯定 的 解 
决 (J. Suallings，Polyhedral homotopy spheres, Bull. 
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Amer. Math. Soc., 66(1960); E. Zeeman, To- 
pology of 3-manifolds, Prentice-Hall, 1962. S. 
Smale, Ann of Math., 74.(1961)). 

【三 维 流 形 〗 关于 三 维 流 形 进 行 许多 研究 
工作 ,其 中 我 们 举 出 下 面 几 个 结果 : 

1) 球面 定理 (sphere theorem). 设 M 是 三 
维 定向 流 形 ， 如 果 (М) = 0， 则 可 把 二 维 球 
HS 分 段 线性 地 典 人 于 M 中 。 其 中 S 在 M 中 不 
同 伦 于 0 (Papakyriakopovlos, Ann. of Math., 66 
(1957); Whitehead, Bull. Amer. Math. Soc., 64 
(1958)). 

2) Dehn 引 理 . 三 维 流 形 M 中 有 奇 点 的 二 
AIR St D 的 边缘 是 简单 多 边 形 C, WRC ED 
中 的 某 邻 域 不 包含 D 的 奇 点 ， 则 在 M 中 存在 无 
奇 点 的 二 维 胞 腔 ,其 边缘 为 C. 1910 年 M.Dehn 
证 明了 这 个 引 理 , 但 证 明 是 不 完全 的 。1957 年 
Papakyriakopoulos (Ann. of Math., 66(1957)) 
与 本 间 童 雄 (Yokohama Math. J., 5(1957)) 分 
别 独 立地 证 明了 Dehn 引 理 (Whitehead-A. 
Sapiro, Bull. Amer. Math. Soc., 64(1958)), 

3) 闭路 定理 (loop theorem), R= HERI 
M 的 边缘 为 N， 取 NN 的 一 个 分 支 М 的 开 集 U 
中 的 闭 曲 线 工 ,使 二 在 M 中 同 伦 于 0, 在 N 中 不 
同 伦 于 0。 则 存在 忌 中 的 简单 闭 曲线 L°, L° 在 
M 中 同 伦 于 0, 在 N 中 不 同 伦 于 0 (Раракугіако- 
poulos, Proc. London Math. Soc., 7(1957); 
Stallings, Ann. of Math., 72(1960)). 

4) J. Milnor (Amer. J. Math., 84(1962)): 
的 三 维 流 形 的 唯一 分 解 定理 (unique decomposi- 
tion theorem)。 以 下 设 流 形 M 都 是 连通 的 ,已 定 
向 的 、 有 单 形 剖 分 的 、 无 边缘 的 三 维 流 形 , 且 同 
FEB BEN, 两 个 这 样 的 流 形 М, M' 
相互 以 保定 向 的 同 胚 互相 映射 时 称 为 同 构 : 
M = M'. ZHE M, M, 各 自 去 掉 三 维 
开 胞 腔 , 然 后 把 边缘 看 成 同一 ,所 得 的 流 形 M ЗЕ 
M' 称 为 M 和 M' 的 连通 和 (connected sum), ЖП 
三 维 球面 S 不 同 构 的 流 形 M 称 为 非 平凡 的 
(non-trivial). 非 平凡 的 流 形 P UK (prime) 
如 果 ?不 能 分 解 为 Mi + M: (其 中 M1 与 M2 也 
是 非 平凡 流 形 ). 如 果 M 中 的 所 有 二 维 球面 都 是 
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三 维 移 腔 的 边缘 , 则 MM 称 为 不 可 约 (irreducible) 
流 形 。 于 是 应 用 球面 定理 可 得 下 列 定理 : ШЖ 
三 维 紧 流 形 是 非 平 凡 的 , 则 它 与 某 些 素 流 形 P， 
Pas ===, Py 的 连通 和 同 构 。P,, Pree e+ Р, RPE 
顺序 和 同 构 以 外 唯一 决定 。 对 于 所 有 的 不 可 约 
WEE М, mM) 一 0 成 立 ， 反 之 ,假如 Poincaré 
猜想 是 对 的 , 则 = 0 的 流 形 是 不 可 约 的 。 

关于 三 维 流 形 更 进一步 的 结果 一 [9]. 

【野生 空间 】 三 维 非 闭 流 形 的 性 质 和 三 维 
泌 流 形 差 则 很 大 ， 例 如 ， 与 三 维 开 胞 腔 具 有 相 
则 同 伦 型 + 的 三 维 开 流 形 中 ,存在 与 三 维 开 胞 用 
ЖИЕ U (M. H. A. Newman-Whitehead, 
Quart. J. Math., 8(1937)), 构成 这 种 例子 需 
要 无 限 回 的 操作 ， 这 样 得 到 的 一 系列 空间 称 为 
妓生 的 (或 病态 的 ) (wild，pathological). 下 面 讲 
些 有 代表 的 例子 。 

Ak L. Antoine 的 研究 (J. Math. Pures Appl., 
8(1921)) ZI, J. W. Alexander (Proc. Nat. 
Acad. Sci. USA, 10(1924)) 为 了 造 n—2 
寻 Schónflies 问题 ! 的 反例 ,在 三 维 Euclid 空间 
R 的 二 维 球面 S 中 ,构造 R: — Š 的 有 界 区 
域 不 是 单 连通 的 即 所 谓 Alexander 角球 (horned 
sphere) (Ë 1), R. H. Fox-E. Artin (Ann. of 
Math., 49(1948)) 应 用 纽 结 " 理 论 得 到 类 似 的 
例子 (图 2), Bing (Ann. of Math., 69(1959)), 
B. J. Ball (Ann. of Math., 69(1959)) 等 人 更 
进一步 研究 了 这 些 结果 。 对 于 上 述 的 Newman- 
Whitehead -HEW U, 证 明了 与 直线 R' HRE 
介 与 四 维 Euclid 空间 R* AE. R. L. Moore 
《f10]) REZ Euclid 空间 R: 的 以 不 分 
离 R°: 的 连续 统 为 元 素 的 上 半 连 续 分 解 ! 的 商 
空间 8 是 R, 但 Bing 造 出 R 同样 的 上 半 连 
续 分 解 ,其 商 空间 不 仅 不 和 RP 同 胚 而 且 还 不 是 
ЖЖ (Ann. of Math.，?0(1959))。 其 商 空间 B 
有 性 质 BX R' = R*. 此 外 Bing (Fund. Math., 
41(1957)) 还 证 明 野生 闭 曲 面 最 多 有 可 数 个 可 
以 同时 嵌入 在 RR 中 ,可 是 Stallings (Ann. of 
Math., 72(1960)) 却 证 明了 有 连续 统 的 基 
数 那么 多 野生 的 圆 盘 可 以 同时 媒人 在 RP 中 
《19]). 
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E) 如 图 1 所 示 ， 设 ro ri 为 环 面 了 上 的 道 


K, Afb no ү: 包围 的 如 图 中 所 表示 的 定向 
的 区 域 , 则 A 的 定向 边缘 可 写作 y. 一 vi, 其 中 
一 Xi 表示 沿 着 与 Yi 相反 方向 旋转 的 道路 . 这 
时 就 说 7 与 7 在 T 上 同调 , 记 作 у. ~ у. 更 
一 般 我 们 考虑 工 上 有 限 条 道路 т. rct Y 
的 整 系数 线性 组 合 С=с, C eris 
c 一 C' 是 TZ 上 某 个 区 域 的 边缘 的 整数 倍 时 , 记 
作 C ~ С, STH 
如 果 其 上 第 一 类 微分 wdz 在 C 上 的 积分 定义 


为 | <a хе, | n БААША С ~ сй 
ү 


[нае = | =. 显然 了 上 任意 闭 道路 同调 


于 六 及 六 的 整 系数 的 线性 组 合 〈 例 如 六 一 
—2y2), 因此 T 上 的 闭 道路 用 等 价 关系 ~ 可 分 
成 等 价 类 ,这 些 等 价 类 在 加 法 运算 下 构成 群 . 称 
之 为 工 的 一 维 同调 群 ， 由 上 可 见 ， 这 个 群 是 以 
Thy 72 的 等 价 类 为 生成 元 的 自由 Abel BY. E. 
Betti(1870) 通过 同样 的 考察 ,对 于 任意 的 " 维 
流 形 М" 都 定义 了 维 同调 群 нм") (o < 
rn). H. Poincaré 为 了 把 Beti 的 概念 严密 
化 ,引进 了 单纯 复 形 和 闭 链 的 概念 ,并 定义 了 同 
调 群 (1895). 这 是 最 早 在 拓扑 学 中 引入 代数 的 
或 组 合 的 方法 ，J. W. Alexander 证 明了 单纯 复 
形 K 的 同调 群 H,(K) 的 拓扑 不 变 ' 性 .也 就 是 对 
于 单纯 复 形 K 与 K, 如 果 多 面体 IK| 与 1K'| 同 
胚 ， 则 其 各 维 同调 群 H,(K) 及 H,(K') 相互 同 
Hy (不 变性 定理 (theorem. of invariance), Trans. 
Amer. Math. Soc., 16(1915)). 因此 同调 群 表 
现 了 多 面体 的 拓扑 性 质 而 受到 重视 ， 同 调 群 的 
概念 得 到 了 很 大 的 发 展 . 

从 下 面 讲 的 可 以 看 到 ， 现 在 同调 群 可 以 取 
种 种 系数 群 ， 又 能 定义 上 同调 环 ! 及 上 同调 运 
RY, 从 而 对 复 形 的 几何 学 的 性 质 能 进行 更 精细 
的 研究 ,同时 研究 的 对 象 也 扩充 到 CW 复 形 , 紧 
空间 ,从 而 同调 群 成 为 越 来 越 重 要 的 工具 了 . 

【 复 形 的 同调 群 】 考虑 7 维 单 形 * A 的 顶 
点 aos ал, ++", as 的 序列 (图 2), 如 果 两 序列 可 
通过 偶 置 换 互相 变换 , 则 规定 它们 等 价 , 那 么 就 
有 两 个 等 价 类 属于 某 一 等 价 类 的 序列 我 们 给 
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图 2 


它 正 号 ,属于 另外 一 等 价 类 的 序列 给 它 负 号 .给 
定 符号 的 单 形 称 为 定向 单 形 或 有 向 单 形 orien- 


ted simplex). RIFFI бао, as 7 an) 属于 
正 的 等 价 类 , 则 记 作 х" = (а, a 7. 22, 如 ， 
果 它 属于 负 的 等 价 类 ， 则 记 作 一 x" = (a, а, 
sees an), 定向 单 形 xt, xz 之 间 的 关联 数 
(incidence number) 是 整数 [17:277] 定义 如 下 : 
如 果 x"! 不 是 z" 的 单 形 时 ， 则 [ete] 
0; 如 果 ate (asao ttt ан), x1 = (a, 
e, djs n a.) СКВ a, FA), WY Ce": 
=] = (—1y. 

设 K 为 有 限 的 Euclid 单纯 复 形 ', 即 K 为 有 
限 个 单 形 的 集合 , 且 1) MR AEK, 且 人 为 
A 的 面 , ЖА eK, 2) MWR A,A, € K, Н 
ANA @,Й ANA E A, R д. й. 属 
于 天 的 各 单 形 规定 了 方向 , 设 为 《本 ++, nn) 
(r—0,1,*7, n). 使 每 个 当 唯 一 对 应 于 一 
整数 g;, 就 得 出 线性 组 合 
а) Chm git gui tto go Tus 
称 为 天 的 整 系数 > 链 (integral r-chain). 以 后 常 
简称 为 链 . 此 处 设 (а) = (в), 对 于 
а= X gs. а Dat, = У) 
(g. + в). 特别 对 整数 m, 定义 тс 一 
X(mg)r. HAA g, 均 为 0 时 ; 称 为 零 链 Cero 


chain) 表 作 0。 对 于 x, r — 1 BE Ox = У: 


xy]. 称 为 x 的 边缘 ( 英 boundary 法 bord 
A Rand), BY a= Cao, а, ++, a) 的 边缘 是 


间 调 群 


ar = 5 C DG, ++ 


一 般 对 于 (1) 的 > 链 C",(r 一 1) 链 
ac = Убх) — У (D teint) 


称 为 C" 的 边缘 . 

满足 aZ = o 的 链 Z KA r AER r 
Ж (r-cycle), HEX Ә(Әх”) 一 0 成 立 ,所 以 一 
般 有 DDC — 0 成 立 , 也 即 边缘 是 闭 链 , 称 为 边 
缘 闭 链 (bounding cycle). 8 r 闭 链 7' 是 边缘 闭 
链 时 ,也 即 存在 (> + 1) EC, 使 得 9C = 
Z' В}, Z” 称 为 同调 (homologous) F 0, 记 作 Z" 
~0, 如 两 个 闭 链 Zi Zot Zi 一 Z; ~ 0, 则 称 
219 Zi 同调 , 记 作 Zí ~ Z5， 这 个 关系 显然 是 
等 价 关系 ， 对 于 一 般 的 有 限 单纯 复 形 К, ЕШ 
的 定义 依然 有 效 . 

其 次 对 于 局 部 有 限 单纯 复 形 K， 使 每 个 ~ 
SHE GE IRI E 地 分 别 对 应 于 某 个 整数 gw， 这 些 整 
数 除 了 有 限 个 以 外 都 等 于 0, 那么 线性 组 合 

С" Z zx, 《有限 和 ) 
称 为 K 的 整 系数 r 链 (integral r-chain). KA 
数 ， 链 全 体 构 成 自由 Abel 群 ,其 加 法 就 是 以 系 
数 的 加 法 为 加 法 ， 因 此 可 按照 有 限 单纯 复 形 的 
情形 同样 定义 边缘 、 闭 链 、 边 缘 闭 链 、 同 调 等 等 。 

【同调 群 】 单纯 复 形 K 的 所 有 整 系数 > 
链 ， 构 成 以 {x} 为 基 的 自由 Abel Z C,(K). 
CAR) 称 为 K 的 ( 整 系数 ) > 链 群 (chain 
group), 把 ВЕ C" 对 应 到 它 的 边缘 OC" 的 映射 
OC (KIC, (KERS. 0 称 为 边缘 算 子 。 

r 闭 链 全 体 Z,(K) 及 r 边缘 闭 链 全 体 BK) 
构成 СКК) 的 子 群 。Z,《K), BAK) 分 别 叫 作 
K AY r GASSER (group of r-cycles) 及 边缘 闭 
$E (group of r-bounding cycles), 若 利用 同 
Ж 0, WJ Z,(K)=Ker Ә,={С' € С,(К)|ә,с'= 
0) & BAK) = Im, = (O40 Є С 
(K)). BAK) 是 Z(K) HFE. ZK) 在 同 
调 这 个 等 价 关 系 下 的 等 价 类 所 构成 的 商 群 

H,(K) = Z,(K)/B,(K) 

称 为 单纯 复 形 天 的 ( 整 系数 ) "> 维 同调 群 
(homology group) 或 Betti BÉ (Betti group). 


24s past. ar), 


HAK ESC SCR Z,( K) 的 等 价 类 时 叫 作 同 调 
类 (homology class), 

当 给 出 单纯 复 形 K 到 单纯 复 形 K 的 单 形 
映射 + KO K' 时 ， 定 义 同 态 fs:C:(K) 一 
CK") 如 下 : 对 于 KK 的 定向 单 形 (6, … ,or)， 
WR Као), +++, Ка,) 均 为 天 "的 不 同 顶点 ， 则 
fa(20, ++, а) ЛЕХ) (Fao), +++, Ка,)), 
否则 定义 fulao ^7. 2) 50, 由 于 fe = 
1a ^0, BUA fa HE ZAKE Z, (K), tE BACK) 
WH) ВК), Mili EX Y W S EJ) 6 (induced 
homomorphism) f, :H,(K) — H,(K’). 

(Beni KARI] HK 为 有 限 单纯 复 形 ， 
则 CA(K) 为 有 限 生成 的 自由 Abel 群 。 从 而 
НК) 也 是 有 限 生成 的 Abel 群 ,是 自由 Abel BF 
BAK) STR. Abel 群 7,(K) WAM, BK) 
的 秩 * p,(K) 称 为 K 的 7 维 Betti (Beti num- 
ber) (B,(K) 也 叫 作 天 的 Beni Ef), T,(K) Fe 
为 K 的 > 维 挽 群 (torsion. group), Ж ЖЖ SX" 
£ 称 为 r ERRA (torsion. coefficient), 

fJ: 1) n 维 球面 + 5":H,(5") = Z (整数 
В), HAS) =0(00<r<n), IS CS") = Z. 
2) 射影 平面 ? P:H,CP) 一 0(r > 3), HAP) = 
0, НР) = Z, (2 阶 循环 群 ), 即 正 维 数 Bewi 数 
为 0, 一 维 抄 系 数 为 2, 其余 为 0。3) RET: 
HAT) = 0 (r >3), H(T) = 2, НСТ) = Z 
+ Z (EHI CR), 6 HE DOR BD 0. 

对 CK) (r 一 0, 1, +++) (ae CEP, 
能 够 定 出 一 组 基 (47, bis ch, dj, em} 满足 下 列 
XH, WHE C,(K) 的 典范 基 (canonical basis): 
{е}, {4} 的 个 数 分 别 等 于 {a7 (57) 的 个 
数 ， 

да, — 0, Әр = 0, Ock = 0, 

Bd; = (1 57, де; = ap. 
此 处 (01) 的 个 数 等 于 r 维 Betti 数 p (K), Ж 
r BRM. HU p (C) 为 系数 ， 以 * 为 未 定 
元 的 多 项 式 PG K) = 2 p (K) W. 29 K 的 


Poincaré 多 项 式 (Poincaré polynomial), 
【多 面体 的 同调 群 】 考虑 有 限 单纯 复 形 K 
тікі, HOKI) = HOO AUER 


性 定理 ( 见 前 ) H,CLK |) 的 决定 不 依赖 于 |K| 的 
单 形 冲 分 的 选取 ,是 |K| 的 拓扑 不 变量 , 称 为 多 
AIK | AUR. Beni £ p,(1K]) = p,(K) 
等 等 也 是 一 样 。 对 于 有 限 (Euclid) ЧЕ SEE К, 
其 多 面体 |K| 的 同调 群 H,(|K |) 等 等 可 通过 天 
的 适当 的 单 形 重 分 来 定义 . 

[Euer 示 性 数 】 设 与 球面 同 压 的 二 维 有 
限 多 面体 的 顶点 数 , 积 数 、 面 数 分 别 为 TNT 
ЖЖ ap—a, +a, = 2 的 关系 成 立 , 称 之 为 Euler 
的 多 面体 定理 (Euler's theorem on polyhedra), 
这 是 拓扑 学 头 一 个 重要 结果 (L. Euler, 1752), 
据说 R. Descartes 已 经 得 到 了 这 个 结果 。 后 来 
这 个 定理 拓 广 到 » CR TR (Euclid) 胞 腔 复 形 K 
(Poincaré), BD: i K B ” 维 胞 腔 ? 数 为 w, r HE 
Betti 数 为 PKI), 则 

> Cus = > C-D'p KID 

- "u IKD 

(Euler-Poincaré 公式 ). 因为 上 式 右边 是 多 面 
体 1K1 的 拓扑 不 变量 ', 所 以 用 上 式 左 边 定义 的 
ХОК) 不 依赖 于 |K| 的 胞 腔 剖 分 的 选取 而 唯一 
决定 ， 它 也 记 作 ХОК), ШРЕК IAY Euler ax 
性 数 (Euler characteristic) 或 Euler-Poincaré 
示 性 数 ，X(K) 是 表示 LK | 的 几何 性 质 的 重要 
不 变量 . 在 微分 流 形 + M 上 存在 无 奇 点 的 连续 
向 量 场 + 的 充分 必要 条 件 是 X(M )=0. Lefschetz 
数 (一 不 动 点 定理 ) 是 的 拓 广 . 

【 链 复 形 的 同调 群 】 上 面 对 于 单纯 复 形 K 
的 c ERE СКК) (> = 0,1, +++) 所 下 的 各 种 
定义 ,对 于 一 般 的 链 复 形 + 也 可 同样 定义 ， 所 谓 
链 复 形 M (一 链 复 形 ) 就 是 序列 (M,，8.): 


+ 8, L2 
Ma M, Ma Mame 


ЖЕ M, (r= 0, £1, € 2,--) 是 模 , 称 为 + 
ФЕВ, 9,: M, M,-(r = 0, £1, £2, ++) 
是 同 态 , 称 为 边缘 算 子 , 且 满 足 8,08,+ = 0. 这 
时 Z, = Kerd,, B, = Im 014,523 M, 的 子 模 ， 
H 2,2В,. КВН, = Z,/B, (r =0, +1, 
+ 2, ++) 叫 作 链 复 形 M 的 同调 群 . 

对 于 两 个 链 复 形 M=(M,, д). М QV, 
Br) ,如 果 对 每 个 +, 存在 同 态 f: M, o NL ET. 
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Oris foa = fr 0 Ors IZ» HM {fr} 称 为 由 M 到 NN 
的 链 映射 ， 由 于 /:Z,(M)— Z,(N), BM) 
— BAN), 1, # НАЖ f4:H,(M) 一 
HAN). 

【相对 同调 群 】 对 于 单纯 复 形 大 及 其 一 个 
子 复 形 工 , зае r HH CK), CAL), W 
CAL) CAK) 的 子 群 ,边缘 算 子 8, 是 从 CLK) 
到 C (X), KCAL) 到 C,-,(L) 的 同 态 ， 从 
而 对 于 商 群 C,(K,L)— C,(K)/C,(L) 确定 
9,: CK, L)>C,(K, L), 于 是 得 出 新 的 链 
8 (CK, L),0,). C(K, LRU K HTH 
不 属于 工 的 r 维 单 形 {x?} 为 基 所 构成 的 自由 


Abel 群 , 而 边缘 算 子 8, 由 9,7 = У) ian] 


+ xj (mod C,-,(L)) KEK. 这 个 链 复 形 的 同调 
群 H,(K, 工 ) 称 为 相对 同调 群 (relative. homology 
group) ER K RYH L (modulo L) 同调 群 ， 在 这 种 
情形 下 , r 闭 链 , r ERA MU fe“ RE (К, L) 
的 "或 “ 模 L*( 相 对 )r 闭 链 , GAH) rit tk PH 
链 . 

设 单纯 复 形 K,K' f:K > K 是 单 形 映 
Bi, RFK, K FAW L, L' MR (L) C 
ZL'。 这 时 记 作 f:(K,L) > (KL). 了 诱导 出 
йж СК) + C,(K'), CL) CL), 从 
而 得 到 同 态 f4: С, (K, L) — C,(K', 17), В. 
Ooty = fa ° 8 XL, HIE SB as fe: CK, 
L)—R,(K', L’), 

【 带 系数 群 的 同调 群 】 设 G 为 任意 的 Abel 
群 ， 例 如 实数 的 加 法 群 R, 有 理 数 的 加 法 群 Q, 
2/т2 = Zn, R/Z, RK SS. Awww 
Жк WHAM r ERE С,(К) эс (在 Z 上 ) 的 
SREB CCK) @QG, 记 作 СКК; G). 边缘 算 
F 0,:C(K; G) > CCK; G) № C,(K) їй 
缘 算 子 通过 0, 一 8,@1c 来 定义 ,这 样 就 得 到 链 
复 形 (C,(K; С), 3,)。 其 同调 群 记 作 н, (К; 
G6), 称 为 KK 的 以 G 为 系数 群 的 同调 群 或 K 的 G 
系数 同调 群 (homology group with coefficient 
group С). 同样 以 C/K, L) f& CK) 可 以 定 
义 G 系 数 相对 同调 群 H.(K, L; G). 当 G 是 单 
式 环 'R 上 的 模 时 ,这 些 群 也 成 为 尺 模 ， 这 些 群 
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都 由 整 系数 同调 群 决定 : 
HAK, L; G) & H(K, L)@G 
+ Tor(H,_, (K, L), G). 

ЗЕНА ЕВУ E RR ËR P SE (universal coeffi- 
cient theorem) (一 链 复 形 )， 特 别 对 于 特征 0 的 
BR, HAK, L; k) & H(K, L) Gk, p(K) = 
dim, H, (К, k). 从 而 天 的 Euler-Poincaré 示 性 
SOT 

ХК) = У) (-1 dim, HK , 4). 

单纯 复 形 K 与 K 的 顶点 附 有 一 定 次 序 做 
它们 的 积 复 形 天 X 天 "时 ,有 下 面 直 和 分 解 成 立 : 

HK X K':G) = У) H,(K)@H,(K’; G) 
© 


+ У) To(H,(K),H,(K'; G)) 


в-а 


(Künneth 定理 )， 特 别 对 于 域 k, 
HAK x Ki) & У) H,(K;k)@H,(K';k). 


es 
FLACK, L) (C, LBS, H falc: GR, 
L)& 6  C(K', L”) @ G 诱导 出 同 态 fe: H, 
(K, Li G) >H, (K', 175 G)。 对 于 单纯 复 形 
KI TAI L, M, RA L — K (包含 映射 ) 诱 
导出 (L, LM) > (LUM, M)。 由 此 得 到 
НКЕ, LAM; 6) & НОМ, M; С) ЩЕ 
切除 同 构 (excision isomorphism) 

对 于 天 的 子 复 形 L, 由 包含 映射 LK 
R jg) (K, L) 得 出 同 态 io: HG) 
—B, (K; G) Ë is: H, (K; G) > H, (K, L; 
0), 且 定义 同调 的 边缘 同 态 (boundary homomor- 
phism)8, : H,(K L5 б) — H,-(Ls 6) 为 把 闭 链 
z€ C, (K, L)OG 对 应 为 闭 链 (199° 102) 
€ c,-.(L)@G. 它们 之 间 有 下 述 (К, L) WA 
调 正 合 序列 (homology exact sequence) 成 立 : 

局 (L3G) 一 > 局 (KG) 

全。 HK, L; G)— H,-s( L3G) > ++ 
(BD Im ij, = Ker jx, Imj, = Ker Os, Im ë, = 
Ker ix). 

【上 同调 群 】 对 于 任意 Abel Ë G, 由 单 
纯 复 形 K 的 r ERE. CK), 定义 以 G 为 系数 群 
HERH СОК; G) 一 Hom(c,(K): C)( 同 态 


群 ) 和 上 边缘 运算 5 一 Hon(2, I): C'(K: 6) 一 
CHK; G) (BST f € CCK; С), Cof) G7) 
= д) — S [ant Mfr (а), 从 而 定义 
天 的 以 G 为 系数 群 的 上 链 复 形 (cochain complex 
(с'(К; С), 8):8°8 = 0, 
ee OG) — CUGG) 
— eie) +. 

f € C'(K; G) Wife. Eg (cochain)， 满 足 afr 
0 的 上 链 fe C'(Ks G) Wer 上 闲 链 或 "上 
循环 (r-cocycle), WE ff — ep (f HA r E 
边缘 ( 闭 链 ) (~coboundary)， 由 此 定义 上 闭 链 
(group of cocycles) Z'(K; G) = Ker ð, Lii 
缘 群 (group of coboundaries) В'(К; G) = Im ô, 
以 及 上 同调 群 (cohomology group) H'(K;G)= 
Z'(K; с)/в'(к; G). 特别 当 G= Z 时 记 作 
Hr). 

同样 , 对 于 天 的 子 复 形 L, HHX r 链 群 
C,(K, L) 可 定义 天 的 模 工 的 相对 上 同调 群 
(relative cohomology group) H'(K, L; G). 在 
G 一 了 的 情形 ,由 万 有 系数 定理 ,每 个 HK, 
L) 均 为 有 限 生 成 的 ,可 表 为 自由 Abel FEB,(K, 
L) 及 有 限 群 T,(K, 工 )( 挠 群 ) 的 直 和 时 ，, 则 每 
个 HK, L) 也 是 有 限 生 成 的 ， 若 它 同样 表 为 
自由 Abel BF @' (K, L) 及 有 限 群 T'(K, L). 
的 直 和 , 则 %,(K,L) es B(K,L), T(K, 
1) = T"(K, 工 ) 成 立 ， 一 般 情形 下 有 (上 同调 
的 万 有 系数 定理 ): 

H'(K,, L; G) = Hom(H(K,L); G) + Ext 
Сн, (К, L); G). 特别 如 果 G 是 特征 0 的 域 
(MELE). MW Н" CK, Lk) = Hom(H,(K,L), 
k). 

PERH f: (K, L) > (К', L) 诱导 出 同 
态 f*:H'(K', L'5 6) >H'(K, L; G). 特别 对 
于 天 的 子 复 形 L, 有 上 同调 的 正 合 序列 (coho- 
mology exact sequence): 

ses > HL; 6) Te HCK, L3G) 

"Lari G) + HL; G) s e 
ititi”, 7*, 9* 与 同调 的 情形 一 样 ，8* NOSE 
СЕНЯ) 18 (coboundary homomorphism), 


当 系数 群 为 交换 环 R 时 对 于 上 链 F € Hom 
(СК), R),f' € Hom(C,(K), К), ХЕ 
AMER РУР € Hom(C,4.(K), R) 为 OF) 
《ao ts аы) = (dase 3 ar)f Cars? * > аы) 
(20,7 **, arts) AK RIE r +s UE), ШИ 
诱导 出 上 同调 群 的 上 积 ， 从 而 使 H*(K; R) 一 


2 H'(K; R) 成 为 环 (一 上 同调 环 ). 


【 半 单 纯 复 形 的 (上 ) 同调 】 设 K 为 半 单 
MME Cs. s. M). BK = (K,, 89): 对 每 
个 整数 + осі п, БНА К, Bik t 
Ә.К, К,а, Kr ot К, CCK) К, ES 
TRAWKAH Abel 群 ,对 于 К, 的 每 一 个 元 
Koi, DRAF SEX On = 210m, 一 


bd 
般 , 对 于 C = E go, HS OC Zg80,, Vil 
有 96:C(K) 一 Cm(K), 且 8。68 一 0. 这 样 定 
义 了 链 复 形 Cs(K) 一 (CK),9). з (К) 
为 K, 的 所 有 r 维 退 化 单 形 生 成 的 ССК) 的 
FH, W D.(K) = (D,(K), 8) 是 Cs(K) 的 
子 复 形 。 Cs(K) 称 为 s. s. 复 形 天 的 链 复 形 , 商 
链 复 形 Cs(K)/Ds(K) 称 为 其 正规 化 (normali- 
zation), HH s.s. ЖЖ К 的 链 复 形 定义 的 同调 群 
与 由 K 的 正规 化 链 复 形 定义 的 同调 群 同 构 ， 简 
称 之 为 s.s. 复 形 K WAWR HCK). s.s. 映 
OY AiK — L 诱导 K 的 (正规 化 ) 链 复 形 到 工 的 
(正规 化 ) 链 复 形 的 链 映 射 。 从 而 诱导 出 同 态 
JÜ:H,(K) — HOD). JER tis. s. BIB K, L 
ЖЖ К X LAE SUE Cs(K x L) 所 决 
ZH HCK x L) 与 链 复 形 C. (K)@ 
C,(L) 的 同调 群 同 构 . 

由 于 单纯 复 形 KK 所 定义 的 有 序 复 形 * OCK) 
Ess 复 形 , 故 其 链 复 形 可 以 如 上 定义 ， 叫 作 
天 的 有 序 链 复 形 (ordered chain complex). Ж 
对 于 此 ， 以 前 所 述 的 链 复 形 叫 作 天 的 定向 链 复 
形 或 有 向 链 复 形 (oriented chain complex)。 天 的 
有 序 链 复 形 与 K 的 有 疝 链 复 形 两 者 虽 不 同 ， 但 
它们 定义 的 同调 群 H,(K) 相互 同 构 . 

【拓扑 空间 的 奇异 (上 ) 同 调 群 】 拓扑 空间 
的 奇异 (上 ) 同 调 群 是 由 S. Lefschetz (Bull. Amer. 


同调 群 озо: 
Math. Soc., 39(1933)) 及 S. Eilenberg (Ann 
of Math., 45(1944)) 所 引入 ,现在 在 拓扑 学 中 
已 广泛 的 使 用 着 . 

拓扑 空间 X 的 奇异 单 形 ' 全 体 所 构成 的 半 
单纯 复 形 所 决定 的 链 复 形 为 S(X) = ECCS 
(х) (一 复 形 [ 半 单纯 复 形 ]), 称 为 X 的 奇异 链 
复 形 (singular chain complex)。 对 于 拓扑 空间 对 
(X, 4)( 即 X 及 其 子 集 A), SCA) 是 SCX) 的 
链 于 复 形 .以 任意 的 Abel 群 为 系数 群 的 CE) 
Бі 

НАХ, A; G) = H,((S(X)/S(4))@ G) 

H'(X, 45 G) = H'(S(X)/S(4); G) 

称 为 拓扑 空间 对 (X, A) 的 以 G 为 系数 群 的 ” 
维 奇异 (singular) СЬ) 同调 群 。 连续 映射 f: 
(X,4) 一 (Y,B) 把 Xx 的 奇异 + ME o: A(r) 
一 X 对 应 于 Y 的 奇异 7 SUE foc:A(r) 一 了 
(映射 的 合成 ) 而 定义 了 链 映 射 fa: 5S(X)/S(4)-> 
S(Y)/S(B), 从 而 得 到 诱导 同 态 (induced homo- 
morphism): 

fa:H(X, 4; G) HAY, B; С), 

f*:H'(Y, B; G) > HX, 4; 6). 
把 拓扑 空间 对 (X, A) 对 应 于 H(X, A; G) 
(нх, A; G))， 把 连续 映射 了 对 应 于 fa(1*) 
的 这 种 对 应 就 是 从 拓扑 空间 对 及 其 间 的 连续 映 
射 所 构成 的 范畴 + 到 Abel 群 及 同 态 所 构成 的 范 
Bet Ay seas ( pt ЖЕ AF Coe BEF), 

对 于 拓扑 空间 对 (X, A), 由 链 复 形 的 正 合 
FER 0 — SCA) @ G — S(X) @ G — (S(X)/S 
(4))8G — 0 可 定义 联络 映射 + 6,:H,(X, А: 
G) — H,-(43 G) FS BMRA (boundary 
homomorphism)。 它 关于 连续 映射 是 自然 的 , RO 
对 于 连续 映射 J:(X,4) > (YB), A On ofa 
(114)a。 0。(f14:4 一 BB 是 + 的 限制 ). 同样 上 
链 复 形 的 正 合 序列 0-Hom (5(4), С) < Hom 
(SCX), G) < Hom(S(X)/SCA), G) — 0 定义 
联络 映射 8*: H (A; С) + HOC A; G) 称 为 
上 同调 的 上 边缘 同 态 (coboundary homomor- 
phism), 

【奇异 (上 ) 同 调 群 的 基本 性 质 ]】 DARE 
38 (homotopy theorem): 如 果 ~ f: (X,4) > 
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CY, B) CAR"), Д = fs: H(X, A; G) 一 
HAY, В; С). Ш) 正 合 性 定理 (exactness theo- 
rem): HARER (K, L) 的 同调 群 正 合 序列 
当 把 (К, L) 换 成 拓扑 空间 对 (X, A) 仍 是 正 
合 序列 。IID) 切 除 同 构 定理 (excision isomorphism 
theorem): ҸО FH, П UCIntA 时 ,有 
ig:sH(X — U, A — U; G) = H(X,4; G)CEI 
A. 3p i ASR. ТУРНА 
的 空间 P, Ho(P; G) = G, H,(P; G) = 0(r = 
9). 

若 X 为 弧 连 通 ', 则 HOX)-Z. HIDE 
SIF AA XDADB 的 三 元 组 (X,4,8B) 


的 同调 正 合 序列 HCA, В; G) H(X, 


B: G) > H(X, A; G) — H(A, В; G) 
一 ，…， 由 D 同 伦 等 价 + 的 拓扑 空间 对 的 同调 
群 同 构 ,对 于 可 缩 ! 成 一 点 的 空间 IV) 也 成 立 。 
例如 对 于 CW MIE X 的 子 复 形 X Xu Ш) 
的 切除 同 构成 为 ie: Н,(Х,, Xi ПХ) = HX, 
UX,,X.). 当 (X, 4) 具有 同 伦 扩张 性 质 * 时 
《例如 CW 复 形 及 其 子 复 形 ), 对 于 到 把 4 缩 成 
一 点 半 的 空间 X/A 的 典范 映射 A: (X, A) 一 
(X/A,*), 有 he: НАХ, A; G) = HC AS 
G). (kt A(X; G) 对 于 «€ X Ж Н, (X, 
xo; G),， 称 为 X 的 约 化 (reduced) 同调 群 , 它 满 
jg A(X3G) = H,(X:G)(r > 0), H(X:G)= 
G + HG G).) 对 于 拓扑 空间 X 的 锥 7 CX 
与 双 角 锥 ! SX 以 及 典范 上 映射 4:(CX,，X) 一 
(SX, ж), А ок: ha 90s: ACX; G) — Н, 
(CX, X; G) > ASX; G) 是 同 构 , 称 为 同调 
的 同 纬 同 构 (suspension isomorphism), PIER F 
n ПШ S", 立即 得 到 CST) 一 0 (ro n), 
HG") = QZ 对 于 拓扑 空间 X 及 其 子 集合 Xi， 
Xo 如 果 通 过 包含 映射 诱导 出 H,(X,, XN X) 
= H,OGUX X) 成 立 (这 时 三 元 组 (X, Xis 
X,) 称 为 固有 的 (proper)), 则 下 面 Mayer-Vie- 
toris 正 合 序列 (Mayer-Vietoris exact sequence) 
成 立 : +++ H, (XN Xa; G) >H, (X,; G) + 
Hs G) > HXU Xa; G) > Ha (X, Xs 
суз. 


对 于 (奇异 ) 上 同调 群 ,以 上 诸 结果 的 对 偶 
命题 也 成 立 。 且 关 于 积 空间 X X Y, Künneth 
定理 成 立 , 万 有 系数 定理 也 成 立 . 

Сес) 设 X 是 CW 复 形 , 4 
ERTAK, X 为 所 有 r 维 以 下 的 胞 腔 ' 所 构 
成 的 X 的 于 复 形 , Ф X= AUX. E CX. 
4: G) = HX, X75 G). їй 0: C (X 4:6) 
> C, (X, A; G) 定义 为 三 元 组 (X, R, 
X) 的 正 合 序 列 中 的 同 态 3e: HOC, Xs 
G) > H(X, XG), йй 98 一 0, 且 得 
到 链 复 形 C,(X, 436) 一 СКХ, А; G). 其 
同调 群 H,CC(X, л; С)) HH (X, A) 的 胞 腔 
同调 群 (cellular homology group), 同样 可 以 定义 
胞 腔 上 同调 群 H'(C*(X , 4; 6) ,它们 分 别 与 
H,(X, A; G) 及 H(X, A; G) AW. ЖН, 
C.(X, A5 G) = C,(X, 4)8G, C*(X, A; G) 
= Hom(C,(X, A), G), С„(Х, A) 的 7 链 群 
C,(x, A) = H, Qe, R) 是 以 X 中 所 有 不 属 
FAW r 维 胞 腔 为 基 的 自由 Abel 群 ,在 计算 具 
体 的 CW 复 形 的 同调 群 中 起 作用 . 且 对 于 多 面 
体 |K| ,单纯 复 形 K 的 (上 ) 同 调 群 与 CW ИЖ 
IK| 的 胞 有 CE) 同调 群 等 同 ,从 而 与 奇异 (上 ) 
同调 群 等 同 ,由 此 也 可 以 证 明 其 不 变性 定理 ( 见 
BO. 

【同调 论 的 公理 】  Eilenberg-N. E. Steenrod 
把 几 个 同调 群 的 基本 性 质 作 为 公理 ， 对 同调 论 
进行 刻 划 〈[11]). 即 同调 论 是 对 于 任意 整数 
r>0 及 任意 拓扑 空间 对 (X, 4), 给 出 Abel BE 
H, (X, A) 及 同 态 д»: H, (X, A) — H,- (A) 
(=н, (а, Ø) HERDER f:(X,4)> 
(Y, B) ЇЕ АЖ fa: H(X, 4) > HCY, B) 
并 满足 下 述 公理 : 0) (eee = ge ofa, le = 
1,0, ° fç = (114), ° Os. 了 ) 同 伦 公理 Chomotopy 
axiom): WR f f, W f, 一 f. U) 正 合 性 
H(A) Š HOO 


公理 (exactness axiom); +++ 
te HX, а) H(A) 一 … 是 正 合 序 
ij. Ш) 切除 公理 (excision axiom); UU AFF 
Ж.Н DCIntA, BJ is:B,(X — U,4 — U) а 
HX, A). 1V) 维 数 公理 (dimension axiom) 对 


于 由 1 点 构成 的 空间 P, H,(P) = 0(> = 0). 
G = HO) 称 为 这 个 同调 论 的 系数 群 .对 于 有 
H CW 复 形 X 及 其 子 复 形 4 的 对 《X, A), H, 
(x ,4) 由 系数 群 唯一 决定 ,与 奇异 同调 群 相同 . 
上 同调 论 也 可 以 用 上 述 条 件 对 侦 地 进行 定义 。 
【局 部 系数 (上 ) 同 调 群 】 对 于 拓扑 空间 
的 每 一 点 * 给 定 互相 同 构 的 Abel PE G., 对 于 
X 上 的 任意 道路 * 1 规定 一 个 同 构 1*: Gro = 
Gry, 使 得 如 果 ! 与 了 (关于 其 公共 的 两 端点 ) 
同 伦 , 则 = е, 3ER In 1(1) 一 m(0), 对 于 
连结 1,m 的 道路 T+ m, EU m)* = m* ° 1* 
成 立 , 这 时 就 把 (G,) KA X 上 局 部 系数 群 
(local coefficient group), Plane RE m, (X ,x)} 
就 是 局 部 系数 群 ， 设 X 为 多 面体 IK], 对 于 K 
的 每 个 维 定向 单 形 ri, 固定 |K | 的 单 形 | 好 | 
中 的 一 点 yo 取 g, € Gu CK; (G,)) 为 形式 


EUR У e; 全 体 所 构成 的 Abel 群 ,定义 同 
u 
ж 8:c,(K; (G.}) > Cm(K; (G,)) BOD) 


s= Б) (XI tss) sr. BAR t 
是 14] 中 从 ye Dat] Bl y; € Lay "| 93898. Ж 
时 0:0 一 成立 ,而 得 到 链 复 形 C(K:{G.))= 
жск {6:)), 其 同调 群 记 作 HIKI (G.D. 
称 为 |K| 的 以 {G.} 为 局 部 系数 群 的 同调 如 
或 {G,} 局 部 系数 同调 群 〈homology group with 
local coefficient group (G, D, ЕМЕ x; Е 
хс, ЕК ШЕЛ) Ф Ж С'(К; 


{суд рон) = S2 In; z t 
: 


PED) 定义 的 同 态 8: CCK LG.) > CHK; 
1с.) 构成 上 链 复 形 ， 从 而 可 定义 具有 局 部 系 
数 的 上 同调 群 HOKI {6)). 同样 可 以 定义 
具有 局 部 系数 的 相对 (上 ) 同 调 群 . 

局 部 系数 (上 ) 同 调 群 同样 也 可 以 对 于 奇异 
(上 ) 同 调 群 定义 . 特别 当局 部 系数 群 {G:} 是 平 
凡 (trivial) 时 (例如 当 X 是 单 连通 时 即 是 如 此 )， 
关于 局 部 系数 {G} 的 (上 ) 同 调 群 与 以 G: 为 系 
数 的 通常 的 (上 ) 同 亩 群 一致 ， 但 一 般 情形 下 这 
并 不 成 立 。 局 部 系数 CE) 同调 群 用 于 障碍 理 
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Wh 纤维 空间 的 (上 ) 同调 、 谱 序列 ! 理论 等 方 
面 , 它 还 进一步 发 展 成 为 以 层 ( 一 层 ) 为 系数 的 
(上 ) 同 调 群 

【局 部 同调 群 】 对 于 邱 扑 空间 X 的 点 *, 同 
WE H,(X , X — z; G) 称 为 点 x 的 局 部 同调 群 
(local homology group)。 对 于 多 面体 |K| 的 点 
x, i Sel) 是 KK 的 以 x 为 顶点 的 星 形 + 复 形 ， 
Be) 为 不 含 x 的 单 形 所 构成 的 子 复 形 , WJ H, 
СКК — z; G) = HIG) , B(z); G), 

【各 种 同调 群 】 多 面体 的 同调 群 在 发 展 到 
拓扑 空间 的 奇异 同调 群 之 前 ， 许 多 人 已 经 推广 
到 更 一 般 的 拓扑 空间 上 去 ， 这 种 推广 在 拓扑 学 
中 反映 出 组 合 方法 与 集 论 方法 的 相关 性 ， 成 为 
拓扑 学 的 一 个 重要 阶段 (一 拓扑 学 )， 

对 于 紧 度 量 空间 X, L. Vietoris (Math, 
Ann., 97(1927)) ZEU X 的 各 点 为 项 点， 以 
距离 比 © > 0 小 的 有 限 点 集 作为 单 形 所 成 的 单 
纯 复 形 K(e)Ce 复 形 〈s-complex))， 对 于 ev 一 
0 的 递减 数列 {e。}, 定义 闭 链 为 序列 2 —={ 20), 
满足 ze Z(K(e)), B za Ae z, (ЖЖ 
C(K(s。)) 中 同调 ), 它 的 边缘 对 于 yg — 0 的 数 
Bi (ne), 有 也 OM. FEELT Vie 
toris 同调 群 〈Victoris homology group), 这 种 
同调 群 对 于 局 部 紧 空间 发 展 成 为 Колмогоров- 
Alexander 同调 群 (Kolmogorov-Alexander ho- 
mology group) (A. №. Kolmogorov, С. R. Acad. 
Sci. Paris, 202 (1936); Alexander, Ann. of 
Math., 39(1938)) 以 及 下 述 的 Колмогоров- 
Spanier 上 同调 群 (Kolmogorov-Spanicr cohomo- 
logy group). Ж ХТ r+1P XMAS XM, 
取 值 于 Abel 群 G 中 的 映射 Ф 全 体 为 C, C 
在 G 的 加 法 运算 下 也 成 为 Abel 群 。 如 果 定 义 
同 态 8C CU" Ж (807) (хо, t x) = 
У) CD Caos ttt fis ttn, W 808 


一 0. WMR dre Cr {Е XT НЯ sess 
xz)jzeX} 的 某 个 邻 域 总 是 0, 则 定义 Ф 为 局 部 
F. з Ф 构成 C" WFR С, (СС ср, 
由 此 可 得 上 链 复 形 XC'/Co, 其 上 同调 群 称 为 
Колмогоров-Ѕрапіег 上 同调 群 (H. Spanier, Ann. 
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of Math., 49(1948)). 

对 于 拓扑 空间 X 的 开 夏 盖 f 1,8, 如 1 E z 
Wmm GUE 25-а), 通过 把 2 的 元 素 对 应 于 
包含 它 的 产 的 元 素 , 就 得 到 单 形 映射 * x;: NG) 
— №) (NG) JEJE 109 0E 3E I), П. 
Александров (Ann. of Math., 30 (1928)) 对 紧 
ERZE X, 定义 X 的 射影 同调 群 (projective 
homology group) 如 下 : X 的 有 限 开 覆盖 全 体 作 
成 有 向 族 , 取 其 中 某 个 共 必 的 + 子 族 Ле, 使 得 对 
Fame AG > н), я ЖЕ. 这 时 链 复 
形 的 系列 【CCNC1)), mia) 的 极限 群 是 链 复 形 
C(A) = Him{CCNCL)， ws), 其 同调 群 就 是 X 
的 射影 同调 群 (projective homology group), 这 
样 定义 的 同调 群 由 Е. Čech (Fund, Math., 19 
(1932)) 推广 到 紧 空间 ， 后 来 C. H. Dowker 
(Ann. of Math., 49(1948)) 又 推广 到 一 般 的 拓 
扑 空间 ,如 下 节 所 述 . 

(Čech CE) AIMEE) 设 4 为 拓扑 空间 X 
的 所 有 开 履 盖 构 成 的 有 向 集 ， 对 于 X 的 子 集合 
A SE LEA, ANA = {UNAU ea) Ж 
A BOTE BES, BA NOG Y 4) 看 成 为 NGL) 的 子 
复 形 ,对 于 任意 的 系数 群 G ,可 以 定义 单纯 复 形 
BORME HNA), NANA); G) Or (N 
Q), NANA); G)). HF à, n6 AQ > p) 
虽然 上 面 的 单 形 映射 яд: (NG), Na 0 4)) > 
(N(a), NN 4)) 并 不 唯一 确定 ,但 它 所 诱导 
的 同 态 whe: H, (NQ), NANA); G) > R,(N 
(н), NCH 4); G), i": HN Cu), Ми A); 
G)—H'(NGQ), NANA); 6) 是 唯一 决定 的 ， 
其 极限 群 

HG A; G) 
= (на), NGA); G), s), 
НХ, A; G) 
= Ба (НОМА), NANA); G), x} 
WK% (X, A) 的 Čech CE). 同调 群 (Cech (co) 
homology group). 34 (X, 4) 为 紧 空间 对 时 ,A 
э ХУЖЕ ЖЖ, 4 (X, A) 为 仿 紧 ! 空 
间 对 时 ,4 可 取 为 局 部 有 限 开 覆盖 全 体 ,可 以 同 
样 定义 (上 ) 同 调 群 ,并 且 和 前 面 定义 的 同 构 . 
当 已 给 连续 映射 OG 4) > (Y, B) В, 


对 于 Y 的 开 覆 盖 xX, 利用 x ñ JT H XE 
{PO jue 一 太守 以 及 自然 的 单 形 映射 fe: 
N74) —NQ/) ,可 定义 诱导 的 同 态 和 :应 (X， 
416) — HY , В; С),*:Й СҮ, В; G) > Fr 
(X, 4: G). 并 且 用 3s: HANG), NANA): 
С) — H,-.(NG DA); G) 可 定义 边缘 同 态 Be: 
i, (X, А; G) > À, CA; G)， 也 同样 可 以 定 
X 8*4 (A; G) + НХ, А; G). 

关于 Kech( 上 ) 同 调 群 除了 同调 群 的 正 合 性 
定理 以 外 具有 和 奇异 (上) 同调 群 同样 的 性 质 。 
同调 群 的 U) 的 序列 一 般 仅仅 是 二 阶 的 ， 即 两 
个 相 邻 的 同 态 的 合成 为 0, 但 当 (X, 4) 是 紧 空 
间 对 或 者 系数 群 G 是 有 限 群 或 域 时 ， 正 合 性 定 
理 也 成 立 . 

对 于 Cech 同调 群 ， 还 有 下 述 连 续 性 定理 
(continuity theorem) 成 立 : H,Clim(X, A)) = 
lim H, (X, 4)， 此 处 (X, A) 为 紧 空间 对 的 序 
BY (OG. 40 (A WAI), 4 m IE TE 
TERM oh: OG, 4) > (X,, A), Bi 
1,2) = оаа >= aom v) RIL, lim(X, A) 
它 的 射影 极限 !， 上 同调 群 也 有 同样 的 关系 . 

刻 划 Coch 同调 群 的 公理 系统 ， 要 在 前 面 
所 述 的 同调 论 公理 中 把 ID 的 正 合 性 公理 减弱 
为 该 序列 阶 数 为 二 ,再 把 连续 性 定理 当 作 公理 
加 进来 .这样 的 公理 系 对 于 紧 空 间 ， 同 调 群 是 
唯一 决定 的 ， 并 且 对 于 紧 空 间 ，Cech 上 同调 群 
与 Konworopos-Spanier 上 同调 群 一 致 ， 对 于 有 
PR CW 复 形 Cech (上 ) 同 调 群 虽 与 奇异 (上 ) 同 
请 群 一 致 , 但 对 于 紧 空 间 , HOO 不 一 定 和 
H(X) 一 致 . 

【de Rham 上 同调 群 】 微分 流 形 M 可 以 进 
行 单 形 剖 分 ,从 而 是 拓扑 多 面体 ,这 能 够 用 解析 
的 方法 来 定义 (G. de Rham，1931)。 也 就 是 利 
用 M 上 的 С" 微分 形式 ,能 够 得 到 以 实数 为 系数 
的 上 同调 群 和 上 同调 环 (一 微分 流 形 [de Rham 
上 同调 群 ]). 

【以 拓扑 群 为 系数 的 (上 ) 同 调 群 】 上 述 各 
种 同调 群 的 系数 群 G 也 可 以 取 作 拓扑 Abel EP 
来 定义 ， 这 时 链 群 C, 也 是 拓扑 群 ， 定 义 同调 
群 为 H, ~ Z,/B, (B, 为 B, WA’), H, 也 


成 为 拓扑 群 ， 如 G 是 紧 Abel 群 , 则 对 于 单纯 复 
ек, НХК; G), H'(K; G) 也 是 紧 Abel 群 . 
而 G 关 于 R, —R/Z WHERE G* 是 离散 
Abel В, НСК: G) 与 НОК; G*) 以 Kronec- 
ker 积 ' 为 内 积 成 为 互相 正 交 的 群 对 ,彼此 互 为 
对 方 的 特征 标 群 . 

【第 二 种 (上 ) 同 调 群 】 假定 单纯 复 形 K 是 
局 部 有 限 的 +, 则 由 天 的 7 维 定向 单 形 x; 53 g € 


G (系数 群 ) 作 成 的 (无 限 ) 形 式 和 对 z, ШЕ 


(G 上 的 ) 无 限 链 infinite chain)， 相 对 于 无 限 
链 , 以 前 的 链 称 为 有 限 链 (finite chain), HER 
链 作成 的 Abel BE СРОК: G) 同 有 限 链 的 情形 
完全 一 样 地 定义 9, 而 成 为 链 复 形 ， 其 同调 群 
нї(к; С) 称 为 K 的 第 二 种 同调 群 (homology 
group of the second kind), EET *; 上 定义 的 
G ABER EC p , WR CD 除了 有 限 多 个 以 外 都 
是 0, 则 称 为 有 限 上 链 (finite cochain). 这 时 由 
于 of 也 是 有 限 上 链 , 故 有 限 上 链 全 体 ССК; 
G) 构成 上 链 复 形 ,其 上 同调 群 Hi(K; G) 称 为 
天 的 第 二 种 上 同调 群 (cohomology group of the 
second kind), 

对 于 拓扑 空间 X 的 奇异 (上 ) 同 调 群 也 可 以 
考虑 同样 的 概念 考虑 X 的 奇异 r UL of IE 
限 链 C" Хр 07， 对 于 X 的 任意 紧 集 C, ш 
Жо, WOMENS CHAE, 00 RK RTA 
限 个 均 为 0, 那 末 利 用 这 种 链 就 可 以 用 来 定义 X 
的 第 二 种 奇异 同调 群 H'(X; С). Рх 
RLE, ШТК С. о УС 
不 相交 时 , 则 在 of Ec fit 0, 那 末 利 用 这 种 奇异 
上 链 可 以 定义 X 的 第 二 种 上 同调 群 或 紧 上 同调 
Ë (compact cohomology group) НЪ(Х; G). 对 
于 紧 空 间 X ,它们 与 通常 的 (上 ) 同 调 群 一 致 . 当 
X ABHIK I EiS HCK; G), Hin (K; 
G) 同 构 ， 对 于 有 限 多 面体 及 其 子 复 形 对 (X, 
A), H(X, A; G), H(X, A; G) 分 别 与 HP 
(X — A; G) Hi (X — 4; G) 同 构 . 

【广义 同调 论 】 设 X 为 有 限 CW RÉ, 4 
为 其 子 复 形 。 Mil cw 复 形 上 的 广义 同调 群 
《generalized homology group) 是 指 对 于 任意 整 
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f n 之 0 与 任意 CW 复 形 对 (X, 4) (其 中 4 
CX), анн, (X, A) 与 同 态 8: H(X, A) 
> H.-CA), Bir RHR f:(X,4) > (Y , 
B) 对 应 同 态 fs:H, (X, 4) HAY, B), Š 
所 满足 的 公理 是 同调 群 的 公理 系统 除了 维 数 公 
理 以 外 其 他 所 有 的 公理 О)—Ш). 广义 上 同调 
群 的 公理 系统 由 上 面 公 理 对 偶 地 给 出 ， 广 义 上 
同调 群 的 实例 很 多 ,最 著名 的 是 K 理论 (一 K PE 
论 ). 

(8) (1) Люй, DSi H d %, txt, 
1948, [2] 河田 获 闵 -大 口 拖 奴 . CE, (ВА 1967; 
13] mimm. MARAP, 2900, 1965, (4) 大 机 
富 之 助 ， 位 相当 何 学 ， WIM, 1965, [5] 小 松 醇 郎 -中 
网 丛 - 营 原 正 博 、 位 相 闪 何 学 ,L, HI, 1967, [6] P.Ale- 
xandroff-H. Hopf, Topologie [, Springer, 1935 (Chelsea 
1965); 17] Н. Seifert-W. Threlfall, Lehrbuch der To 
pologie, Teubner, 1934 (Chelsea, 1965); [8] S. Lefs- 
chetz, Algebraic topology, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ, 
1942, (9] S. Lefschetz, Introduction to topology, Pri- 
neeton, Univ, Press, 1949; [10] Н. Cartan, Séminaire 
de topologie algébrique, 1948-49, (11) S. Eilenberg-N. 
Steenrod, Foundations of algebraic topology, Princeton 
Univ. Press 1952; [12] P. J. Hilton-S. Wylie, Homology 
theory, Cambridge, Univ. Press, 1960; [13] G. W. White- 
head, Generalized homology theories, Trans. Amer. Math. 
Soc. 102 (1962) 227—283, [14] Е. Н. Spanier, Alge- 
braic topology, McGraw-Hill, 1966. 


法 anneau de 
4& Kohomologiering {A konbuo 
когомологин 8 эж о 2—5) 拓扑 空间 
X 的 以 Abel 群 G 为 系数 的 同调 群 H, (X; G) 
= OH, (X; G) 和 上 同调 群 H* (X; G) 一 
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cohomologie 


(Ж cohomology ring 


У) нех; G) 虽然 可 以 用 对 偶 的 方法 来 定义 ， 


但 与 同调 的 情形 不 同 , 当 G 是 单 式 交换 环 'R 时 ， 
H*(X; R) 的 元 素 之 间 可 以 定义 乘积 ， 使 得 
H*(X;R) 成 为 分 次 代数 '(P. Alexander, E. Cech, 
H. Whitney). 因此 ,上 同调 比 同调 有 用 得 多 . 且 
当 X 是 流 形 ! 时 ,上 同调 类 的 积 通过 Poincaré 对 
偶 定理 对 应 于 同调 类 的 交 '.。S. Lefschetz ЯП N. 
E. Steenrod 是 通过 下 面 叙 述 的 积 空间 的 关系 来 
下 定义 的 . 

【又 积 与 斜 积 】 当 给 定单 式 交换 环 尺 上 的 
链 复 形 'M 和 R 模 G 时 ,我 们 用 Hw(M; G) 表 示 
链 复 形 MOG HAW, HHM: CORRE 
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链 复 形 * Hom (М, G) 的 上 同调 群 '( 一 链 复 形 ， 
同调 群 ). 此 时 ,对 于 链 复 形 M; 及 模 G,G—1,2) 
可 以 把 链 复 形 映射 + a: (М.С) O (M.@G,) 
— (M,GM)G(G,86)) K ESERUEBUN'! o: 
Hom (M,,G,) GHom(M;,G;)—Hom(M ,&M;, 
GOC) ВЕ LH a (C98) (o9g)) = 
(686) O (Әг) Ж (a (mD) (Ber) = 
и\(с,)®@шс,) (c, € Mi, g, € Gi, w€ Hom (M;, 
б,)), 它们 诱导 出 (分 次 模 的 ) 0 次 同 态 
a:Hs(M'; GO@H,(M;; Gi) > 
Hy(M,@M3; GiG) 
2; H*(Mi5 б,)®Н*(М›; G) 一 
H*(M @M;x; GGG). 
还 可 定义 上 链 映 射 8 : Hom (M,@M;, Нот (G,, 
G,)) — Hom (M,@G,, Hom(M;, G;)) 及 链 映 
M 2: M,@ М,® Hom (G,, G;) 一 Hom (Hom 
(My, 6), M,@ G) BIH (Ви) Cg) 
Са) = aD) Ne) Ж BC Beh) us) = 
ej hu (ci) (u € Hom (M, M2, Hom(G,, 
G,)), ^ € Hom (Gu, G;))， 它 们 诱导 出 0 次 同 
&: 
B:H*(M @M,; Hom(G,, G;)) > 
Hom(H4(M,; G,), H*(M2; G:)), 
B:Hy(M,@M2; Hom(G G2)) > 
Hom(H*(M,; С), H,(Mx; G:)). 
可 是 , 当 M, 是 定义 拓扑 空间 及 其 子 空间 
的 对 (X,, 4) 的 (上 ) 同 调 群 的 链 复 形 时 , 在 许 
多 情形 下 链 复 形 MOM: 的 (上 ) 同调 群 与 积 
(Xi, 4) X (Xz, 42) = (X, X X;, A, X X, U 
X, X A) 的 (上 ) 同 调 群 典范 同 构 。 例 如 , 这 对 
于 拓扑 空间 X 的 奇异 链 复 形 !+，CW 复 形 + 及 其 
子 复 形 的 对 QC A) 的 奇异 链 复 形成 立 ， 因 此 ， 
当 已 给 模 的 同 态 1:6.06.> G; 时 ,把 ?诱导 
的 (上 ) 同调 群 的 同 态 与 上 述 “ 合成 ,就 得 到 同 
ES 
XiH,(G, 413 G)@H,(X;, Añ С) > 
Hotel (Xis A) X (Xz, 42); Gs) 
X H'OG, А; G)GH'OG, 45 G) > 
HrP(QG, A) X (Xz, 42: G), 
式 中 左边 的 元 素 9 2, v wi 的 像 称 为 叉 


TR (cross product), idfE z Xzj X. Hh 
1:6,86,— G, SE XL G, — Hom(G;, 
GO, 由 此 诱导 出 的 (上 ) 同 调 群 的 同 态 与 ARCC,。 
G; 分 别 换 成 6;, С) 合成 就 得 到 同 态 : 
/:H"((X,, 4) X (Xz, 42)3 G.) — 
Hom(H,(X,, 41; G1), H*”(X;, А; Gs)), 
Мн. A) X (Xas AD); G) > 

Hom(H?(X,, А,; G1),  H,-, (X2, 423 G3)), 
式 中 左边 元 素 w, = 的 像 在 右边 第 一 项 中 的 元 
Жз, E BER d w/z, Хо HOS MR 
(slant product), 

又 积 与 斜 积 有 下 述 性 质 〈 系 数 群 略 去 不 
m): 1) 自然 性 ， 与 由 连续 映射 人 (Xi, 4) 
СУ, BG — 1, 2) 诱导 出 的 (上 ) 同调 群 的 同 
BS. 例如 ,对 于 上 同调 的 叉 积 ,下 面 的 交 
换 图 示 成 立 : 

HAY, BQH Y , B) Hr* (Ys, B.) X» B) 
[лет > Jaxne 

AG, ADH Xs, 5) SHOX, 4.) XA). 

2) 与 (上 ) 边 缘 同 态 + 相 容 , 例如 对 于 \ 有 如 下 两 

个 交换 图 示 成 立 : 

HX A) X X) > Hom HX, 4), H9) 
ІА Hom(6*,1) 
H.-CA, X X1) > Hom(H?%A,) Н. (Ха), 
HAX, X (Xa, AJ) > Hom H(X), Hap Xa 42) 

о, Нот(1,(—1)”д„) 
H,-,(X, x A) > Hom(QHQG) Hs s (4). 

[上 积 与 卡 积 】 QW hi X Х,У 
X = X, = X, iË d:(X, 404) —> (X, A) 
x (X, A) 为 对 多 映射 ， 即 由 4а) = (z, z) 
(x € X) 定 义 的 连续 映射 , 这 时 把 上 同调 的 义 积 
和 由 a 诱导 出 的 d*:H?*((X,41) X (X,A); 
G) > H(X, AU Ass G) 合成 ， 得 到 同 态 
:HI(X, Aus GOGH ‚А; Gi) 

H(X, AU Aas Gs) 
式 中 左边 的 元 素 e Qus BU аз 称 为 上 积 
(сор product)， 且 由 4 #9 daiH, (X, 
AU As) — HG A) X (X, A); б) 
与 \ 合 成 就 得 到 司 态 


AUG AU Az; 6) > 
Hom(H*(X, 4,3 G2), H,-,(X , 423 G3)), 
左边 的 元 素 = 的 象 在 右边 第 一 项 的 元 素 w 上 

所 取 的 值 zs 和 ~w， 称 为 卡 积 Ceap product), 

和 又 积 的 性 质 相对 应 ， 上 积 具 有 下 述 性 质 

《系数 群 略 去 不 写 )，1) 自 然 性 对 于 连续 映射 
1:(X, А, A) — (Y, Bi, В) 与 a € HP (Y, 
B), w€ HY , B), [*Си wi) = fwi" 
wi€ H(X, AUA. 2) 设 i:4CX 是 包含 
映射 , 则 对 于 w, €H (4), wEH (X), 有 
в" (аит) 一 8*w e€ HX, A). 又 
对 于 wiEH? (X), єє Hn (4), 有 o* G* 
wi ui) = С 1) о 8*w, € HX, A). 当 
ATAS G,@ G, — G; 时 ， 这 些 性 质 与 双 线 
性 一 起 刻 划 有 限 CW 复 形 及 其 子 复 形 的 所 
有 对 之 上 定义 的 上 积 。 同样 ， 对 于 卡 积 也 有 
如 下 性 质 成 立 ，1) 对 于 z€ H, (X, AU 42, 
w, EH*(Y, B), 有 fa (tw) = fazam € 
H,-(Y, B). 2) 对 于 z€ H.(X, A) 及 we 
H^ (4), 有 i (Osz nw) = z—8* w € Hp 
(X)， 且 对 于 2€H,(XG A), w € H° (X), 有 
8,G Aw) = (71^ Og A i*w € H- (A). 
且 如 果 2€H,(X,4;6,), w€H'(X,4; G), 
W z Awe (X36), Їй z — w 在 由 增 广 * 
产生 的 映射 H(X, б) 一 G FURA (z, 
ш) X. HH Kronecker 指数 (Kronecker 
index), 

【内 积 与 外 积 】 根据 定义 ， 对 于 w € H* 
(X, A), z€ H(QG A)X(X, 42)» 有 wi 
wy=d*(w, X wi), zw = deseo (B 327 
ifi, p: (Xa, A)XX,— (Xi, AD pr: X1 X (Xas 
A1) 06, 4229 8 EE ET. wi € НАСХ, 42, 
z€ H.(QGs A) X (X,, 4)» HF х m= 
piu, ришт = рк (2 plui) kx RIV, 
N\ 和 一 可 以 互相 推出 .这样 我 们 把 x \ 称 为 外 
3A (external product), M, ERSTER. internal 
product), 

设 同调 的 又 积 、 斜 积 /是 外 积 , 而 内 积 一 般 
没有 定义 ,但 是 ,假如 对 于 X 给 出 连续 的 乘积 w: 
XXX — X, 由 4 诱导 的 (上 ) 同 调 群 的 同 态 , 可 
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以 在 x 之 后 同 x 合成 ,或 在 /之 前 同 /合成 而 得 
SIS HG G)HOG G6) Hus 0GG); 
H*(X 5 GD) > Hom(H,(X; G3), Н" ($63), 
从 而 定义 了 内 积 (一 Hopf 代数 ). 

【上 同调 环 】 设 G, = С. = G; АЖЕ R, 
HA G,@ G; — G; 由 R 的 乘积 给 出 ， 如 果 把 
(OG, A)X(X;, A))X (Xas 43) 0G, A) X 
((X,, 4) X Ot, 43)), (Xis A) X OG, A) 
与 (Xz, A) X Ot, A.) 按 典范 同 构 视 为 同 
一 , 则 对 于 w € W(X, A), wi€ H(X A), 
wi€ H' (X, A) 与 2€H, (х, 4) X (Xy 
41) X (Xas 4)» 有 (av X ил) X wy = wX 
(и X ws) s w, X wi = (—1) wy X wis (и 
X wr) = (2\w,)\w2 RIL, 从 而 对 于 we 
HX, 4), mE H(X, A), wy€H(X, A) 
与 z€ H, (X, A U A; U A), 有 Gi i) 
wy = wy (ui ил), и“ wy = CY) wi 


5 zn wi) = (enw) Aur ЎТ. 特 


别 上 同调 群 H*(X, A; R) 一 > HOGASR) 


是 玉 上 分 次 模 ， 它 以 上 积 为 乘法 而 成 为 R 上 
(SO 交换 分 次 代数 ， 称 为 (X，4) 的 以 R 为 系 
数 的 上 同调 环 或 上 同调 代数 (cohomology ring, 
cohomology algcbra)。 拓 扑 空间 x 的 上 同调 环 
H*(X; R) 具有 么 元 。 对 于 又 积 有 等 式 (o, x 
n) (wz X оз) = (1) Ge wi) X Qu) 
(o, € H'(X, А), w; € H*(X, А), w€ H'(Y, 
B), w€ H'(Y, B)) 成 立 ， 如 果 R 是 域 ， 则 
H*((X, A) X (Y, В); R) 与 H*(X, 4; R) 
@H*(Y, В; R) 作为 分 次 代数 是 同 构 的 . 
【奇异 (上 ) 同 调 群 的 情形 】 又 积 等 定义 中 
ЖЖОТ, (Xis A) X OG 42 的 (上 ) 同 
调 群 与 (X;,4) 的 链 复 形 的 张 量 积 的 (上 ) 同 谓 
群 是 典范 同 构 的 ,而 对 于 奇异 (上 ) 同 调 群 来 说 ， 
SAMA FA ASO BH V(X) 
DSX) > S(X, X Xj). 或 e:5QG X X) 一 
S(X,)@S(X2)F FH HA: 
(TEBE =EN- Ga е, TEX stt TD. 
PUT? X Tf) 一 У) Oi: "Ә.Т. OTs. 


izo 
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这 里 Т} RX, BJ ARIE, TEX Т; a" 
>X, X X, RRE (Т? x TD) O) = (Т(у), 
T; 90) (y € А") 定义 的 X, X X, 的 = 维 奇 异 
35,5, 0; 分 别 是 退化 算 子 + 及 面 算 子 !， 且 在 
V rh, 求 和 遍及 所 有 满足 i 过 … <i, 
h«c 过 训 的 (0,1,…,p 十 9 一 1) OE 
Go ip jo cers ie) Z E, e 表示 这 置换 
的 符号 ， 因 此 当 给 出 同 态 5:6,@ G,— G3 对 ， 
通过 前 述 的 af 5 Ул 或 Hom(p,n) 的 合成 ,就 
定义 了 (上 ) 链 映射 X: XICA) 
G,) + S(X, x X)@G;, x ;Hom (S(X),G)@ 
Hom(S(X2), бә) 一 Hom(S(X, X X), Сз), 由 
此 诱导 出 (上 ) 同 调 的 又 积 ， 且 当 X 一 x, = X 
时 ， 后 一 式 的 x 与 由 对 角 映射 诱导 出 的 上 链 映 
Aj а*:Нот($(Х X X), Сз) — Hom(S(X), Сз) 
合成 而 得 上 链 映射 一: Hom (S(X), б,)® Hom 
GQO, G;) > Hom(S(X), б), 它 诱导 出 上 
38. 当 用 这 些 (上 ) 链 映射 定义 (上 ) ELR 
e, Хеу m X u ЕЙ ww 时 ,对 于 由 连续 
映射 诱导 的 (上 ) 链 映射 名, A Goose X 
c1) 一 finer аса» 成 立 , 且 对 于 (上 ) 边 绢 
算 子 8,8, 有 B(c X e) = Өс, X a+(—1) 
e X00, GL. 同样 也 可 以 定义 (上 ) 链 的 
BABA п/с co ER e s Boo ttt faea 
m = fale In), o 8C) = С 100009 
да 一 с-ди) GARRE. WE XI p+ 4 
Mk yb T S p HE Ek uo aH Et AE 
式 成 立 : 

Сима) СТ) 一 和 (Bee…Brte7) * 

+ ur 70, AT), 

BT Am Our T))Ov -:6,-,T. 
Heh ас gr n(nOg)( € G). 这 些 是 对 于 
单纯 复 形 的 (上 ) 链 的 上 积 \ 卡 积 的 古典 定义 对 
于 奇异 (上 ) 链 的 形式 。 对 于 奇异 上 同调 群 ， 当 
(X, 4, A) 对 于 整 系数 同调 群 是 固有 的 +， 则 
能 够 定义 上 积 mm Qe € HOC, 45 G2); 
特别 对 于 任意 的 拓扑 空间 及 其 子 集 的 对 (X， 
A), 可 以 定义 上 同调 环 H*(X，, 4; R). 

【拓扑 流 形 上 的 交 】 设 М* 为 紧 连 通 的 = 
维 拓 耻 流 形 +, 假 定 是 可 定向 的 (一 流 形 ). 设 M” 


的 基本 同调 类 + 是 46 H,(M"; Z) (Z 为 整 系数 
加 法 群 ), 对 于 自然 同 态 ZOG 一 G SER, 
就 能 够 用 4 一 D(=) = z(z € HM"; G)) 定义 
同 构 D:H,(M";G) = H*-?(M*;G) (Poincaré- 
Lefschetz HAER). WH z€ HM"; G), 
z € He (M*; G;), 定义 ас z € H,+ =, (Ms 
Сз) № z + 22 = z—=Dz> Bl) D(z, + zx) = Dx” 
Dz,, 称 为 同调 类 > 和 z; 的 交 (intersection)， 特 
BUS p + q 一 ”的 情形 ， 把 交 与 由 增 广 生成 的 
映射 6:Ho(M";G) > G 组 合 起 来 ,就 得 (zz) 
= e(z zz)， 称 为 同调 类 z= 5 s RU da SEC 
(intersection number), (zz, 21) = (71) (552) 
成 立 ,也 可 以 用 Kronecker 指数 表 为 (zo a) 一 
《zu Ds. 当 М" 为 组 合流 形 ! 时 ,对 于 M "的 单 
тнк 考虑 其 重心 重 分 ?K' 及 对 偶 胞 腔 复 形 
K*， 则 对 于 天 的 ? 维 单 形 E’ 15 K* 的 49 维 胞 
E E*, 作为 E? 及 Еч 的 点 集 的 交 就 成 为 的 
P + q 一” 维 单 形 的 并 集 ， WR Er, E* 已 给 定 
向 ， 则 它们 的 交 的 每 个 单 形 可 以 相应 定向 而 考 
虑 其 代数 和 ， 这 样 对 于 KK 的 p 维 链 c, t K* 的 
q ft c: 就 定义 了 K' 的 p 十 9 一 " 维 链 c, ` 
cx([4],[5])。 这 时 ,如 果 z 由 天 的 链 c ЖЖ, 
nh K* 的 链 c, 表示， 则 a 二 就 由 a o 
ж. 特别 在 十 4 一 ”的 情形 ,相交 数 (cc?) 
可 确定 ,等 于 (z, 22). 

СФ] (1) R. Godement, Topologie algébrique et 
théorie des faisceaux, Actualités Sci. Ind., Hermann 1958; 
(21 P. J. Hilton-S. Wylie, Homology theory, Cam- 
bridge Univ. Press, 1960; [3] ЛИМА hit- RUE 
16. Grips] D. Bet, 1967, [4] S. Lefschetz, Alge- 
braic topology, Amer, Math. Soc. Colloq. Publ, 1942; 
(5) WERAMERA, Be, 1965; [6) Е.Н. 
Spanier, Algebraic topology, McGraw-Hill, 1966. 


上 同调 运算 [Ж cohomology operation 法 
opération cohomologique,  Kohomologieopera- 
tion 4A когомологическая операция НЫ лж 
eop—FKHE) 上 同调 运算 是 由 Л. С. 
Понтрягин 和 N. E. Steenrod 作为 解决 映射 的 
同 伦 分 类 问题 (一 同 伦 ) 的 工具 而 引进 的 。 后 来 
在 研究 微分 流 形 的 示 性 类 *,、 同 伦 型 ' 同 题 、Hopf 
不 变量 '、 球面 的 同 伦 群 '、 球 面 上 的 切 7 标 架 * 


场 问题 等 方面 成 为 拓扑 学 的 代数 研究 的 主要 工 
具 而 被 非常 有 效 地 使 用 着 . 

【一 阶 上 同调 运算 】 设 4, BH Abd 2f. 
НА, l; В) 是 Eilenberg-MacLane 空间 *K(4， 
站 的 以 B 为 系数 的 4 БАНЕ". 满足 下列 
性 质 的 v 一 p, KAS z€ H*(4,1; B) 相伴 
的 (一 阶 ) 上 同调 运算 (Cprimary) cohomology 
operation): 

1) 对 于 连通 拓扑 空间 X ,确定 其 上 同调 群 
之 闻 的 映射 p:H'((X; A) — H*(X; B), 这 个 映 
射 不 一 定 是 加 性 的 . 

2) 对 于 任意 的 连续 映射 1:X 一 Y poft 
f*oq 成 立即 下 面 图 示 是 交换 的 : 

HX; 4) > нех; B) 
r " 
HCY; A)  p*QYs B), 
其 中 六 是 了 所 诱导 出 的 上 同调 群 的 同 态 . 

3) їй «€ H'(A,1; A) 为 基本 上 同调 类 
(Eilenberg-MacLane 复 形 ), 则 p,(u) = z. 

作为 上 同调 群 通常 用 奇异 上 同调 群 *。 且 
作为 空间 X，Y， 只 考虑 单纯 复 形 并 不 失 一 般 
性 。 则 满足 上 述 性 质 的 上 同调 运算 的 存在 性 和 
唯一 性 可 证 明 如 下 . ,连续 映射 EX — КСА, 1) 
的 同 伦 类 + [1] 与 HC(X; A) 的 元 素 上 通过 
lux 的 关系 一 一 对 应 。 对 于 хе H'(X; 
A), 我 们 只 要 取 ө, 的 值 为 PG) 一 Iz 就行 
T. 

只 满足 性 质 1), 2) 的 上 同调 运算 称 为 {1， 
4:4, B) 型 的 上 同调 运算 ,其 全 体 记 作 OU 4; 
A, B). 显然 ,通过 对 应 = — 9s 给 出 从 HA, 
1; B) 0 (4,4; А, B) 的 双 射 《[2])， 且 当 
H(A, В) = 0 if}, Oll 4; 4, B) RATS 
地 了 映 到 0 的 运算 。 H(A, В) 一 0 在 下 面 的 
情形 成 立 : 例如 0<g<il; 1=1<4, A= 
Z (HAER); 1 — 2,4 = 24 + 1,4 = Z; 
I=2r+1<% A=Z, B= О (有 理 数 
域 ); 4 = AMA, B= Q 等 等 .- 

上 同调 运算 的 演算 定义 如 下 :- i) e. 
wv tl, 4: 4，B}。 则 上 同调 运算 paps 的 
жй е, + Ф/Є О{1, 4; 4, B) B ue REX, 
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即 对 于 хєл (X34), Ho. + e-)62 = o, 
G) + Ф. (ж) 成 立 . ii) 设 peO (1, 95 A, 
B), e» € {l, а; 4,B'}， 则 上 同调 运算 pa 
和 o» BER Ф.Ф. € Oll, 4 + 414, В 
BY} 由 o, o» EX, 即 对 于 z€ H'(X; А), 
有 (een) = eG) eu) RI. di) 
i PEO, 1; AA) v ЕСГ, M, 47), 
则 定义 合成 oo € (1, 75 A, AT) WF: 对 
r€ H'(X; A), (o'op)(«) = e (eG) М. 

并 且 ， 所 有 的 上 同调 运算 都 可 以 用 下 面 讲 
的 基本 的 上 同调 运算 17), Ш), Ш), Ш), IV) 通 
过 适当 重复 运用 上 述 演算 D, iD, їн) 而 构成 。 

D 由 模 的 同 态 n: A — B 诱导 出 来 的 上 同 
调 群 的 同 态 ne: H'(X;: A) > H'(X; B), 

Ш) Бокштейн 运算 (Bockstein operation), fi 
对 应 于 模 的 正 合 序列 ! 0 一 4 一 4 一 4 一 0 的 
边缘 同 态 (一 链 复 形 ) 8:H'(X; AU) > HX; 
A). 特别 对 应 于 正 合 序列 0 > Z 一 > Z — Z, 
— 0 (Z, RA n WHE Z/nZ) 的 Бокштейн 


运算 ,常常 写作 Ba RED, M A, 等 


Ш) Steenrod 运算 (Steenrod operation), 
i) Sq BH (Squaring operation), Sq 运算 
SgG — 0,1, 2, ++) 是 对 所 有 的 1 定义 同 态 
Sg; HG Zi) > НХ; Z) 
的 上 同调 运算 ,具有 以 下 的 性 质 : 
Ш 1) Sq%x = x 
Ш 2) Sgir = x! == x~ r(dimr = itt) 
HI 3) Sq'z = 0 (dimx < i) 


HI 4) Sg (xy) У) Seix-"sgiy (H. 
n 


Caran-N. E. Steenrod) 

Ш 5) 849: 与 纤维 从 相伴 的 谱 序列 ' 的 超 渡 + 
"Jas. 
Sg! 由 满足 性 质 1) 2) 及 ID, M2), 
113), 014), Ш5) 的 上 同调 运算 系列 来 刻 划 
(121, 151). 还 证 明 Sq! 之 间 有 下 述 关系 式 成 
x. 

Ж г б ак S 

HI 6) Sg*sg^ (®) = > ( ton 


бю 上 同调 运算 
55757 5G) CAdem 公式 ), 此 处 ( Р ү 


系数 , 当 i>emo>ime(*)mo (= 公 
式 61D. 

i) P 运算 (P-operation, reduced power), 
DER S, 为 奇 素数 ，r = 0,1,2, 5-6) 
对 所 有 的 q 定义 同 态 

DI: HG Z,) > Нех: Z,) 

的 上 同调 运算 ,具有 如 下 性 质 : 

ШИ) Pe) = z, 

IY 2) (x) = x? (dims = 27 BY), 

"TH 3) 25x) = 0 (dim x < 2r 8), 

ш) у) 2319197710 


hte 
(Cartan-Steentod) , 

IS) P, 与 超 渡 可 交换 . 

DP, 由 这 些 性 质 所 刻 划 . 对 于 ;也 有 
Adem 公式 (一 公式 61D). 

ТУ Понтрягин 运算 (Pontrjagin operation), 
Понтрягин 运算 $, = Ppa (p 一 2 或 奇 素数 ， 
hæl, 2, +++) 是 对 所 有 的 偶数 L 定义 映射 
iH(G Zp) > Hh Zy) 

的 上 同调 运算 ,具有 以 下 性 质 : 

IV 1) # n: Zon — Zp 是 由 1) 一 1 
定义 的 同 态 , 则 m Bx = z", 

IV 2) dn p: Zw 一 Zorr! 是 由 p(1) 一 p 
定义 的 同 态 ,; 则 @,G + y) = BG) + 9,6) 

Р nyrs 
+ xy ee yr), 

IV 3) Bey) = 9,6) 9,0). 

在 理论 上 ， 决 定 上 同调 运算 和 决定 所 有 上 
同调 群 H*CA, 1; B) ДИМО. Н. Cartan 及 
J.-P. Serre 决定 了 上 同调 环 H*(4;1; Z,), E 
得 有 可 能 决定 整 系数 上 同调 群 H*(A, l; Z), 
从 而 对 任意 В, 证 明了 能 够 决定 H* (A, l; B) 
(Cartan). Pl: 设 we HZ 2; Z) 是 基本 上 
同调 类 ， 则 H' (Za 25 Z0 = Zo. H (Za 25 
Z)=0, W(Z,2:Z,) = Z, + Z,, H (Z,, 
2, Z) = 2, 分 别 对 应 于 上 同调 运算 Bs 0; 


un (16) Gm 0,1,2, з), 22, зеза 


G 70 D); (Фә). йе uz Z m 


2: Z,— Z, BOM 1010) = 1 及 20) = 2 
定义 的 同 态 . 
ita 为 固定 的 整数 。 如 果 给 出 满足 下 列 性 
质 的 上 同调 运算 序列 p' Eo {l,l +g; A, B) 
(l= 0, 1, 2, +++), 就 称 为 {4, B) 型 4 维稳 
定 (一 阶 ) 上 同调 运算 (stable (primary) cohomo- 
logy operation). 
4) 设 S; HI (SX 5 A) 一 H'(X; A) 是 同 续 
AHA g's = Se^" 成 立 ， 即 图 示 
H'(X; dj. H'**(X; B) ‘= 
5 $ 
ҥ=(х; A) 2 FrorCSX; B) 
是 可 交换 的 . 
所 有 (4, B) 型 稳定 上 同调 运算 的 集合 记 
作 of (4, В), 4 A= B 时 , cr CA, 4) 由 和 
及 积 定义 的 合成 构成 环 ， 特 别 当 A= B = Z, 
(p 为 素数 ) 的 情形 ， (Z, Zp) 是 Z, 上 的 分 
次 环 ', 而 积 一 般 不 可 交换 ,这 个 环 称 为 Steen- 
rod 代数 (Steenrod algebra), 记 作 .er (р). oy (p) 
是 当 p 一 2 时 以 Se! HART, Me > 2 时 以 
8, P, 为 生成 元 ,以 Adem 公式 为 关系 式 所 成 
的 代数 ，.er(2) 作为 分 次 模 有 基 (Sg Sgh e 
Sat) (Sg 的 次 数 为 站 其 中 i S 2G > 1), 
4A. 这 种 有 限 的 正 整 数列 T= {i i-o 
++ yi} 称 为 容许 列 (admissible series), a (2) fE 
为 代数 是 由 {5g*} 生成 的 。? > 2 的 情形 也 一 
FE GD; ORB 2r(p — 1),8, 的 次 数 为 1， 
Hí .er(p) 具 有 基 (B Pi Bere Die Br}, KB 
s = 0, 1, ig Z pimpi + „(т 之 1)， 这 样 的 
BAT = Gus +++, А) AB. .ar Ср) (Е 
MARK (65, PM} 生成 ([5]). 
【二 阶 上 同调 运算 】 ATAHQO)- 2 


(х; Z,) (e 为 素数 ). BR HX) E o) 
楼 结构 . 设 C,(s — 0, D 为 自由 分 次 左 -ex (p) 
模 , 4: C, — Co 是 保 次 的 -er (p) 同 态 ， 且 给 出 
z€ Cs 使 dz 一 0， 这 时 满足 下 述 性 质 的 Ф 一 
Фа.) BAS (2, z) 相伴 的 稳定 二 阶 上 同调 运 
$A (stable secondary cohomology operation), 下 


面 为 方便 起 见 把 C, 的 自由 生成 元 取 作 c, (dim 
сы = т, dme, = ni), Їй 4 В de, 一 


Dy ан co 定义 ,并 设 2 = У) bc. 
7 ; 

D 所 有 满足 ed — 0 且 次 数 只 提高 /的 
«ar (9) Fs e Co — HQO Bi БЕЙ 8 2 2, 
D'( X). 4 (а) = xo RITR D (a, 
me fe -I “| z€ HX), У) 

i Ç 

外 .其 次 设 次 数 只 所 高 1 一 的 .ar (p) 同 态 为 
ECHO, =€ C, EE FAR EC 全 体 
组 成 H*OO 的 子 模 记 作 0G» X). Wb OG, 
x)= Унет), 对 任意 拓扑 空间 X,0 
定义 了 映射 

Фра, X) — H*(X)/0'(z, X). 

2) AT TEBEUREARIBAAT [X — Y, Of? = 
"e 成立 , 即 图 示 


рца, X) > H*(X)/01(z, X) 
т r 
рца, Y) + H*(X)/0!(z, Y) 

是 可 交换 的 。 
3) 设 S: H+(SX) > H* CX) 为 同 纬 同 态 . 
此 时 ,BS = SO mic 即 图 示 


D'(d, in -*. HOO GrH) 


Di(sd, 5x) mm 
是 可 交换 的 。 

4) s i, Y X LMG, White = 0, BD 
设 У) anite = 0, 则 存在 次 数 只 提高 1 的 
cor GO ns Co 一 HX,Y), 以 及 次 数 只 提高 
1 一 1 的 .of (p) RE: C1 一 H'(Y), 使 下 列 
图 示 反 交换 : 
im Go4asco) moo Y) asa oo 
tz , fe 
o— €, 
对 于 任意 这 样 的 n, t, i* OCE) = EGO (mod * 
QG, X) lir. Bab y = CL Dy. 

同一 阶 上 同调 运算 的 情形 一 样 ， 可 证 明 这 


e 


上 同调 运算 oot 


种 上 同调 运算 的 存在 性 (J. Е. Adams [4]), 同 
一 阶 上 同调 运算 的 情形 不 一 样 , 与 (4, z) 相伴 
的 稳定 二 阶 上 同调 运算 并 不 一 定 唯 一 。 任 取 二 
个 与 (4,z) 相 伴 的 二 阶 上 同调 运算 8, Ф. Wife 


在 适当 的 元 素 一 > ai cui € Co/dCi (a, € 
T 


wf (р)), 4 pe) = У) ах, ft, O'(e) =e) 


+ Ф(є) (mod Q!(z, X)) RIL. Hl: p = 2. 
XveZi a 6 (2), MEL 
0 (dim a > 0), MZ, 可 看 成 左 .or(2) BE. Z, 
在 of (2) 上 的 极 小 射影 分 解 (一 同调 代数 ) 
оз- 4 od o oc 
已 知 (14]) 可 作 如 下 选取 : Com .o (2), С. 
(E) .ex(2) EA сі > 0) 为 自由 生成 元 , 且 
d, e = Sg”, С, (E) .or(2) BG VÀ cy OS 
i<j,i%i+1)3JB H EBR Baca = 
бре У) brer dies Sq" Е or OY 
о<а<) 


生成 元 , 0=44с,=54954#+ У) by Sq* Ж 


E 
示 .er (2) 的 关系 式 . @ C.G) A C, 的 .er(2) 
子 模 ,由 cx(0 < k < i) ER, 40) A 4) # C, 
(站 上 的 限制 。 令 s m dieis Фу = Фф). 
Ro, 是 上 同调 运算 ， 定 义 于 满足 Srm 0 
(0 << DI x € H*CO E, 取 值 于 剩余 模 
Er(X)/OH(X)， 其 中 Qa(X) = Sg*H+(X) + 

У) b, H*(X). 特别 Doo: Ker fa > H+CX)/Im 


"<<; 


ГА 就 是 由 二 8 定义 的 广义 Бокштейн 运算 ,而 
Ln чашне x+ (S) 有 关 ， 这 点 是 由 
J. Adm HERR. MAS 3h, FRRR 
式 成 立 : 


v—v.atvy— 


s= M 
«аа 
jee 


ni Фи 


(mod X) ¿a 0400). 
Uu 
由 此 可 证 明 : zi(5") 具有 Hopf 不 变量 为 1 
的 元 素 只 限于 a = 2, 4, 8 (Adams[4]). p>2 
的 情形 也 有 同样 的 结果 . 
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三 阶 以 上 的 上 同调 运算 还 没有 得 到 令 人 满 
意 的 理论 . 

[S] [1] N. E. Steenrod, Product of cocycles and 
extension of mappings, Ann. of Math., 48(1947), 290— 
320; [2] J.-P. Serre, Cohomologie modulo 2 des com- 
plexes d’Kilenberg-MacLane, Comment. Math. Helv., 
27(1953), 198—232, [3] N. E. Steenrod-P, Е. Thomas, 
Cohomology operations derived from cyclic groups, 
Comment. Math. Helv., 32(1957—58), 129—152; [4] 
J. F. Adams, On the nonexistence of elements of Hopf 
mvariant one, Ann. of Math., 72(1960), 20—104; [5] 
N. E. Steenrod, Cohomology operations, Princeton Univ. 
Press, 1962; [6] J. Р. Adams, On the structure and 
applications of the Steenrod algebra, Comment. Math. 
Helv, 32(1958), 180—214, [7] R. Е. Mosher-M. C. 
Tangora, Cohomology operations and applications in ho- 
motopy theory, Harper, 1968; 18] Е. H. Spanier, Al- 
gebraic topology, McGraw-Hill, 1966. 


Hopf 代数 [Æ Hopf algebra ik algèbre de 
Hopf 4b Hopfsche Algebra fA алгебра Tonpa 
日 ky ZRA] ЖИИ Lie 群 或 者 作为 它 的 
推广 的 妃 空 间 的 同调 以 及 上 同调 时 ， 就 得 到 
Hopf 代数 的 概念 。 这 方面 的 研究 是 由 Н. Hopf 
开始 的 ([1])。 其 基本 结构 定理 是 由 A. Borel 
推广 的 ([2]), 并 且 出 现 了 各 种 应 用 ，Hopf 代数 
的 理论 是 代数 拓扑 学 的 一 个 常用 的 工具 。 


【分 次 代数 】 域 《 上 的 分 次 模 A=) 4。 


= 
CA, Ж КЖ), MED 4。 都 为 有 限时 ， 称 为 局 
部 有 限 的 《locally finite), 当 给 出 同 构 n:k = 
4 时 , 称 为 连通 的 (connected)。 若 分 次 模 A, В 


的 张 量 积 ! 表 现 为 AGB = У) (4@B)。，(4 


Әв), = > 4,@B,-,, R| AQB 也 成 为 分 次 
> 

R. Q A* > 421 (А? Ж A. HER), FF 
为 4 的 对 偶 (dual), 25 45 B 是 局 部 有 限 的 , 则 
AQB, A* НН, HAB) = A* 
QB*, A** = A Tk VL, Ж А, B 是 连通 的 ， 则 
A*, ADB 也 是 连通 的 . 

对 于 分 次 模 A, 当 给 出 保持 次 数 的 线性 映 
M 9:494 — A, BL 0: A— ABA H(A, p) 
称 为 分 次 代数 (graded algebra) (或 简称 代数 )， 
(4, Ф) 称 为 对 偶 代数 (coalgebra) ，g HX (A, 
Ф) 的 乘法 (multiplication), 称 为 (4, 几 ) 的 对 


(BIE (comultiplication) 或 对 角 映 射 (diagonal 
mapping), a, b RYE (product) 通常 记 作 PD 
B) = ab. pla) 称 为 4 的 对 偶 积 。 乘法 与 对 侦 
乘法 是 对 侦 运 算 , 当 4 为 局 部 有 限时 , 若 (4,q) 
是 代数 , 则 (A4*, 9*) 是 对 假 代数 ,反之 也 成 立 . 
其 中 p* 是 9 的 对 偶 上 映射 。 在 代数 (A, p) H, 
ЖЯ Ф(1 @ ç) 一 p(y @ 1), ШР 称 为 结合 的 
(associative), # eT = 9 (Hh T(a @ ó) = 
(—1)% Q ala € Ap, b € A,)), 则 称 为 交换 的 
(commutative). 结合 的 分 次 代数 称 为 分 次 环 
(graded ring) 或 分 次 代数 .与 此 对 侦 地 ， 可 定 
义 对 偶 乘 法 是 “结合 的 "或 “交换 的 ”， 在 对 个 代 
SCA, Ф) th, 设 4 是 连通 的 且 局 部 有 限 的 ,而 
通过 75 把 与 4。 看 作 是 相同 的 , 则 (z) = 1 


@x + x@1 + У x; (0 < dg r, < deg x) 


成 立 ,与 “在 代数 (4*,p*) rh, RAD 1 成 为 单位 
元 "， 二 者 是 等 价 的 。 这 个 性 质 称 为 " 少 具 有 大 
的 1 为 单位 元 "。 对 于 代数 (4, p), (В, Ф), 
Ф v" = (9@e')°(1@T@1): A@B@AQB 
ADB, W| (4 & B, 9") MARK ice 
(48B, p”) = (А, 9)8(B, e). 对 偶 地 , 定 
义 对 偶 代 数 的 张 量 积 为 对 偶 积 . 

【Hopt 代数 】 为 简单 起 见 ,以 后 令 分 次 模 
4 是 连通 的 且 局 部 有 限 。 在 4 中 给 出 乘法 9 与 
HARA p, p, Ф BAA AM 1 为 单位 元 , Ф: 
(4,0) > (A, Ф) QUA, PERRAS (A, 
9.0) 称 为 Hopf 代数 .这 个 最 后 的 条 件 与 p: 
(A, 408A, Ф) > (A, p) 为 对 侦 代 数 同 态 
BSH, (4%, pt, фе) 也 成 为 Hopf 代数 . 
KA (4, Ф, d) 的 对 偶 Hopf 代数 (dual Hopf 
algebra), 

Сн 空间 】 拓扑 空间 X 的 在 域 4 上 考虑 的 
上 同调 群 H*(X), 或 同调 群 HOO, 具有 由 对 
角 映 射 4:X — X x X 导出 的 积 ( 上 积 ') 4*, R 
WAR (CER) da, 成 为 交换 且 结 合 的 代数 , 或 
对 偶 代 数 。 它们 是 互 为 对 偶 的 《一 上 同调 环 
[上 积 与 卡 积 ])。 给 出 到 有 基点 me 的 拓扑 空间 
和 的 连续 映射 4:X X X — X, hu = 1( 同 伦 ') 
G=1, 2, (ж) = (z, x)» о (z) = Go z)) 


Fj, (X, A) 称 为 H ela] (H-space), X4 OS 
乘法 (multiplication), zo 称 为 X 的 同 伦 单位 元 
(homotopy unit), ifii Kanneth 同 构 导 出 4 的 
对 偶 乘 法 外:H*(X)>H*(X)@H*(X) (Hopf 
SABIE (Hop comultiplication)) 与 乘法 hy: 
Hy (X) Q H, (X) > H,CX) (Понтрягин 乘法 
《Pontrjagin multiplication), 当 X 是 连通 + 的 ， 
н„(Х) 为 局 部 有 限时 , (H(X), d*,h*), (H, 
(X) shard) RA TAM (RAS. Hopf 代数 。 特 别 
是 , 若 4 在 同 伦 意义 下 是 交换 或 结合 的 ， 则 姑 
及 hs 是 交换 或 结合 的 。 拓 扑 群 '、 闭 路 空间 ' 是 
нежен, c 

设 是 特征 为 p (0 或 素数 ) 的 完全 域 !. 仅 
由 一 个 元 a € 4。 生 成 的 具有 可 换 且 结合 的 乘法 
的 Hopt 代数 4， 分 为 多 项 式 环 ? k[e] (p #2 
时 ,= 是 偶数 ) 及 其 高 环 ! 人 [a]/(ea) (p © 2 0, 
n 是 奇数 ) 和 klal/Ca”) (UE Р = 0 时 ) 三 类 ， 
称 为 初等 Hopf 代数 (clementary Hopf algebra), 
完全 域 &《 上 的 连通 的 \ 局 部 有 限 的 .具有 交换 且 
结合 的 乘法 的 Hopf 代数 ， 与 初等 Hopf 代数 
的 张 量 积 作为 分 次 代数 是 同 构 的 《Borel 定理 ) 
《[2])， 特 别 是 , 紧 "、 连 通 Lie 群 的 特征 0 的 域 
上 的 上 同调 环 ， 是 由 奇数 维 的 元 生成 的 Grass- 
mann 代数 [1]). 

[Steenrod 代数 】 2, 上 的 Steenrod 代数 ' 
А, 是 由 Steenrod 运算 ! Sg'(p = 2), Pp > 
2) 以 及 Бокштейн 运算 ' д,(р > 2) 生成 的 ,是 
以 合成 为 乘法 的 、 连 通 的 、 局 部 有 限 的 、 结 合 的 
分 次 代数 (但 不 可 换 ), 但 由 Sg") — > 549 
547, 0(@") = XQ", HA) = 19 
A, + 4,91, 作成 具有 可 换 且 结合 的 对 偶 乘 法 
的 Hopf К. 4, MOR AF 是 具有 交换 且 
结合 的 乘法 的 Hopf 代数 ,在 此 应 用 上 面 的 Borel 
定理 可 研究 A, 的 性 质 ([3]). 

在 具有 结合 乘法 与 对 偶 乘法 的 Hopf 代数 
(4,99) P, Ф (1) =l, e(a) а 
Dai + elay) (但 (a) = 1®4+4®1+>4® 
ai), с: — A 是 满足 cp 一 9(c@c)T 的 
线性 映射 , 称 为 4 的 共 辐 映射 《conjugation map- 
ping). 若 乘法 或 对 偶 乘法 是 交 次 的 , 则 满足 a= 


fit 603 


1, c 成 为 一 一 映射 。 这 个 c 在 研究 Steenrod ft 
数 中 很 有 用 ([3]1,[4]). 

[#) [1] H. Hopf, Uber die Topologie der Grup- 
pen mannigfaltigkeiten und ihre Verallgemeinerungen, 
Ann. of Math. 42(1941), 3—61, [2] А. Borel, Sur 
la cohomologie des espaces fibrés principaux et des espa 
стз homogènes des groupes de Lie compacts, Ann. of 
Math., 57(1953), 115—207; [3] J. Milnor, The Steen- 
той algebra and its dual, Ann. of Math, 67(1958), 150 
171; [4] J. Milnor-J. C. Moore, On the structure of 
Hopf algebras, Ann. of Math., 81(1965), 211—264. 


БФ [Ж homotopy ik homotopie 4 Homo- 
tope 4& гомотолия A REKE—) ШЖ 
从 拓扑 空间 "X 到 拓扑 空间 Y 的 连续 映射 族 f: 
X—Y Ger = (dosi |) 对 于 :也 连 
续 ,也 就 是 由 :F(x, 0) = AO) Ge 6 X, 1€ D x 
义 的 从 乘积 空间 X x 1 到 Y 的 映射 Fr 是 连续 
的 , BIE f R F 称 为 一 个 同 伦 。 这 时 就 说 如 和 
f, 是 同 伦 的 〈 英 homotopic Ф homotop), PE 
f = hX — Y 或 简 记 作 f = h. FUERA = 
是 等 价 关系 , 由 此 关系 所 区 分 的 各 类 [11] 称 为 f 
的 同 伦 类 《homotopy class) RIRH (mapping 
class), JAX BY 的 映射 的 同 伦 类 全 体 称 为 同 伦 
Ж (homotopy set), 用 «(Х; Y) 或 [X;Y] 表 
л. 对 于 连续 映射 ge Y", 存在 Y* 上 的 函 
数 7 了 满足 Gio. 则 УС) 一 7(8) (BD 
җ(Х; Y) 上 的 函数 7)， 这 种 7 称 为 同 伦 不 变 
(homotopy invariant)。 当 久 由 一 点 六 构成 时 ， 
把 (ж: Y) 写作 m(Y)。 当 所 有 的 映射 均 互 
相同 伦 时 , 即 只 有 一 个 同 伦 类 时 , 则 用 =(X: Y) 
=0 表示 。m(Y) 一 0 则 表示 Y 是 弧 连 通 ! 空 
fal. i ` 
这 些 概念 有 下 述 的 推广 ， 设 41 及 Bi(i = 
1,2, ---) 分 别 是 X 及 Y 的 于 空间 ,满足 1(41) 
CB, (i= 1,2, +++) AI fe YX MBAS Ух 
(Ais А, ts Bis Bas ++). ШЖ f 对 每 
A s, f€ Ү*СА,; B), WIE f, НАТР 45» 
B, 的 (限制 ) 同 伦 (restricted homotopy) RÆ AZ 
П (X, Ars 42, +++) 到 空间 组 (Y, Bi B, 
e) жае. 同样 可 以 定义 记号 fom A(X, 
А,» ditt) — СҮ, Ву, By 2 RB Ж OX 
A А, tti Y B. В, e). 
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对 于 fe YUA Bi) 5 g€ ZY(B,, C,) 的 
合成 gefe Z' (A5 С,) Bin f = f , z = z WJ 
gof = g of .因此 可 以 定义 [1] = a € (Х,а 
Y. B) filg] 一 Pex(Y, В; Z, C,) 的 合成 
(composition) 8 ° а = [g° f] Ex(X,Ais Z, Ci). 
ИШ gli] = gef] = f* lel 请 导 两 个 映射 

Baix(X, Ai; Y, В) > я(Х, А; Z, Ci)» 
Falt, B 2, C) > ХА Z, CD, 
AA fof, WU f* m f, MR z = g' 则 ge 一 
gs. B Cg os = gafas (gof)* = fo g* Ate 
ge = guo А" 成立 ， 其 中 hEx(W , Di X, A). 

RET SEES RISE C RO — ла ж 5 A (base. 
point)， 只 考虑 把 基点 映 到 基点 的 连续 映射 ， 称 
之 为 具有 基点 的 拓扑 空间 的 范畴 (category of 
topological spaces with base points)， 其 中 同 伦 也 
о ж ЈА ж ЛЕЙ, ЗАРАЗА 
xG) 或 [X; Y] ЖЖ. (Xs 45 Y, Bi) = 
x(X, Ais LY, В ж), SHRM: X 一 
ж € Y 同 伦 的 映射 f WK HWE Chomotopic to 
zero, null-homotopic), H] f ~ 0 Ж, x(;) = 
0 RADA ARM @%. 19. 为 两 点 所 成 的 集 
合 ,如 果 =(X; 5°» = 0, WW x EE, 

WFR XY, f, EXOF ЈА E 
的 限制 如 果 是 恒 等 映 射 , 即 Са) — Са) (a € 
A5 гє 1), WES for 有 相对 于 A FE (homotopic 
relative to 4)， 记 作 fo = fi(rel 4). 

如 果 对 于 所 有 eMe 1X — Y 都 是 到 Y 
ИА, M fi AAM (зоору), FRA fo & 
瘦 (isotopic) 于 九 ( 一 纽 结 )， 不 赋予 这 个 条 件 的 
原来 意义 的 同 伦 有 时 称 为 自由 同 伦 (free homo- 
topy). 

同 伦 类 的 研究 是 拓扑 学 的 重要 课题 之 一 ， 
Љ L. E. J. Brouwer, Н. Hopf, W. Hurewicz, 
K. Borsuk, Л. C. Понтрягин, S. Eilenberg 等 
人 开始 ,研究 工作 一 直 不 断 地 莲 勃 开展 ,但 是 还 
遗留 许多 没有 解决 的 问题 . 

【映射 空间 】 连续 映射 f:X 一 Y 全体 的 
集合 记 作 Y*， 其 中 引信 紧 开拓 扑 * 后 所 成 的 拓 
站 空间 称 为 映射 空间 '。 特别 把 Y'(0,1; ж.ж) 
(ж € Y) 记 作 ОСУ) 一 2(Y,<*), 称 为 Y 的 闭 


路 空间 (loop space). Y* 中 的 两 点 f, g 可 用 Y* 
中 的 道路 * 连 结 与 f = g:X — Y 是 等 价 的 。 因 
JE x (Y*) =  (Х; Y),= (Ух (45, B) = 
*(Х. А Y, B). 

【收缩 核 】 设 4 是 拓扑 空间 X 的 子 集 ， 如 
果 存 在 FE A", 使 得 f 在 4 上 的 限制 f14 是 
4 的 恒 等 映 射 , 则 4 PRA X hoB (retract), 
I 称 为 保 核 收缩 (retraction). 如 果 4 是 X 的 收缩 
核 ， 则 从 4 到 任意 拓扑 空间 的 连续 映射 均 可 扩 
张 成 X 的 连续 映射 如 果 4 是 其 某 一 邻 域 U(4) 
的 收缩 核 , 则 4 称 为 X 的 邻 域 收编 核 (ncighbour- 
hood retract) 或 NR, 如果 距离 空间 4 嵌入? 任 
何 一 个 距离 空间 X 的 闭 集 Ao Ao 就 成 为 X 的 收 
缩 核 或 者 令 域 收缩 核 ， 那 么 就 把 4 分 别称 为 绝 
对 收编 核 。 AR (absolute retract) (例如 维 单 
JÉ, n HE Euclid 空间 ) 或 者 绝对 邻 域 收编 核 : 
ANR (absolute neighbourhood retract)。 如 果 保 
核 收缩 f 同 伦 于 X( 或 UCA) 的 恒 等 映 射 ， 则 
4 称 为 X 的 形变 收缩 核 (deformarion retract)( 或 
邻 域 形变 收缩 核 ). 如 果 这 个 同 伦 又 是 相对 于 4 
的 同 伦 ， 则 4 称 为 X 的 强 形变 收缩 核 (strong 
deformation retract), 特别 当 X 的 一 点 zo 是 X 的 
( 强 ) 形 变 收 缩 核 时 , 则 称 X 是 可 纺 (contractible) 
成 点 6 的 。 例 如 , 多 面体 P, É * 维 拓扑 流 形 ' 
Ж АМЕ, 已 的 子 多 面体 如 是 P 的 适当 的 邻 域 的 
BE EK. 且 对 于 X 的 各 点 ** 可 取 * 的 适 
当 邻 域 忆 ,使 局 是 可 缩 时 , 则 x 称 为 局 部 可 编 的 
(locally contractible), š 

【扩张 性 质 】 设 Xx, Y ИГ), ac 
X,h h€ Yx, gd >Y S = l4 G 0, 
1) 的 同 伦 。“g, 能 扩张 成 X 的 同 伦 f" 等 价 于 
“ш Fx i) = fi GO F (a, г) — p (a) 定义 的 
F:(X x 0)UCA X DUC x 1) 一 Y 能 够 扩 
张 到 X x D. Alt, foc h 成 立 与 否 的 问题 
可 以 改写 为 子 集 上 定义 的 连续 映射 在 什么 情形 
下 可 连续 地 扩张 到 整个 集 上 的 问题 。 对 于 空间 
xi (X, A) (ACX), 已 给 4 到 任意 拓扑 空间 Y 
的 任意 同 伦 g4 — Y, 以 及 连续 映射 如 :X 一 
Y, WR fold = go 成 立 则 存在 同 伦 fX > Ys 
{E flA = go 我们 就 说 (X, 4) 具 有 同 伦 扩张 


性 质 (homotopy extension property)。 这 个 性 质 
等 价 于 (X x 0)U(4 x D) & (X x 了) 的 收缩 
核 。 例如， 绝对 邻 域 收缩 核 的 对 (X, A) (其 中 
4 在 X 中 是 闭 的 ), 以 及 CW 复 形 + 及 其 子 复 形 
的 对 РОР, Е. ВБА АРН 
Y 的 子 空间 如 到 拓扑 空间 4 的 连续 映射 4: B 一 
A, E HR! AUY 中, 把 < B 和 人 Mb)e4 看 
成 同一 ,这 样 得 到 的 同化 空间 * 记 作 4UsY, 称 
为 由 4 得 到 的 接着 空间 (attaching space), 如果 
(Y, B) 具有 同 伦 扩张 性 质 , И (Y X X, B x 
X), (AU,Y, A) BARTER. 当 4 为 由 一 
点 * 构 成 时 记 作 CR) UY = Y/B, БАЕВ 
MEHR (shrink, pinch, smash) 成 一 点 的 空间 ， 当 
Y=BXI, B=Bx0 b, AUB XI) 
称 为 4 的 映射 柱 (mapping cylinder), (A UCB 
X71))/(BX1) 称 为 4 的 映射 锥 (mapping сопе). 
h:B (ж) ВОВ В ЕКО (сопе), & 
的 映射 锥 称 为 B 的 双 角 锥 (suspension)。 

【 同 伦 型 】 对 于 拓扑 空间 组 (X, 4) 及 
(Y, B), 如 果 存 在 1 € Y*(4,55 B), g€ ХҮ(В,5 
A) H gof ЖП f° g 分 别 同 伦 于 (X,4,) 及 (Y， 
B,) 的 恒 等 映 射 , 则 称 (X, 4) RY, BIRA 
相同 同 伦 型 (homotopy type) 或 同 伦 等 价 (homo- 
хору equivalent) , 且 这 种 f 和 & 称 为 同 伦 等 价 映 
射 《homotopy equivalence)。 对 于 同 伦 等 价 映射 
f fÜ R. 是 双 射 。 因此 ,在 同 伦 论 中 把 具有 相 
同 同 伦 型 的 空间 组 看 成 是 同等 的 。 当 4 是 X 的 
形变 收缩 核 时 , 4 和 X 具有 相同 同 伦 型 , 4 到 X 
的 单 射 和 X 到 4 的 保 核 收缩 是 同 伦 等 价 映射 。 
可 缩 的 空间 和 一 点 具有 相同 同 伦 型 。 具 有 相同 
同 伦 型 的 空间 有 同 构 的 同 伦 群 ', (上 ) 同 调 群 '。 
fe Y* 的 映射 柱 Z/ 一 YUXAX x 1), 因 为 Y 是 
Zi 的 形变 收缩 核 , 故 Z, 与 Y 具 有 相同 同 伦 型 . 
由 于 这 个 同 伦 等 价 , f 可 以 换 成 X x 117,0 
单 射 。 假 如 拓扑 空间 X 对 应 某 个 量 ， 而 同 伦 等 
价 的 拓扑 空间 对 应 相同 的 量 ， 则 这 个 量 称 为 同 
伦 型 不 变量 《homotopy type invariant). JEJER 
不 变量 是 拓扑 不 变量 +。 例 如 对 于 X, x(X; Y) 
BARRE, MIRE IX — Y 诱 导出 各 
弧 连通 分 支 + 的 同 伦 群 ?之 间 的 同 构 , f up RU fE 


同 伦 sos 


能 同 伦 等 价 映射 《weak homotopy equivalence), 
同 伦 等 价 映射 是 弱 则 伦 等 价 映射 。 反 之 ， 如 果 
X, Y 均 为 CW BH", MBAS hE 
Skt (1. Н. C. Whitehead). 

以 下 我 们 考虑 具有 基点 的 拓扑 空间 的 范 
ВИ. EISI A, B 的 约 化 联接 (reduced join) 
ЖАхВ ТЕ AV B (ах {ж ру 
((*) x B) 缩 成 一 点 所 得 的 空间 , 记 作 4AB. 
ANS FEH ATIS CHIC) 双 角 锥 〈(ceduced) sus- 
Pension)， 记 作 54. 连续 取 ” 回 双 角 锥 得 到 m 
重 约 化 双 角 锥 (n-fold reduced suspension) C 4 = 
A NICI = [0, 11) 称 为 约 化 锥 (reduced cone) 
(1 的 基点 设 为 1 )， 对 于 连续 映射 j:X — Y ,把 
СХ 的 底 (X) MAG, 0) 与 1G) € Y 看 成 同 
一 后 得 到 的 空间 称 为 f 的 约 化 映射 锥 《reduced 
mapping cone)， 记 作 C; = YU CX. BRAT f: 
Y 一 X 与 f:Y'— X' 的 约 化 联接 (rduced 
join) УЛУ 是 由 乘积 映射 1 X fY x Y'— Хх 
X 诱导 出 来 的 映射 fAf:YAIY 一 XAX'。 特 
别 f:Y 一 XX 与 1: 3 一 3!( 恒 等 映射 ) 的 约 化 
联接 写成 sf 一 1 人 1 称 为 了 的 同 纬 映射 〈sus- 
pension), 

[Poppe 的 正 合 序列 】 对 于 ХУ 与 
8:Y —Z.gof = 0 等 价 于 & 可 扩张 成 从 Ci 到 
Z 的 连续 映射 。 换 言 之 ,序列 

(с Z) — ZY: Zo m (X3 Z), 
ЖЕ HU RI Im ;* Ker f* f (006: Y 
C, 是 虎 范 单 射 , 0 是 常 值 映射 的 同 伦 类 )。 这 


系列 的 左 方 可 以 接 上 (Ci; Za G Ж C, 
到 C, 的 单 射 ), 同 样 可 以 继续 接 上 ,使 得 这 个 正 
合 序列 向 左 方 无 限 延伸 ， 如 果 X, У 满足 适当 
的 条 件 (例如 CW Ж), RI c, 与 x 的 约 化 汉 
ЖИ SX 具有 想 同 的 同 伦 型 ,iv 就 和 p*:x(SX; 
Zo—> «(С Z) 等 价 ， 这 里 p* EEY 
一 点 的 映射 p: Ci SX 诱导 出 来 的 ,并 且 Cv 与 
SY 具有 相同 同 伦 型 ， 单 射 :SY — C* 与 了 的 
同 纬 映射 5f: SY > SX 等 价 。 由 此 得 到 下 面 的 
Puppe 的 正 合 序列 (Puppe exact sequence): 


Si* s" 
aa aSc Z) Ys Ze aX: Zo 


вв — m 


= „(св ®»-=® уз Zn Хь. 
在 Puppe 的 正 合 序列 中 ， 如 果 用 CW BBX 
WF CW 复 形 4 到 X 的 单 射 代替 f, RJ C= 
X U CA 5f& CA 缩 成 一 点 所 得 的 空间 Ci/C4 
= X/4 同 伦 等 价 ， 于 是 得 到 如 下 形式 的 正 合 
序列 : 
s ot 
ves (SA; Z) —> =(X/A; Z)o 
ME. X; Zp» аз Z) 
对 于 连续 映射 (2X — Y , 考虑 X 和 道路 空 
间 六 的 乘积 空间 X x Y! AYE ASH) E, — (Ges 
PIO = e(). ХУ {(х, Ф) Ф) = 
x) 看 作 同 一 的 ， 则 X 是 E, 的 形变 收缩 核 。 若 
令 pry 9) 一 Ф(1), W CE, ws Y) 是 纤维 空 
间 '， 纤 维 Ty — pe CO 称 为 了 的 映射 载 Cmap- 
ping track). АТЕШ ЕА", TAESF 
列 
жиз Tyo e «б; X) n «ОЎ; Yon 


其 中 р(х, Ф) 一 *。 这 个 序列 可 无 限 向 左 方 延 


fes — «ОУ Оу» SPF «ОУ; ОХ» — 


x(W; T) +, ЖАН Й 23 fJ OCY) 到 
T, REIH, Oj: OX — OY 是 由 上 定义 的 闭路 的 

【构成 群 的 同 伦 集合 】 (X; y) X= 
SX’ 或 Y 一 оу (或 更 一 般 了 是 同 伦 结合 的 具 
有 同 伦 逆 的 互 空间 ") 时 构成 群 ， 在 后 面 这 种 情 
形 下 ， 闭 路 的 积 导出 <(X; OY В. SX 由 
X x 1 的 子 集 (X x DUC) x DG f= 
(0, 1)) 缩 成 一 点 所 构成 。SX WARG E 
X,1€ D 表示 ,对 于 g:SX 一 了 ,定义 Oog:X 一 
OY 为 CQug(z) €) — gG 0), 考查 它们 的 同 伦 
类 ， 就 得 到 同 构 对 应 Qo: CSX; Y)o г «(Х, 
OY). fa: я Xs Y) x Xs Yo 与 Ofe: 
„«(Х, OY) = «(Х,0У'), 等 价 ; AY:x(X' QV Is 
— x(X; OY) 与 Sh*; = (SX's Y) — x (SX; 
Y)。 等 价 ， 它 们 都 是 同 态 对 应 . 

设 St п HERES e OO = S G0 л 
ERR, Q (X) = <(X; So, iE x E 
维 数 和 2n 一 2 的 CW 复 形 , 则 一 (X) BS 


=(X; 9S"+i) 同 构 的 上 同 伦 群 (( 一 同 伦 群 ) i 
K, Ж (x, n) 型 的 Eilenberg-MacLane 空间 ', 则 
可 以 看 做 K. = OK. 对 于 CW 复 形 的 对 
(X, A), «(Х/4А; K,)s 与 上 同调 群 H(X, 4; 
х) 一 致 。 对 于 无 限 正 交 群 0 (无 限 西 群 U) 
的 分 类 空间 ! Bo(Bu)， x(X/4; Bo) (x (X/A; 
By)) 可 看 做 KO 群 KO(X, A) (K HK, 
4)). 

【Hopf 的 分 类 定理 】 若 把 从 * 维 多 面体 ' 
Ке 到 维 球面 S" 的 连续 映射 的 同 伦 类 对 应 
于 由 诱导 出 来 的 * 维 同调 群 的 同 态 Jui H, 
СК) * H,G*5 R) = RCR, 一 R/Z), 就 得 
SUM x(K";5") > Hom(H,(K*, №), R1), Ж 
为 Hopf 44385238 (Hopf’s classification theorem) 
(Hopf, Comment. Math. Helv., 5(1933)). 这 
个 定理 有 如 下 的 推广 : 首先 把 Hom (H, (K"， 
R), R) Вий" 维 整 系 数 上 同调 群 H"(K", Z) 
(H.Whitney)。 其 次 把 S" 换 成 (” 一 1) 连 通 '， 
单纯 + 的 拓扑 空间 (Hurewicz), 再 把 К" 换 成 
dim(K 一 Ky) < n 的 CW 复 形 的 对 (К, Ка), 
Hopf 分 类 定理 就 推广 为 一 一 对 应 : =(K, Ko 
Y,*)— H" (К, Ky, xa (Y)). Н Hurewicz 
同 构 * HCY) x). Hit Н"(У; =.(Y)) 
= Hom(H.(Y), x(Y)) ЮЖ u (MAY 
的 基本 类 ), RII) — f° Cus) 就 给 出 上 述 的 一 一 
对 应 。 

设 Ko 为 多 面体 K 的 子 多 面体 ,为 了 使 连续 
映射 1:Ko>5" 能 够 扩张 到 KU K" (en EK 
的 n+1 维 骨架 ), 其 充分 必要 条 件 是 fs(Keris)== 
ORI Ga: Ha (Kos Ri) > H, C95 R), in; H, 
(Kos R) — HG R), i Кос K 是 单 射 M 对 


”应 于 Hopf 分 类 定理 的 Hopf 扩张 定理 (Hopf's 


extension theorem))。 一 般 从 多 面体 到 拓扑 空间 
的 映射 的 分 类 问题 和 扩张 问题 的 研究 都 要 有 效 
地 应 用 障碍 理论 (一 障碍 理论 ). 

CARB) 设 f ARAN X 到 s HERR 
TS 的 映射 ， 关 于 与 f 同 伦 的 任意 映射 g， 有 
ECX) 一 s" 成 立时 , f 称 为 本 质 的 (essential) Be 
射 ,否则 称 为 非 本 质 的 《inessential) 映射 。 非 本 
质 映射 与 “ 同 伦 于 常 值 映 射 " 二 者 是 等 价 的 。 
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BAB (4 fundamental group, 法 groupe 
fondamental 4& Fundamentalgruppe 4 фунда- 
ментальная групла, 日 基本 群 ] 从 线段 1= 
{10 < ; < 1) 到 拓扑 空间 'Y 的 连续 映射 ?7 Ж 
为 道路 (path), C0), (C1) 分 别称 为 了 的 始点 
(initial point) 和 终点 (terminal point)。 特 别 适 
合 1(0) — (1) 一 yo 的 道路 称 为 以 yo 为 基点 
的 闭路 (loop) 或 闲 道路 (closed path)。 对 于 道 
Bf, th JG) 一 大 1 一切 定义 的 道路 和 称 为 了 
ВОЗИ ER (inverse path)， 道 路 的 终点 和 道路 
e 的 始点 一 致 时 ,定义 道路 下 为 : FG)= Cr), 


当 0<1 < FO = g (2—1), з + 


<: <1, Е fo g ЙЯ (product), 3È f, g HY 
联结 道路 , DL f g 表示 。 关 于 0, 1 (6e 1) 的 同 
伦 + ( 即 固定 0 和 1 的 同 伦 ) 把 道路 分 成 等 价 
类 , 1 的 类 用 1/1 表示 , 可 以 定义 其 逆 [f] = 
(71, RIB Lfl- lgl 一 [fg]。 特 别 以 ?为 基点 
的 闭路 类 的 集合 总 可 以 定义 积 而 构成 群 m(Y， 
yo)， 这 个 群 称 为 (关于 的 ) Y 的 基本 群 或 
Poincaré B (Poincaré group) (H. Poincaré, 
1895), 如 果 Y 是 弧 连通 + 的 ,对 任意 两 点 yo yo 
BH (Ys у) 2 (Ys yi) 成 立 ， 即 这 个 群 的 
结构 与 基点 的 取 法 无 关 . 把 它 简 记 为 =(Y). 
连续 映射 9:(Y, уо) — (У yo) 由 ps[f] 一 
Loo fli НАА Ф»:ж(Ү, yo) > (У, y), 
且 对 于 映射 的 结合 p ° p ME (фор), = Фе 
° py, 因此 x(Y) 是 Y 的 拓扑 不 变量 '。 当 x(Y) 
只 由 一 个 类 ( 常 值 道路 的 类 ) 构成 时 ，Y 称 为 
单 连通 的 (simply connected). PI, М, FR 
Hi SO 22 2) 都 是 单 连通 的 。 著 名 的 Poincaré 


RAR REZE 607 
猜想 * 是 “ 单 连 通 的 三 维 紧 流 形 * 和 三 维 球面 同 
B”. van Kampen 定理 : 多 面体 P 及 其 子 多 面 
KP, Pas 4 P, ПР, EGGS Н. P — PUP, BJ, 
mCP) 与 (Р) 和 mCP) 的 融和 积 + 同 构 , 融 
ABE mP) 和 (Р) 的 自由 积 1+， 附 加 关系 
(Р, ПР) 的 各 元 素 在 mCP) У m (P2) 的 像 等 
价 ” 所 得 的 群 。 积 空间 的 基本 群 是 每 个 空间 基 
本 群 的 直 积 。 有 以 任意 群 为 基本 群 的 CW 复 
形 '， 当 Y 是 弧 连 通 时 , ЖАВ m m =(Y) 的 
Abel 化 m/m, m] 与 一 维 整 系数 同 调 群 ! H, 
CY) 同 构 ， 例 如 圆周 S! 及 其 直 积 《 环 面 群 1"》 
的 基本 群 分 别 是 无 限 循环 群 及 秩 为 ”的 自由 
Abel 群 ;一 维 CW 复 形 的 基本 群 是 自由 群 ; 5 
格 ! 为 p 的 可 定向 二 维 闭 曲面 的 基本 群 是 具有 
2p PERT as" aps Port b} R 10K 


AR П abort = 1 的 群 .基本 群 也 可 以 如 下 
x 


定义 : 取 贺 周 S 上 的 固定 点 zo ERI f: CS, 
xe) — СУ, yo) 的 映射 类 的 集合 称 为 基本 群 . 

拓 广 基本 群 的 定义 ,用 1", 5" 分 别 取 代 1, 
57, 就 得 出 维 同 伦 群 (一 同 伦 群 ,覆盖 空间 ). 

[8) [1] H.Seifert-W. Threlfall, Lehrbuch der 
Topologie, Teubner, 1934 (Chelsea, 1965); [2] C. Che- 
valley, Theory of Lie groups [, Princeton Univ. Press, 
1946; [3] S. Lefschetz, Introduction to topology, Prin- 
ceton Univ. Press, 1949, [4] W. 5. Massey, Algebraic 
topology, an introduction, Harcourt, Brace & World, 1967. 


覆盖 空间 


revêtement 


【 英 covering space 
4b Überlagerungsraum 4 накры- 
вающее пространство, пространство наложения 
日 被 覆 空间 ] ”从 弧 连通 "拓扑 空间 Y 到 拓扑 
空间 Y 上 的 连续 映射 p: 了 一 Y, 清 足 下 列 条 件 
C) 时 , 称 为 覆盖 映射 (covering mapping); C) 对 
Y 的 各 点 ,都 可 适当 选取 其 开 邻 域 了 ,使 得 ?把 
PCV) 的 每 个 连通 分 支 ' 同 目地 映射 到 VV 上 . 
如 果 存 在 这 样 的 p, Y 就 称 为 Y 的 覆盖 空 
fm, CY, p, Y) 简称 为 覆盖 (covering)。 特 别 对 
于 微分 流 形 Y, 如 果 Y 是 微分 流 形 ， 且 p 是 可 
微 映射 , 则 了 称 为 Y 的 覆 姜 (微分 ) 流 形 (cover- 
ing (differentiable) manifold), (ZE Riemann [Ш' 
上 ,存在 着 C) 不 成 立 的 点 一 一 分 支点 时 ， 也 可 


ik espace de 
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以 研究 覆盖 面 ' .这 时 , 除 掉 了 分 支点 以 后 的 覆 
盖 空 间 就 是 这 种 意义 下 的 材 盖 空间 .) 

对 于 Y 的 任意 道路 w:1 YU=[0, 1D, 
WE pom 一 w 的 了 的 道路 0:1 = Ў, ЧЕЖЕ 
V(1)€ p^ (w(1)) 时 唯一 确定 。 因 此 , 令 DA) 
对 应 于 DO) 就 得 到 一 一 映射 ws: p^ Qe (1)) 
= p(w(0))， 从 而 对 于 每 点 yE Y, P'O 
此 相互 之 间 存 在 着 一 一 对 应 . CY, p. Y, p^ 
Оо) 是 以 具 离散 拓扑 的 PCy) 为 纤维 的 局 部 
平凡 的 纤维 空间 '。 如 果 p^ Cro) 的 基数 为 有 限 
ntj, (F, p, Y) #2 п Е Co-fold cover- 
ing). PRT yo 为 基点 的 Y 的 闭路 'w:(1， 
1) (Y, yo), wa: p On) © po) € n ЛЖ 
素 的 置换 ', 因 此 通过 对 应 w 一 wy 得 到 Y 的 基 
本 群 x (Y) = =(Y , yo) 到 = 次 对 称 群 ' ,的 
Т, s CY ) ЖЖ п КИПЕ ЭЯ. mE 
为 这 个 n ERRARE (monodromy group), 

两 个 覆盖 (Y,, pi, Y)G = 1, 2) 称 为 等 价 
(equivalent), ЯЕ А Ф: Ӯ, = Ў, 使 p; ° 
p= p. ХВ Ф 称 为 等 价 映射 ， 特 别 从 覆盖 
(Y ,p,Y) 到 自身 的 等 价 映射 p:Y = Y RAA 
ЖЕЗ {Йй (covering transformation), 所 有 覆盖 变换 
x 以 映射 的 合成 为 乘法 构成 群 。= 称 为 > ONE 
SERE (covering transformation group). (Y, 
р, Y) ИЗЕЙ ЗВ (regular covering), 如 果 对 
FRAVEY SH. nep), 100—0) 
覆盖 变换 把 y, 变 到 为 . 在 这 情形 下 ,轨道 空间 ? 
Y/5 SY AE, (Y, p, Y, я) 是 主 纤维 从 ', H 
SAB MS x НЮ. 

对 于 覆盖 CY, p, Y), 如 果 Y 及 Y 是 拓扑 
群 ,是 同 态 ,就 把 > 称 作 Y ËJ BLR (covering 
group). iki} (Y, p, Y) 是 正则 覆盖 ,其 覆盖 变 
ЖЁБ p^ Ce)Ce 为 Y 的 单位 元 ) 同 构 , 且 六 (ec) 
是 含 在 了 的 中 心 的 离散 子 群 一 拓扑 群 DIESE 
群 ]). 

【万 有 覆盖 空间 】 覆盖 的 同 伦 群 * 之 间 有 
下 面 的 关系 成 立 : 当 守 之 2 时 ，ps:m(Y) = 
x(Y) REI, pe:m (Y) — (У) EAH, 
=(Y)/p<Ga(7)) 5 p7 y) Gs € Y) 一 一 对 应 . 
如 果 Y Rod, RAY 为 了 的 万 有 覆盖 空间 


(universal covering space), Н Y 29 Y 的 覆盖 群 
时 , 称 为 万 有 覆盖 群 (universal covering group), 
当 Y 为 局 部 弧 连 通 ' 时 , (F, p, Y) 是 正则 
覆盖 的 充分 必要 条 件 是 ps(m《Y 了 )) 是 a(Y) 的 
正规 子 群 ， 且 Y 的 万 有 覆盖 空间 是 Y 的 任意 的 
盖 空 间 的 覆盖 空间 。 如 果 Y 是 拓扑 群 ， 任 意 
的 覆盖 空间 除 同 构 外 可 唯一 地 定义 积 而 构成 覆 
盖 群 . 

如 果 Y 弧 连通 、 局 部 弧 连 通 ， 且 局 部 单 连 
通 ', 则 下 述 的 覆盖 分 类 定理 成 立 : Y 的 履 盖 的 
等 价 类 的 集合 与 基本 群 m(Y) FRA Jia Ж 
全 体 的 集合 一 一 对 应 , 这 个 对 应 是 把 覆盖 (Y, 
P, Y) 对 应 于 pe СС) WIEST BE. HA 
对 于 这 种 了 ,存在 万 有 覆盖 空间 Y RARE 
唯一 的 ), 且 如 Y 是 拓扑 群 , 则 Y 成 为 万 有 覆盖 
Et ( 除 同 构 外 是 唯一 的 ). 现在 定义 如 下 : 
在 以 一 点 jE Y 为 始点 的 道路 空间 OCY s yo, 
Y) 中 ,定义 两 条 道路 wo, wC, 0) 一 (Y，)o) 
等 价 , 如 果 存 在 同 伦 ' wi:(1,0) > СУ, yo) 使 
wi(1) 一 wo(1) (0 << 1). 在 此 等 价 关系 之 
下 AY; yoY) 的 同化 空间 ? 设 为 >, Ж p: 了 一 
Y 是 把 道路 对 应 于 其 终点 的 映射 ; 则 (Y, р, Y) 
арни. 

CY, р, Y) 为 正则 覆盖 , = 为 其 覆盖 变换 
群 , 则 存在 局 部 平凡 的 纤维 空间 (Y, 4, В, 
Ў), ФУ 与 Y 具 有 相同 的 (上 ) 同 调 群 ', В 为 
Eilenberg-MacLane 空间 + K(x, 1)， 这 纤维 空间 
的 (上 ) 同 调 谱 序列 ' 就 称 为 正则 覆盖 的 (上 ) 同 
调 谱 序列 . 其 E. 是 与 奇异 (上 ) 同 调 群 ' H(Y) 
相伴 的 分 次 模 ，E, 是 群 * 的 (上 ) 同 调 群 ' H(x; 
H(Y)) (= 通过 覆盖 变换 所 诱导 的 同 态 作用 在 
系数 群 H(Y) 上 (一 纤维 空间 )). 

对 于 任意 群 =, 存在 正则 覆盖 (E.,p, В„), 
以 * 为 覆盖 变换 群 ， 且 E, 是 可 缩 的 '"，B。 是 
Eilenberg-MacLane 空间 K (z, 1)。 对 于 无 限 循 
环 群 Z,Bz 可 取 为 S (一 维 球面 ), 对 于 有 限 循 
HE Z,, Bz, 可 取 为 如 下 的 无 限 维 透镜 空间 . 

【透镜 空间 】 设 《 为 正 整 数 , hse ,1, 为 
与 和 互 素 的 = 个 整数 . E ”十 1 维 线性 空间 
Cott 中 的 单位 球面 So m (20€ 


Сеа vee + |z, = 1) 的 旋转 Y 如 下 
式 定义 : убо, zi, tt, z.) = (zeexp 2 zi/k, 
mexp 2 al i/k, +*+, znexp2 xl,i/k). BOR v AE 
成 循环 群 Z， 轨 道 空间 M/Z, = Ls, 
t dy) 称 为 透镜 空间 (lens space)， 这 是 可 定 
向 的 2” + 1 维 微分 流 形 '。 令 n = oo 就 定义 
了 无 限 维 透镜 空间 (infinite lens space) L*(4) = 
L(ksl, +++, 1,77). 无限 维 球面 5" 是 LCA) 
的 不 重 覆盖 空间 ，L™(k) = Bz, 一 K(Z4,1). 
其 上 同调 环 ! 如 下 : 

i) 整 系数 情形 : He (L* (0) = 0, H” 
(L= GO) = Z, G > 0),2i 维 和 21i 维 生成 元 
的 上 积 + 是 2 + j) 维 的 生成 元 . 

ii) k — pk (p 为 素数 ) 情形 : 当 p 天 ?或 
p= Вк EAR, H* (LS (0)5 Z) = A 
(2) @ 2,11; p = 2 BA WAM, HLS 
(0. 2) = 2411], (e 29 i HIGH). HAA 
表示 Z, 上 的 外 积 代数 (,，Z [ ] 表示 Z, 上 多 
TH". 

两 个 透镜 空间 LAS hs o 1) LG's 
Tyee C) 同 胚 的 必要 条 件 是 大 一作 且 存在 与 
互 素 的 整数 т, 使 得 

hed- тт el (mod k) 
(4D. 当 = 一 1 时 ， 这 个 条 件 是 LOS h) 与 
ыкы) 具有 相同 的 同 伦 型 + 的 充分 必要 条 件 
(15)). E L(ks 1) 55 LR ERI FED BEA 
Еа ASK, Le + 1 (mod 人 )。( 充 分 性 一 [1]， 
必要 性 可 从 三 维 组 合流 形 的 主 猜想 ?成 立 , 以 及 
当 多 面体 ' LCX; !) 与 LOG P) 具有 同 构 的 重 
分 时 上 述 条 件 中 的 公式 成 立 ([6]) 推 出 .》 


[f] [1] H. Seifert-W. Threlfall, Lehrbuch der 
Topologie, Teubner, 1934 (Chelsea, 1965); [2] C. Che- 
valley, Theory of Lie groups I, Princeton Univ. Press, 
1946, [3] S.-T. Hu (Aff, Homotopy theory, Aca- 
demic Press, 1959; [4] S. Eilenberg-S. MacLane, Ho- 
mology of spaces with operators H, Trans. Amer. Math, 
Soc., 65(1949), 49—99; [5] J. H. C. Whitehead, On 
incidence matrices, nuclei and homotopy types, Ann. of 
Math., 42(1941), 1197—1239; [6] K. Reidemeister, 
Homotopieringe und Linsenriume, Abh. Mach. Sem. 
Univ, Hamburg, 11(1935), 102—109; [7] MERA- 
AOE nnns atr, BA, 1907; [8] MARS- 
PEN ШЙ Bw, 1967: [9] W.S. Mas- 
sey, Algebraic topology; An introduction, Harcourt, Brace 
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& World, 1967. 
纽 结 [HK knot 法 noeud Ж Knoten, fA 
yen 日 OR) 已 给 两 个 互相 同 有 目的 拓扑 


空间 X, X,, 以 及 它们 中 间 的 互相 同 凸 的 子 集 
Ais Ar, EBF ERR f: X, — X; E (AD = 
A 这 个 问题 一 般 称 为 安置 问题 (placement 
problem)。 纽 结 问题 是 这 个 问题 的 特殊 情形 ,也 
就 是 三 维 Euclid. 空间 R° 中 的 简单 闭 曲线 天 
称 为 纽 结 ， 假 如 存在 R 的 同 胚 使 两 个 纽 结 K, 
与 К, 从 一 个 映射 到 另 一 个 , 则 这 两 个 纽 结 称 为 
Eit equivalent)， 也 经 常用 三 维 球面 S 来 代 
8 局。 用 这 个 等 价 关系 把 纽 结 分 类 为 纽 结 型 
(knot type), 

RR WLR (х,у, в), ety = 1, 
z — 0 表示 的 纽 结 及 其 纽 结 型 叫 作 平凡 的 《tri- 
vial) 或 者 不 打 结 的 (unknotted), 不 是 这 样 的 纽 结 
就 称 为 打 结 的 (knorted). 可 用 R 中 的 多 边 形 来 
表示 的 纽 结 及 其 纽 结 型 称 为 驯 顺 的 《tme), A 
则 称 为 野生 的 (wild)。 对 于 可 用 多 边 形 表现 的 
纽 结 K, 我 们 可 取 R 的 平面 及 RHP tg 
HED, 使 得 i SK 的 多 重点 只 限于 二 重点 且 
只 有 有 限 个 ; ü) K 的 顶点 的 射影 不 是 PK 的 
二 重点 ， 这 样 就 把 KK 映 到 平面 上 只 有 有 限 个 二 
重点 的 闭 曲 线 . PK 称 为 纽 结 射影 (knot projec- 
tion). 这 时 称 玉 处 于 正则 位 置 (regular position), 
如 果 被 投射 平面 是 z 一 0, KK 中 对 应 ФК 的 二 
重点 的 点 在 = 方向 坐标 大 的 点 称 为 上 交叉 点 
Covercrossing point)， 坐 标 小 的 点 称 为 下 交叉 点 
Cundercrossing point)。 按 固定 方向 沿 天 移动 进 
行 纽 结 射影 时 ， 如 果 纽 结 的 上 交叉 点 和 下 交叉 
点 交互 出 现 , 纽 结 就 称 为 交代 的 《alternating)。 

对 于 空间 居中 的 纽 结 K, 及 K;, 假如 存在 
R: WAR (4) (0 < ¿ < 1) GP s RR 
都 是 不 改变 定向 的 同 是, 加 是 恒 等 映 射 ), 使 得 
AG) = Ka, WK, K; 称 为 有 相同 的 合 瘦 型 
(isotopy type). У K, 5 K, 的 合 痕 型 相同 , 则 纽 
结 K, 可 以 通过 R 的 不 改变 定向 的 同 胚 映 到 
Ks, 反 过 来 也 一 样 .从 而 K 与 К. 等 价 ， 假 如 纽 
结 kK 可 以 通过 民 的 改变 定向 的 同 凸 映 到 自身 


$10 AS 


则 称 为 双向 的 (amphicheiral)。 又 如 纽 结 天 可 用 
ROKR EAA AREAS, E 4|K 与 
K BJ XE REIR Bc. И K К TAY Cin vertible). 

IND ALES K =] НН PAAR (H. 
Seifert, Math. Ann., 110(1934)). 这 种 曲面 的 
亏 格 ! 的 最 小 值 称 为 的 亏 格 (genus). C. D. 
Papakyriakopoulos 应 用 Dehn 引 理 + 及 球面 定理 + 
证 明 (5° — K).=0G 22), BAS =(S— 
K) = Z 时 ,KK 才 是 不 打 结 的 (Proc. Nat. Acad. 
Sci. USA, 66(1957)). 

由 下 面 所 述 的 纽 结 型 不 变量 可 得 到 二 重点 
的 个 数 不 超 过 9 个 时 的 纽 结 型 的 分 类 ， 称 为 
Alexander-Briggs 的 分 类 (Alcxander-Briggs 
classification), 在 【1] 中 列 出 了 表 (一 公式 7). 

设 两 个 纽 结 Ki Ko, 处 于 互 不 缠绕 的 位 置 ， 
则 它们 可 通过 小 驶 的 端点 互相 联结 起 来 仍 成 一 
纽 结 , 称 之 为 纽 结 的 结合 (图 1). 以 这 种 结合 为 
乘法 , 纽 结 型 成 为 交换 半 群 '。 且 任意 的 纽 结 型 
能 够 唯一 表示 成 有 限 个 素 纽 结 型 《 即 它 不 能 表 
示 为 不 打 结 的 纽 结 型 的 积 ) 的 结合 (H. Schubert, 
S.-B. Heidelberger Akad. Wiss., 3(1949)). 


ma 

二 十 世纪 三 十 年 代 之 前 ， 纽 结 理论 主要 是 
以 美国 的 J. W. Alexander 及 德国 的 K. Reide- 
meister, Seifert. 为 中 心 进 行 研究 ,在 四 十 年 代 几 
平 没有 什么 进展 ， 后 来 美国 以 R. H. Fox 为 中 
心 进行 研究 ([5]) 以 及 日 本 以 寺 孤 英 孝 为 中 心 ， 
AMR MTR HEA SA TAS 
贡献 (一 [6]). 

GHAN) 设 天 为 纽 结 ， R°'— K 的 基本 
HY G = =(R' — K) 称 为 K 的 纽 结 群 (knot 
group), 取 用 多 边 形 表现 的 纽 结 K , 造 其 正则 射 
影 。 一 般 具 有 * 个 二 重点 ， 则 天 由 # 个 下 交叉 
АА п Д, 任意 给 K 一 个 定向 ,关于 这 个 定 


向 按 左手 系 绕 第 ; 个 弧 一 周 的 闭 道路 设 为 snl 


以 5，-…*，x。 为 生成 元 ,以 每 个 二 重点 按 图 
2 决定 关系 т, Ш G = (mo ox ro 
tens) 就 是 KK 的 纽 结 群 。 AM nce $t 


中 任何 一 个 均 可 由 其 余 » 一 1 个 得 出 ， 所 以 G 
BJ RR (a, ee, zas o tts tes BA 
с Wirtinger 表示 (Wininger presentation), 
设 c 的 换 位 子 群 ! 是 G', W| G/G' 是 无 限 循环 
群 Z， 纽 结 群 是 纽 结 型 的 不 变量 , 但 具有 同 构 
的 纽 结 群 的 两 个 纽 结 并 不 一 定 等 价 . 


cd 


we 


snnt 


m? 

(Alexander EBE, Alexander FMRI i 
组 结 K 的 纽 结 群 G 的 Wininger 表示 为 (x， 
es rn), 由 记号 nur te ВТЕ 
ROE Y F, it p:F >G, 4:6 H— 
G/G' 为 射影 .它们 可 分 别 扩张 成 整数 群 环 之 间 
WHA wp:ZIFj 一 ZIC] R Ф:2161-2 
[H]. 这 样 一 来 ， BRI Ф ° ө: :ZLF] 一 ZIH] 


tnn. 


ws ze. 
“Âr mðn] 

其 中 Or,/Ox; Ж ri 的 自由 导数 (free derivative), 
按 下 面 的 规则 来 计算 : 


Pune Oe ы 
On — Ox, 
B(uv) _ Ou 

Ox, Ox, x 
(Fox[6]). 这 个 矩阵 称 为 纽 结 天 的 Alexander 
矩阵 (Alexander matrix), 由 Alexander 矩阵 的 
(= 一 D 次 子 式 所 生成 的 ZLH] 的 理想 是 主 理 


Ж, ЖАК Alexander 理想 。 因为 H = Z, 
故 能 用 mr (min € Z) 表示 ZLH] 的 元 素 . 
KÉ Alexander 主 理想 的 生成 元 AG) 称 为 纽 
结 K 的 Alexander 多 项 式 (Alexander polyno- 
mial)。 天 的 Alexander 矩阵 的 初等 因子 , 特 别 
是 AG) 是 K 的 纽 结 型 不 变量 . AG) RIE 
一 个 土 MAT, 由 唯一 决定 , 并 且 满 足 


КАНЕ: D AQ) = £1, 2 a(4)= 


PAG). ELE Em 1), 2) 的 任意 整 系数 多 
项 式 是 某 个 纽 结 的 Alexander 多 项 式 、 例 如 图 
3 中 的 三 叶 纽 结 (dloverleaf knot) 天 的 纽 结 群 是 
G = (a, bs aba(bab)"), 
KAN Alexander 矩阵 是 (1 — + ñ, —1 +87 
й), К) Alexander 多 项 式 是 AG) = 1— + 
n. 互 为 镜 象 的 三 叶 纽 结 具有 相同 的 纽 结 群 ,但 
其 合 痕 型 不 相同 (M. Dehn, 1914), 


му è 


кз 

【 纽 结 的 覆盖 空间 】 对 应 于 射影 6:6>Z 
与 Z— Z, (g 阶 循环 群 ) 的 合成 G — Z, 的 
核 可 得 3 K 上 的 & 重 覆 盖 空 间 Z,—A,. 把 
它 与 K 适当 的 粘 合 可 得 在 KR 上 具有 分 歧 点 的 S 
Ко аа) 3, 一 维 同调 群 H.(2, 一 As) 是 
HG) 5 Z ВЮ UR, HO, 的 阶 数 

£i 
o= | A(w'), 式 中 。 是 1 的 8 次 原 根 .如 果 


ЕЕ] 
H(X,) 是 无 限 群 , 则 X, AY Вен 数 ' 是 AG) 
一 0 的 根 的 个 数 。 如果 HE) 是 有 限 群 ， 则 
(2 一 A 模 其 换 位 子 群 的 商 群 与 2 А. 
用 和 以 前 同样 的 办 法 对 于 У, — A,, RE 


єз 
Alexander 多 项 式 Alr), AG) = Ц дот), 


Ap r I 
Seiferr- 更 仔细 地 研究 了 覆盖 空间 (Math. 


fH 6 


Ann., 110(1934)) WF. 他 用 可 定向 曲面 3 
张 在 亏 格 为 的 纽 结 K 上 , 取 5 ЕП? а, 
ts aas а, 把 S$ 变形 成 一 个 附着 以 a, 为 
中 心 的 细 带 的 圆 盘 ， 然 后 照 图 4 那样 把 挠 曲 校 
直 , 右 端的 曲面 称 为 Seifert 曲面 (Seifert sur- 
face)。 在 这 样 的 Seifert 曲面 上 ,以 a; 为 中 心 的 
带 穿 过 以 a; 为 中 心 的 带 的 代数 数目 (从 左 到 右 
为 正 ) 取 为 va, 于 是 定义 24 x 24 # V = 
(oy). Ж. а, aí ХЕ PW BRK Ca, а) 
也 构成 24 X 2A ERE 1* = (ал, а). © 
整 系数 矩阵 了 一 YI*， 且 К = I+ G — 
DT (1 为 单位 矩阵 )， 则 可 证 明天 的 Alexander. 
多 项 式 AG) = detF (O. 


令 Fi 一 Tr 一 (T 一 1)*, 则 24 x 2438 
阵 F, 是 HX) 的 关系 矩阵 . Н z, 是 三 维 
紧 的 可 定向 流 形 ，H,(2,) UU— ВВ BS В 
89h (sclf-linking coefficient) 可 如 下 决定 : ita, 
5 为 一 维 挠 闭 链 ， 存 在 二 维 链 4 使 其 边缘 为 
ma, 其 中 四 是 整数 .那么 s 与 5 的 自 环绕 数 就 


E Lla, b) = (2) ICA, b) (mod 1). 


把 HZ) 的 一 维 挠 群 表 为 素数 寡 阶 循环 
群 的 直 和 ， 固 定 阶 数 pp me 2), itp MER 
群 的 生成 元 为 gw， co g. fE ” 阶 整 系数 矩阵 
A= (L (gi, gi)), 如果 det A(mod p) 是 二 
KMR, WA (Cde 4)/p) 一 1， 如 果 de 4 
(mod p) 是 非 二 次 剩余 , 则 令 〈(det 4)/p) 一 
一 1, 那 么 (《det 4)/p) 这 个 数值 是 K 的 纽 结 型 
不 变量 , 称 为 Seifert 不 变量 (Seifert invariant), 

在 纽 结 天 的 射影 图 中 ， 如 图 5 所 示 划 斜 线 
的 区 域 设 为 Xo,*…，X。(X。 代 表 无 界 的 区 
域 ), 令 ey 一 2n(C),C 表示 X, 和 X, 两 闭 
区 域 相交 的 一 个 二 重点 , KC) 取 十 1 或 一 1 如 
图 6 所 示 . 4 Keo mon) = Уеа 


ті 
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图 5 m 6 


xs Кал, t za) m 100, m. z), Ж 
为 和 图 5 对 应 的 二 次 形式 (L. Goeritz, 1933), 


Ф am —euG # j), au = У) са, W Ks 


motn) S ааа, 纽 结 的 8 = 2H, 


矩阵 A = (as) 就 是 的 一 维 同 调 群 (22) 
的 关系 矩阵 ， 且 A7 (mod 1) 表示 自 环绕 数 矩 
阵 , 能 够 有 力 地 判定 玉 的 双向 性 . 

由 上 可 见 ， 凡 是 现在 能 够 用 图 计算 的 纽 结 
型 不 变量 都 可 以 用 矩阵 求 出 来 

UA] CHK braid 法 trese 德 Zopf) 
的 理论 是 研究 纽 结 的 辅助 工具 .= 次 辩 是 如 图 
7 的 图 形 , 矩 形 P 称 为 辩 框 ,在 P 的 一 对 对 边 5， 
后 分 别 取 等 间隔 的 点 列 A A, A. K Bis 
Ba, +++, Bn, 设 А. By 是 这 两 套 点 列 之 间 
的 一 个 一 一 对 应 。 在 空间 内 用 无 重点 的 折线 
LEAR Bh 连结 起 来 ， 使 ,4i(i = р) 不 相 
Z, H l 到 P 的 平面 上 的 射影 刀 落 在 P 中 z, 与 
m Zl, HELS z, 中 平行 的 任意 直线 z 和 每 
# RAZR. dia n. GG зе j) 的 交点 是 
有 限 个 ,而 且 每 个 交点 的 高 度 彼此 不 相同 . 


Ay Ay As Aog 


hi Аа h 


Bi Br By B® 


在 R° ARH э, b AAM (isotopic) 
à = h, WREE R° 到 自身 上 的 映射 ,把 > BE 
Яа, 且 在 包含 ia, ao ARRAY #F IR HE (8 ЕБ 
射 。 HM ARK DOHA MS OK. 

ЭРЕ INRA 如 h 相 垂直 的 直线 4. R 
图 8 那样 ,把 4,,B, 用 人 形 的 折线 通过 框 外 连接 


得 到 的 图 形 去 掉 框 后 就 称 为 闭 办 (closed braid), 
一 般 来 说 ,闭关 可 以 分 成 几 个 多 边 形 ( 纽 结 ), 而 
任意 的 纽 结 能 够 变形 成 与 之 等 价 的 闭 辫 . 


EK DATI 
LL] ТЇ 


mo» m 10 

HRH a, 如 的 积 h a 可 以 如 图 9 作出 ;在 
à 之 下 连接 和 然后 去 掉 连 接 的 边 得 到 ， 显 然 ， 
如 果 ai = dis © ы, MUJ hk ~ йы. ШИҢӘ 
义 # 次 辩 的 等 价 类 之 积 为 [4]1az1 = Dna). 由 
此 定义 ， 所 有 的 [3] 构成 群 3,, 称 为 "次 闪 群 
(braid group)。 如 图 10 (а) 所 示 ，3, HPA 
价 类 oF = 1,2, +, n — 1) 生成 (of 如 图 
10 (b) BRAN). 为 了 看 出 这 点 ,只 要 把 g 看 成 由 
в. 到 的 运动 就 行 了 ， 且 (c) 之 间 的 基本 关 
RUE S, T0 (此 处 Sy m a7 oF" oj 0, Clj— 
i| S23 =07'9;'7'a90,( |i 11 = 1)). 

ШТЕР о, HRI, HLH 
AR SOE’ 13“ HEATER RES, 
中 表示 同一 元 素 的 问题 ” 即 3。 中 的 字 的 问题 
是 等 价 的 问题 并且 "判定 两 条 闭 辫 等 价 问题 ” 
与 “3。 中 的 变换 问题 “是 等 价 的 问题 一 自由 
群 ). 

关 的 理论 以 及 З, 内 字 的 问题 的 解决 是 由 
E. Arün (Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 
1926) 所 创始 ,并 由 Artin (Ann. of Math., 48 
(1947)) № Е. Bohnenblust (Ann. of Math., 48 
(1947)) 所 发 展 ， 其 中 后 者 的 主要 结果 是 通过 
对 3, 进行 纯 代 数 的 ,自由 群 论 的 研究 给 出 3, 的 
元 素 的 标准 型 ,以 及 把 3, 表现 成 某 自 由 群 的 自 
ILES 

另外 ,三 维 Eudid 空间 中 几 个 圆周 相互 缠 


绕 的 方式 或 者 图 的 安置 问题 也 可 以 同样 处 理 
(7). 

【高 维 纽 结 】 纽 结 问题 ， 即 R? 中 简单 闭 
曲线 的 安置 问题 ， 可 推广 成 HE Euclid 空间 
R GR p $e PR S) 中 4 维 球面 的 安置 问 
Bi. 

FERAHA KILA БЕ Ж Ve BJ 
拓扑 映射 为 对 象 ， 对 于 其 他 范畴 也 可 以 得 到 类 
似 的 理论 。 

我 们 用 Ar 表示 =” 维 单 形 ,但 a" 取 为 ann 
的 面 单 形 。 设 3? 为 5? FAES, 5°) (e> 
4) №0 (р, q) 球 对 (sphere pair). 9 ЖЕШ Ве 
是 В" 的 子 复 形 , 当 В" 的 边缘 Be 包含 在 Be 中 
mj, СВ”, Ве) 称 为 (p, 4) HAR (ball pair). 两 
对 X= (Xr, Хе), Y = (Yt, Y°) KAR 
(homeomorphic), WR fg # FJ IE A:X^— ү”, 
使 得 СХ) = Үе, (р, 4) 胞 对 , (p, 4) 球 对 
在 这 个 等 价 关系 下 分 成 等 价 类 ，(p, 9) 胞 对 
(B°, B*) 与 标准 对 Tet — (A^, As) 同 胚 时 称 
为 不 打 结 (unknotted, fla), X (p, 4) Ӯ (5°, 
S*) UBF (Oar, Әдет) 时 称 为 不 打 结 (un- 
knotted, flat), Е. C. Zeeman 证 明了 当 p — 4 
> 3 bf, (p, q) 胞 对 和 (p, q) 球 对 都 是 不 打 结 
的 (Ann, of Math., 78(1963)). J. Stallings 
也 得 到 了 类 似 的 结果 (Ann. of Math., 77 
(1963)). 

[8] [1] K. Reidemeister, Knotenthsorie, Erg. d. 
Math., Springer, 1932 (Chelsea, 1948); [2] H. Seifert- 


W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Teubner, 1934 
(Chelsea, 1965); (3] Sk Me, ARM, Wb 1942: 
[4) Н. Seifert-W. Threlfall, Old and new results on 
knots, Canad, J. Math., 2(1950) 1—15; [5) R. H. 
Fox, Recent development of knot theory at Princeton, 
Proc. Internat. Congress, Cambridge, Mass., 1950, If, 453 
一 457; (6] R. H. Crowell-R. H. Fox, Introduction to 
knot theory, Ginn, 1963 (有 到 1966 年 的 详细 文献 表 ); [7] 
M. K. Fort, „ Topology of 3-manifolds and related 
topics, Prentice-Hall, 1962, 3. Knot theory; [8] $0 
KH, WOR OMIM, REF, 12(1960), 1—20. 


映射 度 [Ж mapping degree 法 degré de trans- 
formation Ж Abbildungsgrad fA степень oT- 
ображеня Н 写 像 度 ] [RHR] H" 及 
M" 为 维 单纯 复 形 (例如 *#* 维 球面 5"),1T"| 及 


映射 度 6з 

IM" 为 伪 流 形 ', 具有 由 它们 的 基本 闭 链 5"， 
z” 所 决定 的 定向 。 MESURE frr 一 |M"| 
诱导 出 维 整 系数 同调 群 的 同 态 fuc HC ZO 
н.м", Z). 由 于 нг", Z) 及 HOT, 
Z) 分 别 由 Co, z” 的 同调 类 ! [27], [27] EBR, 
所 以 由 Cl = 4] 决定 一 个 整数 四 
称 为 连续 映射 J: 1Г"| 一 |M") 的 映射 度 . 

对 于 g:IT*]— 1 M"] , 如 果 f ~ g( 同 伦 ')， 
B) d, = de. MUR f ~ O CRIARI), HU dy 一 
0, WR f LAE, А) d, = 土 I。 特 别 当 Ps] 一 
ІМ", i RRE, H. ¿° — =° $, mI d = 1, 
则 f 称 为 保持 定向 映射 (orientation preserving 
mapping)， 如 果 d, 一 —1, W 称 为 反 转 定向 
BRA (orientation reversing mapping). 

特别 对 于 单 形 映射 p:T" M", Ф oh = 
Dot, z = 57007,37 №" HAH), 设 满足 
pot) = + J 007 有 pi 个 ,满足 PCR) 一 
na ok Hats р 4 i 的 选取 无 
关 , 是 一 定 值 ,其 值 等 于 9? 的 映射 度 a,. 

it f, g 是 由 = 维 定 向 闭 伪 流 形 Г" S) n 4 
球面 5"(n > 1) 的 两 个 连续 映射 ,f ~ g( 同 伦 ) 
的 充分 必要 条 件 是 4d/ = a, (L. E. J. Brouwer 
的 映射 定理 《mapping theorem))。 由 此 推出 球 
Tü 5" 的» 维 同 伦 群 =*(5,) e Z (一同 伦 群 ). 

【局 部 映射 度 】 18 М”, N" 为 ” 维 定向 流 
É’, f: Mt — N" 为 连续 映射 ， 设 M" 的 点 ? 有 
GRU, 使 得 对 于 U — {8} 的 任何 点 49， 
1С) = (a), 则 + 诱导 出 ” 维 整 系数 局 部 同调 
# WI fe: H,(U,U — {p}) > H,(N, N— 
UG» })。 因 此 对 于 其 典范 同调 类 w, v, 决定 一 
EER ko E falu) = kv. 不 称 为 映射 了 在 点 靖 的 
局 部 映射 度 (local degree of mapping)， 如 果 
M", IT” 是 闭 伪 流 形 , Р.М" — Г" 是 连续 映射 ， 
则 存在 一 点 rET", 1710) 是 М" 的 离散 子 集 
(pis tt p)» BAUR р БЧ U, 满足 上 
RAE. WR f 在 p, 的 局 部 映射 度 为 ko HI 
d = Dk. 

【环绕 数 】 设 C1, C2 为 三 维 空间 中 两 条 互 
不 相交 的 连续 + 闭 曲线 ，C. Е. Gauss 用 积分 的 
形式 给 出 一 数 (Ci. С) 来 表示 Cis Co 相互 缠 
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绕 的 程度 . 设 £ = ul) G = 1,2) 是 cu C, 
的 参数 表示 , LO) 是 连续 可 微 的 , 则 
CO 


Аа), Јо |, — nl? 

dt, du) 
-de(n =n 2, 2) anat 
Р" x) T 


是 一 个 整数 ,表示 从 C 来 看 C, 环绕 的 数目 , 称 
为 Cis C; 的 环绕 数 (linking coefficient). 

更 一 般 情形 , 设 M" 是 组 合流 形 ',K 是 M" 
的 胞 腔 剖 分 +, K* ALK RORY RRS, 21, zin 
5 一 一 1) 分 别 是 KK 及 K* 的 边缘 闭 链 ?， 当 有 
是 链 ! Cr" 的 边缘 时 , ZAR KC, z) 与 
Cr ADHERE TE, 这 时 就 定义 ,x2 的 环绕 数 
Ж оба, 24) = КІ СС, а). HF M" 的 奇异 
ERAGE и, Gr 十 :一 一 1) 用 如 上 定义 的 
21, 2 ЖИТ, 也 能 定义 环绕 数 оби, af). vi, 
aD 对 于 ab of 是 双 线 性 的 , H Gi af) 一 
(—1)у“%Мо(и,м) 成 立 。 图 1 的 例 中 ， 左 图 环绕 
数 为 1， 右 图 环绕 数 为 2， 如 果 益 在 М" [at 
中 同调 于 0, 则 оби, м) 一 0( 图 2). 在 M" 一 
Jas] rm af, ai” 同调 , 则 oat, aD) — 0097, af). 


s: © 


Li 
m2 жз 
【位 数 】 在 Euclid 空间 尺 "或 一 般 > HERE 


Æ MiB, ntn — 1 HORE, o 是 
ABT le BUR, о РР ?的 位 数 (order) 由 
ord (io) = oG", о) 定义 . BUM 3" 是 
奇异 复 形 С" 的 边缘 时 , ord G°, o) - KI (C*, 
o). 例如 , EFH R E, (Go rx 1, 


#0) = 1(1)} 是 由 连续 函数 表 出 的 闭 曲线 ,不 
E lal 上 的 点 "对 于 六 的 位 数 等 于 环绕 。 的 旋 
转 数 Croation number), 即 向 量 of 的 24 z 由 0 
到 1 变动 时 , 沿 正 的 方向 围绕 点 。 转 动 多 少 图 。 
点 "对 于 计 的 位 数 在 对 的 补 集 的 每 个 连通 分 
支 "上 是 一 定 的 (图 3)。 反 之 ,对 于 两 条 闭 曲 线 
в = O01) K # Glo i 
1}, WR p Go CO. fi) < eo, 0) (0 < 
1 1) 成 立 , 则 ord (ы, о) = ord (и, о) (Rou- 
ché 定理 ). 

[®] [1] P. Alexandroff (Aleksandrov)-H. Hopf, 
Topologie 1, Springer, 1935 (Chelsea, 1965); [2] H. 
Seifert-W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Teubner, 
1934 (Chelsea, 1968); [3] MRAK, "IE fete 
FU, Hi, 1948. 


不 动 点 定理 
réme des points fixes 


[3t fixed point theorem 法 théo- 
4% Fixpunktsatz “& Teo- 
рема о неподвижной точке Я 不 动 点 定理 ] 

对 于 从 空间 X 到 X 自 身 的 映射 ,满足 1(*) 二 
x 的 点 EX, HKA t RIRIA (fixed point), 
在 X 是 拓扑 空间 ', f 是 连续 映射 + 的 情形 , 关于 
不 动 点 的 存在 性 已 经 得 到 各 种 定理 . 

【多 面体 的 不 动 点 定理 】 1) Brouwer 不 动 
点 定理 。 设 X 为 单 形 * |o"|, 则 任意 的 连续 映射 
filet] 161 至 少 具有 一 个 不 动 点 。 称 之 为 
Brouwer 不 动 点 定理 (Math. Ann., 69(1910), 
71(1912)). 

2) Lefschetz 不 动 点 定理 。 设 了 为 有 限 多 
面体 * |K| 映 到 自身 的 连续 映射 ，Pr(CjK1) 为 
IK| 的 p 维 整 系数 同调 群 ', TOK ARRET 
群 , 令 BK|) = H,(]KI)/T(IKI). Hf 
自然 诱导 出 BOK) MARA te, HUY 


а,, 则 整数 A, 一 >) (—1)'a, 称 为 了 的 Lef- 


schetz $% (Lefschetz number), 对 于 z: |K| 一 
IKI, WR f e g (t) 则 h A,. 如果 
4 关 0， 则 至 少 具有 一 个 不 动 点 ， 称 之 为 
Lefschetz 不 动 点 定理 (Trans. Amer. Math. 
Soc., 28(1926)). A, + 0 是 不 动 点 存在 的 充 
DRE ,而 非 必要 条 件 。 Brouwer 不 动 点 定理 可 


由 这 个 定理 立即 推出 。 且 如 果 fS la EF 
映射 )， 则 o, SET IK] AY Ван 数 , 且 Aj x 
CIK!) (Euler 示 性 数 ')。 因 此 ,如 果 СК) 
9,f 之 цк 则 了 至 少 具有 一 个 不 动 点 。 

3) Lefschetz 数 与 不 动 点 指数 。 对 于 同 维 
数 《 有 限 ) 多 面体 |K| 及 连续 映射 f: KIK], 
则 可 取 连 续 映 射 g: IK| 一 [KIA F f, Be 
只 具有 孤立 不 动 点 40 = 1, 7 r), 每 个 qi 
是 K 的 = 维 单 形 的 内 点 。 这 时 / 在 孤立 不 动 点 
gi 的 局 部 映射 度 1 jn, 称 为 了 的 不 动 点 指数 (fixed 


point index)， 这 时 Ју = > A = (— DA, 
- 


4) 连续 向 量 场 的 奇 点 。 设 为 微分 流 形 * 
X 上 的 连续 向 量 场 ' p > х, 即使 得 X 上 每 点 
对 应 于 Pp 点 的 切 向 量 x, GRAMINE x, 一 0 的 
JA POS FAA. X 上 的 连续 向 量 场 F 以 自 
然 的 方式 诱导 出 从 X 到 XX 的 连续 映射 1, 且 f = 
ly ( 便 等 映射 )。 这 时 下 的 奇 点 对 应 于 了 的 不 
动 点 。 当 只 具有 孤立 奇 点 4 时 ，F 在 4 的 奇 
点 指数 ' 等 于 f 的 不 动 点 指数 。 所 以 当 X 紧 时 ， 
则 X 上 连续 向 量 场 F 的 奇 点 的 指数 之 和 等 于 
Euler ЖЕ ХОХ), 特别 是 X 上 存在 无 奇 点 的 
连续 向 量 场 的 充分 必要 条 件 是 X(X)=0 (Hopf 
定理 ，Math. Ann., 96 (1927)). 

5) Poincaré-Birkhoff 不 动 点 定理 .在 特殊 
的 情形 , 既 使 h; 一 0 成 立 , 加 解析 条 件 也 能 证 
明 不 动 点 存在 。 用 平面 上 极 坐标 C 0), 对 于 
BU X = (Gr, 0) a < r < 0) EHI f:X > 
X, i) 在 圆周 + 一 a 上, Ка, 0) = (а, g(0)) 
(g(0) < 0); ü) 在 圆周 r — 8 E, К, 0) = 
(8,h(0)) ACO) > Ө); itt) 存在 X 上 的 连续 函 
B olr, 0) 在 X 内 部 到 正信 和 且 ]|oC7,9)drd9 一 


Ci 


[feces ө) dr do ( 即 在 映射 + 下 的 X 上 的 不 变 
Ab 

测度 存在 )， 如 果 上 述 条 件 满足 , 则 f 至 少 具有 
BTA 这 个 定理 是 H. Poincaré 为 了 应 
用 到 限制 三 体 问题 + 而 作 的 猜想 ， 后 为 G. D. 
Bickhoít (1913) 所 证 明 ， 因 此 叫 作 Poincaré 
-Birkhoff 不 动 点 定理 或 Poincare 最 后 定理 
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(the last theorem of Poincaré), 

6) JEI, M. F. Atiyah 和 R. Bott [6] 把 
Lefschetz 不 动 点 定理 推广 到 包括 椭圆 复 形 (一 
K 理论 ) 的 情形 ,讨论 紧 微 分 流 形 及 横 截 的 微分 
映射 。 这 个 推广 使 得 不 动 点 定理 应 用 到 各 种 研 
究 领 域 ,例如 下 节 所 述 的 理论 . 

【无 限 维 空间 的 不 动 点 定理 】 Birkhoff 及 
О. D. Kellogg (Trans. Amer. Math. Soc., 23 
(1922)) 把 Brouwer 不 动 点 定理 推广 到 函数 空 
间 的 情形 ， 并 且 应 用 于 证 明 微 分 方程 解 的 存 
在 性 . 由 此 引进 研究 函数 方程 的 一 个 新 方法 . 
J. P. Schauder (Studia Math., 2(1930)) 得 到 
ERAH Banach 空间 中 的 凸 闭 集 ,如 果 A 
在 连续 映射 T 下 的 象 T(4) 是 可 数 紧 的 ', B. 
T(4)C4, 则 工具 有 不 动 点 . “这 称 为 Schauder 
不 动 点 定理 . 

A. Тихонов (Math. Ann., 111(1935)) 推 
广 了 Brouwer 的 结果 ;证 明了 “ 设 R 为 局 部 吓 拓 
扑 线 性 空间 1, AW RROK, EA E EX H 
在 4 中 取 值 的 连续 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 .” 
把 这 个 Тихонов 不 动 点 定理 应 用 于 在 m 维 
Euclid 空间 E" 上 定义 并 在 E* ERU 《不 一 
定 等 于 m) 的 连续 函数 所 构成 的 函数 空间 R, 可 
用 来 证 明 微分 方程 解 的 存在 定理 。 例 如 求 满足 
初始 条 件 y(zo) = yor dy/dx = f(x, y) 的 解 ， 
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бар убо). 我 们 就 能 用 Тихонов 定理 来 证 
明 其 存在 性 ， 在 应 用 于 函数 方程 方面 ， 关 于 集 
£ A BR TCA) 的 假定 ，Schauder 不 动 点 定理 
的 形式 比 Тихонов 定理 更 便于 应 用 . 

为 了 应 用 方便 ， 把 拓扑 的 术语 用 函数 族 的 
术 活 来 表现 有 下 列 定理 .“ 设 D 为 + 维 Euclid 空 
间 的 点 集 , S 为 D 上 的 连续 函数 族 , 了 为 把 Je 
S 对 应 到 TIES 的 映射 ,满足 下 列 条 件 : i) 
如 果 fir h€F,0<1<1, H| f+ (1 — 2) 
HES; i) Ë 1.69, MRD ЕРА (A) 
广义 ( 即 在 任意 紧 集 上 ) 一 致 收敛 于 J. WES; 
ii) RES, 如 果 D 上 的 函数 列 {有 } 广 义 一 致 
KAF f, 则 D 上 函数 列 {TH} 也 广义 一 致 收 合 


616 障碍 理论 
Ж ТВ iv) SET FORTS) ED LEM 
БК. MFE ges, 使 1 一 Tf. 

更 一 般 情形 ,拓扑 线性 空间 R 中 ,把 R 的 点 
x ALF КИЧЕ T (z) 的 映射 了 ,满足 re 
T XR д x WE T йай нд. 映射 工 称 为 在 “ 
半 连 续 (semi-continuous), 如 果 х,а, y, € Т(х„), 
Yab, MUJ 5€ T(a). 有 限 维 Euclid 空间 的 有 
RADR K 到 自身 的 半 连 续 映射 T 如 果 满足 
тоск, 则 不 动 点 存在 。 称 之 为 角 谷 不 动 点 
定理 (Duke Math. J., 8(1941)), AERA 
结果 更 进一步 推广 到 局 部 凸 线性 拓扑 空间 的 情 
JÉ(Proc. Nat. Acad. Sci. USA., 38 (1952)). 

[#) [1] P. Alexandroff-H. Hopf, Topologie 1, 
Springer, 1935 (Chelsea, 1965); [2] НЕ, ИИ 
BAA, BUA, 1080, [3] MWAK, FER F 
在 定理 ， 河 出 ， 1948，[ 4 ] RRA- 微分 
方程 式 渝 ， 现 代数 学 满座 ， 共立 出 版 ，1956; [5] 
Cronin, Fixed points and topological degree in non-linear 
Amer. Math. Soc. Translation, 1964; [6] M. 
Е. Atiyah and R. Bott, A Lefschetz fixed point formula 


for elliptic complexes 1, I, Ann. of Math., (2) 86 (1967) 
374—407, (2) 88(1968), 451—491. 


障碍 理论 [Ж theory of obstructions 法 théorie 
d’obsteuctions Ф Theorie der Hindernise 4 
теория препятствия A MERO RA) 【发 展 
5) 障碍 理论 的 目的 是 用 代数 的 方法 来 判定 
映射 的 可 扩张 性 。 同 伦 论 中 的 L，Brouwer 有 映射 
E, Hopf 扩张 定理 1、 分 类 定理 * 等 古典 结 
果 虽 也 可 看 做 是 障碍 理论 的 开端 ， 但 随 着 同 伦 
群 上 同调 群 等 概念 的 引进 ， 从 S. Eilenberg 
《LI1]) 开 始 才 有 系统 的 障碍 理论 的 论述 。 其 后 ， 
МАЕ, P. Olum ([2]) 把 障 害 理论 推广 到 
映射 ,其 映射 到 的 空间 不 一 定 是 = 单纯 的 +。 与 
障碍 理论 密切 相关 的 映射 的 同 伦 分 类 问题 ， 像 
从 多 面体 到 球面 等 特殊 空间 的 上 映射, 在 下 列 
几 种 情形 也 顺 次 得 到 解决 : KU 一 5" 的 情 
形 (N. E. Steenrod [5]), K*? 一 3” 的 情形 
(J. Adem [7]), K**t- Y, (У) = 0 G < 
n É n< i<n+ k) WEE ORR); 其 他 
还 有 Л. С. Понтрягин, М. M. Постников, 
Eilenberg-S. MacLane ((10]) 等 人 的 结果 .除了 
上 述 特 殊 情 形 以 外 ， 一 般 在 讨论 高 阶 障碍 时 要 


遇 到 许多 复杂 和 困难 的 地 方 ,从 而 减少 其 效用 。 
尽管 如 此 ,障碍 的 思想 是 上 同调 运算 (一 上 同调 
运算 ), 示 性 类 (一 示 性 类 ) 等 现代 拓扑 学 中 重要 
概念 的 起 因 , 因 而 有 着 十 分 重要 的 意义 . 

障碍 的 理论 还 在 研究 纤维 从 (一 纤维 从 ) 的 
截面 ， 流 形 之 间 的 微分 同 胚 等 方 奋 有 用 ， 并 相 
应 的 发 展 成 类 似 的 理论 (M. W. Hirsch [11], 
[12], J. R. Munkres [13], A. Shapiro [14], 
一 微分 流 形 的 拓扑 学 ). 

Uy 为 ”单纯 的 情形 的 一 般 理论 】 WET 
拓扑 空间 X 到 Y 的 两 个 映射 (在 本 条 中 ,以 后 均 
指 连 续 映射 ) 能 否 同 伦 就 归结 成 由 这 两 个 映射 
所 作 的 从 X SEK [й] = [0,1] 的 积 空间 的 部 分 
空间 到 Y 的 映射 能 否 扩张 成 整个 积 空间 到 Y 的 
了 映射。 从 而 映射 的 分 类 问题 与 映射 的 扩张 问题 
可 以 一 并 处 理 . 

设 K 为 多 面体 ', 工 为 K 的 于 多 面体 , К" = 
LUK* к" ERR К" 与 工 的 并 , 当 给 出 
JL SIUE Z2 [8] Y 的 连续 映射 六 时 , 令 所 有 
把 了 扩张 成 及 "到 Y 的 连续 映射 的 集合 为 g"( 户 )， 
而 将 它 关 于 工分 为 同 伦 类 ' 的 集合 设 为 O). 
这 些 也 有 空 集 , 但 由 于 Y 是 弧 连 通 的 , P) 只 
有 一 个 元 素 构 成 ， Bf) 非 空 。 设 加 是 Or’) 
的 一 个 元 素 , 如 果 把 у" 限制 于 K 中 已 定向 的 
n + 1 АЕ от 的 边缘 ostt E, 则 |"; art 
>Y REAR x (Y) 的 一 个 元 素 (f 
ot) (itt ORE). ERR E P Bo" 
内 部 的 障碍 的 尺度 ， 对 于 天 的 每 个 ” + 1 胞 腔 
"1， 我 们 都 给 定 (f, r”), BIRME 
za(Y) 中 的 K 一 工 的 一 个 ”十 15 Eiern 
СР) Эр f" ROPE FASE (obstruction cocycle), 
它 是 把 如 扩张 到 及" 所 时 障碍 的 尺度 .也 就 是 刀 
能 扩张 到 Ке" 的 充分 必要 条 件 是 "Cj") 一 0. 
显然 对 于 O Ж, c" Qn) 唯一 决定 . 
对 于 Of) 的 所 有 元 案 , с") 的 全 体 可 看 
成 是 上 闭 链 群 Z=! (K , L; x,(Y)) WFR, id 
PEE). Ф") 非 空 的 充分 必要 条 件 是 
оү) && 0, 

【分 离 上 链 】 & K^ —Kx1, 17 (K 
X0)UCL X I)U(K х1), 如 果 给 定 二 个 映 


B foo hi Ko Y 其 部 分 映射 满足 hlL = fL. 
就 可 自然 定义 FLO, EE OCF’) 的 一 
个 元 素 Р" 就 对 应 于 连 系 Кт 5 f Ko GB 
对 于 工 的 ) 一 个 同 伦 1 如-!. 这 样 可 得 ZACKS, 
ZL5;m(Y)) ЮЖ e" CF"). 但 KO LO BY BE 
群 与 K 一 工 的 低 一 维 的 链 群 是 链 群 同 构 ， 所 以 
Z"" (KO, Lim(y)) 和 Z*(K L; e (Y) 可 
看 成 同一 。 在 这 个 意义 下 , 可 认为 entm) € 
Z'(K, Li mm(Y))， 把 它 写作 d"(h, A, А) 
称 为 分 离 上 闭 链 (separation cocycle), 特别 当 
f| R7! 一 四 | 及 "一 时 ,可 以 自然 地 定义 F":L2U 
(K) — Y 138 ЕТЕТ f 638 53 29 a^ (fos 
h). AFF. OCF’) 的 所 有 元 素 的 分 离 上 闭 链 全 
体 的 集合 看 成 是 ZK, L; =,(Y)) WERE, 
记 作 oCo f). A77 能 够 扩张 成 R*" 上 的 同 伦 
的 充分 必要 条 件 是 如 (fy A, h) = 0. fl Re 
= Һа L 成 立 的 充分 必要 条 件 是 on (fos fr) 
包含 0。 如 果 已 给 的 不 是 fo fifi de fos fr: Rn 
Y, flL = ftlL, Wl өт f) 的 元 素 anas 
A17, ff) 是 ZR, L; x,(Y)) 的 元 素 , 把 它 看 
к 一 工 的 上 链 时 ， 不 一 定 是 上 闭 链 。 在 这 个 
意义 下 , а h", f) 作为 K 一 L 的 上 链 称 
为 分 离 上 链 《separation cochain, deformation co- 
chain), 分 离 上 链 d*(fg, h, ft) 的 上 边缘 等 
Toe) — eC) (可 能 差 一 符号 ). 

选 定 一 个 f € go"(f )， 则 对 于 天 一 工 中 任 
意 的 以 s CY ) ЖО n He Et 如 ,可 适当 选 
JR AT EOC), WR ER 一 在 | 及 "使 如 一 
4" (fg, f£) 成 立 ( 存 在 定理 )。 

因此 , dn Rie sg Dn (I) HITCH P7, Hea 
HERR EROS 0, USER P 的 扩 
张 的 O) 的 元 素 f^, 它们 的 障碍 上 闭 链 的 全 
体 成 为 o"a(f ) 的 子 集 , 而 这 个 子 集 就 是 上 闭 链 
P ZIK, L; =, (Ү)) EGRE BU (KL; 
mm(Y)) 的 一 个 傍 集 所以, BE ete) 一 0 的 
Q7) 的 每 一 个 元 素 H 就 对 应 于 一 个 上 同 
调 类 zn (7) € B CK, L; ж, (Y)), fü f 
能 扩张 到 Rn 的 充分 必要 条 件 是 enn) = 
0 (第 一 扩张 定理 ). 

从 分 离 上 闭 链 的 方式 来 说 ,满足 a7 Cos 
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кз) = 0 的 Kr? 上 的 同 伦 ”了 就 对 应 于 
Фф» hr f) CHK, Ls e (Y), ifi ifie 
BI HMR ERO I ОЗЕ WHAT (fo, 
47, f) 一 0 (第 一 同 伦 定理 ). 

HOCK, Ls я, (У) 中 对 应 on* P) 的 子 
集 记 做 OHG), RAPT PIF” + 1 维 的 
障碍 (obstruction to an extension), H'(K, L; я, 
CYD) 中 对 应 o"(fo h) 的 子 集 On fo, f) 叫 作 
ЖЖ fos f KI п #k B] f€ BER (obstruction to a ho- 
тоору), WAF PIKE Rn" oe E On" C) 
包含 0, 而 fo h 相 对 于 L 的 ” 维 同 伦 的 充分 
必要 条 件 是 Oo h) 包含 0。 

【对 于 映射 的 不 变性 】 由 连续 映射 p:(K”， 
L') 一 (K, 虐 ) 诱 导出 上 同调 群 的 同 态 映 射 p*: 
H*(K, L; я, (УЭ) > Не (K', L's т, (У), 
H'(K, Ls x,(Y)) — H" (К', L's x, (Y)). 这 
时 ,对 于 广 工 一 Y， . 

отчуу 2 e* О") 
成 立 , 对 于 fo h: K > Y (但 hlL = h| L), 
О"(%° p, fio p) 2 e*O' Co h) 
成 立 。 因 而 扩张 的 障碍 以 及 同 伦 的 障碍 都 是 与 
K, L 的 剖 分 的 取 法 无 关 的 拓扑 不 变量 . 

【分 离 上 闭 链 的 加 性 】 设 fos fis h:K — Y 
满足 = МА. MRE г: 
fol n7! = рК rel L, мга" = К" 
rd L, арх ИЧА А agn: fl Enn 
= чаг, BR 
ан) ан) = анг) 
Won Bde ОЛЕ Ауа АЕН f| Ent 
Bi fo WKF LAV Ms 显然 

df» hijs fo) 一 ао hats f) 
RI. MA, Oos fo) 形成 H"(K, Ls х„(Ү)) 
的 一 个 子 群 ,这 个 子 群 只 由 fo R" 相对 于 工 的 
同 伦 类 决定 。 一 般 来 说 ,如 果 Oo h) RKE, 
它 就 是 HK, L; x。(Y)) 模 如 上 那样 的 子 群 
О" (fos fo) 的 一 个 傍 集 ， 由 这 个 事实 和 分 离 上 
链 的 存在 定理 可 得 下 面 的 结果 : 

假设 OF) RAS, FU) 中 成 为 Qn) 
的 某 一 元 素 的 扩张 的 元 素 全 体 与 HR", Ls я, 
ODAO, fg) 的 商 群 的 元 素 一 一 对 应 ,这 
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对 应 是 使 这 种 元 素 的 一 个 代表 元 角 与 名 到 六 的 
n 维 同 伦 障碍 On (fg, i) 相对 应 .GB"(f) 中 能 
够 扩张 到 RH 的 所 有 元 素 的 集合 , in fe 扩张 
BET, 与 HK, L; x,(Y)) = HK, L; 
s, (Y) Bt OS", 18) 的 商 群 的 元 素 一 一 对 
应 (第 一 分 类 定理 ). 

【第 一 障碍 类 】 设 HK, L; <(Y)) = 
0, НК, L; «(Y)) = 0(0<i<p), (例如 
x(Y)= 0G <p) 成 立即 可 )， 在 这 种 情形 下 
反复 使 用 第 一 扩张 定理 及 第 一 同 伦 定 理 ， 得 知 
PU) (i <p) 全 都 只 含 一 个 元 素 , 且 OMY) 
只 由 HOCK, L; e (Y)) 的 唯一 元 素 enn) 
构成 . 这 个 元 素 称 为 了 的 第 一 障碍 类 (primary 
obstruction), f 能 够 扩张 到 RP 的 充分 必要 条 
件 是 PH) = 0 (第 二 扩张 定理 )。 假 如 ,还 
有 HU (К, Ls =(Y)) 一 0 G > p) 《例如 当 
x (Y) = 0 (p < i < ëm (K — L)) М), f fe 
够 扩张 到 K 的 充分 必要 条 件 是 了 的 第 一 障碍 类 
为 0( 第 三 扩张 定理 )。 

与 此 相应 , 当 H(K, L; x(Y)) = 0 (0 < 
i< р), H(K, L; =x(Y)) =< 0 (0<i< p 
时 ,对 于 任意 两 个 映射 fos i: K — Y, bll = 
AlL, OCh h) RES HK, L; x (YDRE 
一 元 素 P (fos h)» PE fos fr RII — BBVA Cpri- 
mary difference), fol R" = f, [A rel L 的 充分 必 
要 条 件 是 这 个 元 素 为 0 第 二 同 伦 定理 )。 假 如 
还 有 НСК, L; =(Y)) = 0 G > p) maz, Bi 
fo = f, tl L 的 充分 必要 条 件 是 第 一 差别 类 为 0 
《第 三 同 伦 定 理 ). 

现在 假设 第 二 扩张 定理 、 第 二 同 伦 定理 的 
条 件 都 满足 , 则 根据 第 一 分 类 定理 ，g"(f ) 的 所 
有 元 素 与 HR", L; x, (Y)) 所 有 元 素 一 一 对 
应 , 这 个 对 应 是 把 O^ (f) 中 的 元 素 的 一 个 代表 
r 对 应 于 Pond 之 间 的 第 一 差别 类 〈 第 二 分 
类 定理 )。 假 设 还 满足 第 三 扩张 定理 和 第 三 同 
伦 定理 的 条 件 , 设 h:K— Y, f hll, Rf 
的 扩张 了 的 相对 于 工 的 同 伦 类 通过 把 了 对 应 到 
d' f fo) 而 与 H°(K, L; m Y)) 的 元 素 一 一 对 
应 (第 三 分 类 定理 )。 

【第 二 障碍 】 为 简单 起 见 , =r) 一 0 


G<p, R r <i<0, {ш f: L У 的 第 
一 障碍 类 cr Q')emQ Ls (Y) X0, 
则 能 够 定义 Or! (F) CHK, L; я, QD» 
称 为 了 的 第 二 障碍 (secondary obstruction), ## 
BIZ Y=, 4= p+  (p>2) 的 情形 ， 
OXF) 与 H'"(K, L; Z) RECTE Sq(H? 
(K, Ls Z)) ЮВА, 此 处 Sq? 表示 
Steenrod 运算 ! (Steenrod [5]). 如 果 在 这 个 情 
ет, X LDK’, W OP) 归结 为 一 个 上 
同调 类 ,由 52/'*(о) 给 出 ,其 中 "是 H*(5?,2) 
的 生成 元 (15])， 并 且 ,如 果 O( 站 一 [591 
(o)] = (0), WEE f' 的 适当 的 扩张 f; Ern 
Y 一 5”. 对 于 所 有 这 样 的 f, 其 障碍 上 闭 链 全 体 
定义 第 三 障碍 (tertiary obstruction) O^" (f), Ё 
55 Hr5 (K, L; ЭЖЕ Sp (H (K, L; 
乙 )) 的 菜 傍 集 相同 ,可 用 Adem 的 二 阶 上 同调 
运算 '@ 表示 为 O*A). 

以 上 请 定理 当 K 是 CW 复 形 时 依然 成 立 。 
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局 伦 群 


motopie, 


[3% homotopy group 法 groupe d'ho- 
4 Homotopiegruppe 从 гомотопиче- 
ская група, A же RE —BE] 利用 同 伦 ! 的 
概念 可 以 定义 拓扑 空间 的 基本 群 ",， 同 伦 群 , 上 
同 伦 群 等 拓扑 不 变 的 群 ,它们 同 (上 ) 同 调 群 一 起 
是 拓扑 学 的 重要 工具 .自从 1935 年 W. Hure- 
wicz 最 先 定 义 了 下 述 的 同 伦 群 =,(X) 以 来 , 同 
伦 群 的 理论 有 着 迅速 的 发 展 并 获得 广泛 的 应 
用 . 

【 同 伦 群 】 设 X 为 具有 基点 * eX 的 拓扑 
空间 "= (= (n, n oo LOS n m 
tate < 1) 为 # 维 立方 体 , 1" 为 其 边缘 ， 由 
所 有 连续 映射 f: GI", 1") 一 (X,*) 构 成 的 映射 
空间 + 记 作 О"(Х, ж) = Х”(1", ж), (n 一 1 时 
是 闭路 空间 !), 其 弧 连 通 分 支 即 同 伦 类 + СЛТ 的 
全 体 记 作 n OX , ж) 或 单 记 作 =*(X) 一 同 伦 ). 
用 同 伦 集 + 的 记号 写 ， 就 是 OG T2, 
1°; X，*)。 如 果 2"(X，,*) IEA ж WO Ti (t 
映射 , 则 9"(9"(X，*)，*) 一 Ont(X, 9). 因 
Ws ae (9"(X，*)，*) = s (X, 9). m 是 基 
ЖЕН. ВТ, (X, ж) 一 COX), 9) dei 
AR. WAL ж 为 基点 的 X 的 ” 维 同 伦 群 . 同 
Jo SEIS Reb S] VA HR Xm F: HF hs hE 
O(X, +), WREX h + f€ OX, *) H 
ht MO = пус) SASF, 


као) T< <i 


(E 1), WAI 与 Chl ORC BEER [f + AB 
出 。 群 的 单位 元 是 常 值 映射 ( 记 为 0) 的 类 , [用 
的 逆 元 是 KO = (CL 一 n, n, t ta) 所 表示 
的 类 [及 以 对 应 Chs f) — h + h ARE, 0" 
Сх, «) йун. 因为 互 空间 的 基本 群 
是 交换 群 ， 所 以 =.(X, ж) 在 ”过 2 时 是 Abel 
群 . 

Q 5 = (= rna Е 
# 维 球面 , 取 <* 一 (1, 0,*…, 0) 为 其 基点 . BE 
dui, P) — (5°, ж) 为 连续 映射 ,使 得 do: 
Dit > S*—* AB, 则 对 应 Ф2:а(5°, X). 
— x (X, ж), Ф010) = [gotn] 是 双 射 。 从 而 
a(S", X)o 也 可 以 作为 同 伦 群 的 定义 . 


Ite te 


ov т 
[E 图 2 
【相对 同 伦 群 】 设 拓扑 空间 X 及 其 子 空间 


4 共有 基点 * .把 hs, = 0 HS ITE 
同一 , 设 777 X 1" — 17? 的 闭 包 * (图 2)， 把 
连续 映射 f: GI", 1", 777) — СХ, 4,*) 的 同 伦 
类 的 集合 记 作 x. (X, 4, ж). 如 果 把 这 样 的 了 
所 作成 的 映射 空间 写作 OXA), W x,(X， 
A, *) = (Q(X, а, *)). 因为 Or (Q(X, 
A, *),*) AEF Ont" (X, А, 9), В e, CO" 
(X, As ж), *) ая, (X, A, ж). 因此 m OX, 
A, *) п 2 时 成 为 群 , п> 3 时 成 为 Abel 
#. 这 个 群 就 称 为 (X, A) 对 于 基点 # 的 = 维 
相对 同 伦 群 (relative homotopy group)， 或 简称 
为 (X, A) 的 = 维 同 伦 群 . 局 以 前 一 样 ， 也 可 
UB fi + f; RE RI. HF 2"(X，*，*) 
与 92" Ot, *) 是 同一 个 映射 空间 ， 故 m (Х, ж, 
*) 一 xs(X,。*) 成 立 , 从 而 同 伦 群 可 以 当 作 相对 
同 伦 群 的 特殊 情形 来 论述 . 

d OG 4,*) 一 (Y,B,*) 是 连续 映射 ， 
由 geli) = [eof] 得 到 对 应 к„:я„(Х, A, ж) 一 
x(Y,B,*),3 n 228 n= 1,4 «Ў, ga 
是 群 的 同 态 , 称 为 由 g 诱导 的 同志 (induced ho- 
momorphism), i Е" = {1 = (5,5, n) |E 6 
由 是 » 维 单位 胞 腔 , 其 边缘 为 8 一 。 利用 适当 
BORED ui CI, 777) > Ct), 07) 
= з=! 可 得 出 一 一 对 应 ф*: x(E", SX, 
4), ,(Х, 4,9). 通过 pues O" (X, ж) 
与 映射 空间 XC, +) 同 胚 . 

' 【 同 伦 正 合 序列 】 对 于 а= U] € <= (X, 
A, +), 4 да = [f] 177] € x CA, 9), 则 得 到 
同 态 B: «,(Х, 4, +) ma (4) 22), 
HARD Ж 5 (homotopy boundary homo- 
morphism), Xf (X, A) 的 同 伦 正 合 序列 Chomo- 
ору exact sequence) 就 是 下 列 包 含 同 态 isie 
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的 正 合 序列 : 


e (sn) re C 2) 


teu OG 4,2) e ee 


—=(X,*) (XC, A, ж) 
— (а) > ях), 

其 中 iss js 是 由 两 个 单 射 i:(4, 0 (X, 9) 
及 j:(X,*,*) — (X, А, ж) 诱导 出 来 的 ， 满 
J X D À Ə Вэ * 的 拓扑 空间 系 称 为 三 元 组 
《triple)， 在 上 述 序列 中 ,用 (X, В, 9), (4, B, 
ж) 分 别 取代 其 中 的 (X，*), (A, ж) 也 得 到 一 
DESFA (n > 1), 叫 作 三 元 组 (X, 4, В) 
的 同 伦 正 合 序列 . 

积 空间 的 同 伦 群 x,(4 x B) 同 构 于 直 和 
m CA) + я, (В), ЖАЗА Н р(р):4 X B 
一 4(B) 诱导 出 n CA х В) 到 直 和 因子 <.(4) 
(Gs, CB)) 的 射影 。 这 个 射影 # 诱导 出 同 构 对 应 
Pim (A X B, B) — x,(4,*)， 这 是 纤维 空 
但 Hurewicz-Steenrod 同 构 定理 ! 的 特殊 情形 (一 
纤维 空间 ). + AVB = (A x (DUC) x 
В), 我 们 得 到 直 和 分 解 x, CA V B) n, CA) 
ж„(В) + х„ы(А X B, AV B). 

下 面 我 们 考虑 固定 的 对 (X，4), 而 使 基点 
六 变动 。 对 于 4 中 以 * = ACL) 为 终点 的 道路 
hil AR a€ nX, А, ж) (а = [f], f: Gi”, 
17, 77) — (X, A, *)), 可 以 根据 同 伦 扩 张 
HE uti d и de Ut. 1") — (X, A) 使 得 
fo") = ACO), f= f 成立 这 时 , fo 的 以 
ж'=5(0) 为 基点 的 同 伦 类 ,只 由 o 及 道路 的 
同 伦 类 中 决定 ， 记 作 ae x,GX, A, 9). 对 应 
aa 是 群 的 同 构 , 且 (а) 一 a=” 成 立 ， 因 
此 如 果 4 是 弧 连 通 的 ,不 管 * m e ERG es OX 
4, *) 均 彼此 同 构 ， 可 以 记 成 x,(X, A). эң 
*= *' WY, а BLE o Em (A, *) fEa€ x, (X, 
A, *) 上 的 作用 。 对 于 X 中 的 道路 类 与 ac 
ж„(Х,*), a* €x (X, *) 可 以 同样 的 定义 , 且 
具有 相同 的 性 质 . 特别 当 w Em(X,*) 时 ， 
a’ —a 与 Whitehead Rt [o, a] —# (n = 1 
fj. ае + аЛ! = (o, a] = vae ta"). 


H(X, A) WR X, A EIET n(A) 


在 (X, A) 上 的 作用 是 平凡 的 , 则 CX, A) Ж 
为 单纯 (n-simple), 同样 如 X 弧 连通 ， 且 = 
ЖЕ х, 上 的 作用 是 平凡 的 ,X 称 为 严 单纯 的 ， 例 
如 互 空间 X 及 其 子 互 空间 4 的 对 (X, 4) 是 单 
缉 的 〈simplec)， 也 就 是 对 于 所 有 的 n, (X, A) 
都 是 = 单纯 的 ， 拓 扑 空间 X 满足 (х) 一 0 
(0 <; < s) В}, Ш fF n 58 (n-connected), 0 
连通 也 就 是 弧 连通 , 1 连通 也 就 是 单 连通 !。 s" 
就 是 (” 一 1) 连 通 的 。 对 (X, A) KH n 连通 ， 
如 果 (4) = (X) = x, 4) =0 (<; 
<n). (Es, $7) (n > 2) 就 是 (n 一 1) 连通 
的 . 

【三 角 组 的 同 伦 群 】 拓扑 空间 X 及 其 子 空 
ËJ А,В, 4 站 B3*《 基 点 ) 所 成 的 组 ,以 《X; 
A, B, ж) 表示 称 为 三 角 组 (triad), Ф x, (X; 
A, B, ж) = я, 1(0(Х, B), (A4, АПВ), +) 
(n2 2), Hn > 3 时 构成 群 , 当 ”> 4 时 构成 
Abel 群 ，x(X; А, B, *) 称 为 三 角 组 的 同 伦 群 
(homotopy group of triad), 由 对 的 同 伦 正 合 序 
列 可 得 下 列 三 角 组 的 同 伦 正 合 序列 : 


e а, AD B, ж) n n (X, B, 2) 
eG A, B, *) 


> sas ANB, ж) es 
为 简单 起 见 , 设 ANB 为 单 连通 , X 一 Int AU 
Int B (Int 4 为 4 的 内 部 '), (4, ANB) 是 m 连 
通 的 , (B, ANB) 为 = 连通 的 , 则 (X; 4,B) 为 
(m + п) АО, В) =. (X; 4,B,*) 一 0(2 < 
j < m + п) (Blakers-Massey 定理 ). 

在 此 情形 下 , 令 忆 一 X 一 4 Ni HUW 
切除 , 当 j< m+ n 时 ， 有 和 同调 群 一 样 的 切 
除 公理 + 成 立 , 即 由 包含 映射 i:(4, ANB) 一 
《X,B) 诱 导出 同 构 ie:m(4，4nB,*)sm(X， 
B,*). BJ x La (X; А, В, ж) 与 mma (A, 
АПВ) х,а. (В, ANB) 同 构 .这 表示 同 伦 群 
的 切除 公理 一 般 不 成 立 。 这 说 明 同 伦 群 和 同调 
群 表现 很 不 一 样 . 假如 用 纤维 空间 的 Hure- 
wicz-Steenrod 同 构 定理 (一 纤维 空间 ) 来 代替 切 
除 公理 ,我 们 能 够 和 同调 论 一 样 ,建立 同 伦 论 的 
公理 化 . 


m=. 


"me 


[Hurewicz 同 构 定理 】 从 m. (X, A) Ble 
维 整 系数 同调 群 H,(X, A) 的 Hurewiez 同志 
(Hurewiez homomorphism) r, 925099 r(Lf]) = 
T«Ce,) Ce, E: H,C1",1") 的 生成 元 ). Hurewicz 
同 构 定理 (Hurewicz isomorphism theorem); X4 
《X,4) 为 (n 一 1) 连 通 且 » "RECIPIAT A), 
MJ HX 4) = 0,G < n), H r: я„(Х,4)=Н, 
《X,4) (n = 1— 基本 群 )， 设 X, Y 为 单 连通 
拓扑 空间 ,f:X — Y 为 连续 映射 , 则 下 面 两 条 件 
等 价 : 1) ter (X) OY) 当 imn 时 是 单 
H, ien dH RAM; 2) 把 D 中 的 同 伦 
BE m 换 成 同调 群 H,(Whitehead 定理 ). 

J.-P. Serre 把 这 些 定理 推广 成 下 面 的 形 
A: Abel 群 的 族 E 如 满足 下 列 条 件 D mne 
Abel 群 类 (class of Abelian groups), 1) 对 于 
Abel 群 的 正 合 序列 下 一 G — H, 如 果 F ,H € 
ФИ 66 名 .进一步 芳 虑 下 列 条 件 : ú 1) 对 
于 任意 的 Abel BE F, 如 果 G € @, N G@ F € 
€; 12) MRF, GES, РӘС, Tor (F, 
GES; ш) 如果 CES, Wt (BERD) 同调 
BÉ H(G)e« Gi > 0). RNA U 1) > 2), 
对 于 同 态 f: F 一 G, MR Kerf € @, R) f Bl fE 
“šB Ht, tn JR Cokerf = G/Imf € E, Wi) f mf 
CMI. WR f WE УСАН, FRR 
为 贸 同 构 (Ww-isomorphism)， 两 个 Abel EEG 55 
© 称 为 外 同 构 ， 如 果 存 在 多 同 构 f:F G K 
FiF 一 G'。 特别 当 类 Go АШ 0 构成 时 ,Go 
伺 构 就 是 通常 的 同 构 .所 有 元 素 的 阶 数 有 限 且 
与 某 素数 ” 互 素 的 Abel 群 构成 的 类 记 作 Ф,, 
E, RES eee 也 说 成 是 modp 同 构 (mod р 
isomorphism)"…。 设 有 限 生成 的 Abel 群 的 类 为 
D. €, WE IL1),ID; MHWL 112), Ш). 
广义 Hurewicz 定理 (generalized Hurewicz 
theorem); A) {#Ж «e WE IE 1), Ш), (X, A) 
是 2 连通 , X,4 是 单 连通 如 果 m(X,4)6 @ 
G <n), WH(X, A)€ €, B т:я„(Х, 4) 
H,(X, A) E: @ AH. B) i 4 一 *, 满 足 H 
2), Ш) WAS, MPH X 与 A) 同样 
的 定理 成 立 ， 特 别 如 果 X 单 连通 ， 其 同调 群 均 
为 有 限 生成 (€ D) (例如 单 连通 有 限 多 面体 )， 


同 伦 群 。 621 


则 XX 的 同 伦 群 是 有 限 生成 . 并 且 作为 定理 A) 的 
iit, ЖЕФ Т Г Ж. J. H. C. Whitehead 定 
理 ， 特 别 对 于 儿 NB 可 得 下 面 常用 的 定理 : 
“їй Хх, ү 是 单 连通 且 同 调 群 是 有 限 生成 的 ， 且 
1: XY RE far X) = m(Y), 则 下 列 两 条 件 
90: D foin O0 m m UY), 4 i<n EIE mod p 
同 构 , i = n Е mod p 满 射 ; 2) fw: H,(x;Z,) 
HCY; Z) 4 i «still, si 一 ”时 是 
WM (Z, = Z/pZ). 使 用 这 类 的 想法 得 到 的 
一 套 理论 叫 Serre 的 © 理论 (Serre's согу) 
〈[12]). 这 个 理论 有 效 地 应 用 了 纤维 空间 的 谱 
序列 ', ”连通 纤维 空间 + 等 概念 (一 纤维 空间 ). 

一 般 计算 同 伦 群 的 方法 要 用 到 各 种 正 合 序 
列 ， 纤 维 空间 , ”连通 纤维 空间 的 《上 》) 同调， 
Постников 体系 + 等 等 ,给 定 任 意 群 (更 一 般 
Постников ЖЖ), 存在 CW 复 形 以 这 些 群 ( 系 ) 
AHERE (Постников 体系 )( 同 伦 群 的 实现 
定理 ). 对 于 任意 的 弧 连 通 拓 扑 空间 X 存在 拓扑 
空间 (X,n) 与 连续 映射 p,:(X,n+1) — (X,n) 
(1, = 1,2, +++) 使 下 面 1) 2) 两 条 件 成 立 : 
1) (X, n + 1), pas (X, n)) 是 纤维 空间 ,其 
纤维 是 Eilenberg-MacLane 空间 '; 2) (X,1) = 
X,((X,n + 1), poo p, X) 是 n 连 通 纤 
维 空间 ， 通 过 计算 (X, ») CL ABR 
同 伦 群 m(X) & H.((X, n)) 的 方法 称 为 消灭 
法 (killing method), 

【球面 的 同 伦 群 】 同 伦 论 的 一 个 基本 的 空 
间 就 是 球面 5", 5" 的 同 伦 群 是 同 伦 论 发 展 的 基 
础 ,因而 有 了 许多 研究 ,但 是 到 现在 还 没有 完全 
决定 出 来 

5" Ж (n — 1) 0, BO а (57) = 0 G < 
п). Hi Brouwer 映射 定理 + 得 出 <, (5) = Z 
(无 限 循环 群 )， 从 S' 的 万 有 覆盖 空间 + 是 可 缩 
的 可 以 推出 x (S) 一 0G 2 1). 设 连续 映射 
f: 921 — 5" 用 单 形 映 射 19 来 逼近 , 则 8 的” 
单 形 内 部 一 点 # 的 原 像 w (9) 3: n — 1 维 闭 伪 
流 形 +, 它 通过 适当 的 生成 元 se Hua (*)) 
成 为 可 定向 + 伪 流 形 , 利 用 边缘 同 构 8: 甩 (So 一， 
gm(*)) = Н.С) RE ou: HC", 
971(9)) + H,G?*, ж) 可 以 决定 一 个 整数 re) 
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使 得 94° 8-'(e) = r (ple, (е, = S" HEM). 
7(9) 与 9 的 取 法 无 关 , 令 1H = vo), WR 
=g W| vC) = v). v) Ж 1 83 Hopf 
不 变量 (Нор invariant), Н. Hopf SEX f v; 
首先 证 明了 v:xm (S) = Z (1931)， 继 而 证 明 
34 n 为 奇数 时 , y=0, ”为 偶数 时 Gu a C7) 
D2Z,n=4, 8f, TG a4(7))—Z(2935). 
7 Ж. Н. Freudenthal 通过 研究 f: Si 一 5" 
及 其 同 纬 映射 Sf:S+ — 5° 的 同 伦 类 定义 同 
Ж Ein (G7) > x GUI) 为 EUM = (Sf), Ж 
且 证 明 : 1) i20 一 1 时 ,下 是 同 构 ; 2) i= 
2 一 1 时 ,E 是 满 射 ; 3) i= 2 n bj ERO = 
70% (Freudenthal 定理 )， 并 定 出 s, iC) 
= 2,(п > 3)(1937), Yn = 2, 4, 8 Bt, Hopf 
给 出 的 r (f) = 1 的 映射 1:5”! — 5" (Hopf 映 
射 ') 就 成 为 以 S”-: 为 全 空间 , 以 5" 为 底 空间 
的 纤维 从 '! 的 射影 ,通过 对 应 关系 (a,8) > Eat 
ГВ 得 出 同 构 nii C977) + a C977) (ТЇП) ex 
xS"). 因此 得 出 x (S) = Z. Л. С. Mon- 
трягин HB EF <, (S")(n > 3) 是 0, 并 且 长 年 
被 信以为真 ， 后 经 G. W. Whitehead 及 Пон- 
трягин 用 完全 不 同 的 方法 证 明 жи2 (S) = Z, 
(1949), G. W. Whitehead 还 在 i435 —3 
范围 内 定义 了 广义 Hopf MA (generalized 
Hopf homomorphism) H;x(S*) — (S), 后 
X P. J. Hilton, Z. M. James 去 掉 了 这 个 维 数 
的 限制 ， 通 过 H, MAKEA x) 不 等 于 
0. Serre 得 到 下 列 的 结果 (1951 一 1953): жы, 
($7) È Z 与 有 限 群 的 直 和 ,这 时 除了 ;一 ”及 
is4m—1,n=2m,x(S*) RAR. 当 p 
WARK, п AWA, CS) 与 xaT + 
a(S) Cy [Н]. n AAR, mlS) EE, 
G <2 p — 3), sau") 5 Z, BC, 同 构 . 
4 k= 3,4,5, Serre 与 万 田 宏 定 出 了 mlS"), 
后 Serre 定 出 了 《一 6, 7, 8 的 情形 。James 利用 
S 的 约 化 积 空间 + 定义 序列 


2 в) m n (7) 
ETE 


并 且 证 明 当 л = 奇数 时 是 正 合 序列 , 当 = 一 A 


数 时 是 mod2 正 合 序列 (1953)。 PB mik 
个 正 合 序列 及 二 次 合成 ? 定 出 a(S) BRS 
19([6])( 一 公式 6V). 
根据 Freudenthal 的 定理 1), 4 AEN, 
za G7) (z > k + 1) 互相 同 构 ， 这 叫 作 球 面 
АЖЖ Е 8 (stable homotopy group of 
pem» WF Gy. WT k= 0,1,2,-..,15, 
` G,=Z, Zr, Zr, Zus 0, 0, Z,, Zr, Z, + 
ZA. Zes Zo, 0, Z,, Z, + Z,, 
Zat Zn. 为 计算 Go ”连通 纤维 空间 
方法 是 有 效 的 ,通过 Adams 谱 序列 G, 与 Steen- 
rod 代数 + 的 上 同调 有 密切 关系 。 G, 的 p- 成 
分 决定 到 《过 27(p 一 1) 一 3 CFM). it 
mlS"; p) Ж CS") 的 p 成 分 ,为 了 研究 这 些 不 
稳定 (non-stable) (i > 2n 一 1) 情形 ,要 利用 上 
述 的 Serre 的 mod p 直 和 分 解 ( = 偶数 ), 当 
п = 奇数 时 ,要 用 下 面 两 个 正 合 序列 : 
vee (St) > se 
(P, 5) 
tmr ma GI p) mia (Ss р) 
— a (Qt), 9^: р) 
— sa S75 p) зр 
其 中 Et = EcE, АЕҖа) = ра (一 公式 6V)。 
【典型 群 ' 的 同 伦 群 】 对 于 典型 群 U(n,4》 
(& = 0G) (A = R); = U(n) (A = C); = 
Spln) (A = H)) 及 无 限 典型 群 ' Соо, Л), A 
为 U(co, A) 一 U(n, A) 的 胞 腔 的 维 数 > A(n 
+1)—1 Q= di] A (= 1, Q= R), =2 
Q = C), = 40 = HD) MAH k< A(n + 
1) — 2H, =(U(n, A)) 与 (UC, A)) 同 
构 , 称 之 为 典型 群 CER VRBES SERE k 
次 稳定 同 伦 群 . $ O = О(о,К), О = U(co 
С), Sp = О(оо, Н). 典型 群 的 稳定 同 伦 群 有 
FASE (k > 0): 
=(U) & mU) = Z, k= 奇数 ， 
> k= 偶数 ， 


x(O) & x C Sp) n (O) 
= Z, k= 3,7 (mod 8) 
= Z,,k = 0, 1 (mod 8) 
= 0,4 % 0,1,3,7(mod 8), 


这 称 作 Bott 的 周期 性 定理 〈Bott's periodicity 
theorem)。 这 些 同 构 是 由 弱 辣 伦 等 价 映射 +: 
U— 0(В,), By x Z— Q(U), O — Q(Bo), 
Bo x Z— Q(U/O), U/O — Q(Sp/U), Sp/ 
U— o(Sp), Sp—^2(B,), Bsr x Z — o 
(U/Sp), U/Sp— Q(0/U), O/U— G(O) 
诱导 出 来 ， 且 这 个 结果 也 可 应 用 于 非 稳定 的 情 
形 .例如 证 明 x,(U(n)) 是 阶 数 ny 的 循环 群 
(一 公式 6V). X Lie 群 G 的 二 维 同 伦 群 mx(C)》 
为 0. 

ik a € m(O(n)), а = Ul, f:St — O(n), 
EL FiS x SSH f(x,y) = JG) + у, 
把 Ste 看 成 EX x E" 的 边缘 (EM x $n) 
U (SEX E"), 设 sti" — S" 是 扩张 子 的 映射 ,分 
别 把 E*U x S" 及 St x E" BRB 5" 的 上 、 下 
半球 (5"! 为 赤道 ), 这 个 映射 的 同 伦 类 记 作 
Ја) € m, (S°). 由 此 得 到 的 同 态 7: CO (0)) 
一 жид (S°) 称 为 Hopf- Whitehead J AE (J- 
homomorphism). ZERERA mO) > Gh， 
X4 k = 0,1 (mod 8) 时 是 单 射 , k= 4—1], 
J @@ ЖК) | Bx | /4¢ (Bu 是 Bernoulli 8) 
的 分 母 或 分 母 的 二 倍 (J. F. Adams), 

LERE] K. Borsuk XT XF) S 的 
HA SHAT (1936), E. Spanier 把 由 此 得 到 的 
群 命名 为 Borsuk 上 同 伦 群 (cohomology group), 
并 讨论 了 它 与 同 伦 群 的 对 偶 性 及 与 上 同调 群 的 
关系 。 我 们 用 (X, A) 一 x(X 4187 9) 表示 
(X, A) 的 上 同 伦 群 。 只 有 当 X/4 的 维 数 一 
2n 一 1 的 条 件 下 , (XA) AMR. H fg: 
X/4 >s" 通过 F(x) = (f(x), g(x)) 得 到 一 
个 映射 F:X/4 一 5" XS, B) F 55 X/A 到 
S" V S" 的 映射 同 伦 。 如 果 把 F 与 折 又 映射 S' V 
S" S IDA, 我 们 就 得 到 一 个 映射 , E 
表示 和 [f] + [8]。( 一 同 伦 ). 


[5] [1] N. Е. Steenrod, The topology of fibre 
bundles, Princeton Univ. Press, 1951, [2] MERK- 
大 口 邦 座 , 位 相 几何 学 , 朝 合 ，1967; [3] Р. J. Hilton, An 
introduction to homotopy theory, Cambridge Univ. Press, 
1953; [4] МИРОВА 9, ERI GIA L 1, 共 
立 出 版 1957; [5] S. T. Hu (A8 BD, Homotopy, theory, 
Academic Press, 1959: [6] Н. Toda(yABi). Composi- 
tion methods in homotopy groups of spheres, Princeton 
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Univ. Press, 1962; [7] Н. Hopf, Über die Abbildun- 
gen von Sphären auf Sphären niedriger Dimension, Fund. 
Math., 25(1935) 427—440; [81 W. Hurewicz, Bei- 
tráge zur Topologie der Deformationen I—IV, Proc. Acad. 
Amsterdam, 38(1935), 112—119, 521—528; 39(1936), 117 
—126,215—224; (9] H. Freudenthal, Über die Klas- 
sen der Sphárenabbildungen, Compositio Math., 5(1937), 
299—314, [10] С. W. Whitehead, A generalization of the 
Hopf invariants, Ann. of Math. $1(1950), 192—237; 
[11] A.L. Blakers-W. S. Massey, The homotopy groups 
of a triad П, Ann. of Math, 55(1952), 192—201; [12] 
J.-P. Serre, Groupes d'homotopie et classes des groupes 
abéliens, Ann. of Maib., $8(1953), 258—294, [13] R. 
Bott, The stable homotopy of the classical groups, Ann. 
of Math., 70(1959), 313—337. 
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homotopique 4 Homotopicoperation f гомото- 
пический оператор 日 本 毛 下 总 一 作用 素 ] 

设 X,Y, X’, Y 为 拓扑 空间 ， 中 称 为 一 个 同 
伦 运算 ,如 果 对 于 连续 映射 1e Yx, @ 使 1 对 应 
一 个 同 伦 类 OG) E(X’; Y), 它 是 同 伦 不 变 
"(ФД «(Х; У) 到 x《X';Y') АВ), 
HORARMARH(S It). HTE 
成 是 Xi; Yi) X +++ ХХ, Y) 到 «QC; 
Y') 的 映射 ， 史 的 自然 性 (naturality) 的 意义 是 
指 : 考虑 拓扑 空间 范畴 ' RATER), it 
Y 一 Y' 为 多 中 任意 的 对 象 ', 固 定 X, X’. 这 时 
同 伦 运算 Ф,;5(Х; Y) 一 =(X'; Y) 的 自然 性 
是 指 对 于 范畴 名 的 任意 射 /连续 映射 ) c; Y9 
Z, 下 列 图 表 可 交换 : 


Хр) D (X's Y) 


[3Ë homotopy operation ik opération 


ke or LI 
*(Х; Z) 一 ~ «(х Z), 

BD got, = Фор, 成 立 ， 同 样 ,固定 范畴 名 的 
HR Y, Y’, RX = X' 是 名 的 任意 对 象 , 同 伦 
运算 Bx:x(X; Y) > =(X; У) 的 自然 性 是 指 
对 于 任意 射 bDW — X, АОФ = Фо" KIL, 

定理 :对 于 拓扑 空间 与 连续 映射 的 范畴 
名, 同 伦 运算 By:x(X;Y) — =(X'; Y) «(Хх 
X) 的 元 素 一 一 对 应 . 这 个 对 应 是 使 a € = (X; 
X) 与 同 伦 运算 @(8) 一 aop (8 € x(X;Y)) 相 
对 应 .同样 ， 同 伦 运算 Ф: (ХУ) (Xs 
Ү) 5 (Ys Y') 的 元 素 一 一 对 应 ， 这 个 定理 在 


624 ARER 


多 变量 情形 也 成 立 , 但 要 通过 (X's X VXV 
Od aY x Y; X oos Y) 来 进行 对 应 .上 
面 的 空间 换 成 空间 组 ,定理 也 成 立 . 

【 同 伦 群 的 同 伦 运 算 】 i) X, X APEA 
的 球面 5", 5”, Y, Y' 为 带 基点 的 拓扑 空间 的 情 
形 ,这 时 同 伦 运 算 Ov in (Y) 一 x, CY) #2 (n, 
Р) 型 。 由 上 述 定理 ，(”, p) 型 同 伦 运 算 与 球面 
同 伦 群 ' x,《5") 一 一 对 应 . 

H) 两 变量 (m, n; р) 型 的 同 伦 运算 gr in, 
(Y) X m(Y) > <r(Y) 的 例子 有 Whitchead R, 
把 aezrm(Y) BE (Y) 25H /:(1",Ї")—> 
(Y，*)，8:(1" 加) > (Y, ж) RARE B Imt 
I" x 1" Rae Int" = (1” x 1) UG" x 17) 
到 Y 的 连续 映射 己 定 义 为 F(x, y) = 16), 5 
x,y El" X 1", F(x, у) = g(y) 4 (z, y) € 
I"x r, 因为 Int" 55 sete A, Ја Sá S 
同 凸 ,所 表示 的 同 伦 类 是 mus COL) 的 元 素 ， 
称 为 与 8 的 Whitehead 积 (Whitehead pro- 
duct) 记 作 [0,7 € s, 4,-,(Y) (J. Н. С. White- 
head, Ann. of Math., 42(1941)). Whitehead Bi 
Ji (m, ni m + n — 1) 型 同 伦 运算 . 

设 ф„:(1”, 1") — (S=, ж) 是 把 加 缩 为 一 
点 的 映射 ， 定 义 dm 与 同样 的 Ф, 的 积 映 射 为 
dui 871771 SmVS == (S” x (SUC x 
57), KS", 5* 到 5" V 5" 的 自然 单 射 的 同 伦 类 
为 rE mm(S"VS") B Є x CS V S"), Ф, RS 
同 伦 类 就 是 [e]. G. W. Whitehead 证 明 : 
M 1<p < m + n + min (туп) 一 3 时 ， 直 和 
DY W = (S V S*) 一 ¿m C7) + akz (S°) = [6s 
i], (7177) Qs so Les à], 是 单 射 ) BEIT. 
P. Hilton 推广 到 更 一 般 的 情形 ,证 明 p > 1 时，、 
x (S7 V 5") E TA [s Ju Les cles (Le, 
c) 1, 等 单 射 的 象 的 直 和 ，(m， n; p) 型 同 伦 
运算 与 x, CS" V 5") 的 元 素 一 一 对 应 ,因此 可 用 
合成 及 Whitehead 积 来 表示 .这 同样 对 《mi， 
mz, +++, т; p) 型 同 伦 运算 也 成 立 。 Whitehead 
B La, B) (a € x, (X), BE x,(X)) m > 1 (n > 
1) 对 于 “ 及 分 配 律 成 立 。 Be [8, а] = 
(—1)™ Le, 8] K falah] = Lines fap): X> 
Y). Bik YEm(X)， 则 下 述 Jacobi 恒等式 


CJacobi's identity) 成 立 : (— 1)" а, pl, 71+ 
(DLL, 71, a)--C— D^ ПУ, al, 8] = 0 
《中国 移 - 户 田 宏 ， 上 原 博 -W. S. Massey, ЖЖ 
isi, Hilton). 

【 同 纬 映 射 及 广义 Hof RER] a€a 
(X; YJ 5 8 € =(X; Y”) ROFL AER AT AYES HER 
接 ! 的 类 记 作 a A 8 € xX AX'SY AY) ЖЗ = 
与 8 的 约 化 联接 (reduced join), 24 Y = Y’ = 
S', 8 是 3! 的 恒 等 映 射 的 类 时 ，cAp 是 “ 的 同 
纬 映射 (suspension) Sa € x (SX: SY Jo 是 映射 了 
的 同 纬 映 射 + sf 的 类 (一 般 SX 表示 X 的 同 纬 映 
HOR). AW Sa 常常 采用 德 文 Finhan- 
gung 的 第 一 字母 而 记 作 Ea. MSY 的 恒 等 映 
射 1 可 造 i= Ql: Y + 05Ү 为 iO) = (у, 
1), i REH. (一般 2(Y) 表 示 Y 的 闭路 空 
间 1,) 这 时 is = QeS:=(X; Y)o x(SX; SY), 


— -(X; OSY) Whit, Sig 等 价 ， 在 4 个 


Y 的 积 空间 Y X c X Y 的 点 之 间 引 入 等 价 
关系 (w, yo yo S Yat) m (y t yn s 
ука) 一 … 一 (y cts yas *)， 模 这 个 等 价 


关系 所 得 的 空间 记 作 Yh。 通 过 (2，……， ука) 
— n tts yis *) 可 得 单 射 Y > Ya 这 
一 串 喘 射 的 极限 空间 记 作 Ye 一 U Yaf% Y 
的 约 化 积 空间 (reduced product space), iE Y 29 
CW 复 形 ,其 0 EARTH < , 则 并 Y 一 Yi 一 0SY 
可 扩张 成 到 Ye — OSY, M 7 是 弱 同 伦 等 价 *。 
如 果 X 也 是 CW ЯУ, 05107, :«(Х, Ун)» 
x(SX,SY)o 是 双 射 。 把 Y, 的 子 集 Y 缩 成 一 点 ， 
则 YAY = Y/Y. 这 个 映射 能 够 扩张 成 4: 
Yo 一 (YY)o (1. M. James)， 用 上 面 双 射 代 
A har X, Yoo 一 zx(X,(Y 和 八 Y)。) 就 得 到 对 
应 HixCSX, SY » —> «(5Х, SCY MY)), H(a) 
就 称 为 « 的 广义 Hopf 不 变量 (generalized Hopf 
invariant)。 当 X = Sm-2, y 一 S'7 时 , 它 就 等 
同 于 Нор 不 变量 ! 7:xm-i(5") > Z. 一 般 有 


нез = 0, 且 在 各 种 条 件 下 ,一 > 一 > WES 
性 成 立 (一 同 伦 群 )，S 及 合成 满足 Sep) = 
SaoSp, В.Н WE Н(ао58)  H(e)eS. 又 
H(Sas8) = S(a Aa)eH(B). FER 1 < 3n 一 3 


下 ,关于 а, m € z.(X), PE x(S*), A (a + 
8 = mop + af + [eo ]°H(0) BRI (G. 
W，Whitehead)。 因 此 对 合成 来 说 , 左 分 配 律 一 
般 不 成 立 ,而 右 分 配 律 总 成 立 , 当 # = 58' 时 左 
分 配 律 成 立 ， 在 球面 的 稳定 同 伦 群 ' G 之 间 可 
以 定义 合成 aop € G,,.(a € Gp 8€ Gs) Нва 
律 成 立 , 还 有 Boo = (一 1)**aopg. 

mR Y, У’ 是 Eilenberg-MacLane 空间 +， 
Bo, By 等 空间 , 就 能 得 出 上 同调 群 HG П), 
коф, K 群 等 群 之 间 的 上 同调 运算 !， 典 型 的 
例子 可 举 出 : Steenrod 运算 ! Sq’; H'(X: Z) 
Нех: 2), BiH" (X; Zp) o mem 
(Xs Zp), WIRES ch":K (X) > H” (X; Q) 
(Q AA BAIR), Adams 运算 + ф: КО(Х) 一 
KO(X)(K(X) 一 KGCX))， 这 些 都 是 同 态 (一 
上 同调 运算 , K 理论 ). 

ССО] her ex (Ws X. BE =(X; 
Y)o e € <(Y; Z), 假定 acf = 0, бот = 0, 
在 Puppe 的 正 合 序列 ! 的 交换 图 示 

SE (SW Yo te Y 5 QGYY 

D. (SW s Zh «(С ZI (X; Z) > 
中 ,把 满足 p* (8) € a, i*^ CO) 的 元 素 的 集合 
记 作 (a, 8,Y}， 称 为 二 次 合成 (secondary com- 
position) 或 户 田 括号 (Toda bracket), (а, 8,7} 
是 模 ass (SW; Y) 55 Sr*x (SX; Z) 的 一 个 剩 
RR, 

二 次 合成 的 性 质 : 1) 对 于 a. p, 7 是 线性 
的 ( 当 和 有 定义 时 ); 2) afp, 7, 8} = (а, В, 
r}o(—S8); 3) S{a,8, v) = —{Sa, SP, S7}; 
4) ac(g, 7,8) = (ac. 7, 8), (as, 7,8] = 
{a, Вот, 8), +++; 5) (fa, P, у}, 58, Se) + 
1a, 18, 7, 8}, Se} + (а, В, (v, 8, 6}} = 0. 
如 果 各 空间 X,Y ,Z 均 为 球面 , 则 由 3)， 对 于 
球面 的 稳定 同 伦 群 cr = liman), EE 
义 二 次 合成 (as Bs TY € Grrarrti/ Ca Garrit 
yoGi+art)。 这 时 。 下 面 两 式 成 立 : 6) {y，p， 
a} С) (а, в, ү}; 7) (Dfa, 
8, y] + (—1)%(0, ү, e) + (— Un( v. 9, 8) 
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= 0. 
【 泛 函 运算 】 设 @ 为 与 a 对 应 的 运算 ，7 
为 于 的 类 ,定义 OP) = {а,8.у). WO, ШЕ 
泛 函 多 运算 (functional Ф-орегабоп). Yo XE 
同调 运算 时 ,就 称 为 泛 函 上 同调 运算 (functional 
cohomology operation), 当 B 满足 f* (0) = 
OCB) 一 0 时 , 可 定义 O, RIERA Im SJ” + Im 
Ф. X fist 5", k= 2p — 1) — 1, ER 
BD 运算 ;的 作用 下 , HS; Z,) 的 生成 
元 eu 的 象 设 为 于 (用 sostsie Hn hne 
Z,), 由 此 得 出 模 p Hopf 不 变量 或 mod p 
Hopf 不 变量 (mod р Hopf invariant) Hy: хок 
(S") Z, (p = 2 854"). 下 列 各 命题 是 相 
互 等 价 的 : i) mod 2 Hopf 不 变量 是 非 平凡 的 
(н, = 0); š) 存在 Hopf 不 变量 为 1 的 映射 
SAH Stt, di) St 是 有 空间; iv) «((S*) 的 
生成 元 :的 Whitehead Bl (4, 4] = 0. H; #0 PX 
RF k= 2, 4, 8 的 情形 〈J，Adams)， 对 于 奇 
素数 p. H, * 0 只 限于 一 2 一 3 的 情形 
(A. L. Liulevicius， 岛 田 信 夫 - 山 7 FRG). 
($) (1) P. J. Hilton, An introduction to homo: 
topy theory, Cambridge Univ. Press, 1953; [2] 小 松本 
8-59: ACHAT 1, I， 共立 出 版 ，1957; [3] 
S. T. НОСЯ), Homotopy theory, Academic Press, 1959; 
[4] H. Toda( AME), Composition methods in homotopy 
groups of spheres, Princeton Univ. Press, 1962, [5] E. 
H. Spanier, Secondary operations on mappings and coho- 
mology, Ann. of Math., 75(1962), 260—282, [6] H. 
Hopf, Über die Abbildungen von Sphären auf Sphären 
niedriger Dimension, Fund. Math., 25(1935), 427—440; 
[7] Н. Freudenthal, Über die Klassen der Sphürenab- 
bildungen, Compositio Math., 5(1937), 299—314; [8] 
G. W. Whitehead, A generalization of the Hopf invariant, 
Ann. of Math., 51(1950), 192—237; (9) ЖЖЖ, iE 
d USES MEF, 4(1954), 3, 365—379, 


Eilenberg-MacLane 复 形 1% Eilenberg-Mac- 
Lane complex Ж complexe d'Eilenberg-MacLane 
4& Eilenberg-MacLanesche Komplexe 4 комп- 
лекс Эйленберга-Маклейна Б 7 4 0:72 
беор Е) 弧 连通 ' 的 拓扑 空间 
ху Eilenberg-MacLane 空间 (Eilenberg- 
MacLane space), ШЖХ AY i JEE (X), 
除了 i — (21) 外 均 为 0, 而 OD 同 构 于 已 


626 Eilenberg-MacLane 复 形 


给 的 群 = (CE n > 2 时 是 交换 群 ). 设 s(x) 
是 X 的 奇异 复 形 ', М(Х) 是 SCX) 的 极 小 复 
Ж'. 这 时 M(X) 仅 由 = 及 = 决定 ,是 某 个 Kan 
复 形 !， 这 个 复 形 称 为 Eilenberg-MacLane 复 
形 ， 记 作 K(x, wm), 也 有 不 少 人 就 用 同样 的 记 
号 表示 原来 的 空间 X. ixi X 的 奇异 (上 ) 同 调 
群 与 K(x, n) 的 (上 ) 同 调 群 同 构 。 

[K(x,2)) ik 4(4) Ba 维 单 形 {0, 1， 
"4}，K(r n) 由 K(=, a), = Z" (A (a); 
x), дю = ац, sz = on; REX, K(x, п) 9] 
用 如 下 的 归纳 法 构造 出 来 . K(x, 0), = я 
K Gr n)a = K (z, n — Doa X XK (m, 
n 一 1). ШИ ЕЎ, Klx, n) 99 ERE o 
用 0,6 KG, n — 1), (0 < r < q 一 1) 的 序列 
(04-0 ** 9) RAM, Өш, но 由 Ojos si, 
Q <;j<r,0<r<q— 1) RE. 这 种 造 法 
称 为 W 构造 (W-construction)。 S. Eilenberg-S. 
MacLane 用 来 求 出 K(x, п) 的 以 G 为 系数 的 
同调 群 Hae, n; G) 的 方法 是 W 构造 及 棒 构 
ЭВ (Баг construction) ([1])。 后 经 Н. Cartan 将 
这 个 方法 改进 ,用 所 谓 Cartan 构造 的 想法 完全 
决定 了 K(x,n) 的 (上 ) 同调 结构 (一 公式 6 
11), А K(z, п), = ж {Н H"(x, n; x) 
= Hom (x, *)。， 在 这 个 对 应 之 下 , 恒 等 映 射 
l: x— x 所 对 应 的 K(x, n) 的 上 同调 类 称 为 
基本 上 同调 类 (fundamental cohomology class) 写 
ФЕ и". 

设 X 为 CW 复 形 +, 连 续 映 射 ХК (x, 
п) 的 同 伦 类 + D] 与 Н"(Х; =) 的 元 素 z 在 关系 
r= Ра" 下 是 一 一 对 应 . BY x(X; К Ge п) 
H"(X; x) (~E). 

[Постникв ЖЖ] 设 空间 X 满足 CX) 
=0G т, п), aX) &x, =,(X) 2 x” (0 
< m < n), «(X) 简单 地 作用 于 (X) 上 (一 
同 伦 群 )， 设 空间 Y 满 足 (У) 一 0 Gm, 
a) x's 空间 Z 满足 CZ) = 0G Ant 
1), mai (Z) =x", HYF] Z 的 映射 1+ 从 Z 
上 可 缩 的 + 纤维 空间 ! EZ SIB f*EZ. H) x 与 
f#EZ 具有 相同 的 同 伦 型 +， 从 而 该 同 伦 型 由 
=, =” ДЕ EZ IURIS ту Ге ат енен 


(x, m; x”) 决定 。 KP AR HEM fE Eilen- 
Ьег-Постников 不 变量 (Eilenberg-Postnikov 
invariant) , 通常 用 AT 表示 . CW Ж X' 的 连 
续 映 射 g: X" — Y 可 以 提升 成 连续 映射 f: X'— 
X, E pof — g MAAR IR — 0, 此 处 p: 
X 一 了 是 自然 射影 (一 障碍 理论 ). 

ette Ze (KG, т); a) 为 r+ 的 代 
RIG, WX 的 极 小 复 形 和 用 下 述 方法 定 出 的 
Kan 复 形 K = K(x’, m, К, a^, n) 同 构 。 
K, = K(x", n), X K(x’, m), 的 9 维 单 形 
用 一 对 元 素 r x q RA, rE K(x", п), Roe 
K(x’, т), 9:169) > K(x m) Ж д, s FIZE 
换 的 映射 (一 复 形 ), 其 中 200, 1, +++, 4) =o, 
BER m (ous t р) EZ (4 (q); =”) = 
K(x", п + 1401€ KG, п),). Oi, si ЯН 
Oy (x X о) = py ° Bor X ма, 8, (z X a) = 
ðr X ali 2 0), (т X 0) = sr X so KE 
X. 并 且 满 足 x (X) 一 0 02 n), (X) = 
xP = 1, eee, n) 的 空间 X 的 极 小 复 形 与 由 
x R jj RYG <i) Mx (j <i) 定义 的 某 示 
性 类 i САВ AAT REY Kan 复 形 Х,= 
K(x®, Р, x, LEM к“, х) fats. 一 般 来 
说 ， 任 意 空间 X 的 极 小 复 形 与 由 (X) = x 
及 RM € HY (Xi x) 所 决定 的 Kan 复 形 
X. 同 构 ,这 个 复 形 X. PA Постников WH 
(Postnikov complex). 

BH ah, ktt, HIE Постников 复 形 的 
同调 群 的 有 效 方法 以 及 群 的 结构 等 等 ， 我 们 现 
在 还 一 无 所 知 . 

【对 称 积 】 设 X 为 拓扑 空间 , SPX nA 
X 的 对 称 积 (symmetric product) (B. X" = X x 
“… X X 在 = 次 对 称 群 ©, 的 作用 下 的 等 价 类 
X"/5。). 设 XO 是 满足 x (X?) = 0G s i), 


a (X9) e HC 的 空间 , 则 sp=x 5 [T хо 
i 


具有 相同 同 伦 型 .特别 有 M (sP*s") = K (Z, 
za)([4])。 利 用 这 个 结果 把 上 同调 运算 + 的 两 个 
定义 ( 即 N. E. Steenrod 用 对 称 群 6。 的 定义 和 
Eilenberg 及 Serre 用 K(x, п) 的 定义 ) 之 间 的 
关系 搞 清楚 了 (A. Dold， 中 村 得 之 ,1959)， 另 


外 , 关于 SPX (LAIRD A PAO TSE 
工作 (1957). 

[5] (1] S. Eilenberg-S. MacLane, On the groups 
H(m,m) tI, Ann. th., 58(1953), 55—106, 60 
(1954), 49—139, 513. .-Р. Serre, Cohomolo- 
gie modulo 2 des complexes ülenberg-MacLane, Com- 
ment. Math. Helv., 27 (1953), 198—232; [3] H. Car- 
tan, Séminaire de H. Cartan, 1954—55, Paris; [4] A. 


Dold-R. Thom, Quasifaserungen und unendliche symmetri- 
sche Produkte, Ann. of Math, 67(1958), 239—281; 
[5] Е. Н. Spanier, Algebraic topology, McGraw-Hill, 
1966; [6] A. Dold, Über die Steenrodschen Kohomolo- 
gicoperationen, Ann. of Math., (2) 13 (1961), 258—294; 
[7] T. Nakamura (中 村 得 之 ), On cohomology opera- 
tions, Japan, J. Math., 33(1963), 93—145; [8] M. Na- 
kaoka (ҢҮ В), Decomposition theorem for homology 
groups of symmetric groups, Ann. of Math. (2) 71 
(1960), 16~42. 


Lie 群 与 齐 性 空间 的 拓扑 
groups and homogeneous spaces 


| topology of Lie 
法 topologie des 
4% Topolo- 
gie der Lieschen Gruppen und homogenen Ráume 
4& топология группы Ли и однородного прост- 
ранства A ) Rt А200) 研究 
Lie 群 与 齐 性 空间 的 拓扑 时 ,特别 要 论 及 其 (上 ) 
同调 群 及 同 伦 群 '。 把 齐 性 空间 表 为 Lie BE 
WP AF BEM RESTA] G/H hh, (G, G/H, 
H) 就 成 为 以 G/H 为 底 空间 , 以 已 为 纤维 的 纤 
维 丛 !。 从 而 可 用 纤维 丛 的 同调 论 、 同 伦 论 〈 谱 
序列 '， 同 伦 序列 的 正 合 性 等 等 ) 来 研究 .我 们 
已 经 知道 Stiefel 流 形 +，Grassmann Ét, Käh- 
lee 齐 性 空间 等 的 胞 腔 剖 分 +， 这 在 同调 和 同 伦 
中 也 起 作用 。 对 于 对 称 Riemann 空间 *, 有 应 用 
不 变 微分 形式 论述 实 上 同调 环 的 理论 ([7]), 有 
利用 Morse 理论 的 基本 定理 * 把 它 的 闭路 空间 * 
及 其 有 关 的 齐 性 空间 的 同调 与 G/H WAR 
(diagram) 联系 在 一 起 的 理论 ([4], [5]) 等 等 。 
一 方面 Lie 群 本 身 也 可 以 看 成 齐 性 空间 的 特殊 
情形 或 对 称 空间 的 特殊 情形 来 研究 ， 另 一 方面 
利用 群 的 乘法 也 能 进行 种 种 研究 [101, LI], 
[2]. 由 于 连通 Lie 群 与 其 某 个 紧 子 群 和 
Euclid ZR] RUA (Cartan-Manoues-4 0% 
SESE"), Lie 群 的 拓扑 通常 只 限于 讨论 紧 群 的 
情形 . 
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【 紧 Lie 群 的 同调 1 设 G 为 紧 、 连 通 Lie 群 . 
G 通 过 群 鸭 乘法 而 成 为 瞩 空 间 ', 从 而 对 于 任 
BERRA, H*(G; k), H, (G; k) 成 为 互相 
对 偶 的 Hopf (CË. H*(G; ATE MATAR 
与 初等 Hopf 代数 的 张 量 积 ! 同 构 〈 一 Hopf 代 
数 )， 但 因 G 是 有 限 多 面体 +， 故 其 张 量 积 因子 
中 不 能 出 现 多 项 式 环 !， 特 别 当 《 二 R( 实 数 域 》 
By, H* (G; R) = Ла (х, +++) (具有 奇数 
次 生成 元 ma， cron 的 尽 上 的 Grassmann 代 
数 !)。 我 们 可 以 选取 生成 元 r; 使 得 4* (к) 一 
1@x,+2,@10 <i </)((10]). RAR 
性 质 的 x, 称 为 本 原 的 《primitive)。 因 此,，H* 
(G; R) 的 对 偶 乘 法 ! 4* 是 可 交换 的 , 从 而 乘法 
A. 也 可 交换 ， 而 且 Hopf 代数 H,(G; R) 也 

与 相同 次 数 的 奇数 次 生成 元 у, 生成 的 
Grassmann 代数 (1[12])。 当 域 丰 的 特征 去 0 时 ， 
如 一 般 是 不 可 换 的 . 

紧 连 通 Lie 8:6 的 极 大 环 面 群 的 维 数 "是 
一 定 的 .> 称 为 5 的 秩 (rank). GHJ Lie 代数 
9 的 极 大 交换 子 代数 是 9 的 Cartan 子 代数 , 其 
维 数 就 等 于 r. Lie 群 C 的 秩 与 H*(G; R) 的 
生成 元 的 个 数 相等 ([7], [11])，E. Cartan 用 
不 变 微分 形式 讨论 H* (G; R)([?]), 这 个 方法 
后 来 产生 出 Lie 代数 的 上 同调 理论 。H*(G;R) 
在 群 G 的 局 部 同 构 ' 下 不 变 。 对 于 各 种 单 群 的 
局 部 同 构 类 的 H*(G; R), 典型 紧 单 Lie HE AY 
H*(G; R) 是 由 К. Brauer ([6]) 计算 的 ， 而 
例外 紧 单 Lie EP 09 J& EA Bk (C.-T. Yen 
[13]) 及 C. Chevalley ([9]) 计算 的 (一 公式 6 
IV). iE H* (С; R) 的 生成 元 x, 的 次 数 为 
2m—1,1 <i € I, 而 且 m, < m, < ***<m, 
34 G 为 单 群 时 ，mi 十 ты 一 常数 《Chevalley 
HBE) 这 个 性 质 可 以 不 依赖 于 单 群 的 分 类 
来 证 明 . 并 且 m, 还 有 种 种 群 论 意义 . 

对 于 所 有 的 紧 . 单 Lie В, H* (G; Z,) (p 
ARR, Z, 一 Z/p Z) 作为 分 次 代数 已 被 A， 
Borel, 荒木 捷 朗 ，P. Baum, W. Browder 定 出 来 
(一 公式 61V). 

【分 类 空间 ' 的 上 同调 】 设 (Ec, Bo, G) 为 
紧 、 连 通 Lie 群 G 的 万 有 纤维 从 '。 当 ?为 素数 
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《或 0)，G (的 整 系数 上 同调 ) 不 具有 P HRC 
BEBE), H*(G; Z,) = Az, Gi, ,xi)( 或 
H*(G; Z) 一 人 z(ri zx0)) 是 Grassmann {È 
Mo dgr; 一 2m 一 1(1 <i <1) ERT x 都 
可 以 选取 为 在 万 有 纤维 从 的 谱 序 列 中 可 超 OU 
Кл. ВЕНЕ НО yo tts у, MU деру, 
=2m (1 < i < 1), ADRS BM Z, 
《或 Z) HARB EVEL yo +++, у 为 生成 
元 的 多 项 式 环 ， 设 了 为 G 的 一 个 极 大 环 面 子 
BY. 若 令 Br 一 ET, W B, 是 工 的 分 类 空 
(al, GRE TAY Weyl BY W= N(T)/T 是 
在 By LAY MER. H*(T; Z) ЖАЯ 
群 , 它 是 有 /! 个 1 次 生成 元 的 Grassman 代数 ， 
Mili H*( Br; Z) = Zl. , шщ] „дери, = 2. 
it H*(Br; Z) 中 由 W- 不 变 多 项 式 构成 的 子 
Жж Iw. CHAM (Br, Bo, G/T) 的 射影 为 
р, G AR p ВЕСЕО, 则 由 o 诱导 
的 在 2, (或 Z) 上 同调 的 映射 p* 是 单 射 ", Н. 
p*: H*(Bo; Z,) = lw@Z, (或 H*(Bo; Z) 
= Iw) RIC). Mp = 0 时 ,关于 ? ЕНУ 
假定 总 是 满足 ,所 以 对 任意 的 群 C, H*( Bc: R) 
= WOR RY, Н т, +++, m iW 不 变 多 项 
式 环 1w 的 生成 元 的 次 数 . 

Bl 1) G 一 U(n). 1 — n, HARARE. 
Ww 作为 生成 元 ty +++, un 的 所 有 置换 的 群 作 
用 于 H*(Br; Z) 上 . 因此 D, 的 生成 元 就 
Ji uy, +++ ‚ и, 的 基本 对 称 多 项 式 ? wu uL 
设 cree, ec, 是 泛 陈 类 +， 则 o*(c) = оз, B. 
H*(Buay; Z) = Zleis *--, Ca] BEI. 

Pl 2) G = SO(n), I= [1/2], Lp #2 
时 ,不 具有 ? БЕВ. WHEAT H*(B,,Z) 上 作 
为 生成 元 wm，'…， 的 所 有 置换 以 及 下 列 变换 
生成 的 群 : 当 为 奇数 时 ， 是 使 任意 个 生成 元 
改变 符号 的 变换 , 当 n 为 偶数 时 ,是 使 偶数 个 生 
成 元 改变 符号 的 变换 . 因此 1w 的 生成 元 , 当 n 
ЕНИН, MIN E S Ea ET 
t5, п BE EO, m E ttn 
WE р, ttt pi A Понтрягин 类 +, 当 = 为 偶数 
时 ， 设 x 为 泛 Euler-Poincaré 类 +， 则 在 整 系数 
情形 р" (p) = ai, o*G) = utm. 设 р.х 


的 系数 取 为 modp 时 分 别 为 p. x, WHY 
(Воо Zp) 一 Z, [pis ^ Pil, НАВ souns 
Z,) = 2,16, ++- а, #] (p = 0 R> 2), 

P 3) 4 G — O(n) 对 ,用 对 角 和 矩阵 全 体 
所 构成 的 子 群 2 代替 T, 对 于 Z, 上 同调 可 与 
上 面 所 说 的 相仿 进行 讨论 ， 因 为 8 与 (Z)" 同 
Ж.К H*(Bo; Z,) = Zion, vn), дево 
1, 是 多 项 式 环 , 与 W 一 样 ，W; = N(0)/0 在 
Bo 上 右 平 移 地 作用 ,Ha: 到 H*( Bo; ZR TER 
AE eo rv, 的 所 有 置换 所 成 的 群 ， 设 1w, 是 
H*(Bo3Z,) 的 W,; 不 变 多 项 式 作成 的 子 环 . Iw, 
是 由 vistos va BEAR RER opor 
ARRAS RIA, AMETE ро: Bo — Bow e? 
是 Z, 上 同调 的 单 射 , or: H* Boc): Z2) & Lus. 
{RY Stiefel-Whitney Ж! 29 wi, ++, Was WI oF 
(=) = 07, B H*(Botm3 £) = Z, [wots 
wy) ([2]) RI. 

【Grassmann 流 形 】 Grassmann 流 形 是 Rotm 
的 ” 维 子 空间 全 体 所 成 的 流 形 M uas, (R), Ж 
? 维 定向 子 空 间 全 体 所 成 的 流 形 Mus, CR), 
或 C"+" 的 =” 维 子 空间 全 体 所 构成 的 流 形 
Mstma(C), 它们 可 以 分 别 表 为 商 空间 M a 
(R) = O(n + m)/O(n) X 0(m), Miu, CR) 
= SO(n + m)/SO (n) X SO(m), M,,,,,, (C) 
= U (n + m)/U (n) X О (т). Grassmann jit 
形 具有 由 Schubert SAT fE 09 as И FE ET 
讨论 Grassmann ЖЖ EAW (一 示 性 类 ). 
M nima (R), Anima (R) 不 具有 p #2 的 p 
BEER Matmn(C) 不 具有 挠 群 ， 因 为 它们 分 别 
是 O(n), SO(n), U(n) 的 m,m,2m 十 1 分 
类 空间 ,所 以 它们 的 上 同调 与 Be (6 = O(n), 
SO(n), U(n)) 的 上 同调 分 别 在 维 数 <m, <m, 
< 2 m 时 同 构 ,在 低 维 时 ,成 为 由 各 种 泛 示 性 类 
生成 的 多 项 式 环 . 

【 齐 性 空间 G/U (G 的 秩 = U 的 秩 ) 的 上 
同调 】 设 6G 为 紧 ,连通 Lie BU GUT 
Th G 与 U 的 秩 相 等 时 ，H*(G; R) 及 H*(U; 
R) 的 生成 元 次 数 分 别 为 2m — 1,7, 2m— 
1, 2л 1,5,2 — 1, 则 对 于 齐 性 空间 
G/U 的 实 Poincaré 多 项 式 1 Pas ff Po(G/U, г) 


= [[ a — 25/a — ач) 成 立 (G. Hirsch А 


3k. Н. Cartan-J-L. Koszul-J. Leray, Colloque de 
Topologie, Bruxelles, 1950), “4 G, U, G/U #4} 
ЖАЯ p 乒 群 时 ,对 于 以 Z, ARR Poincaré 
多 项 式 有 同样 的 公式 成 立 ([1]).。 и 为 某 环 面 
群 的 中 心 化 于 ' 时 , G/U 具有 复 解 析 的 胞 腔 剖 
分 〈[3])， 从 而 不 具有 挠 群 ， 这 是 R. Bou-H. 
Samelson 应 用 Morse 理论 证 明 的 ([5]) (一 大 
范 转变 分 法 )， 特 别 U = T 的 情形 , 从 很 早 就 
进行 过 种 种 的 研究 . 

UE Lie 群 的 同 伦 群 】 K Lie с 的 基本 
TE x(G) 是 Abel BÉ. m(G) 一 0([81). 在 G 
上 应 用 Morse 理论 时 ， 变 分 完备 性 《variational 
completeness) 成 立 ,特别 可 得 闭路 空间 0G 不具 
有 搁 群 ,奇数 维 上 同调 为 0([4])， 因 此 , 当 C 
是 非 交换 单 群 时 , m (6) e 7%. FA GH 
齐 性 空间 的 各 种 性 质 , 纤维 从 的 同 伦 序 列 ，2， 
上 同调 的 Steenrod 运算 + 等 等 ,对 各 单 群 的 同 伦 
群 进行 了 种 种 研究 , 荒木 捷 朗 等 人 对 (С) 
(i < 13) 进行 了 完全 计算 .对 于 典型 Lie EHI 
稳定 同 伦 群 '，Bott 周期 性 定理 ?成 立 ， 这 在 天 
理论 中 也 有 应 用 (一 同 伦 群 , K 理论 )， 关 于 同 
伦 群 的 结构 一 公式 6 VI, 

Stiefel 流 形 的 同 伦 群 在 用 障碍 上 闭 链 ? 来 定 
义 示 性 类 时 要 用 到 (一 纤维 从 )( 一 公式 уп). 

[Ф] [1] А. Borel, Sur la cohomologie des espaces 
fibrés principaux et des espaces homogénes de groupes de 
Lie compacts, Ann. of Math., 57(1953), 115—207, [2] 
A. Borel, La cohomologie mod 2 de certains espaces ho- 
mogénes, Comment. Math. Helv., 27(1953), 165—197; 
[3] A. Borel, Kühlerian coset spaces of semi-simple Lie 
groups, Proc. Nat. Acad. Sci. USA., 40(1954), 1147— 
1151, [4] R. Bott, An application of the Morse theory 
to the topology of Lie groups, Bull. Soc. Math. France, 84 
(1956), 251—282, [5] R. Bot-H. Samelson, Applica- 
tions of the theory of Morse to symmetric spaces, Amer. 
J. Math., 801958), 964—1029; [6] R. Brauer, Sur les 
invariants intégraux des variétés des groupes de Lie sim- 
ples clos, C. R. Acad. Sci. Paris, Z01(1935), 419—421; 
[7] E. Cartan, Sur les invariants intégraux de certains 
espaces homogènes clos et les propriétés topologiques de 
ces espaces, Ann. Polon. Math., 8(1929), 181—225; [8] 
E. Cartan, La topologie des groupes de Lie, Actualités 
Sci. Ind., Hermann, 1936; [9] С. Chevalley, The Betti 
numbers of the exceptional Lie groups, Proc. Internat. 
Cong. Math., 1950, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., 
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1952, vol 2, P. 21—24; [10] Н. Hopf, Über die To- 
pelogie der Gruppen-Mannigfaltigkeiten und ihrer Verall- 
gemeinerungen, Ann. of Math., 42(1941), 22—52; [11] 
Н. Hopf, Über den Rang geschlossener Lie'scher Grup- 
pen, Comment. Math. Helv., 13(1940—41), 119—143; 
[12] Н. Samelson, Beiträge zur Topologie der Grup- 
pen-Mannigfaltigkeiten, Ann. of Math., 42 (1941), 1091 
一 1137; [13) Chih-Tah Yen (7 zik), Sur les polynomes 
de Poincaré des groupes de Lie exceptionnels, C. R. Acad. 
Sci Paris, 228(1949), 628—630. 


纤维 空间 [3 fibre space 法 espace fibré Ж 
Faserraum {Å расслоенное пространство 日 了 
7 1 人气 一 空间 ] J-P. Serre 根据 纤维 从 + 具有 
的 覆盖 同 伦 性 质 来 定义 纤维 空间 ,并 把 J. Leray 
谱 序列 用 于 其 (立方 体 的 ) 奇 异 上 同调 群 !([1]), 
它 对 决定 各 种 空间 的 (上 ) 同 调 的 结构 以 及 同 伦 
群 等 等 极为 有 用 ， 今 天 已 成 为 拓扑 学 的 基本 概 
二 之 一 
【定义 】 已 给 拓扑 空间 之 闻 的 连续 映射 
p: E — B 和 拓扑 空间 X 时 ,如 果 对 于 任意 的 连 
续 映射 天 X 一 和 满足 pof == go 的 同 伦 ' g, : X 
— B, FER fX > E {# fo f, ро], = g 
RIL. WER Р А] X Ж B ak [E fe tE Covering 
homotopy propery)。 如 果 ” 对 任意 立方 体 1"= 
{Cars 77 22]0€ x; <1} (a= 0,1, 7, 
8 3613 e PE RAS GAR ER CW SUE? FJ 
样 性 质 成 立 ), #Н (Е, p, B) 就 称 为 纤维 空间 ， 
巨 称 为 全 空间 (тош! space), P 称 为 射影 (projec- 
tion), BEK% EZME] (base space), Р, = р-Б) 
称 为 CEB Еб (fibre). 

已 给 拓扑 空间 EB,F 及 连续 映射 p:E~ 
B, 对 于 每 点 b& B， 如 果 存在 6。 的 开 邻 域 U 及 
FARE @:U х F = р (0) {E ppl, у) = PQ 
EU，)EF)， 则 组 (E, p, B, F) 称 为 局 部 平 
凡 的 纤维 空间 (locally trivial fibre space), Esp, 
вш Е, F 称 为 纤维 ， 这 时 , ”对 于 任意 
的 仿 紧 ' 空 间 , 有 覆盖 同 伦 性 质 , 从 而 (E, p, В) 


是 纤维 空间 上 且 任 意 的 纤维 丛 * 显然 是 局 部 平 
凡 的 纤维 空间 . 
【道路 空间 】 纤维 空间 另 一 个 重要 的 例子 


是 道路 空间 ， 对 于 拓扑 空间 X 的 子 集 Ае, As 
X 的 道路 , 即 满足 (е) Є ACE = 0, 1) 的 连续 
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映射 x:1 XC = [0, 1]) 的 集合 引 人 紧 开拓 
扑 + 所 成 的 拓扑 空间 OX; Ao A.) 称 为 道路 空 
[8 (path space), SEX pe: Q(X; do 4) > A. 
JJ p(w) = we), W] (QUX Ao» 4,), Pes A.) 
是 纤维 空间 (в = 0,1). 实际 上 , р, 对 于 任意 
的 拓扑 空间 都 具有 覆盖 同 伦 性 质 ， 特 别 若 4e 一 
X, A= ж 《一 点 ), 则 纤维 空间 (2(X; X, =), 
Ро X) 的 全 空间 是 可 缩 的 +， 其 纤维 ро (к) 一 
Q(Xi*, ж) = OX 是 X 的 以 * 为 基点 的 闭路 
空间 !， 且 对 任意 的 连续 映射 fY 一 X， 若 令 
Еу = {(у, w)EY x 0(X; X, X) | !G) 一 
w(0)} WY C En Вуж Ei; 的 形变 收缩 核 '， 
[B4 ply, w) = w(0) j, A (En p, X) RA 
维 空间 , H. f = p| Y 成 立 ( 这 个 E, 称 为 了 的 映 
HR). 

【纤维 空间 的 同 伦 群 】 纤维 空间 中 同 伦 
群 ! 之 间 有 下 述 Hurewicz-Steenrod 同 构 定理 
(Hurewicz-Steenrod isomorphism theorem) 成 立 : 
设 (E, p, B) 是 纤维 空间 ， 基 点 * € B 上 的 纤 
维 是 F = p (9), WU pv: (E, F) 宕 xs(B) 当 
nD 2 时 是 同 构 , п 一 1 时 是 双 射 。 因 此 下 述 
纤维 空间 的 同 伦 正 合 序 列 (homotopy exact se- 
quence) 成 立 : 


eee > map (B) m n CF) > n (E) 


(вуз. 


对 于 任意 的 CW ИЖ Z 这 序列 还 可 推广 成 下 
面 的 具有 基点 的 同 伦 集 + =*(Z;) 的 正 合 序列 : 
e aZ; OB) — x(Z3 Fe 
te , (Z; Ey *(®з В. 

P 1) 4 (Е, р, B) R H RB (cross-sec- 
tion) 即 存在 连续 映射 大 B > E i pof == 1 时 ， 
或 纤维 F 是 E 的 收缩 核 ' 时 , я, (Е) = n, (B) 
s (F); МЕЖЕ E rh HRN, x, (B) = n CE) 
xa) (n 22). 

例 2) 如 果 纤 维 空间 CE, p, В) H, B 为 
弧 连 通 +, Е n 连通 ', H p+: CE) = x, (B) 
(i 之) 成 立时 , 则 称 (E, p, B) 为 严 连 通 纤 维 
空间 (n-connective fibre space)。 对 于 任意 的 弧 
连通 的 了 3 п, 这 种 空间 存在 , 


fi 3) 对 于 CW 复 形 X, 存在 拓扑 空间 
X。。 及 连续 映射 J.X — X,, qeaiXsn > X, 
(я == 0,1, +++) 满足 下 面 D—iv): i WRX 
是 mm 连通 的 , 则 X,(0 < n < т) 0—45 4)»: 
x (X) & x (X,) G < n); iii) (Х, qus Xe) 
是 纤维 空间 ,其 纤维 是 Eilenberg-MacLane 空间 ? 
К(=, (X), n); iv) qf, 与 fua АЮ". З 
系 [X。, 刀 ,4。] 称 为 X 的 Постников 体系 (Post- 
nikov system)。 这 也 表示 , 在 某 种 意义 下 ,，X 可 
以 分 解 为 Eilenberg-MacLane 空间 . 

【纤维 空间 的 谱 序 列 】 上 同调 性 质 主要 从 
以 下 结果 推出 (同调 性 质 也 一 样 )， 假 定 纤维 空 
fJ CE, p, B) 的 底 空间 了 是 单 连通 的 ， 纤 维 
F = op (ж) 是 弧 连 通 的 , R 为 主 理想 环 ', 则 存 
在 上 同调 谱 序列 + 

(EDT, dits Ete — Ерин), 


ss., © 


r=0,1, 
(me E= D кг, d, = Dae, ME kR 
= я 

BU, d, 为 R 线 性 映射 ,满足 dedr 一 0, 且 Еп 
Кеа Ла df", WI HCE,) = Eras) ,满足 
下 面 Dv). 这 个 UP) 称 为 纤维 空间 (E, 
p,B)89 CR 系数 的 奇异 上 同调 的 ) 谱 序列 (spec- 
tral sequence), 

i) 4р <0 09 < 013, Е? 一 0， 如 果 
r > max (p, q + 1), ЙЇ Eft = Epi = +++ = 
Et". 

ii) BE 中 有 乘积 满足 EP EP C ЕР, 
d, (u+ v) = (di) о + С) u + (duv) (u € 
E?")。 它 诱导 出 的 H(E,) 中 的 乘积 与 Ern 的 
乘积 一 致 . 
iit) Е. 是 奇异 上 同调 群 H*(E;R) 相伴 的 
分 次 模 , BU Н" (Е; R) = D DD DoD 
DDD = 0, B. Еб = рори": p 
X. BH H*(E; В) WER “WR pr DU 
c pri e, үң SH Pus Ee 的 积 一 致 . 

iv) Et = Н'(В; Н“(Е; R))， 式 中 左边 
的 积 与 右边 的 上 积 相对 应 . 

v) Hs R) = EP Ep ETT 
Ez? = Dc HAE; R) ARS р" — Bs 


H'(E; R)=D™ — ЕЗ" = Е, С... E^ C 
Eb = HF; R) 的 合成 与 i*(i: FC E) 一 至 
《一 都 表示 到 商 群 的 射影 )， 在 序列 BCF;R) 
s MCE, F; R) < ims R) 中 ,我们 有 
0*7 (Imp*) = EX, Coim p* = Ez^, B. da: 
Est — Et? 与 超 渡 (transgression) г* = р? 10 
8*:8*-! (Im p*) — Coim p* —#k. 8*7 (Imp*) 
的 每 个 元 素 都 称 为 超 渡 元 素 . 

在 以 下 诸 例 中 《如 司 以 前 一 样 假定 8 是 单 
连通 的 , F 是 弧 连 通 的 ), 由 万 有 系数 定理 +, 从 
条 件 iv) 可 推出 ЕР = H?(B; R) Q НИСЕ; 
R). 


例 4) 对 于 Poincaré ФР) = >) 


Ф", == dim, H,(E; k) (为 域 )), 有 P,G)= 
Pale) * Prt) — (1 + 0) eG) BL. ОЖЖ eG) 
为 非 负 系数 多 项 式 ) (Leray)。 特别 对 于 Euler 
示 性 数 + X(E) 一 Pe( 一 1), 有 x(E) = x(B) - 
XCF) 成立， 还 有 ， 假 如 对 每 个 ”二 0，ie: 
H,(F; k) — H,(E; k) — ВЯ, | Ро) 一 
PG) > P,(z) BR IZ. 

例 5) 同 构 定理 .如 果 H.B, R) = 0 (0 
<n <r), H, (F; R) = 0 (0 <n < s), WM 
O<n<r+sit}, fi pa: H, (E, F; К) = H, 
(B; К), in em r+ BD ps RN, RIE 
纤维 空间 的 同调 正 合 序列 (homology exact se- 
quence); 

see HUS R) “> HS RY 


HAS R) HCF; В) > n <r Hs 
成 立 ， 上 同调 也 一 样 . 

Bl 6) Ië H*CFs R) e H" (57, R) (S 为 
r 维 球面 , > > 1), 设 B=M, 为 ?的 映射 柱 '， 
P: Ë — B 是 由 定义 的 连续 映射 , 则 有 Thom- 
Gysin 同 构 (Thom-Gysin isomorphism) g: H°! 
(B; R) = Н"(Ё,Е; R), (n > 0) 成 立 ,有 gla) 
= g*G) URC) (一 微分 流 形 的 拓扑 学 [Thom 
复 形 ])， 我 们 还 有 Gysin 正 合 序列 (Gysin exact 


sequence): 


e Hs R) > HG Вун" (В: 
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—5. ge (B; R) > ee 

成 立 , НЕЕ eae) =a UO = QU a(0 =g 
(1) € H*(B; R)). 3EB O J Hr (F; К) = R 
的 生成 元 在 超 渡 r* 下 的 象 , 如 果 r 为 偶数 , MUJ 
2 0 二 0.( 这 结果 当 + = 0, R = 2, FE te RIZ.) 

Bl 7) i H" (B; К) = Н" (Sr; R) (r > 
2), WI H*7CF; R) = H°(E, Е; R) (520), 
且 存 在 王 ( 宪 钟 ) 正 合 序列 (Wang exact se- 


quence), 


= HCE; R) > H'(F; R) 


9. ue R) HUS R) > +++ 
其 中 6 满足 0(aU8) = O(a) 08 + (—1)"°— 
aU 0(8) (a, BE H"(F; R)). 

例 8) RA RUE < 2, 如 果 HO k)= 
0 (n > 0) HIK H*(F; k) 由 有 限 个 奇数 维 的 
TRER MI HCF; k) e ACs ONR 
(REO), H*CB SA) = kly tto yilo ya = GD) 
(A. Borel). 

[8) [1] J-P. Serre, Homologie singulière des 
espace fibrés, Ann. of Math., 54 (1951), 505; [2] 
$.-T. Hu СЎМ), Homotopy theory, Academic Press, 
1959; [3] А. Borel, Sur la cohomologie des espace 
fibrés principaux et des espaces homogénes de groupes 
de Lie compacts, Ann. of Math., 57(1953), 115—207; 
[4] ARRA- HOF, CLR П, AEP a 
座 , 共 立 出 版 , 1957; [5] /|MAMBIOC- PP DRE TERCER DL 
相反 何 学 0， digg, 1967; [6] 况 韶 良 次 -山田 信 夫 -万 田 
RF It， 涯 波 , 近 刊 , 


纤维 从 [Ж fibre bundle 法 espace fibré Ab 
Faserbiindel 4 расслоение A 774—8] 
E. Stiefel 考虑 了 以 微分 流 形 ! 的 每 一 点 为 原点 
的 有 限 个 线性 独立 向 量 场 ， 引 人 流 形 的 微分 同 
胚 + 不 变量 [2]。 H. Whitney 把 流 形 及 以 其 上 
每 一 点 为 原点 的 线性 独立 的 切 向 量 组 全 体 总 括 
在 一 起 而 得 到 纤维 从 的 概念 [3])。 陈 省 身 认 
识 到 Е. Cartan 的 联络 的 几何 学 思想 与 纤维 从 
理论 有 密切 的 关系 ， 从 而 把 微分 几何 学 推进 到 
大 范围 的 情形 ([4])。 除 切 从 以 外 ,在 Lie 群 ' 
及 齐 性 空间 +, 覆盖 空间 ! 及 一 般 的 (或 C" 的, 解 
析 的 ) 向 量 丛 等 许多 方面 都 用 到 纤维 从 理论 . 
纤维 从 的 同调 结构 的 研究 通过 其 谱 序 列 * 
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的 理论 而 得 到 发 展 。 随 着 上 同调 运算 + 研究 的 
进展 ， 各 种 齐 性 空间 的 上 同调 结构 及 各 种 示 性 
类 + 逐步 明显 地 计算 出 来 。 且 以 有 限 CW 复 形 * 
X 为 底 空间 的 向 量 丛 的 等 价 类 全 体 所 生成 的 
群 K(X) 是 广义 上 同调 群 ', 这 种 K 理论 (>K 
理论 ) 正 在 进一步 发 展 起 来 。 

LEX] ACE, p, B, F,G,U., Pa) K 
H, Е,В, Е 是 拓扑 空间 ，p: E — В 是 连续 
BUN, G 为 有 效 ! 作 用 于 下 上 的 左 拓扑 Е, 
{Uu} Ca € A) ВЕЕ", ф„:Ш„Х F = pt 
(U.) A-RA. 如 果 这 样 一 组 满足 下 列 i) 
一 ii), 则 称 为 坐标 从 (coordinate bundle): i) ppa 
(b, y) = bC € Uas y € F); ü) WREX Pas: 
Ер) € U,)XI qu Cr) = PaCS sy) Ў 
+T BEUNUs, 有 gpd) = Pi pos € G; їй) 
gu:Uen Us 一 G 是 连续 映射 .对 于 另 一 个 坐标 
АСЕ p, B,F ,G,U,, pu) SUR b E€ UNU, BY 
由 Bel6) = Pik Pa € G 定义 的 gus; YU, 
一 G 是 连续 的 , 则 称 这 两 个 坐标 从 等 价 ， 坐 标 
从 按 这 个 等 价 关 系 划分 成 的 等 价 类 5 = СЕ, р, 
B, F, С) 称 为 纤维 丛 或 G 丛 (G-bundle), 对 
于 纤维 从 5,E 称 为 全 空间 (total space) RAS 
f] (bundle space), Р 称 为 射影 (projection),B 称 
为 底 空 间 (base space), F 称 为 纤维 (fibre), G 
称 为 从 的 群 (group of bundles) 或 结构 群 (struc- 
ture group), Ht HERA js A rp U. A 
ЖЕФ (coordinate neighbourhood), p, 称 为 坐标 
GAM (coordinate function), gap 称 为 坐标 变换 
(coordinate transformation) 或 变换 函数 (transition 
function), 

对 于 具有 相同 的 纤维 及 结构 群 的 两 个 纤维 
M= (E, p, B, F,G), Е —(E', p ,B'SF, 
G), 如 果 存 在 连续 映射 WIE E', 满足 下 列 
i) d) 两 条 件 BRAY E B Е 的 从 映射 (bundle 
mapping): i) 存在 连续 映射 Ф: B 一 B', рош 
= фору ü) 18 (Us Pa}, (Vans Pa} 238029 Е, 
站 的 坐标 邻 域 及 坐标 函数 , 则 对 于 p EUNA 
(V2), & du (b) = wogogoseG， (6 = $ 
(2)), WJ Pant U D 7 (V2) 一 G 是 连续 的 ， 这 
时 如 果 由 是 同 胚 , 则 亚 也 是 同 胚 , 7! 也 是 丛 映 


ss. 

对 于 具有 相同 底 空间 、 纤 维 及 结构 群 的 两 
个 纤维 从 E= (Е, p, B, F, С), # = (Е, 
P В, F, С), ЯЕ АВЕ P;E — Е', tE 
i) 中 的 p: B > B 是 恒 等 映 射 ， 则 纤维 从 5 及 
E ABU (cquivalent), ОЕ E =F. IE, 
f Aes BIR 38109 {U.}, 坐标 变换 分 别 为 
Esa 及 gas hj, WERE 的 充分 必要 条 件 是 存 
在 一 族 连 续 喘 射 1.:0。>G ,使 go (5) =C) 
Es (5) (5)! (b € U,TYU,) RIL. 

FEE AMS Ae de Vo IR (gos HASE z, (6) P) 
= grelh) (b E€ UsNUsNU,), 反 之 ,对 于 满足 
这 条 件 的 gp:UeNnUVs 一 G ((U.) JE BATE 
Ж), 以 这 种 (gas) 为 坐标 变换 的 族 的 G A (Е, 
P. В, Е, G) 在 等 价 的 意义 下 是 唯一 存在 的 . 
实际 上 , 我 们 把 参数 集合 4 = {a} 取 为 离散 空 
闻 , 子 空间 Ë = ((b,y,0)|6€ UJCBXFXA 
中 的 两 点 (6, у, а), (y, В) 当 ББ, у= 
goo) y 时 定义 为 等 价 ,由 此 等 价 所 得 的 商 
空间 ' 取 作 E, 则 把 p 定义 为 pi, у, 9)) = b 
WT. 

【 主 纤维 从 】 纤维 从 ”一 (Р,4,В,С,С) 
中 ,如 果 G 对 G 是 左 平移 的 作用 时 ,就 把 7 称 为 
主 纤维 从 或 简称 为 主 从 《principal bundle), th 
可 以 定义 主 从 为 满足 下 列 条 件 的 纤维 从 : CH 
P 的 右 拓扑 变换 群 '， 存 在 了 3 的 开 履 盖 (U) 及 
А p:U x G = 9 (U) WWE ges, р) = b, 
ФОБ, g) £g — e. gg) (bEU, gg € G). 
且 两 个 主 纤维 从 = (P, 4, B, G), w = (P, 
q, BY, G) ZÍ] AY JA Bbk AS iP — Р ајр 
为 满足 殉 (x * g) 一 Vx) - g 的 连续 映射 . 

【相伴 纤维 从 】 设 (P,q,B,G) XE 
纤维 从 ，F 为 拓扑 空间 以 G 为 有 效 的 左 拓扑 变 
换 群 ,通过 (x,y)*g 一 (хз, g! ° y)G € P, 
yeF,geG)，G 也 成 为 积 空间 P x F 的 右 拓 
扑 变 换 群 。 记 其 轨道 空间 为 PxeF = (PX F) 
/G ,如 果 定义 连续 映射 p:P X FB 为 p( G, 
y)) = 4(®), Wn X oF = (P X oF, p, B, F, 
G) AAEM, n X oF MAU F 为 纤维 的 、 与 


` EA n 相伴 的 纤维 从 (associated fibre bundle), В. 


对 于 纤维 从 $ = (E, р, B, F, G), WJ Е = 
n X cF 的 主 纤维 从 7 称 为 与 5 相伴 的 主 纤维 
À (associated principal bundle), 与 5 具有 相同 
坐标 变换 的 主 纤维 从 忆 是 与 所 相伴 的 主 纤维 
BA, 两 纤维 从 等 价 的 充分 必要 条 件 是 其 相伴 主 
纤维 从 等 价 。 从 而 ,对 于 主 纤维 从 w, 可 把 ny х 
oF 作为 纤维 从 的 定义 。 

【纤维 从 的 例 于 】 1) 积 纤维 从 .(B x F, 
р, B, Е, G) (此 处 取 p, 为 积 空间 的 射影 £ 
标 邻 域 为 B, 坐标 函数 为 恒 等 映射 B x F = 
B X F) 称 为 积 纤维 从 (product bundle). 与 积 
纤维 从 等 价 的 纤维 从 称 为 平凡 的 (trivial) 纤维 
A. 

2) 覆盖 空间 ! (Y , p, Y) 是 以 具有 离散 拓 
THIS рт! (уо) Cro € Y) ХАНЕ, ДЖЕ (У, 
yo) 的 商 群 为 结构 群 的 纤维 从 。 特别 正则 * BE 
盖 空 间 是 主 纤维 丛 . 

3) Hopf 纤维 从 ， 4 表示 实数 域 R, 复数 
域 C, 或 四 元 数 体 H. ФА = dim A. TEAL 
的 n+ 1 维 线性 空间 An" 的 子 空 间 Ant! — {0} 
(0 为 原点 ) 中 ,两 点 (zo, +++, z.) 和 (zi o, 
z,) 看 作 等 价 , 如 果 存 在 z€ A, {# г, 一 za G= 
9, c++, n), A"?! — (0) 经 这 种 等 化 后 所 得 的 
商 空间 +? 记 作 P(A), 称 为 4 上 的 = 维 射影 空间 
“(projective space)。 设 A"*! 中 的 单位 球面 为 s; 
(= SHDN, ACn 十 1) — 1 维 球面 ), 则 S1 ЖШ 
过 4 的 乘法 看 成 51 的 拓扑 变换 群 *, 其 轨道 空 
TY 55/54 BLE P'CA) 即 可 。 这 样 (51,9, P" 
(A), 5%) (q 为 射影 ) 就 是 主 纤维 从 , 称 为 Hopf 
从 (Hopf bundle, Hopf fibering)。 当 n = co 
时 , 也 可 以 得 到 Hopf ЈА, #9134 п = 18У, 
PA) 5 5* А, Hof ithe Haz (52-1, 
4, 9,57) (2 一 1 2,4)， 当 大 一 8 时 也 可 以 
用 Cayley 代数 + 同样 地 定义 ， 且 从 的 射影 q: 
S>- S> (1 = 2,4, 8) 就 是 Hopf 映射 (Hopf 
mapping). 

4) 令 G 为 拓扑 群 ， 瑟 为 其 闭 子 群 . 设 r; 
G 一 G/H 为 自然 的 射影 ，r (8) 一 gH. 假如 
存在 元 素 (н) € G/ 的 邻 域 局 和 连续 映射 
fiU — G 使 rof 为 恒 等 映 射 , 则 称 五 在 G 中 具 
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有 局 部 截面 (local cross-section) f， 这 时 ,对 于 HH 
ЮТЕР К, (G/K, p, G/H, H/K, H/Ky) 就 
是 纤维 从 , 4K НЕЕ Б], 它 就 成 为 
主 纤维 从 Cp 为 自然 的 射影 gK — gH, Ко К 
中 所 包含 的 最 大 的 五 的 正规 子 群 )， 且 其 相伴 
纤维 从 是 (G/Ks, p, G/H, H/Ky). 如果 GH 
Lic 群 "， 则 其 任意 的 闭 子 群 瑟 在 G 中 都 具有 局 
部 截面 , 故 上 述 的 纤维 从 均 可 得 到 . 

【向 量 从 】 拓扑 空间 E, 8 与 连续 映射 p; 
E 一 B 的 组 5 一 (E,p, B) 如 果 满足 下 述 条 
件 ,就 称 为 # HES EMEA (vector bundle): i) 对 
于 每 点 4e B, p (6) 具 有 实 向 最 空间 结构 ; uú) 
存在 坐标 邻 域 及 坐标 函数 使 得 坐标 丛 的 定义 中 
的 i) 成立 ， 坐 标 丛 的 Е = R°, H ii) 中 的 
Pas: Е" == p (Б) 是 向 量 空间 的 同 构 ， 这 时 ， 
对 于 2Є0.00,, ga (Б) = P34 quo; К" ~ 
Re 当 作 一 般 线 性 群 GL(n, R) 的 元 素 , 则 " 
维 实 向 量 从 就 成 为 以 R" 为 纤维 , GLO, R) 为 
结构 群 的 纤维 从 ， 且 其 逆 也 成 立 。 特 别 一 维 向 
量 从 称 为 线 从 《line bundle)。 对 于 二 个 实 向 最 
从 Е=(Е,р,В), £ = (Е, р, B), ШЖ 
E'CE, p'=plE, 且 对 各 点 bEB, р) 
是 p^(5) 的 向 量子 空间 , 则 # 称 为 5 的 子 从 
(subbundle). 

EG = 1, 2) 为 同一 底 空间 B 上 的 n, HE 
向 量 从 ,对 于 每 点 6€8, 向 量 空间 的 直 和 
РГ) + pi'(b) 的 并 集 是 E, p: E — B ROS 
pi G)- pi (0)) 一 6。 取 名 与 如 的 共同 的 
坐标 邻 域 U。， 通 过 它们 的 坐标 函数 iiU, X 
В pi.) 定义 g.:U, X Reg") 
为 Palb, у) = Coi + 91) 0 (y € Rote 一 
Rv + К"). 对 于 UL x Re 的 开 集 0, 以 
Ф„(О) 全 体 作为 E ЮЖ Ж", fE E 中 引进 拓 
dh. 这 时 CE, p. В) 就 成 为 m + n, 维 实 向 量 
JA, RA ë 与 5 的 Whitney 和 (Whitney 
sum), 以 & OS 表示 。 完 全 同样 ， 利 用 向 量 
空间 的 张 量 积 R" ©К" = R, р 重 外 积 1 
APR" = RO (Re iib p ПА RERO 2818] (RO) А 
Hom (R^, Re) 一 Rees 可 以 分 别 定义 向 量 
JAE m п, HE MER (tensor product) & ® 5, 
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(7) ti p ЭБ Cp-fold exterior power) AY 


(或 请 向 量 从 E”) Re mon HEAT Hom (C, &) 
(最 后 情形 ,我 们 用 Hom (Cp). phs)» 而 
不 用 Hom (фа, фа,ь)). i si 为 一 维 平凡 向 
TMA, Hom (ë, е1) 一 £* 称 为 5 的 对 偶 向 量 
AK (dual (vector) bundle)。 如 用 坐标 变换 , Ө, 
久 、 人 ?及 名 可 分 别 通过 和 矩阵 的 直 和 、Kronecker 
BU, p VT AU! 的 矩阵 及 转 置 矩 阵 + 得 出 。 
1 5,29 & fJ. JA RE R/R" = Ron Їр Pf 
定义 т — n; 维 商 向 量 从 (quotient bundle) §,/ 
£, BEDENE) SE И. 这 些 运 算 保持 
等 价 关系 , 除 等 价 外 , ӨЗӘ, 并 满足 结 
合 律 及 分 配 律 。 且 当 底 空 间 为 有 限 维 CW 复 
形 ! 时 ,对 于 任意 的 5, FEE 6 ӨЕ РЛ, 
I] fi AA, 

如 果 用 复数 域 C 及 四 元 数 体 如 代替 实数 
W R. 同样 可 以 定义 复 向 量 从 (complex vector 
bundle) 及 四 元 向 量 从 (quaternion vector bun- 
dle)， 并 且 可 以 定义 它们 之 间 的 田 、@ 等 等 运 
ж. 

5) WIA ША. 设 M 为 * 维 С 微分 流 
形 +, 在 点 pe M 的 切 空间 是 TM), 其 全 体 
为 TCM) 一 u T,(M), ЖХ x: T (M)— M 

m 


H ACT (OM )) = p. 在 p 的 坐标 邻 域 'U,, 用 局 
部 坐标 系 ! (x4，…， n) 可 把 а! (U) 的 元 素 
则 a7 (U,) 中 可 引入 坐标 系 
Gu cots tes fis t fads 因此 TOM) 成 为 
C7 Ж. S(M) = (TOM), x, М, R", GL 
(n, RY) 就 成 为 = 维 实 向 量 从 。S(CM ) 称 为 M 
的 切 丛 或 切 向 量 丛 (tangent bundle). 其 对 侦 丛 
IM) 称 为 余 切 从 或 余 切 向 量 从 (cotangent 
bundle), %( M )@- - -@%*( M )@- - 等 一 般 称 
XM HIZKIA (tensor bundle), &*(M ) AY » Ж 
外 军人"X*(M ) 是 一 维 向 量 从 ( 线 从 ), 称 为 M 的 
典范 从 (canonical bundle). 

如 果 M 为 复 流 形 +, 则 TCM) BEERE, 
S(M) 是 复 向 量 从 。 因此 上 述 种 种 向 量 丛 也 可 
以 对 复 向 量 从 来 定义 。 


6) > 维 切 标 架 从 。 5) hM 的 7 维 切 标 
架 ' 的 全 体 作成 以 性 为 底 空间 , GL(n, R) 为 结 
构 群 的 纤维 从 , 称 之 为 M 的 7 维 切 标 架 从 《tan- 
gent r-frame bundle), 

[分 类 问题 】 已 知 纤维 从 E= (E, p. В, 
F,G) 与 连续 映射 Ф:В' > B, ZB EXB 
的 子 空间 E'= (Gz,#')€ E x B'| pG) = 
Ф(Ь)), B p: E'— B', V.E' — E 是 积 空间 
的 射影 , 则 4*5 = (Еб, p, BY, Е, G) 是 纤维 
丛 , 且 于是 由 9*5 FERARI. J'E 称 为 由 
中 得 到 的 5 的 诱导 从 (induced bundle), 13.5 ff 
坐标 邻 域 族 及 坐标 变换 族 是 {Ue}, (ga), W 
DEE 的 坐标 邻 域 族 及 坐标 变换 族 就 是 (07, 
QU), (god). MOSH # E E ЮА 
WE E bj, WR ф:В' 一 В 是 其 底 空间 的 
Beat АЈ Е = GE, MR E = P, H] ФЕ, = 
DPE, XUT EBA U^: B" 一 B (Hop )"E = 
PIPEN BAM п LEM, WY sn 也 是 主 
JA, Н ФХР) = (20) x СЕ. ШЖ B'JE 
Di ФИЙ], di, da: В' 一 B 是 同 伦 ', 则 ФЕ = 
os. 

以 拓扑 群 G 为 结构 群 的 主 纤维 从 5(n, G) 
= (E(n, G), р, Bln, G), G) rh, in. E(n, 
G) 是 > 连通 的 ! (n < оо), HJ (л, G) 称 为 G 
的 mm 万 有 纤维 从 ,其 底 空 间 B(n, G) 称 为 G 的 
严 分 类 空间 ,特别 5(co, С) = Ec (Ea, р, Bas 
G) 简 称 为 G 的 万 有 (纤维 ) 从 (universal bundle), 
Bç 称 为 G 的 分 类 空间 (classifying space)， 这 时 
FR BEB (classification theorem) 成 立 : 以 
dim B < n(<co) 的 CW 复 形 了 为 底 空间 的 主 
G 从 的 等 价 类 全 体 的 集合 与 由 了 到 Ba, GHI 
连续 映射 的 同 伦 集 ! <C B; B(n，G)) 一 一 对 应 . 
这 个 对 应 是 把 连续 映射 由 :五 一 BG, G) 对 应 
成 4 所 诱导 的 主 纤维 从 o" (п, G). BAO Ft 
为 纤维 从 wasCn，G) 的 示 性 映射 (characteristic 
mapping). 对 于 以 G 为 有 效 地 左 拓扑 变换 群 的 
拓扑 空间 F, 令 由 对 应 于 o" (5(n, С) x cF) 就 
得 到 以 B 为 底 空间 ，F 为 纤维 的 G 从 等 价 类 的 
集合 与 x(B; BG», G)) 的 一 一 对 应 . 

已 经 证 明 ， 对 应 于 任意 的 拓扑 群 G 的 万 有 


纤维 从 的 存在 性 .特别 当 G 是 可 数 CW 群 ( 即 
G 是 拓扑 群 且 是 可 数 CW 复 形 , 其 乘法 与 取 逆 
元 所 对 应 的 映射 是 胞 腔 映 射 ) 时 ,存在 分 类 空间 
Be 是 可 数 CW 复 形 (J. Milnor[6])。 下 节 中 
对 应 Lie 群 的 万 有 纤维 从 的 例子 是 有 用 的 .并 
且 对 于 G, 是 CW 复 形 的 Bc 都 具有 相同 的 同 
伦 型 '。 

【万 有 纤维 从 的 例子 】 1) O(n), UG). 
Sp(n) 的 情形 。 令 A, 2 为 纤维 从 的 例 3) 中 的 
记号 , Ulna, A) 分 别 表示 正 交 群 * 0(n), RP 
U(n), FE Spln). PA Stiefel 流 形 ? V... 
(A) = U(m + n, )/1, X U(n, A) Um ÆU 
(m, A) 的 单位 元 ) 是 (Mn + 1) — 2) 连通 的 ， 
所 以 像 例 4) 那样 造 出 的 以 Grassmann 流 形 ? 
Mrnm(4) == UCm + n,A)/U(m,A) X U(n, 
A) 为 底 空间 的 主 纤维 从 EAC + 1) — 2, U 
(m, A)) SQ minl A), M nen (A) UCm, A)) 
就 是 UCm,4) 的 (Mn + 1) 一 2) 万 有 纤维 从 

2) O(co), U(eo), 5р(оо) 的 情形 ， 上 面 
例子 中 m, n 是 co 时 也 成 立 ， 由 自然 的 包含 关 
Ж U(n, A) C U(n + 1, A) 得 到 的 归纳 极限 + 
ЖЕ Ооо, A) = U UG, A) ФАЛ СО 


(оо, A) 的 集合 0 是 开 集 , 如 果 每 个 ONU (п, 
A) 在 UCn, A) HERE), 就 定义 了 无 限 典型 
# (infinite classical group) U (oo, A). 和 有 限 
的 情形 一 样 可 以 定义 无 限 Stiefel 流 形 (infinite 
Stiefel manifold) Fu+wm(4) 及 无 限 Grassmann 
ЖЖ (infinite Grassmann manifold) M mtnin(A) 
(m BK n= 00), HA Me (0) U M (4) 


等 成 立 . 这 些 都 是 CW I, V-..CA) (m 
< co) 是 о 连通 的 .虽然 U(co, A) 并 非 Lie 
ËB m, n < co tj, K U(m,A) X U(n, A) 
在 U(m + n, A) 中 具有 局 部 截面 (17]), 故 纤 
维 丛 的 例 4) 能 够 应 用 。 因此 U(m, А) 的 万 
有 纤维 从 就 是 上 面 例 1》 中 的 = 取 为 co 即 可 得 
到 ,而 其 分 类 空间 Вос 一 Mom (A) 是 无 限 
Grassmann 流 形 。 把 例 1) 中 的 普 取 为 oo 即 可 
得 UC, A) 的 (Mn + 1) 一 2) 万 有 纤维 从 


(л < оо). 
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3) SO(m) 情形 . 旋转 群 ' 50(m) 也 是 
—#E, Eln — 1; SO (m)) = (usus (R), p, 
Mtns 50(т)), Bsotm = Moms EAE Йа 
= SO(m + n)/SO(m) X SO(n) 是 有 向 Grass- 
mann 流 形 。 并 且 对 于 任意 紧 Lie ROG, Wm 
使 得 GC o(m), W Eln — 1, G) = (oen 
(R), р,0(т + n)/G X O(n), G): 对 于 任意 
的 连通 Lie HG, ШЖ G, 为 其 最 大 紧 子 群 ， 
MJ En, С) = Е (n, GD) хас (A G/G, 与 
Euclid 空间 同 胚 ,这 由 下 面 的 叙述 可 以 得 出 )。 

【纤维 从 的 约 化 】 BEGA, HHI 
闭 子 群 。 如 果 存在 与 G 从 等 价 的 G 从 ， 它 具 
有 取 值 于 HH 的 坐标 变换 族 ， 则 称 5 能 够 约 化 
(reduce) ЕН. РАНА m = (P, q, 
B,H), 9S E ХЖНИЕ H M mX 4G = (Рх 
nG, p, B。G)， 其 中 互通 过 C 中 的 乘法 作用 于 
纤维 G; tn GI P х „б 的 作用 为 {(x,g)}* 
g = ((z, gg), JU m X „б 就 成 为 主 G 从 .对 
FEGA n, 如果 存 在 主刀 从 m, BH qmm 
X 4G 成 立 , 就 称 7 HERE HIE FIFA N PE Н, no 称 
为 习 的 约 化 从 (reduced bundle). BH, GA § 
可 约 化 到 妞 与 E 的 相伴 主 G 从 能 够 约 化 到 H, 
两 者 是 等 价 的 。 且 如 果 加 是 3 的 约 化 从 ， 则 
ф*л» 也 是 bn 的 约 化 从 。 

特别 假定 万 在 G 中 具有 局 部 截面 , 6/H 是 
соз, Ж, RT HH n JAAHA (Н), 
E(n, H) X 4G 是 G 的 ”万 有 纤维 从 (用 纤维 空 
间 + 的 同 伦 正 合 序列 ! 可 证 明 B (в, H) X нс 是 
连通 的 )， 从 而 在 上 述 G, H 的 假定 之 下 , 根 
据 分 类 定理 ，CW HEB CHER G 从 能 够 约 
化 到 结构 群 H, G 从 的 等 价 类 的 集合 与 H 从 的 
等 价 类 的 集合 一 一 对 应 . 

1) 当 且 仅 当 G 从 是 平凡 从 时 , 它 能 约 化 到 
结构 群 。( 单 位 元 )。 如 果 2” 维 C" 微分 流 形 
мян, И TCM ) 可 约 化 到 结构 
群 GL(n, C), WIM) 可 以 看 成 是 " 维 复 向 
量 从 (一 [向 量 从 ] 的 5)。 

2) 由 于 GL (n, R) = O(n) х жени, 
GL(n, C) = U(n) x RY, п HE (E) 向 量 
从 可 以 看 成 是 纤维 为 R"(C") fJ O(z)XU(n)) 
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А. 

[从 的 同 伦 论 及 同调 论 】 由 于 纤维 从 是 局 
部 平凡 的 纤维 空间 ', 所 以 纤维 空间 (一 纤维 空 
间 ) 的 正 合 序列 , 谱 序 列 等 能 够 应 用 。 例 如 A. 
Bor, J.-P. Serre 等 用 来 计算 典型 群 的 齐 性 空 
间 的 上 同调 结构 。 

1) 示 性 类 ， 对 于 G 的 分 类 空间 Bo, 根据 
同 伦 正 合 序列 ', 有 同 构 xs(Be) = <,-,(G) 成 
立 ,因此 ,对 于 =” 维 球面 5* 上 的 纤维 从 有 下 面 
的 分 类 定理 成 立 : 以 s" 为 底 空间 的 主 G 从 的 
等 价 类 ， 从 而 以 为 纤维 的 G 从 的 等 价 类 与 通 
过 G 的 内 自 同 构 而 来 的 G 到 =*。-\(G) 上 的 作 
用 所 得 的 等 价 类 x。-1(G)/m(6) 一 一 对 应 .这 
对 应 是 把 主 G 从 э = (Р, 4, S, G) 对 应 于 
的 示 性 类 (characteristic class), 它 是 生成 元 1, € 
x, (8°) 在 A:m (S") = x, (P, G) n. (G) 
下 的 象 AG) ROE, ECM = (P, 2, 
5^, G) АРЧА Us, U, (U, 是 最 后 的 坐标 
a> — U dË tee <> BIRD SHITE), 


则 坐标 变换 гы: U, U, G 到 杰 道 t7 的 
限制 7 一 golS"-! 就 代表 的 示 性 类 . 

2) 对 于 主 纤维 从 n= (SO (n + 1), 9, 
5",50(n)), 上 面 的 :5”! — SO(o) 可 用 矩阵 
给 出 : TG nm (e T). 
(1, 3 n X n 单位 矩阵 )， 因 此 了 与 自然 的 射影 
415001) 一 S$"! 的 合成 goT: 5971-6 571 
的 映射 度 f， 当 ”为 奇数 时 等 于 0, и A 
时 等 于 2。 由 这 个 结果 以 及 同 伦 正 合 序列 。 对 
于 G 一 1) 连通 的 实 Sticfel 流 形 У... (RD 
有 下 式 成 立 : 

ULL (RY) 

5 É m-ld "= В 

Z,= Z/2Z m > 1, E п = BK 

3) 球 从 ， 纤 维 为 * 维 球面 5" 的 O(n+1) 
从 称 为 nn 球 从 Cn-sphere bundle)。 以 球面 5" 为 
底 空间 的 = 球 从 的 等 价 类 的 集合 与 <-MO 
(Ca 十 1))/m CO (n + 1)) 一 一 对 应 例如 5" 
(m >з) 上 的 1 RA, SE n RASAP 
А. [Bs (O(4)) = я(3#х 3) = Z + 2, 其 生 


ЛЖВ о,0:52— 0(4), 它 们 满足 Pla) 
= 44471, o (4) d = 94 (9.9 为 范 数 二 1 的 
四 元 数 '), HWE "(9) = qg 的 re 0(4) 的 
作用 是 rer? — p, ror! == po. Wit mio) 
+ nfo} € (0(4)) Вій IE f. Cq) = 4" - 
447 Ё bani? > О (4) 对 应 于 3 上 的 三 球 从 
Ens (mm 为 整数 , n HERK), HAE Enn 就 
代表 ( 除 等 价 外 ) 所 有 的 S 上 的 三 球 丛 。 

【截面 问题 】 纤维 从 E= (Е, р, В, F, 
С) 在 B(CB) 上 的 截面 刀 Be 一 已 是 指使 
pof 是 Be 的 恒 等 映 射 的 连续 映射 ， 整个 B 上 
的 截面 称 为 上 ARB (cross-section). 5 与 积 丛 
等 价 的 充分 必要 条 件 是 5 的 相伴 主 从 具有 截 
Hi, 更 一 般 的 有 下 述 命题 成 立 : 设 ?一 (P, 4, 
B, G) 是 主 纤维 从 ， 闭 于 群 H 在 G 上 具有 局 部 
截面 ， 则 ? 可 约 化 到 结构 群 五 的 充分 必要 条 件 
是 以 G/H 为 纤维 的 相伴 纤维 丛 忆 X (G/HY— 
(P/H, 9, B, G/H) AA, 

这 样 问题 变 为 截面 的 存在 问题 ， 当 底 空间 
8B 是 多 面体 ' 时 ,可 以 考虑 顺 次 把 截面 j,: B" 一 
EE 扩张 到 7 骨架 + B" 上 去 的 方法 。 显 然 截面 
fo 存在 。 因为 B 的 每 个 + 单 形 + о 是 可 缩 的 '， 
所 以 (po), p а, Е) m (o X F, po o, F), 
且 存 在 从 映射 uio X F = p (o) (pos = p). 
现在 假定 存在 截面 fB E, 考虑 映射 
hi = рюф;\°(],—18):@->» Fpa X Е > FH 
射影 , 5 为 "的 边缘 )， 如果 存在 h 的 扩张 ho: 
oF, BAH f) = e, hs(b)) (b € o) 
可 定义 出 扩张 filó 的 截面 foro — E. 从 而 扩 
3k f- 的 截面 f: B" 一 E 可 以 通过 lo = f, 
МВ = f 定义 出 来 。 因 为 〈c, 5) ~ (Vr, 
57), 例如 ,假使 = CF) 一 0， 就 存在 如 的 
扩张 Ae, 截面 fri 能 够 扩张 到 fre 

MEREGA E= (E, p, B, F, G) th, 
B 是 弧 连 通 ' SHA, Fen — 1 EM. h 
上 所 述 ，B 的 = 维 骨架 B" 上 的 截面 1:B" -> Е 
存在 .如果 <,(F) 关 0。 这 个 了 就 不 能 像 上 面 
一 样 扩张 到 BO 上 ， 我 们 考虑 表示 这 个 障碍 
的 量 。 假定 F 是 = 单纯 ! 的 ， 对 于 了 3 上 每 一 个 
n+l 维 单 形 ,如 上 由 f 所 决定 的 映射 hi: 


4 一 耻 就 定义 了 一 个 唯一 的 元 素 cA (o) € 
mm(F)， 从 而 决定 一 个 上 链 ! ¿(DD e CHB; 
za( 卫 )),， 了 能 够 扩张 成 Be 上 的 截面 的 充分 必 
要 条 件 就 是 (J) = 0. 因此 B"" 上 的 截面 存 
在 的 充分 必要 条 件 是 对 于 B 上 的 每 个 截面 f。 
р 的 集合 包含 零 上 链 ; 所 以 可 把 这 个 集合 
(CD 看 成 表示 障碍 的 度量 . 

WEE RAR w:1> BH нЕ = 
(ТХЕ, р. 1, Е), 由 从 映射 0:1 x FOE 
(род = шор, IPR 0, = Ole x F: Е = p^ 
(6,)(o.=w(e), s=0, 1) ERA wa — quao 
О,0гіоф,ь:Е ~ Е; 此 处 pe:Us x F = pt 
QU.) 是 坐标 邻 域 U, эь, YAR AK, ШШ 
wy 诱导 出 同 构 am (Р) 宕 mo(F)，xo(F) 成 
为 B 上 局 部 系数 群 ', 上 述 的 上 链 <( 力 成 为 具有 
局 部 系数 =,( F) 的 上 闭 链 1, 称 为 f 的 障碍 上 闭 
f (obstruction cocycle)。 且 对 于 所 有 的 截面 f: 
B" Е, Ж ЕЕЕ (f) 全 体 的 集合 成 为 一 
个 上 同调 类 c"+(s)e HO (В; x,《F))《 局 部 
ЖЮ), ME) 称 为 的 截面 扩张 的 第 一 障碍 
类 (primary obstruction). n + 1RR В" 上 
截面 存在 的 充分 必要 条 件 是 с" (Е) m 0. 当 
8 是 单 连通 ! 时 局 部 系数 群 x(F) 是 平凡 的 ， 
除 此 之 外 ,例如 结构 群 G 是 连通 时 (这 时 5 称 为 
可 定向 纤维 从 (orientable bundle)), x,( F) B Ë: 
平凡 的 ,这 时 ，c"*(§) 就 成 为 具有 通常 系数 群 
Hj Hr" (Bis, (F)) WICH. WR en (5)—0, 
MJ m(F) 一 0(n << т) н, 同 梯 可 以 考虑 
第 二 障碍 "H (E) e Hm (В; wo(F)) (一 障碍 
Rb). 

(Sticfel-Whitney Ж] ik § = (E, р, B, 
Е, 0(п)) 是 弧 连通 多 面体 也 上 的 O(n) M, E 
的 以 (4 — 1) 连通 的 Stiefel BUE VC R= 
O(n)/1.-, X OCR) 为 纤维 的 相伴 从 Eh — E 
X oto V ssa 的 第 一 障碍 类 W L4 (ED et) 
EHB; (Vana) Ck = 051,202, n 1) 
Жж E BJ Stiefel-Whitney 类 (Stiefel-Whitney 
class), 除了 二 # 一 1 且 是 奇数 之 外 ,我 们 
有 IW) = 0。 通 常 我 们 考虑 的 是 以 ZA 
系数 的 Wan (E) € HE (B: Z). 可 定向 也 
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即 皇 的 结构 群 可 约 化 为 SO(n) 的 充分 必要 条 
EWE) = 0. n 维 微分 流 形 'M 的 Stiefel- 
Whitney 类 W,40M) 定义 为 其 切 从 IM) 
(一 [向 量 从 ] 的 5)) 的 Stiefel-Whitney 类 。M 可 
定向 与 IM) 可 定向 一 样 ,其 充分 必要 条 件 是 
W,(M)= 0. Win(M) 一 0 是 在 M 上 存在 
n — k 个 正 交 的 单位 切 向 量 组 的 连续 场 的 必要 
Ж Ой k = n 一 1 时 是 充分 必要 条 件 )， 且 
W.( M) 是 M 的 基本 上 同调 类 + 的 XCM ) (Euler 
示 性 数 ?) 倍 (一 示 性 类 [Stiefel- Whitney 251), 

【 陈 类 】 对 于 UG) А & = CE, p, B,F, 
U(n)), 以 24 连通 的 V..- (C) 为 纤维 的 相 
伴 纤维 从 EX — E X vo) АСС) 的 第 一 障碍 
类 C44) = сЕ) e BSHCB: Z)( = 0, 
1,……*n 一 1) 称 为 纤维 从 的 陈 类 (Chern class), 
由 于 U(m)C0(2w), 我 们 把 5 ZEX O(2 n) 
AWE Waal) = 0, WCE) = CCE) (mod 
2). St 2n 维 殉 复 流 形 M 的 陈 类 C, (M ) 定 义 
为 其 切 从 ICM ) (一 [纤维 从 的 约 化 ] 的 1)) 的 
陈 类 (一 示 性 类 [ 陈 类 ])。 

CRAI 对 于 拓扑 空间 及 连续 映射 的 组 
x:B 一 ”EE 一 > B， 在 每 点 46 8, 如 果 存 在 
的 邻 域 U IQU) BJ ДУ V D| BJ h: V == U x< 
Re 使 得 hoi == i, У = piohCi:U = U X 0 
CU x F°, p:U х RU 为 射影 ), 则 组 x 
称 为 B 上 的 n ҖЕ BA (microbundle). Re 的 保持 
原点 不 动 的 自 同 胚 全 体 赋 予 紧 开 拓扑 所 成 的 拓 
FREES HG) 时 , 则 了 上 的 = 维 微 丛 的 等 价 类 
自然 的 与 以 B 为 底 空间 ,以 Re 为 纤维 的 Hon): 
从 的 等 价 类 一 一 对 应 ([101). 且 对 于 任意 的 拓 
扑 流 形 +, 可 定义 其 上 的 切 微 从 、Milnor 用 此 概 
念 证 明了 微分 流 形 的 切 从 及 Понтрягин 类 + Ж 
是 拓扑 不 变量 ([9]). n 

[C 纤维 从 ， 解 析 纤 维 从 】 ЖЫ 
(Е,р,В,Е,С) 称 为 Cr 纤维 从 (fibre bundle of 
class CD) (r = 0,1, +++, ©, о). MRE, B, 
FAC 微分 流 形 +, GH Le BY, E F ËJ C Ж 
换 群 , ”及 坐标 函数 是 C 可 微 映 射 . 在 此 C 从 
表示 普通 的 G 从 , C* 从 表示 实 解析 纤维 丛 (real 
analytic bundle). 同样 可 以 通过 复 流 形 +、 复 Lic 
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群 人 \ 正则 函数 ' 等 概念 定义 ( 复 ) 解析 纤维 从 
(analytic bundle). 例如 万 有 纤维 从 5(n — 1, 
0(m)),5(2n,U(m))( 一 [万 有 纤维 从 的 例子 ] 
的 2)) 分 别 是 实 解析 的 及 解析 的 主 纤维 从 , Н. 
C" GEB) 流 形 M 的 切 从 SCM) (一 [向 量 从 ] 
的 5)) AC (或 解析 ) 向 量 从 。 它们 作为 C (或 
解析 ) 向 量 从 , 也 能 够 定义 Whitney 和 等 等 运 
算 . 它 们 之 间 的 等 价 关系 也 能 由 从 映射 加 上 
C 可 微 性 或 正则 性 来 定义 。 CCr < co) 的 情 
J 55 C 的 情形 一 样 ,能 够 通过 到 分 类 空间 的 Cr 
映射 加 以 分 类 ， 并 且 , C 纤维 从 上 的 С 连 络 
《一 联络 ) 也 是 一 个 重要 的 概念 . 

对 于 解析 纤维 从 ， 同 样 的 分 类 只 是 对 于 某 
些 限 定 的 空间 由 小 平 邦 音 、Serre、 中 野 茂 男 
《[11] ) 等 得 出 的 。 而 Stein 流 形 ? 上 的 解析 纤维 
丛 的 分 类 归结 为 C 纤维 从 的 分 类 《网 溃 原理 
(Oka’s principle), (121) ,关于 C* 流 形 也 有 同样 
的 结果 ([13])。 复 解析 连 络 (complex analytic 
connection, holomorphic connection) 一 般 也 不 一 
定 存 在 ，M, F. Aüyah 已 得 出 其 存在 的 条 件 及 
其 与 陈 类 的 关系 ([14])。 
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示 性 类 


téristique 


(ЗЕ characteristic class 法 classe carac- 
4& charakteristische Klasse А харак- 
теристический класс A 特性 类 ] 示 性 类 的 
理论 产生 于 下 面 的 问题 : 是 否 微分 流 形 (>M 
分 流 形 ) 上 每 点 都 存在 r 个 线性 独立 切 向 量 场 
即 r 维 标 架 场 9(E. Stiefel [5])， 现 在 ， 示 性 
类 作为 一 般 向 量 丛 结构 的 基本 不 变量 具有 不 能 
缺少 的 重要 性 (一 纤维 从 ，Lie 群 和 齐 性 空间 的 
Hath KAM). 

【Sticfel-Whitney Ж] 令 £ = (E, B, R°) 
为 以 仿 紧 ! Hausdorff 2218] B ARZE, R 为 
纤维 , 正 交 群 O(n) 为 结构 群 ?的 ” 维 实 向 量 从 + 
(以 下 简称 为 RA) RIIE SE H Stiefel- 
Whitney 类 (Sticfel-Whitney class) 0 71И) В 
的 以 2,= 2/22 为 系数 的 上 同调 类 o (E) € 
HB, Z) G = 1,+++, n) ДА £ NS Stiefel- 
Whitney 类 (total Sticfel-Whitney class) w(§) 
= 1 + mi (8) ton) + ++ + wn (EVE 
H*(B,Z,) 如 下 :首先 在 n= 1 091836, п ЭН 
影 空间 Р К" 的 归纳 极限 PR = limP R" 称 为 
无 限 维 实 射影 空间 (infinite dimensional projective 
space), 无 限 维 实 射影 空间 PR 上 的 非 平凡 线 
从 + yi 是 万 有 R А (00) 的 万 有 纤维 从 ')， 
任意 的 R ЈА Е = (Е, В, Р) 都 和 通过 示 性 映 
M* fs:B 一 РЕ" 由 万 有 从 r, 诱导 出 来 的 从 等 
Ht: £ = fri, 1 HE Stiefel-Whitney 2 (yi) 
就 定义 为 HPR”, Z) 的 生成 元 ， 并 定义 
wE) = fe Ст). 下 面 对 一 般 的 ”来 定义 。 
Е R^ 从 5 一 (E,B,R), 设 伴随 二 的 主 O(n) 
从 的 全 空间 为 P, 如 果 0, C O(n) 为 由 对 角 矩 
ARATE, WAZE Y = P/O, 是 主 Q. 
А n = (P, Р/О,, On) 的 底 空间 ， 设 p:Y 一 
B=P/O(n) 为 自然 射影 ， 则 由 o 诱导 出 来 的 
Y E R° 从 р*Е 与 3 相伴 ,与 个 线 从 的 Whit- 
ney 和 + 等 价 ([4]): px  & @--- OF, 且 此 
对 上 同调 群 的 同 态 o*:H* (В, Z, > Н" CY, 


2) 是 单 射 ([1])。 因 此 通过 关系 式 p*w(#) = 
(1) (E), R" 从 5 的 全 Stiefel-Whitney Ж 
(Е) 能 够 唯一 决定 . 以 上 定义 的 R* X š ñj 
Stiefel-Whitney 类 与 从 映射 可 交换 , 即 (у) = 
产 w(5) 成 立 (一 纤维 丛 [Stiefel-Whitney 类 ]). 分 
类 空间 ! BO(n) 上 的 万 有 Re M y, f) Stiefel- 
Whitney Ж (y) € H'(BO(n); Z) 28 i HE 
Ж Stiefel-Whitney 类 (universal Stiefel-Whit- 
ney class)， 对 于 向 量 从 的 Whitney Яп, 有 (Е 
Өз) = (ë) - (п) ЖУУ. 

R" 从 可 定向 , 换 句 话说 ,具有 SO(n) 
丛 结构 的 充分 必要 条 件 是 wE) 一 0. 对 于 定 
向 К" 从 ,与 它 相伴 的 (n 一 1) 维 单位 球面 从 
到 全 空间 的 截面 (cross-section) 的 障碍 类 'X。(5) 
€H"(B,Z) ж & f) Euler-Poincaré 类 
(Euler-Poincaré class). 特别 SOCN) HHA 
维 从 的 、Euler-Poincaré 类 称 为 泛 Euler-Poin- 
care #Š (universal Euler-Poincaré class), X,(5) 
(mod 2) 等 于 v, (5), 405K n 26 FH 2 X,(5) 
=o. 

【 陈 (省 身 ) 类 】 对 于 以 仿 紧 空间 了 为 底 空 
П, С" 为 纤维 ， 西 群 U Cn) 为 结构 群 的 = 维 复 
向 量 从 w = (Е, В, С") (以 下 简称 为 C" ЈА), 
可 以 如 前 面 那 样 定义 。 的 陈 类 (Chern class) 为 
上 同调 类 со) ЄН (В, Z) G= 1,2, +t 
п) 以 及 其 全 陈 类 (toual Chern class) c(o) = 1+ 
або) + +++ + с, (о) € H*(B, Z) 如 下 : 在 
n == 1 的 情形 . 取 复 Euclid 空间 Co 的 归纳 极 
限 一 一 无 限 维 复 Euclid 空间 C" = imC" 的 
单位 球面 s=, 设 通 过 CT 的 原点 复 直线 全 体 所 
构成 的 无 限 维 复 射影 空间 为 PC“"， 考 虑 由 自然 
射影 9 一 PC" 所 定义 的 泛 主 U(1) А (S>, 
РС", U(1)), 设 其 相伴 的 万 有 CMA т. 这 
时 1 维 泛 陈 类 аСт) € НРС", Z) 就 定义 为 
自然 定向 的 闭 链 ~ PC'CPC* 上 取 值 一 1 的 
上 同调 类 .一 般 的 C' 从 5 一 (E,B,C') 因 为 可 
从 ni 通过 示 狂 映射 有 :8 — PCT 诱导 出 来 , 我 
们 就 定义 a (E) = аСт). Hx n Viti 
形 , 设 和 已 给 的 C" A = (E, В, С") 相伴 的 
EUC) 从 的 全 空间 是 p. T.CU(n) 是 由 对 角 
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和 矩阵 作成 的 子 群 (这 是 U (n) ORAM HE), 
考虑 商 空间 Y = P/T,, WY SET. A n = 
(P,P/T,, T,) 的 底 空 间 . 设 p:Y 一 3 一 P/ 
Ula) ERAN E, W Y ERY CMA pts ta 
相伴 ， 且 与 = 个 复线 从 的 Whitney 和 等 价 : 
pr EXE, Ф--:Ф En. H.o*:H*(B, Z)-H*(Y, 
Z) 是 单 射 ([1],14])。 因 此 ,由 关系 式 p*c(5) 
= (ëD), ***e(8,), С" 从 5 的 全 陈 类 CE) fE 
够 唯一 决定 。 这 样 定义 的 陈 类 与 从 映射 可 交 
Hh, cE) = f*e(8) 成 立 (一 纤维 从 [ 陈 类 ]). 
分 类 空间 BU (x) 上 的 万 有 C" 从 7, 的 陈 类 
cl7s) € H* (BU (a); 2) (1<i<n) 称 为 泛 陈 
ЖЕ (universal Chern class), 对 于 复 向 量 从 的 
Whitney 和 ,有 (Е Ө л) = (5) - eG 成立。 
ЭШЕН ACA, U(n)CSO(2 n) 相应 ,C" 
丛 w 就 对 应 于 把 C* 从 看 成 有 自然 定向 的 R” 
从 ов, 那么 就 有 cC) (mod 2) = wu Cog); 
wan(oR) = 0 (i= 0, 1, +++, п) соо) 一 
Xn (wr) BIL. 

Bl. 与 Hop 纤维 从 + (Su PC* UC) 
伴 的 复线 从 ri 的 示 性 映射 PC" — BU (1) = 
РС” 是 自然 的 包含 映射 ，c(7?) — 1 — es € 
НАРС", Z)) 可 表 为 用 超 平面 PC*-! 实现 的 同 
调 类 的 对 偶 上 同调 类 . 反之 由 除 子 * PCS 
РС" RSE AY SERIA BIE) E= UPC) 
cD = 1 -+ 2,8 5 vt 是 互相 对 偶 的 ， 且 
n 维 复 射影 空间 РС" 的 切 从 + (PC") 和 平凡 
C sev) Whitney 和 rai 与 4 十 1 个 部 的 
Whitney 和 等 价 ,所 以 Се(РС")) = сө 
ЗФ) = cg. 

СПонтрягин Ж] 相应 于 结构 群 的 包含 映 
8 O(n) C UC), 使 Re 从 与 其 复 化 的 C* 
从 5c = ED VTI E 相对 应 ,我 们 把 p,($) = 


(eoe) Cena, 29001,55 Е) 


3:29 Re ЈА Е f 4i Е Понтрягин 类 (Pontriagin 
class) (141). #91 O(n) 的 万 有 纤维 从 的 
Понтрягин 类 称 为 泛 Понтрягин Ж (universal 
Pontrjagin class), & Понтрягин 类 (total Pontria 
gin das) p (8) = 1 + n (8) 十 十 Pay) 


640 жеж 


如 同 前 面 一 样 定义 。 在 此 情形 下 有 2 en (Be) 
= 0, 因此 对 于 Whitney 和 , Р(ЕӨл) — p): 
РО) 的 阶 数 为 2。 我 们 有 p) (mod2) = (wu 
«ЗУ, 且 对 于 定向 R> А š, p) 000) 
成 立 ， 对 于 复 向 量 从 0, (—Dt p (on) = Ў) 


= 
(7D e Qo) * eui бш) GB co (a) = 1) 成 立 
《[8]). 

以 上 所 述 的 Stiefel-Whitney 类 、 陈 类 、 Mon- 
трягин 类 等 总 称 为 示 性 类 . 

【 示 性 类 的 各 种 定义 】 0) 公理 化 的 定义 : 
1) 对 于 以 仿 紧 Hausdorff 空间 B 为 底 空间 的 
CWE, 定义 陈 类 ci(5)e (B, Z) G > 0), 
满足 (к) = 1,68) = 0G п). 2 对 于 


жй о Уа), (D = fe). 


fo 
3) 对 于 Whitney f, (E) = (8) * cQ. 
4) 正规 化 条 件 : 对 于 典范 线 从 50, eG = 
1+ ge С (PRA) OA). 能 够 证 明 满足 上 面 
四 个 条 件 的 陈 类 的 存在 性 及 唯一 性 [4]). 对 
于 Stiefel-Whitney 类 可 以 同样 的 公理 化 . 

ü) 用 障碍 类 定义 。 底 空间 B 是 CW 复 形 
时 , C" 从 5 的 陈 类 可 定义 如 下 : 关于 C" 的 
Hermite 度量 的 标准 正 交 ”一 9 十 1 标 架 全 体 
所 构成 的 复 Stiefel BE! У„„-ы(С) = U(n)/ 
Inen X U(q — 1) 是 (2 q — 2) 83809, mes 
《Vn-ant(C)) = Z. DL V... (C) 为 纤维 的 
与 相伴 的 纤维 从 5” 的 截面 的 第 一 障碍 类 ' E 
Ha(B,Z) 与 的 陈 类 ca(#) 相等 对 于 R° 从 
可 以 同样 定义 (一 纤维 从 ). 

iii) 用 Schubert BEER. ЖЕР C"** 中 
的 坐标 系 (zo ctt» двм). 由 zen = zea = 
… nue 一 0 定义 的 复 子 空间 特别 用 C* 表 
示 ， 固 定子 空间 序列 CCEC- cC, i 
过 C"*" 的 原点 的 复 = 平面 X 的 全 体 ,构成 复 
Grassmann BOE! M es (C). 它 的 元 素 ” 平面 
X 和 X 中 的 向 量 " 的 组 (X,*”) 的 全 体 记 作 
E(73)> 那 末 以 M nena (C) 为 底 空间 ,以 E(Y*) 
为 全 空间 就 定义 2 N 万 有 复 # 维 向 量 从 7*, 其 
射影 是 (X,v) 一 XX. 对 于 满足 0 < ol) <--- 


Koln) < NAVE RE Я о = (o(1),…， 
aln)), 对 于 所 有 i1, 2，,*… ，n， 满 足 dim (X 
NCO) mi, B dim (XR C-i) =i — 1 
的 = 平面 X 的 全 体 构成 的 Мам (C) 的 子 集 


e EX i oli) 维 开 胞 腔 '。 所 有 这样 的 开 


№ с. 就 构成 M sns (C) 的 胞 腔 剖 分 使 之 构 
成 CW 复 形 *+。c。 的 闭 包 z 是 Mu+we(C) 的 胞 
腔 子 复 形 也 称 为 Schubert # (Schubert variety), 
它 是 具有 标准 定向 的 伪 流 形 ', 代表 2 > o) 
维 整 系数 闭 链 , 称 为 Schubert 闭 链 (Schubert 
cycle), 这 些 闭 链 a 用 记号 (o(1)，…， wo(n)) 
表示 ,它们 所 属 的 同调 类 全 体 组 成 同调 群 
H,(M.,..(C),Z) 的 基 ， 4ЕЙЇ#(0,---,0,1, 
se) DD (一 9 个 0, 9 个 1) 上 取 值 b 在 所 

有 其 他 闭 链 上 均 取 值 0 的 上 闭 链 就 代表 陈 类 
ed 78) € H” (М.м. (C), 2). #3: Grassmann 
WOE M aes (R) 的 情形 ,也 可 以 用 类 似 的 方法 
定义 泛 Stiefel-Whitney 28([8 1). 

iv) R. Thom 的 定义 ， 设 底 空间 B 上 的 Re 
从 的 Thom 空间 ! B, 的 基本 上 同调 类 为 
UEH"(Be, 2), j:B — B, 是 由 零 截面 导出 
HEARN, p:H* (В, Z) = He (By, 2) 
(Thom-Gysin 的 同 构 定理 ?), W j*U 一 w, (5); 
фт (SqU) 一 wi E) (0 < i < n) 成立 这 里 
Sq! 表示 Steenrod 运算 '([6]). 

v) 用 微分 形式 定义 ， 设 是 以 微分 流 形 
B 为 底 空 间 的 可 微 主 U (n) А, Ps 为 其 全 空间 。 
P, 上 的 联络 形式 ! o == (oi) ьн 的 曲率 形 
XX o = (0,), 0, 为 B 上 复 值 二 次 微分 
形式 ,满足 Duc 一 Qu. STEM, 考虑 下 
面 行列 式 所 表示 的 (混合 ) 微 分 形式 

$= Уф, = dell + Qa —1)70]. 
D 

式 中 工 是 单位 矩阵 ,行列 式 中 的 乘积 表示 外 
BY be Фй 24 ROK. 四 就 定义 成 一 个 与 联 
络 w 的 选取 无 关 的 实数 值 微分 形式 .dg = 0, 
(一 1)*ds 所 表示 的 上 同调 类 e HB, R) 就 是 
实 系 数 陈 类 c (ë) (121,131). 

vi) 用 对 称 多 项 式 的 定义 (~ Lie BMT Ж 


空间 的 拓扑 )。 

【 流 形 的 示 性 类 】 MORER (A) 复 流 
Ж' М, HOMER ARM AE 
(characteristic class of a manifold), 流 形 的 Stie- 
fel-Whitney 类 , 流 形 的 Понтрягин Ж, 流 形 
的 陈 类 分 别 用 w(M)，p:(M)，ci(M) Жж. 
它们 是 流 形 的 微分 结构 + 或 ( 殉 ) 复 结构 + 的 不 变 
量 ，Stiefel-Whitney 数 (Sticfcl-Whitaey num- 
ber) 是 = 维 流 形 M 的 Stiefel-Whitney 类 生成 的 
所 有 n 次 单项 式 在 基本 同调 类 [M ] 上 所 取 的 值 
Gn CM Ys + un (M): wa MY) EM T€ Z, 
(ri 2r ob nr n, т 22 0). 同样 
可 定义 取 整 数值 的 Понтрягин 数 (Pontrjagin 
number) 与 陈 数 (Chern number)， 这 些 数 统称 
为 流 形 的 示 性 数 (characteristic number)， 特 别 
X.(M)[M]= X(M) X Euler-Poincaré ЖЕ 
"t. 

对 于 拓扑 流 形 ， 也 可 以 在 下 述 意义 下 定义 
示 性 类 . 取 = 维 紧 流 形 M, HM. Z) 的 生 
成 元 为 X". 对 于 任意 的 元 素 Xe H' (M , Z.) 
B у" ЄН" "(М ,Z), iit XCYo7) = (x 
үт) [M] e Z, 得 到 同 构 HCM, Z:) = Hom 
(HCM ‚ Z). Z). 在 这 个 同 构 下 , 同 态 Y"… 
— Sq! У" [M ] 所 对 应 的 元 素 we H' (M , Z) 
(i < Z) 称 为 M 的 吴 (文俊 ) 美 (Wu class), Jt 


中 Sg! 是 Steenrod 运算 '. Hw; У) Sql n 
Ed 
€ H(M ,Zi) 称 为 拓扑 流 形 M 的 Stiefel-Whit- 
ney 类 (Stiefel-Whitney class)， 对 于 M 的 任意 的 
微分 结构 ,总 有 e (M) = wi 成 立 ， 因 此 微分 
流 形 的 Stiefel-Whitney 类 是 拓扑 不 变量 (Thom. 
[6], 吴 文俊 (W.T. Wu))， 与 此 相反 , J. Milnor 
证 明了 Понтрягин 类 并 非 是 拓扑 不 变量 . 
【微分 流 形 的 指数 定理 】 设 M 为 4k 维 定 
向 闭 流 形 , z, y 为 M 的 2 维 实 系数 上 同调 群 
HA(M RITR Qiy) = x y[ M LB f 
在 向 量 空间 HAM , R) 上 定义 了 双 线 性 型 ,二 
次 型 1(x, x) 的 指数 '( 这 里 表示 二 次 型 f(x, x) 
的 标准 型 的 《 正 项 数目 ) 一 ( 负 项 数目 )) 是 流 形 
M 的 拓扑 不 变量 , 称 为 流 形 的 指数 (index)， 用 
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т(м) 表示 .如果 流 形 M 的 维 数 不 是 4 的 倍数 ， 
则 定义 т(М) 一 0， 对 于 流 形 的 积 , 有 cM x 
N)= r (M): z (N) 成 立 ， 且 是 配 边 类 ! 的 
不 变量 ([6]). 

微分 流 形 的 指数 了 给 出 了 从 Thom 代数 * 
0 到 整数 环 Z 的 同 态 。 Е. Hirzebruch 特别 着 
ШР r 的 乘法 性 质 ， 给 出 了 的 用 Понтрягин 
数 的 表达 式 ([4])。 设 未 定 元 Pie 8, Wi 
次 基本 对 称 多 项 式 ' 为 P,, 则 用 下 式 
VB 
7i tanh Vp 
表示 的 Bis + > В, 的 形式 寡 级 数 的 每 个 齐 次 项 
都 成 为 osos В, 的 对 称 多 项 式 , 从 而 是 已 的 
有 理 系数 多 项 式 。 RET n. 《次 齐 次 项 用 
Р, +++) Px) 表示 .现在 令 已 为 4 人 维 闭 
微分 流 形 Мч 的 Понтрягин 类 p(M*), W 
LG, - Pe) 就 表示 M 的 4k 维 上 同调 
36. 这 时 就 有 公式 

r(M%) = аР ++ Ph) [Mt] 

成 立 ， 这 公式 称 为 微分 流 形 的 指数 定理 Cindex 
theorem) 或 Hirzebruch 指数 定理 ， 例如 : 


1 1 1 
= =P Ly = — (P7 Pi), La = — (62Р, 
це? glr D» Lam uas (62Ps 


— 13 P + 2 P|), +++ (一 微分 流 形 的 拓扑 
Ф). 

【组 合 Понтрягин Ж] iK% n 维 定向 
紧 同 调 流 形 +。 > 为 已 定向 + 1 维 单 形 的 边 
缘 , 即 组 合 гж. МИК 一 207 09 BRE 
ttit (piecewise linear mapping) 时 ,对 于 2"* 中 
几乎 所 有 的 点 y, О) 是 4 i 维 定向 紧 同 调 流 
形 ,其 指数 HQ" 00) 一 定 ,与 ?点 的 取 法 无 关 ， 
此 整数 用 т) 表示 。 rC) 在 映射 了 的 同 伦 类 
上 取 值 一 定 . Yo HS", DOEKE 
成 元 时 ， 若 n 宇 8i 十 2, 则 存在 唯一 的 元 素 
L= I(K) € HK, Q), 使 得 对 于 所 有 的 分 眉 
ERHEBEN fiK > I, Ch fo) LK] = cm 
її. 用 K x E" (m RAKHE К,А (К) 
定义 为 K X У"), RAPT n 28 i+ 2 
的 限制 。 假 如 天 是 微分 流 形 M 的 C МІЯ", 则 
能 够 证 明 (К) 等 同 于 Hirzebruch 定义 的 类 


62 示 性 类 


Lips +++» р) (L7]. 及 B. А. Рохлин,-А. С. 
Шварц) а p; == p,CM ) М 9 Понтрягин Ж, 
因为 变量 P 能 够 表 为 Lj (Py, +--+» Р) G <i) 
的 有 理 系数 多 项 式 ， 所 以 用 这 个 表达 式 可 以 把 
同调 流 形 天 的 组 合 Понтрягин 类 (combinatorial 
Pontrjagin class) p, (K) 定义 为 (K) 的 有 理 
系数 多 项 式 ， 因 此 ,当天 是 微分 流 形 M 的 C 前 
分 时 ，pi《K) = p. (M) (ЖЖ) Bor. ЕШ 
定义 的 (К), Мий РК) 是 天 的 重要 的 组 合 
ЖЭ. С. Новиков 证 明 组 合 (或 光滑 ? 流 形 ? 
的 有 埋 Понтрягин 类 是 拓扑 不 变量 (1966, 
[10]). 

[Гелыранд-Фукс 上 同调 】 光滑 流 形 M 上 
所 有 光滑 向 量 场 构成 的 空间 A7 (M ) 在 括号 运 
RIX, Y] 一 XY 一 YX 之 下 具有 Lie 代数 结 
构 ,其 中 向 量 场 X,Y 看 成 M 上 光滑 函数 的 空间 
C"(M) 的 自 同 态 ， 其 作用 如 同一 阶 微分 算 子 。 
在 R (M) 中 引入 拓扑 ,由 M 的 紧 集 上 向 量 场 
的 分 量 及 其 所 有 偏 导 数 一 致 收敛 来 定义 。M 上 
的 Гелыранд-Фуке 上 同调 就 是 Lie КСМ) 
及 其 平凡 表示 的 连续 上 同调 . 特别 命 C" 一 
R, Cp > 1) 为 所 有 交错 p 线性 连续 映射 p: 
AUOD» x х S (M) ФЛ) Е. 
我 们 定义 C? 中 上 边缘 算 子 429 de = 0 (pE 
C), de (Xu +++, Хом) У) CDH eX; 


izi 


Xil; Xi tt Ќо very Йе, Xon) (PE Ct; 
户 > 1). 于 是 我 们 有 一 上 链 复 形 (C^. 4} 及 
这 复 形 的 上 同调 群 H* CART CM )), 这 称 为 M 的 
Гельфанд-Фукс 上 同调 群 (Gel'fand-Fuks coho- 
mology group). 上 链 的 外 积 在 H*(.&r (M))rh 
Е ЛУИ. Гельфанд 及 Фукс 证 明 ,对 
于 任何 紧 定向 流 形 M 及 任 一 p, 我们 有 dim 
H(A(M)) < +0, HYF 0<р<» 有 
H*CACCM)) = 0, 例如 , 当 M 为 圆 3 时 , 则 环 
H*CACCS)) 由 两 个 生成 元 ає FP, BE H° 生 
成 ,它们 可 用 上 链 明显 表示 如 下 : 


a 
gts) 


-„ 


PHT 


паа) ie 

hA 

假如 紧 定 向 流 形 M 的 所 有 Понтрягин 类 等 于 
0, 则 H*(2°(M)) 是 有 限 生成 的 ， 

把 Гельфанд-Фукс 上 同调 的 概念 局 部 化 

оинае анас 这 里 形式 向 


量 场 为 表达 式 а, t) 二 一 A ， 思 是 rp 


tox, MURR. 所 有 形式 向 量 场 的 集 
合 形成 一 个 Lie 代数 os, 其 关于 Krull 拓扑 
的 连续 上 同调 用 H*(a,) 表示 . 设 Bu WEE 
О(п) 的 万 有 分 类 空间 ，(Bu)x WH 2n 维 骨 
Ry Ps 为 限制 于 (Bu)z。 的 标准 主 U(n) 从 , 则 
ARAH H*(a,) = H* CP; R). 

etc, 
SUE O(Ct, d} 定义 如 下 : C= (e€ C| 
(Xit Xp) 一 0 如 果 supp Xi f) -++ П supp 
X,= Ø}, Ж Supp X, 表示 X, 的 支 集 , 即 
{х|Х,(х) #0}. ФР, 为 与 M 上 的 复 化 切 从 相 
伴 的 主 U(n) MA (a = dim М). U(w) 自 由 地 作 
用 于 积 空间 Pu x Pu, 上, 其 商 空间 Pu x P,,/ 
U(n) 是 M 上 以 Ps 为 纤维 的 纤维 从 . 于是， 
d M 是 紧 定向 流 形 ， 对 角 复 形 的 上 同调 HT 
(A (M)) 完全 由 下 列 同 构 决定 : 对 所 有 p， 
HACA (M)) = Bot (Py X Px/U(n); R). 
特别 ， 如 果 M 的 所 有 的 Понтрягин 229 0, HU 
HLCACQM)) = У) HM; R)&H((,). 


fs 

表示 是 非 平凡 情形 的 2 OM ) 的 上 同调 理 
论 也 已 研究 .一 个 典型 并 且 重要 的 例子 是 Jlocuk 
复 形 , 它 来 自 Z(M) 在 CM) 上 的 自然 表 
FR. Лосик W (Losik complex) L(M) = © 
(Lr,4) 定义 如 下 : & L= C"(M), HT p> 
1, L? = (ole Ж Sr (M)x--- xA (M) 8] 
C=(M) 的 交错 ?线性 映射 具有 性 质 supp 
ФОХ", Хь) C supp XN * Пзиррх,), H 


d9(X ++, Хы) = 2, CC (E Xi Xil» 


izi 


Хы Xt Хон) + DD 


di. 


Ху Феу, Xr Xe). LOM) АЖ 
包含 de Rham MiG RCM) 为 其 子 复 形 ， 因 为 
微分 ?形式 可 刻 划 为 这 样 的 Лосик p 上 链 , 它 
TEX COM) 模 在 A (M) 上 是 p 线 性 的 . * 设 
:为 RCM) 到 LC(M) 中 的 包含 映射 , 则 映射 


H*(R(M)) 一 > H*(L(M)) 的 核 是 M 的 Mon- 
трягин 类 pili > 1) 生成 的 理想 .。 
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天 理论 [X K-theory, 法 K-théorie, 4 K- 
theorie {А K-Teopu 日 7 1 Big] K 理论 
是 M. F. Ariyah 和 F. Hirzebruch 引入 的 ,他 
们 根据 A. Grothendieck 代数 几何 学 的 思想 ,从 
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向 量 从 的 等 价 类 构造 K 群 ， 证 明了 微分 流 形 的 
Riemann-Roch 定理 ([3], [4])。 这 个 K 群 的 理 
论 加 上 Bow 周期 性 ,在 微分 拓扑 学 中 得 到 有 效 
的 应 用 ， 如 球面 上 向 量 场 问 题 的 解决 (J. F. 
Adams [1])， 射 影 空间 的 谋 入 问题 等 等 (>M 
分 流 形 的 拓扑 学 , 谋 入 问题 )。 我 们 这 里 只 讨论 
微分 拓扑 学 中 所 用 到 的 居 群 . 

【K4(X) 的 构成 】 设 基 域 A 为 实数 域 R, 
复数 域 C 或 实 四 元 数 体 H, A ANT w bt. 
对 于 有 限 CW E X, 定义 Abel 群 KA(X) 如 
F (K, 是 从 有 限 CW 复 形 的 范畴 ?到 Abel 群 的 
范畴 的 逆 变 函 子 )， 有 限 CW 复 形 Xx 上 的 A 向 
量 丛 + 的 所 有 等 价 类 的 集合 LX), AFH 
从 的 Whitney 和 1 £y HRZ REE. M EX) 
i7 X EI WE KX) 如 下 : Ad 40008 
Æ, 作 自 由 Abel HE F.(X), 在 FX) 中 所 
Ж š @ n — £ n 的 元 素 全 体 生 成 的 子 
群 记 为 OX), 则 定义 

K(X) 一 F.(X)/0.(X). 

WF EC # (X), ll š fE K (X) 中 的 象 为 
OCS), 而 6:46, 0 — K(X) 是 半 群 到 群 的 
同 态 。 对 于 任意 的 Abel 群 ANE RAY E ds 
пх) 一 G， 存 在 唯一 的 同 态 A: K(X) 一 
G, 使 g 一 ho9、 这 个 4 称 为 8 的 扩张 ， 

对 于 连续 映射 XY M лє 4400, 
f*G) € & 4X) 是 由 上 诱导 出 的 向 量 从 2, 则 $: 
ECV) 4400 是 半 群 的 同 态 , 且 诱导 出 群 
同 态 Ki ():Ka(Y) > K, (X). HD Ks(f) 是 
9of* 的 扩张 : K4(1)。8 = 0of*， 通 常 的 记号 是 
BPR KAD. 当 A= R, C, H 时 ,通常 
AH KO, K, KSP 来 代替 Ka. 

对 于 一 点 *， 作 为 同 态 Le) IE > dim 
EZ 的 扩张 就 得 到 同 构 : Ka) = Z. 4K 
定 X 的 基点 zo 时 ,i:x0 一 六 取 为 i(x0) = zo 
设 坟 的 核 为 RX), 则 K(X) = ZO 
ROR, 是 具有 基点 的 有 限 CW 复 形 的 范畴 
ЕХФ). 

对 于 两 个 4 向 量 从 及 n, 如 果 存 在 适当 
维 数 的 平凡 向 量 从 mw 和 ,使 得 SBm = n@n, 
WW ER n 稳定 等 价 (stably equivalent)， 把 稳 
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定 等 价 的 A 向 量 从 看 成 同一 所 得 到 的 等 价 类 称 
为 稳定 4 向 量 从 (stable A-vector bundle). 如 果 
хай, WI RO) 和 所 有 稳定 4 向 量 从 
的 集合 一 致 . 

当 4 一 尽 或 4 一 C 时 ,由 向 量 丛 的 张 量 
BES K,(X) 上 交换 环 的 结构 ,六 就 成 为 
环 同 态 . 

RA) iE RX) > #c(X) HEE OO 
对 应 于 其 复 化 (ë) = £9 4C€ #c(X), BE 
导出 环 同 态 i:KO(X) > K(X), H #0 = 85i, 
HF Ee #н(Х), 当 把 5 看 成 C 向 量 从 时 设 
为 EVE #c (X), 那么 ,映射 p: ZH(X) 一 
SCX) 诱导 出 群 同 态 e: KSP(X) 一 K(X). 同 
样 通过 把 C 向 量 从 看 成 R 向 量 从 的 造 法 ,可 以 
得 到 群 同 态 r: K (X) 一 KO(X) (这 些 都 是 函 
子 到 函 子 的 同 态 ')。 

把 C 向 量 从 的 陈 类 (一 示 性 类 ) 形式 地 
写成 (ë) = TC + x) € H*(X, Z), BRE 
的 陈 特 征 标 (Chern character) h(E) 为 ch(E)= 
S exp x, € HX, Q)(Q HABER), ch: F(X) 
— H*(x, Q) 能 够 扩张 成 环 同 态 ch:K(X) 
—=>H*(X, Q). 环 同 态 choi; KO(X) > H*(X, 
Q), BEI chop: KSP(X) — H* (X, Q) 也 简 
记 作 ch, (ch 是 从 К, HBF H*(,Q@) 的 同 态 ,) 

【上 同调 理论 】 相应 于 A= R,C, H i 
O,(n) = O(n), U(n), Sp(n). 由 自然 的 嵌入 


O,(n)C0,(n + 1) 得 到 极限 群 04= U О») 


赋予 弱 拓 扑 后 成 为 CW 群 。 稳 定 A 向量 从 和 以 
04 为 结构 群 的 主 纤维 从 + 一 一 对 应 . 设 O, 的 
分 类 空间 ' 为 B4。 根 据 纤维 从 的 分 类 定理 〈 一 
纤维 从 ), 对 于 有 限 CW BIE X, K(X) = (X, 
Z x Bi], 当 给 定 基点 re XH, ROUX, 
ZX Blo 此 处 ІХ, Y] 表示 X 到 Y 的 连续 映 
射 的 同 伦 集 +，[X, Y o 表示 保持 基点 的 映射 的 
保持 基点 的 同 伦 类 ' 的 集合 。B4 具 有 弱 互 空间 * 
的 结构 ,由 此 诱导 出 的 [X, Z x By] 的 群 结构 
与 前 面 所 给 出 的 K(X) 的 群 结构 一 致 ， 且 /* 
《作为 K KX) 之 间 的 映射 》 与 作为 同 伦 集 之 间 
的 映射 一 致 . 


由 于 R 与 函 子 【 ,Z x B4]。 相 一 致 ,对 
FAIR CW 复 形 X 及 其 子 复 形 4, 
Ki"(X, A) = R(S*(X/A)) 0 一 0, 1 2 


Ki(X, 4) 一 > Ki"(X, 4), 


由 此 得 到 一 个 上 同 请 理论 (一 同 伦 ， 同 调 群 )。 
此 处 X/4 是 在 X 中 把 4 中 每 一 点 看 成 同一 点 
co 所 得 到 的 复 形 ，S"(X/4) RR X/A л Ж 
约 化 双 角 锥 +. 

向 量 从 的 张 量 积 诱导 出 同 态 

K;"(X, 4) @ K;"(Y, B) > 

Ki (X x Y, X X BA X Y), 
称 之 为 灵 积 (cross product), 4 A = R R A = 
Cis, RBA MBA A:X — X x X 所 诱导 
出 的 K (A) = д" 合成 而 得 上 积 (cup product) 

K;"(X)OK;*(X) > K(X) 
K;"(X)OK;*(X, A) — Кух, A). 

复 化 i:KO-"(X, A) > K(X, A) 保持 上 积 - 
ch Ki QtCG A) > H*(S*(X/A), Q) 与 同 续 同 
dst H*(s'(X/A), Q) 一 H*(X, A, Q)6 R b 
记 作 eh. C A= R RR A= C hi, ch: KOC, 
4) — H*(X, A, Q) 保持 上 积 . 

根据 广义 上 同调 理论 ,存在 收敛 于 KIX) 
的 谱 序列 + E,, X Е, = H*(X, K1(X)), 而 谱 
序列 E, @ Q 是 平凡 的 , d, @ Q = 0 (141). 

(Bo 周期 性 定理 】 令 £, HAR W u 
上 的 典范 线 从 +。 元 素 gc = O(Ec)—I € R(S*) 
= KG), вн 8 (En) — 16 KSPCS) = 
KSP-G), gr = gn gu (RB) € KOC) = 
KO-*(x) 称 为 Вон 生成 元 《Bott generator). 

Bott 周期 性 定理 (Bott periodicity theorem) 
USD 可 表述 如 下 : 1) RC, KCS), KO 
(55) 分 别 是 由 ge» gu» gn 生成 的 无 限 循环 群 ， 
ch(gc) =P, ch(gu) =, ch(ga) = e, Ж 
处 oen, Z) 是 生成 元 .2) VR 
K(X, A)DK (2) > K""XX, A), 
KSP-*(X, A)GKSP- (ж)  KO-***(X, А), 
KO-*(X, A)QKO (x) > KO~**(X, A) 
均 为 同 构 . 

由 对 应 a— а * gs( 叉 积 ) 得 到 的 同 构 :K™ 


(X, A) = K(X, 4), KSP™ (X, A) = 
K07'**9(X , A), KO-*(X, А) = KO-***(X, 
4) 称 为 Вон 同 构 (Bou isomorphism), Bott 
同 构 与 六 ， 上 同调 边缘 运算 + 8, ch 均 可 交换 . 
通过 Bou 同 构 联 系 的 K 及 K-G+D5, KSP 
及 KO-"+9，KO-” K KOU 分 别 可 看 成 
同一 ,因此 ,作为 上 同调 理论 只 要 研究 K* = 
ze ко* = 2j ко" RET. 这些 是 具 
有 乘法 的 周期 上 同调 理论 , ch 是 由 它们 到 
H*( ，Q@) 的 同 态 (不 保持 维 数 )。Bote 还 求 出 
了 一 点 的 上 同调 Каба) = RICS) = (Ва) 
==.-(O,) ((61) (一 公式 6IV). 

【上 同调 运算 】 AF A= ААЛ = С. 
K, (X) 上 的 基本 运算 是 外 需 运 算 (exterior 
power) 4%, AF 5€ MX), He RRM 
00) # (X), RIE) = 1,26) = š, 
EDn) = z (0900). iG AX 


ЖАКИ Каа) U) 中 的 所 有 常数 项 为 1 的 元 
素 所 构成 的 乘法 交换 群 ， 由 对 应 £ — (8) 一 
Уи AH # (X)— G。 设 其 扩张 


X KAX) — G， 则 由 ue) 一 Dare 
& 
得 出 29: K (X) — K (X). 
HHF ЗЕ JEU E Ж Adams 运算 
(Adams operation) o° 在 应 用 上 很 重要 。 > 


= — (s _ 1 
d^) PEU D € KX), 


由 OR > ONDA 定义 ФЫКХ) 一 
K(X)G&=1,2,...). A= Ch, EE 
P(X) HERA É e ec (X) 所 得 
同 态 的 扩张 为 po: КОХ) 一 КОХ). 9^ RIS 
1 的 环 同 态 , 满足 ow' = фы, FRA EE 
& (X), 有 96(5) =(6(5))*. 对 于 x€ K(X), 
& che) = У) ch. (0), ch (£) € Н”(Х,О), 


则 ВСС) = D>) Кс, QD. 25, 与 复 化 


5 KOQUO — K(X) 可 交换 。 对 于 Bou 同 构 Ве: 
R(X) > RC?X), Be: KO(X) > KO(SX), 4 
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tope = kBcod, d*oBg = RRM MIN). 
(Thom-Gysin 同 构 】 有 限 CW 复 形 上 的 
定向 REA E, 当 满 足 wE) = 0 时 ， 称 为 
WEA (spin bundle) , Ж (5) Æ & f — pr Stie- 
iel-Whitney 类 +。 E 529 e, M (ey-bundle), 如 果 
HE a (E)E (X, Z) 满足 c (E) = w (8) 
(mod2). BE X 0 #0 Thom MI", RIX 
有 KX(X) 模 结构 ， 设 当 A 二 Ch, E Ba 从， 
A= Ri}, § ERA, 则 存在 典范 K*(X) 模 同 
Hp: Ki (X) — Kites (XS), HM A = C 
时 ， 
chp) = P(e? (G)exp C 5)/2))7), 
4A=RH 
choll) = q'Cof (EY) 
([2]), 此 处 p': H*(X,Q) > A(x, Qat ЕЕ 
的 Thom-Gysin 同 构 定理 ', A (5) 8 Ей A TR 
性 类 (A-characteristic class), 定义 如 下 : 把 的 
Понтрягин 类 + p(5) 形式 地 写 为 PE) = П(1+ 
z) Sl] o (§)=T1(x;/2)/sinh x,/2), WR 5 BE 
复 向 量 从 ,其 一 阶 陈 类 + Е) 给 CE) € # (x) 
以 cy 丛 结构, 则 T(E) = of (Е) ехр(с1(8)/2) 
FE 5 BY Todd 示 性 类 (Todd characteristic class), 
【微分 流 形 的 Riemann-Roch 定理 】 i M, 
N 为 紧 连通 无 边缘 的 微分 流 形 ,大 M — NA 
续 映射 。， 如 果 (M) — ал (N), (М) 一 
РСМ), Wl f 称 为 旋 映射 (spin mapping)， 如 
果 (M) = f*o (N), BAH ce HXM:Z) 
使 wM) — РСМ) = e (mod 2), NY f #2 
e) 映射 《ci-mapping). 假定 A= CI £29 a 
映射 ,4 = R 时 } 为 旋 映 射 ， 则 存在 典范 同 态 
Ty K3(M) —> Kim Nom (му 使 得 
AGG) - y) = х) 
y€ KM), x € KCN), 
hOPN) 
= fi(ch(y) CM )exp Ce /2)). 
这 就 是 微分 流 形 的 Riemann-Roch 定理 (Ric- 
mann-Roch theorem for differentiable manifolds) 
([31) (一 Riemann-Roch jE3É), itik A= R 
时 设 a = 0, 第 二 式 的 右边 11:H* (M; Q) 一 
H*(N; Q) 是 通常 的 Gysin АЖ", fi 只 依赖 
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于 + 的 同 伦 类 ,可 以 选取 f1 使 它 满足 通常 的 函 
子 性 质 1! 一 1 及 (fog)! = frog! 

[Atiyah-Singer 指数 定理 】 Hb X 为 ER 
无 边缘 С" 微分 流 形 (一 微分 流 形 )。 正 如 我 们 
后 面 将 看 到 的 那样 ， 对 于 X ЕЕ y 
RF 或 更 一 般 的 ,椭圆 复 形 ) a 存在 解析 指数 
ind,(4) 以 及 括 扑 指数 ina,Ca), 而 后 者 与 K 理 
论 有 深刻 的 关系 。 Atiyah-Singer 指数 定理 
(Atiyah-Singer index theorem) 是 说 ind,(d) = 
ind,(4)[13,14]. 下 面 令 述 定义 及 定理 的 细节 . 

WER FAX ECAR, dim E = s, 
dim F = , (= ЕМ), T(E) Б TCF) 分别 为 
ERF 上 С” 截面 所 构成 的 C 上 的 线性 空间 . 
从 T(E) 到 T(F ) 的 线性 映射 а АЗИ 
子 (differential operator of the kth order), WẸ d 
局 部 可 表 为 某 种 不 阶 微分 算 子 ,也 就 是 说 ,如 果 
我 们 选 X 的 一 个 局 部 坐标 邻 域 U 以 及 E,F 在 
UU 上 的 平凡 化 使 得 ElUUXCR 及 FIUs 
U xC', 则 4d 是 从 C*(U,C) 到 CVU,C') 的 
和 阶 微分 算 子 。 因 此 < 局 部 可 表 为 矩阵 形式 
(Dan WD si, 
Er 
?)， 其 中 每 个 矩阵 元 是 一 个 微分 算 子 《一 微分 
算 子 )， 利 用 这 个 表达 式 ,我 们 可 以 定义 4 的 象 
TE (symbol) o(d) 如 下 : ib T*CX) 为 X 的 余 切 
MAL HERI ne € Tf (X), HFE d) C) 
一 ( 如 人 Gon), З at de em 
任何 重 指标 a = (astei, on) 及 局 部 坐标 表示 
ne = (nk, trto n3). REIER old) Cre) 为 4 的 
象征 ， 微 分 算 子 4 ARB (elliptic) 算 子 ,如 
果 对 于 每 个 q # 0 RIE a(d) m.) 给 出 E, 到 
F, LORH. HFA ARH RF d 我 们 有 
dim Ker d < оо É dim Coker d < œ ([7]). Ж 
析 指 数 (analytic index) ind,(4) 定义 为 整数 dim. 
Ker d — dim Coker 4， 它 有 特征 性 质 即 ind, (2) 
在 4 的 变形 下 不 变 . 

更 一 般 地 ，X 上 的 椭圆 复 形 @ 及 其 解析 指 
数 шш) 可 定义 如 下 : ”给 定 X* 上 有 限 个 光 
滑 复 向 量 从 LE bmn 及 微分 算 子 dT E) 


TC, 我 们 把 E = (Bis а) 称 为 X 上 
的 一 个 粮 圈 复 形 (elliptic compiex)， 如 果 下 面 两 
个 条 件 满足 : dined, = 0; Gi) 对 任何 q. € 
TIO n. 0, RUE УЕ СР E, 
一 是 正 合 的 。 对 于 一 个 椭圆 复 形 e ,我 们 有 
dim H: (£ ) = dim(Ker 2,/Im d,-,) < 0014;,11, 
16]. 整数 3( 一 1)rdim H(A ) 就 称 为 2 的 解析 
指数 (analytic index). ЖШ 0 — T(E) T(F) 
一 0 的 椭圆 复 形 就 是 一 个 椭圆 算 子 ， 椭 贺 复 形 
的 一 个 重要 的 例子 来 自 de Rham 理论 (一 微分 
流 形 [微分 形式 ]): 取 E, = ATX), MAA 
子 为 外 微分 算 子 ， 这 样 得 到 的 顶 回 复 形 称 为 
de Rham 复 形 (de Rham complex), 
MARES RR HEC ind, Can) 可 如 下 引 
А: ША, Ж л, 0 正 合 性 ,象征 


ot) 


序列 一 is 一 一 > Ej, > RE KOC) 中 
一 个 确定 的 元 素 [o(4d)], 这 里 X" 是 与 X 的 余 切 
从 相伴 的 Thom S196" I X ICA FIM Euclid 空 
间 RY rh, 则 映射 j: TOX) > TIRY) = R 
自然 诱导 出 一 个 同 态 j1: КОХ) КСК) = 
К (9) = Z, jt 是 从 Thom 同 态 经 过 适当 修 
正 后 构造 出 来 的 . Ф ind (&) = j!Lo(&)] 称 
之 为 @ 的 拓扑 指数 (topological index). RATA 
ind, & ) = ch(Lo(d)])F QOLUX ]; 
式 中 ch([o(4)]) (€ H*Oc:Q)) È ola) HIK 
特征 标 S (X)( € H*(X; Q@)) 是 F(X)@C 
的 Todd 类 ，[X"] 是 X" 的 基本 闭 链 [141. 
Atiyah-Singer 指数 定理 的 最 一 般 形式 就 是 
说 ind, (£) = ind, (£). 对 于 de Rham $E 
E, 由 定义 可 知 ind, (E) 等 于 X 的 Euler 示 性 
数 ， 设 XX 为 紧 复 解析 流 形 ，WW 为 X 上 复 解 析 癌 
量 从 ， 把 这 定理 应 用 到 取 值 于 W 的 Dolbeault 复 
Жее ACW) 一 > am Qr) os eC E 
流 形 ) 上 ， 我 们 就 可 以 推出 Hirzebruch 型 的 
Riemann-Roch 定理 (一 Riemann-Roch 定理 ) 不 仅 
对 射影 代数 流 形 而 且 也 对 紧 复 流 形成 立 。 并 且 
由 指数 定理 我 们 还 可 以 推出 Hirzebruch 指数 定 
理 ( 一 示 狂 类 [微分 流 形 的 指数 定理 ]) 以 及 各 种 
整 性 定理 [14]. 


Atiyah-Singer 指数 定理 也 能 推广 到 有 边缘 
的 紧 流 形 , 而 与 椭 团 边 值 问题 有 关 [10]。 还 可 
以 把 定理 推广 到 紧 Lie 群 以 某 种 适当 的 方式 作 
用 于 流 形 ， 向 量 丛 及 椭圆 算 子 上 的 情形 (14), 
在 这 个 情形 下 ,指数 定理 在 同 变 (equivariant) K 
理论 {12] 的 范围 内 来 表述 ,而 且 与 Lefschetz 不 
动 点 定理 + 密切 相关 。 这 的 确 使 我 们 能 够 应 用 
指数 定理 来 研究 流 形 上 的 变换 群 . 

《代数 天 理论 ] 代数 大 理论 是 代数 的 一 
个 分 支 , 它 主 要 研究 环 (或 更 一 般 , 某 个 范畴 ) 上 
取 值 于 Abd 群 的 一 系列 函 子 K。 而 带 有 某 种 
广义 同调 论 的 特色 。 它 来 源 于 Grothendieck Ж 
于 Riemann-Roch 定理 的 工作 中 所 用 的 K 群 构 
Ж, H. Bas 于 六 十 年 代 初期 创始 这 个 理论 ,他 
引入 了 Ki 并 与 其 他 人 合作 大 规模 地 研究 Ko 及 
Ki([20, 21, 22, 23])。 K, 是 J. Milnor 引进 
001267, 而 高 阶 K 理论 是 由 D. С. Quillen 和 
其 他 人 从 各 种 不 同 观点 构造 的 ([27], D)。 还 有 
关于 Hermite 结构 的 K 理 论 ([27]IID)。 (CK 
理论 与 其 他 各 种 数学 分 支 像 拓扑 学 ， 代 数 几 何 
学 以 及 算术 (数论 ) 有 密切 关系 . 

YAW Grothendieck 群 (Grothendieck 
Broup)Ko(4) 是 有 限 生 成 射影 4 模 的 同 构 类 [P] 
集合 生成 的 Abel 群 ,对 于 每 对 射影 模 P, 已 ,其 
间 有 关系 (POP) = [P] + [P]。 假如 4 作为 
Z 代数 是 有 限 生成 的 , 则 K (A) 是 有 限 生成 的 
Ж. л nl 4] 的 对 应 定义 一 个 同 态 Z 一 
Ko(4), 其 余 核 就 是 4 的 射影 类 群 '” 如果 A 是 
交换 环 , 在 秩 — 1 的 射影 4 模 的 范 栈 中 对 于 张 
量 积 色 的 类 似 造 法 就 导致 Picard BR (Picard 
group) Pic(4)。 于 是 我 们 有 满 同 态 KoA) 一 
Pic( A) 定义 为 P 一 A'P，, 其 中 P 的 秩 一 r[21]。 
如 果 X 是 紧 Hausdorff 空间 拓扑 的 K(X) 就 
同 构 于 代数 的 Ko 4), 这 里 4 就 是 X 上 的 复 什 
连续 函数 环 。 

Whitehead 群 (Whitehead group) Ki(4) 
定义 如 下 : 设 GL(A) 为 序列 


e > GL, (A) Ghani (A) > 
的 硕 向 极限 ,其 中 LOO = (X 9). їй ED 
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为 GL.(4) 的 子 群 , 由 所 有 初等 矩阵 1 + ae; 
G i, ac A) 生成 ,其 中 ej TERRI. 
E,( A) 的 极限 ECA) 与 G6L(4) 的 换 位 于 群 同 
构 。 我 们 定义 Ki (A) = GL (4)/E (A) 20, 
23]. 对 于 4 一 Zz, 即 群 = 的 整数 群 代数 ,自然 
同 态 +=— Ki(4) HRB Wale), J. H. 
C. Whitehead 的 挠 不 变量 就 定义 于 WAG) 中 
[25]。 如 果 4 是 交换 环 , 令 SK:(4) = SL(A)/ 
ЕСА), 其 中 SL(4) = lm5SL,(4)。 由 行列 式 
同 态 , 我 人 有 KCA) SKA) Ө UU), 其 
中 UCA) 是 4 的 可 逆 元 群 。 当 4 是 域 或 局 部 
ж, SK CA) = 0， 一 个 更 深刻 的 结果 是 对 于 
代数 数 域 的 整数 环 A, SKiCA) = 0 (Bass, Mil- 
nor, Serre 【22])， 这 个 结果 以 及 有 关 结 果 曾 用 
来 研究 有 限 群 = 的 SKi(Zx). 

我 们 定义 KC A) = Hi(E(4), 2) (E(4) 
的 Schur RF). REH ECA) 的 万 有 中 
心 扩张 ,定义 为 

0— KX A) > SICA) > ECA) — 0, 
其 中 5004) = limSt, (A), 而 564) (n > 3) 
是 Steinberg 群 (Steinberg group): EHH хи(а) 
(a€ Aii GoM msi D EM, HT 
关系 G) хиба) (6) = xala + 6), 及 Gi) 
换 位 子 (он (a), zu (В) = ха Cab) 当 i= ko 
е; =l, % jw kil. 

IRF 为 域 。 如 果 双 积 性 映射 FX F* 一 
CLC 是 Abel ПЁ (x, 1 一 z)=1(r 天 01), 则 
称 为 F 上 的 Steinberg 记号 (Steinberg symbol), 
存在 一 个 万 有 记号 s: F* x F* > KC), 
它 与 同 态 KKF) 一 C 结合 起 来 , 就 产生 F 
上 的 C 值 记号 。 因 为 某 些 Steinberg 记号 象 
Hilbert 记号 在 算术 中 很 重要 ,因此 全 局 域 或 局 
ШЕРОВ КОР) 与 F 的 算术 密切 相关 ,如 
ЖЕ 是 代数 数 域 , R 是 其 整数 环 , 则 我 们 有 正 合 
序列 0>KXAR) — KXF)— YGR/9)* — 0( 
后 一 项 是 R 的 所 有 素 理想 p 的 直 和 ), 且 KAR) 
ARE. 
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微分 拓扑 学 [FH differential topology 法 topo- 
logie différentielle Ф Differentialopologie Ж 
дифференциальная топология 日 微分 位 相当 
何 学 ] 微分 拓扑 学 是 研究 微分 流 形 ' 在 微分 同 
IE? (diffcomorphism, differential homeomorphism) 
下 不 变 的 性 质 的 学 科 。 这 方面 的 研究 在 本 世纪 


三 十 年 代 就 有 H. Whitney ВАС), 
S. S. Caims 的 三 角 剖 分 定理 ([2])，]J. H. C. 
Whitehead 的 组 合流 形 的 正则 邻 域 定理 〈[3]). 
其 后 ， 在 五 十 年 代 中 期 以 后 ， 由 于 R. Thom, 
J. Milnor，S. Smale, M. Kervaire, E. C. Zeeman, 
B. Mazur 等 人 一 个 接 一 个 的 重要 研究 成 果 , 微 
分 拓扑 学 这 门 新 学 科 受 到 极 大 的 重视 (一 流 形 ， 
ТООРОТ RARE). 

这 门 学 科 主 要 的 问题 是 阐明 流 形 的 拓扑 结 
构 , 组 合 结构 ,微分 结构 等 等 之 间 的 关系 而 不 去 
考虑 微分 几何 学 中 所 研究 的 概念 ， 如 联络 '、 曲 
LS LLLA 

正如 拓扑 学 + 研究 连续 映射 ?是 重要 问题 一 
样 ,微分 拓扑 学 研究 微分 映射 + 的 性 质 是 首要 的 
间 题 。 从 Whitney 关于 Euclid 平面 映射 的 奇 
点 ! 的 研究 (1936) 起 ，Whitehead，Smale，Thom, 
J. C. Moore 在 流 形 之 间 的 映射 的 奇 点 问题 ,把 
C 映射 提高 成 C” BEAT Te, RATE SUB АУ 
(transversal regular mapping) 问题 等 等 方面 作出 
卓越 的 贡献. 

其 次 是 关于 组 合 结构 与 微分 结构 之 间 关 系 
的 问题 ， 首 先 有 Cairns, Whitehead 关于 微分 流 
形 存在 与 其 微分 结构 相 协调 的 C! 三 角 齐 分 的 
结果 。 反 之 ， 对 于 组 合流 形 是否 存 在 微分 结构 
的 问题 ，Kervaire 举 出 了 反例 (16])。 再 有 关于 
同 胚 的 微分 流 形 ， 微 分 结构 是 否 唯一 决定 的 问 
JH, Milnor 证 明 在 S 上 就 有 多 个 彼此 不 微分 
同 胚 的 结构 ([5]), 田 村 一 郎 、 岛 田 信 夫 也 给 出 
这 种 例子 。 后 来 ，Milnor, Kervaire, J. Stallings 
等 人 进一步 研究 同 伦 球面 + 的 微分 结构 ,它们 在 
连通 和 运算 之 下 成 为 Abel 群 6,。 这 个 群 也 可 
VA 上 配 边 + 分 类 而 得 到 (Smale ([9]))， 关 于 微 
分 流 形 是 否 是 另 一 微分 流 形 的 边缘 的 问题 ， 在 
Thom 得 到 的 结果 “不 考虑 定向 的 流 形 的 配 边 
类 ! 与 某 稳定 同 伦 群 + 同 构 ” 之 后 又 进行 了 许多 
研究 。 与 此 有 关 的 著名 问题 ， 例 如 微分 流 形 的 
可 平行 性 +、 殉 可 平行 性 /\= 流 形 + 等 也 有 研究 工 
作 . 这 方面 有 J. F. Adams 的 结果 ([12]), 他 使 用 
K FLOR r 标 架 + 场 的 问题 。 还 有 Smale, 
Zeeman 解决 了 广义 Poincaré 猜想 ! ([10]， 


114])， 近 十 多 年 来 ,许多 重要 的 问题 就 是 这 样 
一 个 接着 一 个 地 解决 ， 在 这 过 程 中 有 效 地 运用 
iHe BP 等 代数 拓扑 学 的 概念 . 

另外 关于 组 合流 形 的 光滑 化 问题 ; 组 合谋 
人 问题 ,局 部 平坦 的 嵌入 +, 驯 顺 (тате) АЈА 
题 等 等 有 Cairns ([16]), A. Hacfliger ([15]), 
M. Brown ([19]), R. H. Bing ([18)) 等 著名 
结果 。 

[$] [1] H. Whitney, Differentiable manifolds, 
Ann. of Math., 37(1936), 645—680; [2] S.S. Cairns, 
‘Vriangulation of the manifold of class one, Bull. Amer. 
Math. Soc. 41(1935), 549—552, [3] J. Н. C. White 
head, On the homotopy type of manifolds, Ann. of 
Math., 41(1940), 809—824; [4] R. Thom, Quelques 
propriétés globales des variétés différentiables. Comment. 
Math. Helv., 28 (1954) 17—86; [5] J. W. Milnor, 
On manifolds homeomorphic to the 7-sphere, Ann. of 
Math., 64(1956), 399—405; [6] M. A. Kervaire, A 
manifold which does not admit any differentiable struc- 
ture, Comment, Math. Helv., 34(1960), 257—270: [7] 
J. W. Milnor, Differential topology, Mimeographed No- 
tes, Princeton, 1960; [8] J. W. Milnor, Sommes de 
variétés. differéntiables et structures. differéntiables des 
spheres, Bull. Soc. Math. France, 87(1959), 439—444, 
[9] 5. Smale, On the structures of mani 
J. Math, 84(1962), 387—399, (10] S. S 
lized Poincaré conjecture in dimensions greater than four, 
Anm. of Math, 74(1961), 391—406; [J1] J. R. Stal- 
lings, Polyhedral bom 
Soc, 66(1960), 485—185; 
fields on spheres, Ann. of Maths, 75(1962), 603—632, 
[13] J. R. Munkres, Obstructions to the smoothing of 
piecewise linear homeomorphisms, Bull. Amec. Math. 
Soc, 65 (1959), 332—334 [I4] E. C. Zeeman, The 
generalized Poincaré conjecture, Bull. Amer. Math. Soc., 
67(1961), 270; [15] А. Haefliger, Plongments differén- 
tiables de variétés dans variétés, Comment, Math. Helv., 
36(1961), 47—82; [16] S. S. Cairns, The manifold 
smoothing problem, Bull. Amer. Math. Soc, 67(1961), 
237-238; [17] J. H. C. Whitehead, Manifold with 
iransverse fields in Euclidean space, Ann. of Math., 73 
(1961), 154—202, [I8] R. H. Bing, Locally tame sets 
are tame, Ann. of Math., 59(1954), 145—158; 
Brown, A proof of the generalized Schoei 
Bull. Amer. Math. Soc., 66(1960), 74—76; 
Mazur, On imbeddings of spheres, Bull. Amer. Math. 
Soc., 65(1959), 59—65; [21] А. H. Wallace, Differen- 
tial topology, Benjamin, 1968. 


微分 流 形 的 拓扑 学 [R topology of differentia- 
ik topologie des variétés différen- 
Ae Topologie der differenzierbaren Man- 


ble manifolds 
tiables 


短 分 流 形 的 拓扑 学 。 649 
nigfaltigkeiten А топология дифференцируе- 
мых многообразий A WATES AAO rf 
ED] ”微分 流 形 的 概念 及 其 拓扑 结构 与 大 范 
围 性 质 的 研究 可 追溯 到 H. Poincaré, 从 那 时 以 
后 ,由 于 研究 工具 不 足 , 除 了 同调 性 质 的 研究 以 
及 低 维 流 形 的 研究 之 外 ,没有 取得 显著 的 进展 ， 
但 是 由 于 H. Whitney 的 嵌入 定理 ([32]), S. 
S. Cairns 证 明 微 分 流 形 的 可 单 形 剖 分 性 ([41)， 
和 M. Morse 理论 等 方面 基础 研究 的 积累 , 伴 
随 着 纤维 从 和 示 性 类 的 理论 以 及 同 伦 论 等 的 进 
展 ， 近 来 ， 微 分 流 形 本 身 的 理论 得 到 飞跃 的 发 
展 ,内 容 大 大 地 充实 起 来 , 以 至 形成 所 谓 “ 微 分 
拓扑 学 “这样 一 门 学 科 ( 一 微分 拓扑 学 ). 

【微分 结构 】 假设 下 面 所 考虑 的 流 形 都 是 
仿 紧 的 。 WIE C 流 形 ' (1 < + < co) fr) C 
坐标 系 的 C 等 价 类 称 为 该 流 形 或 其 基础 空间 
的 Cr 结构 〈C-structure)， 所 有 的 C 流 形 的 
Cr 结构 都 包含 Cm 坐标 系 , 且 其 Co 结构 唯一 决 
È (Whitney [32]). 这 个 C* 结构 也 称 为 流 形 
的 微分 结构 (differentiable structure), 它 与 原来 
的 C 结构 称 为 相 容 (compatible)， 且 所 有 的 С” 
结构 ,在 和 上 面 同样 的 意义 下 ,容许 与 它 相 容 的 
实 解析 + 结构 (Whitney [32], C. Morrey [16], 
H. Grauert [6]). С" 流 形 也 称 为 光滑 流 形 
(smooth manifold), 微分 结构 也 称 为 光滑 结构 
(smooth structure), 两 个 微分 结构 如 果 不 C” К 
分 同 胚 就 称 为 相 异 〈distinct) 《一 微分 流 形 )。 

J. Milnor 根据 微分 流 形 的 指数 定理 (一 示 
性 类 ), 引入 微分 结构 的 不 变量 , 在 七 维 球面 5 
上 作出 几 个 微分 结构 ,并 证 明 它 们 相 异 ([121)。 
Milnor fl: 定义 映射 fr: — SOA) 为 (о) 
= oro, APARAN, AA j 是 由 A+ 
k— i= k 决定 的 整数 ，c 和 上 表示 范 
数 为 1 的 四 元 数 '. 与 映射 f, 相应 的 St 上 的 S 
从 ( 球 从 ) 的 全 空间 表 为 MY， 它 是 具有 自然 的 
微分 结构 的 紧 定 向 流 形 。 且 Mi 都 与 ? АЕ, 
但 当 奇数 kol 满足 k2eP(mod 7), Мі 与 MY 
ЖЕЛИШ. XH SERRA ER 
同 胚 的 微分 流 形 称 为 异种 球面 (exotic sphere), 
其 后 又 知道 了 球面 以 外 其 他 许多 拓扑 流 形 也 容 


im}, 
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许 相 蜡 的 微分 结构 .还 知道 一 些 拓扑 流 形 不 容 
许 任 何 微分 结构 (M. Kervaire [8], S. Smale, 
田村 一 郎 )， 另 一 方面 三 维 以 下 的 流 形 及 Euclid 
空间 К" (n > 4) 的 微分 结构 是 唯一 的 (J. 
Stallings [211). 

C" 流 形 上 能 够 引 和 人 Riemann BER, 设 
Mi, Mi 是 С" HiH, MEO м; BRAK 
91. 我 们 在 M? 上 引入 一 种 Riemann BERE, ЯБ 
K, 对 于 在 Mt 上 的 每 点 p, 与 (М!) 在 点 
1(p) 的 切 空间 ! 正 交 的 所 有 M3 的 切 向 量 组 成 一 
个 向 量 空间 ,以 这 个 向 量 空间 为 纤维 ,以 Mt 为 
底 空间 ,构成 » 一 维 向 量 从 vw, КОВА FRI 
法 从 (normal bundle), 它 与 МҰ 的 Riemann BE 
量 的 取 法 无 关 。 当 f ÆRA it UGM?) 
是 M: 中 与 (MT) 距离 小 于 的 点 的 集合 ， 
BOR е 充分 小 , 则 ULCIOM D) 不 依赖 于 e 的 选 
取 , 成 为 MY 中 互相 微分 同 胚 的 开 子 流 形 +， 称 
为 (OM). 在 M: 中 的 管状 邻 域 (tubular neigh- 
borhood), 法 向 量 丛 vj 的 全 空间 EC) 与 
IMD ROPER ABRIL) IRE, 

Lc 剖 分 ,光滑 化 问题 】 已 给 C RBA< 
r < 00) M" IER (KA: |K|—M"), 
如 果 1) 对 于 |K| 的 每 个 闭 = 单 形 o,fle ЖС 
映射 ， 2) flo 的 函数 矩阵 ;的 秩 在 每 一 点 都 是 
п, WHE CK, D 称 为 M" 的 Cr BIS} (C trian- 
gulation)， 反 过 来 也 可 说 М" 的 C 结构 与 
lat СК, f) HE (compatible). 关于 流 形 的 C 
Bis, 已 知 有 下 列 结果 (Cairns [4], J. H. C. 
Whitehead [30]): 1) 每 个 C 流 形 (1<r<%) 
都 具有 C 剖 分 ， 边 缘 的 C 剖 分 能 扩张 成 整个 
流 形 的 C NA: 2) 对 于 流 形 M° ftJ C 部 分 
(K，, 力 ,已 单 形 剖 分 的 空间 (К, f, М") 成 为 组 
QE 3) 对 于 同一 流 形 М" 的 两 个 C 剖 分 
(Kis h) K. (Kos f)» (Kis hs М") 5 (Gs fo, 
MBESA. 

反之 ,对 于 组 合流 形 M ,如 果 存在 M 上 的 微 
分 结构 与 其 剖 分 (K, i) G: |K| 一 对 是 恒 等 映 
射 ) 相 容 , 则 称 之 为 M 的 光滑 化 (smoothing). 这 
种 光 将 化 的 存在 及 可 能 性 的 问题 称 为 光滑 化 问 
E (smoothing problem, smoothability problem), 


对 此 问题 , 由 Cairns-Whitehead FRR 832701975 
靶 ([31])( 一 流 形 ) 或 者 Milnor 的 微 从 *([15]) 
方法 均 可 得 到 光滑 化 的 充分 必要 条 件 。 另 外 还 
有 下 述 的 障碍 理论 的 方法 ， 设 组 合 《球面 的 微 
分 结构 群 ( 见 后 ) 为 Te, ” 维 组 合流 形 M = |K] 
B i RRRA IK | a 29 | K: | ЖАШ U 05 
光滑 化 , 则 存在 障碍 上 闭 链 C, € Z^ (M T) FE. 
有 下 列 性 质 : D FMA i + 1 SUB ott, 如 
果 C, (oi!) = 0, 则 光滑 化 “可 扩张 到 ait! Н) 
Ф EH OU br; 2) WREE |K IAE 
域 的 光滑 化 we 在 |K 和 | 的 某 个 邻 域 与 "一 
致 , 则 C, 一 C。 是 上 边缘 ， 反 之 ,以 T, 为 系数 
的 任何 i +1 上 边缘 ， 可 适当 选取 of 使 它 成 
Cu — Cs 的 形式 (M. W. Hirsch [7], R. Thom 
[25])， 因 此 对 于 n < 7, 任何 ” 维 组 合流 形 均 
可 光滑 化 。 
` 【各 种 几何 造 法 】 在 有 边缘 的 Ct йб 
中 ,其 边缘 OW 具有 OW x RiR, = [0,co)) 
的 形式 的 开 邻 域 ， 对 于 两 个 流 形 W,，W,， 设 
f:0Wi > OW, BRAM, WUW: 中 把 通 
Sak f (Ë HE БЕЙ AURI БАГ — ei Ут (8 ft) Rs s [И] 
M ,具有 自然 的 微分 结构 ， 这 种 由 C” 流 形 Wi 
W; 构 成 C* 流 形 M 的 造 法 称 为 通过 映射 + 粘 
合 边 缘 (pasting of the boundaries), 

对 于 有 边缘 流 形 Wi. Wa, 其 拓扑 积 x 
W; 除 了 边缘 的 一 部 分 OW, X 8W; 外 可 引入 自 
然 的 С" 坐标 系 , 通过 在 OW х OW: MPRII 
入 适当 的 坐标 系 , 可 得 与 W! x W ADEA С” 
流 形 。 这 种 # 维 微分 流 形 M 的 边缘 沿 着 维 数 
< я 一 2 的 子 流 形 的 并 集 N 上 具有 “ 角 ”， EM 
中 把 M 一 N 的 微分 结构 扩张 到 全 体 的 引信 C” 
结构 的 方法 称 为 角 直 化 法 (straightening of the 
angle). 

设 D" 为 Euclid 空间 Re 中 有 标准 定向 
的 单位 球 '. 对 于 两 个 紧 定 向 C" HÉ MY， 
м k fD" — M? Gi = 1, 2) ÆC” RAY 
射 , 且 ñ RREH, h REM, 这 时 通过 映射 
ffi hi (0D") 一 户 (9D") 把 Mt — Int fi (D°) 
与 M? — Int f(D") 的 边缘 粘 合 起 来 就 得 到 一 
个 C" 流 形 , 称 为 Mf? 和 M3 的 连通 和 (connected 


sum), 用 Mpa MT 表示 。 连通 和 Mr $ M? 与 
М? 具有 相同 定向 ， 其 微分 结构 唯一 确定 与 映 
射 大 的 取 法 无 关 。 设 S* 为 通常 的 球面 , 则 М" 
FS" = М" СИА), (М, # М.) + M; == 
M, # (M, dk M), Mit M; © My M.. 

对 于 有 边缘 流 形 M", E (OD?) x р" 
— 8M" E C" 嵌入 映射 ,在 M"U D: x Dr 中 
把 通过 映射 f 对 应 的 点 看 成 同一 ， 这 样 得 到 的 
商 空间 X(M";f;s) 称 为 有 环 柄 的 空间 (manifold 
with a handle attached by f)， 由 M" 造 出 X(M"; 
fs 9) 的 造 法 称 为 按 环 柄 造 法 (attaching a handle), 
XM"; fs :) 通 过 角 直 化 造 法 后 ,成 为 具有 自然 
的 微分 结构 的 有 边缘 的 С” ЖЖ, FIPE p: 
0D: x Dp — ӘМ" (i = 1, +++, k) RATE 
射 , 且 各 有 的 像 互 相 痢 不 具有 公共 点 ， 那 末 也 
能 定义 XM" hste las). 特别 把 XCD"; 
fo tts fas s) 称 为 环 柄 体 Chandlebody) (Smale 
1181). 

iM" дп — HEIR, f:0D' x 
р" (Mr! 一 8M"") 为 保持 定向 的 С” IK 
АЮ, SCM"! — Int COD! x D'7) UCD 
x ðD") p iiit (OD! х 0D*7* 把 对 应 点 看 
成 同一 ， 并 加 以 角 直 化 ， 这 样 得 到 的 С” ЖЖ 
XCM"-5 f) 称 为 由 M" EG n 一 5) 型 换 
BRA (spherical modification, surgery) 所 得 的 流 
Ж. хм" f) 具有 自然 的 定向 , 0X(M 1711) 
= 9M"!， 换 球 造 法 与 按 柄 造 法 有 如 下 关系 : 
设 WW 为 # 维 流 形 , [:0D' x р" ди 为 嵌入 
映射 ， 则 OXW; f; ғ) == X(W; f). A 
wW = М"! x [0,1],1:0D хр" — M X 
CD, WHF OXCW 5 ғ) = XCM x (1); DU 
M х (0), 所 以 M 与 XCM ; f) айп. RZE 
相配 边 的 两 个 紧 流 形 可 以 通过 有 限 次 换 球 术 互 
变 (A. H. Wallace [29], Milnor [14]). 

【 流 形 的 构成 】 C” 流 形 上 的 C" 函数 1 如 
果 只 有 非 退 化 的 * 临界 点 +， 并且 f 在 每 个 临界 
点 的 指数 ' (一 大 范围 变 分 法 ) 等 于 f 在 这 点 的 
值 , 则 把 f RAER Cice function). RTT 
下 列 定理 成 立 : 

1) 任意 紧 流 形 上 佳 函数 存在 (Morse-Smale 
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[18], Wallace [29]). 

2) 紧 流 形 上 C" AK, 如 果 只 具有 非 退 
化 临界 点 , 且 在 六 [一 sse] 上 ,除了 在 OE 
有 个 指数 为 * 的 临界 点 外 ,不 存在 其 它 临 界 
点 , 则 三 (一 co 6] SRAZ ХО Соо, 
=e]; fis cs fe s) ОАЕ 《Morse-Thom- 
Smale [18]). 

3) 广义 Poincaré 猜想 !， 设 M" 0С" 8 
伦 球 (n2:5), 则 M* 可 以 从 两 个 ” 维 圆 盘 通过 
BEWARE, Afi М" 与 球面 5" ШИ: (Smale 
Us). 

4) i& M" 是 =” 维 可 缩 ! 的 紧 流 形 Ca > 5), 
OM 是 连通 且 单 连通 的 , 则 MESURE D" 微分 
EJE: ([18])、( 称 之 为 贺 盘 定理 (disk theo- 
rem), ) 

5) 设 Mr, Mt 为 ” 维 定向 紧 单 连通 流 形 
(n> 4), 如果 M, 与 M; 是 4 配 边 〈 见 后 ), 则 
M, 5 М, (Smale [20]) (А RAEM 
(A-cobordism theorem)), B. Mazur 在 某 些 条 件 
下 ,把 这 个 定理 推广 到 非 单 连通 情形 ([11]), 

6) 如 MEX Rt 与 M? x RA, 
RI Mr 与 MF HK k BH (4-eqvivalent)， 设 
My, M2 是 同 伦 型 ' 相 同 的 维 紧 流 形 , 则 M, 5 
M, SEA BH Gk > ”十 2) 的 充分 必要 条 件 为 当 
М 一 M> 是 同 伦 等 价 映 射 ! 时 ， 挛 rCM 1) Der 
55 (M )@ e, 等 价 ， 此 处 rCM ,) HWM, Er 
为 维 平凡 ?向 量 从 《Mazur [10]). 

7) 在 某 些 特殊 的 条 件 之 下 ,可 以 完全 决定 
流 形 的 分 类 :1 五 维 紧 单 连通 流 形 М, WDR 
Stiefel-Whitney 26" wx(M ) 一 0， 其 微分 同 胚 
类 由 H,(M) BE, d) 六 维 紧 、2 连通 流 形 与 
SRS x S' 的 有 限 个 连通 和 微分 同 胚 (Smale 
[19])。 其 他 在 (" 一 1) 连 通 2 n ERE CC. T. 
C. Wall (271) (s — 1) (п 十 1) 维 流 形 
(田村 [22]) 等 情形 下 也 得 出 了 分 类 , 

(Thm 8%] 对 于 仿 紧 空间 X 上 的 实 * 
维 向 量 从 5, 与 相伴 的 闭 * 贺 盘 从 的 全 空间 
为 Ap 以 其 边缘 所 构成 的 = 一 1 球 从 的 全 空间 
为 do 则 其 商 空间 Xe = A/A; GE 4: 缩 为 一 
点 ) 称 为 向 量 从 5 的 Thom 空间 (Thom space), 
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如 果 X 是 CW 复 形 +， 则 空间 Xe 具有 与 CW 复 
形 相 同 的 同 伦 型 , 称 为 向 量 从 的 Thom 复 形 
(Thom complex), Thom 空间 X, 具有 对 应 于 
d, 的 标准 基点 ps. 

对 于 系数 群 5, 设 ®, 为 与 R° 从 5 相伴 的 

局 部 系数 群 ! 系 , 则 
H(X; @,) = H***(X, pe; 9), 
H,(X; @,) = Hsral Xis pes ®). 
这 称 为 Thom-Gysin 同 构 定理 . 

对 于 正 交 群 OC) HAF G, U G 为 结 
构 群 ' 的 万 有 维 向 量 从 xc 的 底 空间 BG 可 取 
为 连通 的 CW 复 形 .向 量 从 ye 的 Thom 复 形 特 
别 用 MG 表示 , 称 为 与 (G, n) 相伴 的 Thom 
复 形 (Thom complex associated with (G,n)). 5 
(Gyn) 相伴 的 Thom ЖЖ MG fi (n 一 1) 连 通 
的 ， 如 果 C 连 通 , 则 e (MG) = Z, Hx, (MO 
(n))= Z, Gill, H'(MG, 2) = Z 
(G = O(n) If, H"(MO(n),Z,) = Z) FE 
MICU 称 为 Thom 复 形 MG 的 基本 (上 同调 ) 
类 (fundamental class)， 对 于 一 般 的 Thom 空间 
Xe， 也 能 用 Thom-Gysin 同 构 定理 来 定义 基本 

如 果 紧 流 形 V" ЙО СС") FTE we 是 奇 
SARR, CRE V° 的 同调 类 z€ H, 
O", 6) (6 = 2, Z), ЖИА = AF 
PIE I (realizable). HEY И" 的 同调 类 ze 
H,-, CV", ©) 能 用 子 流 形 来 实现 的 充分 必要 条 
件 是 存在 一 个 映射 大 "一 MO(k)( 或 MSO(k)， 
48:48 1* CU) BRA = HATH (Thom [24]). 

由 于 ma (M O(n)) Gr (MSO(n)))(n 
> k) МАЖ, 5 " 无关, 在 同 构 意义 下 唯 
一 决定 ,所 以 称 之 为 Thom 谱 (Thom spectrum) 
MO = {М0(п)} (MSO = {MSO (x))) HR 
维稳 定 同 伦 群 (stable homotopy group), 记 作 =+ 
(MO) (=(М50)). 同时 对 于 西 群 ! 及 辛 群 * 等 
通过 标准 嵌 人 U(n)CO(2n), Sp(n) C 0(4n) 
可 定义 与 《U (n), 20), (Sp(n), 45) 相伴 的 
Thom 复 形 MU(n), М5р(а). Thom iif MU 
= {+++› MU (а), SMU (n), MU (n + 1), 
ase}, MSp={-+++, MSp(n), SMSp (п), 


SM 5р(п), SMSp(n), MSp(n 十 1)，…} 的 大 
维稳 定 同 伦 群 (MU) = ая, (MU(n)), 
mi(MSp) = іт, + CM SpCn)) 等 也 同样 地 定 
X. 这 里 SMU (n) 表示 MU (n) 的 双 角 锥 '。 
Thom 谱 的 稳定 同 伦 群 的 计算 可 用 Thom-Gysin 
同 构 定理 通过 上 同调 群 的 关系 来 进行 (Thom 
[24], Milnor [13]). 

【 配 边 】 配 边 理论 始 于 Jl. C. Понтрягин, 
Poxmka， 他 们 称 之 为 内 在 同调 (intrinsic homo- 
logy )， 后 来 为 Thom 大 大 发 展 成 为 微分 流 形 
的 分 类 理论 ([24])。 其 基本 问题 是 判定 已 知 的 
紧 流 形 是 否 是 某 个 流 形 的 边缘 . 在 组 合流 形 、 
拓扑 流 形 等 情形 也 有 相应 的 研究 (Wall [28], 
R. E. Williamson [32A]). 

下 面 我 们 只 考虑 (不 一 定 是 连通 的 ) X С" 
流 形 , 其 (微分 同 胚 类 ) 全 体 记 作 多 ,其 中 定向 
流 形 全 体 记 作 Do. 属于 DR D 的 流 形 如 
果 边 缘 非 空 称 为 有 边缘 流 形 〔 英 bounded mani- 
fold 法 variété à bord), PEM V, Jt 
有 相反 定向 的 流 形 就 用 一 ER. 

两 个 《 维 紧 流 形 V, W ED 称 为 配 边 
《cobordant)， 如 果 存在 一 个 ( + 1) 维 有 边缘 流 
J X€ Ф, OX -vUC-w). 假如 把 上 面 的 
DBR D 而 不 考虑 流 形 的 定向 ,V 与 WW 称 为 
模 2 配 边 〈cobordant mod 2)， 配 边 是 DD) 
中 的 等 价 关 系 ， 其 等 价 类 称 为 ( 模 2) 配 边 类 
(Cun) oriented cobordism class). Vt 所属 的 类 记 
fe LV*1 CVa). + 维 流 形 ( 模 2) 配 边 类 全 
体 通过 自然 的 加 法 [4]o + Wa = СИКО 
W* ]c 构成 Abel FOC), 称 为 ( 模 2) 配 边 
Æ (Cun) oriented cobordism group)。 用 两 个 流 
形 的 拓扑 积 可 定义 乘法 [Y*] x [W!]o = [V+ 
x ио, 于 是 直 和 0 = ZO, (N = IN) 就 成 
为 分 次 反 交换 (交换 ) 代 数 ', 称 为 配 边 环 (cobor- 
dism ring) 或 Thom 代数 (Thom algebra). 有 
下 列 诸 定理 成 立 : 

1) O(%) 与 Thom if MSO(MO) 的 
维稳 定 同 伦 群 x, (MSO) (x, (M 0)) їй. 
(1241) (Thom 基本 定理 ). 

2) 对 于 每 个 自然 数 《 + 2 一 1， 都 存在 


RRR PUO, 68 9UE Z, БАЖ, 
VÀ COGO ok s 21 — 1) 为 生成 元 , 2@Q 
(Q HARRIE Q ре, (CLPC3] 
md) 为 生成 元 ， 其 中 РС” 为 复 射 影 空间 
(1241). АЖ Milnor ([13]) 证 明 O, 的 ?成 
分 (p 为 奇 素数 ) 为 0 Wall 利用 包含 自然 映射 
Q, — Ny 的 正 合 序列 ! 证 明 O, 的 2 成 分 中 不 含 
阶 数 为 4 的 元 素 ([26]). 

3) 设 了 为 9 中 挠 率 元 素 所 成 的 理想 ， 则 
о/т Ж Z EI TER U ((Yallt > 1) 78 
生成 元 ,其 中 Ya 一 般 可 取 为 不 连通 的 复 2 维 
JERA (Milnor). 

由 于 示 性 数 * 是 配 边 类 的 不 变量 ,连同 上 述 
结果 ,可 证 其 逆 也 成 立 : 

4) 两 流 形 模 2 配 边 的 充分 必要 条 件 是 对 
应 的 Stiefel-Whitney 数 ' 相 等 。 两 流 形 配 边 的 
充分 必要 条 件 是 对 应 的 Stiefel-Whitney 数 及 
Понтрягин 数 + 相 等 。 

4 k 维 紧 定向 流 形 的 指数 + 也 是 配 边 不 变 
量 ([23]), 所 以 它 可 以 表示 为 Понтрягин 数 的 
有 理 系 数 线性 组 合 (一 示 性 类 ). 

5:2 п RMIT У, W ， 如 果 对 应 的 
陈 数 ' 相 等 ,就 称 为 C 等 价 (C-equivalent)。C 等 
价 类 (We 的 全 体 , 用 和 上 面 一 样 的 加 法 , 构成 
复 配 边 群 (complex cobordism group)T". 这 时 , 逆 
元 的 存在 并 不 显然 .用 流 形 的 积 在 直 和 T 一 忆 T" 
中 引 人 乘法 , 得 到 复 配 边 环 (complex cobordism 
ting). T" ея, (MU), TÈZ БЕК, 
VA (СУ сј > 1) 为 生成 元 。 此 处 Yu 一 般 
TARR EAR EMAYE k HAE ó К BK BE (Milnor 
113). 

【 同 伦 球面 的 4 配 边 群 〗 MBM 称 为 可 平 
行 的 〈parallelizable)， 如 果 它 的 切 丛 是 平凡 丛 。 
假如 M 除了 有 限 个 点 之 外 的 补 空间 是 可 平行 
的 ， 那 末 称 MM 是 歼 可 平行 的 《almost paralleliza- 
ble). M 称 为 稳定 可 平行 的 《stsbly parallelizable, 
s-parallclizablc)， 如 果 其 切 丛 与 平凡 线 从 ei 的 
Whitney 和 + r Qe BEAM, ЖЖ M" 称 为 
я ЖЖ (manifold), RIBERA Euclid 空 
їй] В“ (N > 2 n) 时 ,其 法 从 是 平凡 从 。= 流 形 


微分 流 形 的 拓扑 学 653 


与 稳定 可 平行 流 形 是 等 价 概念 。 上 面 几 个 概念 
有 如 下 的 包含 关系 : 可 平行 性 军 稳 定 可 平行 
ESTEE. 对 于 连通 的 有 边缘 流 形 ， 
这 三 个 概念 等 价 。 群 流 形 * 是 可 平行 流 形 、 与 
球面 同 吓 的 流 形 是 可 平行 流 形 , 只 限于 1,3,7 
Ж. 在 这 种 维 数 下 ， 所 有 的 异种 球面 也 是 可 平 
行 流 形 (J. F. Adams [1])， 且 对 于 任意 ， 通 
BORE S (n 为 偶数 ) 上 是 否 容许 r 维 切 标 
架 ! 场 的 问题 用 K 理论 得 到 如 下 的 解决 : 设 
ne (2a + 1)25, b= c + Ad (IAE a, b, c, d 
均 为 整数 , 0 < ¿< 3), 4 p(n) = 2° + 84, 
RWS ER (п) 一 1 维 切 标 架 场 。 这 是 最 
佳 的 结果 (Adams [2])。 另 一 方面 ,所 有 的 (C”) 
AEREE x HEI). 

紧 定 向 流 形 Vi, V; 称 为 h Щй (A-cobor- 
ism)， 如 果 存 在 有 边缘 定 向 流 形 W ,使 9W =V, 
UC-V) B. V,G = 1, 2) 分 别 是 W 的 形变 
收缩 核 。 定 向 同 伦 ”球面 的 4 配 边 类 全 体 通过 
连通 和 构成 Abd 群 9.， 称 为 同 伦 n 球面 的 
h 配 边 群 (A-cobordism group of homotopy n- 
spheree)， 其 中 能 够 成 为 = 流 形 的 边缘 的 同 伦 球 
面 全 体形 成 0, 的 子 群 , 记 作 Ө,(Әх). Кегуаіге- 
Milnor 给 出 包含 6.， 球 面 的 稳定 同 伦 群 r， 
无 限 旋转 群 的 同 伦 群 m%(3SO) 等 的 正 合 序列 ， 
阐明 这 些 群 之 间 的 关系 ,证 明了 6,(8x) = 0 (n 
25 REO, 6.(9я) = HIRE (n 为 w 3 的 奇数 )， 
6,/6,(8x) C Coker J, 等 结果 ([9]), 此 处 J? 
xu(S0) — x, Ж J 同 态 ?、 由 此 得 出 6.(n = 3) 
EAR Abd Bí, 6, — 0 (n 7, В ”六 3)， 
还 算出 6, ex Zi 等 低 维 的 0, (AK 6 D. 

把 两 块 回 盘 Dr, рг 沿边 缘 粘 合 起 来 作成 
的 定向 流 形 也 可 以 看 成 是 组 合 ”球面 的 光滑 
化 。 这 样 的 流 形 的 微分 同 胚 类 的 集合 ， 通 过 以 
连通 和 为 加 法 构成 Abd 群 T。， 称 为 组 合 球面 
的 (定向 ) 微 分 结构 群 (group of oriented differen- 
tiable structures on the combinatorial sphere), 根 
dg] X. Poincaré 猜想 及 配 边 定理 ， 可 得 Г, 
Ө.(а = 3, 4) RI, ET; = 0, T, = 0 (J. Cerf 
151). г, 还 可 以 如 下 定义 : Wb Ditf*D", Ditt* 
$73 плен D^ 及 其 边缘 S 的 保持 定向 
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的 自 和 油分 同 胚 所 构成 的 群 ， 其 中 乘法 是 映射 的 
合成 ， 设 r+:Diff+D* > Diff s 是 限制 映射 
则 r 的 像 是 正规 子 群 , 且 TasDiftftrS"-:/r(Difft* 
р"). 

【微分 动力 系统 】 设 M 为 C' 微 分 流 形 (r 之 
1). 微分 动力 系统 (differentiable dynamical sys- 
tem) 是 Lie 群 G 到 Dife (M ) 中 的 同 态 ,使 得 其 
诱导 映射 C X M — M 是 C 映 射 ( 一 变换 群 ). 
它 的 主要 对 象 是 微分 动力 系统 的 全 局 轨道 结构 
的 拓扑 研究 。 对 G 一 尺 , 微 分 动力 系统 理论 就 
归结 为 常 微分 方程 ' 定 性 理论 ,而 后 者 往往 成 为 
研究 一 般 理论 的 主要 出 发 点 。 G 一 Z 的 情形 
就 等 价 于 孝 虑 一 个 微分 同 胚 € DEC ), 从 其 
Soit (7C) |n € Z}(pe M) 的 拓扑 结构 的 观 
点 , f 生成 G6。 我 们 主要 讨论 这 后 一 情形 ,因为 
其 问题 形式 上 简单 ， 并 且 大 多 数 定理 能 推广 到 
G 一 R， 我 们 还 假定 M 是 无 边缘 紧 流 形 。 为 简 
单 起 见 ，Diff(M》 的 一 个 元 素 К 
动力 系统 ， 


设 F'(M) 为 M 到 M 的 所 有 C 微分 映射 的 
ZMP С 收敛 拓扑 。 这 时 ，F"(M ) 是 
完备 的 可 度量 化 空间 ， 且 Ditfr(M) 是 FM). 
中 的 开 集 ， 因 此 НРСМ) 是 一 个 Вне 空间 '; 
并 对 于 这 个 拓扑 成 为 拓扑 群 . 论 及 f € DiM) 
的 一 个 命题 P 称 为 一 般 的 《generic)， 如 果 集合 
(fe Diff (M) PC) УЕ ТОНЕРИ, Bi 
个 微分 同 胚 g € Ditf(M ) 称 为 结构 稳定 的 
(structurally stable), 如 果 f ZE Diff (M) 中 存在 
一 个 邻 域 N. 使 得 任何 gEN JE Hath 38 Р 
1 (£ 称 为 拓扑 共 回 Ctopologically conjugate) F f, 
如 果 存 在 一 个 同 胚 hM — M， 使 得 hof = go 
A)C391). 


h f€ F(M). Ср) = ps RA p € M- 
жж. MPS SERENO туе RAY 
点 称 为 周期 为 的 周期 点 (рейойс poin). BP 
Nu=Ns(j) 是 的 周期 为 mm 的 孤立 周期 点 的 数 
目 。 则 存在 ЕСМ) RUBE ERA fe E, 
N, (f) < С, RIP C R КАЯТ f WE 
的 常数 ([41]). 对 于 这 样 的 f, AKIO = 


(Ў кту» | TENOR, 称 为 1 的 
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{Ж (zeta function) (1481). 

设 ? 为 fe Diff (M) 的 不 动 点 WW fA 
P HORT! df, 是 M 在 ? 的 切 空间 TM ) 的 线 
性 自 同 构 。 如 果 4/, 没 有 么 模 的 特征 值 , 则 p 就 
FRAM ih (hyperbolic) A, tR p Æ f E ЮМ) 
的 一 个 双 曲 不 动 点 ， 则 集合 W) = [z€ M | 
P@)>p X n-o) 5 W'(p) = (z€ M| 
Г" (z) 一 p Ц n — oo} 是 向 量 空间 的 单 射 浸 人 
的 象 [42, 46]。 我 们 把 ИСР) QW" G0) WA t 
在 ”的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 (stable (unstable) mani- 
fold). ZE f 的 双 曲 不 动 点 p 的 充分 小 邻 域 , f 
拓扑 等 价 于 了 在 ”点 的 微分 dj,, 也 就 是 存在 
TEE AM — M KERER ATM) Tan 
(MJE dfa 一 hdfo[42]。 这 一 段 中 关于 不 
动 点 p» df, 等 的 命题 ， 当 用 加 代替 f 时 ,对 局 
期 为 m 的 周期 点 也 成 立 . 

点 pe M 称 为 fe Diff(M ) 的 游荡 点 (wan- 
dering point), WIREH P NWR U, 使 得 UJ 


idm 
f'(U)QU — а. p АБТ (nonwande- 
ring) A. f AFM ARTA ОС), 它 
在 f 下 不 变 。 如果” 一 12p 是 1eDitf(M) 的 
非 游 荡 点 , 则 对 于 f 的 任意 邻 域 N, 存 在 微分 同 
HE z€ N, 4 p J& e 的 周期 点 [45]。 

微分 同 胚 € Diff M) 称 为 Morse-Smale 
动力 系统 (Morse-Smale dynamical system)， 如 果 
满足 下 列 三 个 条 件 : (1) O0) 是 有 限 的 . (2) 
f 的 周期 点 是 双 曲 的 。(3) 对 于 每 一 对 周期 点 
PA q, We) 与 WC) BLAZE, 即 对 
于 x€EW'(pNW"(q) 有 TW'(p))+T Qv" 
(q)) = T.(M) 成 立 ， 对 于 Morse-Smale 动力 
系统 ,有 和 大 范围 变 分 法 + 中 的 相应 的 Morse 不 
等 式 成 立 ([46])， 性 质 (2) 及 (3) 是 一 般 性 质 
(143,471). BRA Morse-Smale 动力 系统 所 成 的 
集合 是 DifF (M) 中 的 开 集 。 如 dimM <3, 
M 上 任何 Morse-Smale 动力 系统 都 是 结构 稳定 
的 ([44]). 

PEDAL f € DifF(M) 称 为 Аносов 微分 
ВЕС С 系统 ) (Anosov diffeomorphism (or С 


-system)), 如 果 切 从 +T(M TEE AY BERR Whitney 
和 ' T(M) = ЕФ Е", 使 得 对 于 M 上 的 Rie- 
mann BERE RUE EE e 29 0 X127 127 0, АКЕ) 
CE’, d(E")CE", AM THEME m, 4 
v€E' 有 |а) < camo], 34 we Е", 有 
а" Co) I< сато. Аносов fy IRE 
构 稳 定 的 ， 且 M 上 所 有 Аносов 微分 同 胚 构成 
的 集 是 DCM) 中 的 开 集 ([40])，。 基 本 的 参 
考 资料 是 5. Smale ([481). 

【拓扑 观点 下 的 复 解析 奇异 性 】 hurts, 
„ме C" 中 开 集 U 上 定义 的 复 值 
全 纯 函 数 ，V = СО) П... ПРО). V E58 
PH (singular) 点 , 如 果 对 于 = 在 C" 中 的 任 
FBR W , NV AW RF HB. 这 
个 定义 与 奇 点 的 解析 定义 一 致 (L53])。， 对 于 不 
的 任何 点 zao Ф 5, = S(zese)28 С^ 中 的 (2N 一 
1) 维 球面 ， 球 心 为 w. 半径 为 e> 0, BS 
K, VAS. 如果 е 充分 小 ,对 《5.，K。) 的 拓 
扑 型 不 依赖 于 #(153, 56])， 由 于 这 个 事实 , 奇 
点 的 研究 就 构成 拓扑 学 在 多 复 变 函数 论 中 的 应 
用 的 重要 方面 。 

V 的 奇 点 zo PKA BL (isolated) 奇 点 ,如 果 
对 于 ЛЕ С“ PARTI ERW h, WAV 一 
{в} 是 W 一 {zo} 的 光滑 子 流 形 。 在 此 情形 下 ， 
K, 是 S, 的 闭 光滑 子 流 形 ,(8*; Ke ASA НЕ 
型 不 依赖 于 (充分 小 的 ) £ > 0. .迄今 对 于 这 种 
奇 点 的 拓扑 研究 首先 是 集中 于 孤立 奇 点 。 在 这 
种 情形 下 , 当 V 是 平面 曲线 ( 即 N = 2; r = 1) 
WV 的 任何 奇 点 均 是 孤立 奇 点 ，3- 球 S, 的 子 
HIE K。 可 描述 为 一 个 多 重 环 面 链 环 ， 其 型 数 
完全 由 了 的 定义 方程 了 在 ze f Puiscaux 展开 所 
决定 ([49],1928)，1961 年 ，Mumford 通过 奇 
点 解 消 的 论证 , 证 明 如 果 代数 曲面 V 在 so 是 正 
规 的 ， 且 如 果 з 维 闭 流 形 K。 是 单 连通 的 ， 则 
K, 微分 同 胚 于 3 ÆRE, z 是非 奇 点 C1541), 
对 于 高 维 情形 , 1966 年 E. Bricskorn 证 明 下 面 
定理 ([50]): 

x 边缘 同 伦 球 群 0, (0) 的 每 个 非 平凡 
元 素 可 以 实现 为 某 复 超 曲面 的 K. , 这 些 复 超 曲 
面 在 O(n т 2) 中 原点 附近 可 以 由 形 如 f(z) 
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= ай tess + zh 一 0 的 方程 定义 , 

这 个 结果 建立 了 代数 几何 学 和 现代 微分 拓 
扑 学 之 疗 的 联系 。 Milnor SET Brieskorn 方法 的 
启发 ,发 展 拓扑 学 技巧 来 研究 超 曲 面 的 奇 点 ,得 
到 许多 结果 如 纤维 化 定理 (fibering theorem), Ж 
们 简 述 如 下 : 

假设 了 在 me C"* 的 邻 域 由 一 个 方程 1(z) 
一 0 -来 定义 ， 则 有 一 个 相伴 的 光滑 纤维 化 o: 
So — K,  S'XET. z €5.— Ki 9G = J(z)/ 
HGD]. 其 纤维 F = el) (РЄ 5) Ж RA 
F CW 复 形 的 伦 型 .. 如果 zo 是 函数 了 的 孤立 
临界 点 , ШЕ АЯ n BUR (bouquet) 的 同 伦 型 
(Milnor (531). (这 结果 的 推广 一 [51]) 

在 孤立 奇 点 情形 ,还 存在 有 S, rh F fJ n HE 
PAGER ASEH ГО), 使 得 ГО) 的 同 余 类 完 
ERE (Ses К.) 的 微分 同 胚 类 〈[51])); at 
TG) 的 计算 (一 [55])。 

BF RN LEM, Whitney mm 
解 为 流 形 ,并 且 建 立 所 谓 Whitney 层 化 (Whitney 
stratification》 的 概念 [57](1957), [58](1964)。 
Whitney 层 化 理论 被 Thom 用 分 县 集 (stratified 
set) 概念 进一步 加 深 ([8]), 并 且 在 奇 点 的 局 部 
及 大 范围 的 研究 中 起 着 基本 的 作用 。 例 如 ， 所 
有 半 解 析 集 - (semianalytic set) 都 允许 Whitney 
层 化 (52]). | 

【突变 理论 】 (HARD) 突变 理论 最 早 
是 在 六 十 年 代 末期 由 R. Thom [1, 2, 3] 提出 
来 的 . 这 理论 为 自然 界 中 (特别 是 生物 学 及 自然 
语言 中 ) 形态 的 演化 提供 某 种 数学 模型 ， 近 年 
来 ，E. C. Zeeman 等 人 发 展 了 这 个 理论 并 且 
应 用 于 各 种 领域 , 象 物理 科学 , 医学 , 经 济 学 及 

会 学 ;详细 文献 目录 见 [4]。 

突变 理论 的 基本 概念 是 静态 模型 (static 
model) ,这 是 一 族 位 势 函 数 fX R, 其 中 X 
ER 的 子 集 , 包 含 原点 的 邻 域 ,参数 * 属于 RU 
中 原点 的 邻 域 U. 

С ГНЕ R° 看 成 内 空间 (internal space) 或 
状态 空间 (state. space) , 它 的 点 用 我 们 所 研究 的 
过 程 有 关 的 参数 来 表示 ,而 R 是 外 空间 (exer- 
nal space) 或 控制 空间 (control space), ATLA 
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是 我 们 所 考虑 的 过 程 发 生 的 物理 时 空 连续 统 ， 
或 者 是 控制 过 程 的 控制 参数 的 空间 一般 规 
定 , 维 数 r < 4, 虽然 维 数 ”可 以 任意 大 .。 

静态 模型 具有 局 部 的 性 质 , J. 的 任何 局 部 
极 小 值 , 称 为 we U 处 的 局 部 体制 (local regime) 
是 对 应 于 控制 点 « 的 模型 状态 的 代用 品 . 

从 数学 上 讲 ， 一 个 静态 模型 就 是 C” 函数 
f: R" X R" 一 RR 在 0 点 的 芽 , 而 它 又 是 C” 函 数 
n = ПА x (0): R° 一 R 在 0 点 的 芽 的 开 折 
(r 维 扩张 族 ); 细节 见 下 。 

【 奇 点 的 分 类 】 Ф O(n, mm) 为 C" 函数 大 
К" — В" 在 0 点 的 芽 的 向 量 空间 ， 儿 (nC@ 
(mm) 为 把 0 BRE! 0 的 可 逆 芽 RR: 的 于 集 . 

Fn, FES (n, m) 称 为 右 等 价 (right equi- 
valent), 如 果 存 在 À € B (n) В noh = Е. В 
d) = 2 (1,1)， 用 通常 办 法 可 以 得 出 8 (n) 
是 局 部 代数 , 以 A = (n€ Ф(п)|л(0) = 0) 
为 其 唯一 极 大 理想 。 一 芽 n€ 8(n) HHH 
(singularity ) 工 ,如 果 (0) 一 Da(0) = 0. ЖЕ 
(AEE n, 我 们 定义 ?的 余 维 (codimension) 为 

codim n = dimp (-@/(On/8x1) з) 

Rh (On/Ox dam Ж (n) 中 的 由 0n/0n, 
205, On/Ox, 生成 的 理想 而 = 一 Cary ttn) 
表示 Re 中 的 坐标 系 。J N. Mather (1631) 证 
有 明了 如 下 结果 . 

RHE < 4 B. > 1 的 奇 芽 右 等 价 (到 加 上 其 
他 变量 的 非 退化 二 次 型 及 到 乘 以 + 1) FFE 
Thom 的 七 种 初等 突变 表 中 的 7 之 一 。 

【 开 折 】 n WBE. 9 的 ЖТ (unfol- 
ding) EF f € € (n + r) ВЛЕ" x (0) = 
n 这 个 开 折 表 为 (>， 力 。 @ (r, DRG OA 
л ЖТ. 39 (morphism) (Ф.Ф, ):070) > 
(s,8) 由 下 面 GGG HR: G) —# ecd 
(n+ ron + ER o|R* x (0) = 恒 等 映 射 ; 
Gi) —#E 0 € (н, г) RB mop 一 Dos, 成 立 ; 
Gii)—# e € .YA(r) 使 得 1 一 ge 十 seem 成 立 ， 
Ж z: R° x R 一 尽 是 射影 .在 这 种 情形 下 ， 
我 们 说 开 折 C.) 是 由 Gg) BL (9.056) 8 
导出 来 。 如 果 e. Ф 是 油分 同 胚芽 , 则 射 就 是 同 
4) (isomorphism), 


2 的 开 折 (r, D BG, g) 的 加 法 (addition》 
定义 为 (", 妃 十 (sg) 一 (十 of 十 E 一 9)， 
其 中 右 端 最 后 一 项 是 指 (j + g — reu r) = 
Kasu) + gGs v) — 262. 

因此 ， 如 果 7 的 常 值 开 折 (constant unfol- 
ding) (r, f) 定义 为 (x, и) = nG), ДИТ (r, 
D + С.) = (r + s, D. 

n 的 开 折 Cr , Р) 称 为 通用 的 (versal), 如 果 
刁 的 任何 开 折 可 由 《〈r, 力 及 适当 的 射 诱导 出 
来 ， 有 极 小 "的 通用 开 折 (r,f) 称 为 万 有 
universal) ЖТ. 下面 事实 也 是 Mather ([63]) 
证 明 的 : 

奇 芽 ae —€(n) 有 一 通用 开 折 当 且 仅 当 
codim 是 有 限 的 。 ? 的 任何 两 个 > 通用 开 折 
是 同 构 的 。 每 一 通用 开 折 同 构 于 (r, 了 ) + RA 
FH, 其 中 + = сойт э B. (7,/) 是 万 有 开 折 定 
Хк: Bin {bres bC CEA Ca) 
《8a/8xi)x。， 的 基 的 一 组 代表 元 ， 则 洋 是 开 折 
118308 f(x, и) = nG) + 和 (en 十 十 
b,)u,. 

【七 种 初等 突变 】 Bt her &(n+r) 
中 的 芽 . 我 们 说 六 g 作 为 > 开 折 是 等 价 的 
(equivalent), WREE AE 4g (r), 一族 H, E 
Bln) Жа ue U C Е, DR e € o) 89 
=» y) = (OH. GO» ACu)) + e (a). 

我 们 说 静态 模型 (>, f) 是 稳定 的 〈stable)， 
n (r, D fE d (n + r) (具有 Whitney Се й 
扑 ) 的 任何 小 微 扰 (+，g) 都 等 价 于 (7, f). Thor 
发 现下 面 这 个 主要 结果 ,后 为 Mather 等 人 作 了 
TER (参见 162] 中 的 文献 目录 )， 假 设 + <4, 
则 稳定 静态 模型 (, D 的 集合 是 # (n + r) 中 
的 开 笛子 集 , 且 任何 稳定 静态 模型 (0, D 等 价 
《到 加 上 非 退 化 二 次 型 及 乘 以 + 1) 于 表 1 中 具 
有 标准 位 势 F 的 模型 之 一 ， 它 们 都 是 奇 芽 ? 的 
万 有 开 折 (х, у 表示 内 变数 ,4， о wst К 
ZERO. 

具有 这 些 标准 位 势 的 静态 模型 就 是 所 谓 初 
等 突变 (clementary catastrophes), 它们 可 作为 各 
种 自然 过 程 的 定性 模型 . 

[RZE] 对 于 静态 模型 pe # (n + r), 


1 Thom 的 七 种 初等 突变 表 


标 准 位 势 F 


名 


TRO OUS ESTE 
[8] [1] J.F. Adams, 


On the non-existence of ele- 
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w 


ments of Hopf invariant one, 


1 aes F (old Ann. of Math., 72 (1960), 
2 | ажаа R Ceusp) (Riemaun-Hugoniot) м Та. oe Mr 
3 | = feta tes tae Жи ааа) Сры аса o i A 
3 qe? |> + + uryt rz + wy ЖЗ? (hyperbolic umbilic) GE, [3] M. P: Adysh 
3 ре ay P xy aG + Celliptic umbilic) dora: comple sci, Тб. Lone 
4 x [ste nte m vx! ex EHE (butterfly) den Math. Soc, (3), 12 
4 ahy + y! + uxt + vy? + wx + ty | MBE (parabolic umbilic) (1961), 291-310; [4] S- 


一 个 过 程 process) 是 指 X x U 的 一 个 子 集 s 
cp X, UDB RRR OAD BR im 
Ж, 是 一 个 过 程 , we U, 我 们 定义 = V(X 


x {u}). 我 们 说 we U 对 :是 正则 点 (regular 
point), WREE u dE U rnit Ak V RAE A: 
XxXV— XXV 使 得 在 XXV kR xh 
x АПС х И) =+ x V. URIE 
则 点 就 称 为 突变 点 (catastrophe point). MAR 
变 点 的 集合 称 为 突变 集 (catastrophe set). 

对 于 开 折 (>, D 定义 一 个 过 程 有 各 种 约 
定 ， 其 中 之 一 是 Maxwell 约定 (Maxwell con- 
vention), BEER s, 是 最 小 局 部 体制 于 we U. 
采用 Maxwell 约定 的 模型 (, 力 的 突变 集 由 
控制 空间 Re 的 那些 点 * 构成 ,在 这 些 点 上 或 者 
h 至 少 在 两 点 上 达到 最 小 值 或 者 在 唯一 点 上 达 
到 极 小 值 但 不 稳定 . 

ПЛЕ ФЕ EIE. (perfect delay 
convention)， 它 对 于 U 中 的 每 一 条 道路 +, 都 指 
定 一 个 (可 能 是 不 连续 的 ) 映 射 mr:r — X x r 
使 得 я, Ст, (и) = и, (т. (и), u) 是 一 个 局 部 
体制 , 且 mr 在 道路 + 上 的 极 大 区 间 上 保持 连 
续 ， 考 虑 集合 
д = (Gs u) € R" x R'|dt1(x, и) 是 退化 的 } 
RREME Rx R' — R' FOR B = x, 
(A), BERA 5} li Ж (bifurcation set)， 则 对 于 
完全 延迟 约定 来 说 , 分 歧 集 8 的 点 是 静态 模型 
的 突变 点 的 党 要 的 代用 品 。 

关于 初等 突变 的 几何 研究 一 [65， 66, 67]. 
静态 模型 曾 被 推广 成 代谢 模型 (metabolic mod- 
qs) ,但 它 的 结构 还 很 不 清楚 (160,61]), 在 这 些 
方面 ,[62] 的 文献 且 录 相当 的 完备 。 
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ЖА Ш [Ж problem of embedding 法 prob- 
làme de plongement {È Einbettungsptoblem {ft 
задача погруженя ЕН MC 2 HB 
UKASRA) 如 果 存 在 从 拓扑 空间 ! У 到 拓 
扑 空 间 w P3ROEURE! f (RD V 55 W 的 子 空间 同 
BE), 则 把 f 称 为 了 到 王 内 的 拓扑 媒人 《cmbed- 
ding). AV 到 于 内 的 连续 映射 t 称 为 拓扑 漫 
人 (immersion)， 如 果 了 中 每 点 ”都 存在 适当 的 
WRU, ЧЕЛО, 是 从 U, BIW HASTE, Ш 
果 存 在 这 样 的 映射 ， 则 称 了 在 到 中 可 媒人 或 可 
BA. BARA GURBA OZN W , 通常 取 作 
Euclid 空间 RY, 射影 空间 PR" 或 流 形 . 

上 面 我 们 是 在 拓 扯 空间 及 连续 映射 ( 同 是) 
的 范畴 中 讨论 谋 入 与 涟 入 问题 .我 们 也 可 以 
在 另外 的 范畴 如 单纯 复 形 + 与 单 形 映射 +， 微 分 
BES MHRA, Riemann 流 形 与 等 距 映 射 ， 
( 实 ) 解 析 流 形 与 解析 映射 等 范畴 中 考虑 菊 人 与 
浸入 问题 , 它们 分 别称 为 单 形 嵌入 , 微分 嵌入 ， 
SRA, 解析 左 入 (以 及 各 种 温和 人 )。 特 别 当 
1(V) 的 拓扑 入 Y 的 子 空间 的 拓扑 一 致 时 ,这些 


嵌入 称 为 正则 嵌 人 (regular embedding). 如果 
Vy 是 紧 的 , 则 所 有 嵌入 都 是 正则 的 。 例 如 ，* 维 
局 部 Euclid 单纯 复 形 К" 均 能 单 形 淄 人 于 R” 
h, 也 能 正则 单 形 嵌入 于 Ret 中 。 对 于 一 般 
的 K", Eucid 空间 的 维 数 不 能 再 降低 了 ,在 这 
个 意义 下 ,这 是 最 佳 结果 ,但 到 更 低 维 的 Euclid 
空间 的 单 形 嵌 人 问题 还 正在 研究 ( 吴 文俊 等 ) 
(一 复 形 ,公式 6 VID. 

【微分 柑 入 与 漫 入 】 ЦТУ, и 取 作 仿 紧 
连通 С” 微分 流 形 , 考虑 С” POLOS REA. 
本 节 中 用 VCW ARTIRA H VSW 表示 可 
漫 入， 研究 嵌入 或 漫 入 问题 的 一 般 的 方法 是 : 
当 把 微分 流 形 М" WAE R" 中 ,讨论 M” 的 示 
性 类 * 和 指数 ' 具 有 的 性 质 ， 从 而 得 出 必要 条 件 
的 方法 以 及 已 给 出 从 м" 到 Re 的 映射 ， 求 出 
使 这 个 映射 能 变形 成 嵌入 的 障碍 *, 从 而 得 出 充 
分 条 件 的 方法 ` 

充分 条 件 。1) 对 于 任意 的 M", ME 
R” 及 (正则 的 ) М" C R” 成立 (Н. Whitney 
(41,051). 

必要 条 件 。2) 如 果 MSR, 则 M" fJ 
法 从 + 的 Stiefel-Whitney 类 ? @,(M") 满足 
DM") =0G>4)> Hi М" C RM, 
WW CM") = 0 G > k) (Whitney). 

ig aG = 0, 1,…) 是 K 理 论 ( 一 K 理论 ) 
的 外 宕 运算 ', 对 于 形式 知 级 数 u= > GD, 
由 公式 v, = AJ — 0 = Уф” 来 定义 
TG. 

3) WẸ M" CR, MJ vi) = 0 G > 
k). m M” C Ret Д] уо) = 0 G>. 


此 处 vm n — r € KO (Ми), n 为 平凡 = 维 癌 
BRIA’, r 为 M* 的 切 从 * (M. F. Atiyah (11). 

充分 必要 条 件 ， 设 M" BAR, 如 果 对 
FM" LEA ps KAF M" 的 切 空间 Ts(M") 
中 的 + 个 线性 独立 向 量 场 存在 ， 则 称 M" 在 
Ree RAR fi RR r 98 3 Gransvense r- 
Баа), РЕА, ЕШ М. W. Hirsch 的 结果 
срж. 

4) M" 在 Rp FUR BUR HRD 


嵌入 问题 659 
的 充分 必要 条 件 是 ,与 M* 的 切 从 相伴 的 ,以 M。 
为 底 空间 , 以 Stiefel HUE! Vatra- 为 纤维 的 
纤维 从 的 截面 ! 存 在 。 

5) 设 M" GR ( > 1)， 如 果 这 个 浸 
ARABIR r 标 架 场 , 则 M^ Cc Rett, 

以 1) 中 的 Whitney 定理 MCR HH 
Rio k= nl, 应 用 上 面 定理 ， 浸 人 问题 
就 成 为 以 M" 为 底 空间 的 纤维 从 的 截面 存在 间 
题 。 例 如 , ШЖ М" 为 О С 微分 流 形 的 
拓扑 学 ), 则 M" c Ren. 

Hirsch 的 结果 用 天 理论 的 语言 可 表 为 下 面 
的 定理 ,在 许多 具体 问题 上 有 应 用 . RE (х) 
XX 上 实 向 量 从 的 等 价 类 ,0: & (X)>KO(X)(— 
K BID), MUR £e KOCX) 是 9 的 象 , 则 称 5 为 
EH (positive). 3A AF 5€ KO(X),fË &+ 
(为 平凡 名 维 向 量 从 ) 为 正 的 最 小 自然 数 《 以 
g CE) AR, g(8o) 称 作 的 几何 维 数 〔gcometri- 
cal dimension), 

6) MR k > 0, MERI 的 充分 必要 条 
件 是 g( 一 fo) < k, ЖЖ r = r К. 

这 个 定理 还 可 以 进一步 推广 ， 对 于 两 个 流 
形 M,N, dim M < dim N, 使 MSN 的 充分 
必要 条 件 是 存在 映射 /iM 一 N, 使 ЕОР Со 
(муу) — «(M)) € dim N — dim M. 

AUT M” 到 А ВА f 53 g, 如 果 存 在 
EA f» g ff) CMO БИ! F:M" X | Ае, 
使 得 对 于 所 有 的 上 值 ，F,(z) 一 FG 0) 都 是 
BA, Wi. g 称 为 正则 同 伦 〈rcgularly homoto- 
pic)， 在 上 面 定义 中 ,如 果 f, z 是 嵌入 ,所 有 的 
F, 也 是 嵌入 , 则 1 与 g 称 为 正则 合 瘦 《regularly 
isotopic, diffeotopic). 

关于 嵌入 之 间 的 相互 关系 ，A. Haefliger 的 
下 述 结果 很 重要 ([3]). 

7) i) 设 太 和 M" 分 别 为 (一 1) 连通 紧 
RICA AEH, WRIR<n,m>2n— 
k+l, RV FIM MERE FET CHR 
分 ) 嵌入. 假定 2k<n, m2 20 — k, V, M 
BE AGEN. 则 f 同 伦 于 (微分 ) 漫 入，ii) 与 
上 面 同样 假定 , 设 2 < n +l, m 2 2n k+ 
2， 则 六 到 M 的 两 个 同 伦 的 (微分 ) WAREN 
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由 7) i) BE m 宇 3(n 十 1)/2， 则 任意 的 
拓扑 媒人 可 用 微分 柑 亿 近 . 且 当 m > 32/2 
时 ,任何 的 拓扑 浸入 可 用 微分 漫 人 逼近 ， 由 ü) 
也 可 以 得 到 拓扑 情形 与 微分 情形 下 的 同样 关 
系 。 这 个 维 数 关系 的 范围 称 为 稳定 区 域 (stable 
tange) E WE A TRIB RE SE, (m3 (n+1)/2 
称 为 介 稳 区 域 (metastable range). Hacfliger [8] 
还 进一步 把 She! 到 R^ 中 的 嵌 人 加 以 分 类 ， 
并 且 证 明 存在 Sh 到 R° 的 嵌入 , CSA 
然 的 嵌入 不 同 构 。Levine [9] 得 到 了 5" BIS” 
的 赔 人 的 分 类 的 更 完全 的 结果 ). 

关于 (微分) 嵌 人 与 (微分 ) 浸入 之 间 的 关 
系 ,我 们 知道 如 下 的 例子 ， 对 于 任何 正 整数 4, 
存在 紧 微 分 流 形 м", 使 得 M" CR, 而 对 任何 
+ >4›М* RY, 

近年 来 由 于 拓扑 学 方法 的 进步 得 到 了 许多 
结果 ;例如 ,假如 M" 是 非 紧 流 形 , 一 般 有 M"C 
Res 如 果 M" 是 非 紧 * 流 形 , 则 МСА"; 如 
RM 是 可 定向 紧 流 形 , B. s> 4, WMC 
RS, 

[2 BRERTEROKA) n ЛЖ ЕШ 
FE" м" jm {ЕЛУ ЕЕЕ X" AIR A ДЕ BE 
线性 映射 'j:M" 一 X"， 使 是 到 帮 M") 上 的 
UGE, CM?) 是 X" FMB, HB rti (M°) 


— M" 是 分 段 线 性 映射 。 BMRA л: MT 
Х" 称 为 合 痕 , 如 果 存 在 同 伦 F:M" x [0,1] 一 
X" x [0, 1] 使 得 对 于 0< rc 1, РСМ" x 0) 
C X" x 2, F|(M" x D:M" xi X" X / R: 
ЖА, H FIM X0=f, FIM xls f. 显 
然 , n HEE SIE STA BRERA К”, 下 
面 是 吴 文俊 定理 : 当 n > 2 时, 任何" BOAR 
ЖЕНЕ ДЕР R^ 中 ， 在 六 十 年 代 得 到 的 
许多 重要 结果 中 , 我 们 提 一 下 Zema 定理 
[10]: ШЖ m — n 2 3, 5" 到 5" 的 任何 两 个 
RAS AM, Ault 5” 在 S= 中 不 打 结 . 

(8) [1] M.F. Atiyah, Immersions and embed- 
dings of manifolds, Topology. 1(1962), 125—132) [2] 
M. W. Hirsch, Immersion of manifolds, Trans, Amer. 
Math. Soc, 93 (1959), 242—276; [3] А. Haeíliger, 
Plongements différentiables de variétés dans variétés, Co- 
mment. Math. Helv., 36(1961), 47—82, [4] H. Whit- 
ney, The self-intersections of a smooth n-manifold in 2я- 
space, Ann. of Math, 45(1944), 220-246; [5] H. 
Whitney, The singularities of a smooth n-manifold in (2m 
-1)-space, Ann. of Math., 45 (1944), 247—293; [6] H. 
Whitney, Differentiable manifolds, Ann. of Math., (2) 37 
(1936), 645—680; [7] S. Smale, The classification of 
immersions of spheres in Euclidean spaces, Ann. of Math., 
(2) 69(1959), 327—344, [8] A. Haefliger, Knothed 
(4k— L)-spheres in Gk-space, Ann. of Math., (2) 78 (1962), 
452—466, [9] J. Levine, A classification of differen- 
tiable knots, Ann. of Math., (2) 82(1965), 15—50; [101 
E. C. Zeeman, Unknotting combinatorial balls, Ann. of 
Math., (2) 78 (1963), 501—525. 
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(8 2.3 Eb EFAA, Fourier 分 析 、 位 势 论 和 变 分 法 ) 


分 析 学 [Ж analysis 法 analyse Ж Analysis 
Җ анализ 日 解析 学 ] 分 析 学 起 源 于 古代 . 
考察 起 来 ， 我 们 必须 追 漳 到 Eudoxos (公元 前 
4082 —3552 ) 和 Archimedes (公元 前 2872 一 
212) 为 求 平面 图 形 的 面积 和 立体 的 体积 而 考虑 
的 穷竭 法 ， 但 那个 时 代 只 限于 研究 特殊 的 图 形 
和 立体 ， 到 了 十 六 世纪 ， 这 个 问题 又 被 法 国 的 
F. Viète (1540—1603), #9 J. Kepler (1571 
—1630), 意大利 的 B. Cavalieri (1598—1647) 
等 重新 提 了 出 来 ;而 到 十 七 世纪 ,向 曲线 引 切 线 
的 问题 ， 由 法 国 的 R. Descartes, P. de Fermat 
(1601—1665), B. Pascal (1623 一 1662)， 英 国 
的 J. Wallis (1616—1703) 等 进行 了 研究 , 特 
别 是 ，Fermat 把 它 应 用 到 了 求 极 大 值 和 极 小 值 
的 问题 上 . 

德国 的 G. W. Leibniz (1646—1716) 也 
研究 了 这 个 问题 。1684 年 , 他 引入 了 新 的 符号 
dx，dy， 导 出 了 切线 的 斜率 由 dy/dx 给 出 ， 从 
而 创建 了 求 dy/dx 的 算法 接着 他 于 1686 年 
又 创立 了 邀 切 法 (methodus. tangentium inversa), 
这 就 是 我 们 今天 所 说 的 “积分 法 "; 就 在 这 时 ， 
他 引进 了 符号 」。 英国 的 L. Newton (1642 
一 1727) 根 据 力学 的 考察 ,也 创建 了 相当 于 今天 
的 “ 微 积分 学 "的 流 数 法 (methodus fluxionum), 
然而 ， 由 于 Leibniz $Q Newton 都 没有 明确 弄 
清 基本 概念 ,因而 受到 了 各 方面 的 严厉 批判 .在 
英国 ,这 一 新 的 算法 并 未 被 普遍 采纳 ,只 有 英 格 
兰 的 B. Taylor (1685 一 1731) 于 1715 年 ,以 及 
苏格兰 的 C. Maclaurin (1698—1746) 于 1745 
年 发 挥 了 它 的 作用 。 与 此 相反 。 在 欧洲 大 陆 上 ， 
Leibniz 的 符号 化 了 的 算法 由 Bernoulli 家 族 的 
数学 家 ， 法 国 的 F. А. de l'Hospital (1661 一 


1704), 意大利 的 G. Fagnano《1682 一 1766) 等 
所 继承 ， 使 以 前 从 未 得 到 解决 的 问题 接连 得 到 
解决 ,同时 又 出 现 了 新 的 问题 . 

在 这 方面 , 1747 年 ,法 国 的 J. le К. d'Ale- 
mbert 联系 弦 的 振动 问题 , 在 * 一 0 和 xz 一 人 


时 ?一 0 的 条 件 下 ,研究 了 偏 微分 方程 
Sy zt 
£0 an 0° 


他 指出 , 设 f 为 以 21 为 周期 的 “任意 函数 ”, 则 
解 为 у= Ка + z) — 10а r), ER D. 
Bernoulli 于 1753 年 指出 ， 上 述 方程 的 解 由 "一 
般 函 数 ” 

yj 2o LLL 
所 给 出 ,因此 就 产生 了 “任意 函数 是 否 总 能 用 三 
角 级 数 表 示 ” 的 问题 。 这 个 问题 经 法 国 的 А. С. 
Clairaut, J. L. Lagrange 以 及 L. Euler Дїў 
带 到 了 十 九 世纪 .1807 Æ, 法 国 的 J. Fourier 
在 研究 热传导 问题 时 ,指出 以 2= 为 周期 的 任意 
函数 可 以 表示 为 


(2) y= 党 十 > (a, cos kx + bysin kx)» 
= 
其 中 系数 ao b 可 用 


(3) e iP РТ соз&хах, 


h- E JG) sin beds 


表示 。 级 数 (2 ) 就 是 现代 通称 的 Fourier RR", 
但 Fourier 并 未 验证 以 (3) 为 系数 时 (2) 是 否 收 
敛 以 及 它 的 和 是 否 等 于 JG). 最 早 是 法 国 的 
AL. Cauchy， 他 注意 到 讨论 “级 数 " 时 ,有 必要 
考虑 它 的 收敛 性 .这 是 1820 年 的 事 . 
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过 去 由 “解析 表达 式 ” 定义 的 函数 概念 ,到 
十 九 世纪 变 成 由 对 应 关系 来 定义 。Cauchy BERE 
了 十 八 世纪 数学 家 未 能 掌握 的 “极限 ”和 “连续 ” 
的 概念 ， 引 进 了 “可 微 性 ”和 “可 积 性 ”的 概 
念 ， 并 指明 了 连续 函数 是 可 积 函数 ， 但 由 于 他 
未 能 区 别 “ 逐 点 连续 ” 和 “一 致 连续 "， 所 以 是 
不 完整 的 ， 德 B. Riemann 在 其 1854 年 关 
于 三 角 级 数 的 论文 中 ,将 Cauchy 的 可 积 性 的 含 
意 加 以 推广 ,使 它 也 能 适用 于 不 连续 的 函数 ,从 
而 建立 了 Riemann 积分 的 概念 ， 并 把 它 应 用 
于 Fourier 级 数 的 问题 . 

德国 的 G. Cantor 于 1874 年 发 表 的 集合 
论 , 给 分 析 学 带 来 了 革命 性 的 变化 。 法 国 的 R. 
Baire, Ё. Borel, Н. Lebesgue 等 对 基于 集合 论 
的 分 析 学 的 确立 作出 了 巨大 的 贡献 .Baiee 对 
“不 连续 函数 "进行 了 分 类 ，Lebesgue 则 将 Baire 
的 结果 加 以 推广 ， 同 时 明确 了 函数 的 “解析 表 
示 ” 的 意义 , 自 Euler 以 来 被 人 们 所 含糊 使 用 的 
语言 ,至 此 终于 弄 清楚 了 ， 此 外 , Lebesgue 试图 
从 最 一 般 的 角度 出 发 ,对 “函数 的 积分 “曲线 
的 长 度 ” “曲面 的 面积 "等 概念 作出 定义 ,对 
Borel 导 人 的 “Borel 测度 ”进行 了 推广 ,于 1902 
年 创建 了 “Lebesgue WBE” AI “Lebesgue 积分 
论 ”， 而 这 个 理论 的 引进 使 Fourier 级 数理 论 产 
生 了 新 的 转折 . 

关于 复 变 最 函数 的 研究 ， 我 们 不 妨 说 是 以 
Cauchy 在 1825 年 到 1850 年 间 所 发 表 的 论文 为 
其 开端 的 . 他 的 出 发 点 是 fonction monogène (3 
演 函 数 ), 而 在 一 个 域 的 所 有 点 为 monogéne (H 
演 ) 的 函数 ,就 是 现代 所 说 的 “正则 函数 '" 或 “全 
WERO”. BERR, 对 于 这 种 函数 ，“ 积 分 定 
理 ” 成 立 ;而 当 非 正则 的 点 存在 时 ,可 以 导出 “ 积 
分 公式 ”和 “ 残 数 定理 ”; 他 用 这 些 命题 证 明了 ， 
若 函数 在 a 处 为 全 纯 , 则 在 该 点 的 邻 域内 ,此 函 


数 可 表示 为 宕 级 数 2 a G — a), 


Riemann 在 "44 与 微分 4 的 值 无 关 时 


考虑 了 复 变量 必 作 为 男 一 复 变量 z 的 函数 ,而 
这 就 是 Cauchy 的 fonction monogène (%їў Ж 


数 )， 他 在 研究 Abel 函数 时 ,为 使 多 值 函 数 “ 单 
值 化 ”而 建立 了 Riemann 面 。 这 是 给 现代 数学 
留 下 的 遗产 , 它 促进 了 拓扑 学 的 发 展 . 

与 Ricmann 同时 代 在 德国 活跃 的 有 K. 


Weierstrass, 由 于 = 一 ШЕЙНИ Ў а (е 一 


i-a 
а)“, 在 收敛 贺 内 表示 全 纯 函数 ， 所 以 Weierstr- 
ass 把 它 命名 为 “函数 元 素 ", 而 以 а 为 始点 沿 所 
有 道路 进行 “解析 开拓 +” 所 得 到 的 函数 元 素 的 
集合 ,被 他 命名 为 “解析 函数 ”。 

另外 ，Weierstrass 还 开始 对 两 个 以 上 复 变 
量 的 情形 进行 了 一 些 片断 的 研究 。 在 他 之 后 ， 
法 国 的 Н. Poincaré, Р. Cousin, C. E. Picard 
等 试图 将 单 变量 情形 的 理论 推广 到 多 变量 的 情 
形 。 其 中 Cousin 于 1895 年 提出 的 关于 “具有 
给 定 的 零点 与 极点 的 多 复 变量 函数 的 构成 ” 问 
题 ,由 法 国 的 , A. Weil 和 日 本 的 阅 染 进行 了 研 
究 ， 还 有 多 复 变 量 函 数 的 全 纯 域 的 问题 ， 由 法 
国 的 Н. Cartan, WAY H. Behnke, P, Thul- 
kn, K. Stein 等 进行 了 研究 ， 而 把 它 推广 到 解 
析 空 间 的 则 是 德国 的 H. Grauert, R. Remmert 
和 Sein FA, 

微分 学 给 出 了 求 函数 极 值 的 一 般 方法 ， 推 
广 这 种 考虑 方法 ， 建 立 求 出 使 所 给 泛 函 取 到 极 
值 的 函数 的 方法 ,就 是 变 分 法 +， 例 如 ， 对 于 在 
通过 平面 上 两 点 (a, A), (b, B) 的 所 有 曲线 


ym yG) 中 ,决定 使 y R| FC, у, yas 


取 到 极 值 的 函数 y Ce) 的 问题 , Euler 指出 у(х) 


必须 满足 方程 二 并 — Р, — 0 (1744)， 通 过 


Lagrange 和 W. R. Hamilton 等 人 ， 变 分 法 已 
经 发 展 成 为 在 理论 力学 和 量子 力学 + 的 领域 中 
也 很 有 用 的 理论 .而 于 研究 泛 函 关于 y 的 连续 
性 或 可 微 性 ,把 函数 看 做 函数 空间 + 中 的 "点 "的 
想法 发 展 了 。 把 函数 作为 函数 空间 的 元 素来 处 
理 , 并 利用 代数 与 拓扑 方法 的 分 析 的 分 支 ,就 称 
HALES. = 

泛 函 分 析 的 另 一 来 源 是 积分 方程 "的 理论 ， 
它 最 先 为 N. H. Abel 在 他 所 讨论 的 问题 中 所 
引入 ;以 后 又 由 V. Volterra 在 形 如 4(*)p(x) 


(Ik. eG dy = /Ca 的 方程 中 进行 了 扒 


广 ,其 中 AG), K(x, y) 和 f(x) 为 已 知 函 数 ， 
而 ф(х) 则 为 未 知 函 数 。E. 1，Fredholm 建立 了 


Ein 4G)e62— [KC yo ду = IGO ® 


另 一 种 积分 方程 的 理论 。 D. Hilbert 为 研究 具 
有 对 称 核 的 Fredholm 型 积分 方程 ?的 特征 值 问 
题 而 引信 了 函数 空间 h 5 1л, J. L. von Neu- 
mann 随后 建立 了 抽象 Hilbert 空间 ' 中 的 谱 理 
ie. 他 又 应 用 这 个 理论 , 黄 定 了 量子 力学 的 数 
学 基础 (1929)，S，Banach 还 进而 建立 了 Ban- 
ach 空间 + 中 线性 算 子 + 的 理论 (1932), 而 Banach 
空间 包含 Hilbert 空间 作为 其 特殊 情形 ， 这 一 
理论 更 被 进一步 推广 为 拓扑 线性 空间 的 理论 . 
L. Schwartz (1945) 利用 拓扑 线性 空间 的 理论 ， 
系统 地 发 展 了 广义 函数 + 的 理论 ,这 是 泛 函 分 析 
的 一 个 重要 部 分 ,并 且 已 经 证 明 , 它 是 偏 微分 方 
程 的 一 般 理论 的 最 近 的 巨大 进展 中 的 一 个 主 
BAR, 
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连续 函数 [Ж continuous function 法 fonc- 
tion continue Ж stetige Funktion  непре- 
рывная функция A УЕ ДИ] 一 般 说 来 ， 
连续 的 概念 考虑 的 是 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 
Y 函数 (或 映射 )1:X 一 了。( 一 拓扑 空间 [连续 
映射 ] )， 其 中 最 经 常 考虑 的 是 X 一 Re (Euclid 
空间 ), Y = R (实数 集 ) 的 情形 ， 本 条 主要 讨 
i X, Y 分 别 为 由 距离 ox, py 所 定义 的 度量 空 
闻 ! 的 情形 。 所 谓 函 数 f:X — Y 在 meX 处 连 
续 (continuous), 是 指 对 于 任意 的 > 0, 能 适当 
地 选取 8 > 0, 使 当 рх(х, хо) < ORT, 就 有 py 
(IG), Кхо)) < s。 这 等 价 于 当 z— x 对 ,有 
1G) > Go) (WA), HOR f 在 X 的 每 个 点 mm 
处 连续 ,就 称 它 ( 在 多 上 ) 连续 。 又 如 果 对 于 任 
意 的 > 0, 能 选取 与 +, y 无 关 的 8 > 0, 使 当 
oxla, y) < # Ë$, oy (G0, 100) < в ERL, 
则 称 f dE X 上 为 一 致 连续 《uniformly continu- 
ous), Ë 

我 们 称 e GG £G0) RF рх(х,у) < 8, 
z, y € X 的 上 确 界 o(5) 为 了 关于 X 的 连续 模 
(modulus of continuity), 于是， 了 在 X 上 一 至 
连续 即 为 当 5 一 0 时 ,有 (8) 一 0. 
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当 存 在 常数 М, a>0, 使 w(5) < M8” 时 ， 

也 即使 
AGE), 160) < M (ох(=, y)?" 

恒 成 立时 , 称 f HE а Holder AH (Höl- 
der's condition of order а) (或 а 次 Lipschitz 
条 件 )， 特 别 当 一 1 时 ,简称 为 Lipschitz 条 
ФЕ (Lipschitz's condition)， 满 足 这 一 条 件 的 函 
BG) 显然 一 臻 连续. 满足。 次 Lipschitz 条 
件 的 函数 的 集合 以 Lip а Az. 

一 般 地 ,如 果 1:X 一 了 ,g:Y 一 Z 连续 , 则 
合成 函数 8of:X 一 Z 也 连续 。 如 果 值 域 是 实 
数 域 RC 或 复数 域 C, 或 一 般 地 ,拓扑 域 !)， 则 
当 f, g 连续 时 , ftg, fg 也 连续 ; 又 如 果 g(*) 
=% 0, f/g 也 连续 。 如 果 值 域 为 实数 域 尽 , 若 
fs g 连续 , 则 min(f, g), max (f, 8) 也 连续 。 又 
如 果 X 为 连通 《例如 实数 集 尺 的 区 间 1), B. f 
连续 , 则 象 (OX) 亦 为 连通 . 

【 单 侧 连续 性 】 本 段 设 定义 域 为 实数 集 民 
上 的 区 间 1,f 为 从 7 到 度量 空间 Y 的 函数 ， 所 
谓 f 的 不 连续 点 me 1 为 了 的 第 一 类 不 连续 点 
(discontinuity point of the first kind), 是 指 在 Y 
机 分 别 存在 极限 Hm1Cz)，tm1(z)， 在 这 种 情 


形 ,也 称 1 ХЕ xm 处 具有 跳跃 бтр, вар). ШЖ 
Í 在 处 连续 或 为 第 一 类 不 连续 , 则 称 了 在 mm 
处 为 最 多 第 一 类 不 连续 Cat most discontinuous 
of the first kind), 在 工 中 除 第 一 类 不 连续 点 
以 外 的 不 连续 点 , 称 为 第 二 类 不 连续 点 (discon- 
inuity point of the second kind), RE lim fC) 


mf) 时 (limf(x) 不 存在 亦 无 妨 ), 称 f 在 x 


处 为 右 连续 (right continuous), WRJ z 1 хой 
换 * | xo* 则 同样 可 定义 左 连续 (left continuous), 

ERN la, b] 内 除 有 限 个 第 一 类 不 连续 
点 外 均 连 续 的 函数 , 称 为 分 段 连续 函数 Cpiece- 
wise continuous function), 

CERRO жаиа [B] XH 
子 集 忆 为 定义 域 的 实 值 函 数 帮 (也 允许 取 + co 
为 函数 值 )， 设 在 闭 包 E 内 的 点 * 的 0 邻 域 与 
BOA, | 所 取 的 值 的 上 确 界 、 下 确 界 分 别 为 
M(x, 8), m(x, 8), MUJ 


M (=lim M(x, 8), mG) —limmC, 8) 


分 别称 为 f 的 上 极限 函数 (upper limit function) 
和 下 极限 函数 《lower limit function)， 我 们 有 
一 <m(x) < M(x) < 十 co。 特 别 当 xe E, 
M(xq) = Ко) 时 , 称 了 在 zx 处 上 半 连 续 (uppec 
semi-continuous); 当 m(xo) = f(x), 1—10) 
在 z 处 上 半 连 续 时 , 称 f 在 ro 处 下 半 连 续 (low 
er semi-continuous), 这 两 种 情形 统称 为 1 在 
如 处 半 连 续 (semi-continuous), 3E XE t EG К 
和 下 半 连 续 函 数 统称 半 连 续 函 数 (semi-contin 
uous function ), 

作为 1(x) 在 me E 处 上 半 连 续 的 充分 必 
要 条 件 ， 有 以 下 两 个 等 价 的 条 件 : 1) fd = 
+оо, 或 对 满足 Kxo) 二 4 的 任意 的 4, FETE xo 
的 5 邻 域 ,使 得 M (zo 8) < л. 2) 对 于 收敛 到 
zo 的 E 的 任意 点 列 x。， 有 limsupf(x.) <f(x0), 


当 f(x) 在 集合 E 的 所 有 点 处 均 上 《下 ) 半 
连续 时 , HG) 在 E 内 为 上 (下 ) 半 连续 ， 函 数 
1G) 在 E 内 上 半 连 续 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 
任意 的 实数 a, {x|f(x) < a) 为 E 内 的 相对 开 
集 ， 用 此 性 质 亦 可 在 一 般 拓扑 空间 X 上 定义 半 
连续 的 实 值 函数 。 

实 值 函数 1(z) 在 me E 处 连续 的 充分 必 
要 条 件 是 , 1(xo) 为 有 限 的 实数 , H. 1G) fE z 
处 既 为 上 半 连 续 又 为 下 半 连 续 ， 又 函数 1/(*) 
在 E 内 连续 的 充分 必要 条 件 是 , f(x) XE EAR 
有 限 实数 值 , 且 对 于 任意 的 a, (rl) < a) 55 
(x11) > a} 为 E 内 的 相对 开 集 ， 在 为 紧 集 
BY, E 上 的 上 《下 ) 半 连续 函数 在 上 某 一 点 取 
到 它 在 E 上 的 上 (下 ) 确 界 ， 特 别 是 ,上 紧 集 E 上 
的 实 值 连续 函数 1 在 上 为 有 界 ， 并 在 其 上 取 
到 最 大 值 与 最 小 值 (Weierstrass 定理 )， 又 如 
REXEL (Pin, R 上 的 区 间 D), BT E fE 
连续 函数 FOR (CE) 为 连通 ,因此 ,如 果 a， 
B€ КЕ), r AF a, B ZE, Wr € fCE) (ЛШ 
HAC Zwischensatz)). 

如 果实 数 集 К 上 的 实 值 函 数 f(*) 可 微 且 
其 导数 有 界 , 则 它 满足 Lipschitz 条 件 ， 从 而 为 
绝对 连续 !( 特 别 为 连续 ,为 有 界 变 差 ) (此 外 ， 


关于 连续 函数 的 多 项 式 逼近 一 多 项 式 逼近 .) 

关于 度量 空间 X 上 的 实 值 函 数 ， 上 半 连 续 
户 数 的 单调 递减 序列 (1, Ce) } 的 极限 函数 (6) 
为 上 半 连 续 。 如 果 连 续 函 数 序列 (0.60) 一 致 
收敛 ， 则 它 的 极限 函数 1(*) 连续 . (RATS 
度 连 续 族 一 一 致 收敛 . ) 

(Baire 函数 】 即使 定义 在 度量 空间 X 上 
的 实 值 连续 函数 序列 在 所 有 点 处 均 收敛， 其 极 
限 也 未 必 是 连续 函数 ，R.Baire 把 连续 函数 称 
为 9 类 (class 0) 函数 ,把 可 表示 为 连续 函数 序 
列 的 极限 的 函数 称 为 最 多 ! 类 的 函数 ， 把 最 多 
1 类 但 非 0 类 的 函数 称 为 1 类 (class 1) 函数 
《1899)。 同 样 地 ， 对 于 自然 数 ” 亦 可 定义 最 多 
类 的 函数 。 最 多 ”类 但 非 最 多 ”一 1 类 的 函 
数 , 称 为 n 类 (class п) 函数 。 更 进而 取 自 然 数 
列 {n}, 如 果 一 个 函数 可 以 表示 为 函数 序列 
11,) 的 极限 ,其 中 所 为 x, 类 ， 则 称 此 函数 为 最 
多 类 的 函数 ,最 多 类 但 非 有 限 " 类 (n HAE 
一 自然 数 ) 的 函数 , 称 为 ww 类 (clas o) ЮЖ. 
一 般 地 ,按照 超 限 归纳 法 ', 对 于 任意 的 序数 5， 
令 na 为 小 于 二 的 序数 ,如 果 一 个 函数 可 以 表示 
为 最 多 ,函数 j， 的 极限 , 则 称 此 函数 为 最 多 £ 
类 (clas Р) 的 函数 ， 所 有 这 些 函 数 都 统称 为 
Baire 函数 (Baire function)。 实 际 上 ， 对 于 大 
于 可 数 序数 wm 的 序数 5, 并 不 存在 类 的 函数 . 
又 如 果 X 为 Euclid 空间 的 完备 集 *， 则 对 任意 
的 最 多 可 数 的 序数 5， 实际 存在 定义 在 xX 上 的 
类 函数 ， 以 下 仅 就 此 种 情形 加 以 考察 . 

шж x 具有 连续 统 ' 的 基数 ， 则 X 上 一 切 
Baire 函数 的 集合 也 具有 连续 统 的 基数 ， 另 一 
方面 ， 由 于 X 上 的 全 部 函数 所 成 的 集 的 基数 大 
于 连续 统 的 基数 ， 所 以 在 X 上 存在 非 Baire K 
数 的 函数 。Baire 函数 与 Borel 可 测 函 数 "是 等 
价 的 《HH，Lebesgue)。 从 而 ， 函 数 了 为 X 上 的 
Baire 函数 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 的 实数 
а, WA (z|z € Xf) > а} 为 Borel R (> 
测度 (Borel 41), Вайс 函数 的 可 数 序列 的 极 
限 函 数 为 Baire 函数 。 如果 f), gC) HX 
上 的 最 多 。 类 的 函数 、 则 以 下 各 函数 亦 为 最 
多 a 类 的 函数 : e)ls Ка) +ga) (> 
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20): 以 及 f(z)/g《x) (如果 在 X 上 g(x) = 
0). f 为 X 上 的 最 多 1 类 函数 与 下 面 的 1) 或 2) 
是 等 价 的 : 1》 对 于 X 的 任意 的 闭 子 集 F,f 在 
F 上 的 限制 * 在 F 内 有 一 连续 点 ; 2) 对 于 任 
意 的 实数 а, 集合 (5150) <a, x € X) 为 F, 
集 '(Baire)， 在 完备 度量 空间 中 ,一 个 函数 具有 
称 密 的 连续 点 集 与 它 为 最 多 1 类 是 等 价 的 。 

例如 ，Dirichlet 函数 (Dicichlce's function) 
lim(lim (cos viax)5) 3i z 是 有 理 数 时 取 值 为 
1 , 当 * 是 无 理 数 时 取 值 为 0 ， 而 这 正 是 2 类 
BR, 如果 二 元 函数 f(x*,y) 分 别 对 х,у 连续 ， 
则 它 是 最 多 1 类 的 函数 . 

(8) (1) S. Saks, Theory of the integral, Warsa- 
wa, 1937; [2] MASA MIT, BR, DER, 1961; 
[31 EK, RIRA, MA, 1962; [4] N. Bourb. 
aki, Topologie générale, chap. X, Actualités Sci. Ind., 
He n, 1949, 化 订 版 1961， 第 二 版 ，1967; [5] R. 
ons sur les fonctions discontinues, Gauthier-Vill- 
ars, 1905, (6] Ch. de La Vallée-Poussin, Integrales de 
Lebesgue, fonctions d'ensembles, classes de Baire, Gauthi, 
er-Villars, 1934, [7] W. Rudin, Principles ot mathe 
matical analysis, McGraw-Hill, 第 二 版 1964。 


ABR (Ж inequality 法 inégalité Ф Un- 
gicichung А неравенство A 不 等 式 ] 【不 
等 式 】 “不等式 " 一 词 , 按 字面 解释 ,就 是 指 等 
Җа 一 “的 否定 ， 即 形 如 。 зе 5 WRF, (38 
常 所 说 的 不 等 式 ,是 指 把 有 序 集 , 特 别 是 实数 集 
的 两 个 元 a, b， 用 表示 大 小 次 序 关系 的 所 谓 不 
WF (inequality sign)<,>,<,> 连结 起 来 以 
表示 。 与 4 的 次 序 关 系 的 式 子 : 
a<b,a>b, a<b, amb, 
所 以 , 称 为 “大 小 式 ” 或 “次 序 式 " 之 类 或 许 更 准 
确 些 ,但 习惯 上 用 “不 等 式 ”这 个 名 词 。 以 下 在 
本 条 中 叙述 的 全 是 关于 实数 间 的 大 小 关系 式 . 
仿照 等 式 中 的 恒等式 、 方 程式 ， 在 不 等 式 
中 ,对 全 体 实数 都 成 立 的 不 等 式 (如 守 0), 
为 绝对 不 等 式 (absolute inequality), 只 在 某 子 集 
X 中 成 立 的 不 等 式 (n, (x 一 1) < 0), 称 为 
RERE (conditional inequality)， 不 过 对 于 
这 种 区 别 ,我 们 认为 像 下 面 这 样 说 更 精确 些 : 
即 着 眼 于 求 使 某 不 等 式 成 立 的 * 的 集合 〈 称 它 
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为 解 (solution))x 的 ,是 “条 件 不 等 式 "( 求 解 过 
程 称 为 解 不 等 式 ); BORE X. BARTHE 
Ж z€ X, f(x) > 0 (sË < 0, > 0, < 0) BR 
XL. 这 种 情况 下 的 不 等 式 是 “绝对 不 等 式 "。 因 
而 也 有 对 于 正 实数 a, Б, с 都 成 立 的 绝对 不 等 
KRG +P + г> 3 abe, 或 对 于 充分 大 的 x 都 
成 立 的 绝对 不 等 式 x 一 3 > 8 og x 等 的 说 法 . 

不 等 式 , 尤其 各 种 绝对 不 等 式 , 在 分 析 中 ， 
譬如 在 收敛 的 证 明 、\ 误 差 的 估计 等 方面 ,是 被 广 
泛 使 用 的 一 种 技巧 性 工具 。 但 是 在 不 等 式 的 证 
BATH, 除了 例如 “对 实数 2,27 > 0, SSR 
* = OR RIL" Р (к) 2 0, WH a < 5 
时 , (Ca) < 10)" 等 这 样 极其 一 般 的 原理 外 ， 
统一 的 方法 不 太 多 。 而 对 同一 个 不 等 式 能 用 几 
种 方法 来 证 明 的 情形 则 较 多 。 

【条 件 不 等 式 的 解法 】 含 一 个 字母 * 的 不 
等 式 ,经 过 移 项 ,总 能 变 成 1(x) > 0 (ЕЙ уж) > 
0) 的 形式 ， 若 e) 是 定义 在 全 体 实数 上 的 连 
续 函 数 , 则 10) 在 下 列 情形 中 必 居 其 一 : 1) 始 
终 >0; 2) 始终 <0; 3) 也 有 20 HY, tof o 
的 。 在 1), 2) 两 种 情形 , 1 G) 一 0 ERR 
在 3) 的 情形 , 设 X 一 {fzlf(x) > 0}, Y = (zl 
1G) <0}, WE X, Y 二 者 的 边界 点 ' 上 , 1) 
一 0 成 立 其次， Жо, Ва < 6) Ж 109) 一 0 
的 相 邻 的 二 根 ， 则 在 区 间 (a, 0) 内 f(x) KE 
号 ， 因 而 通过 解 方 程 /(*) 一 0, 就 解 出 了 不 等 
R 1(x) > 0， 对 于 两 个 变量 х, у 的 联 立 不 等 
或 (simultaneous inequalities) f(x, y) > 0, g(x, 
3) > 0, # f, g 为 连续 函数 ， 则 一 般 地 以 曲线 
f(x, y) = 0, (х, y) = 0 为 边界 的 xy 面 上 
的 某 个 区 域 ， 就 是 它 的 解 。 变 量 个 数 更 多 时 也 
可 同样 地 求解. 

【特别 著名 的 绝对 不 等 式 】 1) 平均 (mean). 
WF a, > 0 (v= 1, 2,066, n), > 

M,= MG) = (LX 4), 


= 
BRP a, 一 0 县 7 过 0 时 ,就 认为 M, = 0. 特 
pus, быш 

4= Mi G= imM, = (H ¿B= Moy 


分 别称 为 ”个 数 4, 的 算术 平均 (arithmetic mean), 
几何 平均 (geometric mean) 和 调和 平均 (harmonic 
mean), B a, 全 部 相等 , MASH о, SF OAT 
三 0 的 情形 外 , M, RF r(— оо < r < +) 
是 严格 单调 递增 函数 ", 并 有 M, —> mina, (r > 
—°), M,— max a, (r — + оо), 从 而 恒 有 
min a, < M, < max an 特别 是 ,在 不 全 相等 的 
正 数 的 平均 之 间 , 不 等 式 昌 二 G 二 4 成 立 . 

对 于 在 可 测 的 * 集 己 上 可 积 的 函数 р(х) 
>0 #110) > 0, Ф 


MD 一 (| ores / | pox)", то. 


TEE M C) HRA > 0 为 正 , 则 令 
MKD = Kim MAD) = 


eoruin / on) 


我 们 称 M,( 帮 为 展 布 在 互 上 的 函数 fx) 的 ( 关 
FR p@ Wr 次) 平均 ，M,(f) 也 有 与 上 述 
M,(a) ARE, HRP 1 时, MiC), 
мо), MCA) 分 别称 为 了 的 算术 平均 、 几 何 
平均 ` 调 和 平均 . 

2) Holder 不 等 式 . рз 0, 1, (p— 1) 
X(q — 1) = 1, Bl 1/p--1/4—1, 22,7 0, 
5, 0, A) Hélder RER 


Dobe (Det)"(Da)" est 


成 立 。 其 中 的 和 也 可 以 是 无 限 和 ， 而 不 等 号 则 
上 下 按司 一 个 次 序 取 ; RAH (47) 和 (02) 成 
比例 时 ， 即 只 有 使 Lab 一 ubl 成 立 的 比例 因子 
1,0 存在 时 , 才能 用 等 号 代替 不 等 号 ， 特 别 把 
р= 4 = 2 时 的 Holder 不 等 式 , 称 为 Cauchy 
不 等 式 或 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 

对 五 上 的 可 测 函数 f().— 0，g(*) — 0, 
Halder 积分 不 等 式 


fgdx 2 [| Pax ^ gidx yi esl 
к к к 


成 立 ; 只 有 使 АР = ag 几乎 处 处 成 立 的 比例 
AF i, и 存在 时 , 才能 用 等 号 代替 不 等 号 . 在 
p = q = 2 的 情形 ， 称 为 Schwarz 不 等 式 或 
Буняковский 不 等 式 . 


3) Minkowski 不 等 式 . ik ря 0,1, Ж 
4,7 0, 6,>0, | Minkowski 不 等 式 


(ic. € y)" x (Dat) 
+ (70), osi 


RY, ЯЖ {a} 与 {5,} 成 比例 时 ， 才 能 用 等 
号 代替 不 等 号 . 

当 уе) > 0, (ж) > 0 时 ,对 应 的 积分 不 
GRA: 


(ko erae)" (fn 


i вя 


成 为 等 式 的 条 件 也 同上 。 

另外 ,与 本 条 有 关 的 问题 ,关于 是 函数 的 不 
SRAM TRA SRA RELL m 
集 ， 关 于 其 他 几 个 绝对 不 等 式 一 公式 8, 


($) [1] G. H. Hardy-J. E. Litlewood-G. Pólya, 
Inequalities, Cambridge Univ., Press, 1934, Т 1952 
《中 译本 : G. H. 哈代 ，J, E. 李 特 伍德 ，G. 被 利 亚 ,不 等 
式 ,科学 出 版 社 ，1965); .[2] . V. 1. Levin-S. B. Stetkin, 
Б. Стечкин), Inequalities, Amer. Math. 
2, 14 (1960), 1—29((1] ЖЖ 
; [3] E.F. Beckenbach-R. Bell- 
man, Inequalities, Erg. Math. N. F., 30, Springer, 1961, 
修订 版 1964; [4] Е. F.. Beckenbach-R, Bellman, An 
introduction to- inequalities, Random House, 1961; [5] 
N. D. Kazarinoy (H. Д. Казалинов). Geometrie ine- 
qualities, Random House, 1961; [5] №. D. Kazarinov 
(H. Д. Казалийов), Analytic inequalities, Holt, Rinehart 
aad Winston, New’ York, 1962, [7] ` W. Walter, Diffe- 

ial-und Integral-Ungleichangen, Springer Tracts in 
hil, 2, Springer, 1964;-[8}- О. Shisha (ed.), 
„ Academic Press. 1, 1967; I, 1970. 


ий [Ж convex function 法 fonction con- 
vexe At konvexe Funktion {А выпуклая pyn- 
xum B РЧ) CR ÆR 上 的 线 
性 空间 的 凸 集 *+D 上 定义 的 实 值 函数 (x), 如 果 
对 于 .xz, уе D, 01 < 1, 恒 能 满足 
а) fz + (1 — Dy) < MG) 
+000), 
就 称 它 为 凸 函数 ,特别 是 ,如 果 对 于 = > у, 0< 
¿< 1, (1) 式 中 的 符号 二 代 以 <, 则 称 f OF 
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格 凸 函数 (strictly convex function), 4—4: (=) 
为 凸 (严格 凸 BRE RK Cs) 为 四 (严格 凹 ) 
函数 (strictly) concave function)， 这 个 概念 ， 
在 DD 为 实 轴 上 的 区 间 的 情形 , ЖЕН J. L. W. V. 
Jensen 引进 的 ([1]). 

ARR RACE LWA, RERE) 
4 2 一 1/2 时 成 立 。 如 果 D 是 拓扑 线性 空间 ' 且 
f 连续 ; 则 从 后 一 定义 出 发 也 可 以 推出 《1). 以 
下 暂且 假定 D 是 实 轴 上 的 区 间 ， 这 时 即使 从 放 
宽 了 的 定义 出 发 ,如 果 凸 函数 1(z) 为 可 测 的 ?， 
或 在 测度 为 正 的 集合 上 有 上 界 ， 则 它 必 在 区 间 
的 内 点 处 连续 (后 者 是 由 A. Ostrowski 所 证 明 
的 [2])。 又 如 果 定 义 在 区 间 了 内 的 是 函数 1(x) 
有 下 界 , 则 或 者 1G 连续 , 或 者 它 的 图 象 在 集 
(С, у) 161, y > g(x)} 内 稠密 ,其 中 g(x) 是 


.一 个 适当 的 连续 凸 函 数 (福原 满洲 维 定理 [3])。 


此 外 ,如 果 从 定义 (1) 出 发 , 则 1G) 必 在 区 间 的 


内 点 处 连续 。 此 时 ，1(z) 在 各 点 处 存在 单 侧 导 


MO ANT х < y, WEL <LO<LY) 
去 大 (?)， 从 而 ,除去 最 多 可 数 个 点 外 , 1G) 为 
可 微 ， 函 数 1(z) 在 ¿< < 上 为 连续 凸 函 
数 的 充分 必要 条 件 是 。 借 助 适 当 的 单调 递增 函 
数 eG), 可 以 把 1G) 写成 

165) = 162) + (одда, 
特别 是 ,如 果 OKIM, N fE) > 0 a< 


‚к< b) Ë G0 E Са, b) 内 为 目的 充分 必要 条 


f. à 
【 凸 函数 与 不 等 式 】 WR 1(x) 是 (在 (1) 
的 意义 下 的 ) 凸 函数 , 则 当 a, > 0 时 ,有 

О) Ка, a) < 5 0) (5 an 
在 实 变量 的 情形 ,对 应 的 积分 不 等 式 为 


G) орава) [otto | ons. 


函数 ха > U BE a 0), —x*(0<a<1), 
一 logx, z log x dE x > 0 内 为 严格 凸 函 数 ; 函数 
(я 2 1), е", log (1 + eco,WVa+aa 关 0) 
在 一 %<+<% 内 为 严格 凸 函数 ， 应 用 不 等 式 


(2) 或 (3) 到 这 些 函数 ， 我 们 能 够 证 明 关于 平 


均 + 的 不 等 式 (一 不 等 式 ) 以 及 其 他 种 种 不 等 式 . 
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如 果 拓 扑 线性 空间 上 的 连续 凸 函数 jx) 更 
对 任意 点 + SEREM ME far) = ef(z), 
Жї (C) % RAVE ZH (subadditive functional), 
在 泛 函 分 析 中 常用 到 它 . 

(M. Riesz 凸 性 定理 】 对 于 以 复数 为 分 量 
的 =” 维 向 量 e (8s … 8.) 5020, 令 N,(x) 


= (Dae YG ово: мәә. 


XEF mi n FUIS SHY RÓGEE (au), x = Ch. 
vets Ends 2 = DUE» 0, p> 


0, 着 定 义 
У Xs. 


TNI 


则 log M Cv; и) 在 如 下 意义 下 成 为 (>，A) BD 
BM: dno» 1,0 < «1H»-n 
21(621,2), 则 log M ((1— 2) » + m» 
(1 — Date EO < t 1 RA , OR TC 
(147,151). Жж М, Riesz 凸 性 定理 (M. 
Riesz's convexity theorem)。 应 用 这 条 定理 ,能 够 
导出 Holder RES’, Minkowski 不 等 式 + 以 
及 其 他 多 种 不 等 式 。 例 如 ， 当 对 于 满足 1 <p 
< оо 7—0) p, T 29). LO) 到 L,CO) 的 加 
法 算 子 时 ,如 果 当 p 一 1 和 p = co 时 7 了 都 连续 
且 其 范 数 < c, 则 对 所 有 pO <р < оо), T 
都 连续 且 其 范 数 也 都 < c. 


[#) [1) J}. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions 
convexes et les inéqualités entre les valeurs moyennes, 
Aca Math., 30 (1906), 175—193, [2] А. Ostrowski, 
Mathematische Miszellen XIV, Über die Funktionalglei- 
chung der Exponential funktion und verwandte Funktional- 
gleichungen, Jber, Deutsch. Math. Verein, 38 (1929), 54 
一 62 [3] M. Hukuhara (MBAS), Sur la fonc- 
tion convexe, Proc. Japan Acad., 30 (1954), 683—685; 
[4] M. Riesz, Sur les maxima des formes bilinéaires et 
sur les fonctionelles linéaires, Acta Math., 49 (1927), 465 
—497, [5] G. O. Thorin, An extention of a convexity 
theorem due to M. Riesz, Comm, Sém. Math. Univ. 
Lund., 4 (1939), 1—5; [6] G. H. Hardy-J. E. Little- 
wood.G. Pélya, Inequalities, chap. III, Cambridge Univ. 
Press, 1934, ТЖ 1952 〈 中 译本 : G. H. 哈代 , J. Е. Ж 
HEB, О. 被 利 亚 、 不 等 式 ,第 三 章 ， 科 学 出 版 社 、1965); 
[7] N.Bourbaki, Eléments de mathématique, Espaces 
vectoriels topologiques, chap. П. Herman, 1953, 第 二 版 、 
1966; [8] EK EIMA, N S 章 , 模 书 店 ,1962; [9] 
F. A. Valentine, Convex sets, McGraw-Hill, 1964. 


ARAA [HX function of bounded varia- 
tion 法 fonction à variation bornée Ж Funktion 
beschrankter Schwankung 4& функция с orpa- 
ниченным изменением 日 有 界 变动 困 数 ] (o 
调 函数 〗 从 有 序 集 +X 到 有 序 集 了 的 函数 〈 映 
射 ) f 满足 条 件 
Q) ЖЯ nm xs Ж Gn) < К) 
(或 (nm) > 1G) 

时 ， 我 们 称 f(x) 为 单调 递增 (或 递减 ) 函数 
(monotone increasing (decreasing) function), 或 
非 减 ( 非 增 ) 函 数 (nondecreasing (nonincreasing) 
function), 二 者 总 称 为 单调 函数 (monotone func- 
tion)。 设 X,Y 是 全 有 序 集 , 当 (1) 中 的 < (或 
>) 处 总 是 不 等 号 < Ой >) 成 立时 ,就 称 帮 z7 
为 严格 (strictly) (单调 ?递增 (或 递减 ) 函数 ,二 
者 总 称 为 严格 单调 函数 (strictly monotone func- 
tion), 
特别 当 X, Y 是 实数 集 的 子 集 时 , 单调 函 
数 最 多 有 可 数 个 不 连续 点 ， 因 而 有 限 区 间 上 的 
有 界 单调 函数 是 Riemann TRA, ENER 
数 区 间 上 的 连续 实 函数 1(*) 在 该 区 间 上 是 单 
射 的 充分 必要 条 件 为 Kx) 严格 单调 .这 时 (z) 
的 值 域 也 是 一 个 区 间 ， 其 反 函 数 也 是 严格 单调 
函数 。 定 义 在 一 个 区 间 上 的 可 微 函数 为 单调 
的 充分 必要 条 件 是 其 导数 在 该 区 间 内 恒 之 9 
R < 0; 0, 则 此 函数 单调 递增 ， 若 <o, 
则 此 函数 单调 递 碱 。 特 别 地 , Ж 'G) > 0 (或 
< 0), 则 函数 f 是 严格 单调 递增 (或 递减 ) 的 , 

【有 界 变 差 性 】 设 f(x) 为 定义 在 实数 区 
M La, 6] 上 且 取 实数 值 的 有 界 函数 , EKNE 
取 有 限 个 分 点 : a= ncm 
在 差 (Ge) — fGu-) th, 设 正 项 之 和 与 负 项 之 
和 分 别 为 P, 一 N, M| P—N = }(5у— f(a), 


P+N= У 100) — Юе). P.N, P+ N 


关于 所 有 分 割 的 上 确 界 ,分 别称 为 1(*) 在 La, 
5] 上 的 正 变 问 (positive variation), fi 89838 (nega- 
tive variation), 238% (total variation)， 若 其 中 
一 个 有 限 , 则 这 三 个 数 就 全 都 有 限 ， 这 时 称 
Ко) 为 有 界 变 可 函数 (有 时 也 把 上 述 术语 中 的 


“ 变 差 " 称 为 “ 变 分 ”)， 因 为 (x) 在 la, z] 上 的 
ERZ x(t), ДЕ о) 是 : 的 单调 递增 函 
数 , 故 若 1(x) 是 有 界 变 差 函数 , 则 能 表示 为 /1(x) 
— Ка) = als) 一 v(x).。 这 样 把 f(x) 表示 为 
两 个 单调 递增 函数 之 差 , 就 称 为 Kxs) 的 Jordan 
分 解 (Jordan decomposition)， 反 之 ,单调 函数 是 
有 界 变 差 函 数 ,两 个 有 界 变 差 函数 的 和 、 差 、 积 
还 是 有 界 变 差 函 数 。 因 此 ， 有 界 变 差 函数 无 非 
是 能 表示 为 两 个 单调 函数 之 差 的 函数 。 从 而 ， 
与 单调 函数 同样 ,有 界 变 差 函数 也 Riemann 可 
积 , 最 多 有 可 数 个 不 连续 点 , 且 几 乎 处 处 * 可 微 . 

连续 函数 不 一 定 是 有 界 变 差 的 《例如 ， 
x sin 1/x*), 也 有 不 连续 函数 却 是 有 界 变 差 的 ( 例 
H, sgn(*))， 然 而 , 绝对 连续 ' 函 数 ,可 微 且 导 
数 有 界 的 函数 ， 满 足 Lipschitz 条 件 ' 的 函数 都 
是 有 界 变 差 的 

有 界 变 差 性 的 概念 ,是 C. Jordan 联系 曲线 
的 长 度 问题 引入 的 (一 长 度 和 面积 )， 这 个 概念 
能 推广 到 更 一 般 的 集 函 数 * 上 去 \ 有 界 变 差 函数 
经 常 被 用 来 对 连续 的 被 积 函数 建立 Stieltjes 积 
as 

[5] [1] 高 木 自治 , 解析 概 验 , HB, 第 三 版 1961; 


[2] S. Saks, Theory of the integral, Warszawa, 1937, 
[3] 让 正 次 , WARA WOES, 1962. 


微分 学 135 differential calculus, differentiation 
法 calcul différentiel, dérivation ЖФ Differenti- 
alrechnung, Differentiation A дифференциаль- 
ное исчисление ”日 微分 法 ] 【一 阶 导数 】 设 
y = f(x) 为 定义 在 实数 的 区 间 工 上 取 实 数值 的 
函数 Ж х, z AEL 如果 当 国定 x 并 使 4 
趋 于 0 时 ， 有 限 的 极限 1m(f(z + А) 10 
h HEHE, BRIR f ZE x 处 是 可 微 的 《differentiable)。 
称 此 极限 为 了 在 x 处 的 导数 《derivaive), 或 微 
AY FG (differential coefficient) ,或 微 商 (differen- 
tial quotient), ILL 2 dylde, y, 9. Рб), 


DIG SRR. 车 了 在 集合 4C 1 的 各 点 处 都 可 
微 ， 则 称 f 在 4 上 是 可 微 的 。 使 (e) 对 应 于 
+ € A 而 得 到 的 函数 称 为 К) 的 导数 或 导 函 数 
(derivative or derived function), 从 f(x) 求 f(s)， 


mou 669. 
PA PAS (differentiate) f(x)". 

WRH A HOR, Ca + à) — 160)/5 
的 极限 存在 且 有 限 ， 则 称 f 在 z 处 是 右 可 微 的 
(right differentiable), PERRIER (right 
derivative) 或 右 微分 系数 (right differential coef- 
ficient) 125 D*f(z) sk f. () ;同样 定义 左 导 数 
(left derivative) 或 左 微分 系数 《left differential 
coefficient) D-f(x) 或 (=). Ип, W? P X 
dE 1 = [a, Б) 上 , 则 在 了 的 左 端点 x= a 处 ， 
Df(a) H 0+1(а). 

【微分 】 根据 上 述 定义 , 符号 dy/dx 中 
的 dy, dz 本 身 都 没有 特定 的 意义 ,但 我 们 可 以 
赋予 意义 如 下 : 如 果 把 = 增加 Ax( 一 仿 时 ? 的 
增 量 (increment) f(x + Ar) — 10) 记 为 Ay， 
则 当 f {Е х ЖЕЕ Н, 若 令 Ay/Ax — f Ge) 十 
е, 就 有 一 0(Ax 一 0)， 用 Landau 符号 ' 书 
写 , 就 有 Ay 一 #(s)Ar + oC] Ax (Ax > 0); 
这 就 是 说 , 当 Ах 0 时 , Ay 由 两 部 分 组 成 ,一 
部 分 是 与 Az 成 比例 的 f(x)Ax, 另 一 部 分 是 比 
Ax 高 阶 的 无 穷 小 '。 我 们 把 这 种 意义 下 Ay 的 
“ 主 部 ”f(x)Ax， 称 为 y = 10 的 微分 (differ- 
ential), 记 为 4y。 可 见 微分 4y 是 * 和 Ax 这 两 
个 独立 变量 的 函数 ， 特 别 当 1(x) = < E 
dz == 1+ Ах = Ах, ЙД dy = f(s)dr, f'(z) 
= 4у/4х RL. 

Ha y 一 f(z) 关于 直角 坐标 (z, y) 的 图 
RERA C, 10), FARESTI O 的 直线 ， 
则 该 直线 就 是 此 图 象 在 该 点 处 的 切线 + E f 
在 * 处 可 微 , 则 1 在 * 处 连续 '; 但 逆 命题 不 成 
3p, K. Weierstrass 指出 ,由 

У] а "созй" ях; 0<a <l, Р, 


b> Sat 1 Fe NAM, BLE ( — 00, оо). 


上 连续 , 却 处 处 不 可 微 (KF Weierstrass 函数 ， 
例如 可 参阅 芯 原 松 三 郎 [2], p.160—164;[8]). 

【微分 法 】 如 果 两 个 函数 eT ES 
微 , 那 未 关于 函数 的 四 则 运算 ,有 (af + 8p) = 
af + Bg (a, B 为 常数 ); Ов) = fe + das 在 
= ОВА (Лу = (g — fgg. Жу = 


«0 微分 学 


1G) HEME (а, b) 上 的 = 的 函数 , x = pl) 
为 定义 在 Ca, 8) 上 的 z 的 函数 , 若 plz) 所 取 的 
值 恒 在 (a, b) 内 , 则 能 作 合成 函数 y 一 FO) 
= Србе). WE у, Ф 分别 在 (as b), (a, 8) 上 
FH BA FG) 也 在 (a, в) Беу, А F'()= 


rO OG = 00), TY = £ d gr. 


若 y=j(x) 是 单调 的 ', 在 x Jb STRE. GO) 0, 
MEER x = Cy) 在 KX(=1(x)) 处 可 微 , 且 
(dx/dy)(dy/dx) = 1. Ж ү) = 0, WING) 
不 可 微 ,但 是 lim ОО + Ay) — f£! G))/Ay 
存在 ,是 十 或 一 %， 

【高 阶 导数 】 dn y — (GO 的 导数 f(x) 
#1 bw, UU DY = 1G) 仍 确定 x 的 
AER. A OG) 在 I 上 可 微 (此 
时 称 (Ge) 在 工 上 是 n 次 可 微 的 《n-times dif- 
ferentiable)), BU (7^ G2)' = (PCs) 也 确定 = 
的 一 个 函数 , 称 为 1(x) RS n BS Сн) (oth 


derivative or n-th derived function), 沁 为 z s 
x 


d'yldx^, Dy, f"(x) HF, n 22 时 的 = 阶 
导数 ， 称 为 高 阶 导 ( 函 ) 数 (derived function of 
higher order), CZE x 处 的 值 称 为 了 在 x 处 的 高 
阶 导数 (higher-order derivative). 

关于 两 个 函数 乘积 的 " 阶 导数 ，Leibniz 
公式 


Ge)" = f” 十 (" yr m 


+ (rmm see fei 


成 立 。 

对 d'y/dz 中 的 dy， 可 赋予 意义 如 下 : 在 
dy = y'Arth, Ar 和 * 是 独立 变量 , y E y X 
于 x 的 导数 ， 所 以 d'y = d(dy) = a(y'ax) = 
《YAr)'Ar 一 六 Ar， 再 由 Ax 一 dx， 得 到 
Фу = yd, FERIA d'y 一 уак". ИЯ 
{у 为 7 的 nn 阶 微分 (n-th differential, differen- 
tial of n-th order), 

CHAES] EGO 在 区 间 (а, b] 上 连 
BME (а, 6) 内 每 个 点 上 gË, 有 限 或 + со 


的 极限 lm Cf +h) — £(G05/5 存在 (因而 , 若 


Ка) 可 微 , 则 条 件 当然 满足 ), 则 存在 Еба<Е< 
Б), 使 (RG) — 10а))/ 6 — a) = F(E) ar. 
这 个 命题 称 为 中 值 定理 (mean value theorem), 
特别 把 (5) = f(a) 时 的 命题 称 为 Rolle = 
理 . HS b— amh, =a + 0h, NERE 
BRA fla + h) = Ка) + Af (a + Өл) (0 < 
Ө<1) 的 形式 .这 定理 对 < 0 也 成 立 。 

这 条 定理 萄 涵 如 下 的 结果 : 在 上 述 条 件 
下 ,如 果 在 a < *< 上 还 成 立 4 和 jz) < B, 
则 4 OO) — f(a))/(6 — a) < В, 这 个 结 
果 , 有 时 特别 称 为 有 限 增 量 定理 (法 théorème 
由 此 能 证 明 如 下 的 事 
Ж: Bi) E la 5] 上 连续 , f(x) 在 (a,b) 
上 存在 且 > 0， 则 K2) > Ка). 因而 若 在 区 
1р3 f 0, WJ 1(x) 为 严格 单调 * 递增 ( 若 
f <o, RJ f 为 严格 单调 递减 )， 但 是 逆 定理 不 
ERY (A: 1(x) = =, f'C0) 一 0)， 其 次 ， 
BET LAG) = 0 ERL С BEAM. 
从 而 若 两 个 函数 在 区 间 的 每 个 点 处 的 导数 都 相 
等 , 则 这 两 个 函数 之 差 是 一 个 常数 . 

iB) 在 开 区 间 工 内 ” 次 可 微 ， 当 固定 
ae7 而 *e7 为 任意 时 , 令 


16) = (a) + 00 — 0) + x 
+ EPU) G a)" + Ras 
(„= 1) 
RI R, = OCE) (z — а)у'/п\, 5 是 a 与 x 之 间 
的 某 个 数 ， 此 式 称 为 Taylor AR. 若 f(x) 
Hex = a KER, 则 由 于 + 一 a 时 一 a， 故 


des accroissements finis), 


КӨСЕ) — f(a), 从 而 f) 一 ee 


= 
а) + о((х 一 а)"). 我 们 称 上 面 的 R, Ж Tay- 
lor 公式 的 = WARM (remainder), ERA Ti JZ 
式 是 由 J. L. Lagrange 给 出 的 , 但 还 有 其 他 形 
式 的 R。( 一 公式 9) 

由 Taylor 公式 , 荐 f(x) E r= a 处 连 


续 , 则 当 * 接近 时 ,可 以 取 多 项 式 ЭЛ i 
& n 
(z 一 a 的 值 作为 166) 的 近似 值 。 称 该 多 项 


式 为 f(x) BJ n REA (n-th approximation), 
[Rest] 给 出 # 次 近似 式 的 误差 。 应 用 这 个 公 
HA, TE x — a 时 f(z) > 0, g(x) 0 的 情形 下 ， 
有 时 能 计算 出 极限 4 = lm (а) Ге). Pim, 


Ж Тш), g(x) Ж a ЖЕФ. (а) 5 0, WHE 
T8 GO ,g(x) 的 一 次 近似 式 , 即 得 4 = /'(а) 
Г (а). 这 种 形式 的 极限 ， 称 为 0/0 型 不 定式 
(indeterminate form) 的 极限 。 同 理 可 求 + оо, 
0” 等 不 定式 的 极限 (关于 不 定式 的 极限 问题 ， 
例如 可 参阅 其 原 [2] p. 189—196;[11]), 

【 偏 导数 】 对 两 个 以 上 实 变量 的 函数 
wot (x,y，"…*，z)， 只 使 其 一 个 变量 变化 ， 
而 把 其 余 的 变量 看 作 常数 ,如 果 此 时 f 可 微 , 则 
称 f 对 该 变量 是 可 偏 微 分 的 (parially differentia- 
ble)， 其 导数 称 为 偏 导数 或 偏 微 分 系数 (partial 
derivative, partial differential coefficient), Ж 
BAH METI (partially differentiate), P| 
如 ,了 关于 Ye FR RES OO) = (Crys 
see, z) 时 的 p(y), 即 


lim ФО + Ay) — б) 
ayo Ay 

= im 2629277229) = Kz, atta) 
К Ay 


把 它 记 为 aw/6y， gey ээ 


+, 2) DUE (х› yo ot 2) S. ЗАИН, — 8 
假定 点 (z, yore 2) e 了 的 定义 域 ? 的 内 点 7. 
在 二 维 以 上 的 情形 ,由 于 定义 域 的 边界 ?是 复杂 
的 ,所 以 在 微分 法 中 , 通常 不 考虑 边界 点 处 的 候 
导数 .。 若 f 在 开 集 ?G 的 各 点 处 关于 * MAME 
Sposi RU f, 即 成 为 定义 在 G 上 的 函数 .这 就 是 
f 关于 = SCM (раты! derivative), 
【全 微分 】 设 点 P = Goyer Ew 
fx，y，"……，2) = (CPE SURG AR, Aw 
= f(x + Ах,у + Ayre + Ав) — f(x,y, 
ee, а). FARA = (а 十 Ax, y + Ayr 
z + Az) 与 P 的 距离 为 p, 如 果 存 在 常数 a, B, 
ey yini o= Ау + TE Ario 
0 时, Aw = оАх + Вду+ -r + rAz + обо) 


成 立 ， 则 称 f 在 点 P 处 是 可 微 的 或 完全 可 微分 
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Ë (totally differentiable), 或 在 Stolz 意义 下 可 
微 的 (differentiable in the sense of Stolz), ht, 
f 在 点 P 处 关于 每 个 变量 都 是 可 偏 微 分 的 ， 并 
B.a—f.Gsys 2z)，8 一 bb(zsy 5) ts 
7 一 fj(z,y，-……，z) 成 立 . 当 p 一 0 时 ，Aw 
的 主 部 „Ах + Ау 十 … 十 f,Az 称 为 w 在 
了 处 的 全 微分 Crotal differential), i229 dw. A 
Ж х,у» c z 本身 的 全 微分 dx， dy, cers dz 
分 别 为 dx = Ax, dy = Ay, +++, dz = Аз, 
以 w 的 全 微分 可 写 为 dw = },4х 二 Jydy + +> 
十 fxdz。 这 就 是 说 , dw 是 以 xy，…，z 和 dry 
dy, +++, dz 为 独立 变量 的 函数 ， 若 函数 在 点 
P 可 微 ， 则 此 函数 在 该 点 是 连续 的 ， 当 1 在 G 
的 每 个 点 处 都 可 微 时 ,就 称 了 在 G 上 是 可 微 的 - 
但 即使 1, f,，-……， fs 都 存在 ,ft 也 不 一 定 连续 
《例如 ,在 (0,0) 的 邻 域内 , 当 (x, y) = (0, 0) 时 
f(x, у) = ху/(х* + y), 而 100,0) = 0), N 
而 也 未 必 可 徽 .不 过 如 果 fas fy vee fe EGE 
存在 且 连 续 ， 或 者 稍微 减弱 一 点 ,如 果 far fo 
esfh 都 存在 ， 且 其 中 除 一 个 外 其 他 的 都 连 
续 , 则 了 在 C 上 是 可 微 的 . 
设 二 元 函数 = = б, y) 在 点 (z, y) 处 可 
Ж, FU Ar = рсоз0, Ay = psind, 于 是 , 当 
40 固定 而 使 。 一 0 时 ,有 限 极限 im 《Ax/p》 
= f(x, у) соѕ0 + f (n, у) sind FE, Pettit 
限 为 函数 在 点 (x, y) 处 沿 角 Ө 方向 的 偏 导 


ж. fest, 分 别 是 9 = 0, 二 时 的 特殊 情形 , 设 


在 + 的 定义 域 的 内 部 ?+ 给 定 一 条 具有 切线 的 曲 
线 , 这 时 我 们 往往 用 02 /0n 这 个 符号 表示 Ж 
该 曲线 上 的 点 (x, y) 处 沿 曲线 的 法 线 方向 的 
偏 导数 。 关于 三 元 以 上 的 函数 ， 也 有 类 似 的 定 
义 和 记号 .。 

z= Has y) 的 可 微 性 的 几何 意义 如 下 : 设 
(z, y» = ) 为 空间 点 的 正 交 坐 标 ? ,车 把 过 空间 曲 
Ti z = f(x, y) 上 的 点 (ea b, Kas 2)) 的 平面 
da z — а, b) = «(х — a) + BC — b), W 
此 平面 是 该 曲面 在 (a, b, f(a，5b)) 处 的 切 平面 * 
当 且 仅 当 a— f, (а, 6), 8 0, (а b). BR 
feo fy 的 存在 依赖 于 坐标 系 的 选择 ,但 完全 可 微 
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分 性 与 坐标 系 的 取 法 无 关 。 

【高 阶 偏 导 数 】 如 果 定义 在 开 集 G 上 的 函 
WK == x,y,*…，z) 的 偏 导 数 关 于 某 个 变量 
可 偏 微分 ， 就 能 作出 二 阶 偏 导数 . ane 


"кита. жылына: 2 (20) 


Siw _„ m De) Ow 
ga T Ine» oD (в). 0:0y 


E aw 
бо) а е) Әхбудх — 
fn yy e° Ea 等 (在 高 木 [1] 中 , 将 
a 
э, (Fe) ®% эр, Mwai Уе i. 


әз AERE. МЕН (G. Bi 的 例 : 
在 (0,0) 的 邻 域内 , 若 (x，y) 96 (0,0), 4 f(x， 
y) = хуба? — y)/G? + y’), 而 10,0) = 0, 
FRE (0,0) 处 就 有 fe, 一 —1, f, = D. Ж 
而 着 f... 在 G 内 连续 ， 则 二 者 相等 。 再 设 
HE 1 的 定义 域 的 点 P 的 邻 域 以 上 tas f, fay Æ 
在 , ifi fey 在 P 处 连续 , W j,: 在 该 点 处 也 存在 
B f, = fys GH. А. Schwarz), HEU E fer f, 
存在 且 在 点 了 处 可 微 , 则 在 P 处 fey = fys (W. 
H. Young)， 对 三 阶 以 上 的 偏 导 数 oues Ж 
far 与 ege 连续 , 则 asm fees 从 而 ， 
如 果 所 涉及 的 偏 导数 都 连续 ， 则 求 偏 导数 的 次 
序 可 以 改变 ([1]，p.57 一 59)。 

【多 变量 合成 函数 】 设 w 是 rye 
的 函数 , 而 +, ys to z 又 是 + 的 函数 , 则 ww 是 
L ви BwRF к, yst z 可 微 ， 而 z 
> ab Rie Е * ARR ST 
— Ow dx дш ôw 

ta de re oo Se Ur 
Ж. ELA RIL LAT CTA, 


BARS LRM BAR ld'w/ de? dw / der 
等 ， 当 x,y,*…，* 是 多 变量 函数 时 ,也 可 同样 
考虑 ([1],p. 59—61), 

【多 变量 函数 的 Taylor AX) it fn у) 
有 直到 阶 的 连续 偏 导数 , 且 连 结 两 点 (a> 5), 
Cx, y) ЮВЕ (а + (х — а), 6 + (y — 0 
OSS DERE f HEURE) 内 , 则 


f(x,y) = Ка, b) 
6 ð 
*(e-202 6-5 2), » 


i m 
+10600 HOHE) o D+ 


of gx gy Ë озь gy BNO 
cp Dg tO arp) 
X (a,b) 
Af Ge E. A gy Ду 
*i(e-eo$ 6-02) 
X Ка + (x—2)6, ó + (y—8)0), 0 一 0 一 ! 
RY. 在 上 式 中 , 例如 在 第 三 项 中 出 现 的 


(eco +O DZ) Kos De RA 


2, eh 此 在 Cas b) ЖИН UR 
(z — a), 2(z — а) y — 2), (y — 4) 再 相 
m 其 他 各 项 也 有 同样 的 含义 。 这 就 是 二 元 函 
数 的 Taylor 定理 .对 三 元 以 上 的 函数 也 有 类 
似 的 公式 。 与 一 元 函数 的 情形 相同 ， 由 这 个 公 
式 可 以 得 到 函数 的 近似 式 . 

【函数 的 类 】 эч f(P) 在 其 定义 域 C 内 有 
直到 ” 阶 偏 导数 ,并 且 这 些 偏 导 数 还 连续 时 ,就 
Fs f % С" 类 函数 (function of class С") n X 
连续 可 微 的 《n-times continuously differentiable) 
函数 。 这 类 函数 的 全 体 就 记 为 С" (n = 1, 2, 
te). 连续 函数 是 С жай, 称 С 类 函数 
为 连续 可 微 的 (他 stetig differenzierbar) 或 光滑 
的 ( 英 smooth # дап) HM, BA, CDC'D 
CD+++, 对 C" 250830 (022) "ERO n 阶 的 偏 
导数 的 求 导 次 序 可 以 自由 交换 . W T c= 一 
Пс" 的 函数 ， 称 为 C^ 类 函数 或 无 限 次 连续 可 
微 的 函数 Cinfinitely differentiable function), + 
时 我 们 称 属于 某 C" (n > 1) 的 函数 为 具有 某 
种 程度 的 良好 性 质 的 函数 . 

ik w m f(x, ys z) 是 定义 在 R^ 的 开 
集 G 上 的 函数 , P = (а,5®,---›с)є С, Ж 

Кх, ys erty z) m (a, bs ory) 

+з р> аук ОРО — Ye 

& 


х (sz 一 БЯ 


在 P 的 某 邻 域 U 内 成 立 ， 其 中 等 式 右 端 是 绝对 
收敛 级 数 , 则 称 f 在 P 处 是 实 解 析 的 (real analy- 
tc)。 在 这 种 情形 下 ,对 任 一 r, f 在 点 P 处 是 
> 次 可 微 的 ,并 有 
nini 

(nc nt bn 

E" 
Y goa cB (hn. 
车 + 在 域 G 的 每 一 点 P 处 是 实 解析 的 ， 则 称 t 
是 G 上 的 实 解析 函数 (real analytic function). 有 
时 称 实 解析 函数 为 C 类 函数 。 实 解析 函数 属 
于 C", 但 反之 不 成 立 (一 所 解析 函数 )， 对 于 定 
义 在 开 区 间 上 的 一 元 函数 ， 我 们 也 使 用 同样 的 
术语 , 

【 极 值 】 设 点 P 的 函数 1P) 定 义 在 以 P= 
西 为 内 点 的 域 上 , 若 对 于 Po 的 某 邻 域内 的 所 有 
Ж Р 9 Po, 1(P) > IPS) ARIE» BEEK f E Po th 
达到 极 小 (minimum), #k fCPo) Ж (P) 的 极 小 
值 (minimal value), ESRR, BUSTA 


вуз, = 


(maximum), AW (maximal value) 的 定义 .“ 


极 大 \ 极 小 只 不 过 是 局 部 的 最 大 、\ 最 小 而 已 。 极 
大 \ 极 小 合 在 一 起 称 为 极 值 (extremum)。 

为 了 判定 极 值 ， 可 以 使 用 下 列 基于 导数 符 
号 的 条 件 : 当 单个 变量 z 的 函数 jx) 在 区 间 工 
上 可 微 时 ，i) 若 在 了 的 内 点 和 处 了 达到 极 大 
或 极 小 , 则 了 (xo) = 0, ii) 设 Fa a) = 0, ES 
ХИ, f 在 和 处 由 正 变 为 负 , 则 万 xo) 为 极 
Жї; 在 相反 的 情形 , f(xo) BME. ü) 当 
(xo) = 0, 且 + 在 xo 的 邻 域内 二 次 可 微 时 , 则 
BERE f(x) < 0 或 > 0, хо) 成 为 极 大 值 或 
极 小 值 ， 当 Ско) = 0 时 ,不 能 断定 极 大 或 极 
小 ， 一 般 地 , 当 1G E хо УРУ ә ТА. 
fo? GOYA Go) mf Go) m fg) 
= 0, її f(x) > 0( 或 <0)， 且 = 为 偶数 ， 
则 fCxo) 为 极 小 (或 极 大 ) 值 ; n HAR, MUJ 
Кх) REABAB 24 f Ceo) = 0 时 ,我 们 称 (zo) 
为 平稳 值 (stationary value), 

HSER r y e = 的 函数 (z, s ns 
2)» EAE Po 一 (zo yor tto za) 处 达到 极 大 
或 极 小 且 一 阶 偏 导数 存在 ， 则 必 有 fs Cros yo 
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tm) == 0, f, Ско yo tt) m) = 0, ts 
faxo» Yoo “7+ > za) = 0, ЖТТ z, y HI 
函数 f€ C?， 当 此 必要 条 件 成 立时 , 令 6 一 
fasl zos yo) fy Со» ya) — fa (x0 syo) FÆR: 1) 
8 > 0, 则 按照 fs《xos yo) <0 > 0, f(Po) 
为 极 大 秆 或 极 小 值 ; 2) 若 3 <0, RI (P) 不 是 
极 值 ; 3) 若 0=0, 则 不 能 作出 一 般 性 的 判定 . 

Ж n TRR Р = О ео te) 在 点 Po 一 
Gi, 7,22) 处 取 极 值 ， 且 它 的 一 阶 偏 导数 都 
TEE WA 1, = (Ра) = 0G — 1,4). 一 
般 地 当 这 些 条 件 满足 时 ,， 称 点 Pç 为 了 的 临界 点 
(critical point), 再 设 f € C’, ЗФ fam fa (095 
以 fa BRACE n 个 变量 的 二 次 型 ' 9 一 


Оху ey X.) = У) ХаХа, WAHR] 
x 


定 法 如 下 : ЯО ЖЕЕ! , OS) 为 极 小 值 ， 
若 2 为 负 定型 +, 则 f(Po) 为 极 大 值 , 若 La] = 
о, 且 2 为 不 定型 +, 则 (P) RER. H lal 
一 0, 则 仅 此 不 足以 判定 极 值 ， 当 [fa] se 0 时 ， 
f 的 临界 点 Ро FRVAPSBAL HD (non-degenerate); 
2 |у | 一 0 时 , 则 称 Po 2038 (89 (degenerate), 
我 们 也 能 根据 隐 函 数 的 微分 法 求 隐 函 数 的 
极 值 。 在 mi Cry 6) m0, s Фи (z 
tex) = 0 (m < mR PR Keo s 
xn) 的 极 值 这 样 的 条 件 极 值 (conditional extre- 
mum) 问题 ， 也 归结 为 求 隐 函 数 的 极 值 ， 实 际 
上 , 设 f, po ts ps € Ch 若 在 所 考虑 的 域内 
ERFAR? Cpi +++, фи) E Gre tts 
x.) 750, HÚ хы m yo ct z, = y, 都 可 
看 作 关于 xb (1 = n — m) 的 隐 范 数 ,并 
有 Кау х„) = fet Vist" "> Ym) = 
Paota). TERE mr 
ony 22) 处 取 到 极 值 当 且 仅 当 1° 在 
Pa 一 (对,…， 划 处 取 到 极 值 因而 61*/8x; 
(一 1,…, D 在 Po 处 等 于 0 乃 是 必要 的 ， 这 
些 条 件 与 下 面 的 陈述 是 等 价 的 : 设 sns Am 
为 任意 常数 , 当 令 Fleet z.) = f + hpt 
eb ups BERG,» BLE ƏF/8z,= 
OG m1, n) m0, rs фи = 0. # ` 
SHUNT, FEDT ERE Gt 


= Ф = 0 
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tto xa). 这 称 为 Lagrange 待定 系数 法 
(Lagrange's method of indeterminate coefficients) 
或 Lagrange 乘 数 法 (method of Lagrange mul- 
tipliers), 

BS AARNE, RT RBA 
数 ; 关 于 逐 项 微分 一 级 数 ;关于 积分 与 微分 的 交 
换 次 序 问题 一 积分 学 . 
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вай 法 fonction im- 
plicite 4È implizite Funktion А неявная фун- 
кция Б BAR) CREME] 在 历史 上 ， 当 
x Ey 之 间 有 函数 关系 eG y) 一 0， 而 ?不 
能 用 * 的 显 式 表示 时 ,就 称 ?为 = 的 隐 函 数 (一 
函数 )， 但 为 严密 起 见 ,还 要 求 函数 的 连续 性 和 
可 微 性 ,现今 通常 定义 如 下 。 

W ACi xas y) EK a+ 1 H Euclid 空 
间 Re"! 的 域 G 内 的 C 类 函数 ', 若 在 G 内 的 点 
Өй, ahs #) Ж, бай, o> за, y) = 0. 
ҺО, its абу y?) > 0, MUZE (ets ++ 65) 的 
邻 域内 存在 唯一 的 C' 类 函数 glr tn) tE 


LÆ implicit function 


满足 
fn, zao рб, zx)) 一 0， 且 
y —gGl x 
( 隐 函 数 定理 (theorem on implicit function)), # 
2 为 由 了 一 0 确定 的 隐 函 数 。 8 的 导数 是 0g/ 
Ox; = 一 (8f/8x;)/(81/8y)， 其 中 右 端 以 y = 
в Оа z.) КА. EIA ЖЕО < 
r < co BË r = о), We bec 类 的 .特别 当 
了 一 工时 ,把 BA x, 就 有 dg/dx = —}./!,. 
【函数 行列 式 】 RAM R 的 域 6 到 Re 
内 的 映射 z = (а, -+-, x.) 一 u(x) = Cis 
tenus tts as ns t z). ME s 
um 是 С 类 函数 时 , 称 该 映射 为 C" 类 映射 (map- 
ping of clas С) (0 < > < co mb r = o), 对 
FAG 9] Е" 内 的 C 类 映射 + 一 w(x), SE 
相连 接 的 线性 变换 的 系数 构成 的 矩阵 
(1) 8(4)/OC#) = (Ouj/Oxiicicoaeken» 
称 为 该 映射 的 变换 矩阵 (transformation matrix), 
或 Jacobi 矩阵 〈Jacobian matrix), HEER 
一 从 包含 的 值 域 ' 口 的 域 到 R 内 的 С! 类 映 
射 (v(w)), 则 由 合成 函数 的 微分 法 则 和 和 矩阵 积 
的 公式 ,得 到 合成 律 
(Ә(»)/Ә(и)) (д(и)/д(ж)) 一 Ә(и)/ӘСк), 
特别 当 m == п В}, 称 (1) 的 行列 式 ' 为 (x) 对 (*) 
的 函数 行列 式 (functional determinant), Jacobi 


GAR (Jacobian), jg% Leete), 
DG, ***, x) 


Ю(и\,+ ++ 2,)/DGw t), SE D(u)/D(a). 
也 可 用 8 AED, 但 在 本 条 中 ,为 方便 起 见 , 对 
ЖЕЕ! д, 对 行列 式 用 D, 以 示 区 别 ， 

34 т = n, D(x)/D(x) 在 G 的 所 有 点 处 都 
不 等 于 0 时 , 称 * 为 G 上 的 正则 (regular) С' 类 
映射 , 正则 换个 说 法 也 称 为 非 奇异 的 〈non-~sin- 
gular) THY (invertible), 在 D(w)/D(x) = 
0 的 点 处 , 称 * 在 该 点 为 奇异 的 (singular), 当 w 
FERRE SCG 的 每 个 点 处 都 奇异 时 ， 就 称 * 
在 S 上 是 退化 的 ( 英 degenerate Ж entartet). 对 于 
正则 映射 ,Jacobi 行列 式 的 符号 在 连通 域 G 内 
是 一 定 的 。 若 它 为 正 ， 则 * 不 改变 G 内 各 点 的 
坐标 系 的 方向 , 若 它 为 负 , 则 改 为 相反 的 方向 。 


使 # 退 化 的 点 ， 称 为 映射 * 的 临界 点 (critical 
point)， 该 点 在 映射 “下 的 像 , 称 为 临界 值 (crit- 
ical value)， 有 时 也 称 为 折 值 CA Fake), 一般 
3B, Fe чс BK ARORA 
EE. C 类 映射 * 的 临界 值 的 集合 是 R" 的 
Lebesgue 测度 ?为 0 的 集合 (Sard 定理 )， 对 于 
正则 映射 u, 在 G 的 每 个 点 aa 处 ， 都 存在 邻 域 
Vo, 使 * 在 Vo 上 的 限制 是 同 胚 ?映射 ， 且 其 逆 
Beat x(a) 也 是 正则 C 类 映射 ,并 满足 
(DG/DG)) (DG) /D(u)) = 1 

(CORA 38 (inverse mapping theorem))， 此 处 
Ж w J Cr RH (1 < r < оо, = o), WE 
逆 映 射 也 是 C 类 的 . 

【函数 关系 】 设 在 R° 内 域 B 上 定义 的 函 
R Е(ш o un) 的 零点 的 集合 非 空 且 没有 内 
点 , 即 F 在 B 的 任 一 开 子 集 内 都 不 恒 等 于 0, 这 
时 称 F 为 具有 离散 办 点 的 函数 (function with 
scattered zeros)， 解 析 函 数 ' 具有 这 种 性 质 ， 对 
于 从 А" 的 域 G 到 Вс" 的 映射 n(x), 若 存在 
定义 在 B 内 的 具有 离散 零点 的 Cr 类 水 数 下 ,使 
(u(x)) 一 0 ERE, Й ибх) 的 分 量 a, 
e. 有 Cr 类 的 函数 关系 ,或 者 C 类 函数 
相关 ， 在 不 考虑 可 微 次 数 时 ,. 就 只 说 这 些 分 量 
函数 相关 (functionally dependent) 或 具有 函数 关 
Ж. (functional relations); 否则 、 就 说 这 些 分 景 
函数 无 关 (functionally independent)。 若 C! ЖЮ 
射 的 分 量 s cn, 为 С 类 函数 相关 ， 则 
Jacobi 行列 式 D(u)/D x) —9. 反之 , 若 C ABE 
Aj иж) ВО Jacobi 行列 式 恒 等 于 0, 则 在 G 内 的 每 
MER Esm su X C 类 函数 相关 (Knopp- 
Schmidt 定理 )、 关 于 具有 局 部 性 函数 关系 
的 命题 ,容易 从 隐 活 数 定 理 来 证 明 , 而 在 非 解析 
函数 的 情形 ,关于 具有 整体 性 函数 关系 的 命题 ， 
首先 是 由 K. Knopp-R. Schmidt 证 明 的 《[1]). 

【函数 组 的 陷 函 数 】. RMR AR G J R” 
的 C! 类 映射 n(x) 的 变换 矩阵 (1 AIEK" ет 
在 6 内 Dln- и,)/Ю(а,+++› х,) 96 0, 而 
对 于 满足 + < 0 < m, r < z< п ЖЯ o, c, 
Da, * 77 thes u,)/D(xu ot xe te) EGRE 
SF 0, 则 aG), s ns C) В aG), +++, 
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u(x) 的 值 所 确定 , uo 能 表示 为 uo cts u, 的 
C 类 函数 ， 
对 于 从 К" 的 域 6G 到 КЮ" 的 C' 类 映射 
uls), 今 考察 值 域 的 一 点 e ORV. 我们 
不 妨 把 « 作为 原点 。 BE DEC PEN 
FRA r, Bonus ott um 对 o +++, и, 函数 相 
关 , 则 u(r 二 p < m) 是 ustu, 的 函数 ， 
记 为 we(w，…，w); WR a,(0,-..,0)% 
0 @ e 存在 , 则 7 为 空 集 ;如 果 对 所 有 的 (r< 
o< m) BH u,(0,---, 0) = 0, WV aCe), 
tes x) 的 共同 零点 的 集合 。 因 而 设 r= m 
a 并 不 失去 一 般 性 。 如 果 m = n, W| V iZ Hi 
MAAR, WE m < n, WE z, HY 
次 序 ， 总 可 认为 在 V 内 的 一 点 (x9) Ж, (а, 
+++, и)/Ю Gott tm) 天 0。 这 时 ,在 (3) 的 
邻 域内 存在 唯一 的 С' SERE Gus t Xa) 
(pum), 具有 下 列 性 质 : 1) аб = E Geo 
33) 2) Щ Guess 2a) Æ Gut 
22) О SEES DERE » RC Gres t ›х„)› 
tt Енот то x) utt s) EV, Ж 
£, ЮН a =: = u, = 0 ВДЕ nee n 
х, 的 隐 函 数 ， E 的 全 微分 可 从 下 列 一 次 方 
程 组 求 出 : 
FB s + iar =o, 


Бл Oxy Smti Өх! 


=з, т, 
【线性 关系 】 设 u(x) 为 从 А 到 R" 的 
Cn" 类 映射 ， 即 设 它 的 分 量 wj Um 29 Ct 
类 函数 , 则 称 行列 式 


VIE a 
为 ao cos um 的 Wronski 行列 式 《Wron- 
skian) ŠE W Cuns = +s e) BE a nnn ta 
为 < 的 医 数 是 线性 相关 的 *, 即 存在 不 全 为 0 的 
常数 c, GED) cam Ge) 一 0, ЕЕ, Ш w 


Gn» tm) =O BERT. Mit. A Wa, 
thy) + 0, 则 ao, um 是 线性 无 关 的 +。 反 之 ， 
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# Wa um) 一 0 恒 成 立 , B AG s tim) 
中 任 选 m 一 1 个 函数 所 作 的 Wronski 行列 式 th, 
至 少 有 一 个 不 等 于 0, 则 usto tm 线性 相关 . 
这 个 附带 条 件 一 般 是 必要 的 。 例如 , C' 类 函数 
江 与 |x]?: 在 区 间 [ 一 1,1] 上 线性 无 关 ,但 W(x*， 
lx |?) = 0 fiar. 可 是 ,着 4,*… ,wm 是 * 的 
解析 函数 ， 则 这 个 附带 条 件 是 不 必要 的 . Fx 
为 复 变量 , u(*) 以 复 平面 + 上 的 域 为 定义 域 , 则 
与 上 述 同样 的 定理 仍然 成 立 . 

其 次 , Be aCe) 为 从 А! 上 的 区 间 Las 61 到 
R" 的 连续 映射 ,对 于 其 分 量 Gs ns GO, 


A uy Gd = G, D> 由 它 作 出 的 行列 
式 
CD … Qon) 
GG, sae) (D … om) 


(m,1) +++ (m,m) 
称 为 函数 ms …，ww 的 Gram 行列 式 〈Gra- 
mian), Gu, +++, tm) Ж (Ers sn) 的 二 次 


Крэ tu) ds 的 判别 式 ', 并 等 于 


A f emt ane dn 


Gn, +++, un) > 0 恒 成 立 , 并 且 当 且 仅 当 м, 
+++, Um 线性 相关 时 , 才 有 G(u tS) = 0. 
当 (ж), rs u Gn) 为 在 Lebesgue 意义 下 的 
平方 可 积 函数 时 , 也 同样 能 考虑 GC ---› 
ил). Ў, 4 EDUK м-н, 几乎 处 处 线性 
相关 , 即 存在 不 全 为 0 的 常数 e seus 使 得 
EKN la, 65] 上 几乎 所 有 ' 点 处 ; ev GO Hee 
十 cnum(*) 一 0 都 成 立时 , 才 有 С 一 0, 
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ctions élémentaires Ж 


法 fon- 
elementare Funktionen 
4k элементарные функци A 初等 并 数 ] 
【初等 函数 的 定义 】 有 限 个 实 变量 或 复 变量 的 
代数 函数 1\ 指 数 函数 、 THR. 三 角 函 数 , 反 
三 角 函 数 ,或 由 它们 经 有 限 次 合成 得 到 的 函数 ， 
称 为 初等 函数 。 这 是 微 积分 学 中 最 常见 的 函 
ж. 

J. Liouville (J. École Polytech., 23 (1834); 
J. Reine Angew. Math., 13 (1835)) 定义 初等 
函数 如 下 : 称 有 限 个 复 变 量 的 代数 函数 为 第 0 
RO SBA e? 和 logs 为 第 1 类 初等 函数 ; 
二 者 合 起 来 ， 称 为 最 多 第 1 类 初等 函数 ， 归 纳 
地 ,假定 已 定义 最 多 第 = — 1 类 初等 函数 f(a, 
t зы). W gG), gis) ASSIS 
m) & $95 1 类 初等 函数 , 作 合成 函数 eG 
+з, Em)) 或 Aes Co 
*“…，uw))， 称 这 样 得 到 的 函数 为 最 多 第 ”类 
初等 函数 ， 如 果 一 个 函数 是 最 多 第 ” KOSH 
数 ,但 不 是 最 多 第 ”一 1 类 初等 函数 , 则 称 它 为 
第 mm 类 初等 函数 如果 一 个 函数 对 某 个 ”是 第 
于 类 初等 函数 ， 则 称 它 为 初等 函数 ， 以 下 叙述 
主要 的 初等 函数 。 

【 实 变量 的 指数 函数 与 对 数 函数 】 Wa > 
0, a з= 1. BRAM х 的 函数 f(s) 满足 
а) жу) =1@)1O), 10) = 4, 
则 对 于 自然 数 ” FH f(a) = a", 对 于 负 整 数 一 " 
Con) = Ve, 一 般 地 ， 对 于 有 理 数 "一 
n/m A= Wan。 如 果 还 设 |) 是 连续 函 
数 , 则 由 此 就 确定 了 唯一 的 以 (一 co,oo ) 为 定义 
3, Ц (0, оо) 为 值 域 的 严格 单调 的 连续 函 
Ж). 称 这 个 函数 为 以 a 为 底 的 指数 函数 
(exponential function with the base а) а". 称 其 
反 函 数 为 以 a 为 底 的 对 数 函数 (logarithmic fun- 
ction with the base 2)， 或 简称 为 对 数 (loga- 
rithm) logz。 为 简单 起 见 , Bid loge = g(x), 
则 对 应 于 (1), 有 
G) (жу) = 2) +20), ee) = 1. 
从 而 得 zy = f(g(x) + g(y))、 因 此 ， 若 已 有 
gGO 的 函数 表 , WHR z, y 的 积 , 可 用 表 先 


{Ж elementary functions 


算出 g(x) 5 ely) 的 和 , 再 反 查 表 即 得 积 ху. 

【对 数 计算 的 原理 】 特别 把 以 = 10 为 
底 的 对 数 , 称 为 常用 对 数 (common logarithm), 
在 常用 对 数 里 ， 对 于 只 有 小 数 点 位 置 不 同 的 两 
个 数 * 与 y( 即 对 某 整数 n, y = x10"), 因 其 对 
数 g(x) Se) 之 差 是 某 个 整数 "， 故 只 有 对 
数 的 整数 部 分 ( 称 为 常用 对 数 的 首 数 (characteris- 
tic) 不 同 ， 而 小 数 部 分 〈 称 为 常用 对 数 的 尾数 
《mantissa)) 则 相等 (但 尾数 一 词 ,在 数 的 浮 点 * 
表示 法 中 (+ = a - 10°(10-' < Ja] < 1)), 也 
用 以 表示 其 小 数 部 分 а). 自然 数 的 对 数 已 被 
算出 并 制作 了 表 (对 数 表 ). 

JG) = а" 是 可 微 函 数 , 且 f) = (а), 
k EH a 确定 的 常数 ， 但 若 取 。 等 于 
+ = 2:71828--+, 


ы 

W == 1. MD (1/01) #0 Napier 数 ,从 
L. Euler (给 С. Goldbach 的 信 (1731)) 以 来 ， 
就 把 它 记 为 e〈 一 数 表 9), Ch. Hermite 在 
1873 年 证 明了 е 是 超越 数 +。 有 时 也 把 <“ 记 
为 exp x, 如 果 只 说 指数 函数 , 那 就 是 指 e*、 它 
是 在 微分 (从 而 在 积分 ) 下 不 变 的 函数 ,而 且 只 
有 Ce" 是 这 样 的 函数 。 以 为 底 的 对 数 称 为 
Napier 对 数 (Napierian logarithm) 或 自然 对 数 
natural logarithm). ARE e 而 记 为 log x 
《有 时 也 记 为 laz). logs 的 导数 是 I/r， 故 可 
得 下 面 的 积分 表示 式 : 


(3) Лов х 一 jz, 


¿= lim(1 +1) - 
= 


Ж. a" @ SR TIA MH ke SF loga, y=e* 
和 y = logx 的 图 象 如 图 1。 <“ 4 log (1 + x) 
dE x = 0 处 的 Taylor 展开 式 * 如 下 : 

[o e= У), 


G) аж) DED, 


E 
〈4)，(5) 右 端的 级 数 分 别称 为 指数 级 数 〈cxpo- 
nential series) 与 对 数 级 数 〈logarithmic series), 
这 两 个 震级 数 的 收敛 半径 ?分 别 为 只 与 1. 

【 实 变 量 的 三 角 函 数 与 反 三 角 函 数 】 实 变 
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量 * 的 三 角 函 数 (trigonometrical function》 是 
віп х, cos x 《一 三 角 学 ) 以 及 由 这 两 个 函数 导 
出 的 函数 tan х 一 зїп х/ соѕх, cot + = cosx/ 
secx=1/cosx, совес х = 1/ зіп х, 
sinz, cosx УУ созх,— sinr, dE 
xz 一 0 处 ， sinx 和 cosx 的 Taylor 展开 式 为 : 


(6) sing = Soe 


一 六 CD" 
(7) cos x > Gore 
EMM HEEB Be, HE fü ER sin х, 
cos, tanz 等 的 反 函 数 分 别 记 为 arcsin r, 
arccos х, arctan x (或 记 为 sin"lz, cos"!z, 
tan-!x), 称 为 反 三 角 函 数 (inverse trigonometrical 
function)， 它 们 的 图 象 如 图 3, 是 无 穷 多 值 函 
Ж. 以 图 3 中 实 线 部 分 为 图 象 的 函数 ( 即 一 */2 
<arcsin x < x/2, 0 < arccos x < x —=/2 < 
arctan x 过 x/2)，, 分 别称 为 这 些 函数 的 主 值 (prin- 
cipal value)， 记 为 Arcsin r, Arecosx, Arc- 
tanc, 这些 函数 的 导数 分 别 是 〈1 — 275, 
—Q — 2)t, Q + лу" СБА 90). 关于 
tan x, cotx, secx, cosec z, arcsin x, arccos r, 
arctan 的 寡 级 数 展开 (Taylor RIF, Laurent 展 
开 ), 一 公式 VIV, 


sinz, 
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【 双 曲 函 数 】 在 双 曲 线 Ay? = 1(х>0) 
上 取 一 点 P， 设 0 为 原点 ，4 为 双 曲线 的 顶点 
(1,0), ERE OA, OP 和 双 曲 线 上 的 弧 AP 
所 围 的 域 的 面积 记 为 6/2。 将 点 P 的 坐标 看 作 
0 的 函数 , 记 为 cosh 6，sinh 6， 则 有 
(8) cosh x = (e* + e~*)/2, 

sinh x = (e* — e7*)/2. 

分 别称 为 双 曲 余弦 (hyperbolic cosine) 及 双 曲 正 
BE (hyperbolic sine)。 这 两 个 函数 ， 以 及 像 三 角 
函数 那样 , 由 它们 导出 的 函数 tanh r= sinh x/ 
cosh x (ЗД 3E) (hyperbolic tangent)), coth x 
= cosh x/sinh x (MARY hyperbolic cotan- 
gent)), sech x 一 1/cosh x (ILIE (hyperbolic 
secant)), #1 cosech x—1/ sinh z (WARM Chy- 
perbolic cosecant)) 等 ,统称 为 双 曲 函数 Chyper- 
bolic function), sinh x, cosh z 的 图 象 如 图 2. 
与 此 相对 应 ,有 时 也 把 三 角 函 数 称 为 圆 函数 ( 英 
circular function Ë Kreisfunktion), 

如 果 引 进 Gudermann 函数 (Guderman- 
nian) 

Ө == gd u = 2 arctan e“ — x/2, 


u == gd”! Ө = log | tan 0 + sec 0| 


则 双 曲 函数 能 变换 为 三 角 函 数 。 例 如 ， 
sinh и = tan 0, cosh и = sec Ө, 
tanhu = sin Ө 

等 等 

【 复 变量 初等 函数 】 (AR 10) BE 
BM, CO 式 中 的 变量 z 换 为 复 变量 =, MH 
《4) 对 所 有 有 限 值 都 收敛 ,从 而 给 出 一 个 仅 在 无 
穷 远 点 处 具有 本 性 奇 点 ?的 = 的 整 函数 !， 这 就 
是 复 变 量 z 的 指数 函数 ^, 它 满足 和 (1) 相同 
的 加 法 定理 (addition theorem); е'#® = nen, 
并 成 为 实 变量 的 指数 函数 的 解析 开拓 '。 当 = 
SSE iy M, Euler 公式 
(9) еб = cosy + isin y 
成 立 ， 如 图 4 БОК, © = "给 出 了 = 平面 到 ww 
平面 的 一 个 保 角 映射 ， 它 把 z ETE LAOH bB: 
射 成 w 平 面 (w 一 “十 iv) 上 的 单位 圆周 。 对 


于 一 般 的 z = х + iy (z, y 为 实数 )， 我 们 有 
e= 6, [Rif e* TA 2 xi 为 基本 周期 的 单 
局 期 函数 '. 


图 4 

2) 对 数 函 数 ， 复 变量 = 的 对 数 函 数 loge 
是 e 的 反 函 数 ， 是 仅 在 原点 和 无 穷 远 点 处 具 
有 对 数 奇 点 ' 的 无 穷 多 值 的 解析 函数 ， 设 其 一 
值 为 log х, 则 loge + 2nxi (n 是 任意 整数 ) 就 
是 它 的 所 有 可 能 的 值 。 log = HEW (principal 
value) MRE logr + 19, KH, z = re” 
(r= 12], 026 = ABI) T o < 6 < 2« (有 
МА Ң —=< Ө< ж). loge 的 主 值 也 往往 
记 为 Logz. (5) 式 给 出 它 的 一 个 函数 元 素 '. 
把 (3) 式 中 的 x 换 为 复数 z, 此 式 仍 成 立 ， 绕 原 
点 一 周 时 ,1!/z 的 积分 增加 了 2 хі, 由 此 可 以 证 
明 log z 的 多 值 性 . 

3) BRK Mib, LEE а, Ж 
(power) а" 定义 为 exp (zloga), z 定义 为 
exp(alog z). 只 有 当 。 为 有 理 数 时 ,xz 才 成 为 
代数 函数 ,在 其 他 情形 , 它 是 第 二 类 初等 函数 。 

4) 三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 、 双 曲 函数 ， 复 
变量 的 三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 、 双 曲 函 数 等 ,都 
能 作为 同名 的 实 变量 函数 的 解析 开拓 而 得 到 、 
例如 ，sin =，cosz 分 别 定义 为 形 如 (6)，(7) 的 
Жай. CERAM, EDIE пя, (n 一 
1/2)= (пж) 处 有 一 阶 零点 ,还 能 表 成 ， 
Weierstrass EI HR (一 公式 10 VD. tanz, 
cot z, sec z, созес z JÈ = AU qp Ati BR RK, HE AAR 
ж Mittag-Leffler 部 分 分 式 (一 公式 10IV，V)。 
从 (8),(9) 可 得 : 

(10) соза = (е8 + e7?)/2, 


sinz = (e! — e77)/2i, 


cosh z = cosiz, sinh z = (siniz)/i, 
《10) 式 也 称 为 Euler AR, 若 使 用 复数 。 
角 函 数 和 双 曲 函数 都 能 由 指数 函数 合成 ， 
角 函数 能 由 对 数 函 数 合成 ， 它 们 都 是 第 一 类 初 
等 函数 。 本 条 开头 的 Liouville 定义 不 用 说 是 
从 复 变量 的 观点 整理 出 来 的 。 另 外 初等 函数 的 
反 函数 不 一 定 是 初等 函数 (例如 ，Kepler 方程 " 
y 一 zx 一 asinz 的 反 函数 ). 

初等 函数 导数 还 是 初等 函数 ， 但 初等 函数 
的 不 定 积分 不 一 定 是 初等 函数 有理 函 数 和 亏 
格 + 0 的 代数 函数 的 不 定 积分 还 是 初等 函数 - 
三 角 函 数 的 有 理 函数 的 积分 也 是 如 此 .关于 初 
等 函数 的 积分 在 什么 条 件 下 还 是 初等 函数 这 个 
问题 ，Liouville, 作 过 深入 的 研究 . 


(8) (11 ЖЖЖ, MERGE, PH, 第 三 版 1951; 
[2] N. Bourbaki, Eléments de mathématique, Fonctions. 
d'une variable réle, chap. III, Fonctions élémentaires, Ac- 
tualités Sci. Ind., Hermann, 1948, 第 二 版 ，1958; [3] 
MAME, SWNT Liouville 四 研究 , 数 物 会 总 ,1 
(1927), 17—27, 146—155, 3 (1929), 8—18, 


LL LIT 
fonction quasi-analytique Ф quasianalytische Funk- 
tion {Ñ квазианалитическая функция ЫҢ 
解析 天 数 】 实 解析 函数 ?是 C” 类 函数 ', 在 属 
于 它 的 定义 域 的 每 个 点 的 邻 域内 可 以 表示 为 
Taylor 展开 式 。 然 而 , 不 是 实 解析 函数 的 C" 类 
函数 的 例子 很 多 , 正 是 由 于 它 的 多 样 性 ，C” 类 
通 数 在 解决 各 种 问题 时 有 很 多 方便 之 处 《一 微 
分 流 形 (单位 分 解 ])。 另 一 方面 ,对 于 C” Ж 
数 族 中 具有 实 解析 函数 某 此 性 质 的 似 解析 函数 
族 , 自 进入 二 十 世纪 以 来 ， 进 行 了 大 量 的 研究 。 
本 条 前 半 部 分 论述 C^ 类 函数 ， 后 半 部 分 盖 释 
拟 解析 函数 . 

【C” 类 函数 】 WHR EXT Ha HE Euclid 
空间 R" 的 开 集 9 上 的 =” 个 变量 的 实 值 函数 
f(m，…，x。) 任 意 次 连续 可 微 , 则 称 f(x4,…， Ta) 
为 0 上 的 С" 类 函数 (function of class C”), EX 
于 Q 上 的 C" 类 函数 的 全 体 所 成 的 集合 以 C"(2) 
表示 . C”(9) 构 成 实数 域 R 上 的 代数 7. 定义 于 
Re 的 闭 集 F 上 的 连续 函数 了 为 5 上 的 C^ 类 
函数 是 指 ， 存 在 F 的 开 邻 域 口 和 z € C=(U), 
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使 得 (= zF. 这 个 定义 与 下 列表 述 是 等 价 
9 (H. Whitney [5]): 对 于 任意 的 多 重 指标 


a= (а, +++, e.) 能 够 求 得 F 上 的 一 个 连续 
函数 Ga, +++» x2, 使 得 
i) Рб on) = fas tt х„)› 


i 对 于 任意 的 自然 数 以 及 满足 |a |< r 
的 所 有 多 重 指标 o, 


1 
ine 
m po 


=> 
ET 
成 立 (这 里 ‖ || 表示 R" WER). 

[C 类 函数 的 局 部 理论 】 在 CR) 中 
定义 如 下 的 等 价 关系 ~: f ~ 8 存在 原点 
的 某 个 邻 域 U0, 使 得 ЛО = glu. MIASA 
关系 将 COCR) 分 类 所 得 的 代数 记 作 du. d. 
的 元 素 称 为 C” 类 函数 关于 原点 的 芽 ', 我 们 
以 了 表示 fe CAR) WH, 对 于 7e dus f 
的 以 原点 为 中 心 的 形式 Taylor 展开 《formal 
Taylor expansion) У) (D° /(0)/41)x° СФ реу 
ARON raf) [Cni Әк) за m (sts 
rn)) 与 之 对 应 , 便 可 得 到 从 ,到 ”个 变量 的 
RBBB Roxy, t ee) МАА r. 
т 是 全 射 ,但 不 是 单 射 ， 令 A,=r"1(0) C Ons 


rG) 


ph) e» =0 


“如 果 函 数 了 的 芽 ? 属于 A, 则 称 f 为 平坦 函数 


(flat function), 例如， 定义 一 个 函数 它 在 原点 
处 取 值 为 0, 在 原点 以 外 为 exp( 一 1/z)， 这 样 
定义 的 R' 上 的 C” 类 函数 , 便 是 平坦 函数 的 一 
个 例子 ， 详 细 考 察 8， 与 RI. c хь) 之 间 
的 关系 ,就 能 证 明 关 于 C 类 函数 的 Weiers 
trass 预备 定理 。 Mik Fla, c tn) ES a 
B. FQ, +++, 0, z.) = 248.) (ë € d 800) 
= 0), 则 任意 的 7e d. 可 表示 为 

F=FO+R, 

Een 

其 中 OE Ga R = Dy тб inse 而 


r,€ d 4-1 (В. Malgrange (31). 

设 Кал, ttt x0 为 关于 (zo ts za) 的 
с” 类 对 称 函 数 , WEE ge dus ICO 
z.) = # (Gu оса) BOL, KH os AK 
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于 m，…，x* 的 基本 对 称 多 项 式 *《G. Glaeser, 
Malgrange). ik 1€ di 满足 G) = f(—2), 则 
FETE 2 € d. EIE) =H. Whitney), 
【整体 结果 】 = 个 变量 的 情形 . 当 C=(O), 
对 于 所 有 偏 导数 具有 在 紧 集 上 均一 致 收敛 的 
拓扑 时 ， 它 就 成 为 Fréchet 空间 '。 设 C"(9) 
中 的 两 个 理想 J, 儿 关 于 此 拓扑 为 闭 集 ， 此 时 ， 
J = h 的 充分 必要 条 件 是 , 在 所 有 点 z€ Q 
处 ，rx(J) =r) Sr, ZE r, 为 C=(O) 
到 形式 宕 级 数 环 的 一 个 映射 ， 它 使 CCQ) 的 
每 个 函数 对 应 到 该 函数 的 以 x 为 中 心 的 形式 
Taylor 展开 (Whitney). 
一 个 变量 的 情形 。 特 别 地 ， 关 于 一 个 变量 
的 C^ 类 函数 ， 有 来 自 各 种 不 同 观点 的 一 些 研 
究 。 以 下 , 设 zx) 为 定义 在 区 间 I = 10, 1] 上 
的 C" 类 函数 。 如 果 (Cx) 满足 1(1) = 1, (0) 
m = 87900) = 0, 则 存在 不 依赖 于 1 与 + 
的 常数 ,使 
EAE: 


m m 


成 立 ,其 中 mi 一 supf |/'©(ж) | |x € 1}(Ё. Borel), 
类 似 的 不 等 式 ,也 曾 由 А. Н. Колмогоров, A. 
Gorny-H. Cartan 所 得 到 。 设 4 是 实数 的 任 一 


可 数 集 ， 如 果 对 任意 的 +€ 1, 可 确定 一 自然 数 ， 


re), WAR fC) € 4， 则 这 样 的 1(x) 必 是 
一 个 多 项 式 ([1])。1(x) 以 点 me 1 为 中 心 的 
形式 Taylor 展开 可 以 分 为 在 wo 的 邻 域内 收敛 
于 f(x) 的 情形 , 收敛 半径 为 0 的 情形 , 以 及 其 
他 情形 《 即 虽然 在 mm 的 邻 域内 收敛， 但 是 未 必 
收敛 于 1) 的 情形 )， 按 照 任意 的 点 € 1 属 
于 这 三 种 情形 的 某 一 种 ， 区 间 工 可 以 表 为 没有 
共同 点 的 集合 5°, SP, SP 的 并 。 SP HF 
Ж, SP 为 G, Ж, 5” 为 第 一 范畴 的 FL S. 
反之 ,如 果 给 出 区 间 了 的 由 开 集 、G: 集 和 第 一 
范畴 的 F. 集 所 作 的 任意 的 划分 1 = Sy + S 
Si, 则 必 有 某 个 f€ С“ (5,6 5, = SPG = 1, 
2, 3) 成 立 ([4]). 

(co 类 函数 与 实 解析 函数 的 关系 】 以 
C*() 表示 工 上 的 实 解析 函数 * 的 全 体 记 成 的 
жа. CU) 是 C"〈1) 的 子 代数 。 在 上 述 结果 


中 令 5 一 ,可 知 存在 1€ C"(1)， 使 在 任 一 点 
DBR, BABES f 相同 的 解析 函数 ， 这 种 
函数 在 CU) PRED Ж. fe CTU) 属于 
CU) 的 充分 必要 条 件 是 ， 如 果 适 当选 取 正 数 
k, W 
Поа) | < 21, z€ 1, n= 0, 1,2, 

Ri (Pringsheim 定理 )， 又 如 果 对 于 每 个 点 
хЄ1, f2G) 2 0(» = 0, 1, 2,---) 成 立 , 则 
f€ C=(1) (C. Н. Бернштейн), Ж — #0 
ж OCC R"), 20 上 的 实 解析 函数 的 全 体 С"(0) 
在 C~(0) 中 稠密 〈 多 项 式 逼 近 定理 )， 这 个 结 
果 , 即 使 把 CCQ) 的 拓扑 换 为 较 强 拓扑 时 也 成 
Xr (Whitney [1]). i f€ C=(O), e € C*(0). 
ЖН, THE f = go R gE ССО) 存在 的 充分 
必要 条 件 是 ， 对 于 任意 的 点 rE 0, rf) 在 
形式 器 级 数 环 中 能 为 r:《p)》 所 整除 (S. Lojasie- 
wicz, Malgrange [3]). 

【所 解析 函数 】 拟 解 析 函 数 的 研究 ， 是 以 
考察 解析 函数 的 特征 为 其 开端 的 。 Borel 引进 
了 单 演 函 数 , 它 是 复 平 面 的 一 般 点 集 ( 不 一 定 是 
域 ) 上 的 可 向 函数 (一 解析 函数 [解析 函数 概念 
的 历史 及 其 推广 ])， 与 复 解析 函数 相 类 似 ， 这 
种 函数 也 能 由 它 在 定义 域内 任 一 曲线 上 的 值 唯 
一 确定 。 用 这 样 的 性 质 定义 拟 解析 函数 族 旭 属 
可 能 ,但 通常 关于 单 实 变量 函数 却 是 依据 C" 类 
函数 的 高 阶 导数 的 性 态 来 进行 讨论 的 . 

一 般 地 ,对 于 C=(1) 的 子 集 B, 如 果 上 面 
定义 过 的 映射 r.:B — R(x} 在 了 的 每 个 点 处 
为 单 射 , 则 称 了 为 拟 解析 函数 族 ,或 由 于 与 微分 
有 关 而 称 为 拟 解析 的 D, RTF B 的 函数 称 为 拟 
解析 函数 ， 特 别 地 ,通过 限定 r,(B) 的 象 以 确 
定 拟 解 析 函 数 的 一 个 族 是 中 心 课题 。 

it {M,} 为 正 数 序列 ,以 CCM.) 表示 区 间 
1 上 满足 下 述 条 件 的 C” 类 函数 f 所 成 的 族 : 
存在 常数 一 КО), 使 得 

fC) SRM,, ET, n= 0, 1, 2,5-5 
于 是 上 述 Pringsheim 定理 意味 着 CCa) = 
C). 

1912 # J. Hadamard 提出 了 这 样 的 问题 : 

对 {М „} 给 出 何 种 条 件 , 就 能 使 r::C (M) 一 


Rix} 成 为 单 射 , 即 C(M ,) 成 为 拟 解析 函数 族 
《18])， 对 这 个 问题 , A. Denjoy 指出 , М. = 
log?n)" BITEJ GÈ Ri log’ n = 
logn, log*n = log (log^7'n) (p = 2, 3, ---)) 
《[9])。 以 后 他 更 证 明 , 一 般 地 说 ， Mz” = 
оо 即 可 .为 使 CCM。) 为 拟 解析 函数 族 的 充分 
必要 条 件 是 由 T. Carleman 所 给 出 的 《[10])， 
后 来 ，A，Ostrowski-T. Bang 给 出 了 其 他 形式 
的 充分 必要 条 件 〈[11], [12]). BD, COM) 
是 区 间 (a, b) 上 的 拟 解析 函数 族 的 充分 必 
要 条 件 是 ，1) Ф, 一 int M¥* 时 , Det 一 


十 co (Carleman); 或 2) 令 T(r) = sup M, 
iM, 


(nlog' nlog? n+ - + 


F Jog T(r) ,—co (Ostrowski-Bang), S. Man- 
7 


delbrojt, Bang 还 给 出 了 别 的 充分 必要 条件 
(0121, [13])， 关于 这 条 定理 ， 根 据 Bang 在 
[12] 或 [14] 中 提出 的 想法 所 作 的 证 明 最 为 简 
单 。 

与 以 上 定理 相 联 系 ,如 果 正 数 序列 {M 。} 满 
J У(М„/М„ы) < ©, SUX a > 0, 存在 函数 
f, 它 在 全 空间 (一 co，co) 上 属于 CCM.) ВЖ 
KO) > 0, (а) = 0G = 0,1,2,...). 又 
ХО < а < HE fE CCM a), 18100) > 0, 
1G) =0(a < x < B, п == 0,1,2,+-)(115]). 

推广 上 述 问题 , 设 给 定 区 间 1, 正 整数 的 弟 
增 序列 (o, 和 {M。}， 则 对 属于 ССМ.) 的 C” 
类 函数 f, ЖЕ f> Ско) EMM, (М), 
(»,) 应 具备 什么 条 件 , 这 就 成 为 一 个 问题 ， 具 
有 这 种 狂 质 的 函数 族 称 为 广义 《»。) 氢 解析 的 
《quasi-analytic (»,) in the generalized sense) ii 
数 族 。 此 外 ,对 于 两 个 正 数 序列 (M 。} 与 LM。j， 
с(м.„) 与 CCM') 之 间 的 包含 关系 也 是 一 个 问 
Bi. 特别 是 ,关于 CCM,) 与 CCn1) = CC) 
二 解析 函数 族 之 间 的 关系 ，[14] 中 有 详细 的 论 
ж, BAX CCM.) 5 ССМ.) 之 间 的 关系 , M 
APRA BS. 

拟 解析 函数 同 分 析 中 的 各 种 问题 ， 特 别 同 
复 变 量 解析 函数 、Fourier BA. Fourier 积分 、 
Dirichlet 级 数 以 及 渐 近 展开 等 ， 有 很 深刻 的 关 
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系 (关于 这 些 问题 一 [16],[14],[7]). 
[5] 关于 C 类 函数 : [1] R. Р. Boas, Jr. А pri- 


mer of real functions, The Carus Math. Monographs, 
Joh» Wiley, 1960, [2] G. Glaeser, Fonctions Compo- 
sées différentiables, Ann. of Math., 77 (1963), 193—209; 
[3] B. Malgrange, Le théoréme de préparation en géo- 
métrie différentiables, Séminaire Н. Cartan, 1962—1963, 
Exp. 11, Inst. Н. Poincaré, Univ. Paris, 1964, [3A] B. 
Malgrange, Ideals of differentiable functions, Oxford Un- 
iv. Press, 1966; [4] H. Salzmana-K. Zeller, Singulari 
täten unendlich oft differenzierbarer Funktionen, Math. 
Z., 62 (1955), 354—367; [5] H. Whitney, Analytic 
extensions of differentiable functions defined in closed 
sets, Trans. Amer. Math. Soc., 36 (1934), 63—89, [6] 
н. Whitney, Differentiable even functions, Duke Math. 
J, 10 (1943), 159—160 [7] H. Whitney, On ideals 
of differentiable functions, Amer. J. Math., 70 (1948), 
635—658. 关于 报 解 析 函 数 : [8] J. Hadamard, Sur la 
généralisation de la notion de fonction analytique, Bull. 
Soc. Math. France, 40 (1912), 28—29; [9] А. Denjoy, 
Sur les fonctions quasi-analytiques de variable réelle, C. 
R. Acad. Sci. Paris, 173 (1921), 1329—1331; [10] T. 
tiques, Gauthier-Vil- 
lars, [11] А. Ostrowski, Über quasianalytische 
Funktionen und Bestimmtheit asymptotischer Entwickelu- 
ngen, Acta Math., 53 (1929), 181—266; [12] T. Bang, 
ke Funktioner, Thesis, Univ. of Copen- 
hagen, 1946, [13] S. Mandelbrojt, Analytic functions 
and classes of infinitely differentiable functions, The Rice 
Institute Pamphlet 29, no. 1, 1942, [14] S. Mandelbrojt,. 
Séries adhérentes, régularisation des suites, applications, 
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积分 学 [R integral calculus 法 calcul intégral 
4% Integralrechnung ñ интегральное исчисле- 
me 日 积分 法 ] [Riemann 积分 】 设 1(*) 为 
定义 在 区 间 Lo, b) 上 的 取 实 数值 的 有 界 函 
数 .在 la, b] 内 取 有 限 个 点 xo 使 得 4 一 x< 
җ< < tai < z, = b, MERN La, b14 
3826 3- E IBI 1, = [s sl G m1, n). A 
为 这 个 分 割 法 由 所 给 分 点 的 集合 D = (а) E 
一 确定 ,所 以 称 它 为 分 (division into subinter- 
vals) D. 4M; = зару (ж), m, = int JG), Ф 


= җа)» 


aD) = 22 MG, 


m 
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zD) 一 У) mi — xi); 


в(р) AFD FERR (D) SET D @ Ей 
m, взноса тб, 并 依次 称 


为 Riemann 上 积分 (Riemann upper integral) 
和 Riemann FR 4} (Riemann lower integral). 
特别 当 二 者 相等 时 ,其 值 记 为 | de, A 
f(x) 在 [a,5] 上 的 Riemann 积分 (Riemann 
integral)， 此 时 并 称 f(x) 在 [a,5] 上 是 Rie- 
mann 可 积 的 ( 英 intcgrablc in the sepse of Rie- 
mann 法 sommable), 通常 如 果 单 说 积分 (inte- 
gral), 就 是 指 Riemann 积分 而 言 。1(x) 称 为 被 
积 函 数 (integrand)，a 和 45 分 别称 为 下 限 (lower 
limit) 和 上 限 Cupper limit). ЭЙ а F) oR 
分 (шегше) f, 指 的 是 求 得 值 | roa 的 过 
ж. 

Darboux 定理 : ik 5(D) = max (=, — 
җа). HERRER е, ЕТЕ NO, 使 得 
ә(р)< 5 时 , 则 下 列 不 等 式 成 立 : 


|=) (i| <, 
| eco) — |да | <. 
用 极限 符号 ,这 一 事实 可 表示 为 
im aD) = (дах. 


atoia J 
根据 Darboux 定理 , 1(x) 在 la, 5] 上 可 积 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 正 数 e， 若 存在 正 
о, 使 得 当 AD) <8 时 ,就 有 


a(D) — (0р) = Ў (Mi mX ritim) <8 
= 


RL v 
称 M, 一 mi 为 f fE 1, 上 的 振幅 (oscillation). 
3ko(D) 和 a(D) 为 Darboux 和 (Darboux's 
sum)， 显 然 , Ht Ele, b) EIR, 则 对 任意 
AUTEM е, FEER 5， 使 得 对 满足 (D) 一 5 
的 所 有 D = (а 和 每 个 LG = 1, 2, +++, n) 


中 的 任意 的 与 下 列 不 等 式 痢 成 立 : 
[Sie — 27 [ias | «e. 


常 称 和 Dias CE) (2,2) 0 Riemann 
和 (Riemann sum) 或 积 和 (sum of products). 
Ж (a, b] 上 连续 的 函数 , 或 有 有 限 个 不 连续 点 
的 有 界 函数 ， 都 是 可 积 的 。 即 使 是 有 无 限 多 个 
不 连续 点 的 有 界 阔 数 ， 如 果 它 的 不 连续 点 的 集 
合 能 被 全 长 可 为 任意 小 的 有 限 Ah H Ar 
Ж, 则 该 函数 在 la, b) 上 也 可 积 。 一般 地 , 区 
fal La, 5] 上 的 有 界 函数 为 可 积 的 充分 必要 条 件 
是 它 的 不 连续 点 的 集合 的 (Lebesgue) 测度 + 等 于 
Z. la, 51 上 的 单调 (从 而 有 界 ) 函 数 和 有 界 变 
差 函 数 ' 都 是 可 积 的 。 如 时 一 个 函数 在 区 间 [a， 
51 ESIBU 那么 它 在 Га, b) 的 任 一 子 区 间 上 也 
是 可 积 的 。 

【积分 的 基本 性 质 】 ila, bl 上 可 积 函数 
的 全 体 所 成 的 集合 为 也 H fo g € 1, WJ ај + pg 
€ Ma, B 为 任意 常数 ), jg € 1, min (f, g) € I, 
max(f, g) € 1, ЖЕН |g] > A>0, W j/g € 
FE # pel, WeB # 1.61, B ,一 至 
收敛 "于 j, MJ fe 4， 对 应 于 这 些 性 质 ,下 列 公 
式 成 立 : 

1) 线性 : 


[Caf Ge) + gC) Yer 
= al /Cdr + | dar, 


a, 8 为 常数 . 
2) 单调 性 : 若 Kxz) > 0, MU 


{irae > o. 


特别 是 , 若 (C=) 在 la, b) 的 一 点 хо 处 连续 且 
Kao) > 0, MUJ 


(+ 
| JG)4x > о. 


З) 关于 区 间 的 可 加 性 : A a, b, 是 属 
F/G) 的 可 积 区 间 上 的 点 , 且 a < e < b, W 
ое = оода + |' ходах. 

жек 


NOT -0, NC 一 一 f KOLA 


WER а, b, с 的 大 小 关系 如 何 , 上 面 的 公式 
总 成 立 。 
另外 , 若 。 < b, WJ 


[ff era] <P eres, 
38 U.C) 在 [ay b) BF 1), WU 


tim |, а = [192 


如 果 用 级 数 的 部 分 和 替换 j,(*), 则 下 面 的 
定理 成 立 ; 若 定义 在 [a, Р) 上 的 可 积 函数 项 
BRD a. 在 La, Б) 上 一 致 收敛 于 :(*), 则 
可 逐 项 积分 (termwise integration), Вр 

|, a= Ў) [soos 


mi 


而 且 > |`а„б tag Las 6) Ет 
sel’ 


MODA R X a G0 收敛 于 sx), 但 不 是 一 


致 收敛 ,再 设 as Qn) s(x) 可 积 , 且 s. C) 为 部 分 
和 , 若 存在 与 "无关 的 M 681. G2] < M(z € 
la, 6]), 则 上 述 定理 仍然 成 立 (C. Arzela). 

第 一 中 值 定理 (firs: mean value theorem); 
Ж IG) RRA (а, b] 上 的 连续 函数 ,而 р(х) 
是 在 {a, 5] 上 保持 符号 不 变 的 可 积 函数 , 则 存 
£0 < Ө <1), 8 


боео = Ка + 066 а) | oder, 
特别 当 p(x) 一 工时 ,就 有 

(ioa Ка e — 0 — а). 

第 二 中 值 定理 (second mean value theorem): 
E OCKA (a, b) 上 为 正 的 单调 递 碱 函数 ， 
gl) (ay b) 上 为 可 积 函 数 , 则 存在 Ka < 
„< 0), t 

[eer =e +0) fece. 
一 般 地 ， 当 о) 是 单调 函数 但 不 一 定 为 正 时 ， 
也 存在 a <n < b), f# 


fisco = Ke ooa 
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ED 


RILGEBUAM а < n < b, 但 实际 上 只 要 二 
n < 5 (С POAT IS. 455, 1 (1947), 38)), 
E la, b] 上 (G) 22 0, j(z) 的 图 象 和 
r= a, r= b 以 及 * 轴 围 成 的 图 形 为 F, Way 
изв (0), CD) 看 作 分 别 从 外 和 从 内 逼近 下 
的 面积 的 多 边 形 面积 (图 1). 1) 为 Ric- 
mann 可 积 等 价 于 下 为 Jordan 可 测 ; 而 Riemann 


积分 | 1Ca4z 就 是 F( 关 于 Jordan 测度 ' ) 的 面 


【微分 和 积分 的 关系 】 he 为 fx) 的 可 积 
区 间 上 的 一 个 定点 , z 为 其 上 任 一 点 , 则 FC) 


[рода 成 为 x 的 函数 ， 称 为 G6) 的 不 定 


积分 (indefinite integral)， 与 此 相对 应 ， 上 述 
具有 固定 积分 区 间 的 积分 ， 称 为 定 积分 《dcfi- 
nite integral), F (z) 在 所 述 区 间 内 连续 且 有 界 
LIAE Kx) 在 x% 处 连续 , 则 F(x) 在 该 点 可 
WE FG) 一 区 mm)， 一 般 来 说 ， 当 存在 函数 
Gle), 使 G'G) = f(x) 便 成 立时 ， 就 称 G(x) 
26 1G) 的 原 函数 (primitive function). #7 f(x) 
连续 ， 则 f(x) 的 不 定 积分 F(x) 是 f(x) 的 一 
个 原 函 数 。 其 次 , 若 G(x) 在 某 区 间 内 是 1(x) 
的 原 函数 , 则 其 他 原 函 数 都 能 表示 为 CC*) + C 
的 形式 (C 为 常数 ), HC 为 积分 常数 (intcgra) 
constant). ik /(z) 在 la, b) LER, GO) Ж 
它 的 任 一 原 函数 , 则 


Í 1@)dx = С(Ь) — G(a) = iG(z)] 
成 立 。 这 称 为 微 积分 基本 定理 (fundamnenual the- 


orem of the infinitesimal calculus) (一 公式 9), 
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从 微分 公式 可 得 下 殉 积 分 公式 。 
分 部 积分 法 (integration by parts); Wt f(x), 
gGO 定义 在 [a, b] E, 并 存在 连续 的 导数 , 则 


осе сае 


= Ue — (бовая. 
BEAR AE IG), eC) 在 Los 91 上 可 积 , 则 


Pet 1O ar jas (педа [coo 


- fio (еса) as. 
积分 变量 的 更 换 (change of variable): 若 
1G) 在 [a, 5] 上 可 积 , z = 96) RYO 在 
la, 8] 上 连续 , ifi a = gla), ó = e)a < 
ot) < b), WI 
[ias = ("oe coa. 
【广义 积分 】 积分 的 意义 ， 能 推广 到 被 积 
函数 或 者 积分 区 间 是 无 界 的 情形 。 设 帮 z) 仅 在 
Га, b] 的 右 端 6 处 无 界 , 亦 即 对 任意 的 0<e < 
$—a, (z) t£ la, 5-61 上 有 界 可 积 . Her 


ом, |, Ce dx 有 有 限 的 极限 值 ， 则 把 这 


个 极限 记 作 | dr, 并 称 它 为 0 在 Le P) 
上 的 广义 积分 或 非 正常 积分 Cinproper Riemann 
integral)， 例 如 ， 设 IGO 在 La, b) 上 连续 ， 当 
xb it, f(x) = 0 (C(b — xy) (-l<ac 
0, 0 是 Landau EB) RI [Са ае, 在 
< 处 无 界 时 也 同样 定义 1 当 IG) H a PERSE 
界 时 ， 如 果 存 在 点 <， 二。< 6 使 广义 积分 
[eye m (coe re ims x na 


= [12r | /ax， 它 与 的 取 法 无 
ж. BI) DUE Le, НВА << 
… < e BER TE Len ed G = 1, +, 
n= Ds les e), les b) 上 广义 积分 存在 ， 则 
定义 

, zi a 

[ioa = (io ax + o a + 


+ [io 


HAE) 在 la, b] 内 除 一 点 e 外 是 有 界 函 数 ( 即 
1) 在 c 的 任 一 邻 域 外 有 界 ,但 对 任意 的 0， 
IG) dk le — е, с] ЯП Le, < 十 8] 上 均 无 界 )， 


这 时 ,即使 tm | (ote tim |” Сас BA 、 
HE, BHG eme W, tim (| Heer + 


[roo aces. 这 时 , 称 此 极限 为 各 
分 的 Cauchy 主 值 ( 英 principal value, 法 valeur 
principale)， 记 为 p. [ie (法 文 记 为 v. 
mne of аара) 
一 0 


【在 无 限 区 间 上 的 积分 】 ARORA 
无 界 时 , 若 对 任 取 的 6(a < b), fG) E La, b] 


上 可 积 , 且 当 6 -oo 时 | (Cede 有 有 限 的 极 


限 , 则 定义 此 极限 为 004, Mob ri Ls 
oo) 上 的 广义 积分 (improperintegral)， 同 样 定义 
|! оде ва | Ye 还 定义 | O ar 


- | „ог + [ied 它 与 < 的 取 法 无 
3X. GO 对 任意 的 Ma, “为 定 值 ) 在 
la, 5] 上 可 积 , 若 IG) = Ola") Ca < —1), fill 
NOTI LED 


< ©, —ю<а<о), 和 如果 广义 积分 | 10 


存在 ,就 称 这 广义 积分 收 钱 (converge)， 否 则 就 
称 它 发 散 (diverge)， 广 义 积分 也 满足 关于 积分 
的 基本 性 质 1), 2), 3)， 不 过 ,即使 函数 1) 
在 区 间 工 上 的 广义 积分 存在 ， 在 同一 区 间 上 
ПС [的 积分 却 不 一 定 存在 ( 例 : 1(0)=0,f(#) 
= (1/z) sin (1/z)(0 < x < =)). 然而 ， 若 
|+) | 的 广义 积分 存在 , 则 f(x) 的 广义 积分 也 


seg |f fedz| < Prae Co << 
“< 十 oo)， 这 时 称 /Cx) 在 [4,5] 上 是 绝对 可 


积 的 (absolutdy integrable). Xm (^ fd 


存在 时 , 称 它 为 (x) 在 〈 一 co co ) 上 的 积分 的 
Cauchy 主 值 (principal value), 
设 /G) 是 定义 在 [k, ©) (为 整数 ) 上 的 


单调 北大 并 取 正 值 的 连续 函数 , 则 ]” гда 与 
Хок sei. 

设 九 Cs) 为 定义 在 无 限 区 间 La, оо) 上 的 
正 的 可 积 函 数 ,以 /,(x) 为 项 的 级 数 , 若 对 任意 
的 4> “都 有 | S11. coe = DO" Gee, 


a 31102 5 27 [na nR 
КҮЛЛЕ 
PE „ею = Xo 
weir? 


бп 


在 这 定理 申 即使 .x) PIE BE [7D LO lee 


或 3 [Ge lectis iiio 
wate! 


成 立 (一 公式 9). 

【 重 积分 】 ЖЖ Сх, у) Е zy 平面 的 区 
Wl = (G, уа S z <ó, < y<4) 上 有 
REN La, bl, Сс, 4] 223806 а = хос 
ste may mb, cm y < mmy md, 
过 分 点 作 两 坐标 轴 的 平行 线 、 把 了 分 割 为 有 限 
个 子 区间 = (Cry) ti S r X xis yi 
y&yd Gol, mk= 1,7 п). 将 此 
分 割 记 为 D, Ф 


Mix = Ке y), та = 


inf f(x, у)» 


[A 


a(D) = X > М zia) Ок Yaw) 


пабы! 


aD) = 3 Di ma Gi — i) 0i т). 
S (D) PA SIDR FS (D) 关于 分 
制 D 的 上 确 界 相等 时 ， 就 称 К, y) 在 工 上 可 
积 ,把 这 个 相等 的 什 记 为 ,Kx, 7)4xdy, 称 为 


Kasy ÆRE I LÉZER double integral), 


积分 学 685 
同样 能 定义 n 元 函数 的 n 重 积分 (n-tuple inte 
gral) RS BAS} (multiple integral) 和 可 积 性 。 

其 次 ， 设 天 为 zy 平面 上 任意 的 有 界 集 , I 
为 包含 K 的 区 间 , ф(х, y) 为 K 的 定义 函数 , 即 
1, (x, y)EK, 
DRE (х,у)є1 — K. 
用 ф(х, y) 代替 Кх, y), BB AD) KF DIS 
下 确 界 和 a(D) 关 于 DD 的 上 确 界 ， 可 以 证 明 这 
两 个 数 与 区 间 工 的 取 法 无 关 ， 分 别称 为 K 的 
外 面积 (ошег area) 和 内 面积 (inner area), 4 
这 两 个 值 相 等 时 ,就 称 天 有 确定 的 面积 (of defi- 
nite area)， 而 这 个 共同 的 值 就 称 为 K 的 面积 
《arca)， 天 有 确定 的 面积 的 充分 必要 条 件 是 天 
的 边界 + 的 外 面积 等 于 0 。 其 次 , 设 人 x,y) 是 具 
有 确定 的 面积 的 集合 K 上 的 有 界 函 数 ，7 是 包 
Ж K MK, 2510 (Cx, у) 的 扩张 函数 
"m [Es у), (z,y)€ K, 
0, (z,y)€ 1 =K. 
Ж (х,у) 1 LAR BA Gc) EK 上 是 可 


pu, [анау ||, noms 


它 与 了 的 取 法 无 关 。 这 时 还 往往 称 天 为 了 的 积 
SPR (domain of integration). BAK 的 边界 点 
可 能 是 p(x, y) 的 不 连续 点 ， 但 由 于 上 有 确定 
的 面积 。 所 以 边界 点 集 总 能 为 总 面积 可 以 任意 
小 的 小 区 间 所 覆盖 。 从 而 ,在 的 每 个 内 点 "处 
连续 的 有 界 函数 在 上 上 可 积 。 STUY AUR 
关于 一 维 积分 的 基本 性 质 . 

[多 重 积 分 和 累积 分 】 设 Kz,») 在 区 间 
1=((z,y)la S< x <b, c <y <d} LES, 
Wife (Cr, y) Tik x 的 函数 ,关于 x M a FI b R 
分 ,得 到 的 是 y 的 连续 函数 ,再 把 它 关于 y 从 < 
到 4 积分 , 即 得 | ( | к<, 022) dy, ела 


fo кх, эё, 称 为 Ka, y) 的 时 积分 Ce- 
peated integral)， 这 时 有 
Я 


ПЕЕ е 


= Va Ke yer. 
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更 一 般 地 , 设 p), pale) 为 定义 在 [ay Б 上 
的 连续 函数 , 若 Ces y) EK = (Cx, y la < = 
<4, a) «y &vG)) 上 有 定义 且 连 续 ， 
则 下 面 的 等 式 成 立 : 

J| ss = Pais oa. 

А EUR 

当 积分 域 K 或 被 积 函数 无 界 时 ， 在 适当 的 
条 件 下 也 能 定义 它 的 积分 ， 例 如 , 设 1) 能 在 天 
内 取 有 确定 面积 的 集 序列 {K}, 使 K, C KC 

Ока, 2), y) EBD K, LA 

FIBA n> co || =, say 存在 有 限 
的 极限 , 且 此 极限 与 满足 1), 2) RIFAK) 
ВЯ MI Кх, y) 在 K 上 可 积 ,并 定义 
Jy = imf], itas 
说 此 积分 收 俩 ,车 ПЛ 对 于 上 述 D ИНОЕ 
集 序列 {K,j 存 在 有 限 的 极限 


tin || tC D air, 


Wf IE K EAR. Bx, y) 定义 在 K 
= (Gx, y)la <x <p, y <y <9} (а, 8,7; 
5 不 一 定 有 限 ) 上 且 为 非 负 连续 , Kx, y) 在 
K 上 可 积 ， 再 设 以 广义 积分 作成 的 F(x) = 
人 Ke yay =, | e, ?ay 存在， 而 且 
当 ст, dto 时 关于 x 一 致 收敛 ， 则 也 能 定义 
B u Li 
[reos a || санау [Ls o. 
Bin 2$ f(x» y) 满足 上 述 条 件 ， 则 

Ere y= rf n 

【积分 和 微分 的 次 序 变 更 】 iG. у) 和 

Of(x, y)/Oy ER a < z < b, улу 
wta LER, 则 能 变更 积分 和 微分 的 次 序 : 

4 |А Кх, у)ах 一 (250 dz, y= yo 

dy Je . By 
FOU BIR TAF A BA а), A 
жї |` Ke, y) = lim |, Кох, Dae ak, B. 
RF |y— yol <n 上 的 y, š b — oo BP” X 
积分 f ICD de = lim |^ 202) agi 


EO н 
另外 还 有 各 种 关于 变更 次 序 的 定理 ， 以 上 只 是 
就 两 个 变量 的 情形 做 了 阐述 ， 同 样 的 事实 对 ? 
个 变量 的 情形 也 成 立 . 

【多 重 积分 的 变量 更 换 】 GH r t Ee 
did 空间 R"(x) 内 的 有 确定 面积 的 有 界 域 , 设 
从 包含 G 的 闭 包 G 的 开 集 到 另 一 ” 维 Euclid 空 
ERO) 内 有 一 个 C ABA yG) = Cn (z 
sets eds ttt Gs t х„))› ЖЯ Су» tt 
y) 在 G 的 象 妃 上 连续 , 则 下 面 的 积分 变量 更 换 
公式 成 立 : 


fef Ку тоун) дул *°ду„ 


-fef iga 


Da 523332) ОР 

xo Ts Раа, 
其 中 gare rs s) Обо tae tto 
yes o n), DO) GO 
的 函数 行列 式 ?通常 此 式 在 B 


无 关 ! 时 使 用 ,否则 两 端 都 为 0. 对 广义 积 
分 ,例如 积分 是 绝对 收敛 的 情形 ， 此 公式 也 成 
x. 

还 有 与 本 条 有 关 的 问题 ,如 关于 线 积分 \ 面 
BB Sticltjes BAZ} Lebesgue 积分 、 测度 等 一 线 
积分 和 面积 分 、Lebesgue 积分 ,测度 . 

ге) [1) WKE, мата, йи, 第 三 版 1951; 
12) MIRA, MORNE V, U, ру i ERM, 1934, 
1939; 【3] BARA, WIM 1, П, BI, 1953, 1958; 
[4] 一 松 信 ， 解 析 学 序 税 ， 上 ， 下 ， ЖЖ}, 1962, 1963; 
[5] Е. Landau, Einfübrung in die Differentialrechnung 
und Integralrechnung, Noordhoff, 1934 ( 英 译 本 :Differem- 
tial and integral calculus, Chelsea, 1965);[6] N. Bour- 
baki, Elément: de mathématique, Fonctions d'une varia- 
ble réelle, Actualités Sci, Ind., Hermann, 1948, 1951, 第 
=, 1958, 1961, 


线 积分 和 面积 分 [3 curvilinear integral and 
surface integral jÉ intégrale curviligne et inté- 
grale surface ¿£ Kurvenintegral und Flácheninte- 


gral {А криволинейный интеграл и поверхнос- 


тный интеграл Н #8153, HB] ”函数 
《准确 地 说 是 微分 形式 +) 沿 着 曲线 、 曲 面 的 积 
分 ,分 别称 为 线 积分 \ 面 积分 。 因 为 线 积分 可 看 
作 特 殊 的 Stieltjes 积分 ,所 以 , 先 从 这 儿 说 起 . 
Stieltjes 积分 是 Th. J. Stieltjes 把 Riemann 积分 
加 以 推广 而 定义 的 积分 (1894)。 这 种 积分 是 从 
连 分 数 的 研究 建立 起 来 的 、 但 以 后 却 成 为 考虑 
关于 一 般 测 度 的 积分 的 开端 

【Riemann-Stieltjes 积分 】 i fC), a) & 
定义 在 La, Р] 上 取 实 数值 和 的 有 界 函 数 ,oa 一 хо 
< x< x, m nua < z, = b X Le, b] 
的 一 个 分 割 (一 积分 学 )， 作 关于 aCe) 的 Rie- 
mann All; 

ast 

DE) (Gas) — a(x,))> 8, € [zo хм], 
若 当 分 割 越 来 越 细 ， 使 得 тах(аы — z) 0 
BJ, Hk Riemann 和 收敛 于 一 个 确定 的 数 ， 则 称 
这 个 数 为 1(*) 关于 olx) 的 Riemann-Stieltjes 
积分 (Riemann-Sticltjes integral), 或 简称 为 Stiel- 
tjes 积分 (Stieltjes integral), 记 作 | Id. 
Riemann 积分 就 是 a(x) 一 z 时 的 特殊 情形 。 

(Riemann-) Stieltjes 积分 , 除 具 有 可 加 性 及 
积分 的 其 他 初等 性 质 外 ， 还 具有 下 列 性 质 : 
f 1G) дах) 对 任意 的 连续 函数 1(z) 都 存在 的 
充分 必要 条 件 是 e(*) 为 有 界 变 差 +， 由 于 这 条 
定理 , 当 我 们 说 到 f(z) 关于 абя) BJ Stieltjes 积 
分 时 ,通常 就 假定 JG) 是 连续 的 , ак) 是 有 界 
变 差 的 。 然而 即使 f(x) HAREE, al) 为 
连续 ,也 能 定义 Sticlties R. EE la, ó] 上 
一 致 有 界 的 连续 函数 序列 fal) 当 = 一 co 时 收 
和 伍 于 连续 函数 jz) , 则 对 于 有 界 变 差 函数 <(*)， 
有 


lim 1,9 dec) = [' fdata). 
再 设 o(a) 是 在 Lo, b) 内 全 变 差 ' 为 一 致 有 界 


的 有 界 变 差 函数 序列 , 涛 在 有 界 变 差 函 数 a (e) 
的 连续 点 处 有 limau(s) = ala), WF Le, b] 


上 任意 的 连续 函数 f(z), 


线 积分 和 面积 分 687 
ў А 
Hm f IG) d.C) = | паа 


Bir (Helly 定理 ). 

若 设 =(x) 为 严格 单调 递增 函数 ,而 абе) 
的 反 函 数 为 8(y), WA 
а) {жюгю = Coro». 
这 里 右 端 为 Riemann 积分 。 WR ale) HAR 
变 差 函数 ,那么 由 于 a(x) 能 表示 为 两 个 严格 音 
调 递增 函数 之 差 m(z) — а(х), 所 以 车 设 
а(х), z(a) КУ BI 8.0), 0), MI 
有 


о) |сола) 


20,0) 


пва — | aca. 
M Ж 

RE > G) 存在 且 连 续 , 则 有 

G) j: ossis = f 1G) G)ds. 


KLebesgue-Sticles 积分 】 设 oO 为 单调 
BRINE 1 — (zo =), ЕСИ UI) 
Ax, + 0) — «(х + 0). RA UCU) > 0, 且 具 
有 可 数 可 加 性 ， 所 以 用 它 能 构造 外 测度 并 确定 
一 个 测度 (一 集 函 数 ,测度 )，f(z) 关于 这 个 测 
度 的 Lebesgue BUS HHT або) 的 Leber 
gue-Sticltjes 积分 (Lebesgue Stiles integral) 
或 Lebesgue-Radon 积分 (Lebesgue-Radon 
integral), 记 为 | Ido). H ala) 是 严格 单 


调 递增 函数 , p(y) 是 al) WEAR, WAA) 
式 左 端 是 Lebesgue-Sticttjcs 积分 , AMIE Lebes- 
gue 积分 时 ,此 式 仍然 成 立 。 当 aCe) 为 有 界 变 
差 函数 时 ,将 它 分 解 为 二 单调 递增 函数 之 差 , 则 
О). Ж al) 绝对 连续 +， 则 当 (3) 式 
右 端 是 Lebesgue 积分 时 ,此 式 也 成 立 。 
关于 Stickies 积分 ,下 面 的 定理 成 立 : 
分 部 积分 法 (integration by parts)， 若 在 
La, b] .E UG), VGO 之 一 为 有 界 变 差 函数 ， 
而 另 一 个 连续 , 则 有 
[uay + |’ vau = vo) - voc). 


第 二 中 值 定理 (second mean value theorem), 


вв 线 积分 和 面积 分 
75 U (2) 为 单调 递增 函数 ,V(x) 连续 , 则 在 [a， 
2] 内 存在 二 使 
(wav = UGX VE) — vo» UGV) 
=r 

【 线 积分 】 WRK < ; < b 5) R 
内 的 连续 映射 p(D) = (Coie), +++, o CO) 是 
有 向 + 曲线 。 对 于 在 映射 p(x) 的 像 C 的 邻 域 局 
内 定义 的 函数 Crs +--, z.) 的 Stieltjes 积分 


в) Peg, o CX CO, 
i21,2,**5,m, 

称 为 1 关于 = ñ C 的 线 积分 , 记 为 | д с 

称 为 积分 周 线 (contour) 或 积分 路 线 (path. of 

integration), Ca), ФСБ) 称 为 积分 的 下 端 、 上 


端 或 始点 (起 点 ), 终 点 ， 此 外 , 关于 表示 线 素 
的 函数 


V (eQ) +++ Co 2)! 
的 Sichis 积分 , 称 为 关于 线 素 的 线 积分 , 记 
为 | .1w。 若 (4) 的 被 积 函数 是 tti B a 


数 , 则 能 定义 线 积 分 .特别 若 C 是 有 (有 限 ) 长 * 
曲线 , 则 对 于 任意 的 连续 函数 了 能 定义 线 积分 . 
通常 只 处 理 这 种 情形 ， 对 于 在 U 上 定义 的 微分 


形式 am fdn + … 十 hdz REB | ө 


定义 为 立 |, ras, 
бел 76 
线 积分 关于 被 积 函数 是 线性 的 。 又 当 C, 的 
终点 是 с, 的 始点 时 ,对 于 把 它们 连接 起 来 的 曲 
线 c 一 c, + C, 关于 路 线 的 加 法 性 
j. fax = |» № + n Jax, 
成 立 (把 式 中 的 ds BUR 必 也 同样 成 立 )， 如 果 
v, Ce) 是 单调 递增 函数 ， 则 单调 性 成 立 ， 即 当 
1<s 时 ,有 fax < | az 关于 线 素 的 线 
积分 ,单调 性 也 成 立 。 
特别 当 ， 一 2 时， R: 可 恒 等 于 复 平面 + C 
一 {s 一 = tip), ЖН IG) 一 xz) 十 
i. 将 


{ | «Оа - j. «Gy 
i [e [492] 


ER 1(=)ds， 称 为 复 积分 Cintegral in complex 
domain). 关于 复 积分 与 复 函数 的 联系 一 全 纯 
Жи. 

【面积 分 】 由 R” 的 域 G 到 R'(m 过) 内 
的 正则 CBA Cu) m (Gas e) 
nt Ens un) 所 生成 的 像 s, EU m HE 
光滑 曲面 (smooth surface), HUH S dE RW 
moe PEE TET 
ex) 把 多 重 积分 
G) ss) 

Dery + 
Ж Dar 
(dr n E eai 
称 为 了 关于 no e, ns WS 的 面积 分 ， 记 为 
[са CATS т 5), Жз) 
中 的 Jacobi FF P]SDCx, ‚+++, „бшу +++, 
un RUAT 的 面 素 的 量 , 即 以 
Dlan +++ ура 
(2 x ey) 

куали, HOOT ID IRR A 18. 
为 | as a | мо. 同样 能 定义 R" 内 m 098 


分 形式 的 面积 分 ， 当 m — ! 时 ,就 是 前 述 的 线 
积分 。 就 像 把 线 积分 推广 为 Stickies 积分 那样， 
在 不 假定 Cu) 为 C 类 的 情形 下 ， 也 有 几 种 扒 
广 面积 分 概念 的 理论 。 

(Stokes 公式 】 iE S% R" 内 的 m( <n)i: 
光滑 曲面 ,65 为 对 应 于 它 的 边界 的 m 一 1 维 面 ， 
Jo 3 CO m 一 1 次 微分 形式 , dw 为 其 外 微 
A Als | 一 | ao sac 0 Stokes 
公式 或 Green-Stokes 公式 (关于 一 般 的 微分 
MOL ER) Stokes 公式 一 微分 流 形 )， 作 为 这 个 
定理 的 特殊 情形 。 可 以 得 到 下 列 古典 的 定理 : 

1) 平面 域 的 情形 ， 设 =, y 平面 上 的 有 界 


域 D 是 由 有 限 条 光滑 曲线 C 围 成 的 ， 并 规定 了 
C 的 正方 向 ,对 万 上 的 C 类 微分 形式 o = Рас 
+ Ody, 因为 

dw = (80/8x — 8P/8y)4x Ndy 
所 以 得 到 


(6) ig ра  Qdy- Jf. (20 — э ) dav, 


称 它 为 Green 公式 或 者 平面 Gauss 公式 .又 
H P, 2 为 完全 可 微 的 + , 右 端 的 被 积 函 数 连 续 
(即使 80/8», ӘР/ду 本 身 不 连续 ), 则 (6) 式 仍 
RI (E. Goursat). 

2) 三 维 空间 的 域 的 情形 。 设 r, y, з 空间 
的 有 界 域 忆 是 由 有 限 张 光 请 曲 面 S 围 成 的 ， 对 
D 上 的 C! 类 向 量 场 = (P, 0, К), FIR o= 
PdyAdz + Qdz Ndx + Ках Лау, WA 
ао=(ӘР/Әх + 80/8y -OR/Oz)dx Л ау Лаг, 
从 而 得 到 
(7) ff Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


一 ШК V dxdyds 


= ӘР + 99, ӘК 

IAS TOT oc) ааа. 

称 它 为 Gauss AR Остроградский 公式 或 
散 度 定理 (divergence theorem), BES 的 单位 外 


法 向 量 为 n MOWERS FERA || CV, 


n) da, 它 表 示 通 过 3 的 向 量 流量 *. 

3) 三 维 空间 内 的 有 边界 曲面 的 情形 , 设 
Ax, уз z 空间 内 的 光滑 曲面 S: = z(u, v), 
y = y (u, v), z = z(u, 0) (и, 0) 6), 2% 
数 的 定义 域 G 的 边界 由 有 限 条 光滑 曲线 了 组 
成 ,规定 的 正方 向 , W C 为 其 像 曲 线 (S 的 边 
R) 对 于 5 上 的 C! 类 向 量 场 V = (Р, О, К), 
设 $ 的 单位 法 向 量 为 n, C 的 单位 切 向 量 为 t, 
则 对 于 w= Pdr + Ody + Rdz, H 

do = (8R/8y 一 80/az)ay 人 dz 

十 (6P/8z — OR/Ox)dz\dx 
+ (89/0x — ӘР/ду)4х\4у. 
从 而 得 到 


Р ик 
e ff cov, mao = || (68-80) 


Е 
人 


= | (Pde + Ody + Rdz) 
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= | (Voas. 


(8) 式 称 为 Stokes 公式 (一 公式 311). 

[5] O) AKAM, MKM, Hu PERI; 
[2] RARES, ИЗЗИ, 1939; [3] 
ИЧЕ, MAPPER, FRM, 1963, RF Stickies 积分 ， 
[4] H. L. Lebesgue, Leçons sur Pintégection et la rec- 
herche des fonctions primitives, Gauthier-Villars, 1928, 
chap. My [5) S. Saks, Theory of the integral, Warsaw, 
1937; [6] D. V. Widder, The Laplace transform, Prin 
ceton Univ: Press, 1941, chap 1; [7] ЖЕЖ, ЖЖ 
AGRIS, 1962; [8] H. Flanders, Differential forms, with 
applications to the physical sciences, Academic Press,1963, 
[9] H. K. Nickerson-D. С, Spencer-N. E. Steenrod, Ad- 
vanced calculus, Lecture notes, van Nostrand, 1959; [10] 
H. Cartan, Formes différentielles, Hermann, 1967. 还 有 关于 
MBA SMB MOB). KF Stokes aA Sn MHS). 


测度 (Ж measure 法 mesure 4È Mass А 
мера 日 测度 ] 【 集 环 】 如 果 9 是 某 个 固 
定 的 集合 X(#S) 的 子 集 的 一 个 集合 , 而 对 B 
的 任意 两 个 元 A, B, 有 4U Be 3, AQ Be S, 
则 称 B 为 集 环 (ring of sets) (详细 地 说 ， 关 于 
空间 X 的 集 环 ,以 下 亦 同 )， 如 果 非 空 的 集 环 只 
的 每 个 元 的 余 集 属于 B, WE ® HRR (field 
of sets) 或 有 限 加 法 族 (finitely additive class), 
如 果 集 环 吕 的 可 数 个 元 的 并 恒 属 于 %, 则 称 Š 
为 完全 加 性 的 《completely additive, totally addi- 
tive) 或 可 数 加 性 的 (countably additive). RAFE 
全 加 性 的 集 域 称 为 完全 加 法 族 (completely addi- 
tive class). 《完全 加 法 族 也 称 为 o 代数 , WM 
加 法 族 , o MEM, Mew, Borel 族 或 Borel 
Жой. (Borel field)。 另 外， 也 有 将 这 些 术 语 区 
别 使 用 的 做 法 ， 但 通常 则 无 区 别 地 加 以 使 用 .》 
也 往往 把 集合 X 与 它 的 一 个 完全 加 法 族 思 合 在 
一 起 。 而 称 (X, 9) 为 可 测 BA (measurable 


690 测度 
space). 有 限 加 法 族 罗 或 完全 加 法 族 思 也 可 以 
定义 为 X 的 子 集 的 一 个 集合 ,分 别 满足 下 述 条 
件 1), 2), 3) 或 1),2), 3): 1) BEB; 2) 
A€B=> A EB; 3) 4,BeS—» AU B é 9; 
3) 4,€8$(5— 1,2, ) — U 4,68. 如 
果 名 为 完全 加 法 族 , 则 称 属于 3 的 集合 E 为 名 
可 测 (B-measurable) Ж. 

对 于 X 的 子 集 的 序列 CA.) (о € М), 分 别 
用 

бэри. = N (U 4.) 


mei nm 


liminf 4, = Ü (A 4.) 

wo mag nam 
来 定义 LA.) 的 上 极限 (superior limit), 下 极限 
(inferior limit), lim sup, lim inf 也 可 写作 lim, 
lim. 下 极限 恒 包 含 于 上 极限 之 内 。 特别 当下 
极限 与 上 极限 一 致 时 , 就 称 它 为 {4。} 的 极限 
(limit)， 记 作 lim 4, (cae), 单调 集 序列 
(monotone sequance of sets), 即 满足 АС 4С 
са, с.н С: СВИ) 44 
124,2 Ann Dee СЛО) 的 集 序列 必 


有 极限 ,如 果 单调 递增 , 则 极限 为 U Aa 如果 


жш, йшй» [| 4。。 对 于 完全 加 法 族 
A, 2 A, € ACn € N), Mj liminf 4,, limsup 4, 


EN 特别 是 ,如 果 {4。} 有 极限 , 则 其 极限 也 属 
于 %。 反 之 ,如 果 在 有 限 加 法 族 % th, 对 于 А, 
€ 外 的 一 切 单调 递增 序列 {4,}， 有 lim 4, eu, 
则 外 是 完全 加 性 的 ， 

【完全 加 法 族 的 生成 】 给 定 X 的 子 集 的 一 
个 集合 о, 存在 包含 PD ETE 
(әл). BD, 1) B(m) 是 完全 加 法 族 而 SCM) 
DM; ii) MBS MEK BOM, Mj SBM), 
(әл) 称 为 由 MÆR (generate) 的 完全 加 法 
Ж. 对 于 集 9, Ц AU) 表示 可 以 表 为 可 数 
个 属于 A 的 集合 的 并 《 交 ) 的 集合 的 全 体 所 成 
的 集合 。 对 于 集 族 N, ERA l,m, 
m m», n € N, 如 果 把 可 以 表示 为 


Б 
Ч САП Aam N Bia N e N Bin) 


Ay, By EM 
的 集合 的 全 体 记 为 Mo, JU) ie 即 成 有 限 加 法 
族 。 对 于 序数 ?* š, 以 如 下 方法 确定 Dui 当 对 于 
WE 9 < š 的 所 有 序数 7 已 确定 N, 时 ,如 果 


£= 20, MXM (зл) с URE 

Mz 

2t 1, Rom, = ( U n). MRS oy 
s= 


为 第 二 级 的 始 数 ', 则 【J эл, 即 为 名 所 生成 的 


e 
完全 加 法 族 e (0). 

(Borel Ж] 在 ” 维 Euclid 空间 R" h, h 
a, € b. (om 1, п) 所 决定 的 集合 {x1at 志 
x, < bay k= 1, 2,7 n) 称 为 半 开 区 间 Chalf 
-open interval). 由 半 开 区 间 的 全 体 所 生成 的 完 
全 加 法 族 称 为 R° 的 Borel Mik (family of 
Borel sets), 属 于 这 个 族 的 集合 称 为 R" 的 Borei 
ЭК (Borel set). JFK, FURIE Borel 集 ， 由 于 半 
开 区 间 可 以 表 为 可 数 个 闭 集 的 并 ， 又 可 表 为 可 
数 个 开 集 的 交 , 因 此 ，R" 的 Borel 集 族 也 可 以 
定义 为 由 Re 的 闭 集 ( 开 集 ) 的 全 体 所 生成 的 完 
全 加 法 族 。 

一 般 地 ,在 拓扑 空间 X 中 ,由 闭 集 的 全 体 记 
生成 的 完全 加 法 族 称 为 Borel 集 族 ,属于 这 个 
族 的 集合 称 为 Borel 集 或 B 可 测 《 法 mesu- 
rable (B)) 集 . 由 X 的 开 集 的 全 体 所 生成 的 完 
全 加 法 族 与 Bord ЖК 一 致 ,定义 函数 ' 为 
Baire 函数 + 的 集合 是 Borl 集 。 称 这 样 的 集合 
为 狭义 Borel 集 或 Baire Ж (Baire set), Ж 
多 可 数 个 闭 集 ( 开 集 ) 的 并 ( 交 ) Ж F, Ж (Е, 
set) (G, Ж (G, set). F, MAG G, MABE Borel 
集 。 设 的 闭 集 的 全 体 所 成 的 集合 为 To ЖЖ 
的 全 体 所 成 的 集合 为 Bo; 与 上 述 M 的 作法 相 
同 , 对 于 序数 定义 Ss, O MERTA, So 
©, 的 元 都 是 Bore! Ж, 如果 i < 8, 则 T= 
$,, ® 一 ®.. 特别 是 ， 对 于 完全 正规 空间 + 
《例如 ,度量 空间 ), 如 果 a < 8, 则 S.C Gs, 6, 
cs, au S, U 6, 均 与 Borel 集 族 一 


с 


致 . 在 这 种 情形 ,任意 的 Borel’ 集 B 是 狭义 


Borel 集 , 从 而 ,可 根据 了 的 定义 函数 的 Вале 函 
数 的 类 + 来 分 类 。 又 对 于 B, 亦 可 根据 使 Be S, 
《或 Be 5) 的 最 小 序数 5 来 分 类 . 
【测度 的 定义 】 以 空间 X 的 有 限 加 法 族 叹 
为 定义 域 的 实 值 集 函数 m, 如 果 满足 : D) 0 < 
m(E) < оо, m( @ ) = 0: Il) MHRA, BEM, 
ANB = Ø, N) m(CAU B) = mCA) + т(В), 
MER m Эрэл E ROTE PRIDE BE (finitely additive 
measure), {8762 Jordan W (Jordan meas- 
ure), 34 m(X) < 00 fh} , É m 2578 BRIM BE (boun- 
ded measure); 如 果 存在 序列 {Х„}, 满足 X, C 


Хус, x = Ú Xas mOG) < oo, 且 对 任意 


лез, (4) 一 limm(A X, Мт 
39 о 有 限 测度 (o-finite measure), 

定义 于 空间 X оз пва E AER 
„› 如 果 满 足 D) 0 < ME) < eo, MB) = 0 
ID Е„Є (л = 1,2,-++), ENE; = Ø Ge 
Da e( Ù E.) = Укр (完全 可 加 


=i 


4), Wika 8 Gk X) 上 的 测度 或 完全 
加 法 测度 (completely additive measure) 或 o 加 
法 测度 (o-additive measure), 而 空间 X , 完全 加 
法 族 加 以 及 测度 的 组 合 (X, B, п) 或 (X, 
и)» 称 为 测度 空间 (measure space), 4 (Х)< 
co 时 ,或 存在 序列 {X。} 使 A(X,) < ©, 
U x, = Ха, СХ, B, z) 分 别称 为 有 限 的 
az 
о 有 限 的 ， 最 简单 的 有 限 测度 是 给 定 X 的 一 
Aa a € ANEX m(A) = 1, a£ 4 时 定 
X m (A) 一 0. 这 种 测度 称 为 Dirac 5 测度 〈3- 
measure). 又 满足 m(X) 一 1 的 测度 称 为 概 
率 和 《一 概率 论 ). 

在 o) É ID 中 ,结论 的 等 式 的 两 端 , 也 含 
有 都 为 co 的 情形 ， 含 有 士 co 的 运算 遵从 以 下 规 
ж. 设 a 为 实数 ， 以 下 符号 的 选取 按 上 下 相 
同 的 顺序 .( 土 co) + а=а+ (+ соу=+ о, 
(+оо) 一 a= +00, a— (+0) = FO, 
(+) + (+оо) = +00,(5 00) — C 00)— 
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жоо, ща 0 时 , а · (+00) = (+00): а= 
600,740 < 08, a * (00) = (+00). а= 
жоо, (+00) - (+оо) = +. 《此 外 ,也 有 
HE 0 - (+оо) = (жоо). 0 = 0 0.) 

在 测度 空间 (X, B, п) 中 , 称 属于 BR 
合 (3 可 测 集 ) 为 a SERM Cio measurable) 或 简称 
可 测 。 对 于 可 测 集 的 序列 {4。}, RIA: i) 
# Giminf А„) < liminf pA(4,); ii) 如 果 对 于 


HA non Ü A.) < +=, тар 4,02 


limsup (A): ii) 如 果 在 ü) 的 假定 下 ,又 有 
т, Е, ЙЇ # Clim A.) = ima(A,). Мн 
为 完全 加 法 族 S 上 的 有 限 加 法 测度 时 , 则 为 使 
”具有 完全 可 加 性 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 满 
EA EB, ДСА, CA,C A aC AYE 
371 (4,), WH Cim AO) = lim CA). 


如 果 满足 nCE) 一 0 的 集合 E 的 子 集 恒 属 
FB, MCX, B, и) #20969 (complete), 或 
简称 上 为 完全 的 。 当 〈X，, B, и) 为 非 完全 时 ， 
WM LE) 一 0 的 的 全 部 子 集 所 得 的 完全 
WEZE, KA (X, B, н) 的 完全 化 (comple- 
ton). 满足 ME) 一 0 的 集合 称 为 零 集 (null 
st)。 当 使 某 些 性 质 P 不 成 立 的 点 的 集合 为 零 
集 时 ， 就 称 已 几乎 处 处 ( 英 almost everywhere 
法 presque partout) 成 立 ,或 在 几乎 所 有 《almost 
all) 点 处 成 立 ,或 称 为 "几乎 P^. 

【测度 的 构成 】 设 空间 X 的 完全 加 法 族 A 
具有 性 质 : WRACA, BCA, M BEA, 36 
未 ， 当 定义 在 % 上 的 集 函 数 w*(4) 满 足 1) 
0« u*(4) < o, u* C) = 0; 2) AC Bo» 
ED сву U 4.) < Daw) 
Rt, 就 称 p* 为 Carathéodory 外 测度 〈Cara- 
théodory outer measure) 或 外 测 麻 (outer measure), 
根据 3), еВ) < 2*(BN A) + p* (BNA) 
恒 成 立 ; 特别 地 , 如 果 等 号 对 于 所 有 BEAR 
立 , 则 称 4 关于 p* 为 可 测 。 根 据 这 个 定义 ， 满 
ж СА) = ол Т иеа, AT e" 
为 可 测 的 集合 的 全 体 号 形成 一 个 完全 加 法 族 ， 
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如 果 对 属于 该 族 的 A, & WA) — utCA), Mi 
HCA) 即 成 为 定义 于 可 测 集 族 史 上 的 一 个 完全 
测度 .把 这 个 测度 称 为 由 x* 导 出 的 Carathéo- 
Чогу MBE (Carathéodory measure) 或 广义 Le- 
besgue 测度 . 

如 果 有 限 加 法 族 跑 上 的 有 限 加 法 测度 亚 清 
足下 述 条 件 DIU), т HL 可 加 的 〈com- 
pletely additive): II’) # A, € W, 4,4. = Ø 


(1), Us EM, т (U4.)= Bala. 
此 时 ， 对 于 任意 的 4CX， 我 们 定义 ГАС?) 


ж У) m(4,) 关 于 4 的 所 有 覆盖 (4) CB 


名 
ас Ü 4, A, € 9m) FR FE n 成 为 


Carathéodory 外 测度 。 从 a" 出 发 ,按照 上 述 做 
法 ,我 们 确定 了 完全 加 法 族 ® 上 的 测度 a, Н 
Bom, WF AEM, 有 MK4) 一 m(4) 从 
而 ,m 能 够 扩张 为 Сэл) EARLE А CE. Hopf 
WEM (E. Hopf’s extension theorem))， 特 
别 是 ,如 果 严 为 " 有 限 (或 有 限 , 则 这 个 扩张 是 
唯一 确定 的 。 

对 于 在 完全 加 法 族 % 上 定义 的 Carathéodory 
外 测度 м", 设 关于 p* 为 可 测 的 集合 的 全 体 为 
B, нл" 导出 的 测度 为 u 如 果 对 于 所 有 4€ 
A, u*(A)= inf (4(B)] Be S, ACB} 成立 ， 
则 外 测度 a" (或 测度 и) 称 为 正则 的 (regular), 
在 正则 测度 的 情形 ,与 外 测度 相对 应 ,对 于 4 є 
A, 由 pe(4) = sup{u(B)| BES, AD B) EX 
4 的 内 测度 (inner measure), MR AEA, BE 
B, (В) < +оо, ACB, MJ 14 (4) = 4 CB) 
= (Ва). 再 者 ,满足 ur(4) < oo 的 
集合 4 可 测 的 充分 必要 条 件 是 at (a) = 
H(A). 对 于 任意 的 4€ ,存在 可 测 集 В, С, 
使 ACB, u*(A) =u B), CCA, n (4)— 
HCC), 集合 B 称 为 4 的 可 测 覆 盖 ( 英 measurable 
cover Ж massgleiche Hülle), C 称 为 4 的 可 测 核 
(Ж measurable kernel $È massgleicher Kern). 

(Lebesgue ЖЖ] 在 ” 维 Euclid 空间 R* 
中 , 半 开 区 间 = (rla S< < bg (R= 1,2, 


++, ”)} 的 体积 定义 为 m(1) = Tie». 
对 于 可 表 为 无 共同 点 的 半 开 区 间 的 有 限 并 的 集 


合式 一 Ú 1, ZX mC A) = аә, 把 这 


样 的 集合 的 全 体 记 作 Do. зл = MULS}, 
mD) = 0, Fn KAM LEMAR ME UE , 
而 且 是 完全 可 加 的 因此， 由 普 确定 一 个 外 测 
Ви", 而 由 p* 又 确定 一 个 测度 u XA 心 称 
为 Lebesgue 外 测度 , 或 简称 外 测度 。C. Ca- 
rathéodory 最 初 考察 的 就 是 这 种 情形 . 关于 这 个 
u* 为 可 测 的 集合 称 为 Lebesgue TWH (E 
Lebesgue measurable 法 mesurable (L)) 或 简称 
可 测 的 (measurable), 测度 # 称 为 Lebesgue M 
BE (Lebesgue measure) 或 简称 测度 。 区 间 都 是 
可 测 的 ， 其 测度 等 于 它 的 体积 。 开 集 ， 闭 集 ， 
Borel 集 都 是 可 测 的 . 一 般 说 来 ， 设 具有 距离 
函数 4 的 度量 空间 x 的 外 测度 a" 满足 ; Ж 
4(A,B) 7 0 WJ н* (АШ В)=н* (A)+u*( B). 
那 末 X 的 所 有 闭 集 均 为 x* 可 测 ， 从 而 , X 的 所 
有 Borel 集 均 为 пе 可 测 , 这 里 (4, В) = 
inf{d(a, b)|a € A, bE B} 表 示 集 合 A, B 之 间 
的 距离 . 当 给 定 拓扑 空间 X,X AY Borel WK B, 
以 及 S 上 的 测度 上 时 ， 就 称 上 “为 Borel ЖЖ 
(Borel measure)， 通 常 假定 Borel 测度 满足 :对 
于 紧 子 集 E, 有 x(E) < оо. R^ 上 的 Lebesgue 
测度 即 具有 这 个 性 质 ，R" 中 的 Lebesgue 可 测 
集 的 全 体 所 成 的 集合 的 基数 为 2*, 而 Bord Ж 
族 的 基数 则 为 “。 这 里 “ 表示 连 续 统 ' 的 基数 
CR HB), st, ЖЖ Borel HAY Lebesgue 
可 测 集 存在 。 

在 历史 上 ，C. Jordan 对 于 R 的 有 界 集 
4， 将 关于 所 有 包含 4 的 Be HY mCB)BS 
确 界定 义 为 元 (4), 将 关于 所 有 被 4 包含 的 
BED HY mB) HERRENA mA), HEK 
mCA) 为 4 的 外 体积 (outer volume), m( A) 为 
4 的 内 体积 (inner volume) (在 二 维 情形 , 称 为 
外 面积 (outer area) 与 内 面积 〈inner area)), 当 
元 (4) = m (A) 时 ， 称 4 为 Jordan 可 测 的 
(Jordan measurable)， 而 将 这 个 共同 的 值 定义 为 


4 的 Jordan HR (Jordan measure). Jordan 测 
度 是 有 限 加 法 测度 ,是 不 够 完善 的 。Lebesgue 对 
此 作 了 改进 ， 引 进 了 完全 加 法 的 测度 。Jordan 
可 测 集 是 Lebesgue "TB. 

Re 中 的 Lebesgue 测度 是 正则 的 。 从 而 ， 
也 可 定义 如 下 : 在 集合 4 的 Lebesgue 外 测度 
n* (A) < oo 的 情形 ， 对 于 包含 4 而 外 测度 为 
有 限 的 任意 开 集 G, p*(G) 一 x*(G 一 4) RA 
与 6 的 取 法 无 关 的 一 定 的 值 ， 定 义 此 数 为 4 的 
Lebesgue 内 测度 u,(A4)， 于 是 对 于 任意 的 4， 
ВИН a. CA) < п" CA). 特别 是 ， 当 等 号 成 立 
时 , 称 4 为 Lebesgue 可 测 ， 令 这 个 共同 的 值 
% pA). 在 mr(4) = oo 的 情形 ,如 果 对 于 任 
意 的 有 界 开 集 G, ANG 恒 为 可 测 , 则 称 4 为 可 
BH CA) = ос. 在 R 内 ,对 于 任意 的 集 
合 A, 能 够 选取 G, 集 为 其 可 测 覆 盖 ， 选 取 F, 
集 为 其 可 测 核 。 从 而 ,可 测 集 可 以 表 为 Cs 集 与 
零 集 的 差 , 亦 可 表 为 F。 集 与 零 集 的 并 . 

非 Lebesgue 可 测 集 也 是 存在 的 (G. Vitali), 
但 实际 构造 这 种 集合 时 须 用 选择 公理 '。 例 如 ， 
用 有 理 数 全 体 所 成 的 加 法 群 对 实数 加 法 群 加 以 
分 类 ， 而 从 每 个 类 中 各 取 一 个 元 所 得 的 集合 是 
不 可 测 的 《例如 , 一 [3] CRER) р. 71—74, 
[13] p. 256). 

AUR RRS A, B 又 合 , 即 可 用 运动 使 
它们 重合 , 则 A, B 的 可 测 性 一 致 , 在 二 者 均 可 
测 时 ， 其 Lebesgue 测度 相等 ， 即 ，Lebesgue 测 
度 可 以 表征 为 关于 Euclid 运动 群 的 Haar 测 
m. 

【乘积 测度 】 Hur pm 为 定义 于 空间 X, 
Y 的 完全 加 法 族 Bx, By 上 的 测度 , 则 在 积 空间 
X XxY 中 ,包含 {4 x B|A € By, Be By} 的 最 
小 有 限 加 法 族 风 的 元 C , 可 以 表 为 互 不 相交 的 
AMI U (A; X B) CA, € Bx, B, 8). 如 


RG әс) = Ў) acl Aiden CBE 0 + co 
0), 则 此 值 与 以 上 c 的 表 法 无 关 而 唯一 确定 , 且 


r 成 为 办 上 的 完全 加 法 测度 。 根 据 Hopf 扩张 
定理 将 ”加 以 扩张 ,得 到 一 个 (完全 ) 测 度 空间 ， 
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称 为 测度 空间 (X, Bx, px) У (Y, By, wy) 的 
(完全 ) 乘积 测度 空间 ( (complete) product meas- 
ure space)， 这 样 得 到 的 x x Y 上 的 测度 称 为 
их 与 uy 的 乘积 测度 (Product measure), 记 作 
их X пу. WY Р ҖЕ Euclid 定 间 В” 的 Lebesgue 
可 测 集 所 成 的 族 记 作 SU, 相应 的 Lebesgue 测 
度 记 作 mp, BJ (Rr, Dy, my) 55 (R*,%L, my) 
的 (完全 ) 乘 积 测度 空间 为 (R?*, Moses miss). 
同样 定义 任意 有 限 个 测度 空间 (Xi, Ba) G= 
1, +++, n) 的 乘积 测度 空间 。 

设 XO e A) 为 空间 ,这 里 ,指数 集 4 的 基 


数 为 任意 ， 乘 积 空间 X = [TX; 的 nn 柱 集 (n- 
Кт 


cylinder set) 或 简称 柱 集 (cylinder set)， 是 指 形 
max [ао (A € Xi x XX) 
的 集合 。 如 果 对 于 每 个 X 均 已 给 了 有 限 加 法 
BEA, 则 一 切 可 以 表 为 形 如 A X A, X +++, 
x [маа Xi CA; € %, 1, +++, п) 
集 的 并 的 集合 的 全 体 ， 构 成 空间 X 的 一 个 有 限 
加 法 族 ， 当 每 个 ‰ 均 为 完全 可 加 时 , 则 由 这 个 
有 限 加 法 族 所 生成 的 完全 加 法 族 A, MARE 
加 法 族 % (Rie [Tao s0。 如 果 对 于 每 个 
A€ 4 已 给 出 一 个 满足 px(X，) 一 【的 可 测 空间 
(Xi, Ba ma), 则 在 积 空间 X 中 , 可 用 下 面 的 方 
влее з= [J 18 LERAM 
n: 首先 ， 对 于 形 如 A xX +++ X ALX X' (其 
HA, 69%, X= [моа ADER ER 
WA X XA, X X") m (A): еа, (An). 
如 果 将 4 扩张 到 可 表 为 这 种 柱 集 的 有 限 并 的 集 
合 的 全 体 所 成 的 有 限 加 法 族 上 去 , 则 这 一 扩 
KAHT E 上 的 一 个 完全 加 法 测度 ， 因此， 由 
Hopf 扩 张 定理 ,存在 名 上 的 唯一 扩张 测度 4, 且 
4 满足 CX) 一 1. 这 个 kk 记 作 p= П.т. 

[Radon 测度 】 定义 于 局 部 紧 ，Hausdorff 
空间 X 上 且 具 有 紧 支 集 7〈{z1f(x) = 0) 的 闭 
包 ) 的 实 值 连 续 函 数 f 的 全 体 所 成 的 实数 域 R 
上 的 线性 空间 , 记 作 СКХ). 定义 于 CCX) 上 
且 满足 (> 0 #6 o) > 0 的 ( 实 ) 线 性 泛 函 * 
p, WHE Radon 测度 《positive Radon meas- 
ure)， 对 于 这 样 的 p, 可 确定 正则 测度 z, 使 对 
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每 个 fe CX), HOD = | Мн, 且 使 得 x 


的 一 切 Borel 集 均 为 S 可 测 . 这 里 ， 所 谓 正 
Radon 测度 4 为 正则 的 《regular)， 是 指 对 于 任 
Ж BES, p(B) = int(a(G)) (其 中 inf 为 
关于 所 有 包含 也 的 开 集 G 的 下 确 界 ) 成 立 。 如 
果 X 为 o 紧 《 即 可 以 表 为 可 数 个 紧 集 的 并 ), 则 
在 X 的 Borel 集 族 上 存在 唯一 的 测度 px， 使 对 


一 切 fe CAX), HOD = | Jan。 可 表 为 两 


个 定义 于 CX) 上 的 正 Radon 测度 之 差 的 线 
性 泛 函 ， 称 为 Radon ЖЖ, 这 个 条 件 等 价 
T. ERES fe C. (X), {p(s)1lel < Ifl» 
g€ Co(X)} 为 有 界 ,换言之 ,9 在 具有 包含 于 某 
固定 紧 子 集 内 的 支 集 的 函数 的 全 体 记 成 的 子 空 
闻 上 的 限制 ,关于 一 致 收敛 拓扑 为 连续 ， 从 而 ， 
特别 在 X 为 紧 时 ，C(X) 上 的 连续 线性 泛 函 为 
Radon 测度 ， 又 L. Schwartz 对 非 局 部 紧 空间 
上 的 Radon 测度 进行 了 研究 [15]. 
【可 测 函数 】 当 给 定 X 上 的 完全 加 法 族 
多 时 ,定义 于 多 可 测 集 互 上 的 取 实 数值 或 + оо 
的 函数 f 称 为 上 的 器 可 测 函 数 (3-measurable 
function), 如 果 对 于 任意 的 实数 a,{x1f(*) > a) 
ix € 可 测 。 在 上 述 定义 中 ,可 以 用 “f > а”, 
“I< a” R “f < a” ЖЕК “J> a”. 也 可 以 
用 “ 任 一 Borel 集 在 了 下 的 原 象 ? 为 9 up RAE" 
KEX., WMR f, g HS 可 测 , 则 of + bg (а, b 
ЗЕ) Р g, f/g, max (f, g), min (f, g), 171" 
(p 为 常数 ) 等 (在 这 些 函 数 有 意义 的 限度 内 ) 为 
STM, VB 可 测 函 数列 的 上 《以 及 下 ) 极限 
函数 + 亦 为 9 可 测 ， 在 两 个 有限 测度 空间 的 
完全 乘积 测度 空间 中 ， 即 使 Kx, y) 分 别 作为 
x, у 的 函数 为 可 测 ， 但 作为 两 个 变量 的 函数 并 
不 一 定 可 测 . RA: 设 R AWE m(F)>0, 
Fc[0, 1] X [0, 1] WHK F EEA S. 对 
于 所 有 Fee S, 在 其 中 取 两 点 zs = (zo ys 
m= (t y), BR £ = n, 则 zo z tao xy 
中 任何 两 个 互 不 相同 ，yes Ye yo y> 中 任何 两 
个 也 互 不 相同 。 我 们 可 以 用 的 基数 不 超过 连 
续 统 ! 的 基数 和 超 限 归纳 法 来 证 明 这 种 做 法 是 


可 能 的 ,又 可 以 证 明 2, 的 全 体 瑟 并 非 可 测 。 从 
而 ,如 果 设 E 的 定义 函数 为 Kxz,y), W x,y) 
是 不 可 测 的 , 但 如 果 固 定 x(y), 则 它 作 为 y(x) 
的 函数 最 多 除去 一 点 外 恒 为 0， 从 而 显然 是 可 
测 的 。 特别 当 ® 29 Lebesgue 可 测 集 的 全 体 或 
Borel 集 族 时 ， 相 应 的 B 可 测 函数 分 别称 为 
Lebesgue 可 测 函 数 (或 简称 可 测 函 数 ) 或 Borel 
可 测 函数 ， 可 测 函数 的 合成 函数 并 不 一 定 可 
Wü. BHAT Re 的 Lebesgue 可 测 函 数 和 Borel 
函数 的 合成 函数 ,有 如 下 的 关系 : 

BoB=B, LoB—L, BoL= x, LoL=x, 
Jp B 328 Borel 可 测 , 工 表示 Lebesgue 可 测 ， 
X 表 示 不 一 定 可 测 。 

在 Euclid 空间 中 ，Borel 可 测 函数 与 Baire 
函数 是 一 致 的 ，Lebesgue 可 测 函数 与 最 多 为 第 
二 类 的 Baire 函数 几乎 相等 .又 在 Lebesgue 可 
测 集 巨 上 几乎 处 处 有 限 的 f 为 Lebesgue 可 测 
的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 的 e > 0, 能 够 选 
取 闭 子 集 F， 使 得 m(E— Р) s, B. f # F 
上 连续 СЛузин 定理 ). 

在 测度 空间 (X, B, и) 中 ,如 果 满足 KE) 
< OME ER 8 可 测 函数 序列 刀 几 乎 处 处 收 
敛 于 f。 则 对 于 任意 的 6 > 0, 能 够 选取 集合 F 
(F C E,Fe%8), 使 得 x(E 一 F)<e, 而 1。 
在 F 上 一 致 收敛 +。 在 此 , 如 果 X 一 В", 8 
Borel 族 或 Lebesgue 可 测 集 的 全 体 ，# 为 Lebes- 
вос 测度 , 则 F 可 以 选 为 闭 集 〈《Eropoa 定理 ). 

特别 是 ,关于 一 维 Euclid 空间 的 有 限 可 测 
函数 f(z)， 几 乎 处 处 使 limf(x + ha) = IG) 


的 数列 {4。} 存在 (H. Auerbach), 
函数 方程 f(x + y) = 1(x) + j(y) 有 无 穷 
多 个 非 可 测 的 解 (G. Hamel, 一 特殊 函数 方程 ). 
此 外 ,与 本 条 有 关 的 概念 ,一 Lebesgue 积 分 。 
集 函 数 ,不 变 测度 . 
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1960). [3] P. R. Halmos, Measure theory, van No. 
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1, BB, 1965, KFA Jordan 测度 到 Lebesgue 测度 的 历 
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Mi, 1965, 1967, 1959, 1963, 1969. 


Lebesgue 积分 [ 英 Lebesgue integral 法 
intégrale de Lebesgue Ë Lebesguesches Integral 
ЯА интеграл Лебега B м 7803) 【 积 
分 的 定义 】 给 定 集合 X 的 子 集 所 作成 的 加 
法 族 ' 9 及 在 Е АОВ" н, 即 给 定 测度 
空间 ' (X, 9, a). Euclid 空间 R°, R° 上 Lebes- 
gue 可 测 集 的 全 体 所 成 的 族 MN, DLE MN, 上 的 
Lebesgue 测度 m, 所 作成 的 测度 空间 (R", w, 
m.) 即 其 一 例 (一 测度 )， 以 下 设 集合 , 函数 均 
J9 9 可 测 1， 不 再 一 一 指明 。 E 上 的 实 值 函 数 


16 的 积分 | Сан Со (或 简单 地 记 作 | aa, 


f 可 以 分 几 步 来 定义 ，1) 1G) > 0 жш 


单 函 数 (simple function), 即 值 域 为 不 包含 土 co 
WARR (a) G — 1,2, +t, n), ШЖ Е = 


U En ENE, = Ø G # D, # E; EG) = 


m 
an 则 定义 | .7 一 Ya бЕр. GHAM 
或 十 co， 关于 包含 二 co 的 运算 一 测度 .) 2) 在 
1) 2 0 时 ,定义 | au 为 满足 0< g <1 i 


所 有 简单 函数 的 积分 | edn 的 上 确 界 ，3) 在 


一 般 情 形 , 设 ft Ce) = max {f(x), 0), fr G) 一 
max (—f(x), 0), W f(x) = tr Ge) — F GO. in 


ж |, | 之 中 至 少 有 一 为 有 限 ， 则 定义 
[paleo | r. жк cmm. 


Lebesgue 积分 695 
特别 是 ,如 果 此 值 为 有 限 , 则 称 f 在 巨 上 是 可 积 
Ë CX imegrable 法 sommablc)， 如 果 最 初 给 
定 的 测度 空间 是 关于 Lebesgue 测度 的 测度 空间 
(Re, ,mo。), 则 称 这 样 定义 的 积分 为 Lebes- 
gue 积分 (上 积分 )， 而 此 时 称 可 积 函数 为 
Lebesgue HR, Min — 1 时 ， 则 将 积分 记 作 


| dx, tots Е UE Lo, b) mt, BTE 


#|' /Ce4e。 在 任意 测度 空间 的 一 般 傅 形 ， 这 


样 定义 的 积分 也 称 为 广义 Lebesgue 积分 或 简 
称 为 Lebesgue 积分 . 
当 CE) < оо, f) 有 界 时 ,对 于 分 割 a: 


E = U Е, E, RE, = gG AR MRS Sa 


= 3 sp UED) бЕр, som Sin KE} 


+ (Ej), SW inf S, 与 sup ra 相同 且 等 于 j 


这 里 下 确 界 和 上 确 界 都 是 对 E 的 所 有 分 割 
取 的 。 如 果 令 8(A) = imax (sup (f (Е,)} 一 
inf{ 帮 Bi)})， 则 对 于 使 CA) — 0 的 任意 的 分 


ЗСА, San sa, BKAT |, 1. Plin Ett 


域 分 为 ”等 分 ， 设 与 此 对 应 的 互 的 分 割 为 Avy 
MJ aCA) 一 0。 H. Lebesgue 最 初 就 是 这 样 给 
出 积分 定义 的 。 而 在 0 有限 ' 测 度 空间 中 ,f(x) 
> 0 的 积分 也 可 定义 如 下 : BW) 为 满足 x. 
ТХ, W(X.) < © 的 任意 的 序列 , 令 已 ,一 {x| 


IG) <m rex), BX 1 im | 


【积分 的 性 质 】 1) 在 E 上 可 积 的 函数 的 
全 体 构成 一 个 线性 空间 、 即 ,如 果 f, z EEL 
可 积 , 则 对 于 任意 的 实数 a, 2, of + Pg EE 


EAB Ж, | Got + ena = a | fdu + 
p| edn. 2) 下 面 三 个 命 因 互相 等 价 ; /在 
ETRS f FEE ETR; ЕЕ ETR, 3) 
HR f ЕЛЕЕ ABEB g<), W| edu < 


|, fdu. е, R m < IG) < 1 ЕЕ ER 
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立 , 则 mp(E) < | fan < tC) 成 立 (平均 值 
XETE (mean value theorem))， 第 二 平均 值 定理 
也 成 立 , 它 的 形式 与 Riemann 积分 的 情形 相同 
(一 积分 学 )，4) in (GO E E LARGE E E 
有 积分 值 )， 则 它 在 E 的 任 一 子 集 上 可 积 (有 了 积 
分 值 ), 5) mR E = U En EN E= (= 


DETIENE 
意义 (这 时 另 一 端 也 有 意义 ) 时 成 立 (积分 的 完 
全 可 加 性 )，6) WRI > 0,| мио, ЖШ 


IG) 在 巨 上 几乎 处 处 ?为 0。7) 在 零 集 * 上 改变 
f 的 值 并 不 影响 可 积 性 与 积分 值 。 从而， 如果 
f 在 一 个 零 集 上 没有 定义 ， 则 在 此 零 集 上 可 任 
意 给 定 了 的 值 ,对 积分 并 无 影响 。 因 此 ,这 时 可 
对 了 的 积分 赋予 意义 。8) 如 果 f(x) 在 E 上 可 


BEDE., (ЕШ) — 0, W imf, fdu = 0, 


СУ Riemann 积分 的 关系 】 如 果 f(x) 在 
区 间 E 上 在 Riemann 意义 下 可 积 , 则 f(x) 也 在 
Lebesgue 意义 下 可 积 。 且 二 者 的 值 相等 。 逆 合 
题 并 不 成 立 。 例 如 ， 当 x 为 无 理 数 时 取 值 为 0， 
34 x 为 有 理 数 时 取 值 为 1 的 函数 ， 即 Dirichlet 
函数 , 它 是 Lebesgue 可 积 的 ,但 不 是 Riemann 可 
积 的 。 实 际 上 ， 为 使 区 间 巨 上 的 有 界 函 数 在 瑟 
上 为 Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 是 该 函数 
在 互 上 几乎 处 处 连续 。 然 而 ,也 有 Riemann J^ 
义 积 分 1 存在 而 Lebesgue 积分 却 不 存在 的 情形 . 


例如 ,| SF de 一 于 并非 Lebesgue 意义 的 积 
分 ， 这 是 因为 ,一 般 地 ,1(z) 与 |1Cz) | 总 是 同时 
为 Lebesgue Bo set, Llar 一 oo. 
为 了 改善 这 一 点 ， 就 有 必要 元 虑 Denjoy 积分 
(一 Danjoy R3). 

特别 关于 lim |}. з | Cim 1321810928 
系 , 即 关于 收 化 定理 ,在 Riemann 积分 论 的 范围 


内 ， 是 不 可 能 得 到 圆满 解答 的 。 而 我 们 可 以 说 
Lebesgue 积分 论 则 完全 解决 了 这 个 问题 .1) 如 果 


ЖЕЕ J.G) < ыб, BETE ФОО fH 1.00 
Sol). |, e — Са, iG) > 0), W 
aj fo [, Сип O e g E lim CO 
几乎 处 处 存在 , 且 存在 o CO ë GD | GO, 
| e < о Ciim, ME) < © 而 Jo1< 
м 8), BU tim | = | Cim 12) (Lebesgue 
收敛 定理 (Lecbesguc”s convergence theorem)), 3) 
如 果 存在 (0, WHEEL LG) > 0), В. 
[e> — ©» W im int f, fa > | Cim inf 10) 
(Fatou 3138). 

【不 定 积分 】 设 /GO (ЕЕ EEB IU 
E 的 任 一 可 测 于 集 。， 令 FG) = | 1, FC) 


成 为 上 绝对 连续 ' 的 完全 加 性 集 函数 "( 积分 的 
性 质 4), 5), 8)). Ж FC 29 1G) 的 不 定 积 
分 (indefinite integral), #9028, 4X 为 实数 集 
R, G) 在 区 间 La, p) 上 可 积 时 , 则 定义 在 La， 


EB FG) — ("Ode 电 称 为 (CO 的 不 定 
积分 f(x) 的 不 定 积分 F GO 是 绝对 连续 + 的 ， 


反之 ,如 果 F(x) Ela, 6] 上 绝对 连续 , 则 F (z) 
在 la, 51 上 几乎 处 处 可 微 , 且 FG) — F(a)= 


[iE aR. AFAA R 或 更 一 般 的 测 


度 空间 情形 的 微分 与 积分 的 关系 一 集 函数 ,) 
【Fubini 定理 】 ik (X, 9, m), (Y, Ba 
nS Л o 有 限 测度 空间 , (X x Y ,9, a) HIE 
完全 乘积 测度 空间 ?。 如 果 Cx, WE XxY 上 
为 号 可 测 且 可 积 ( 有 积分 值 ), 则 对 于 几乎 所 有 
y € Y, Кх, у) (Е х 的 函数 为 3 可 测 且 可 积 


(有 积分 值 ), 而 |, 1e y) 4 CO 是 y 的 B 可 
MER. TEN | f(x， у) dule, 9) = 


fuero mco) ant iar. хаак 


更 与 ? 的 顺序 ,类 似 的 结果 也 成 立 ， 从 而 , 特 
SIE. f(x, ve R* 上 可 积 ( 有 积分 值 ), 则 


NES у) т х,у) = F | f(x, D 


н 以 к. у) 4) dx 


《Fubini x38). 此 式 的 左 端 称 为 多 重 积 分 
(multiple. integral), 而 其 他 两 个 积分 称 为 登 积分 
Citerated integral, repeated integral), 
BARRY EMER y Ж {р TE H ЇЙ 
Ж. 例如, 设 在 (0,1) x (0,1) A, Ка, у) = 
Ges у) (а уг), MERA f(x. y= 


(ЕЛИ p= a = о, 本 而 | .1 不 存在 ,但 
E m f, эа) a= mA, 
Ere oe arm art 


根据 Fubini 定理 , 可 以 证 明 , 4 f 为 定义 
Fo 有 限 测度 空间 (X, B, p) 的 B 可 测 子 集 E 
上 的 非 负 函数 时 , f 的 加 可 测 性 与 纵 标 集 Е, 一 
{(x, y)]0<y € f(s), x € EPET (X, B, н) 
和 (R, 96, m) 的 完全 乘积 测度 空间 (X x R, 


B, и) 的 可 测 性 等 价 ,此 时 有 | ан С Ey). 


我 们 也 可 以 把 它 作为 Lebesgue 积分 的 定义 ， 如 
Ж (X, 9, п) 55 (R, Wi, m) 相同 , 则 纵 标 集 
的 Jordan 测度 (面积 ) 与 Riemann 积分 一 致 . 

[@) [1] N. Bourbaki, Eléments de mathématique, 
intégration, Actualités Sci. Ind., 1175a, 1244b, 1281, 
1306, 1343, Hermann, ‚ 1965, Ж =, 1967, 1959, 
1963, 1969, [2] P. mos, Measure theory, van 
Nostrand, 1950 (中 译本 : К. 哈 尔 摩 斯 ， 测 度 论 ， 科 学 出 版 
社 , 1958), 5j MIRO [5]. 


MBM [1% set function 
46 Mengenfunktion К функция множества 日 
集合 并 数 ] 一 般 地 以 集 族 "为 定义 域 的 函数 '， 
FM, NS ALT E oo (IS AREE 
数 .例如 , 设 f(x) 为 定义 于 X 上 的 实 值 函数 ,如 
果 对 于 X 的 任意 子 集 4, 使 sup f(A), inf (4), 
sup f(A) — int (A). 等 与 之 对 应 ， 就 得 到 几 个 
相应 的 集 函 数 ， 特 别 地 ， 以 Re HKE 的 集 
合 为 定义 域 的 函数 称 为 区 间 函 数 (interval func- 
tion)， 为 了 区 别 于 R" 的 集 函 数 ， 也 把 对 应 于 
К" 的 各 个 点 而 取 值 的 通常 函数 称 为 点 函数 


法 fonction d'ensemble 
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(point function). 例如 ， 当 /(х) 是 以 R' = R 
AE BTR COR BMS, OR Г = (а, 


вв FC) 一 Kx) ax 与 之 对 应 , 则 得 RR 上 


的 区 间 函 数 F. 

【有 限 加 性 集 函 数 】 在 空间 X 的 有 限 加 法 
K'S 上 定义 的 实 值 集 函 数 CCE), MRE 
Jupe, BD E, E,€9, ENE, = Ø > 
CE, UE) -((E.) + P(E:), 就 称 P(E) 为 号 
上 的 有 限 加 性 集 函 数 finitely additive set func- 
tion). FER EEB, 称 sup (Ф(4)|4 С 
E,A € Sy(int(9( 4)]4 CE, A € 9))2) 0 fE E 
Ef. CT NÆ (upper. (lower) variation), IB fE 
P(O: Е)(У(Ф; E). 由 于 @( @) = 0, 因而 
UO; E)< 0 < V(0; E). V(@;E) = V(@; 
E) + 1V(@: E)| 0 O fE E EAS SEM (total 
variation), 当 把 四 固定 而 考察 时 ,8(9; Е) 
可 记 作 VE) B VCE). 4 VCO; X)<@% N, 
#5 O HA ЗВ (bounded variation). MA FE 
意 的 E EBEA OCE) 2 0(«0) HRD ECE” 
> Ф(Е) < Ф(Е') (PCE) > Q(E')) RY, BRAK 
为 音调 递增 GBR) (monotone increasing (de- 
creasing)， 有 界 变 差 的 有 限 加 性 集 函 数 可 Ж 
示 为 两 个 单调 递增 的 有 限 加 性 集 函 数 的 差 . 

设 1,26 Rv 中 国定 的 区 间 ，F(C7) 为 对 包含 
于 内 的 半 开 区 间 工 (特别 把 儿 看 作 退 化 的 区 
MAE АО АЈВАЗ. MRA, 1, LUR 
均 为 区 间 且 LAL = OH, ЕО) = 
FCL) + F(1;) 恒 成 立 , 则 称 ЕСГ) 1 内 的 加 
性 区 间 函 数 (additive interval function). j f(x) 
为 R 上 的 实 值 (点 ) 函 数 , 对 于 1 == (a, b), 使 
1G) 的 增 量 D(1) = KC) — Ка) 与 之 对 应 ,这 
样 就 得 到 一 个 加 性 区 间 函 数 ， 称 它 为 增 量 函数 
(increment function)。 这 个 增 量 函 数 D H f WE 
一 确定 ; 反之 , 如 果 给 定 D, 不 计 附加 常数 , 则 
f 唯一 确定 。 在 这 个 意义 下 , R 上 的 加 性 区 间 
函数 除 附加 常数 外 ,可 以 看 作 和 R 上 的 点 函数 
是 同一 的 。 

可 以 把 加 性 区 间 函 数 FC1) 的 定义 域 扩张 
HR (lo), R (19) 是 能 表示 为 包含 于 I 内 的 有 
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限 个 区 间 的 并 的 集合 R 所 成 的 族 , 且 使 满足 : 
如 果 RNR = G, NJ F(R,UR:) = F(R) + 
FCR) SSPE URS HD A In AC) 
ATTRA, AOU, DUR 
在 这 种 意义 下 使 用 加 性 区 间 函 数 РСК). ШЖ 
对 于 任意 的 。 > 0, 存在 8 > 0, 使 当 区 间 的 
体积 171 < 4 时 , 恒 有 FU) < e, ДІР КЖЕ 
续 的 《continuous). 

【完全 加 性 集 函 数 】 如 果 在 空间 X 的 完 
Ar 吕 上 定义 的 实 值 集 函数 OC E WE tn 
下 的 完全 可 加 性 : E€ 9, EE m EG ORI 
жо(|)к,)— 3; oCED), 则 称 0(E) 为 上 
的 完全 加 性 集 函 数 (completely additive set func- 
боп) 或 简称 为 加 性 信函 数 。 对 应 于 它 的 上 变 
ЖЕСЕ), FRR ЕСЕ), SRK VEIN 
号 上 的 完全 加 性 集 函 数 , 且 对 于 任意 的 EES, 
OCE) = VCE) + KCE) 成 立 (Jordan. 448 
(Jordan decomposition))。 又 


VCE) = sup 3) OCE IR IU ap ARF 


E 的 所 有 分 割 E 一 Ü BEE 9; ENE = 


ØD, i k) BH ЕЙ, 
BABE (BD VCE) AR) 的 连续 加 性 区 
间 函 数 可 以 扩张 为 完全 加 性 集 函 数 。 有 界 变 差 
的 加 性 区 间 函 数 的 概念 是 有 界 变 差 函数 概念 的 
HE” (A AS EPA). 
RED 上 有 完全 加 性 集 函 数 @ 和 测度 + 
E (Е) — ой OCE) 一 0， 则 称 集 函数 外 
是 р 绝对 连续 的 (pe-absolutely continuous). 3X 
与 下 述说 法 等 价 : 对 任意 的 s> 0, 存在 а> 
0， 使 当 ME) <8 时 ,就 有 19(E)| < s. 又 
如 果 对 于 给 定 的 @, п, 存在 EES, EB 
p(E)-0, 且 对 于 所 有 ECS, 有 (Е) = 
P(EN Eo)， 则 称 集 函 数 中 为 p 奇异 的 (w-sin- 
gular)。 特 别 当 X 为 Euclid 空间 ,为 Lebesgue 
测度 时 ,就 略 去 上 而 简称 为 绝对 连续 的 (absolu- 
tely continuous) 和 奇异 的 “(singular). 
在 有 限 + 测 度 空间 (X, 8, a) 中 ,任意 的 
; 完全 加 性 集 函 数 OCE) 可 区 唯一 地 表示 为 上 绝 


对 连续 函数 与 # 奇异 函数 的 和 (Lebesgue 分 
解 定 理 (Lebesgue’s decomposition theorem)), 为 
使 OCE) 为 4 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 
OE) 可 表示 为 X 上 关于 4 为 可 积 的 一 个 函数 


1 HIKER | fdu (Radon-Nikodym E). 


【 集 函数 的 微分 】 HEH R" 中 的 Lebes- 
gue 可 测 ' 集 ， 设 0 为 包含 E 的 正 立 方 体 ， 
m(E)/m(OXm 为 Lebesgue 测度 ) 关 于 满足 E 
C Q 的 所 有 正 立 方 体 2 的 上 确 界 , 记 作 E), 
称 为 巨 的 正则 性 参数 (parameter of regularity), 
例如 ,如 果 巨 为 正 立方 体 , RJ r( 巨 ) 一 1; 如 果 
EAH, MJ r(E) 是 五 的 最 小 边 长 与 最 大 边 
长 的 比 ， 对 于 可 测 集 的 序列 Е„(л=1,2,++.), 
如 果 存在 a, E r(E,)>a>0 (n = 1,2,…)， 
则 称 E, 为 正则 序列 (regular sequence)， 又 当 所 
有 E, HAH R” 的 一 点 P, B. E, HAR ik 9k 
于 0 时 , 则 称 ( E.) 收敛 于 点 P. 

当 给 定 К" 中 的 集 函 数 @ 时 ， 对 于 收敛 于 
点 了 的 闭 集 的 正则 序列 (EL), 令 

1—limsup( (E, )/ mCE,)), 
当 (E.J) 遍历 所 有 这 种 序列 时 1 的 上 确 界 、 
称 为 @ 在 P 处 的 一 般 上 导数 《general upper 
derivative)， 记 作 DO(P). AI, OEP 
处 的 一 般 下 导数 (general lower derivative) 
DOCP) 为 对 于 所 有 收敛 于 P 的 闭 集 的 正则 序列 
{En}, lim inf (O(E,)/m(E,) FAR. Хп 
RAM {Е„) 为 闭 集 的 正则 序列 而 代 之 以 收敛 
于 P 的 闭 区 间 的 正则 序列 , 则 与 上 面 的 DOP) 
(D8(P)》 相 对 应 的 量 记 作 OCP) (@(P)), Ж 
为 @ 在 P 处 的 寻常 上 (下 ) 导 数 (upper (lower) 
derivative in the ordinary sense). DO, Ф GRE 
MERR O 所 导出 的 点 函数 , BR, DOP) < 
9(P) < Ф(Р) < (Р). 4 БФ(Р) 一 DO(P) 
时 ,把 这 个 值 记 作 DO(P), 如 果 DO(P) AR, 
则 称 它 为 在 P 处 的 一 般 导 数 《general deriva- 
tive)， 而 @ 称 为 在 点 P 处 是 一 般 可 导 的 (deriva- 
ble in the general sense). 又 在 @ (P) = Ф (P) 
时 ， 则 把 这 个 值 记 作 O(P), 如 果 OP) AR, 
则 称 它 为 @ 在 了 处 的 寻常 导数 (ordinary deri- 


vative), 而 称 @ 在 P 处 是 寻常 可 导 的 (derivable in 
the ordinary sense)， 对 此 有 以 下 的 定理 : 1) 完 
全 加 性 集 函数 几乎 处 处 + 一 般 可 导 《H. Lebes- 
gue). 2) 有 界 变 差 的 加 性 区 间 函 数 几乎 处 处 
寻常 可 导 (Lebesgue)，3) 加 性 区 间 函 数 @ ZE JL 
平 所 有 使 得 OCP) < оо 或 Ф(Р) > 一 oo 的 点 
处 寻常 可 导 . 

设 在 Euclid 空间 中 给 定 集合 4 与 可 调集 的 
一 个 集合 $， 对 于 任意 的 z€ 4， 有 以 = 为 中 
心 , 一 边 为 а„(«) 的 正方 立体 的 序列 {C.(z)} 
与 之 对 应 ,又 设 有 EES, а, (2) 0 (n> 
o), E, C C,(z), m(E,)/m(C,(z)) > (х) 
> 0. 其 中 ф(х) 为 只 由 = 确定 而 与 无 关 的 
数 ， 这 样 的 序列 《BE。} 也 常 称 为 正则 序列 。 这 
时 ,能 从 BE。 的 集合 中 取出 可 数 个 互 不 相交 的 


EES, ва „(4 Ü Ej) 一 0. 这 个 命题 
zi 


3526 Vitali B3 se ЕСУ inali's covering theorem), 
"EE UEDAMIBUBUR RO 4p JL cb e TRA FR. 

[Dini 导数 】 对 于 在 R 的 区 间 工 上 有 定 
义 的 实 值 函 数 f(x), 称 lim sup (fx + 有 一 
1C#))/h Clim inf (x+h)—Kx))/4) 29 1 在 = 
处 的 右 方 上 (下 ) 导 数 Cright hand upper (lower) 
derivative)， 记 作 PO) 《1+(x)) 或 DHG) 
《Pt+(z))。 同 样 地 ,以 A> —0 К A +0, RJ 
可 定义 左 方 上 (下 ) 导 数 (left hand upper (lower) 
derivative) С) СС) 或 D-fGOCD7f()). 
又 4 一 0( 正 负 均 可 ) Pf, 相应 的 上 (下 7) 极限 称 
为 上 (下 ) 导 数 (upper lower) derivative), 记 作 
FOYE). f G)  max(f*G) FG), fG) 
= minl e), [7(x)). 这些 导 数 称 为 Dini $ 
数 (Dini derivative), ХЕ х 处 取 值 为 FG) 
《f(x)) 的 函数 了, 称 为 了 的 上 (下 ) 导 函 数 
(upper (lower) derived function), 由 于 f BÉ 
од, WOE LUA DO, 2, 
并 分 别 记 作 Df, f, 也 称 它们 为 了 的 一 般 上 导 
数 ， 寻 常 上 导数 等 。 在 这 种 情形 ，f 的 寻常 上 
《下 ) 导 数 与 上 述 的 上 (下 ) 导 数 的 值 了 (xz) (G9) 
相等 。 又 通常 意义 的 可 微 即 是 Dini 导数 的 值 
都 相等 且 有 限 ( 一 微分 学 )。 
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关于 这 些 导 数 ， 以 下 的 Denjoy-Young- 
Saks 定理 成 立 :1) 如 果 在 工 的 每 个 点 处 ， 
KO 的 Dini 导数 之 一 , 例如， 有 方 上 导数 
天 (x) 为 有 限 , 则 在 上 几乎 处 处 存在 左 方 下 导 
З GD), B. PG) — fG). 2) 如 果 在 了 的 每 
AAE, (G 的 两 个 同 侧 Dini FHAR, 
FO (或 (G) 为 有 限 , 则 1G) 在 了 上 用 平 外 
ЖЕП, 3) fim СЕЗА) СОБ = eo 
的 = 的 集合 为 堆 集 7.4) 特别 是 在 f(x) Жат 
函数 的 情形 ， 如 果 在 了 的 每 个 点 处 , 1G) 的 
Dini 导数 之 一 为 有 限 , 则 在 工 的 几乎 所 有 点 处 ， 
JG) 为 近似 可 导 ', 且 它 的 近似 导数 与 Dini 导 
数 相等 . 

[微分 与 积分 的 关系 ] ША КР) 是 R- 
上 的 Lebesgue 可 积 " 的 点 函数 ， 则 Ф (E) 
一 ,1(P)am(P) 是 绝对 连续 的 完全 加 性 集 函 
数 , 且 在 几乎 所 有 点 处 DOCP) = KP). 反 之 ， 
о OS UU ERA SE tb MB MOC) 
=| DOCP) апр). 如 果 @ 仅 是 加 性 集 函数 ， 
则 DOC) 可 积 , 且 由 

ФЕ) = f DO (P) am (P) + W(E) 
Gur НО SITAE ФСЕ) 的 Lebesgue 分 
ee ТТЛ 
数 ， 对 满足 1 C 1, 的 所 有 区 间 1, 有 

FCD > |, DEP) dme). 

【 参 】 [1] F. Hausdorff, Mengenlehre, Teubner, %5 

三 版 1935 (中 译本 : F. 豪 斯 道夫 , 集 论 ,科学 出 版 社 , 1960); 


[2] S. Saks, Theory of the integral, Warsaw, 1937, 另 
一 测度 的 [ 参 ]. 


长 度 和 面积 [Ж length and area 法 longueur 
et айе Ф Lange und Flachenmass {Ñ длина 
н mionam 日 长 sg， 面积 ] 【曲线 的 长 
Ж] 从 区 间 z: << u < 到 Euclid 空间 
Rt >?) 的 连续 映射 C: p= р(и)= 
Са (x)，-…*，xk(w))， 称 为 连续 弧 '。 内 接 
于 C 的 折线 的 长 度 的 上 确 界 , 称 为 C 的 《Jordan 
意义 下 的 长度. 即 长 度 ICC) 等 于 对 所 有 分 害 


a—u mu mmus mb RUE sup У) |p(u,) 一 
= 
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pO) | .对 于 连续 弧 Cip = plu) («€ D) 553€ 
BHIUFAIC,i p—p.Cu)(u € 1, n=l, 2, -), dui 
FRE 1 E p (0) pCu), Sill CC) im infi C,). 
这 个 性 质 称 为 长 度 的 下 半 连 续 性 《lower semi- 
it С: p= plu) (we 1) 5 Cip 
= qG) (z € 1) 为 给 定 的 两 条 连续 弧 ， 如 果 对 
ТЕЖ Юе 0, 存 在 从 五 到 5 的 同 是 “一 
Ao), 使 在 1 上 |p《h.(v)) 一 qbv)1 < 成立 ， 
СЫ C, (在 Fréchet 意义 下 ) 等 价 (equiva- 
lent)。 等 价 连续 弧 的 长 度 相等 。 开 区 间或 贺 
周 的 连续 象 称 为 曲线 '。 它 的 长 度 由 它 所 包含 
的 连续 弧 的 长 度 的 上 确 界 来 定义 。 等 价 性 与 连 
续 弧 的 情形 同样 定义 。 等 价 曲线 的 全 体 所 成 的 
族 , 称 为 Fréchet 曲线 (Fréchet curve), HK 
度 唯一 确定 。 

МАЧЕ C 的 各 函数 z(u) 为 
有 界 变 差 ' 时 ,长 度 CC) 为 有 限 。 此 时 称 C 为 
可 求 长 的 或 有 长 (rectifiable ) 曲线 . 在 这 种 情形 
F, 0x,/0u 在 工 上 几乎 处 处 "存在 , 且 


(D xc) fas (Os,/0u ^ du 


成 立 ， 等 号 当 且 仅 当 各 z(u) 为 绝对 连续 时 成 
立 ， 在 等 价 于 C 的 连续 弧 中 ， 存 在 称 为 由 颖 长 
表示 (representation in terms of arc-length) 的 如 
FIC. Са == 45) (0 <s < /(С)), BS 
ЖЕЙТ g= 4G) (OSs < ( <(сС))) 
的 长 度 者 等于?. 对 于 C,,(1) 中 的 等 号 显然 成 
3r. ЖЕ C 为 曲线 的 情形 ,同样 的 讨论 仍然 成 立 。 
当 曲 线 C 的 任意 连续 子 弧 的 长 度 均 为 有 限时 ， 
就 称 C 为 局 部 可 求 长 的 或 局 部 有 长 的 《locally 
rectifiable)。 以 A, 表示 R: 的 一 维 Hausdorff 
WE, 令 工 上 对 应 于 pe R* 的 点 数 为 aC) 


A (c) = j np) аА) RIL CK MBE, 


Nagoya Math. J., 3 (1951), 125—126). 
【曲面 面积 】 以 下 考察 R' 内 曲面 ' 的 面积 
(以 [1] 为 主要 参考 文献 )， 与 曲线 情形 不 同 , 当 
内 接 多 面体 的 表面 接近 于 曲面 时 ， 多 面体 的 表 
面积 不 一 定 趋 于 一 个 定 值 。 H. A. Schwarz 在 
1880 年 的 书信 中 给 出 了 如 下 的 例 。 如 果 以 大 


continuity). 


小 相同 的 三 角形 为 各 个 面 所 成 的 内 接 多 面体 表 
面 通 近 高 为 4 半径 为 7 的 圆柱 面 ， 则 由 三 角形 
的 高 6 与 底 边 。 之 比 的 适当 取 法 ， 可 使 多 面体 
的 表面 积 趋 近 于 任意 的 值 (但 > 2 rh CHR 1), 


【Lebesgue 面积 】 H. Lebesgue 考虑 了 以 
下 的 定义 。 一 般 地 设 4 为 平面 域 ，T 为 从 4 到 
R 内 的 连续 映射 (7T, A) 称 为 (一 张 ) 曲面 。 
对 于 两 曲面 (T, 4) 5 CT, A) 以 及 集合 BC 
ANA, Ф aT, Т, B) sup | T (w) — 


TG. & (Т, 4),CT,, ACT 4) 77 
为 已 给 ,如 果 ALTA B T, Tas A.) 一 0, 则 
Ж (Т, A) ICE CT a) R T ky Т, 
记 作 T,— T. 现在 , 特别 当 4 由 有 限 个 三 角 
形 所 构成 ,而 在 每 个 三 角形 上 为 线性 时 , 即 4 
在 映射 工 下 的 象 由 三 角形 所 组 成 时 ， 采 用 符号 
(Р, F), ЗЕКЕ a(P,F)， 在 此 ， 把 收 全 
于 给 定 的 一 般 曲 面 (T。-) 的 序列 CP, P.) 的 
全 体 记 作 Ф, int lim inf a(P,, F.) 称 为 《7， 


A) 的 Lebesgue HR (Lebesgue area)， 记 作 
L(T, A) R LCT). Bg tete (О, 
F.)), iig P,— T B. a(P,, F,) > ІСТ, А). 
与 长 度 的 情形 相同 ， 面 积 也 具有 下 半 连 续 性 . 
RMR T.— T, Wy LCT, A) < lim inf LCT a> 


4.). 在 4 为 Jordan 域 的 情形 , 不 用 9 而 用 满 
E FT4 5 РК) — T(w) 的 序列 ((P., 
F.)) 的 全 体 Ф", ПИЗ, 

it Kas у) 是 定义 在 正方 形 0 < x«l, 
O<y <1 上 的 连续 函数 ， 当 固定 x (或 y) 而 
将 Кх, у) 看 作 у GR z) 的 函数 时 ， 把 它 记 
作 f:(y) GR IG. 如 令 其 全 变 差 "为 V(x) 


CR vo, nisi veo ae + | VOI < 


ont, Ж Кх, у) 为 在 Tonelli 意义 下 有 界 变 
ЭЖ (bounded variation in the sense of Tonelli), 
而 且 如 果 对 于 几乎 所 有 z 55 y, f(y) 与 1,0) 
均 为 绝对 连续 ', 则 称 Hx, y) 为 在 Tonelli Ж 
义 下 绝对 连续 (absolutely continuous in the sense 
of Tonelli)。 在 定义 域 为 平面 域 的 情形 , 仍 可 同 
样 来 定义 。 今 设 曲 面 (T, 4) 由 函数 x = x(a, 
0), y = уби, v), 一 z(u, v) 所 表示 ， 它 们 
在 4 内 均 在 Tonelli 意义 下 有 界 变 差 且 绝对 连 
续 , 且 偏 导数 xus xus rz, 均 为 平方 可 积 。 
在 这 些 条 件 下 ，C. B. Morrey ШЕВА, LCT, 4) 


= |] sande < оо, 其 中 jm ae B+ s 


Jo hs Js 分 别 为 变换 Cu, v) 一 Су, 2), (z, 
х), (z, y) 的 函数 行列 式 +。 

【Geaseze 问题 】 用 内 接 于 曲面 (T,， 4) 且 
WRF СТ, A) 的 序列 ((P., F.)) ROS CEE 
@ 所 得 的 面积 是 否 等 于 LCT, 4 ) 的 问题 , 称 为 
Geücze 问题 (Ge5cze problem), ЖЕ 4 为 Jordan 
域 的 情形 , 附加 F。 的 边界 内 接 于 4 的 边界 的 
条 件 ， 况 得 到 肯定 的 解答 。 上 面 已 经 给 出 了 
Schwarz 的 例 ， 但 如 果 形 成 (P。，F。) 的 各 三 角 
形 的 最 大 底 边 与 最 小 高 的 比 取 为 一 致 有 界 ， 则 
对 于 由 Tonelli 意义 的 绝对 连续 函数 Fu, e) 
(0<u<l, 0< „ <<1) 所 表示 的 曲面 s, 已 
经 知道 e(P。。F。) BEF LCS), HAAST 


NEZ (її) p. 74). 


【Gescze 面积 】 考察 曲面 (T, 4). 设 R 
WBRA En En Ез, TER BEG = 1, 
2,3) 上 的 射影 的 合成 变换 为 Ti。 如 果 给 4 内 
的 多 角形 = 标 出 正 向 , 令 它 在 变换 T, 下 附 有 方 
向 的 象 为 Ci, MW z 关于 C, WP" OCs; C.) 为 


HH, Cs n jf 106: cotes dy 


(е = r+ iy), AT, я) m v m (ititi), 
把 4 内 有 限 个 不 相 重合 的 多 角形 所 成 的 集合 记 
fr S, 则 
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О) Y(T,4)— sup У) (T, я) 


称 为 Geicze 面积 (Geaczc area), YE V(T,4) 
< oo 的 情形 ,如 果 代 替 积 分 10(z; Ci)| 而 以 积 
分 0(z; C,) 来 定义 u, 且 与 上 面 的 做 法 相同 ， 
Fu, SEX UCT, А), ШОСТ, A) S УСТ, A) 
相等 。 不等式 (Т, A) V(T, ASV 
(11,4) + V(T;, A) + V(T3, 4) 是 显然 的 。 

(Peano 面积 】 同样 地 ,考察 (T, 4) 与 * 
са, ROHR BR 内 任意 平面 E 上 的 射 
影 ，C” 为 < 的 边界 在 合成 映射 ro T FOR. 
4 KT, x, E)= || ос lt 
iy) 以 及 WT, ж) = sup (T, я, E), RUT 
(„ех 

КА, T) = sup У) WT, 2), 
= 


称 它 为 Peano 面积 (Peano area), MAAR 
分 映射 度 ? 来 代替 积分 10(z; C')|, 给 出 了 面积 
WHEN (151). Lii XW L,V,P 三 者 相 
等 。 从 而 工 与 了 的 值 对 于 R 的 正 交 变换 是 不 
变 的 。 

【曲面 面积 的 其 他 定义 】 根据 上 述 成 为 
Peano 面积 基础 的 Peano 的 想法 ,利用 以 上 E, 
=, 等 记号 ,以 m(x, EE) 表 示 ro7T(x) 的 二 维 
Lebesgue 测度 ,并 令 u(x) = sup m(x，E)， 就 


可 以 把 sup >) uix) 取 作 面积 的 定义 ， 如 果 不 


FI ua) FE VC) = Cm? (x, E.) + ms B.) 
+ m(x, E))'?, 则 得 到 Banach 面积 (Banach 
area)， 如 果 取 人 | 10(>; c)lazay 以 代替 mx， 
已)， 则 得 前 述 的 бекте 面积 ， 此 外 ,对 于 RE 
内 任意 的 Borel 集 X 亦 可 考虑 种 种 面积 。 设 将 
R° 分 割 为 具有 相同 直径 4 的 半 开 立 方 体 的 网 
É Mi, M, +++, HB M if X 到 各 坐标 面 上 的 
射影 的 Lebesgue О mP, mP, mP, 
У noy + (вру + (n) ща — 0 B$ 
的 极限 , 称 为 Janzen WR (Janzen area), + 
MAX 到 平面 上 的 射影 的 Lebesgue 测度 ( 关 


72 长 度 和 面积 
FR 内 平面 的 集合 ) 的 上 确 界 为 m;， 则 称 当 
4 一 0 时 的 极限 im У) m, 为 Gros 面积 


(Gross area), X. C. Carathéodory 用 可 数 个 直径 
INF 6 的 凸 集 Ki, Koe KME X, KEP 
面 上 射影 的 Lebesgue 测度 的 上 确 界 为 m, 用 
3 0 时 的 极限 lim; m; 作为 面积 的 定义 。 
如 果 将 Ki 限 为 球 ， 则 这 样 得 到 的 极限 是 X 的 
Hausdorff 测度 + Ax(X) RA =/4。 关 于 其 他 定 
义 以 及 它们 之 间 关 系 一 [4]. 

最 后 考察 关于 曲面 7， A) 的 面积 的 测度 
论 定义 。 把 4 内 对 应 于 象 T(4) 的 点 ”的 点 数 
记 为 m(p)， 称 为 映射 工 的 重复 度 函 数 (mulri- 
plicity function)。 在 此 可 以 考虑 采取 ACT, A) 
一 7 jap)ahi() 作 为 面积 的 定义 然而 ,为 
4& ACT, A) 恒 等 于 LCT, A) 就 必须 改变 重复 
度 函 数 的 定义 ([3]，[6])。 实 际 上 , 如 果 x = 
qu), y = plu) CO < < < 1) 为 填 满 正方 形 
0<х<1, 0<у<1 ff Peano 曲线 +, 则 A= 
{0 <u <1, 0<v<1}, Tiz = plu), у= 
Ф(и), z= 0 所 确定 的 曲面 (7，47 的 Lebes- 
gue 面积 等 于 0, 但 A(T, 4) 2 1, 

【有 界 变 差 映射 】〗 t (Т, 4) 为 从 ww 平面 
的 域 到 = 平面 内 的 映射 . 设 =, 0 一 O (z; C), 
S 等 与 前 述 意 义 相同 , 令 0+(z; С) 一 (|01+ 
0)/2, 0-(2; C) 一 (|01 一 0)/2，x(T,=) 一 
flo Ges сана», cr. н) = || oce 
C)dx dy( 符 号 取 相 同 顺序 )， 又 令 V(T, 4)= 


sup > o(T 2), ИСТ, 4) sup > o*(T, =)» 
ЦЕМ; T, A)= sup 2:10 с)|, N*(s; 
T, A) — sup 2, 0*5 C), N, м 在 < 平面 
Pos oe Weal LW Cra) 7 [| Naxdy， 
w*(T,4)-— || N*dxdy, W, Wt, W- 分 


BIRR T ВО 2 BEM (total variation), ES 
(positive variation), fASESÉ (negative variation), 


= ++ И, V = И, = ИА ЗУ, 4 
W(T, 4) < oo 时 , 称 (T, 4) HA R $ 
(bounded variation)， 作 为 与 此 有 关 的 概念 ， 当 
以 下 两 个 条 件 得 到 满足 时 , CT, 4) 为 绝对 连 
续 (absolutely continuous): 1) 对 于 任意 的 > 
0, FE 5 > 0， 使 得 对 于 S2 面积 的 和 不 


ан о 的 (如 上 所 述 的 ) S，> v7,*) < ef 


ж. 2) 对 于 任意 的 包括 边界 包含 在 4 内 的 
多 角形 = 55 = 的 多 角形 分 割 Sv (T, m) = 


У) (Т, х) 也 成 立 。 特 别 ， 如 果 4 的 面积 有 


wes 


限 , (T, A) 绝对 连续 , 则 (T, A) HARARE. 

iR (Т, A) 26 Joe PRE z 平面 内 的 有 界 
变 差 连续 映射 。 集 函数 ИСГ,4), V*CT A), 
V-(T，4) ЮУ V'Cu), VC), Vw) 在 
4 内 几乎 处 处 存在 且 有 限 。/(w) = V. (o) 一 
V. (х) X. Jacobi 行列 式 (generalized Jaco- 
bian), J(w) 一 土 V《w) 几乎 处 处 成 立 。 如 果 
z(u, v), уби, v) 几乎 处 处 可 微 , 则 w) 与 
通常 的 函数 行列 式 ! 几乎 处 处 相等 其 次 ， 当 
(T, A) 为 从 4 到 R 内 连续 映射 且 УСТ, 4) 
< со M AE JG) 为 对 于 《Ti,4) 的 广义 Jaco- 
bi FARA Mw) +e) + BOD)", 
称 它 为 对 于 (T,4) 的 广义 Jacobi 行 列 式 . 于 是 ， 
И (ш) = J(w) 在 4 内 几乎 处 处 成 立 。 从 而 得 
到 


з) ибт, а) > ff, Ju)du dv, 


等 号 当 且 仅 当 各 《T,, A) 绝对 连续 时 成 立 。 
【Fréchet 距离 】 ECT, 41), (Tr 41) 为 
两 曲面 , A, 与 А, 之 间 的 同 胚 的 全 体 记 成 的 族 
召 非 空 。 此 时 ,这 两 张 曲面 间 的 Fréchet 距离 
(法 écart) 由 
Ir, Tall = if sup 1700) — TACw))| 


来 定义 。 它 满足 距离 公理 ， 如 果 |T T| =o, 
则 称 T, 55 T; (E Fréchet 意义 下 ) 等 价 . 等 价 曲 
面 的 全 体 所 成 的 集合 , 称 为 Fréchet 曲面 (Fré- 
chet surface), 等 价 曲面 的 Lebesgue 面积 相 
同 , АЙП, 对 于 Fréchet 曲面 ,可 以 一 意 地 定义 


Lebesgue 面积 . 在 L(T, 4) < oo Bl ЖУСТ, 
4) 等 价 且 在 (3) 内 等 号 成 立 的 (Ti, 4) 的 问 
题 , 称 为 曲面 的 表示 问题 (representation problem). 
这 个 问题 可 以 在 下 面 叙述 的 广泛 的 形式 下 求 得 
解决 . (T, А):х х (и, v), y = уби, 0), 
zmz (u,v), ЭҢ zo zo +++, z, 在 4 内 几乎 
处 处 存在 并 为 平方 可 积 且 在 4 内 已 一 G (E = 
tytn, Get y+) 与 下 一 
zuxo 十 yuyo 十 xszy 一 0 几乎 处 处 成 立时 , 称 (T， 
A) 为 广义 保 形 映射 (generalized. conformal 
mapping)， 给 定 具 有 有 限 L(T, A) 83 (T,A) 
时 ,存在 给 出 与 它 等 价 且 满足 L (T, A) 一 


j| E, dude 的 曲面 的 广义 保 形 映射 CT AO, 
ШШЕ, 为 对 应 于 (To A) 的 量 . 
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Denjoy 积分 [Ж Denjoy integral 法 intégrale 
de Denjoy, totalisation 4 Denjoysches Integral 

ik интеграл Данжуа Н 472578551 

【研究 的 历史 】 RER * 的 实 值 函数 f(z) 为 
Lebesgue 可 积 + 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 绝对 连 
Heri FG), 且 在 几乎 所 有 ' 点 处 有 Е'(х)= 
JG) (一 集 函数 ), 一 般 说 来 ,一 个 函数 的 导数 不 
一 定 Lebesgue 可 积 ， 而 由 于 f(s) 为 Lebesgue 
可 积 与 |f(*) | 为 Lebesgue 可 积 等 价 ,因此 ,广义 
Riemann 可 积 的 函数 不 一 定 Lebesgue 可 积 (一 
Lebesgue 积分 )。 就 这 个 意义 说 ，Lebesgue 积分 
论 还 留 有 拓 广 的 余地 。A. Denjoy 于 1912 年 利 
用 超 限 归 纳 法 给 出 了 狭义 Denjoy 积分 的 构造 
性 定义 , 它 同时 成 为 Lebesgue 积分 与 Riemann 
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积分 的 一 个 推广 ,从 而 解决 了 这 个 问题 .尔后 
H. Н. Лузин 给 出 了 这 种 积分 的 描述 性 定义 。 
另外 ，Denjoy MAIR. А. Я. Хинчин 
应 用 措 述 性 方法 ， 几 乎 局 时 各 自 独立 地 定义 了 
更 广泛 的 积分 (广义 Denjoy 积分 ) (1916). 

另 一 方面 , 与 Denjoy ЖЖ, О. Perron 将 
与 微分 方程 y = IC, y) 解 的 存在 性 证 明 相同 
的 方法 应 用 于 y = IG), 给 出 了 与 狭义 Denjoy 
积分 等 价 的 积分 (Perron 积分 ) 的 定义 (1914)。 
然而 ,由 于 对 无 界 函数 的 积分 , LA Denjoy 积 
分 是 不 够 的 ,因此 定义 了 与 Denjoy 积分 不 同 的 
积分 ,作为 广义 Riemann 积分 和 Lebesgue 积分 
的 推广 。 例 如 ， 有 与 三 角 级 数 的 系数 问题 相 联 
系 而 出 现 的 Denjoy (1921), J. C. Burkill(1951). 
R. D. James(1950) 等 的 积分 ([2],[31), 有 与 
Fourier 级 数 的 共 皂 函数 问题 相 联 系 而 出 现 的 
A. Н. Колмогоров З “ 45843" (L4 1)(1951). 
213371 & — ЕЭО A DICIS TZ ER pr 
成 的 空间 的 某 种 完备 化 ， 从 这 种 观点 出 发 ， 与 
Колмогоров #3652 ХТ “Е.А. 积分 ”, 它 
包括 4 积分 作为 其 特殊 情形 ,并 使 1/=6(a21) 
型 的 函数 也 可 积 (1956[5],[6])。 

以 上 所 述 ,主要 是 关于 一 个 实 变量 的 情形 ， 
至 于 向 多 变量 情形 的 推广 方面 ,有 M. Looma, 
S. Kempisty, HHL SAH (177,081). 

【近似 导数 】 对 于 实数 空间 的 可 测 集 * E 
的 一 点 当 limm( EQ: — h, š + О 
p-1 muni. “Fe £ Ж AY RA (point of 
density)， 瑟 的 几乎 所 有 的 点 都 是 密集 点 (Le- 
besgue 密集 点 定理 (density theorem)), ЖЕ 为 
以 xs 为 密集 点 的 可 测 集 ，F (x) 为 E 上 的 可 测 
RA. WREN I, EHER e> 0, {rl 
1— e< (Е (х) — F(zxu))/(z — 3) &1 £, 
z€ E) 以 ro 为 密集 点 , 则 称 1 为 F(x) 在 ro 
处 的 近似 导数 (approximate derivative), 记 作 / = 
АРЕ(х0). 34 ADF(x) 存在 时 , Ж F(x) 在 
xo 处 近 仆 可 导 (approximately derivable), WF 
FR 在 集合 互 的 每 个 点 处 均 近 似 可 导 ， 则 称 
Fe) 在 E 内 近似 可 导 . 在 PG) 存在 的 点 ， 
ADF (x) 存在 ，ADF(x) = F'(z2); 但 反之 , 存 
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在 连续 函数 FO), 使 ADF) 在 正 测度 集 E 
上 存在 ,但 在 E 的 几乎 所 有 点 处 F'G) HRE 


设 5 为 实数 的 一 个 集 
合 , FG) 为 定义 域 包含 E 的 实 值 函数 。 如 果 
对 于 任意 的 6 > 0, 存在 6 > 0, 使 对 两 端点 属 
FE, H D ban) < 8 的 互 不 重 登 的 任意 的 
REIRA (Са, 5,1), 有 У | FCbn)— Flan) < 
е, ШЇ FG) 在 E 上 为 绝对 连续 (absolutely 
continuous), RAJA 4C 表示 在 E 上 绝对 连续 
的 函数 所 成 的 族 。 如果 F(x) 在 E 上 连续 , B. 
Ж E= U E., 而 在 每 个 E。 上 Fe 4C， 则 称 
F(x) 在 E 上 为 一 般 绝对 连续 (generalized ab- 
solutely continuous), 记 作 F€ GAC, MR FE 
GAC， 则 在 几乎 所 有 点 处 ADF(x) FHE, 

如 果 对 于 任意 的 > 0, 存在 8 > 0, 使 对 
两 端点 属于 E, В У) (na) < 3 的 互 不 重 
FLAVA Lens bal) > 0 (F;[a,, bal} 


<E GXH OLF; [oo БЛ) 表示 FG) 在 Lans 
+, EROR, ОЕ Е Lan 2.) 上 的 上 确 界 
与 下 确 界 的 差 )， 则 称 F(x) 在 巨 上 为 狭义 绝对 
连续 (absolutcly continuous in the restricted sense) 
或 绝对 连续 (# ), 记 作 Fe AC(*). RÀ AC 
定义 GAC 同样 的 方法 可 以 定义 FG) VE E E 
狭义 一 般 绝对 连续 (generalized absolutely contin- 
uous in the restricted sense) 或 一 般 绝对 连续 
《# ), 在 巨 上 为 一 般 绝对 连续 ( x ) 的 函数 FG) 
记 作 Fe G4C(*). 如 果 FEGACC#), Ж 
F'G) 在 几乎 所 有 点 处 存在 。 

[Denjoy 积分 的 定义 】 设 /Cx) 为 定义 于 
I= la, b) 上 的 实 信函 数 ， 如 果 对 于 1G), 在 
1 上 存在 属于 GAC WEM FG) tE ADFC) 
= IG) 在 工 的 几乎 所 有 点 处 成 立 ， 则 称 
(а) 为 广义 Denjoy BB Cintegrable in the wide 
sense of Denjoy) R D MR. F(b) 一 F(a) 称 
为 f(x) 在 T 上 的 Denjoy 积分 或 D 积分 , 记 
te (p) Gods, FG) 称 为 /Ce) HR DR 
分 、 同样 地 ,如 果 用 CACC) КВ GAC, т 
导数 代替 近似 导数 , 则 可 定义 狭义 Denjoy R 


分 (Denjoy integral in the restricted sense) 或 
DC) 积分 ， 在 工 上 除 属于 某 个 可 数 集 的 点 
外 满足 ADF(x) = f(x) = + co 的 连续 函数 
FG) 是 f(x) 的 不 定 D 积 分 , 除 属于 某 个 可 数 
集 的 点 外 满足 F'(z) = f(z) + + ос 的 连续 
函数 F(x) 是 00) HIRE DC ) 积分 。 Lebes- 
gue 可 积 函数 是 D(# ) PRA, D( * ) 可 积 
函数 是 D 可 积 的 。 几 乎 处 处 满足 1(*) > 0 的 
D 可 积 函 数 是 Lebesgue 可 积 的 . 

【积分 的 构造 性 定义 】 设 5 是 一 个 泛 函 ， 
它 的 定义 域 是 集 K(3; 1) CI 遍历 所 有 闭 区 间 
RRHH U KCS; 1)， 这 里 KCS; 1) 是 定义 
在 闭 区 间 1 = la, b) 上 的 实 值 函数 的 集 ， 如 
Ж 16K(S; D, WA 50:1) i8 s 所 取 的 值 
S(j)， 当 3 满足 以 下 条 件 时 ， 就 称 5 为 积分 算 
子 (integration operator): 1) 如 果 f€ K(S; 1o) 
(аё l), 则 1 在 I 上 的 限制 * pe K(S; Г), 
iB. S(f; 1) 是 区 间 ГС 1) 的 连续 加 性 区 
闻 函 数 '!。2) 设 I = [а, bl, h= (6, с], 
l= (а, с] (а 二 4 二 c)， 当 f 定 义 在 I 上 时 ， 
WH h= fo h= ho 而 h€ K (S; 1), h€ 
K(S; 1), WHE KCS; 1), 3) 如 果 f(x) = 0, 
则 f€ KC 1), Н SCH; 1) = 0, 

对 于 两 个 积分 算 子 5,，5;， 如 果 对 任意 的 
1, 有 K(S3 D) C KCS} 1), FOX IE KOS 1) 
ASG 1) = 5,0); 1), WKS 包含 S， 或 
S, BF $, DR}, DOCK) 积分 包含 Lebesgue 
积分 , 且 在 满足 以 下 条 件 C),H)(D( * ) 积 分 的 
情形 为 H( ж )) 的 积分 算 子 5 中 为 最 弱 : С) 
Cauchy 条 件 . 如 果 对 定义 在 h 上 的 每 个 函 
RAUBER (a+ 8,5 — 6] = 1 S la, 
b] = lo # fe K(S; 1)， 且 如 果 有 限 极限 
, lim SO DETE MII € KCS: ОЯН. SC Io) 
与 该 极限 值 相等 . H) Harnack RH. it E% 
1, 的 闭 子 集 ，{ za} 为 邻接 于 由 集合 与 1, 的 
端点 所 成 的 集合 的 闭 区 间 序 列 . 设 1 为 1, 上 的 
满足 下 列 三 个 条 件 的 函数 : G) fe K (S; h), 
这 里 fe 的 定义 是 当 z€ E, fe(x) 一 1(x), 而 
在 其 他 点 处 ，fe(x) = 0; Gi) HEA ks h = 
fy € KG; 1); Gü) MR {14} AEAF A 


I 1h: 191 < + © Eim OCS: i 1) 


一 0( 这 里 O(S; fi 1.) 为 SG) 在 1 上 的 
BEM (variation) B 了 遍历 C14 的 所 有 区 闻 时 
1505 /)| 的 上 确 界 )， 在 这 些 条 件 下， 有 fe 
KG; 19) B. S1) Ss 1) >) ЗО). 


хн) 的 条 件 Gi) DLS) 0(S; fas 10 一 十 oo 
x 


代替 时 ， 就 称 为 HC) 条 件 , 广义 Denjoy R 
分 (或 狭义 Denjoy 积分 ) 的 构造 性 定义 ,就 是 从 
Lebesgue 积分 出 发 , 在 满足 C), H), R HC) 
的 条 件 下 ,应 用 超 限 归纳 法 ' 进 行 扩 张 来 得 到 。 
(Perron 积分 】 如 果 对 于 在 区 间 [a,6] 上 
定义 的 函数 =), 存在 定义 于 同一 区 间 上 的 函 
Ж Fl), 使 对 所 有 z, 1) E(x) 1G), 2) 
Е («уе — о, 8 1) Ё (x) < (ж), 2) 
F(x) # +00 (3trhF (z) (E(x)) 表 示 F(x) 的 
上 (下 ) 导 数 '), 则 F(x) 相应 地 称 为 1G) 的 强 
函数 (major function) Б Щй (minor func- 
tion), 如 果 对 于 任意 的 e > 0， 存 在 IG) 的 
强 函数 ФО), HBR e GO, {# Ф(Ь) — ФСБ) 
< e, 则 称 j(x) 为 Perron BR Cintegrable in 
the sense of Perron)， 并 将 inf (95) — Ф(а)) 


一 sup (eG) — eG) 这 个 值 记 作 
e» renes. 
【积分 的 性 质 】 如 果 {f,} 为 区 间 了 上 DD 可 


积 函数 的 非 减 序列 ， 且 它们 在 工 上 的 D 积 分 为 
上 方 有 界 , 则 KKx) 一 tim J.G) EL Ера 
BUB (D)| IGO de = im (D){, 1.6) 4s. 


如 果 F(x) 在 a, 6] 上 为 有 界 变 差 + 函数 ， 
g(x) 为 D 可 积 函数 , 则 FG (х) E la, bl 上 
仍 为 D 可 积 ; MRE g(*) 的 不 定 D 积 分 记 作 
G(x)， 则 以 下 的 等 式 成 立 : 


CD) f FG ede = GC FC) GC) EGO 
OON 


式 中 最 后 一 项 为 Sticlties 积分 +《 分 部 积分 法 
(integration by рапз)), 
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如 果 F(x) 20 Га, b} БАРОВА ЯК, eC) 
为 D 可 积 函 数 , 则 存在 [a , 6] 上 的 点 使 以 下 
等 式 成 立 : 


D) sco Сда 
= FGYD адак FCD edx 


《第 二 平均 值 定理 ). 
以 上 诸 定理 ,在 以 (DPC(#* )) КВ (р) 时 
亦 成 立 。 

[5] [1] 5. Saks, Theory of the Integral, War 
saw, 1937; [2] R. D. James, Integrals and summable 
trigonometric series, Bull. Amer. Math. Soc., 61 (1955), 
1—15; [3] R. Henstock, ‘Theory of integration, But 
terworths, London, 1963; [4] IO. C. Очан,Обобщен. 
ный интеграл, Mar. Сб, 28 (70): 2 (1951), 293—336; 
[5] K。Kunugi(〔 功 力 金 二 郎 )，Sur une généralisation 
de l'intégrale, Fundamental and Applied Aspects of Ma 
th. 1 (1959), 1—30; [6] H. Okano (网 野 初 男 ), Sur. 
une généralisation de intégrale (E. R) et un théorème 
général de l'intégration Par Parties, J. Math. Soc. Japan, 
M (1962), 430—442; [7] S. Kempisty, Sur les fone 
tions absolument continue d'intervalle, Fund. Math., 27 
(1936), 10—37; [8] S. Nakanishi (BS Li 3).Sur une 
totalisation dans les espaces de plusieurs dimensions 1, U, 
Osaka Math. J., 7 (1955), 69—102, 157—178, [9) Ж 
18, BUSI, ЖЕНЫ ЖЕШСЕ INTIME u, ү, 1937, 


BR [HK series 法 série A Reihe (ñ ряд 
日 级 数 ] 【级 数 的 收 剑 和 发 散 】 设 (a) G 
—1,2, 3,7: ) 为 给 定 的 实数 或 复数 序列 , 则 写 
Ratatat 的 形式 称 为 级 数 , 记 为 
У а. аж Bans a。 称 为 级 数 Da, 的 第 


“项 或 项 Germ), saatat ta K 
为 第 ”部 分 和 或 部 分 和 (partial sum), APA 
P] aaoo an Юа + a 十 "十 ao 有 
时 也 叫做 级 数 。 为 区 别 起 见 ， 称 它 为 有 限 级 数 
(finite series)， 而 上 述 以 无 穷 数列 作成 的 级 数 
称 为 无 穷 级 数 (infinite series)。 以 下 在 本 条 中 论 
述 的 主要 是 无 穷 级 数 . 当 部 分 和 序列 {5。} 收 敛 ' 
于 极限 时 , 就 称 级 数 Da, 收 剑 量具 有 和 s; 
ЖЖ PRB BOBS (converge) 或 是 收敛 的 (con- 


vergent), # + 为 和 (зип), 100 У) a, = 5, 或 
= 


Уа, = з, dd5 加 4, 习惯 上 用 于 形式 的 级 数 以 
及 它 的 和 这 两 种 意义 ,在 与 其 他 种 类 的 和 《一 
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RAE) AR BIN. BRERA Cauchy $0. 
当 (sn) 不 收敛 时 ,就 称 该 级 数 发 散 (diverge) » R 
者 是 发 散 的 《divergent)。 特 别 是 , 随 着 (sa) 振 
动 ! 或 ( 纯 ) 发 散 ' 于 十 co (或 一 oo), 就 称 所 给 级 
数 振动 ,或 ( 纯 ) 发 散 于 十 oo( 或 一 00)。 

根据 数列 收敛 性 的 Cauchy 判别 准则 *, 级 数 
a。 收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 对 任意 给 定 的 正 
Wk s， 总 能 取 充分 大 的 NN， 使 得 对 所 有 满足 m 
DaN H m, n, | smsa] = lan tees anl 
<e BRU. AMG Da, 收敛, 则 当 n> 
时 ，o。 一 0。 但 反之 不 一 定 成 立 。 

关于 级 数 收敛 的 主要 性 质 如 下 : 1) 若 级 数 
Уа, Eb, 分 别 收效 于 a. b, W Ula, + b) 
WHF a+b, 2) Ж Уа, WRF a, с 为 常 
BOM Dean 收敛 于 са. 3) 从 级 数 中 去 掉 有 
限 多 项 ,或 往 其 中 添加 有 限 多 项 ,级 数 的 收敛 性 
不 变 ，4)》 BRM Da, B, MEEDET 
项 用 括号 括 起 来 所 得 的 级 数 ， 仍 然 收 敛 于 原来 
的 和 ， 然 而 ,反之 ,即使 用 括号 括 起 来 的 级 数 收 
敛 ,原来 的 级 数 也 不 一 定 收敛 ( 例 : 1-1 + 1— 
1 十 …' 振 动 ,但 (1 一 1D) 十 (1 一 1 十 … 盖 0). 

{ 正 项 级 数 〗 名 项 都 是 正 实数 或 9 的 级 
数 , 称 为 正 项 级 数 (positive term series), PIE 
项 级 数 的 部 分 和 数列 {5。} 构成 单调 递增 + 数列 ， 
所 以 正 项 级 数 收 敛 的 充分 必要 条 件 为 {ss} 有 


界 . 例如 ,对 5) (p> 0), 4 p> 18, Й 
s, ar [Q7 1) НКС: p<1 时 , 则 
由 saa > 1 + (m + 1)/2 得 知 级 数 发 散 ， 又 
如 对 等 比 级 数 (geometrical series) У) а" (а> 


= 
0), Ha < 1, WE +, = (1 — a*)/C — 08 
知 级 数 收敛 ;车 a S 1, 则 由 s, 2 "得 知 级 数 发 
к. 

在 正 项 级 数 的 收 剑 性 检验 法 中 ， 我 们 举 出 
do LA CLEA, Dae, Db, RAE 


HO: 1) # (a) 单调 递减 。 则 Se, 与 
У) rar 同时 收敛 或 发 散 〈Cauchy 并 项 检验 
法 (condensation test), 2) 对 Sees i {an} 为 


单调 递减 数列 , 若 存 在 定义 在 [1, ce) 上 的 单调 
递减 函数 f(z), (E a) = а, (n = 1, 2,079), 


RI ха, 与 | GO». FIHB AER 3: Ж (Cauchy 
积分 检验 法 (integral eeo( 例 : xi 与 [ ca 


з” 

3) RX Den, Db. 存在 正 的 常数 k, ERA 
PR п 外 , а, < kb, IIL, WY Dd, eset, 
Ea, 也 收敛; 若 除 有 限 个 = Hb, kó, < a, 均 成 
立 , 则 当 УР, RBH, Da, 也 发 散 《 比 较 检验 
法 (comparison test)。4) 若 除 有 限 个 4 外， anp 
/es < ba b, (a, > 0, b,>0) RIL, WH 272, 
WRI, Da, 也 收敛; ERARA n #К›а„ы/а„ 
2 bab, RIL» MA Db, 发 散 时 , Dan BR 
散 ， 至 于 其 他 各 种 检验 法 一 公式 10, 

【绝对 收敛 】 对 级 数 Ea, (а, 为 实数 或 复 
数 )， 当 Ela) 收敛 时 ， 就 称 Da, BAR 
(absolutely converge), 收敛 而 不 绝对 收敛 的 级 
数 称 为 条 件 收敛 (conditionally converge)、 绝 对 
收敛 的 级 数 一 定 收敛 ， 特 别 把 a, 为 实数 且 形 
in >a, = E (—1)""'a, (а, > 0) 的 级 数 称 为 
交错 级 数 (alternating series), IIZ MRR Dan, 
若 1as140, 则 该 级 数 收敛 (Leibniz 定理 )， 例 
im, XC—-1)'7t/s'Cp > 0) 收敛 。 把 绝对 收敛 
级 数 的 项 的 次 序 任意 变更 而 得 到 的 级 数 仍然 绝 
对 收敛 , 且 其 和 不 变 (Dirichlet 定理 )， 实 数 项 
的 条 件 收敛 级 数 ,适当 变更 其 项 的 次 序 , 就 能 使 
它 以 任意 给 定 的 实数 为 和 ， 也 能 使 它 发 散 于 
+оо 或 —оо, 或 者 使 它 成 为 振动 的 级 数 (Rie- 
mann 定理 ). 

再 者 ， 当 任意 改变 级 数 的 项 的 次 序 后 得 到 
的 级 数 恒 收 敛 ， 且 其 和 不 变 时 ， 就 称 它 无 条 件 
Wea Cunconditionally converge), 或 交换 收敛 
(commutatively converge)。 实 数 或 复数 级 数 无 
条 件 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 它 绝 对 收敛 。 级 数 
的 概念 可 推广 到 完备 赋 范 空间 * 中 去 。 把 绝对 
值 换 为 范 数 ,也 能 定义 绝对 收敛 的 概念 ,但 在 一 
般 情形 下 ,与 实数 级 数 的 情形 不 同 ,绝对 收敛 与 
交换 收敛 不 一 定 等 价 。 

【二 重 级 数 】 有 两 个 指标 的 数列 ， 即 从 自 
然 数 集 N 的 直 积 N x N 到 实数 或 复数 集 内 


的 映射 , 称 为 二 重 数列 (double sequence), 12% 
{ame} 或 (an... 所谓 (a...) 有 极限 值 ! ,是 指 
对 任意 的 正 数 s。， 都 存在 自然 数 NC), 使 当 
m > N(e), n > NGC) 时 , 恒 有 la。 
记 作 lim am = 1, 它 同 诸如 


极限 有 不 同 的 意义 如果 lim an。 = a。 存 在 ,而 


ans 关于 二 又 一 致 收敛 于 an B Ema, 一 /也 存 
在 , 则 limam 存在 ,并 等 于 !。 当 给 定 (ama Rf 


=m Ў) a, 的 形式 ,， 称 为 二 重 级 数 (double 


series)， 记 为 如 am。。 与 二 重 级 数 相 对 应 ,前面 
所 说 的 级 数 也 称 为 简单 级 数 (simple series), 
当 二 重 级 数 Bam 的 部 分 和 
pi 
PHP RAI TE PF A, BEER Dam BC, 
smw 的 极限 就 称 为 Dame 的 和 ; 当 „Ж 


FIM BEL Xa, BEM. YD) am KEE m 
= 


收敛 于 如 时 ,以 如 为 项 的 级 数 立 (2) ama) 


称 为 行 时 级 数 《repeated series); 又 当 on 对 
每 个 “ 收 化 于 < 时 ,以 <。 为 项 的 级 数 


23) 

称 为 列 累 级 数 。 不 过 ， 即 使 行 和 列 累 级 数 
都 收敛 ， 其 和 也 未 必 相 等 ， 原 级 数 也 不 一 定 收 
敛 ， 然 而 , 当 二 重 级 数 Dan 本 身 收敛 时 , 若 对 


应 于 每 个 m， У) ane ЖОЖ, 则 行 累 级 数 也 收 
KAS Dene 有 相同 的 和 。 关 于 列 累 级 数 也 有 
同样 的 结论 。 

当 二 重 级 数 Dan 的 各 项 am 为 非 负 实数 
时 , 称 它 为 正 项 二 重 级 数 ， 对 正 项 二 重 级 数 , 若 


Eel > LO» > ams 中 的 某 一 个 收 


X ДНО уе, 且 其 和 均 相 等 ; 若 其 中 某 
一 个 发 散 , 则 其 余 的 也 发 散 。 Д, Уо, 的 
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对 角 部 分 和 (diagonal partial sum) 


fon = Dy Эш 
Ша а, WJ Ean UF а. 
对 二 重 级 数 Dames 当 El aus | 收敛 时 ,就 
称 Уа. 绝对 收效 ; 当 Dame 收敛 但 不 绝对 收 
伍 时 ,就 称 它 条 件 收敛， 绝对 收敛 的 二 重 级 数 ， 
无 论 怎 样 变更 其 项 的 次 序 ， 或 无 论 按 怎样 的 次 
序 写成 简单 级 数 , 它 总 是 收敛 于 同一 个 和 。 


【级 数 的 积 】 对 于 两 个 级 数 六 os D bns 


I 


令 с.а, + аба + 十 orb1， 称 级 数 


Dc. Ха, 5 Db, 的 Cauchy P (Cauchy 


= 
product), 1) # Dan Db, RHR Ee. 分 别 
KAF A, B E C, 则 АВ 一 C (Abel 定理 )， 
2) 若 Ean Dd, Wiese, 且 其 中 至 少 有 一 个 
绝对 收敛, MIRAI. Н. (La) С.) 一 
Ec, (Mertens 定理 )，3) # Dae, Db, 都 绝 
对 收敛, 则 Den 也 绝对 收敛 (Cauchy M). 
4) ж Dey, Db, 收敛 (即使 非 绝 对 收敛)， 且 
{nan}, {nb} 有 下 界 , 则 其 积 Dew Ы, Н 
(£a,) (56,) = De, (Hardy €R). 
【无 穷 乘 积 】 设 给 定数 列 (a), a, 0 
(n 1,2,5), 写成 av aa * 的 形式 ， 
HRA (infinite product), 记 为 [T а, 或 


MIGHT] an. a. 称 为 它 的 第 ”项 ,而 前 » 项 的 
Bi р. = mar та, 称 为 它 的 第 ?部 分 积 〈Par- 
tial product). HRA {pa} 收敛 于 非 零 极限 ? 
时 ,就 称 该 无 穷 乘 积 收 钱 于 p, 记 为 T[ a, = P. 
4 {po} 不 收敛 ,或 者 收敛 于 0 时 ， 就 称 该 无 穷 
乘积 发 散 。 对 于 含有 有 限 个 取 值 为 零 的 项 的 无 
穷 乘积 的 收敛 或 发 散 ， 仅 就 除 掉 那 有 限 个 零 后 
的 无 穷 乘积 来 考虑 。 对 于 含有 无 限 多 个 取 值 为 
零 的 项 的 无 穷 乘积 ,一 般 不 予 讨论 。 

无 穷 乘积 H a, 收敛 的 充分 必要 条 件 为 : 


对 任意 给 定 的 正 数 e, 都 能 适当 地 确定 自然 数 
N, 使 当 m, n > N 时, [pu/p, — 11 < е Е 
立 . 若 Па, ШК, а. 一 1， 但 反之 未 必 成 
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x. 

把 无 穷 乘积 的 项 写成 1 + as; 而 用 + 
а) 这样 的 形式 来 处 理 是 方便 的 。 如 果 取 对 数 
的 虚 部 i0 满 足 0 < 0 < х, II(1 + a.) 与 
2 log (1 + aq) 同时 收敛 或 发 散 . Fa, 22 0, 
则 TICI + a,) 与 Xa, 同时 收敛 或 发 散 。 

ЯПО + an) М П Ја, |) CAO St 
称 HO + an) К. КАСА BS HE 
积 ,与 绝对 收敛 的 级 数 一 样 ,不 管 怎样 变更 其 项 
的 次 序 , 仍 然 绝对 收 剑 ,其 积 的 值 也 不 变 〈 一 公 
式 10 VI), 

【函数 项 级 数 的 逐 项 微分 】 函数 项 级 
H XI) 的 一 致 收 全 性 ， 用 它 的 部 分 和 序列 
Dro BY Wk EREN (Bile fe). 
如 果 以 在 实数 区 间 了 上 可 微 的 函数 为 项 的 级 数 
Dine) 至 少 在 工 的 一 点 处 收敛 , 且 马 发 (=) 又 
3€ 1 Bebe oe, WBA D fal) 也 在 内 一 至 
收敛 , 且 其 和 1G9 可 微 , 并 有 f(x) 一 X00 
GEMMA (termwise differentiation))。 再 者 ,车 
以 复 平面 的 域 D 内 的 全 纯 函 数 为 项 的 级 数 
Xe.G) = eG) 在 D 内 广义 一 致 收敛 ， 则 
XL 也 在 内 广义 一 致 收敛 ,其 和 为 wp'(z) 
(Weierstrass 二 重 级 数 定理 (theorem of double 
xrics))。 还 有 关于 逐 项 积分 一 积分 学 

【级 数 的 数值 计算 法 】 只 有 在 特殊 情况 
下 ,无 穷 级 数 于, 的 有 限 部 分 和 5, 才能 作为 = 
的 简单 函数 来 求 出 。 最 简单 的 例子 就 是 等 可 级 
数 (算术 级 数 ) (arithmetic progresion)， 等 比 级 
数 (几何 级 数 ) (geometric progression) ,它们 的 前 
п 项 和 分 别 为 

„= $0 + (n — 104), 
„х= <=), 
4—1 
其 中 a ЖИЙ, d, 9 分 别 表示 公差 和 公 比 。 从 
第 二 个 式 子 可 得 , 若 q 过 1, 则 收敛 级 数 了 oq" 


的 和 为 a/(1 一 4). 自然 数 的 寡 的 和 ， 利 用 
r+1 次 Bernoulli SWA' Bale), RAR 
为 下 面 的 形式 : 


4,— dI + nr 
= СВ, (z) (и + 1).. 

Euler 曾 研 究 过 这 个 和 .在 他 的 “Ars conjectandi” 
中 列举 了 到 > 一 10 的 公式 

如 果 对 于 级 数 Du. 的 一 般 项 ,能 找到 
数列 vas Eu, = s, — tots DY н + 
э ta, = va — m. 例如 。 若 设 и, = n( + 
DG 2), WR ç, = n (n + 1) (n + 2) Ga + 
3)/4， 又 因 四 一 0， 所 以 s= o, (一 差分 法 
【和 分 ])。 对 以 三 角 函数 为 项 的 级 数 ,也 能 用 类 
似 的 方法 求 和 。 

即使 不 求 有 限 部 分 和 ， 有 时 也 能 用 其 他 方 
法 求 得 无 穷 级 数 Da, 的 和 。 例 如 , 当 "为 个 数 
в, LG) = DO 2, 0 Bernoulli 数 "来 表示 


п 
《公式 10)。 特 别 是 C(2) = 9/6, C(4) = «1/90 
s. 

TTR gp ц, виза AY AT PR Ana 
以 得 到 它 的 近似 值 ,对 收敛 慢 的 情形 ,可 以 作 适 
当 的 变换 。 若 作出 项 之 间 的 逐次 差分 ， 而 所 阶 
差分 "精确 地 等 于 o, 则 


“= (tam. 


由 于 随 着 阶 数 的 增高 ， 差 分 的 绝对 值 往往 急剧 
碱 小 ,所 以 ,把 级 数 的 项 以 差分 置换 后 再 处 理 就 
会 容易 些 。 利 用 差分 的 方法 ， 在 级 数论 里 有 多 
知 的 Euler 384 (Euler's transformation), Ж 
其 下 面 的 公式 ， 在 收敛 较 慢 的 交错 级 数 的 和 的 
数值 计算 中 经 常 使 用 : 
Devt HLS. 
C ec 
在 进行 级 数 和 的 数值 计算 中 ， 往 往 先 算出 开始 
若干 项 的 数值 ,再 对 剩 下 的 项 实行 上 述 变 换 , 并 
算出 变换 后 的 级 数 的 适当 的 有 限 部 分 和 | 
在 近似 计算 级 数 和 时 ， 总 是 需要 把 它 的 误 
差 估计 出 来 。 用 函数 的 高 阶 微分 或 者 差分 能 扒 
断 出 误差 的 最 大 值 。 关 于 级 数 的 变换 ， 除 上 述 
Euler 变换 外 ,还 有 Марков, Kummer 的 方法 
前 者 是 把 级 数 的 各 项 分 别 用 另外 一 个 收敛 的 级 
数 表 示 ， 后 者 是 从 所 考虑 的 级 数 中 再 减 去 另外 


一 个 收敛 级 数 。 此 处 所 说 的 另外 一 个 级 数 ， 是 
选择 这 样 的 级 数 ， 即 它 与 原先 的 级 数 有 类 似 的 
形式 ， 且 其 和 能 用 一 个 统一 的 式 子 给 出 (K. 
Knopp [2]). 

【级 数 与 积分 】 在 函数 的 数值 计算 中 ， 有 
时 利用 下 面 的 Euler-Maclaurin 公式 ([14]): 


fG во) = 3I as 


+> (£ вед) + Ras 
R, = —o |, Ba Gp + wz)dz, 


其 中 ‹ › 
= B,G; — z + 1), £ < z, 
1-277, E 
因为 这 里 是 以 Bernoulli 多 项 式 В,(8) 为 项 ,又 
HOSE <1, 所 以 当 变量 之 差 so Kit, ER 
就 比 Taylor 展开 式 收敛 快 。 与 此 类 似 的 还 有 
以 Euler 多 项 式 ' ECE) 为 项 的 Boole 公式 
(N. E. Norlund [13])。 这 些 公 式 也 可 反 过 来 
用 于 进行 级 数 部 分 和 的 近似 计算 。 《另外 关于 
公式 的 优 劣 或 Bernoulli, Euler 两 多 项 式 的 数 
值 表 一 [10][11].》 
作为 解析 地 计算 无 穷 级 数 和 的 其 他 方法 ， 
还 有 用 残 数 定理 + 把 级 数 变换 为 定 积分 的 方法 。 
设 解析 函数 f C=) 在 闭 曲线 C 内 部 除 极点 a,(n 
二 1, 2，.…，,A) 外 为 全 纯 , 且 C 将 点 z = m(m 
二 1, 2，…，N) 包含 在 其 内 部 , 则 有 
б 
30 = 2, Í. «боо az) f(z) dz 


an 


k 
一 Res [x Got x2) fG) Janine 


муо Ў) (— 1n (m) 时 ,只 要 把 右 端 中 的 


cot xz 换 为 cosec rz 即 可 。 此 处 Re[ РС=) l,-, 
表示 FG) 在 点 的 残 数 '. KT C 的 曲线 积 
分 ,将 C 作 适 当 的 变形 ,往往 容易 求 得 。 例 如 直 


sex |, — 0 оно sae FRE it 


算 渐 近 值 的 情形 ,等 等 . 
Fourier 变换 的 Poisson 求 和 公式 ( Poisson's 


求 和 法 709 
summation formula) 


> f(2am) = = > [oen dr 


也 能 用 到 变换 上 去 。 此 处 , 设 D) [Cam D) 


# 0 <: < 2x ЕО, B fib Bë DX, Fourier 级 
数 '。 对 于 9 函数 "的 变换 公式 


te) = De zx Y em 


-人 
就 是 其 应 用 的 一 例 。 

还 有 整个 地 与 本 条 有 关 的 概念 二 求 和 法 ， 
BHM, Dirichlet BA, Fourier 级 数 等 。 

[8] [1] K. Knopp, Theory and application of 


infinite series, Blackie & Son, London-Glasgow, 1928. 
(这 是 [2] 的 英 译 本 ); (2) К. Knopp, Theorie und Anwen- 
dung der unendlichen Reihen, Springer, 1921， 第 四 版 
1947; [3] T. J. РА. Bromwich, An introduction. to 
the theory of infinite series, Macmillan, 1926; (4) m 
шя, (REA. Tu, 1936; [5] PEIN, @ RCE 
Pe Hed. 1952; [6] MMH MW, MTBF 1, 
AMEMA, 1934; [7] Жа?а, MEA, Ti, М 
三 版 1961: [8] ЮЕ, MAA, LIN, 1962, X: 
于 级 数 的 数值 计算 ， 9] L. B. W. Jolley, Summation 
of series, Chapman & Hall, London, 1925, (10) FREE 
一 ， 数 值 对 算 ， 兰 波 ，1941; [U] 林 标 一， 数值 计算 中 
FRA L GIB, Wk, 1949; [12] 森 口 繁 一 - 字 田 川 狂 久 - 一 
ER, MORAN u, Wak, 1957; [3] N. E. Nö- 
rlund, Vorlesungen aber Differenzenrechnung, Springer, 
1924. ЖР Enler-Maclaurin 公式 ， [14] N. Bourbaki, 
Eléments de mathématique, Fonctions d'une variable réel. 
le, 第 VI @, Actualités Sci. Ind., Hermann, 1952, 第 二 
版 ，1961。 


求 和 法 (96 summation (of series) 法 som- 
mation (de série) 德 Summation (der Reihe) 

4k суммирование (рядов) A AIK] 直到 
十 九 世纪 初 ,人 们 处 理 级 数 时 ,都 没有 考虑 收敛 
和 发 散 的 问题 ,所 以 发 生 了 各 种 各 样 的 矛盾 . 首 
先 正确 地 定义 了 收敛 概念 的 是 А. L. Cauchy 
(1821)。 其 后 一 段 时 间 内 人 们 只 讨论 了 收敛 的 
级 数 。 然 而 在 许多 问题 上 ,对 于 在 Cauchy 意义 
下 不 收敛 的 级 数 ， 对 其 和 加 以 适当 的 解释 已 成 
为 必要 。 所以， 从 十 九 世 纪 林 叶 作为 发 散 级 数 
论 开始 了 求 和 法 的 研究 。 不 过 在 这 以 前 已 经 有 
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了 L. Еше, N. H. Abel 等 人 的 求 和 法 定理 ， 
只 是 没有 受到 求 和 法 的 看 待 而 已 。 把 Cauchy 意 
义 下 不 收敛 的 级 数 的 和 给 予 运 当 的 解释 而 加 以 
定义 的 方法 ,一 般 称 为 求 和 法 。 在 历史 上 ,下 面 
3838882809 Cesiro 求 和 法 是 最 先 出 现 的 方法 ， 
而 现在 能 用 线性 变换 对 求 和 法 进行 统一 的 论 
述 。 另 外 ,，“summation” 这 个 词 , 除 本 条 解释 的 
“ 求 和 法 ”外 , 也 在 求 普通 的 级 数 和 的 数值 计算 
法 (一 级 数 ) 的 意义 下 使 用 。 

【线性 变换 】 由 数列 {s} (0 =0, 1, 2, 
+++), HABES T = (aa) Go k = 0,1,2,+--) 


作 另 一 数列 oa = >) амба = 0, 1,2,-+--), 


ERA {o,}> MBM Tis.) 一 {on} 为 线 
性 变换 或 一 次 变换 (linear transformation), 如 
Ж аа = 0 (2 1), WSETHRHSRBE. 
BY {50} 收敛 时 (о) са, WFR T HER 
变换 (semi-regular transformation); 若 {on} 还 
5j {5} 收敛 于 同一 极限 ， 则 称 了 为 正则 变换 
(regular rransformation)。 若 对 于 任意 的 有 界 数 
列 {sa}, HA {on} 收敛 ， 则 称 了 为 正规 变换 
(normal transformation), 对 于 三 角形 正则 变换 
T, 若 当 s, — oo 时 也 有 o, 一 co， 则 称 7 为 完 
全 正则 变换 (totally regular transformation), 

至 少 对 于 一 个 发 散 序列 {5。), 相应 的 {0n} 
收敛 的 正则 变换 Т, 一 般 称 为 求 和 法 .这 时 把 
{on} 的 极限 , 称 为 用 求 和 法 工 确定 的 {sa} 的 和 
(sum)， 并 称 {sa} 为 全 可 和 的 《T-summable)。 
对 于 求 和 法 Tu 把 T, 可 和 的 数列 的 全 体 记 为 
РСТу). 对 于 两 个 求 和 法 Ti, Ta эң D(T) = 
DCT.) 时 ,就 说 T, 55 T, 是 等 价 的 . 当 ОСТ) 
CD(T,) 时 ,就 说 T, 比 T; (сак) жя, 
T, kk; Ty ER (strong) RAH. ШЖ DCT) Ф 
D(T) B. D(T) 2 D(T;), Wii T, 5 T, 是 
互相 不 可 比 (non-comparable) 求 和 法 . 

现 将 已 知 的 关于 线性 变换 的 主要 定理 列举 
如 下 : 1) 小 岛 -Schur 定理 . 7 为 半 正 则 变换 
的 充分 必要 条 件 是 : i) 对 任意 的 k, liman fF 


在 ; iü), a lea WA. u.) 为 有 界 数列 ; 


ii) Bm >) a, 存在 。 这 时 下 面 的 等 式 成 立 : 
777 k-9 
дае па Sua 
ogee аа Т 


7 Gin iim d en) 


rar) 


+ > (limang) G4 — lims,). 
=з "с" ная 


特别 是 , 当 m 0 Rf, (Cos) 收敛 的 充分 必要 条 
件 是 条 件 D.u) 满足 。 此 时 下 面 的 等 式 成 立 : 


S auiem >) main 
2i n 


rm 


limo, = li 
(I. Schur, J. Reine Angew. Math., 151 (1921); 
INESSE, Tohoku Math. J., 12 (1917)). 2) 
Toeplitz 定理 . 了 为 正则 变换 的 充分 必要 条 件 
Ж: 1) 对 任意 的 《lim “ok 一 0; i); 和 ш) 


„a = 1 (O. Toeplitz, Prace Mat.-Fiz., 22 


3 
(1914))。 作 为 特殊 情形 ， 如 果 满 足 i》 和 i”) 
对 任意 的 K,Him У) an 一 1 均 成 立 , 则 了 是 正 
ый: 
则 变换 (Perron ER). 3) Schur 定理 . TH 
正规 变换 的 充分 必要 条 件 是 : i) sii) iti) 和 iv》 
对 任意 的 。 > 0, 存在 K > 0, 使 对 任意 的 n 
У) deal <е 成 立 。4) 三 角形 正则 变换 


m 
为 完全 正则 变换 的 充分 必要 条 件 是 ， 除 有 限 多 
A k, aa > 0 成立. 

RARA] ита 
其 性 质 ， 其 中 Cesiro, Abel, Borel 求 和 法 是 最 
ER. 

【Cesiro 求 和 法 】 Sik 

а а) = >) 4v 


БЕГ] 


a(t") ~ 


Gas) > a= (а) Ў) 


ame 


=a, 
s 


ТАЙН m+ yt BLT {ih s= 
Уа. Жп co N 

on 5/4: 
ШӨТ з, 就 称 Xu. 0 (Coa) 可 和 或 a 次 
Cesaro 可 和 ((C, a)-summable) F ғ, 12% 
Ула. = ，(c, a)， 用 此 法 得 到 的 变换 工 记 为 


(C, а), 称 为 a 次 Cesaro 求 和 法 . 

关于 (Cy а) 求 和 法 的 主要 定理 将 列举 于 
下 ,但 通常 对 此 求 和 法 只 考虑 。> 一 1 的 情形 . 
Bie, 一 上 可 和 ,就 是 指 Lun CREE na, = 
o). Зун, (c, 0) 表示 :一 im s, 而 


2s (e, D BR = m Gee te 


= 
/n, 1) 若 а> 0, RJ 45 关于 = 递增 , 若 0> 
а 一 1， 则 递减 ; 4— 1; # a> —1, WJ 
A12 0, 2) tft = SAL st, AIA 
= 
Ат» Gaga = =”. 3) (Csa) (320) № 
正则 变换 , # e 82 — 1, BJ D(C, a)2 
D(C,B). 4) i& Xu, = ((C,a), Ум, = (C, 
а), 5 为 任意 数 , 则 u, = oln"), Уи, uL) 
s+ (С, а), Ули. = AC, a). 5) i Eu, 
= (С, а), Eu, = /(C, В), 再 设 其 Cauchy 
BUH Ev, WJ Xiv,— 5 (C, а + B+ 1)(Chap- 


man 定理 )， 如 再 设 У) Alda а/а 


=0(1), 则 Xv, = (С, В) СОХ). WRR 
BEES, Жа, bp —1, s3 (u,) = 0 (7), 
slun) = 000"), W Ev, = s (Coa +8 +2) 
(G. Doetsch), 6) 设 “为 任意 正 整数 , 则 Хи, 
= (C, a) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 当 以 «二 
Gn + 1) Con — ve) 定义 {ra} В, Xv, = 
s(C, a = 1) 1 (G. Н. Hardy, Proc. London 
Math. Soc., (2) 8 (1910)). 或 者 下 面 的 条 件 
i), ü), i) 成 立 也 行 : D ben = D) 0 


aceti 


c3) (k + a) Sk) ba = 0(1) (n> 


求 和 法 Dn 
90); iii) G271/427) + (n + a) F(a) ban > 
s(2— 00). 7) 设 Eu, = (C, a)(a > 0), Ж 
下 列 条 件 之 一 成 立 ， 则 Bu。 收敛 《这 是 一 类 


Tauber 型 定理 0: i) na, =0(1);ii) = D эш, 


=o (т); їй) Zn’ |u|" < co (其 中 p > 
0);iv) nu, > —K(K Уя ЖЖ); v) lim inf 
(sm — sa) 2 0, 此 处 按 条 件 m > n — 00, m/n 
一 1 取 jiminf。 ЇХ R. Schmidt 条 件 。 
8) it d >a>—1, Eu, = 0 (1) (C, a), 
Eu, = (С, a’), W| Eu, = (С, a + €), 其 
th e > 0 为 任意 数 . 

对 Buns 设 印 一。。 设 {三} 的 算术 平均 
为 Hi, (HL) 的 算术 平均 为 Hs， 依 此 可 定义 
(un. 车 

His (n => соо), 

则 称 级 数 Eu, p Xx Holder 可 和 于 s, 1626 
Eu, = ХН, р), р Ж Halder 
求 和 法 . ШЖ ?为 正 整数 或 0, 则 Р 次 Holder 
求 和 法 与 ? 次 Cesàro 求 和 法 等 价 (Knopp-Schnee 
定理 ). 


(Aba 求 和 法 】 AA Yo ur" HBA 
名 

жазп, 且 当 -1 时 有 

3 

名 
则 称 级 数 Su, A 可 和 或 Abel 可 和 (4-sum- 
mable) 于 а 记 为 vs 一 《4)， 其 变换 矩阵 
记 为 4, 而 这 个 变换 称 为 Abel 求 和 法 ,1) 2 
Eu, =s (4), Ж lim арја, < 1, 2) 着 
Уа. (4), Уш, (4), LEAH, M 
X. a) m i /(4), Жїн, = CARE 
且 号 u, = s — u — y — *** — (4). 3) 


E 
WE Уи, = (4), Eu, = CA), Ж Cauchy FR 
为 Xe W о (A). 4) 设 Eu, = 
SCA), AP FER Tauber 条 件 之 一 得 到 满足 ,就 
有 Du, = s: nu, = o(1); ¿=Š vu,=0(n): 


= 


nu, = O(1);nu, > —M (M 5 n 325); lim inf 
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(5m — Sn) > 0 (4 m > n — оо, m/n — 1 89). 
它们 就 是 由 Tauber 所 证 明 的 最 初 形式 的 Tauber 
型 定理 ;5) 4 是 正则 变换 . D(C,a)CD( 4)， 
此 处 a> —1. 6) Ж Eu, —55(4), s 2 0, 
W Eu, = (C, 1). 另外 , 若 o2 = О(1), Hj 
Уи, = (С,а+ e), tib а> —1, H e> 
0. 


(Borel 求 和 法 】 对 Xe. ШЖ 
tie > E 


Am 
对 一 切 x 收敛 ,并 且 

u(x)/e* +5 (x— co) 
成 立 , 则 称 Eu, eR) Borel 可 和 于 sì? 
为 Eu, = (B). 以 B 表 示 其 变换 , 称 为 Borel 
求 和 法 ， 当 


人 wee" de =s 
А 


时 ,就 称 Eu, 男 可 和 ( 按 积分 Borel 可 和 ) 于 ;， 
іо Eun = (9). M 1)B 是 正则 变换 ,D(C， 
a)CDCB) фах —1). D(C, a) D(9) 


AMAL, 2) 当 У) ase BRE GO LIS 
2 


Ун. = :(В), HE Хи, = :04). 25 3 


a 
un = (B) (®) 时 , 则 Уа = ++» 
: 


Tota ( B) M(B), HAR- УУ. 4) 
ж Eu, = (B), MJ lu," = o (о). 5) Ж 
Уи, = (B), Уи, = (B), 1 为 任意 数 ， 则 
E (u, + a) =s + (В), У du, = às (B). 
这 命题 对 (3) 也 成 立 ，6) 当 Eu, = (В) Н, 
着 下 列 条 件 之 一 满足 , 则 Xu, = s: DV n u, 
一 0(1); ii) liminf(s,—s,) 三 0, 其 中 当 m> 
n— 0, (m — n) V n — 0 时 取 liminf, 7) 
W Хи, = (B), Ж sez} = o(a), BJ Eu, 
= (С, а) (Жї a > 0). 8) it Zu,=:( A), 
# ul) > —Mr'expi, 则 Xu, = (B). 9) 
їй Ang} 和 (ni) 满足 лан > no п/п, > 1 + 
€ (k= 10,2,--::;62 0), MA x,= 0(n, < 
v<), ШЖ Xu, = (B), BA sy > G 


=æ), 
设 Уи, = (8), 而 且 
“jd «G) | оаа 
Ме 


对 所 有 的 1= 0,1, 2, +++ BUCS, ЖИИ 
Уи, 是 | 名 | 可 和 的 (绝对 Borel 可 和 的 ).1) 
E Vien! 收敛 , 则 Me. RIB) ATM, (BD 
使 Eu, KH, ERA |81 SRI, E 5и, [81 
可 和 , 则 Xu, == (8) 成 立 ,将 它 记 为 Xu, 一 


xls1).2) 当 5 = (врви 5), 


s— (mt m + +++ + a) (191). 3) EX. 
= (B), Хм. 一 (8), 且 其 中 至 少 有 一 个 还 
是 | 多 | 可 和 的 , 则 关于 Cauchy R Ze, A Xv, 
= (191). 

[Euler 求 和 法 】 对 Eun BAK 一 bt, 


((ET Na HM aes 
«(Uta 


收敛 于 ғ, RE Eu, HR Euler 可 和 的 ， 记 为 
De, = (E), KNEE Euler ЖЖЖ. 
Eu, = КЕ) BADER Ур, = s 这 


Hom rem sq ) we 这 个 求 和 法 是 正 


则 的 。 设 Eu, 一 区 已)， 若 下 列 条 件 之 一 满足 ， 
则 有 Du, =s: i) V n и„=О(1);й) limint(s, 
=.) > 0, 此 处 当 m > n — oo (m—n)/ V n 
一 1 时 取 liminf, Cesàro 求 和 法 与 Euler RAT 
法 是 不 可 比 的 。 此 外 ,作为 这 个 方法 的 推广 ,也 
已 定义 了 ?次 Euler 求 和 法 ( 同 田 良知 [4] 第 16 
章 ). 

【Narlund RAE) 对 正 数 列 lp) it 


р, = Dp. ln 00), E p/P > 0 (n 
©), ns e 
D the y». 


D apaa y.- 


M. s, BEER Xu. 58 m Nórlund 可 
50,1029 Zu, = (N, {po})。 这 是 正则 线性 变 


换 , 称 为 Narlund 求 和 法 . Eu, =s (C, 1), 
Во<р<р< +++, M Eu = (М, (p. 
Cesiro 求 和 法 就 是 这 个 方法 的 特殊 情形 . 

[M. Riesz 求 和 法 】 设 {2,} 为 发 散 于 十 oo 
的 递增 数列 , 若 当 r оо Rf, 


RG. ks © = (Ds) /re 


收敛 于 з, Д Eu, АЖ Riesz 可 和 ， 记 为 
Eu, = (К, 4。,)。 这 是 正则 变换 , 称 为 尺 次 
Riesz 求 和 法 .特别 当 4, =n Bi, РСЕ, tas 
k)= р (С, D. 
[Riemann RAE] HRM Da, їй m 一 

о. WEHA >O, 

< sin nh\t 

2e 
Wed ЕН A> OMA ғ, 则 称 Xu. (R, 
R) 可 和 于 з. 4k = 1 时 ， 也 称 为 Lebesgue 
RAH. Lebesgue 求 和 法 不 是 正则 的 ， 当 k= 
2 时 , 称 为 Riemann 求 和 法 , 它 是 正则 的 。 对 
此 , 当 


2 
25,, Зз" 45,255, (227) о-о) 
x n xh " 


成 立时 ,分 别称 为 (RD)，(Rz) 求 和 法 ,但 (R1) 非 
正则 ,而 CR.) 是 正则 的 。 另 外 , 若 De, 是 CR) 
可 和 的 , 则 它 也 是 (Ra) 可 和 的 ,但 是 (R, 2) 与 
(R) 是 不 可 比 的 。 

其 他 Hardy-J. E. Littlewood, E. Le Roy, 
Ch. de la Vallée-Poussin 等 的 求 和 法 也 是 熟知 
的 。 


[8] (1) T. J. РА. Bromwich, Theory of infini- 
te series, Macmillan, 1931, [2] K. Knopp, Theorie 
und Anwendungen der unendlichen Reihen, Springer, 
1921, PORK, 1947 (ЖЖ: Theory and application of 
infinite series, Blackie, 1928); [3] G. H. Hardy, Di- 
vergent series, Clarendon Press, 1949; [4] PWH ELI, 
emg, їшї, 1936: [5] MERAM, 般 数 概论 ， 岩 波 全 
dE, 1952; [6] R. G. Cooke, Infinite matrices and se- 
quence spaces, Macmillan, 1950; [7] K. Zeller, Theorie 
der Limitierungsverfabren, Erg. Math., Springer, 1958; 
[8] K. Chandrasekharan-S. Minakshisundaram, Typi- 
cal means, Oxford Univ. Press, 1952; [9] Н. R. Pitt, 
‘Tauberian theorems, Oxford Univ. Press, 1958. 
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totique 8 asymptotische Reihe 4A acuwmTom- 
ческий pan Н WARZI 【 渐 近 展开 】 设 
a 为 复 平面 (或 Riemann H) ERDARA, 
BRK p.(z)(n == 0, 1, 2,…) ED РДФ, 
R5 z 从 刀 的 内 部 趋 近 于 时， 

Parila) = о(ф,(=)) 
成 立 。 设 Ce) ERD 5 a ЖАЫ U (0 ЖЖ 
DNU 内 为 全 纯 , 当 z 由 忆 的 内 部 趋 近 于 “时 ， 
如 果 对 所 有 的 自然 数 n, 
ж) = aple) + apla) + +++ auo 
+ O(@..(z)) 
都 成 立 , 则 称 当 z€ D, = 一 a 时 , f(z) 能 渐 近 地 
展开 为 
(l) Ж) ~ av + аф) +++ 
crap.) + °° 
或 称 AC) ВЕЖЕ ЕЕ (asymptotic expansion), 
这 时 渐 近 展开 的 系数 a(n = 0, 1,2, 7) 是 
唯一 确定 的 ,这 一 事实 由 
4 = lim Са) Гоа)» 
Li 
a, = lim (160 — Sim )/ o 
= 
WA. a 可 以 是 无 穷 远 点 。 
实际 上 最 常 出 现 的 pale) 的 形式 为 o. 
= фа)" (я) (n = 0, 1, 2，*…) 的 情形 ,其 中 
eG), ФО) 在 DD 内 为 全 纯 ， 例 如 , 设 D = (z 
[о < |z| < оо, large] <=), a= оо, ШК 
式 成 立 : 
о) tog rG) — (410g 20+ (T) =—2) 


+ (—D"™ 


Gn — 1) 2n zn 
其 中 Bala = 1,2,+--) X) Bernoulli Bt, 从 
这 个 公式 出 发 , 当 从 的 内 部 = 一 оо 时 ,近似 
地 有 
TG) ~ VIa ama et, 
这 就 是 Stirling AX, 
当 JG) 在 “处 为 全 纯 时 , ED = (z|o < 
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ја a| <r}, фо) = (z — а)", WILE 
它 的 Taylor 展开 式 
《3) fG) = a a(z — a) + ++ 
十 as(z 一 oa 十 … 
看 作 渐 近 展开 .反之 , Ж JG) £0 < | — al 
< r 内 单 值 全 纯 , 且 能 渐 近 地 展开 为 
O) К) a + a(z — a) + ++ 
+ а: = a) +, 

则 “为 JG) 的 可 去 奇 点 。 从 而 f(z) 在 “处 能 
展开 为 Taylor 级 数 。 由 渐 近 展开 的 系数 的 唯 
一 性 可 知 ,(4) 式 右 端的 无 穷 级 数 在 |z — “| < 
r 内 确实 是 一 致 收敛 的 ,而 且 就 等 于 f(x). 

关于 渐 近 展开 的 收敛 性 ,有 下 列 Carleman 
定理 ([41): 设 在 log (= — а) 的 Riemann 面 
上 , 当 从 以 z 一 “为 顶点 的 任意 角 域内 部 = 一 
а 时 , 渐 近 展 开 (4) 成 立 , 那 末 实际 上 渐 近 展开 
《4) 是 一 致 收敛 的 。 

RIG) 与 g(x) 都 在 D 内 全 纯 , AY z€ 
D, z 一 a 时 能 渐 近 地 展 开 为 = 一 “的 宕 级 数 ， 
则 由 和 与 差 f(z) tee), ВА 1(z)g(z), Bi) 
/g(x) (g(z) #0, z € D) 所 定义 的 函数 也 能 


渐 近 地 展开 为 = 一 a 的 竺 级 数 。 并 且 | 1 dz 


和 f(x) 也 能 渐 近 地 展开 为 z — a J R Wk, 
这 两 个 渐 近 级 数 与 分 别 逐 项 积分 和 逐 项 微分 
1G) 的 渐 近 级 数 所 得 的 级 数 相等 〈( 当 = 为 实 变 
量 时 ,这 一 结论 一 般 不 成 立 ). 

设 {a,}(n = 0, 1, 2,2 ЕЖ, D 
X log (z — a) 的 Riemann 面 上 以 «为 顶点 的 
任意 角 域 。 这 时 恒 存在 函数 1G), 它 在 D 内 全 
纯 , 且 当 z€ D, z 一 c 时 ,能 渐 近 展开 为 (4) 式 . 
这 条 定理 最 初 由 T. Carleman 所 证 明 ， 后 来 福 
原 满洲 雄 (1937) 改进 了 证 明 , 优 项 德 意 (1949) 
又 把 它 推广 到 了 两 个 变量 的 情形 . 

【多 变量 的 渐 近 级 数 】 实际 上 ， 在 微分 方 
程 等 理论 中 经 常 出 现 的 问题 〈 一 非 线性 常 微分 
方程 的 奇 点 ), 还 是 多 变量 的 情形 。 对 多 元 函数 
的 渐 近 展开 ， 能 考虑 各 种 形式 。 例 如 ， 设 原点 
0 = (0, +++, 0) 是 复 п 维 空间 内 域 D 的 边界 
JR, SLR Cas ° ° °> zw) ED 5 0 的 某 邻 域 刀 


的 交集 DAU WEA, BM z= (a tta a) 
从 的 内 部 趋 近 于 0 时 ,对 于 所 有 的 自然 数 N， 


(5) f 


»z)— 了 


m 

+ OClal" + +++ + dul) 
都 成 立 ,就 称 (nat z.) z€ D, z 0M, 
能 渐 近 地 展开 为 


Кз») Ур feet, атай". 
[m 

另外 ,代替 (5), 若 当 = € D, z, — 0 8, 

(6) du s.) 


= S Gen £e OCA) 
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成 立 ,就 称 当 zE D, z. — 0 B, (mns t z.) 


XT Cary cs zs!) 能 一 致 地 渐 近 展开 为 
Kers tta z.) ~ Slee stab. 
m 
PER (ary tt zaa) 为 zo ttt zo 的 全 纯 
有 界 复 函数 。 如 果 所 有 的 fno c za) 能 


渐 近 地 展 成 形 如 (5) 的 级 数 ， 则 能 渐 近 展开 为 
《6) 式 的 函数 ,也 一 定 能 渐 近 展开 为 (5) 式 。 

关于 可 渐 近 展开 的 多 元 函数 的 四 则 运算 、 
微分 、 积 分 、 隐 函数 的 存在 性 等 ,福原 做 过 基本 
的 研究 (1937)。 

【在 微分 方程 理论 上 的 应 用 】 以 x 一 0 为 
非 正 则 奇 点 的 线性 常 微分 方程 组 ， 即 使 存在 着 
能 展开 为 x ICRA BBO И, ARK 
一 般 说 来 也 是 发 散 的 。 孔 . Poincaré 受 T 函数 的 
Stirling 公式 的 启发 ,引信 了 渐 近 展开 的 概念 ,并 
成 功 地 给 发 散 型 形式 解 以 解析 意义 。 从 二 阶 合 
流 型 线性 微分 方程 "开始, 以 至 差分 方程 "、 差 分 
微分 方程 1、 写 成 标准 型 的 常生 分 方程 等 的 解 ， 
都 能 在 某 种 意义 下 用 渐 近 展开 式 表示 出 来 ,万 
其 是 ,对 于 常 微 分 方程 组 , 渐 近 地 表示 它 的 解 的 
最 一般 的 方法 ,有 所 谓 福原 理论 ([2])。 但 这 个 
方法 不 能 求 出 所 谓 解 的 连接 公式 . 当 用 积分 表 
示 给 出 解 函数 时 ,不 仅 能 得 到 渐 近 展开 式 ,而 且 
连同 连接 公式 也 能 求 出 来 的 极为 有 力 的 方法 ， 
有 最 速 下 降 法 !( 一 最 速 下 降 法 ), 这 是 首先 由 了 
Riemann 建立 ,后 来 由 P. Debye 完成 的 方法 。 


[5] [1] ERREN, TR D POR. BR. 
1930; [2] BERAE, RAIDER ARSE, 1950; 
[3] N. G. de Bruijn, Asymptotic methods in analysis, 
Noordhoff, 1958; [4] Т. Carleman, Les fonctions qua- 
si-analytiques, Gauthier-Villars, 1926; [5] А. Erdélyi, 
Asymptotic expansions, Dover, 1956; [6] H. Poincaré, 
Sur les intégrales irrégulières des équations linéaires, 
Ааа Math., 8 (1886), 295—344, [7] W. R. Wasow, 
Asymptotic expansions of ordinary differential equations, 
Interscience, 1965; [8] E. T. Whittaker-G. N. Watson, 
A course of modern analysis, Cambridge Univ. Press, 第 
四 版 1958; [9] M. Hukuhara-T. Kimura-T. Matuda 
(福原 满洲 雄 - 木 村 俊 房 -松田 + M +), Equations différen- 
tielles ordinaires du premier ordre dans le champ com- 
plex, Publ. Math. Soc. of Japan, 1961; (10) W. B. 
Ford, Studies on divergent series and summability, 1916, 
"he asymptotic developments of functions defined by 
Maclaurin series, 1936, Scientific Series, Univ. of Mi- 
chigan, (BH, Chelsea, 1960). 


SWRI [3 polynomial approximation 法 
approximation par polynómes 4b polynomische 
Approximation {Å полиномиальное приближение 
日 多 项 式 近似 ] 在 用 多 项 式 ' 逼 近 一 个 函数 
的 问题 中 ,主要 的 是 : 近似 多 项 式 的 存在 性 , 近 
似 度 ,近似 多 项 式 的 构造 法 ,在 给 定 条 件 下 的 近 
似 ,等 等 。 它 们 与 插值 法 * 有 密切 的 联系 . 
Weierstrass Mii EH (Weierstrass appro- 
ximation theorem) 是 多 项 式 通 近 中 最 重要 的 定 
理 。 它 可 叙述 为 下 列 两 种 形式 : D 设 人 x) 为 
<*< 委 和 内 的 连续 函数 , 则 对 任意 给 定 的 e> 
0， 存 在 多 项 式 Р(х), bar < ¿ 中 的 所 
有 xli) 一 P(x)| < є RIL, 2) W ZOLL 
周期 为 = 的 连续 函数 , 则 对 任意 给 定 的 s>0， 
存在 三 角 多 项 式 
b 
P(0) = У) (a,cosn0 + b, sin п0), 


使 得 1K9) 一 P(0)| < е 对 所 有 的 8 成立。 这 
两 个 命题 是 相互 等 价 的 。 M. H. Stone 得 到 了 
一 条 定理 , 它 把 Weierstrass 定理 推广 到 了 多 元 
函数 的 情形 ,. 关于 Weierstrass 定理 有 各 种 不 同 
的 证 明 (例如 ,高 木 [9] p. 284 一 286). 但 在 1) 
的 所 有 证 明 中 ,揭示 Бернштейн 多 项 式 (Berni- 


teins polynomial) 5 C) (4) ax) — 
臻 收敛 ! 于 [0,11 上 的 连续 函数 fx) 这 个 事实 的 
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证 明 , 是 个 简单 的 证 法 (例如 ,[13] p. 20—21), 
而 2) 由 Fourier 级 数 ' 的 Fejér SEXE! 是 显 见 
的 . 
作为 D ET, RIA: 
(ps 为 正 数 ，limp。 = 9) 的 线性 
AA HE BM [0,1] 上 的 任 一 连续 函数 的 充 
分 必要 条 件 是 D, 1/р„= +оо (Müntz 定理 ). 
ОБН) 设 (e, G0) EE R 的 有 界 
闲 域 4 上 连续 的 线性 无 关 的 函数 组 ， 对 任 给 的 
连续 函数 x), 如果 函数 P(x) = ат) 
达到 inf max A(x) — Р(х), WEK P, (z) 
X Кх) 的 (基于 (фах) 的 线性 组 合 的 ) 最 
{EME (best approximation, best fit approxima- 
tion)。 虽 然 对 给 定 的 n, 在 P.(z) 中 有 实现 最 
佳 逼 近 的 函数 ,但 这 样 的 函数 不 一 定 是 唯一 的 . 
使 它 唯 一 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 于 4 内 的 任意 
n+ 1 КИА x; G 0,1, 2.00050), Н 
BE Coi) (e i= 0, 1, 2 n) 的 行列 式 不 
等 于 零 (Haar 条 件 (Haar's condition) [11]), 
如 果 {qi(x)} 满足 Haar 条 件 ， 则 称 函数 组 
{pa} R= 0, 1, +++, n% Чебышев 组 (Ce- 
һузёу system) 或 唯一 可 解 组 (unisolvent system), 
Га, Б) 上 的 集合 (05 ж, stts ат), LO, n1. E 
的 集合 (1, cosx, +++, cosnx} 和 (0, =] 上 的 
集合 (sing, +++, sinnx}, 都 是 Чебышев 41. 
Наг 条 件 与 下 面 的 条 件 等 价 ， 对 不 全 为 零 的 


< > cupi 的 零点 不 多 于 ”个 . 在 有 限 实 数 
=o 


区 间 上 用 多 项 式 逼 近 ， 以 及 用 三 角 函 数组 构成 
三 角 多 项 式 逼 近 导 期 函数 ,都 能 满足 上 述 条 件 ， 
并 且 给 出 最 佳 逼 近 的 多 项 式 是 唯一 的 。 对 [ay 
b] 上 的 Чебышев 组 {Ф,(х)}, W Pax) 是 
Ф&х)» o GORSEÉUERÉ А Р,(х) 不 恒 等 
于 {4,51 EMER f(x) P.C) 是 f) 
的 最 佳 至近 的 充分 必要 条 件 是 :使 {(x) 一 P,(x》 
的 绝对 值 达 到 最 大 值 的 点 《 偏 闲 点 《〈deviation 
point)) EDA n 十 2 个 , 且 把 它们 按 大 小 次 序 
排列 时 , f(x) 一 Ps(x) 在 这 些 点 处 的 值 交错 变 
(Чебышев 定理 )， 例 如 ,在 区 间 一 1<x < 1 


z ls z" 
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上 以 ”一 1 次 实 系数 多 项 式 P(x) 最 佳 逼近 x 
时 ,就 得 1" — р(х) 27 79 T GO (T(x) 是 
Чебышев SIE" cos(m arc cosr)). 

近年 来 ， 由 于 最 佳 逼 近 有 效 地 运用 在 使 用 
电子 计算 机 进行 的 各 种 函数 的 数值 计算 中 ， 因 
而 已 经 发 展 了 几 种 寻求 最 佳 逼 近 的 方法 (后 述 ， 
或 一 数值 计算 )。 然 而, 34 n >2, BR ACR 
包含 从 一 个 公共 点 射出 的 三 条 不 相交 弧 时 ，4 
就 没有 Чебышев 组 .这 样 ,最 佳 下 近 多 项 式 就 
并 不 总 是 唯一 的 。 

【近似 度 与 连续 模 】 定义 在 Da, 01 上 的 
连续 函数 f(x) ЙО k ЗЕЯ (modulus of con- 
tinuity)， 就 是 
os = 


ш, [Doete] 
其 中 < (4 一 9) 人。 特别 wm 是 寻常 连续 模 . 
Mn KEAS P) m a+ Законе 


+ by sin Да) 2x 为 周期 的 连续 函数 f(x)， 
其 最 佳 再 近 的 近似 度 EIG) 定义 为 EIG) = 
inf тах |/(х) 一 Ps(z)|。E3Cf) 满足 EIG) 
ce 
< ско, (f; Vn + 1)) (Jackson 定理 ), 其 中 
c, St 无关 ， 进而 准确 地 确定 常数 ck 的 工作 ， 
是 由 J. Favard 完成 的 。 关 于 EFG) M olf; 
1) 的 进一步 研究 由 C. Н. Бернштейн, А. Zyg- 
mund 等 人 所 作出 ， 但 还 有 更 精确 的 结果 (C. 
Б. Стечкин) 


(6 1)< 5 D e + yee, 
HARE f € C"([ 一 1;1]) 时 ,存在 最 多 为 
n 次 的 多 项 式 Pu(z*), 使 对 任意 的 *e [—1,1], 
有 
MG) = Рк) < MCV + Lx] /m)/ny 

xe (f; (WV + ао) а), 
其 中 M, EIS f, x fa 无关 的 常数 ,f(x) 是 
К) 的 > 阶 导数 。 我 们 也 有 用 1Kz) 一 P.Cz)| 


估计 o, (2; 0) 的 定理 ， 在 这 些 定理 的 证 明 
中 ,关于 三 角 多 项 式 T.C) 的 导数 的 Bepu- 
тен FER 

maxi T2 G2] < л max] T G2] 

max| PG] < n mx] T4 G2] 


(T, 26 T, 3б ЖК) URKF KI [一 1， 
1] 上 的 (普通 的 ) 多 项 式 P.C) 的 Марков 不 
等 式 

max|P,(z)| 


<n min(1/ 1 — =, n} max |P,(z)| 
等 ,起 着 重要 的 作用 .。 

【用 Fourier 展开 逼近 】 一 般 地 , Gp) 
26 Та, b] 上 的 正规 正 交 系 ! 时 ,使 {pox)} 
的 线性 组 合 在 最 小 二 乘 意义 下 给 出 fe 
La, Б) WREE, BD) ENE Ceat- 
square approximation), 也 就 是 使 


fro - > 2, pale) dz = min 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 o, = (Се Се. 
因而 在 用 三 角 函 数组 确定 的 LEH, Fourier 
BHO A HREM. 在 1,01 <р < 
оо) 通 近 中 , 也 有 同样 的 结论 ; 不 过 , (E— EOM 
近 的 情形 ， 在 用 部 分 和 S.C) 确定 的 逼近 中 ， 
б) — 5.(х)| < 4(logn)ox(f n7) 3r — 
般 地 这 个 结果 不 能 再 改进 。 用 线性 运算 总 能 给 
出 最 佳 三 角 逼 近 的 近似 法 是 不 存在 的 .在 以 
5,(x) 的 线性 变换 确定 的 近似 法 中 ,会 出 现 通 近 
的 饱和 现象 〔saturation of approximation), 即 到 
某 连 续 模 为 止 给 出 良好 的 逼近 ， 但 若 再 进一步 
提高 近似 度 , 则 原来 的 函数 多 半 仅 限于 是 常数 . 
例如 , 当 取 Fejér 平均 ww(x*) 时 , 若 f€ Lip a 
(0<a<1), RI 10) — 0.62] = Оба"). 
但 具有 |f(x) 一 0, (х) 1 = O(n) 这 样 的 近似 
Н (X ЖӨ ИЖ Ка) € Lipl; 而 |Kz) 一 
a, (x)] = (в) 成 立 当 且 仅 当 f(x) 是 常数 (M. 
Zamansky, BHZ PE — BG BERT RO. 

【内 插 三 角 多 项 式 】 设 Кх) 是 周期 为 2< 
的 连续 函数 ,在 区 间 [0,2 =] 的 2.» + 1 个 不 同 


的 点 处 与 Кх) 取 值 相同 的 ” 次 内 插 三 角 多 
项 式 是 唯一 的 。 BK 2m 十 工 个 点 为 z = 
22j/( n 十 1) (i 一 0,1,2,…, 2x) 时 ,内 插 
三 角 多 项 式 有 如 下 的 形式 : 

О. х) 


NEC ONE. sin ((n + 1/2)(z — х,)) 
2nd 5 i) sin (Cx — x;)/2) 


— 1 Í” y sin ((n + 1/2)( — 1) 

„| ою e Эше), 
Ж, @.G) 是 在 [2 nj/(2n +1), 2xG + 
1)/(2 ”十 1)] 上 取 值 2=;/(2* 十 1) 的 阶梯 函数 . 
ES Fourier 级 数 的 部 分 和 有 类 似 的 形式 ， 人 
们 已 对 它 做 过 很 多 研究 。 若 f(x) 是 连续 的 有 
界 变 差 + 函数 , 则 U z) 一 致 收敛 于 РС) Ср. 
Jackson), 虽然 连续 函数 f(x) 的 Fourier 级 数 
IMAR s GO) 几乎 处 处 收敛 于 f(), 但 已 经 
知道 ,存在 使 U.(f, z) 到 处 发 散 的 连续 函数 (J. 


Marcinkiewicz). EELEE SUC) 


到 处 发 散 的 连续 函数 (P. Erdös, G. Grünwald), 
如 果 把 三 角 多 项 式 改 为 代数 多 项 式 ， 并 选取 通 
常 的 Чебышев 多 项 式 ?+ 的 根 为 结 点 〈 即 与 所 给 
函数 必须 取 相同 值 的 点 ) 时 , 则 在 〈 一 1,1) 上 存 
在 连续 函数 , 它 的 Lagrange 内 插 多 项 式 ? 及 其 
算术 平均 都 到 处 发 散 . 

【 复 函数 的 情形 】 设 函数 f(z) 在 复 平 面 
的 有 界 单 连通 ' 域 互 内 解析 ， 并 在 E LER. 
C. Runge, J. L. Walsh 曾 研究 过 函数 f(z) 的 
多 项 式 通 近 问题 。 对 这 样 的 2), 在 E 内 的 任 
意 紧 集 上 ,可 用 多 项 式 来 一 致 运 近 《Runge € 
理 ), 但 完整 的 结果 是 由 M. B. Келдыш 得 到 
的 。 当 不 含 内 点 时 ， 用 多 项 式 台 近 E 内 的 连 
续 函 数 的 工作 ,首先 由 K. Weierstrass 提出 , 而 
后 由 M. A. Лаврентьев 给 出 了 完全 的 解答 . 
作为 把 二 者 包含 在 一 起 的 结果 ,C. H. Мергелян 
得 到 了 下 面 的 定理 〈[7]): ARK ELE 
续 ， 在 E 的 内 部 解析 的 函数 f(z), 能 用 E 上 的 
多 项 式 一 臻 逼近 的 充分 必要 条 件 是 集合 E 不 能 
分 开 复 平面 
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FUR ALT FAW ЯТ РЕ БЕ ЖОШ УТЕ EA 
析 的 函数 ,这 个 问题 已 由 A. Г. Витушкин 做 过 
全 面 讨论 . 

为 了 进一步 明确 在 单 连通 域 上 的 准确 近似 
度 , 有 下 列 定理 : 以 无 穷 远 点 oo 为 极点 的 Green 
函数 "存在 的 区 域 称 为 正则 域 。 RARARD 
的 补 集 天 为 连通 且 正 则 ， 在 天 上 以 无 穷 远 点 co 
为 极点 的 Green 函数 设 为 6(x, y), 满足 G(x， 
y) = lg R > 00810 De. Ж (z) ED 
上 单 值 全 纯 , 则 存在 最 大 的 p, të f(z) TE D, BS 
内 部 单 值 全 纯 。 若 R <p, 则 能 求 得 ”次 多 项 
HPC) (а = 0, 1,55) EIC) — Paz)! < 
M/R" (260) RAL, MEA KF n, = Bt 
Wk. Ж R > о, 则 不 存在 使 上 式 成 立 的 多 项 式 


Bepuurreftu- Walsh), 
[Lagrange 内 插 公 式 】 设 已 给 点 列 20; 
在 


zi? (k= 1,2, «n 1) 处 与 从 z) 取 相同 
的 值 的 ” KBR P.C) 唯一 存在 , 且 
= S Mem. s) 

Pals) ру, 

Çz) = (e E CE 
称 它 为 Lagrange 内 插 公 式 (Lagrange’s inter- 
polation formula), 而 称 右 端 为 Lagrange 内 插 
多 项 式 (Lagrange’s interpolation polynomial), 
Ра) 不 一 定 收敛 于 Кє). 例如 ,对 于 Ks) 一 
1/2, GR ACh = 1,2, n 1) 为 1 的 
n+l KË, Ж Р,(2) = z", 4 |z] < 1 时 ， 
P.(z)— 0,|2| > 1 Bb, P.C) 发 散 ,可 见 只 有 
# 一 1 时 , P,(z) 才 收敛 于 大 z)， 在 实 变数 的 情 
形 ,也 能 作出 PLC) 发 散 的 例子 .但 是 , 当 (C) 
Elz] < p (e > D Pit, # P,(z)JE n 
次 多 项 式 , 它 在 1 的 ”十 1 НЫ Ке) КИН 
相等 , 则 tim PAC) = f(z) Cz] < D 成 立 . 


当 2h? 不 依赖 于 = 时 ,Pwz) 成 为 Newton 内 
插 式 (一 公式 21) 的 前 » 项 的 和 , 称 为 Newton 
内 插 多 项 式 (Newton’s interpolation polynomial), 
其 形式 为 : Pu(z) = a+ a(z — n) + аа 
az —m) + +++ + agla ж) (> 一 ze) 
其 中 a= Ка); a = (G2 —1G0)/Gi — 
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z) (a э© z), a = f(z) (2 = z), SS, Ж 
继 的 系数 可 由 有 限 差 分 法 "依次 求 得 。 Newton 
WES TROMA Dirichlet 级 数 ' 的 收 人 
性 有 密切 的 关系 ( 茧 原 松 三 邹 [10]).。 

[Чебышев HUI] 设 D 为 复 平面 上 的 有 
RAR WREE D LERRA e) fin 
次 多 项 式 , x,(z) 唯一 确定 。 称 rs(z) 为 = 次 
Чебышев 近似 多 项 式 (Cebyšev’s approximation 
polynomial), #% D 单 连通 , f(z) 单 值 全 纯 ， 则 
fz) 的 Чебышев 近似 多 项 式 xs(z) 在 D 上 一 
BKAT f(z), 并 且 存 在 大 于 1 的 数 R 和 不 依 
Mn HM М, Mt LG) — e GOL < M/R" BE 
立 。 如 果 对 Ке) 再 附加 条 件 , 即 可 证 明 存在 党 
B ro LG) С) < MA RE (W. E. Se 
well)， 特 别 是 ,在 对 应 于 f(z) = 2" 的 "一 1 次 
近似 多 项 式 中 ,存在 着 使 max] it + az! 十 … 
+ a,l 最 小 的 = RS, HRT D tj” К 
Чебышев SIAR (Cebyšev’s polynomial) 同 样 的 
陈述 对 实 变量 函数 也 成 立 . 当 D 一 [一 1 1] 
时 , 它 是 cos(marccosx)/2"- 即 通常 的 Чебы- 
шев SAK. t T.C) 为 D 上 的 Чебышев 多 
项 式 ， 则 tim max] T, s) = p(D) 存 在 . 
oD) 和 DD 的 起 限 直径 "及 容量 "是 一 至 的 (例如 
(8). 

即使 用 线 积分 *\ 面 积分 ?估计 近似 度 , 也 可 
得 到 大 致 相同 的 结果 。 设 是 在 复 平面 内 由 可 
求 长 的 Jordan 曲线 5 所 图 成 的 闭 域 ,而 (=) 在 
риён. 设 xz) 是 在 C 上 取 正 值 的 连 
续 函 数 , 则 存在 ”次 多 项 式 ua), 使 

f, KOIKE) = scolas Io 0) 
最 小 .此 时 ,对 大 于 1 的 基数 RED E Is) 
(2)1<M/R* 成 立 (实际 上 xz) 是 过 度 收敛. 
这 个 关于 域 的 条 件 还 可 以 放宽 。 设 =) 在 有 界 
ËB] Jordan 域 'D 上 单 秆 全 纯 , 则 对 于 在 D 上 取 正 
值 的 连续 函数 Ca) En KEDA <,(z), 使 


fcio — scores mas. 这 时 对 大 于 


1 的 基数 R, {ЕР E 102) — =.(z)| < M/R" 
成 立 。 


MEZZ HABE) 设 C 为 可 求 长 的 

Jordan 曲线 , p(z) 属于 LAC). 4 
OX 一 su 

时 ， 就 称 {px(z)} 在 C 上 构成 正规 正 交 
X. 对 于 fz) € L, (C), a= 
| p, GOlas LR GO) pio) n G2 
十 …- 是 Ке) 的 形式 展开 式 . 设 此 展开 式 
的 前 ”项 的 和 为 sz), 则 在 {pA(z)} 的 最 初 ” 
个 函数 的 所 有 线性 组 合 中 , (e)k RhE 
近 , 同时 ， Bessel ASL", Е. Riesz-Fischer 定 
理 1, 以 及 {pKz)} 完备 + 葡 涵 Parseval 等 式 ' 等 
等 ,都 仍然 成 立 (一 正 交 函 数 系 )， 特 别 当 C 是 
Jz] = R if, 1, z, z*,"…* 构 成 线性 无 关 的 正 交 
Ж,» 因为 fw(z) = ae + аз + ++ + анх", ak 一 


Ortes] =} | ass 所 以 


==) 
WR (2) tE C EX C 内 为 全 纯 ， 则 f) 关于 
原点 的 Taylor 展开 式 ? 就 成 为 用 正 交 多 项 式 作 
出 的 展开 式 . 

设 D 为 有 界 闭 集 ， 如 果 存 在 这 样 的 多 项 式 
Pez), 使 对 D 上 的 任 一 全 纯 函数 , 它 关 于 p.) 
的 正 交 展开 在 D 上 一 致 收敛 ， 我 们 就 说 该 多 项 
式 " 属 于 D”， 对 任意 的 域 ， 这 样 的 多 项 式 的 存 
在 和 确定 的 问题 ,是 由 О. Faber 提出 ,并 由 他 
解决 的 ， 其 后 ，G. Szegó, T. Carleman, Walsh 
等 人 又 把 条 件 放宽 了 。 从 Чебышев Wiig E 
知 , 只 要 以 D 的 边界 曲线 C 上 的 线 积分 ,或 D 上 


的 面积 分 把 1, z, z?，,*… 正 交 化 即 可 得 到 这 种 
pz). 
【计算 函数 值 的 数值 逼近 】 用 Taylor 展开 


式 的 部 分 和 逼近 函数 值 的 方法 ， 其 精度 随 着 
离 展开 中 心 点 距离 的 增 大 而 急剧 下 降 。 使 近似 
函数 ol) (主要 是 多 项 式 ) 在 问题 涉及 的 整个 
区 间 [4, B] 上 尽 可 能 一 致 地 趋 近 于 所 给 函数 
x) 的 区 间 通 近 法 ,作为 近似 规范 法 ,有 最 小 二 
FAURE. OTH ARR, Be 
较 适 用 。 HAREM, RERNE Чебы- 
шев 定理 要 求 的 条 件 确定 系数 即 可 .为 此 。 作 
为 第 一 近似 ,常用 关于 Чебышев 多 项 式 的 正 交 


展开 式 ,在 展开 的 n 次 项 处 截断 得 到 p(x), 13 
Ж 10) 一 @(z)| 可 估计 为 截断 误差 的 头 一 项 
Tu) 的 常数 倍 , 其 中 N =n + 1, u= (z — 
CA + B)/2)/(CB 一 42/2). 因而 为 了 近似 地 
简单 地 求 出 eC) E T (u) NEM a G= 
1,2,+++› №), 用 相应 于 w 的 点 х; 处 的 函数 值 


f fli eG = У ag TG) (p a= L 
k=0 N 


Е 
Уа), a7 2 D) Ката) RISE Hee 
N = 


бышев 内 插 法 )。 设 这 样 得 到 的 第 一 近似 多 项 
式 的 误差 的 极 值 为 +M, 把 eG) — К) = 
$M 55 ф(х) — Кк) = 士 MG 一 1 2 
N) 边 边 相 减 得 到 的 式 子 ， 作 为 系数 的 修正 值 
Aa, = d, 一 a, 和 M 的 联 立方 程 ， 解 这 个 方程 
组 .这 样 反复 进行 到 修正 值 充分 小 为 止 。 前 面 
ФЕН Чебышев 多 项 式 近似 , 在 多 数 情形 下 ， 
BASE RHEL. 

在 除法 运算 所 需 时 间 很 短 的 电子 计算 机 
上 ,用 连 分 数 ' 作 函数 的 近似 及 其 最 优化 也 是 有 
用 的 ， 
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FER HRA [Ж system of orthogonal functions 
法 système des fonctions orthogonales 4Ë System 
der orthogonalen Funktionen 4 система opro- 
тональных функций A 直 交 国 数 系 ] 【 正 交 
A) 对 于 测度 空间 ' (X, и) 上 的 复 值 函数 


Ke), GO ХРА 5) 一 | (de н) 


(假定 积分 是 能 够 定义 的 ) 和 范 数 Mtl = 
С. 4s g) 一 0 时 ,我 们 称 1, g EX E 
关于 测度 4 是 正 交 的 (orthogonal). 若 X 是 Eu- 
clid 空间 内 的 子 集 , ^ 是 Lebesgue 测度 m, 则 
简称 为 正 交 。 设 测度 以 函数 p(x) 为 密度 ,而 
B Q0 = | fO GO Gam) 一 0 就 称 
它们 关于 权 (weight) 或 权 函 数 ( weight function) 
(ER. Hf, 8 关于 上 属于 函数 空间 LOO, 
则 内 积 是 能 够 定义 的 .特别 当 ПУР == $, 
称 了 是 正规 化 的 (normalized), 如果 在 X 上 
定义 的 函数 族 Us C0) 中 任意 两 个 函数 都 互相 
正 交 , 则 称 该 函数 族 为 正 交 函 数 系 , 记 为 tj} € 
OCX). WRA f(x) 还 都 是 正规 化 的 , 则 称 
{a} 为 正规 正 交 函数 Ж (system of orthonormal 
functions} 简写 为 ON 系 ), 记 为 (.) € ON(X). 

一 般 地 说 ， 设 {f。} 是 X 上 的 线性 无 关 ' 的 
函数 的 一 个 族 ，R 是 LX) 的 一 个 子 集 ， 当 任 
意 函 数 1e R 能 够 用 U.) 中 的 有 限 个 函数 的 线 
性 组 合 + 在 范 数 意义 下 以 任意 精确 度 近似 时 ,就 
称 {f,} 在 R 内 封闭 (closed). 再 者 , 当 R 是 LAX) 
的 一 个 子 集 , 而 且 U.) € 0CX) 时 , 若 对 于 所 有 
f» Sig Сф, f.) 一 0 的 (x) € R 必定 几乎 
处 处 为 0, 则 称 正 交 函 数 系 {f。} 在 R 内 是 完备 
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的 (complete)。 如 果 在 这 个 R 上 考虑 前 述 CXX) 
的 范 数 , 则 正 交 函数 系 {f} 为 封闭 与 0.) 为 完 
备 是 等 价 的 . 

E(t} € OCX), 则 称 级 数 22e f Gn) 293E. 
交 级 数 (orthogonal series)。 特 别 是 , 若 此 级 数 平 
均 收敛 '( 即 在 LX X) 的 范 数 的 意义 下 收敛) 于 
Cx), WJ c, = С, F/I fa IP. ER en = 1, 2, 
6 9 SUP {fa} 的 展开 系数 (expansion coef- 
ficient) 或 Fourier Ж (Fourier coefficient). 

若 属于 LX) 的 函数 的 序列 {8。} 是 线性 
无 关 的 ,我 们 就 能 用 g 的 适当 的 线性 组 合 的 序 
列 {ta} 构成 一 个 ON 系 ,使 {f,} 所 生成 的 子 空 
闻 与 (g,) 生成 的 相同 .为 此 ,可 以 令 f(x) 一 
С) lal, — 8b fO) 一 v. GO/le. ll. 其 


th gals) m e) — E GolXl Gn 22, 
这 个 步骤 称 为 Schmidt 正 交 化 (Schmidr's or- 


thogonalization )。 

щ {f(x} € ONCX) 时 ， 如 果 设 w(z)e 
LXX) 对 于 {f,(x)) 的 展开 系数 为 c, WU Веза 
GA Deal? < lol 成 立 ;而 等 号 (Parseval 等 
式 ?) 对 所 有 p € LOO 成 立 等 价 于 {f(x)} 在 


LAK) 中 构成 完备 系 . 在 此 情况 下 , Ў) cf) 


称 为 中 关于 {fa} 的 正 交 函数 展开 (orthogonal 
expansion)， 反 之 , 对 于 满足 Deal? < oo 的 任 
意 数列 CL). 只 存在 一 个 以 它 为 展开 系数 的 函 
数 me LOO, ВЖ 
Deel? = lol? eC) = Xie Ск) СРЗ) 
(F, Riesz-Fischer 定理 ). 

【 实 轴 上 的 正 交 函 数 系 】 下 面 设 X 为 实 轴 
上 的 有 限 区 间 Са, 4)， 并 设 X 上 的 函数 取 实数 
值 。 这 时 把 OCX), ONQX 828 O(a, b), ON 
Cab). 1) HAF (2.0) є ONCa P), Lf G1 
<M (常数 ), HERR Xe JL) 几乎 处 
处 + 收敛 , 则 当 п — co 时 c。 一 0。2) 我 们 能 够 
作出 一 个 完备 ON 系 {f(x)} 和 函数 p(x)€ 
Li(a,5), 使 得 p(x*) 的 正 交 函 数 展开 Deaf ox DE 
处 发 散 。3) 若 {fx)}E ONCa 2), Des login < 
оо, MEXR A 于 csf《x) 几 乎 处 处 收敛 ， 这 


里 ,因子 log!n 不 能 以 满足 0<w《n)==olog?n) 
的 其 他 单调 递增 函数 w(x) 代 替 (Rademacher 
-Меньшов #38). K. Tandori 进一步 证 明了 ， 
# co4 0, 且 忆 cp。 对 于 任何 正 交 系 {p} JL 
平 处 处 收敛 , 则 >] cq|7log?n < co. 4) 若 函 数 
9€ LXa, b) 的 正 交 函数 展开 在 集合 E 上 是 
Abel 可 和 ?的 ， 则 它 在 E 上 几乎 处 处 是 (C， 1) 
可 和 的 .一 个 函数 pe La, b) MER KK 
展开 几乎 处 处 (C, 1) 可 求 和 ， 等 价 于 部 分 和 
sz(x) 几乎 处 处 收敛 。5) Wb U.C) € Ома, 
5),1f(x)| < M (常数 ), 则 有 :(i) 设 p(x) XX 
于 {f(x)} 的 展开 系数 为 a。， 则 如 下 的 不 等 式 
成 立 ( 假 定式 子 右 端 存在 ): 


(Sl) «(p са)”, 


这 里 1 <р 2, 1/p + Vp = 1. 反之 ,车 
(Ela, < (1 < p <2), WEE ф(х) € 
Ly(a s b) ERR PCA an 26 ERO RETE ЖК, 
并 有 

(人 oa umm (Blo) 


(F.Riesz 定理 )， 当 这 个 正规 正 交 系 为 三 角 函 
数 系 时 ， 称 为 Hausdorff-Young XB. (i) 
设 按 递 减 顺 序 重 排 (1а) 而 得 到 的 数列 为 
{as}, 1 过 p <2, ДИТ 

Si ап? < ANCO 


E 
3 (4 三 2 时 ,如 果 att? < 00, 则 存在 以 a。 
为 展开 系数 的 函数 pC), 而 且 


C 1ФСх)1*4х < aS afi 


(Paley 不 等 式 )， 上 面 的 4, 4, 分 别 是 只 与 
p 4 有 关 的 常数 ， 当 此 函数 系 是 三 角 函 数 系 
时 , 称 为 Hardy-Littlewood 定理 ，6) ШЖ 
HFEA е 0, Deal < оо, 则 正 交 级 数 
于 cof,(x) 几 乎 处 处 绝对 收敛 7) 更 精确 地 说 ， 


BOG) ар) co， Ж el < 


A, Ссн у" 成 立 (9 > 2). WH et 是 
将 1c.| 按 递减 顺序 重 排 而 得 到 的 数列 . 


【 正 交 函数 系 的 例子 】 下 列 各 函数 系 为 正 
交 函 数 系 : 1) {cosnx}€ 0(0,=)，{ sin nz}e 
O(0, x). 2) {1, cosnx, sinnx} € 0O(0,2=)( 一 
Fourier 0). 3) Жу (х) +14) p(x) = 
о (4 BBR, A(x) > 0 是 连续 函数 ) 当 1 一 
1, Ou, 是 任意 的 特征 值 ) 时 的 解 为 yx)《y,(a) 
= X) = 0), RJ {V 4(z)y-(z) € O(a, b) 
(特征 函数 的 正 交 性 , 一 特征 值 问题 ) 是 正 交 函 
数 系 。4) 当 x* 的 二 进展 开 式 (0 二 x < 1) 08 
第 "个 数字 为 0 时 , 令 rx) 一 1, 为 1 时 , 令 
ra(x) 一 一 1, 25 x RBM HRI, WS 
ra(x) = 0, 于 是 {r,《x)}e O(0, 1). REA 
Rademacher 正 交 函 数 系 (Rademacher’s system 
of orthogonal functions), Rademacher 正 交 函数 
系 不 是 完备 的 ， 但 可 以 认为 这 是 抛 按 硬币 的 随 
机 事件 的 样本 空间 ' ,在 构成 各 种 反例 方面 应 用 
W. 5) 当 w 的 二 进展 开 式 为 n = 2% 十 2" 十 
tee Itn mv x 时 , 令 wax) 
ROOL AOE] 
IER MR. WT Walsh 正 交 函数 系 
CWalsh's system of orthogonal functions), 可 以 认为 
这 是 二 进 数 群 的 特征 标 群 ， 并 且 可 以 得 到 许多 
类 似 于 三 角 函 数 系 的 定理 .6) 区 间 [0,1] 上 按 
ж) V2", z€ (CR — 1/2", 

m (k — 1/2)/2"), 
= —/?", z€ ((k — 1/2)/2",k/2"), 
—%, ` xel = 0/27,1/27), 

l*k 1<1< 2" 

5E XLI TE SE KA ANC x) (1 27, 1<m), 
称 为 Haar 正 交 函 数 系 《Haar’s system of or- 
thogonal functions), 连续 函数 f( =) 的 Haar 展开 
хаР f(x). 

【 正 交 多 项 式 系 】 (> 公式 20) 设 给 定 定 
义 于 实 轴 的 区 间 Са, 6) 上 的 权 函 数 p(x)( 设 
lz) > 0, 几乎 处 处 有 ex) > 0), fü BCa 2) 
上 的 函数 1,& 的 内 积 定 义 为 


а= [e Кж) ess. 


将 (at) (0 = 0, 1, 2, +++) BE Schmidt EZ 
化 ' 方 法 关于 plx) 进行 正 交 化 ， 若 规定 最 


EZERA гл 


高 次 项 的 系数 为 正 ， 便 得 到 关于 ф(х) HE 
REZA {ps(z*)}。 p) 是 = 次 多 项 式 ， 称 
HART RAR p( x ) 的 正 交 多 项 式 系 (system 
of orthogonal polynomials), 这 种 多 项 式 系 在 
Lia, Б) 内 是 完备 的 , LPC, b) 定义 为 满足 


[Go PoC dae < oo 的 函数 1 所 成 的 空间 . 


换 名 话说 ,函数 系 {V eG) p(x)} Ga = 1, 2, 
-e ) 在 通常 的 LLa, 5) 空 间 中 构成 ON 系 .在 
关于 {р.(х)} 的 展开 级 数 的 收敛 问题 的 讨论 方 
ii, Christoffel-Darboux 公式 


> P .G)p (z) 
= 
аы Pepe) — p Dpe GP) 


а. p; 
Cans Gets 为 某 常数 ) 起 着 重要 的 作用 

在 古典 的 数学 物理 中 有 几 种 重要 的 特殊 函 
数 是 用 正 交 多 项 式 系 的 形式 给 出 的 . 

1) 在 区 间 [ 一 1,1] RA ex) = (1 х)" 
x) (a > —1, 8 > 一 1) 时 得 到 的 正 交 多 
项 式 是 Jacobi 多 项 式 (Jacobi's polynomials) ,但 
是 也 有 人 将 在 区 间 [0,1] 内 关于 w(z) 一 (1 一 
x)! 的 正 交 多 项 式 系 定义 为 Jacobi 多 项 式 系 ( 公 
式 20 У). Jacobi 多 项 式 中 的 a 一 8 时 ,得 到 特 
种 球 多 项 式 《ultraspherical polynomials) 或 Ge- 
genbauer 多 项 式 (Gegenbaucr's polynomials) 
(一 公式 201). Ха 8 一 0 时 得 到 Legendre 
多 项 式 '; a= p = 一 1/2 时 得 到 Чебышев 多 
R. Чебышев 多 项 式 (Cebygev's polynomials) 
T。(z) = cos (n arc cosz) 是 特殊 的 Jacobi 多 项 
式 , 它 还 出 现在 最 佳 远近 问 题 中 (一 公式 20 П, 
S SORGE). 

2) 在 区 间 (0,oo) 内 , 令 p(x) 一 ze 时 
得 到 的 正 交 多 项 式 〈 适 当地 决定 党 数 系 数 ) 是 
Sonine 多 项 式 (Soninc's polynomials) 或 连带 的 
Laguerre 多 项 式 (associated Laguerre’s polyno- 
mials). Z a 为 正 整 数 m 的 情形 下 ,得 到 的 正 交 
多 项 式 为 SP (x) = rrer (20те )/dz"). 
在 m 一 0 的 特殊 情形 下 ,得 到 Laguerre 多 项 
式 (Laguerre's polynomials)， 这 时 ,通常 乘 以 常 
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数 ,将 它 正 规 化 为 LG) =f 2 ne) 
т dz" 


《一 公式 20 VD. Laguerre 多 项 式 应 用 在 区 
间 (0, оо) 的 Gauss 型 的 数值 积分 法 ?+ 中 
连带 的 Laguerre SHR WHE BIR ЙО Schra- 
dinger 方程 的 解 中 。 这 个 正 交 多 项 式 系 还 应 用 
在 类 氧 原子 的 近似 特征 函数 和 气体 理论 中 分 子 
的 速度 分 布 函数 的 展开 中 。 

3) ERI (—со, о) 内 , 令 plr) = ет" 
(R 6777) 时 得 到 的 正 交 多 项 式 〈 除 了 常数 系 
数 ) 是 Hermite 多 项 式 (Hermite's polynomials) 
H,(2)=(—1)te" (ае Јаз") САЗ 201V). 
Hermite 多 项 式 是 抛物 柱 面 函 数 (一 合流 型 函 
数 ) 的 特殊 情形 ,作为 关于 谐振 子 的 Schrodinger 
方程 的 特征 函数 而 出 现 。 它们 还 与 概率 积分 有 
关 , 可 应 用 于 数理 统计 。 


4) 将 内 积 定义 中 的 积分 用 S Hm) а) 
> 


代替 ， 这 样 得 到 的 多 项 式 是 与 所 谓 选 点 正 
交 性 (orthogonality for finite sum) 有 关 的 选 点 正 
交 多 项 式 ' (一 公式 20 VI1)， 关 于 选 点 正 交 多 
项 式 及 其 在 最 小 二 乘 融 近 方面 的 应 用 ， 一 曲线 
拟 合 。 这 个 都 门 的 技术 工作 者 往往 将 选 点 正 交 
多 项 式 简称 为 “ 正 交 多 项 式 ”, 因此 必须 注意 不 
ERM. 

(Ф) [1] 5. Kaczmarz-H. Steinhaus, Theorie der 
Orthogonalreihen, Warsaw, 1935 (Chelsea, 1951); (2] 
G. Szegd, Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc. 
Colloq. Publ.,1939, [3] R. Courant-D. Hilbert, Metho- 
ds of mathematical physics, 1, Interscience, 1953 (R. ё 
M, D. ЖАМАН, MOLIRI He Т, МЕЕН, 1977); 
(4] Е. G. Tricomi, Vorlesungen über Orthogonalrei- 
hen, Springer, 1955, (5) MERNE, MAG BES 7 
解法 u, ИШ /部 ， 兰 波 ,1941; [6] G. Alexits, Conver- 
gence problems of orthogonal series, Pergamon, 1961098 


文 版 (1960) 的 增订 译本 ); [7] G. Sansone, Orthogonal 
funetions，Interscience， 英 文 修订 版 1959. 


Fourier 级 数 [3 Fourier series 法 séries 
de Fourier #& Fouriersche Reihe {А ряд Фурье 
8 7 一 9 хх }] (Fourier 级 数 】 三 角 函数 
系 一 
W/V 3x, созк/// ж, sinz/ mo nns 
coskx/V =» sinkz/V z, s 


ЖЕ (—=, =) 上 构成 正规 正 交 系 + (一 EZAM 
系 ). 设 Кх) 在 区 间 (—=, =) 上 是 Lebesgue Ж 
义 下 的 可 积 函数 〈 在 本 条 中 ,积分 都 假定 为 
Lebesgue 积分 +), 则 称 

am af 10) cosked, 


DES i |. fG)sin ki ds 
(k —0,1,2, ---) 为 х) 的 Fourier 系数 
(Fourier coefficient)， 由 这 些 系数 记 作 的 级 数 


a) iet Sida aka + basin kx), 
“л 


称 为 Кх) 的 Fourier 级 数 ， 常 简 记 为 Sif). 
我 们 把 (1) 是 f(x) 的 Fourier 级 数 这 一 事实 记 
为 
10) 40/2 + Earcoskx + b, sin kz). 

一 般 地 ,以 任意 实数 a4, b, 作出 的 形 如 (1) 的 级 
数 称 为 三 角 级 数 (uigonometrical series). 由 于 
级 数 (1) 以 2 = 为 周期 ,所 以 设 Kx) 也 以 2 为 
周期 ,其 定义 域 拓展 为 (一 co ,co )、 研 究 Fourier 
级 数 的 性 质 和 它 在 怎样 的 意义 下 才能 表示 原来 
的 函数 ， 是 Fourier 级 数理 论 的 主要 问题 ， 因 
为 ce cosx + isinx, 所 以 若 令 2ck ay — 
ibp с = 6o MWE 


an L| eed, k=0,+ 1," 


FE f 的 Fourier 级 数 能 写成 复 形式 《complex 
form): 


之 
其 中 级 数 的 部 分 和 取 为 对 称 的 D) oet 的 形 


=. 
R. 
在 单位 圆周 = 一 “жайнай + 


У) (a — iby) = 时 ,其 实 部 就 是 上 述 三 角 级 数 


ket 


(1), 其 虚 部 成 为 常数 项 是 0 的 级 数 : 
—i Сї өске, 


I 


FEM = BMC AFM I (conjugate series, 


allied serics)， 若 写成 实数 形式 , 它 就 成 为 
Q) Эши оа 
x = 

Кх) 22 caet. g(x) ~ > det, MI 


m 
iem LI iG — oso 


~ E c d ent, 
D cd 


<. 
由 第 二 个 式 子 定义 的 D 8g， 称 为 了 与 ?的 卷 积 
(Ж convolution 德 Faltung). 

Ж Кх) 绝对 连续 7, 则 还 有 


Г) b. сце" 


一 > RC bycoskx — a, sin kz). 


= 
再 设 /(x) 的 不 定 积分 为 F(*)， 藻 适当 选取 积 
分 常数 C , 则 

Fn) 一 cor~C+ У Bett 


Кс 


- <1 ау зіп kx 一 bycoskx 
C+ > DE TUE 
С 表示 省 略 了 《一 0 的 项 ). 若 1e L (22, RI 
4 n — co tht, f 的 Fourier 系数 c. (АЙП а, E 
bn) 收敛 于 0 (Riemann-Lebesgue 3E38). 其 
次 , 若 f€ Lipa (0 < a <1) (ИП а vx Lip- 
schitz 条 件 '), 则 c, = O(n7*), 25 f HA ABE 
3Et, W с, = On"). # f€ LC я), MJ 
Parseval 等 式 


EG исра a+ Ža +) 


-2 Siar 


к=. 


RI. HARE F. Riesz-Fischer 定理 + (一 公 
RUD. 

【收敛 性 检验 法 】 设 了 的 Fourier RR 
SU] 的 前 » GAH s(x) (一 0。1，2，…)， 
则 有 


„= if G+ 20.02, 
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D,G:) = Csin(n + 1/2)2)/2 sin (1/2), 
称 D。(z) % Dirichlet #& (Dirichlet’s kernel). 
因为 若 令 p) = ба) 006—0) 20), 
就 有 

sl) = 12) = 3 [e copus 
所 以 为 求 使 lim +„(х) = f(x) 成 立 的 条 件 ， 只 
要 求 出 上 式 右 端的 积分 当 s — co 时 收敛 于 0 
的 条 件 即 可 . (х) 5 Са) 在 长 度 为 正 的 区 
г ЯНА), ЈО Fourier BHM ff) Fourier 
级 数 之 差 在 工 的 内 部 一 致 地 收敛 于 0, 称 它 为 
局 部 化 定理 (theorem on localization), 

下 面 举 出 几 个 判定 收敛 性 的 条 件 : 1) 车 
x) 在 (a,5) 上 有 界 变 差 , 则 的 Fourier 级 数 
Sf] Æ (a,b) 上 收敛 于 GC + 0) + IG 一 
0))/2. 如果 fx) 还 连续 , 则 级 数 SL] 在 (a 二 
6,6 — 6) 上 一 致 收敛 (Jordan 检验 法 (Jordan's 
test))。 作 为 它 的 特殊 情形 ,在 〈 一 *，x) 上 只 有 
有 限 个 极 大 、 极 小 和 有 限 个 不 连续 点 的 有 界 函 
数 具 有 收敛 的 Fourier 级 数 ,这 称 为 Dirichlet 
检验 法 .例如 , 若 f(x) AR, WH Fourier 级 


BERF (Qo. 2) ж Oase o, щ 

SL] # z АР Со) (Dini 检验 法 )，3) 若 
оао), 

iof" Ier) e G1, =0, 


Dn 
则 SLf] 收敛 于 f(x) (Lebesgue 检验 法 ). 
Dini 检验 法 与 Jordan 检验 法 互 不 包含 , 而 
Lebesgue 检验 法 包含 前 面 两 个 检验 法 , 但 用 
起 来 不 一 定 方便 . 4) VIGO dE (a Б) ЕЖ 
续 , 在 该 区 间 上 tim o(8 ) log 1/8 一 0( 其 中 (8) 
eism Iai) — Каз) 1), XJ SIH] (а +e, 
b—e) 上 一 致 收敛 《Dini-Lipschitz 检验 法 ). 

【可 和 性 】 一 般 地 说 ,检验 Fourier 级 数 的 
收敛 性 是 麻烦 的 ， 但 求 和 法 * 却 给 出 简单 的 结 
Ж. ЖНЕ Fourier ЖТР (C, 1) 求 和 法 的 部 
f mig e (x) m GG) + ala) +++ 
2.0:))/ (в + 1), BJ 
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eG) - 16) = 1 (ок оа, 


其 中 
= E sin((n + 19/2) V 
mi E 15( sin (5/2) у 


Ж K (226 Fejér #&(Fejér’s kernel) .而 称 rs(z) 
为 Fourier 级 数 的 Fejér 平均 (Fejér's mean), 
Ж f(z x0) 存在 , Wo (x) (Cx r0) + 
f(x — 0))/2,80 f 的 Fourier 级 数 在 点 x 处 (C， 
1) 可 和 于 (Kx 十 0)+1(z* 一 0))/2. # (z) 
在 一 闭 区 间 上 连续 , 则 S[ 力 在 这 区 间 内 一 致 地 
(C, 1) 可 和 (Fejér 定理 , 1901)。 一 般 来 说 ， 
由 于 连续 函数 的 Fourier 级 数 不 一 定 收敛 《 见 
后 述 )， 所 以 这 个 结果 表明 级 数 求 和 法 的 重要 
性 。 这 个 结果 关于 (C, а) 求 和 法 也 成 立 (a > 
0). 更 一 般 地 , 若 (х) L(—=, =), WI et 
ДР (С, а) 可 和 于 f(x) (Н. Lebesgue), 
一 般 地 ,因为 (C,， a) 可 和 的 级 数 也 是 Abel 可 和 
的 +, 所 以 ,上 述 事实 也 能 就 Abel 求 和 法 ' AL 
Ж. PHO f 10 Fourier 级 数 的 Abel 和 记 为 f(r， 
х), 则 得 

Kriz) = ie + У) (а„созяк + busin пх)" 


-L[ + onn. 


其 中 B) = (Q—70)/20—2rcost4- 7), 
Q« r- 1, P1) 称 为 Poisson Ж (Poisson's 
kernel), HF f(r, x) 在 单位 圆 内 是 调和 函 
数 ', 又 当 r— 1 P, (ro) 在 单位 圆周 的 几 
平 所 有 点 处 都 收敛 于 万 *)， 所 以 它 成 为 关于 单 
位 圆 的 Dirichlet 问题 ?的 解 . 

[Gibbs RR] ik f(x) 是 有 界 变 差 函数 ， 
0 是 它 的 不 连续 点 ,并 设 九 0) = 0, /(+0)= 1 
> 0, 帮 一 0) = 一 !。 则 部 分 和 (zx) 在 0 的 邻 
域内 收敛 于 (1), 但 并 非 一 致 收敛 ,而 有 


lim x (z) 一 BE (rat de md X 11789... 
aR Na) ele t 


因而 lim (x/n) > 1, 即 发 生 Кх) BY š И hi 


线 s (z) BRERA 0 < y < ! 为 大 的 区 间 
O<y </ х 11789--- 上 的 现象 (在 左 侧 当然 


关于 原点 为 对 称 )。 这 种 现象 称 为 Gibbs 现象 
(Gibbs' phenomenon). 一 般 地 ， 设 在 a 的 邻 域 
Wi fx) > Кк), Ка + 0) > Ка)( < Ka)), 
HGE x >a + 0, lim fag (tm) > (а + 0X< 


Ка + 0)) 成 立 的 【xm} 存在 时 ,就 称 f(x) 在 
a MAME Gibbs LR. 有 界 变 差 函 数 Кх) 
的 Fourier 级 数 的 部 分 和 sax*), fE (Cx) 的 ( 非 
可 去 ) 不 连续 点 的 两 侧 必 呈现 这 种 现象 。 但 是 
Fejér 平均 os(*) 不 发 生 这 种 现象 . 
GEHRIG f(x)e L(—=,=), R| 


А 
Ic) - — Lim l'(u6-0—16— 297) 
对 几乎 所 有 都 存在 。 Ka) Mob IG 03858 
函数 (conjugate function), f(x) 的 Fourier 级 数 
К 5[f] 对 几乎 所 有 x 都 (C, a) 可 和 
+ Кх) (а> 0)， 因 而 也 是 Abel 可 和 的 , 但 
即使 Kx*)e L, (—=, =), Ke) 也 未 必 属 于 
L(—x, к). ЭК) ВВ EE 


基 个 函数 的 Fourier MB, Din, У) sosmx 是 


әта logn 


HA fe LK 一 <， =) 的 Fourier Se E CORR 
ан У) Яз RB L= н) ФНК 


Fourier 级 数 . 若 Hx) € L > 1), BU Ke) € 
і. < аЛ SLA) = S171. #1769) 1- 
log +17 (z)| Li, MJ Кх) є L, B ŠIH = 
SUF]. ХВО Сх) Р Zygmund Ж (Zyg- 
mund class), 此外， 在 这 种 情况 下 ， 存 在 常数 
ARB, 使 得 


G Plas а CC йо: + B. 
d ñ 


Hf ATR. MF 对 任意 0 < p < 1 可 积 ， 
В. Jl, < в, < p 1). 若 Kz)e L, B 
Kede Lo W Sif] = Sl], # Кх) Є Lipa 
(0<а<1), W Кх)є1, E. х) є Lipa, 
然而 ,即使 f(x) € Lip1， 也 未 必 有 Kx) € Lipl， 
即使 Kx)e C, HK-BA Ke)€ С. KR 
数 对 Fourier 级 数 部 分 和 的 收敛 性 是 重要 的 . 


Ceska 一 般 来 说 ， 当 (in CO 一 
Hx) lda 一 0 时 ,就 称 fax CEL 01 E) p x 


平均 收敛 ?于 Кх). RFRA RS K) 
€ L(p > 1)， 则 s) 与 3,62 分 别 ? 次 平 
38 k @ + Кх) У Ka); # f€ L,, WHET 
0 «p 二 1, sx) 和 5(x) 分 别 P 次 平均 收敛 
Ф Кх) Кх). 车 |KKz)llog+IKz)1e Li 
W s (22,5, (322 ЗР ЗИС Се) IG. 
把 sx) 与 (x) 用 各 自 的 (C, а) 部 分 和 (o> 
.0) 替换 后 ,相同 的 结果 仍然 成 立 . 
从 这 些 关系 可 以 得 到 推广 了 的 Parseval 等 

式 : BE Mx) EL ps z(z)€ L 1/p+1/4 一 1)， 
Кх) 和 gC) 的 Fourier Ж 9120 das ba 和 
an, b. s MJ 

1 (2 1 , Й " 

A pie = a, D Conte + bbe). 


e 
CA, 的 解析 函数 】 当 单位 圆 内 全 纯 的 函 
数 wz) 一 2) et XT p> 0 有 
С 
ша 2 f loCre*)l'aó < M 
roi 2x Jo 
成 立时 ， 就 称 pC) 属于 Hardy Ж (Hardy 
cas) H, (p > 0), 对 于 属于 H, 的 函数 eG)» 
在 单位 圆周 上 的 几乎 所 有 点 处 ， 非 切 向 极限 
limp) — ee) BEE. ECSR ФС) = 
1(0)2- COSE » RJ КӨ), CO) CT. 1,020), 
щ pl tht, КӨ) ЖУ КӨ) ЯТА), 8 
1<р < oft, H, 5 L, ВЗ p = 1 或 co 
RY, H, ML, 是 不 同 的 类 , 
用 ,函数 的 理论 能 论述 Fourier 级 数 的 
某 些 性 质 ， 例 如 , B СӨ), КӨ) 都 是 有 界 变 差 
函数 , 则 w(ee) 绝 对 连续 , 且 其 Fourier. 级 数 绝 
ПЖ. mh 


«6 - (fa - оеш)”, 
ee) = (fla rar 


> " 
x Fleer Par, ar) 
А 


(PCr, 2) % Poisson BO, Bl g(8) < 2g*(0), FF 
存在 常数 As В, C 和 A,, 使 得 


É КОШ; «a ]e(e*)1*20, p > 0, 


Fourier 级 数 725 
> м 
[eye a (есен) мадзе > 1, 
(К leroy 120 < в |” lel tog] 140 + c, 


3 " а 
f есөд < A, ( |° P ‚ 0<и<1 
REIL. 18 ple”) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 为 
1.00), Fejér 平均 为 cs(6)， 令 

ro- (3; 10 — eI үл, 


则 有 关系 式 0 = A, < g'(0)/Y(0) < 4:00. 
由 此 ， 如 果 指 标 л, 满足 8 > п/п, > а> 1, 
则 对 于 olet) € Н, (p > 1), s (0) 在 几乎 所 
有 点 处 收敛 于 ple”), Bi А0) 一 co ACO) 


= Sects ко) - (Уак) 


nat 


h aCe) ~ У) esent WA CON, < 4,11, 
(po 1) 之 闫 的 关系 式 . HIE L< < 2), 


则 
ye 


Го асу 
А | Clog (о + 2)” 
< 4, иб. 


Ж ф(«)є H, (0 < p <1), HJ Dene? 在 几乎 
所 有 点 处 (C, p 一 1) 可 和 于 oe), 所 有 这 
些 结果 ,起 初 由 J. E. Littlewood-R. E. A. C. 
Paley 给 出 ,其 后 由 A. Zygmund 推广 ， 而 更 精 
确 的 结果 ,由 E. Stein《[11]),， 洲 之 内 源 一 郎 
([12]), 矢 野 茂 树 ([131) 等 人 获得 ， 
【几乎 处 处 收敛 和 发 散 】 P. du Bois-Rey- 
mond 在 1876 年 指出 ,存在 这 样 的 连续 函数 , 它 
的 Fourier 级 数 在 某 一 点 发 散 。 但 连续 函数 的 
Fourier 级 数 是 否 几乎 处 处 收敛 ( 即 在 几乎 所 有 
点 处 都 收敛 ) 这 一 问题 〈 称 为 du Bois-Rey- 
mond 问题 ) ,长 期 没有 得 到 解决 ，1966 F, L. 
Carleson ШЕВЯ, L, 中 的 函数 的 Fourier 级 数 几 
乎 处 处 收敛 《[14])。 因而 连续 函数 的 Fourier 
级 数 几乎 处 处 收敛 。 他 更 进一步 指出 : # fe 
LG < p < 2), 则 在 几乎 所 有 点 处 ,有 sz) 一 
ol log log log n),3f B Ж: f(log*}7] )** € L,Ca> 
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0), 则 在 几乎 所 有 点 处 ,有 sx) 二 o《 log log n). 
R. A. Hunt [16] 用 Carleson [14] 的 方法 证 明 
3E 


> > 
J бар! Ged] yas < n Ordes 
1<p<=%, 
ERAN AEL < p < оо) 的 Fourier 级 数 
几乎 处 处 收敛 、Hunt 还 证 明了 


> 
INC 


«a сао + А. 
另外 ，P. Sjölin 证 明了 : 若 
(еи ов tonlogt Ifl de < 0, 


TW fx) 的 Fourier 级 数 几乎 处 处 收复. 
33—271, А. Н. Колмогоров 给 出 了 这 

样 一 个 函数 Kx) 的 例子 ，Kx*)e L， 且 到 处 都 

有 lim sup|s,(2)! = оо (更 精确 地 说 ， 在 几乎 


所 有 点 处 都 有 lim supjsn(z)| 一 co). 把 它 变形 , 


也 已 给 出 在 几乎 所 有 点 处 都 有 imsup] s G1 
< oo, 而 s(x) 却 振动 发 散 的 例子 (J. Marcin- 
kiewicz). fE H, 中 还 存在 着 这 样 的 函数 ， 它 的 
实 部 的 Fourier 级 数 《 如 前 所 述 r(x) 几乎 处 
处 收敛 ) 在 几乎 所 有 点 处 都 发 散 (G. H. Hardy- 
W. W. Rogosinski- 洲 之 内 )。 其 次 , 对 任意 给 
定 的 零 集 , 能 作出 一 个 连续 函数 ,使 它 的 Fouricr 
级 数 在 所 给 集合 上 发 散 〈J.-P，Kahane-Y，Ka- 
tznelson (151). 

【绝对 收敛】 为 使 三 角 级 数 ao/2 + Elan 
X cosx +b, sin nz) 绝 对 收敛 ,显然 ,， EC lanl + 
l5, D < © 成 立 是 一 个 充分 条 件 . RISE 
三 角 级 数 在 一 个 正 测度 集 上 绝对 收效 。 则 有 
Tae] + 12,1200 (Denjor-Jlysm W). 
3 Кх) € Lip oa > 1/2), 则 其 Fourier 级 数 绝 


对 收 化， 但 当 = 一 去 时 ， 这 一 结论 不 一 定 成 


3r. fhifa e) 为 有 界 变 差 且 E Lip а(02>0), 
则 其 Fourier 级 数 绝对 收敛 。 再 设 `' 帮 zx) 的 Fou- 
пег 级 数 绝对 收敛 且 Кх) 的 值 属于 (z, 2), 8 
gp(z) 为 复 变量 函数 并 在 (a, b) 的 所 有 点 处 全 


纯 , 则 p(f(x)) 的 Fourier 级 数 绝对 收效 (Wie- 
ner-Lévy £32). (iin, MR Кх) 0, B 
f(x) 的 Fourier RRA WC, ABA 1/Kx) 的 
Fourier 级 数 也 绝对 收敛 。 反 之 , 设 p(x) 为 定 
义 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 的 函数 , 若 对 于 具有 绝对 
收敛 的 Fourier 级 数 的 任意 函数 Kr) (e)l 
< 1), Ф(Кх)) 的 Fourier 级 数 还 绝对 收敛 , 则 
能 把 p(x) 开拓 为 复 变量 函数 ol), H plz) 在 . 
[一 1,1] 的 各 点 处 都 是 全 纯 的 (Katznelson[ 101), 

这 方面 许多 问题 还 没有 解决 ， 特 别 是 ， 关 
于 确定 具有 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 的 函数 的 
结构 ,还 没有 完满 解决 . 


【唯一 性 集 】 设 У) (а, cosnz- b, sin nx) 


为 任意 的 三 角 级 数 ,但 不 一 定 是 Fourier AM. 
车 在 一 个 正 测度 集 上 а„созпх + b,sinnx — 0 
成 立 , 则 有 an 2, 一 0 (Cantor-Lebesgue Ж 
3). 设 E 为 (一 x, <) 中 的 集合 , 若 仅 当 三 角 级 
数 的 系数 全 为 0 时 , 它 才 在 E 外 处 处 收敛 于 0, 
则 称 已 为 唯一 性 集 (ser of uniqueness fj 29 U 
Ж; 反之 , 若 存 在 在 E 外 收敛 于 0, 而 其 系数 不 
全 为 0 的 三 角 级 数 时 , 则 称 E 为 相 重 性 集 (set of 
multiplicity) 简称 为 M 集 。 С. Cantor ЕВЗ, 有 
限 集 是 口 集 , 而 W. H. Young 证 明 ,可 数 集 也 
EUR. 显然 任意 正 测度 集 忆 是 M 集 ,但 内 E. 
Менышов 证 明 ， 也 存在 测度 为 0 的 完全 M 集 . 
而 H. K. Бари 证 明了 存在 WU 型 的 完全 集 (14])， 
然而 ,唯一 性 集 的 构造 问题 ,尚未 完全 解决 . 

如 果 存 在 正 整数 序列 m < m<- 和 区 
闻 1, 使 得 对 每 个 z€ E; inar) 中 任 一 点 
(mod 2 x) 都 不 在 TA, 就 称 集合 E 为 HH 型 的 . 
н HR, 这 一 事实 是 A. Rajchman 给 
Н. И. И. Пятецкий-Шапиро # Н 集 推广 
为 Hm 131. 

缺 项 三 角 级 数 是 只 有 很 少数 的 项 异 于 0 的 
三 角 级 数 . 这 种 级 数 可 写 为 
У) Caicos ix + bv sin mx) = > AG) 


=з 
MER. S. Sidon 确立 了 这 种 级 数 的 某 些 特征 
性 质 ,他 进一步 推广 了 这 些 性质 而 得 到 了 Sidon 


集 的 概念 (一 调和 分 折 )。 我 们 常 更 特殊 地 定义 
缺 项 级 数 为 这 样 的 级 数 ,对 于 它 ，mx 满足 Ha- 
damard 空隙 条 件 : ntrvym > 49 > 1. FTE, Ë 


àa 22) AR WBS? а) 几乎 处 
ж. Б>, ЖУ) А) 在 一 个 正 测度 集 
ё 


Wk, 则 27 (ai +) йж. 这 一 定理 与 
кл 
Rademacher 级 数 ,随机 Fourier 级 数 有 联系 [4] . 
【多 重 Fourier 级 数 】 从 单 变量 Fourier 级 
数 按 常规 推广 为 多 重 Fourier 级 数 是 容易 的 ， 
不 过 要 获得 有 意义 的 结果 却 是 困难 的 。 然而 ， 
最 近 在 这 个 领域 里 ,已 有 了 若干 重要 成 果 . 
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Warsaw, 1935; [2] А. Zygmund, Trigonometric series 
1, Hl, Cambridge Univ. Press, 1959; [3] С. Н. Hardy- 
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科学 技术 出 版 社 ，1978); [4] H. K. Bapa, Tpurouo 
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plications to Fouries series, T6hoku Math. J., (2) 11 (1959) 
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ot partial sums of Fourier series, Acta. Math., 1161966), 
135—157; [15] J.-P. Kahane-Y. Katznelson, Sur les en 
sembles de divergence des séries trigonométriques, Studia 
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convergence of Fourier series, orthogonal expansions and 
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570, [18] R. Salem, Algebraic numbers and Fourier 
analysis, Heath and Co., 1963, [19] J-P. Kabane, 
Some random series of functions, Heath and Co., 1968. 


Fourier 变换 — 727 


Fourier 变换 [j Fourier transform k trans 
4k Fouriershe Transfor 
mation {Å преобразование Фурс 日 7— 9 
= 变换 ] 设 f(x) 为 定义 在 (一 covco ) 上 的 实 
шан, а [T (ee dr LUN 


角 积 分 (trigonometric integral) 或 Fourier 积 
分 (Fourier integral), ( 设 积分 为 Lebesgue 4 
5.) 如 果 1G) € L, (~, œ), KC) 在 


(00,00) LH ко de = OCT YT 
xo), M|” Серан Blim (7 160 
хК(аг}ах = о, ЮНЕ, fn KCO 一 “ 
则 当 ineo 时 ,| 1G) e7" d+ (Riemann. 


Lebergue 定理 ). 

(Fourier 积分 定理 】 I) 在 * 的 一 个 
邻 域 中 为 有 界 变 差 +， 或 更 一 般 地 满足 Fourier 
级 数 收敛 的 某 个 条 件 (一 Fourier 级 数 )， 此 
时 ,为 使 Fourier 单 积分 定理 (single integra 
theorem of Fourier) 

C1) GG + 0) + f(x — 0))/2 

=з [oaa 
成 立 ,只 须 以 下 1), 2), 3) 中 之 一 成 立即 可 : 
1) fG)/z {Е x = £00 的 邻 域 中 属于 L. 2) 
f(x) x Sx — + oo 单调 地 收敛 于 0.3) f()/x 
取 g(x) sin (pz + q) 的 形式 ， 而 当 * 一 + оо 
时 g(x) 单调 地 收敛 于 0СЖ{Д—, 1934), (1) 
BAMA Dirichlet 积分 (Dirichlet”s inte- 
gral), 

又 当 JG) ERK x 的 一 个 区 间 内 为 有 界 
变 差 (或 满足 Fourier 级 数 在 * 处 收敛 的 别 的 
条 件 ) 时 ， 则 Fourier 二 重 积分 定理 (double 
integral theorem of Fourier) 


G) — (G0) 0 —0))2 
= tim n Faroe — as 


在 f(x) 满足 以 下 条 件 1), 2), 3) 中 之 一 时 即 
告 成 立 : 1) 1) € Li (90,90). 2) fG2/( 
+ xD en Co, ©), HM z— + оо 时 、 


formation de Fourier 
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f(x) 单调 递减 地 趋 近 于 0. 3)/GD/G + [х|) 
EL(—00,00), H fG) 取 gC) sin (рх + 4) 
的 形式 ,而 g(z) 单调 地 收敛 于 0。 


= imt (7 ратиб) a, 
i ie; fio PTS MER 


4 1G) 在 x 处 连续 时 成 立 , 且 当 JG) € L, 
(—‹, co) 时 在 几乎 所 有 点 处 恒 成 立 。 
又 一 般 地 ,为 使 


G) IG) = ima|” KOkC4G — 4 


mim |7010 D) коа 
在 所 有 使 Kx + 0) 和 Kx — 0) 存在 的 点 = 处 
Wir, ДАЙ КО) € Leo oo), |7 Ка = 


1, IKC)] < M, 3 Rá [e| — oo BE KG) = 
oC), BAR f(x) € L(— 00,00) BURT aR КО) 
€L(7es o)» ka = 1 以 及 /Ke 有 界 
亦 可 .类 似 地 ,公式 
lim NOLO ao EIN Ках 

gor, Bo IME} 一 tim È | {йй Е, KG) 
可 微 ， 且 存在 常数 C, D, 使 得 |= KG)| < c 
A « 2. 1014: < p (Wiener АЯ). 

(Fourier 变换 】 (Co ДШ) A) 


€ Lo, оо), # foem F (0% 
1G 的 余弦 变换 (cosine transform), dE 53482) 
BOLA BEDAE, ЖЕЛЕ МОНА 
S (inversion formula) f(s) = NE [ro 


*cossidr 成 立 (但 设 f(x) = O + 0) + fx 
一 9))/2， 以 下 都 是 如 此 )。 如 果 定 义 r) 
= Као), 则 此 式 与 (2) 等 价 . АВЕ, EGG) 


ER k Ка) sin urdu $ (x) 的 正弦 变换 
(sine transform), 在 与 使 (2) 成 立 的 条 件 相同 


的 条 件 下 ， Baari J [so 


X sin хеде 成 立 .一 般 地 ,对 于 fG) 611—9, 


со), 


T бе" de 


FQ) -去 | 


K% IC) 的 Fourier 变换 。 在 与 使 (2) 成 立 
的 条 件 相 同 的 条 件 下 、 


He) = — lin | корг" 
Vs 
成 立 。 余弦 变换 与 正弦 变换 分 别 与 IG) —1 


Сх) 一 I(z) = К—х) 情形 下 的 Fourier Ж 
换 一 致 ， 又 一 般 地 , 设 а >l, 当 使 得 


т Й 
IG)e7 dx — FG0 | di 
-т 


[ж 
Has 
+0 (T+) 

BY F (z) € 1.„(— оо, оо) 存在 时 , 就 称 1(x) “在 
La 内 具有 Fourier 变换 FG)", 如 果 f(x) € 
L,(—e, 29) (1 < p < 2), W f(z) # L, A 
具有 Fourier 变换 F(t), XE 1/p + 1⁄4 = 1. 
另外 , 此 FU) 在 L, 内 具有 Fourier 变换 

IC =) (E. C. Titchmarsh), 又 


[lr ar 
i - ‚үө 

(ИТЕ 
ЖУ. itil), GG) € 1.,(—90, co) (1<р 
<2), CU L, AR Fourier 3658) 39 F (0), 
Hom! 

[eoo – |7 по) а 
成 立 (Parseval SR). 又 关于 УЕ 之 间 的 
关系 ,我 们 有 


[rao a= Z [Lis 


fion = 21 [во aw, 
e Ja T 

以 上 的 理论 对 于 余弦 变换 、 正 弦 变 换 也 成 立 . 
特别 当 一 2 时 对 于 余弦 变换 而 言 , 当 了 一 
= F MO 


于 余弦 变换 FG). ARZ, FG) 在 L, 内 的 余 
RERRE IG). 或 


Í 
j. IO de = É r FQ) ERE au, 


x Cuore = Firora. 


以 上 的 理论 对 一 般 的 变换 仍然 成 立 ， 这 已 
Jj G. N. Watson 所 证 明 (Proc. London. Math. 
Soc., 35 (1933)). BDL x(x) 为 使 Xx(x)/x€ 
11400, со) HERAK, В. 
(4) | юш) da == min (z, y). 


如 果 I)E 100, ©), WEE {у € L. Co, 
00), 使 得 
воа = (5 zGoOKe) ¿,, 
= 
且 反 演 公 式 
k: Hau = f, cora de 
成 立 , 也 可 得 到 Parseval 等 式 
[UO Pee = роо Рае, 
F (O) WRA IC) 的 Watson 变换 (Watson trans- 
form), 为 使 对 于 任意 的 f € Las FTE Watson 变 
RF, 且 上 面 的 反 演 公 式 成 立 ,《4) 是 必要 的 . 
S. Bochner 进一步 把 这 个 理论 推广 到 L, 中 的 
西 变 换 ' 的 情形 (1934X 一 调和 分 析 )。 
EMAJ 对 应 于 Fourier 二 重 积分 定 


язу, ("4 Cani а) Gae, f 


它 为 (2) 右 端的 积分 的 共 连 Fourier 积分 (con- 
jugate Fourier integrai)。 它 在 形式 上 成 为 


tm {= = (К, + o — ena, 


如 果 f(x) 是 充分 正则 的 函数 , 则 当 1 一 co P$, 
& cosu 的 部 分 即 趋 近 于 0。 与 此 相关 连 ,考察 


如 果 fe L,(0, со), MU gC) 对 几乎 所 有 = 存 
在 , 称 它 为 f 的 共 辑 函数 (conjugate function) 或 
Hilbert 384 (Hilbert transform), 如 果 有 f€ 
L,(p > 1), Me) BRF Lp > 1), 且 

4G) 一 一 上 dim k 0 = Da 


Amt 
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成 立 ,并 有 
人 score «м юш. 


CRM ЕД Т P AVM. P= 28, M 
有 
farre = | „бога. 

[与 解析 函数 的 边界 函数 的 关系 】 HIG 
G= + + iy) My > 0 时 为 全 纯 ， 对 几乎 所 有 
z, 当 (固定 z) y 0 8, G) Р 
12) ( 称 它 为 边界 函数 )， 且 16) € L, (一 co， 
co)(p > 1). Xi (C2) 可 以 用 IG) 的 Cauchy 
积分 公式 1 或 Poison 积分 ! 来 表示 。 今 设 1(*) 
为 预先 给 定 , 100) € L, (p > 1) 且 具 有 Fourier 
ЗРО), Be 1G) 为 某 个 函数 PCD € L, Ca 
> 1) £ L, 内 的 Fourier 变换 ,为 使 这 个 1(*) 
成 为 上 达 全 纯 函数 的 边界 函数 的 充分 必要 条 件 
E, РО) 在 几乎 所 有 1> 0 处 取 值 为 (N. 
Wiener, R. E. A. C. Paley, E. Hille, J. D. 
Tamarkin), 

【广义 Fourier BU) 8 & % TE ERG 
I/O+ 110) € (оо, ©), їй Le 


ob dnd 
tyes) = 22 CHE Q1 < D, 


= 0015121). 


或 最 多 与 它 仅 差 一 《次 多 项 式 的 函数 ， 称 为 
IG) 的 上 变换 、 上 面 的 关系 式 亦 可 形式 地 写成 


16) = | еб о. 对 积分 给 予 适 当 的 意 


义 ， 也 能 使 上 式 实际 成 立 (H. Hahn, Wiener 
Berichte, 134 (1925); 泉 信 一 ， 东 北 理 报 ，23 
(1935)) CRF k RH SLA Bochner 
[21, 第 六 章 .) 

[Fourier 变换 的 应 用 】 设 Ме) € L, 
(—оо, оо), (ж) = o(e7*9), Rh (9) JU TERT 


单调 递增 函数 。 当 ("CD а, 一 cont 11) 


的 Fourier 变换 为 F(z)、 如 果 FU) 在 某 个 区 
(E = 0, WE (—0,0) AFG) 一 0. in, 
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ж (0D as < =, пикш IGO, ВНЕ 


某 个 区 间 上 F (z) = 0, 而 在 (一 co,co) 内 FF G) 

不 恒 等 于 0 (Wiener, Paley, N. Levinson), 这 

些 论述 在 拟 解析 函数 "的 理论 上 有 应 用 . 
IRIG) € Li( 一 00,00). Ж 1.(— 90,90) 


中 任意 的 函数 可 以 用 形 如 Y af + a) 的 

函数 关于 上 ,的 范 数 任意 精确 地 到 过 的 充分 必 

要 条 件 是 ,1(x) 的 Fourier 变换 没有 零点 ， 又 
А 

以 IG) € L, (—co, oo) 的 函数 所 作 的 Dn 
a 


Xf(x + ha), 关于 L, 的 范 数 能 任意 精确 地 逼 
近 工 的 任意 函数 的 充分 必要 条 件 是 ,f(x) 在 L: 
内 的 Fourier 变换 的 零点 构成 测度 为 0 的 集合 
(Wiener), Wiener 把 它 应 用 于 以 下 的 广义 Tau- 
ber 型 定理 (generalized Tauberian theorem) 的 
证 明 上 : it g(x) € L(—co,co), Ж Fourier 
变换 不 为 0。 设 giz) € LK 一 co，co)， р(х) 在 
(一 co, о) EAR. 如果 
im |7 Opa а | noo 
则 有 下 式 成 立 ; 
lim fac ~ep) m A 人 КОГА 
Wiener 定理 的 其 他 类 型 涉及 Stieltjes 积分 。 


22 Sp, ln GO <M C € La)» 


B (к) 的 Fourier 变换 没有 零点 。 又 设 eG 
也 满足 x Dp, I! < =. Ж 


m 
fores. 
lim NES — da (a) = A f КОА 


imf" ee 0420) = af” (Оё. 
根据 这 些 定理 ， 可 以 证 明 有 关 级 数 的 许多 
Tauber 型 定理 ?+。 又 这 些 定理 曾 由 池 原 止 戈 夫 
和 E. Landau 应 用 于 素数 定理 + 的 证 明 (Wiener 
[11). 此 外 ,关于 上 面 的 广义 Tauber 型 定理 中 
ple) 的 条 件 ， 以 单 侧 有 界 性 来 代替 有 界 狂 , 党 


常 是 方便 的 (H. R. Pin，1938)。 例 如 ,在 第 一 
广义 Tauber 型 定理 中 ,把 条 件 改 为 g(x) > 0, 
(к) 的 Fourier ЖЖ 0, (=) 满足 上 面 
第 二 定理 中 р HRF C; 在 测度 为 0 的 集合 上 
不 连续 亦 可 )， 且 p(x) > C， 则 该 定理 仍然 成 
dt 另外 ,作为 与 此 有 关 的 内 容 ,关于 拓扑 群 上 
的 Fourier 变换 一 调和 分 析 ， 关于 广义 函数 的 
Fourier 变换 一 广义 函数 . 

[#) (1) N. Wiener, The Fourier integral and 
certain of its applications, Cambridge Univ. Press, 1933; 
[2] S. Bochner, Vorlesungen über Fouriersche Inte 
grale, Akademische-Verlag, 1932 (Ж Ж: Lectures on Fou 
rier integrals, Ann. of Math, Studies, 42 (1959) (3) 
E. C. Titchmarsh, Introduction to the theory of Fourier 
integrals, Clarendon Press, 1937; [4] R. £. А.С. Paley- 
N. Wiener, Fourier transforms in the complex domain, 
Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. 1934, [5] S. Bochner- 
K. Chandrasekharan, Fourier transforms, Ann. Math. 
Studies, Princeton Univ Press, 1949; [6) М. J- Light 
hill, Introduction to Fourier analysis and generalized func 
tions, Cambridge Univ. Press, 1958, [7] M. M. Te 
льфгнд-Г. E. Шилов, Обобшенные функция, Физмат 
rma，1959( 中 译本 : И. М. MBB, 7.4. HBR. 广义 
AR, L (V, HUM, 1965); [8] S. Bochner, Har 
mon lysis and the theory of probability, Univ. of 
California Press, 1955; [9] R. R. Goldberg Fourier 
transforms, Cambridge tracts, Cambridge Univ. Press, 19617 


110) T. Carleman, L'intégrale de Fourier et questions 
qui s'y rattachent, Almquist & Wiksells, 1944. 又 关于 
Fourier 变 柳 的 具体 公式 集 一 积分 变换 的 [ 参 ). 


调和 分 析 [3È harmonic analysis 
hormonique Ë harmonische Analyse 
монический анализ 日 AU AF ET) 
变换 】 对 于 函数 IG) € 1,0—0,9), 
OOOO 
存在 且 在 (一 co, co) Et. АКГ 105 
Fourier 变换 ?。 如 果 {(#) € 1—90, со), NIR 
于 任意 的 有 限 区间 (—a, a) 有 (G) € Li( 一 a， 
a); MRS 
iQ) = Qx)^| ede des 
则 i, 的 二 次 平均 收敛 * 的 极限 limh = 存 
EH Í 属于 ы (—=, ©), Wubi 6 
L, (一 co, co) 的 Fourier 变换 +、 此 时 ,如 设 
кю = nyt” Fear. 


法 analyse 
Җор 
(Fourier 


Wim LG) = f) (Plancherel SEE"). 在 1 
与 这 间 ，Parseval 等 式 ' gue = 


[LU Рас йз (Fourier SERO. 


在 f(x) 为 周期 函数 的 情形 ,与 以 上 事实 相 
当 的 命题 有 如 下 述 : 当 f(x) 具有 周期 2= 且 
Кх) € L, (я, ж) 时 ， 如 果 令 а, = (2х)“ 


| fede de (Pourier 系数 '), 则 Fourier 级 


WO BSA „бю 一 SS „гб 二 次 平均 收 


CF 169, Рика BRIA" GOP ae 


一 È lo 成 立 ， 又 如 果 给 出 满足 D) lal 


< 的 任意 数列 (a), RS ase 二 次 平均 


收敛 于 某 个 fe L,(—=, я), Їй f Fourier Ж 
数 即 为 {as} Н. Parseval 等 式 成 立 (Fourier 
BHO). | 

(Bochner 定理 ，Herglotz 定理 】 设 1(*) 
为 定义 在 (一 co,co ) 上 的 函数 ,如 果 对 于 任意 有 
[Ec PIE MAM So oto Ea CES 


D Ka — Wb 2 0, WH 1G) 为 正定 函 


2) 

数 (positive definite function) 或 正 型 函数 (func- 
tion of positive type). 如 果 f(x) 在 (一 co， со) 
上 为 可 测 正定 函数 ， 则 存在 有 界 单调 递增 函数 
al), fi 


Q) ко |а) б.е) 


成 立 ; 如 果 9—00) 一 0 Hale) 右 连 续 ， 则 
al) 唯一 确定 《Bochner 定理 )， 反 之 ， 如 果 
(6) 为 有 界 单调 递增 函数 , 则 (2) 所 表示 的 函数 
К) GREA al) 的 Fourier-Stieltjes 变换 
(Fourier-Stieltjes transform)) 为 连续 正定 函数 . 
数列 的 情形 。 对 于 数列 {4.}( 一 2 < п < 
оо), 如 果 对 于 任意 的 ”与 任意 的 复数 5， …， 


£o BA > тё > 0,006 {an} 为 正定 数 


тп 
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Bij (positive definite sequence) 或 正 型 数列 (se- 


quence of positive type). TEEBA {a} 可 以 用 
[一 ,x] 的 某 个 递增 有 界 函数 a(z) 表示 为 4 一 


fi edat) (Herglotz 定理 )， 反 之 ,如果 


al) 为 单调 递增 且 有 界 , 而 a, 由 (2) 式 所 给 出 、 
则 数列 {а„} 为 正定 数列 . 

(Poisson 求 和 公式 】 it I) EL (一 oo， 
oo) 为 有 界 变 差 且 连 续 , 其 Fourier 变换 为 fU), 
рц ab = 2 x (a > 0) B$, 

ved Каю =» У) Kh) 

=. eae 
成 立 , 称 它 为 Poisson 求 和 公式 (Poisson's sum- 
mation formula). 

【Wiener 的 广义 Tauber 型 定理 】 i) 如 果 
函数 1(x)e L,(—co, 00) 的 Fourier ZEH jC) 
对 于 所 有 实数 均 不 为 0 时 , 则 形 如 
WG) = (i — ea, єє (7, 9) 
的 函数 的 全 体 在 L, (оо, оо) 中 关于 L i 
BOHARE. se #| F d Й E FE: ü) 
Wiener 的 广义 Tauber AEF", HM k € 
L, (一 oo,oo) 的 Fourier 变换 不 取 0 值 ,1(*) 为 
(一 oo,co) 上 的 有 界 可 测 函 数 , 旦 存在 常数 C， 使 

lim [ке — yt dy = С F. kG dys 
WaT FERRIER b € Li 00, 00), H 

tim [7 AG — Gd = Cf" LOY 
(Fourier 变换 [Fourier 变换 的 应 用 ])， 由 此 
定理 可 以 导出 J. E. Littlewood 形式 的 “Tauber 
型 定理 [3]). 

【调和 分 析 】 设 <(2) 是 (一 co， 90) 上 的 
右 连续 且 有 界 变 差 的 复 值 函数 ， 此 时 ,与 (2) 形 
式 相 同 的 
Q» io = | чао), 

可 以 看 作 把 函数 f(z) 作为 调和 振动 ”的 又 
加 的 表达 式 . 反之 , уч) 已 给 时 , 我 们 就 有 
求 如 上 所 述 的 函数 aa), E 100) 可 以 表 为 
(2 ) 的 形式 的 问题 . 当 这 样 的 函数 a(2) 存 在 时 ， 
则 求 固有 振动 成 分 的 频率 a(2) — a(1 — 0), 
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在 调和 分 析 中 也 是 一 个 重要 的 问题 ， 与 这 个 问 
题 相 联 系 ,以 下 的 定理 成 立 : 

1) 函数 CO 可 表 为 (2 ) 形 式 的 充分 必要 
条 件 是 f (7 (sau ы уле aja 
«o, 

2) 对 于 以 (2 ) 给 出 的 0, i) 对 任意 的 
dos 


aig) 一 cn 一 0) = lim. | soma, 


i) 如 果 a(t) 在 =o а= Abo (070) 
处 连续 , 则 

a + 0) — allo — 0) 

= adi e T 1G) e? di. 

3) ШО) 中 的 有 界 变 差 函数 a) 的 不 连 
续 点 为 М, L, ++, a, = a (а) — aQ, — 0) 
(091,2, ++), MJ 


tim E Ke + DIG) de= уге. 

(Paley-Wiener 定理 】 UMM Cet tio 
代替 (1) 中 的 + 所 得 到 的 函数 
G) FG) = Gaye |7 mcr 
称 为 1(*) 的 Fourier-Laplace 变换 (Fourier- 
Laplace transform), 特别 是 , 如 果 JG) 具有 有 
界 支 集 +, 则 FCC) 成 为 整 函 数 ， 一 般 地 ， 关 于 
Fourier-Laplace Ж, К. E. A. C. Paley-N. 
Wiener 证 明了 下 列 定 理 : 

1) 为 使 整 函数 FCC) 成 为 支 集 包 含 于 有 
限 区 间 [一 B, B] 内 的 С” 类 函数 了 的 Fourier 
Laplace 变换 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 的 束 
BON, 存在 常数 Cy > 0, 使 对 所 有 《一 :十 jos 

IFC) < c,G + (Erer 


RY. 
1) ME 200) € 1.00, со), 则 其 单 侧 Laplace 
变换 (G) = (A| gede WE: 
总 在 右 半 平面 Re > 0 内 全 纯 ， 
ü ар [UG + Pay < o. 
反之 ,对 于 满足 D, ü) 的 函数 JG) = Katiy) 


(x> 0), 则 其 "边界 值 函数 " /Gy) € L, (一 co， 
=) 
lim Is. у) — Кх + iy) Pay 一 0 
的 意义 下 存在 , CE L, AM Fourier 变换 
aa) 一 lim(22) ^ Poen dy 
在 :一 0 时 几乎 处 处 等 于 零 , 且 f=) 可 由 EGO 
的 单 侧 Laplace 变换 得 到 . 
【拓扑 Abel 群 上 的 调和 分 析 】 实数 直线 
上 的 调和 分 析 理 论 ,包括 Wiener 的 广义 Tauber 
型 定理 在 内 的 一 般 理论 ,已 由 A. Weil, H. M. 
Гельфанд, Д. A. Райков 等 应 用 赋 范 环 (一 
Banach 代数 ) 的 理论 推广 到 局 部 紧 Abel 群 的 
情形 。 这 一 理论 称 为 “Abcl 群 上 的 调和 分 析 ”. 
以 下 就 此 理论 加 以 阐述 . 
【 群 环 】 如 果 设 L, = L(G) 是 关于 局 部 
紧 Abd 群 G 上 的 Haar 测度 ?为 可 积 的 函数 的 
全 体 , 如 果 L, 中 的 范 数 与 乘法 分 别 定义 为 


tft = реа, reo (1697 90» 


MJ L, 成 为 Banach (GREC. C Emi) f+ 称 为 
f 与 & RIR (convolution) KAMER (compo- 
sition product).) 当 C 的 拓扑 不 是 离散 拓扑 "时 ， 
由 于 L, 没有 乘法 单位 ， 因 而 在 L, (G) 上 附加 
形式 单位 元 素 1, 而 在 集合 
К = {al + fla HMM, fE L.) 
中 ,分 别 定义 范 数 ,加 法 与 乘法 为 
lat + fl] = jal + Dl, 

Cal + f) + (81 + g) = Ca + 0 + (+), 
(al +f) + (81+) 一 (ap)1 十 (pf 十 cg 十 -g)> 
于 是 RR 成 为 具有 乘法 单位 元 的 交换 Banach 代 
数 . 如 果 G 的 拓扑 是 离散 拓扑 则 R = Lo 3: 
是 具有 乘法 单位 元 的 交换 Banach 代数 . 无 论 哪 
种 情形 ,如 上 所 述 的 Banach 代数 R 称 为 群 6 的 
群 代数 (group algebra). С ОВНА R AEM 
№. ЕНЕ СОЛ) 的 一 个 子 代数 , 这 里 
элн R 内 的 一 切 极 大 理想 ' 所 成 的 紧 空间 ， 
COR) 是 钢 上 的 一 切 连续 函数 所 成 的 代数 (一 
Banach 代数 )、 在 这 个 同 构 下 ,如 果 p € R 对 应 
到 BR 上 的 函数 e CM) 则 sup (М) < lel 


成 立 。 当 且 仅 当 G 的 拓扑 不 是 离散 拓扑 时 ， 工 ， 
FRAMAT. 

[Fourier 变换 】 С, MPd, 如 
果 按照 G 的 拓扑 为 离散 拓扑 或 非 离散 拓扑 而 分 
FNN =M RN =M — {L(G)} RJ N 5 
G 的 特征 标 群 * G 之 间 , 存 在 如 下 的 一 一 对 应 : 
WRM € % 55 x e GERI, 


GQ) — м) xt e tens 


(5) X) = MY/KM), 
其 中 1,6) = fay), ifi 1 为 满足 КМ) 0 
的 属于 L, 的 任意 函数 , (5) 或 右 端的 值 与 了 的 
WEEK. 这 个 对 应 M * 一 "X 是 局 部 紧 空间 以 
与 Ó ZEHAR. Ait, 如 果 将 对 应 的 M 与 x 
看 作 相同 而 令 (OM) 一 jx)， 则 aoo ATE 
标 群 上 的 连续 函数 , 称 它 为 {(z) 的 Fourier 
变换 (Fourier transform), В f — РСМ) 是 代 
数 的 同 构 表示 ,所 以 (1 + ^ QO) - IOOROO) X 
HOR JCX) = ЁС), 则 f 与 8 作为 工 ,中 的 元 是 
相等 的 。 这 称 为 ”Fourier 变换 的 唯一 性 定理 或 
单一 性 定理 (unicity theorem)。 由 此 可 以 导出 局 
部 紧 Abel 群 的 极 大 到 周期 性 '. 

在 C 的 拓扑 不 是 离散 拓扑 时 ,由 于 志 e DL, 
所 以 对 于 fe Lis Ж (GL) = 05 从 而 ,将 KM) 
看 作 СЫ % m 一 {L} 视 为 同一 的 ) G 上 的 
ТСХ) ШАНЕЛ в > 0, (X1 HOD > s HERR 
为 Ó 的 紧 子 集 ; 即 f 是 “在 С 的 无 穷 远 点 为 堆 
的 连续 函数 ”(G 一 R 或 7' 情形 的 Riemann- 
Lebesgue 定理 + 的 推广 )。 又 在 C 上 连续 ， 在 无 
穷 远 点 为 零 的 任意 函数 wz), 可 以 由 fe LCG) 
的 Fourier Ж ОХ) 在 Ó 上 一 致 逼近 . 

【正定 函数 】 当 群 G 上 的 函数 p(x) 对 于 
G 的 任意 有 限 个 元 to t r, UREM а, 
0,78 У) р(х aa, > 0 Mh 0 e GO 


ski 
为 正定 函数 (positive definite function) REMA 
数 (function of positive type)。 以 下 把 G 上 的 正 
定 函数 的 全 体 记 作 Po. WME p E Po, M Ce) > 
0 (e 为 G 的 单位 元 ), 1e 0] < eC» eG7) 
一 F(x) 成 立 ， 在 G 为 局 部 紧 群 的 情形 ， 我 们 
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还 假定 pe Ps 关于 G 的 Haar 测度 为 可 测 ， 此 
时 ,对 于 任意 的 je LCG), 


fj Gy fF Cy) ardy > 0 


成 立 。 又 任意 的 pe Po 与 某 个 连续 的 we Pç 
几乎 处 处 ?相等 (关于 局 部 紧 群 上 的 正定 函数 与 
本 表示 之 间 的 关系 一 西 表示 . ) 

【调和 分 析 ， 对 偶 定理 】 在 G 为 局 部 紧 
Abel 群 的 情形 ,为 使 € Pe 的 充分 必要 条 件 是， 
它 可 以 由 G 的 特征 标 群 C 上 的 满足 AKCG) 一 oo 


Еда е о (о = | ходи). 


OERE G = R' 的 情形 表现 为 Bochner 定理 
又 在 G 为 整数 的 全 体 所 成 的 加 法 群 的 情形 表现 
为 对 于 正定 数列 ' 的 Herglotz 定理 +。) 因此 ， 
在 得 到 G 的 西 表示 + 的 同时 ， 我 们 得 到 谱 分 解 


UG) = |а) (Stone 定理 的 推广 .) 


如 果 [e Li(G)nPo, WOO 20, fe LCG), 
而 如 果 适 当选 取 О 上 的 Haar 测度 的 常数 因 
子 , 则 Fourier MAR inversion formula) f(x) 


=| коа 成 立 .又 若 fe LGN LAG), 
a fe Lie, B | O Par = [ОР ax 


(Parseval 等 式 ) 成 立 ， 如 果 令 Uff, VÍ 
=f, 则 器 可 以 唯一 地 扩张 为 从 Hilbert 空 
间 LXG) 到 LXKE) 上 的 等 距 变 换 ,V 可 以 唯一 
地 扩张 为 它 的 逆 变换 (拓扑 Abel 群 上 的 Plan- 
cherel 定理 )。 应 用 反 演 公式 与 Plancherel E 
理 , 可 以 证 明 C 的 特征 标 群 Ó 与 最 初 的 群 G 
作为 拓扑 群 是 同 构 的 。 这 称 为 拓扑 Abel 群 的 
HEM (duality theorem) (一 拓扑 Abel FE). 
特别 是 ,如 果 C 是 紧 的 , BJ О 的 拓扑 是 离散 拓 
扑 , 且 可 使 整个 G 的 Haar 测度 以 及 Ó 的 每 个 
元 的 Haar 测度 分 别 成 为 1。 此 时 ，Plancherel 
定理 表明 , С 的 特征 标 全 体 成 为 LAG) 的 完备 
正规 正 交 系 ?.。 

(Tauber 型 定理 】 HEMER L 的 闭 理 
ЖІБІ 一 致 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 fel, 
使 得 对 于 所 有 Xe д, HI) е ÆGIR 
的 情形 , 它 包含 Wiener 的 广义 Tauber 型 定理 
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之 一 (前 述 的 让 ), 且 是 由 Гельфанд 等 所 作 的 
该 定理 的 抽象 化 . 

[Poisson 求 和 公式 】 当 有 局 部 紧 Abel BE 
GJB k T HE H, tE G/H AR, н АЕ 
子 !T 是 6 的 离散 子 群 。 如 果 对 于 G 上 的 连续 


ЖЖ FC), D zy) 为 绝对 一 致 收 仇 (从 而 
fe L(G)), 27 IG) 为 绝对 收敛 , 则 >, fO) 
Dri pri 
=c Die. 这 个 公式 称 为 拓扑 Abe 群 上 的 
сі 


Poisson RPA (Poisson's summation for- 
mula), Ж с 是 由 G 与 € 上 的 Haar 测度 确定 
的 正 的 常数 (这 是 G 一 R' 情形 的 Poisson Ж 
和 公式 + 的 推广 ，) 

ССС) 内 的 闭 理想 】 对 于 定义 于 G 上 的 
函数 1 和 任 一 ge G, H r,f(z) = Kr в) E 
义 平移 算 子 r。。L.《G) 的 闭 子 空间 是 L(G) 内 
的 理想 当 且 仅 当 它 在 所 有 平移 下 不 变 (N. Wie- 
ner)， 闭 理想 1 与 L,(G) 相同 当 且 仅 当 了 的 零 
点 集 , 即 Z(1) 一 П (0) 是 空 集 (Wiener 的 
Tauber 定理 )， 闭 理想 了 是 极 大 理想 当 且 仅 当 
Z(1) 只 由 单个 点 所 组 成 ， 如 果 G 的 对 偶 С 离 
散 , 则 Сс) 内 的 闭 理想 完全 由 它 的 零点 所 刻 
划 ， 即 谱 综合 是 可 能 的 ; 但 这 种 情形 一 般 地 说 
并 不 成 立 。P. Malliavin 定理 说 ,如 果 Ó 不 是 离 
散 的 , 则 在 О 内 存在 集 已 和 两 个 不 同 的 闭 理想 
1 J, fid 201) 一 Z(J) = Е. 这 样 的 集 E 
WASK, 例如 , 若 О 一 F, 则 单位 球面 是 
非 3 集 (L. Schwartz). 

【运算 函数 】 以 CO) 表示 L(G) 中 所 有 
函数 的 Fourier 变换 的 集 . 设 je ACC), Ф 
在 六 的 值 域 的 邻 域内 解析 的 函数 .此 外 ,如 果 
G 不 是 离散 的 ， 还 设 Ф(0) 一 0。 于是， 存在 
E&e4(G)， 使 对 ye ó, 有 у) = Ф) 
《Wiener-Lévy 定理 )。 此 定理 的 逆 定 理 也 成 
立 . 设 G 是 无 限 Abel 群 , 0 是 区 间 [ 一 1,11 上 
的 函数 .如 果 对 每 个 je ACE) A 0) e ACG), 
则 当 CHR, Ф 在 原点 的 一 个 邻 域 内 解析 ; 
而 当 G 非 紧 时 ，@ 在 1—1, 1] 的 一 个 邻 域内 
解析 {18,191。 如果 Wiener-Lévy 定理 对 函数 


@ 成 立 , 则 称 @ 为 运算 函数 (operaring function), 
ER UTE, l 是 所 有 使 得 在 E 上 j 一 0 
的 je ACG) 所 成 的 集 , 则 ACE) 一 4(G)/1 是 
商 代数 .。 如 果 ACE) 上 的 每 个 运算 函数 解析 ， 
则 称 集 E 为 解析 性 集 (set of analyticity). 关于 
这 种 集 的 特征 一 [131. 

【测度 代数 】 对 于 局 部 紧 Abd 群 G, it 
M(G) 是 所 有 正则 有 界 测度 所 成 的 集 ， 对 于 
M(G) 内 的 2 和 m BUA и H (аж a) CE) 


| ACE — y)duCy) 所 定义 ,这 里 E 是 6 的 


Borel 集 于 是 M(G) 是 半 单 交换 Banach 代 
数 ， 它 的 元 的 积 由 卷 积 定义 ne M(G) 的 
Fourier-Stieltjes 变换 由 


AG) = | Ger Dans vec 


жх. С 上 的 连续 函数 为 正定 当 且 仅 当 它 是 
M(G) 内 的 一 个 正 测度 的 Fourier-Sticlties 变换 
(Bochner 定理 ). 设 6 非 离散 , 则 区 间 ! 一 1,1] 上 
的 一 个 运算 于 M (G) 内 的 测度 的 Fourier-Stiel- 
Чез 变换 的 函数 可 以 开拓 为 整 函数 《Helson， 
Kahane, Katznelson 和 Rudin [19])， 由 这 个 事 
实 得 知 ，M(G) 是 对 称 和 非 正 则 的 。 此 外 ， 存 
在 测度 we M (G), 使 得 A(Y) 21, B lA 
是 M (G) 的 元 的 Fourier-Stieltjes 变换 . 还 可 
参看 Wiener 和 Pin [20], Шрейдер [21], 
Williamson [22], [LB Hewit 和 角 谷 静 夫 
[23]; 关于 测度 代数 的 一 般 并 述 ， 参 看 Rudin 
[13] 以 及 Hewitt 和 Ross [14].) 
(BSR) 测度 we M (G) 称 为 等 等 的 
(idempotent), IÈ иж и == д, 即 对 一 切 Ye Ó, 
Alr) 一 0 或 1. 因而 4 是 集 {YE GIA(7)=1} 
的 定义 函数 .包含 6 内 所 有 开 陪 集 的 О 的 子 集 
的 最 小 环 , 称 为 Ó 的 陪 集 环 ， 内 的 集 互 的 定 
义 函数 是 M(G) 内 的 一 个 畦 等 测度 的 Fourier- 
Stieltjes 变换 的 充分 必要 条 件 是 ，E 属 于 6 的 
陪 集 环 (P. J. Cohen EH). FRAN SH 
了 这 个 事实 的 简单 证 明 [28], 4 G 是 单位 贺 
时 ， 陪 集 环 由 除 有 限 个 点 外 为 周期 的 序列 所 组 
成 ， 而 这 种 情形 下 的 定理 由 Н. Helson 得 到 , 


т, no +++, m ЖЭНЕ, del) 一 
ñ 
Doerr de, W| z RR LAOS MBE. J. E. 


= 
Littlewood 猜想 4 的 范 数 超过 clogk, 其 中 < 是 
不 依赖 于 (m) 的 选择 的 正常 数 。 P. J. Cohen 
[24] 就 紧 连 通 Abel 群 给 出 了 部 分 的 解答 ,而 H. 
Davenport [25] 以 及 E. Hewitt 和 H. S. Zu- 
ckerman [26] 对 此 作 了 改进 。 

【 群 代数 的 映射 】 设 G 和 五 是 两 个 局 部 紧 
Abe 群 ,9 是 L(G) 到 M(H) 内 的 非 平凡 同 
D. FEBA ф, 存在 应 的 子 集 Y 到 С 内 的 映射 
@*, 使 当 TEY, OD) = Ko* (0), 而 当 
TEY, ФОС) = 0; 或 符号 化 地 写成 ФО) = 
Io"), Y 到 6 内 的 连续 映射 o 称 为 分 段 仿 身 
的 (piecewise affine), 如 果 存 在 应 的 陪 集 环 的 
有 限 个 不 相交 子 集 5; (i = 1, +++, n) 和 映射 


an 使 得 OY = Ù 5; GD a, EXT нш 


ШЖ К, 上 ,这 里 K, DS); Gü) 在 5 Б, а 一 
а; (iv) 对 一 切 y，7 7 € Ky j= 1,2 
n, 有 alr + — v”) = a, (7) + а(7') — 
ej(Y"). P. J. Cohen 定理 是 : BPH LCG) 
到 M (H) 内 的 同 态 , WY 属于 A WRR, Н. 
Ф* ЖҮ 3] Ó 内 的 分 段 仿 射 映射 。 反 之 ,对 每 
AD BLOG IA о, 存在 LG) 到 M CH) 内 的 
МЖ p, 使 p* 一 a. 与 之 有 关 的 定理 已 由 A. 
Beurling, H. Helson, J. -P. Kahane, Z. L. Lei- 
benson 和 W. Rudin 所 研究 ， 

【例外 集 】 设 G 是 局 部 紧 Abd H. HE 
的 子 集 巨 是 无 关 的 ， 如果 由 mx 十 …… 十 nan, 
一 0 可 得 到 mizj 一 0,j 一 1,……，X; 这 里 是 整 
数 , 而 х Є. GARII Е Ж) Kronecker Ж 
(Kronecker set), 如 果 对 E 上 的 每 个 绝对 值 等 于 
1 的 连续 函数 Pp 和 s > 0， 存 在 rE, 使 对 
z€ E, 有 lol) —(z, v)| <в. Kronecker 
集 必 是 无 关 的 和 无 限 阶 的 ， 但 无 关 集 不 一 定 是 
Kronecker Ж. 对 于 其 元 都 是 有 限 阶 ?的 群 6， 
集 E 称 为 K, 型 的 ， 如果 对 E 上 每 一 个 取 值 为 
exp (2xik/p) (一 0, 1，…, p 一 1) 的 连续 函数 
v. HE r € Ó, 使 在 E 上 有 一 7. 如 果 E 是 
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GARIK Kronecker Ж, t 是 支 集 包含 于 E 内 的 
测度 , 即 we M(E), 则 lal 一 lale. KEE 
称 为 Helson 集 (Helson set), 如果 存在 常数 
C， 使 对 re M(E), # 141 < clas. K, Ж 
也 是 Heson $. 对 于 Helson Ж E, C(E) = 
ACE). 在 离散 情形 ， 类 似 于 Helson 集 的 是 
Sidon Ж. 离散 群 C 的 子 集 F 称 为 Sidon Ж 
(Sidon set)， 如 果 存 在 常数 C， 使 对 每 个 多 项 
X Das, 7), A Xa] < Cpl Xa, Go 
7)1。 例 如 , 缺 项 整数 序列 [AES Sidon 集 , 这 
里 {m} 满足 nane > q> 1, 这些 集 与 群 上 
的 调和 分 析 有 深刻 的 联系 ， 例 如 ， 参 阅 [13], 
t5]. 

【 张 量 代 数 和 群 代数 】 设 X 和 Y RU Hans. 
dorff 空间 ， 以 V(X,Y) 表 连 续 函 数 空间 co) 
和 C(Y) 的 射影 张 量 乘积 C(X)@ C). e Gs»? 


一 Ў но во) 的 范 数 定义 为 上 pl 一 


in 


it [pleases 这 里 下 确 界 是 就 9 的 所 有 表 


达 式 取 的 。 如 果 О 是 无 限 紧 群 , 则 存在 两 个 子 
Æ K, 和 Ks, 使 得 G) K, # K, AEF Cantor 三 
分 点 集 ; Gi) 当 7ie K, re K; М, n+ 
的 表示 是 唯一 的 ; Gi) KNAK = Ø; Gv) K, 
UK, 是 Kronecker 集 或 对 于 某 个 ?的 K, 型 
集 。Varopoulos 定理 说 ,代数 V(K,, К.) 同 构 于 
ACK, + Ki)， 由 这 条 定理 , 群 代数 的 谱 综合 和 
运算 函数 的 问题 转化 为 张 量 代数 的 问题 。 有 关 
的 严谨 讨论 一 [27]. 
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殉 周 期 函数 [3k almost periodic function 法 
Ж fastperiodische 
Funktion #& почти-периодическая функция H 
概 周 期 因数 ] 1924 4, Н. Bohr 从 Dirichlet 
级 数 + 的 研究 出 发 , 首创 了 至 周 期 函数 的 理论 ， 
这 一 理论 提供 了 研究 一 类 广泛 的 一 般 型 三 角 级 
数 的 一 个 方法 (一 Fourier 级 数 )， 以 后 N. Wie- 
ner, B. В. Степанов, A. S. Besikovié, S. Bochner 
等 人 完善 地 推广 了 这 一 理论 ，H. Weyl, J. von 
Neumann 等 人 弄 清 了 这 一 理论 与 群 的 表示 论 之 


fonction ptesque-périodique 


间 的 关系 。 特 别 是 拓扑 群 上 的 殉 局 期 函数 与 紧 
群 的 表示 论 之 间 的 关系 。 

[Bohr 意义 下 的 殉 周 期 函数 】 设 f(x) 是 
对 一 切实 数 * 有 定义 的 复 值 连续 函数 。 对 于 正 
Ke, WRR r 满足 

Sp. Ie + т) 1G) в, 
则 称 它 为 1 OMT e 098 NR RO BR ( 3: 
translation number £ Fastperiode), 如果 对 于 任 
意 的 e > 0, HEER e), WIKA (e) 的 
任意 区 间 都 含有 f 的 属于 e 的 平移 数 , 则 1) 
称 为 (Bohr 意义 下 的 ) 殉 周期 函数 .下 面 , 将 Bohr 
意义 下 的 殉 周 期 函数 的 全 体 记 作 已 . 

如 果 f(x) 是 以 为 局 期 的 周期 函数 '， 则 
因为 每 个 数 ! > ?对 任意 的 6 > 0 都 起 着 Ke) 
的 作用 ,所 以 fe B. 每 个 1e B 都 在 实 轴 上 有 
界 且 一 致 连续 ， 在 整个 实 册 上 有 定义 的 有 界 
连续 函数 属于 B 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任 
意 的 实数 序列 {4。}, 存在 适当 的 子 序列 {h。,}， 
使 得 函数 序列 {f(z + А) dE (—co, 00) E— 
致 收敛 , 即 集合 {f(x + А) є (一 coyco)}， 在 
(~œ, co) 上 有 界 连 续 函 数 的 全 体 所 成 的 空间 
中 关于 一 致 范 数 ПИ = supl{@) | 为 完全 有 界 ， 
是 fe B 的 充分 必要 条 件 。 

如 果 f(x)€ B, W f( 一 +), РО), af) 
(а 为 复数 ) 和 f(x + A) (4 为 实数 ) 也 都 属于 
B. du i), s € B, HJ f) +g) 和 
1G)gG) € В. MR 1f,€ B 与 f, f Cli 
ЖО), fe B. 对 于 任意 实数 2, exp (idx) G 
хов ft) 为 连续 周期 函数 ， 从 而 多 项 式 


ета, z € B. E. рой m ёз F ootd 
acit Ў) „ер, 则 此 极限 函数 也 属 


TB. BIRD eerie MARD ja epi, х 


= 
分 别称 为 广 , 义 三 角 多 项 式 (generalized trigono- 
metric polynomial) lJ” X= MBM (generalized 
trigonometric series), 

对 于 任意 的 [€ B, CHPH (mean) 


м = Ма“ (хуа 


存在 。 此 式 右 端 的 收敛 关于 а Є (一 co，co) 是 
一 致 的 , 且 极限 与 4 无关 。 因 此，M [有 ] 是 定义 
在 B 上 的 线性 泛 函 '. HY’ = B, M 
[expiax] == 1, 42% ОШ], M [expi2x] = 0, 
所 以 ,函数 族 { exPiax|—co < 2 < co) 成 为 关 
FEE B ESAE 
(1,8) = M IOG) 

的 正规 正 交 系 +。 如 果 对 f€ BB 我 们 令 ala) = 
M [jCx)exp( 一 i2x)]， 则 使 得 (2) 不 等 于 零 的 4 
的 个 数 最 多 为 可 数 . 今 以 丸 , la*… 记 这 些 ) 的 
值 ,并 记 a(4,) = o。。 形 式 地 作 三 角 级 数 》)o。 


` expil,z, REX f(x) H Fourier 级 数 (Fouricr 
series). BK my an +++, Gç, "75 称 为 f(x) 的 
Fourier Ж (Fourier coefficient), 对 于 任意 


的 | € B,Parseval st M[|f(z) 门 一 > lal? 
= 


成 立 ， 对 于 周期 函数 ,这 些 定义 与 通常 的 Fou- 
tier BBA Fourier 系数 的 定义 一 致 (一 Fouricr 
级 数 )，Bohr 意义 下 的 殖 周 期 函数 由 它 的 Fou- 
cer 系数 唯一 确定 。 即 ， 如 果 两 个 苔 周期 函数 
有 相同 的 Fourier 级 数 , 则 它们 是 恒 等 的 。 任 意 
的 f € B 的 Fourier 级 数 不 一 定 一 致 收敛 ,但 是 ， 
шж fe В, W| f(x) 可 由 三 角 多 项 式 的 某 个 序 
列 在 (一 co，o ) 上 一 臻 时 近 .在 这 种 意义 下 ，、 
Bohr 意义 下 的 殖 周期 函数 也 称 为 一 致 殉 周 期 函 
数 (uniformly almost periodic function) 

【一 般 的 歼 周 期 函数 】 设 C(— o0, oo ) 为 
《一 00 ,00) 上 的 有 界 连 续 函 数 的 空间 ， 赋 以 距 
Wes, g) = sup 1068) 一 gG) | (一 BBS 
闻 )， 于 是 ， 由 上 所 述 。Bohr RM FAIA 
函数 是 一 个 三 角 多 项 式 序列 关于 距离 "的 极 
限 ， 一 般 地 , it o 是 在 实 轴 上 的 (不 一 定 连 续 ) 
函数 的 一 个 空间 中 所 引进 的 一 个 距离 函数 *, 如 
果 一 个 函数 是 广义 三 角 多 项 式 关于 虐 离 o 的 极 
限 , 则 称 该 函数 为 关于 о HAAMER. Am, 
对 于 p Sl, Ф 


рв), sp, {| MW еба, 


Ф, z] = 
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它们 都 是 距离 函数 。 相 应 的 殉 周 期 函数 的 性 质 
以 及 它们 与 其 它 殉 周期 函数 类 之 间 的 关系 ， 已 
为 Besikovi 所 研究 [1]. 

【解析 的 殉 周 期 函数 】 设 DD 为 复数 平面 上 
H a 二 Rs < 一 所 定义 的 一 个 带 状 域 。 设 OG) 
是 忆 内 的 全 纯 ? 函数 , 对 于 正 数 e, 如 果 数 + 满 
E suplf(x + ir) — fG) | < е, 则 称 它 为 了 的 
属于 © 的 殉 周 期 或 平移 数 (translation number), 
如 果 对 任意 的 。 > 0, FER e) > 0， 使 得 
长 为 e) 的 任意 区 间 都 合 有 1 Т ер 
移 数 ， 则 称 fe) 为 DD 内 的 解析 的 歼 周 期 函数 
(analytic almost periodic function)。 在 本 条 中 ， 
D = [a < Rs < 5) 内 解析 的 至 局 期 函数 的 全 
体 记 作 Ala, b). 如 果 在 。 < x <。 中 国定 一 
个 x， 则 对 于 任意 的 1e Ala, b) ER eG) 一 
Кх + iy) WT B. 

对 于 任意 的 1e А (а, Б), 都 对 应 着 一 个 
Dirichlet 级 数 D) a, exp (1,2) (AEE ALB 


个 解析 的 至 局 期 函数 的 Dirichlet 级 数 相 同 , 则 
这 两 个 函数 恒 等 ， 在 这 里 ， 系 数 о, 一 M,[f(* 
+ ;y)exp(—¿2.y)] 是 与 x(a < z < 45) 无 关 地 
确定 的 ,并 且 Parseval 等 式 M,[|f(z + iy)|2] 
=E а, 'exb2 1,x 成 立 (Bohr [3])。 如 果 级 数 
Уо„°хрР1\„хехргу {Ех = a 5j z = Bb) BI 
表示 £0) 5 fly) ЄВ 的 Fourier 级 数 ， 则 
存在 fe А (a, b), 使 得 f(x) ED LES, Н 
Ка + іу) = 1,0), fG+iy)= О). X 
162 € А(а, b) TER D = (а < %z < b) 
ВМВ, БЕ Besikovit 所 探讨 [1] . 

【 群 上 的 殉 周 期 函数 】 设 C 是 任意 的 群 ， 
von Neumann 推广 了 (一 co,co ) 上 一 致 列 周 期 函 
数 的 特征 ， 定 义 群 G 上 的 殉 周 期 函数 如 下 : 设 
BK(G) 是 G 上 的 复 值 有 界 函 数 的 全 体 ， 把 BCG) 
看 作 赋 予 距离 * e( 妃 8) = suplfG) — gG) | 的 
度量 空间 . 若 对 于 fe BCG), REA = a) 
= f(axb)|a, b € G) 是 度量 空间 BCG) 中 的 
完全 有 界 子 集 , 则 称 f 为 群 G 上 的 殉 周 期 函数 ， 


lim sup 
PD X 
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这 个 条 件 等 价 于 В, = (f.(z) = 1 (za) la € GY 
或 C, = GG) = f Car) ja € G) 的 全 有 界 性 . 
以 下 ,将 G 上 的 殉 周 期 函数 的 集合 记 作 UG). 

对 于 f(x),g (z) € 3166) RERA af) 
+ b+ g(x) (a, 5€ C) SRR fGOgG) 都 
BY UG), WR fa € ACG) B {fa} ÆG E— 
BKF fs feo). MR fec), Mi 
fas b» far of IRIE (С). 也 即 MCG) Banach 
代数 ' 8B(G) 的 一 个 闭 子 代数 , 且 在 双 侧 平移 下 
保持 不 变 ， 对 每 个 fe (G), 在 B(G) 内 包含 


集合 A 的 最 小 闭 四 体 + 中 , 即 才 一 {> Cn 


2b)lo > 0 Xe = 1, а be G} 在 8(G) 内 


关于 距离 的 闭 包 中 ,只 含有 一 个 常数 M UT. 
这 个 MUI 称 为 f 在 G 上 的 平均 值 。 映射/ 一 
мІЛ E ACG) 上 的 线性 泛 函 , HS £2 0, RU 
міл >20. 

【与 有 界 表示 的 关系 】 关于 群 G 的 有 限 维 
的 矩阵 表示 DG) 一 (di《x)), 以 下 三 个 条 件 是 
等 价 的 。 G) 所 有 di(x) 是 G 上 的 有 界 函数 ; 
Gi) 所 有 dala) EG EAA ABM: Gi) Ж 
жр Gt F — 4 AEE RA. EA Rg) 
= M LGOg GO] F, ACG) 构成 前 Hilbert 23 
W. E HCG) 为 由 ACG) 经 完备 化 所 得 到 的 
Hilbert 空间 ， 设 二 为 6 的 有 界 不 可 约 表示 的 等 
价 类 的 全 体 ， 如 果 从 每 个 e 工 各 取 一 个 代表 
D^) = (di). W m 26 D! 的 阶 , 则 函数 族 
(алу) dC |1 <i, j пд) Hil- 
bert ZN HCG) 中 的 一 个 完全 正规 正 交 系 . FE 
意 的 JG) EUG) 可 由 2,00) 的 有 限 线性 组 合 
在 G 上 一 致 逼近 . 

[拓扑 群 上 的 殖 周 期 函数 】 当 G 是 分 离 的 
拓扑 群 ?时 ,所 有 属于 (C6) REG LERNA 
数 所 成 的 集 记 作 .CG)， 如 果 用 UCG) 来 代 
BUG), 用 连续 玫 示 来 代替 表示 , 则 前 节令 述 
的 关于 UG) 和 表示 的 定理 仍然 成 立 。 特 别 
是 ,如 果 G 是 实数 R 的 加 法 群 , 则 ACR) = B. 

[与 紧 群 的 关系 〗 在 紧 群 G 上 ， 任 意 的 连 
续 函 数 是 至 局 期 函数 , 即 3,66) = С(6). 又 


feat。(G) 的 平均 值 M [月 恒 等 于 基于 Наас M 
E ds 的 积分 | .1Cz)er, 这 里 Наг 测度 已 正规 
化 ,即使 得 |。dz 一 !、 在 这 种 情形 ， 上 述 有 界 
表示 理论 就 是 Peter-Weyl 理论 (一 紧 群 ). 

对 一 般 的 拓扑 群 C, 情形 如 下 。 设 G 为 分 
离 的 拓扑 群 , ИНЕК К = КСО) 和 G 到 K 
上 的 一 个 连续 同 态 ,具有 下 面 的 性 质 :对 任 一 
EEK 与 连续 同 态 o: G 一 K', 存 在 连续 同 态 
p:K > K'E p = dop. KECK pR 
同 构 是 唯一 的 . K 或 (K,p) 称 为 拓扑 群 G 的 万 
HRB (universal compact group of G) SE GIO 
Bohr 紧 化 (Bohr compactification ) ,ifij Ф 则 称 为 
为 标准 映射 ， 设 6 为 局 部 紧 Abel 群 ,G* 为 其 特 
TERR ZE G*” 上 引进 离散 拓扑 的 群 记 作 G'. 
设 天 为 6’ 的 特征 标 群 ,并 设 w* 为 G' 到 G* 的 
恒 等 映 射 , 9 是 СК MIT p* 的 连续 同 
б. 这 时 ,K 是 G 的 万 有 紧 群 , 且 以 9 为 标准 映 
射 为 使 拓扑 群 G 上 的 函数 /是 6 上 的 连续 至 
周期 函数 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 G 的 万 有 紧 
群 K 上 的 连续 函数 f, (6 一 了 op， 当 这 个 条 
件 成 立时 ,1 的 平均 值 M [1] 等 于 | fC) dr. 
对 于 K 的 任意 有 限 维 连 续 西 表示 Ор рер 
是 G 的 一 个 有 限 维 连 续 西 表示 ， 反 之 亦 然 。 因 
此 ， 在 分 离 拓扑 群 C 的 有 限 维 连续 西 表示 的 等 
价 类 与 其 G 的 万 有 紧 群 K 的 有 限 维 连续 西 表示 
的 等 价 之 间 存 在 由 D 一 D'eqp 所 决定 的 标准 同 
构 。 又 标准 映射 9 的 核 * 与 G 的 所 有 有 限 维 连 
续 本 表示 的 核 的 交 相 同 。 

【 极 大 殖 局 期 群 】 设 6 为 一 拓扑 群 。 如 果 
对 于 G 的 每 对 不 同 的 元 4,6, 都 存在 G 上 的 连续 
TREE 了 (依赖 于 z, 6), 0848 Ка) 0), 
则 称 G 为 极 大 殖 周期 群 (maximally almost perio 
dic group), G 为 极 大 至 局 期 群 等 价 于 G 有 充 
分 多 的 有 限 维 连续 西 表示 ， 对 于 连通 局 部 紧 群 
G, 以 下 六 个 条 件 是 等 价 的 ，1) G 是 极 大 歼 膨 
期 群 ; 2) 存在 从 G 到 一 个 紧 群 中 的 一 个 一 一 
连续 同 态 ; 3) G 是 一 个 紧 群 与 向 量 群 R 的 直 
Pu 4) G 是 与 紧 群 局 部 同 构 的 Lie 群 的 射影 
极限 1; 5) 商 群 G/Z 为 紧 ， 这 里 Z 为 G 的 中 


з: 6) 在 6G 的 所 有 内 自 同 构 ' 下 不 变 的 邻 域 的 
全 体形 成 单位 元 的 一 个 基本 邻 域 系 '。 以 上 ,一 
J. Dixmier [7]。 另 外 , 任意 离散 自由 群 " 为 极 
大 至 周期 群 . 

如 果 除 常数 函数 外 ， 不 存在 其 他 连续 殖 周 
期 函数 ， 则 这 样 的 拓扑 群 称 为 极 小 歼 周 期 群 
minimally almost periodic group). 4EfS] 4E IJ 
连通 的 单 Lie 群 为 极 小 歼 周 期 群 . 

[8) fi] A. S. Besicovitch (Besikavič), Almost 
periodic functions, Cambridge univ. Press, 1932; [2] 
S. Bochner, Bertráge zur Theorie der fastperiodischen 
Funktionen I, П. Math. Ann., 96 (1927) 119—147, 383— 
409, [3] H. Bohr, Pastperiodischen Funktionen, Erg.d- 
Math., Springer, 1932, [4] У. Stepanov(B, Степанов), 
Über einige  Verallgemeinerungen der fastperiodischen 
Funktionen, Math. Аар., 95 (1926) 473—498; [5] N. 
Wiener, On the representation of functions by trigono- 
metrical integrals, Math. Z., 24 (1926), 575—616; (61 
jJ. von Neumann, Almost 
1, Trans. Amer. Math. 


iodie functions in a group 
«+ 36 (1934), 45—492, [7] 


J- Dixmier, Les C*-algëbres et leurs représentations, 
Gauthier-Villars, 1964; [8] BeOS, (LIES, Zak, 
1948; [9] W. Maak, Fastperiodische Funktionen, 
Springer,1950. 


Laplace 变换 [3 Laplace transform 法 trans- 
formation de Laplace Ф Laplacesche Transfor- 
ff) преобразование Лапласа 日 27 
Э АЖ] Laplace 变换 是 Dirichlet 级 数 向 积 
分 的 推广 ， 这 个 变换 ,在 P. S. Laplace 以 前 也 
曾 被 L. Euler 应 用 于 微分 方程 的 解法 上 
《1937)， 但 Laplace 则 完全 独立 地 在 其 名 著 
“Theórie analytique des probabilités” (1812) 的 
第 一 卷 内 ， 在 微分 方程 以 及 差分 方程 的 解法 中 
应 用 了 这 个 变换 。 进 入 本 世纪 以 来 ， 它 被 应 用 
于 Heaviside 算 子 演算 ?的 合理 化 中 而 成 了 应 用 
数学 的 一 个 重要 工具 . 

Ша) HEE BA PRIX ijo < : <R L 
ARE WHR, ШЖ 

LG) | e=" dale) = lim ret dae) 
对 于 :的 某 个 值 o《 一 般 为 复数 ) WR, WE 
WER > Re (Rs 为 的 实 部 ) 的 所 有 * 收敛 . 
L (s) 称 为 a (0) 的 Laplace-Stieltjes 变换 
(Laplace-Sticlties transform), Ж обе) — i gi 


mation 
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GE plu) 在 任意 有 限 区 间 0 < RE Ж 
Lebesgue 可 积 ), 则 称 


L()- E ee) dr 


% ple) 的 Laplace 变换 (一 公式 121). 

【收敛 域 】 使 LG) 收敛 的 * 的 范围 即 收 
SOR, 是 右 半 平面 Rs > oc.。 作 为 极端 情形 ,在 
全 平面 收敛 的 场合 , 设 a. 一 一 oo， 在 全 平面 发 
散 的 场合 , 设 a, = оо. Жо, KA LC) 的 收敛 
BAK (abscissa of convergence), HH Rs = o, 称 
HMB (axis of convergence)。 已 经 知道 由 
ole) 确定 收敛 坐标 的 公式 例如， 如 果 一 
limsup( log lale)])/1#0, 0] z =k; MIRA =O, 
Tü £ — oo 时 Штаб) 不 存在 , 则 ce 一 0. 又 
对 一 oo 的 情形 也 已 进行 了 研究 此外， 
щщ Ao, SOR < On, RA 
lim suP log le(2)|)/r, oç == limsup( log le oo) 一 
a(s)[)/+ (E. La ndau, S. Pincherle), 又 一 般 地 
lim sup (log Jae) — aÇ [4] D/: = o CIE 1 
为 Gauss 12S) (RA MZ Jr GU SB f 
ЖЕ). 


4 j: ес" ааг) ЕЕН, Laplace-Stielties 


变换 LG) = [7 ettet 为 绝对 收 仇 (abwlu- 


tely convergent), FERR o EH Rs > "时 
LCs) ЖЗ Ж, Rs <, 时 LG) 不 绝对 收 
#. XA о, 称 为 工 (5) 的 绝对 收敛 坐标 (abxissa 
of absolute convergence), 又 存在 ou, XET AERE 
的 6 > 0, LG) 在 半 平 面 R 2 o, +e 上 一 致 
收敛 ,而 在 R 2o. — e 上 不 一 致 收敛 ， 这 个 
o, 称 为 一 致 收效 坐 标 abscissa of uniform con 
vergence), z, < z, < o, ЖУ. 也 已 知道 确定 
au z, 的 公式 。 实 际 上 , 与 Dirichlet 级 数 情形 
的 小 坊 铁 藏 , 国 校 元 治 等 的 公式 〈 一 Dirichis 级 
数 [收敛 域 ]) 类 似 的 公式 成 立 《D. V. Widder 
[1 第 二 章 ). 


GERE] LO) = | есас 
:的 函数 在 收敛 域 > e KAW. ME 
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LOG) = (Сма СЕ оа, HRT. 


如 果 ао) 单调 , 则 收敛 山上 的 实数 点 ; = z, 成 
为 LG) 的 奇 点 ， 然 而 一 般 说 来 ， 在 收敛 轴 上 
不 一 定 存在 奇 点 。 使 二 (*) 在 9%s > cc 内 为 全 纯 
的 5 的 下 确 界 , 称 为 正则 坐标 (abscissa of regu- 
larity)， 对 于 任意 的 8 > 0, 在 oo 的 邻 域 内 ， 当 
Ir] — oo hf, Llo +ir)=0( |r|) Е a, + 8 
<<< oo 上 一 致 成 立 . 

在 co 处 全 纯 的 解析 函数 可 以 用 Laplace ЖЕ 
换 来 表示 。 即 ,如 果 我 们 设 /G) =) (co) + 
Ум! Hp D Mifit 00 27 7 
n=0 seg: 
即 得 166) — Co) + |” e wets a> e, 

【 反 演 公式 】 eG) 在 任意 有 限 区 间 内 
AT BE He" MK, Н a(0) = 0, al) = Ca 
0) + аб — 0))/2 时 ,就 称 oC) 已 标准 化 ， 在 
这 种 情形 , a()G > 0, a +0) 一 0) 由 其 La 
place-Stieltjes 变换 L(s) 唯一 确定 。 此 时 ， 我 们 
已 知 由 LCs) 表示 aCe) 的 反 演 公式 Cinversion 
formula), ВШ, MIR LCs) 一 j: ет" dale), Wl 
4 с> max (ves 0), 有 


lim -上 is LO) ад 


Tee Dai lem ғ 
COM 120, 
- Eos. 1-0, 
0, 1-0, 


左 端 也 称 为 Bromwich 积分 (Bromwich inte- 
ва). X. 060 一 人 еби) RE SUR LG) 在 
Re = e EMR, Cu) ZE u iG > 0) 的 
BIRO As EE N 


es 
ка Lee 


Tao 2 wi Je-iT 
(ot + 0) + gG — 0))/2, 10, 
-feo :=, 
0, r<0. 


另外 ， 还 有 由 E. L. Роя, Widder 所 给 出 
的 反 演 公式 的 其 他 形式 ， 也 就 是 说 ， 如 果 对 于 


С” 类 函数 f(x), 考察 变换 
Бый] = (DCN 
G> 0, RHE), HI 


sm | baal LG) du = aO — el +0), 


Eac |i pudu 时 ， 则 对 于 几乎 所 有 
«(>0), 

lim Ly IL(z)] = çG) 
OAR 12D. 

【表示 定理 】 当 f(x) 在 (4, fob C" 类 
函数 ,而 (— D^ Ce) > 0 Ck = 12,-- 0, 
RI f) 称 为 在 (a, 6) 内 完全 单调 completely 
monotone), 又 若 j(z 还 在 Las Р 上 连续 ， 则 
称 它 为 在 [a， 6] LMM, KEREM) 
dos x < о 上 可 以 表 为 Ka = | edat) 
G > 0, (о 为 有 界 的 单调 递增 活 数 ) 的 充分 
必要 条 件 是 ,1(z) 在 [0, 00) 上 为 完全 单调 
(Бернштейн 定理 ). 又 用 上 面 的 变换 Lilf(*)] 
也 能 给 出 表示 定理 ，/(z) TRH [eC a: 
(еде L, (0, co), p > 1 的 充分 必要 条 件 
Жо) {0 < x < oo 内 有 各 阶 导 数 ， 在 
сс о, 且 存在 常数 М, 使得 

[таом m 1.25. 
又 为 使 1(x) 有 上 述 表 示 , 而 PCE 0 < : <оо 
内 有 界 的 充分 必要 条 件 是 ,1(z) 在 0 < <0 
内 属于 C" 类 , 且 存 在 常数 M ,使 得 

Г.И) < M, IxfG2] < M. 
Kol) € Li (0 < < co) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
JG) 在 o < x < oo 内 属于 С° 类 ， 在 * 一 oo 


йж 0, BAS? [Las OI а <> ELE 
im Уа) аг = 0 
(Widder), 

[Laplace 变换 的 运算 】 设 IGO 的 Laplace 
жез LG) 一 | “Кой. 当 由 KO 
经 某 个 运算 而 作成 pf 时 ,知道 相应 的 gj(D) 


的 Laplace 变换 的 公式 ,对 于 算 子 演算 的 计算 是 
重要 的 。 现 在 举 出 这 方面 的 主要 公式 如 下 : 
LG, flat — b)) = (1/aexp((—6/2)s) 
X L(s/a, о) GR ar < b Bf, Kar — 5) = 
@,а > 0,5 > 0), 

LG, |да) = а/д. 6) 
(Rs > max (0, )). FAR 0R LGC) 
在 * > 0 处 收敛 , 则 

LG FO) = LG, 1) — КО). 
BRIONES, — Ж in IC+0),-++, 
PHO) 存在 ， 则 对 使 LG, FOO) We SH 
$20, 有 

LG. FOG) = ALG К) — K+ Ot 
— fe) +e — 40), 
KF he ОАВ ВА" MRR LG, h) LG, f) 
同时 收敛 , 且 至 少 有 一 为 绝对 收敛 , 或 者 LG. 
10» LGs f), LG feb) 都 收敛, 则 

LG; hth) = LGs f LG» 12. 

пишип 设 LG) m (enin G> 


0)， 则 对 任意 的 “。 > о 和 任意 的 4, 有 
lim supl? LG) — 41 
< tim supla()t Te + 0) — 4], 
lim supl LCs) —4| 
< tim supla) Te + 1) — Al. 
特别 是 , 令 c= 0, ШЖ ae) + AG оо), ЙІ 
得 f(s) > AG 一 +0), 又 由 ale) ~ 46/70 
+ 1) G — co Me — +0) WB f(s) ~ Ast G 
一 +0 或 * 一 co)、 这 些 定理 称 为 Abel NE 
3 (Abelian theorem)。 这 是 因为 ,如 果 特 别 选 
取 alz) 并 变换 变量 , 便 会 得 到 突 级 数 的 Abel 定 
Ht, # Da, sU] E aa — (z — 1 
— 0). 下 面 的 定理 包含 上 述 定理 : 设 LG) 


- e" da(670). HY +0 时 , LOA, 
则 当 且 仅 当 pCD) 一 (адои) mo (Gne), 
lim als) = 4. 

{(—о, оо) 上 的 Laplace 变换 】 设 a(t) 
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在 任意 有 限 区 间 内 为 有 界 变 差 ， 当 对 于 某 个 ;， 
im ferm. dime { e7* dale) 存在 时 , 就 


LO [enc 


WR LC) Es Satin, noir) 处 
收敛 , 则 LCs) ERRE a, < Ks < c, AUR. 
4 LG) E o; < Rs < о; AM, 在 uo o; 
URR < о; RRR, Д) ас, сг BFR 
坐标 ， 如 果 lim sup (log la (DA = k = 0, 


lim inf Clog |900) |)/: = 1 * 006 < у, k, 1 


即 是 收敛 坐标 ， 如 果 设 aC) ERE N LG) 
在 《二 Rs 一 ! 内 收敛 , 则 对 所 有 s, 
sie ie LG) 
im — 一 一 
Tro 2 =i 
- —a(—0), с> 0, k< c<, 
alt) — «(00), с<0,4<се<!, 


хаа 一 人 oud, 而 LG) ZE Su e 


上 绝对 收敛, Ce) XE :一 的 邻 域 内 为 有 界 变 
Ex 


1 [em 
lim 一 一 f L(s)e" ds 
E 


T 2 xi )e-iT 
= (p(t + 0) + фо — 0/2. 

此 外 还 有 对 应 于 通常 Laplace 变换 的 公式 。 

[$] (1] D. V. Widder, Laplace transform, Prin 
ceton Univ. Press, 1941; [2] G. Doetsch, Theorie uad 
Anwendung der Laplace-Transformation, Springer, 1937 
《中 译本 :G, 赛 志 , 拉 普 拉 斯 变换 的 理论 和 LR RACE, 
1966); [3] B. van der Pol-H. Bremmer, Operational 
calculus based on the two-sided Laplace integral, Cam 
bridge Univ. Press, 1950, 第 二 版 1961, 第 三 版 1965, 
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积分 变换 法 rransfor- 
mation intégrale Ж Integraltransformation А 
интегральное преобразование A 积分 变换 ] 


зв ЕНИ KG, y), 通过 
Q) 80) 一 人 KG. DIG 

жк / 变换 为 8， 称 为 以 KC =, у) жй Chee 
nel) 的 积分 变换 ,而 由 < Ж. 1 称 为 地 变换 Giov- 
ecc transform)， 求 闻 变 换 的 公式 称 为 反 演 公 式 
Себро formula), HES RUE. BIER Tat 


{Ж integral transform 
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元 函数 £ (z) 而 以 Cry) RKC — y) 的 形式 所 
给 出 的 函数 . 表 1 列举 了 应 用 上 重要 的 积分 变 
换 ( 略 去 常数 因子 ). 


ж 区 ш & * 
e (795,9) | Fourier 变换 
cosy @,00) | Fourier RRR? 
sinzy (0,09) Fourier ERER” 
ae (0,99) Laplace SHR” 

VEY Gy) (0,09) Hankel ЖЮ" 
M у) (00,00) OHilbert SHR” 
= (0,9) | OMellin 变换 
G+ y) (0,0) | Stieltjes ЖЮ” 

exon (96,09) Gauss 变换 


1) 复数 型: 2), 3) 一 Fourier 变换 ; 4) — Laplace 变 
É: 5) J。 Ж Bessel 函数 1; 6) REM; 7) o0. 


Fourier db, Laplace 变换 分 别 在 相应 条 
EWE. ARMEN Fourier. 变换 ， 以 及 
Arbitro St. 

【广义 Fourier 变换 】 当 变 换 (1) 的 核 为 形 
MAC 的 函数 ， 而 过 变换 也 以 形状 相同 的 公 
x 
G) O= | у) say 


给 出 时 ， 则 称 此 积分 为 对 称 型 的 广义 Fourier 
BEA (generalized Fourier transform ), 称 k (2) 为 
Fourier 核 (Fourier kernel)， 有 时 也 称 为 Wat 
son 变换 (Watson transform)， 在 区 间 为 〈0， 


co) Hit LRG) 为 V2/zcosrsW2/z sin io E 
XJ,G) 等 ， 就 是 这 样 的 变换 的 例子 (一 Fouricr 
变换 )。 最 后 的 核 给 出 Hankel 变换 。 

Щ kC), 1x) 为 Fourier 核 时 , L(x) 关于 
É key) 的 积分 变换 mG) HHA ! 的 合成 
(resultant), Fourier 核 的 合成 仍 为 Fourier Ж. 

一 般 地 , 当 K(1/2 + iz) HEB K(1/2 + it) 
XK(1/2 =й) = 1, IK (1/2 + i| = 1, B 
K (1/2+й)/(1/2—й) = kG) € L( 90,0) 
时 ,由 

ве) = tim [TR dt 


GRIBIEHCPEZ SPSS ORA GO. TE 
XT 1G) € L(0, 00), 


4 (= di 
a= P | Gor T 
几乎 处 处 有 定义 ,g(x)e LX0， co), 反 演 公 式 
@ += [Gen во) $ 
成 立 ， 此 时 ，Parseval 等 式 
{ою ra = | CG GO yas 


也 成 立 。 
在 广义 Fourier 变换 (2) 下 不 变 的 函数 称 

为 自 反 函数 《sclf-reciprocal function )， 它 是 齐 次 
BODE 

160 = GG) as 
的 解 。 例如 , x- 中 是 关于 Fourier 余弦 变换 的 
自 反 函数 ， 应 用 Hankel 变换 的 自 反 函数 ,可 以 
导出 以 下 的 数论 中 的 格 点 公式 Clattice-point 
formula), i r(n) 为 ”可 以 表 为 两 个 平方 数 之 
和 的 各 种 可 能 表 法 的 个 数 ,考察 

PGD) 一 Уу 0н) — =. 


T 
这 里 XD 意味 着 , 当 < 为 整数 时 ， 就 把 r(x) 的 
项 乘 以 1/2 而 相 加 ， 此 时 ,1(z) MC B(x/ 
2z) 一 1) 为 关于 ， 一 2 的 Hankel 变换 的 自 反 
函数 ， 从 这 一 点 ，G. H. Hardy 得 到 了 公式 
Peeve Ў) 42 MaD ams), A. 
T MES 

Z. Walfisz (1926) 和 A. Oppenheim (1927) 把 
这 个 公式 推广 到 表 为 个 平方 数 的 和 的 表 法 个 
数 的 情形 (一 格 点 问题 )。 

[Mellin 变换 】 如 果 E) € (0,00), 
则 

FG) = iem me 


称 为 1 的 Mellin 变换 (Mellin transform), tm 
RiG) 在 = 的 邻 域内 为 有 界 变 差 *， 则 反 演 公 
式 


te + 0) + Kx—90) 
2 


i pea 
=L gm | FG) 
2 xi Tee )a-iT 


成 立 ， 又 如 果 у(х) х—12є1,(0, оо), Й] 


| Hed de G m п) НЭ c titio de 


140—9, co) 的 意义 下 平均 收敛 + 于 FG). B. 
Parseval 等 式 


Йй йод Pee de = L [Lira iore 


成 立 ， 这 个 FG) 仍 称 为 C) BJ Mellin 变换 . 
如 果 f()2*7^, gla) t JR T L(0,00), f, 
g 的 Mellin 变换 分 别 为 FG), GCs)» Ml 


[riesco = Af rosa — oas, 


函数 空间 L, 中 的 Mellin 变换 的 理论 可 与 
Fourier 变换 的 情形 平行 地 进行 论述 (E. C. Titch- 
marsh [1], ЖЩ), 

【Stielties 变 R] FARR AMC), 
称 


 (° 4а00) 
=f ce. 


% aCe) 的 Stieltjes 变换 (Stieltjes transform), 
通常 这 一 称 法 用 于 e 1 的 情形 。 如 果 接连 进 
行 两 次 Laplace 变换 , 则 形式 上 得 到 p = 1 的 
Stieltjes 变换 ， 与 Laplace 变换 相 联系 ，Sticltjcs 
变换 已 由 D. V. Widder, R. P. Boas 等 进行 了 
系统 的 研究 。 

以 下 设 o= 1。 设 复数 平面 除去 负 实 轴 所 
得 的 域 为 D， Ж Stieltjes 变换 在 D 内 一 点 
sig 处 收敛 ， 则 它 必 在 D 内 任意 紧 集 上 一 致 
收效 ， 反 演 公式 取 如 下 形式 : 
Jim, z 00-0 in) Ко + in) ao 

= (a(t + 0) + a(t 0) — (aC +0) 

+ a(—0)))/2, 12 0, 


在 об = [Cuda 时 ,如 果 单 侧 极限 eC 
0) 存在 , 则 
Ба -+ (Cot — in) — (— + in) 


vui 
= (gG: + 0) + e(1—0))/2, 12 0, 
(Hilbert 变换 】 在 复 变 量 z — z + iy 的 
上 半 平 面 上 全 纯 的 函数 p(z) 一 U(z, y) + 
iV (x,y), GE Schi EA FMA 1(*) 一 U(x,0)， 
gx) = —V(x, 0), 4 J, g€ L(—95,09) Rf, 
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其 间 存 在 如 下 的 关系 : 
g(x) nipe 0а, 


. [OE CR ID PR 
= = F 


其 中 p.v. 是 指 Cauchy 主 值 +: 
pv ron 


= lim 


dm (E FQ) de + f£ FO). 

# g 25 fü Hilbert 变换 (Hilbert transform), 
此 时 ,以 下 反 演 公式 、Parseval 等 式 成 立 : 4 
了 属于 1.(— оо, оо) 时 , 则 上 面 的 关系 几乎 处 
处 成 立 , g 亦 属于 Li —00, со), B. f, € WY L, 
范 数 相等 (一 Fourier SH), Hilbert 变换 的 重 
要 性 ， 在 于 它 在 解析 函数 的 实 部 与 席 部 之 间 建 
立 了 关系 (一 色散 关系 ). 


{&] (1] E. C. Titchmarsh, Introduction to the 
theory of Fourier integrals, Oxford Univ. Press, 1937; 
[2] 1.1. Hirschman-D. V. Widder, The convolution 
transform, Princeton Univ. Press, 1955, 关于 具体 的 积分 
变换 的 公式 集 : [3] A. Erdélyi (ed.), Tables of integral 
transformations 1, Ш, McGraw-Hill, 1954, [4] G. A. 
Campbell-R. M. Foster,Fourier integrals for practical ар 
plications, Bell Telephone Lab., 1931, 再 版 van Nostrand, 
1948; [5] 森 口 繁 一 - 字 田 川 链 久 -一 松 信 ， 数 学 公式 u. 
YRS, 1957; [6] F. Oberhettinger, Tabellen zur, 
Fourier Transformation, Springer, 1957, 


位 势 论 [ 英 potential theory 法 théorie du po- 
tentiel Ë Potential theorie Ñ теорня потенци- 
ала BOR FLV V+ VR] (Newton 位 势 ] 

在 力学 中 ,在 n(S2) HE Euclid 空间 R" 93, " 
个 变量 ma， эх, 的 函数 称 为 位 势 (Potenrial)， 
如 果 一 grad и == —(ди/дау,+++› Bu/8zx,) 给 出 
一 个 力 场 ,特别 是 , 设 在 Re 中 给 定 一 个 测度 u 


则 由 关于 4 的 积分 P) 一 一 log PO dO), 
s = 2: (Р) = | FO 400), "之 3 给 出 的 
Bk P) 是 位 势 函数 的 典型 例子 ,分 别称 为 对 
数位 势 (logarithmic potential) 和 Newton 位 势 
(Newtonian potential) (也 有 人 把 这 个 称 法 局 限 


于 ”一 3 的 情形 )。 通常 设 “ 为 具有 紧 支 集 * 
的 非 负 Radon 测度 *。 这 些 位 势 在 R° 内 为 上 
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调和 ?, 在 “的 支 集 的 外 部 为 调和 。 反 之 ,在 R 
的 一 个 区 域 上 定义 的 任意 调和 函数 均 可 表 为 单 
层 位 势 与 双 层 位 势 ( 均 见 下 述 ) 的 和 。 因 此 ,也 
有 把 调和 函数 性 质 的 考察 称 为 位 势 论 的 。 但 我 
们 把 这 一 点 放 在 调和 函数 这 一 条 中 讨论 。 关 于 
上 调和 函数 的 位 势 表 示 一 次 谓 和 函数 . 
以 下 暂时 在 RR 内 考察 . 在 dr 为 体积 元 
X BIS ди pdr 的 情形 , 即 密度 2 存在 
的 情形 ， 如 果 o 充分 光滑 ， 则 上 面 所 说 的 上 的 
Newton 位 势 * 满足 Poisson 方程 (Poisson ， 
equation) Aw 一 一 4 яр, 在 上 的 支 集 包含 于 基 
一 曲面 $ 内 且 du 可 以 表 为 4k = pdo 的 情形 ， 
其 中 do X S TITR, P 为 密度 ， 则 称 上 的 位 
3526 38 El (simple layer) 位 势 或 单一 分 布 (simple 
distribution) dip, ine 在 5S 上 连续 , BJ 在 
全 空间 连续 , B. w ZEA P AB S 在 Po 处 的 法 线 
方向 的 方向 导数 ， 当 P 沿 该 法 线 趋 近 于 Po 时 ， 
趋 近 于 
is) + | o d iles 20). 
从 而 ,如 果 固 定 5 上 的 法 线 方向 , 则 当 动 点 P 在 
该 法 线 上 通过 西 时 ， 法 线 方向 的 方向 导数 有 
一 4xp(Po) 的 跳跃 . in Ro HE Po € S Ab UE 
‘навс 7, WY u ЖЕ P ЖЕЙ S 4E Po ЕЖ 
固定 的 切线 方向 的 方向 导数 ， 当 P 沿 法 线 趋 于 
Ps 时 , 必 有 有 限 的 极限 ， 其 次 , 称 


[228r 1 
<= f.» a HO 


HME (double layer) 位 势 或 双重 分 布 (double 
distribution) 位 势 。 如 果 dE 5 上 连续 , 则 当 P 
沿 5 在 点 Ps 处 的 法 线 从 两 侧 趋 于 P, I и 均 有 
极限 , 且 分 别 等 于 2 =p(Po) 十 KPo) 与 一 2 =p(Po) 
十 wPa)， 又 如 果 p 在 3 上 为 С 类 函数 ， 则 
4 PEST 5 的 内 点 时 , 的 所 有 偏 导数 都 有 有 
限 的 极限 。 

【一般 位 势 】 推广 上 述 古典 位 势 的 概念 ， 
设 0 为 一 般 空间 , OCP, 0) 为 定义 在 职 空 间 0 
x O 上 的 实 值 函数 。 对 于 其 一 测度 上 > 0, 当 
对 于 每 个 点 P co a Ф(Р, 00) 都 有 
定义 时 ,就 称 此 积分 为 以 @ 为 核 (kernel) 的 4 的 
位 势 ， 记 作 OCP, u) 或 ФР). Š(P, 0) = 


OCO, P) 称 为 6 的 伴随 核 (adioint kernel), MAF 
于 测度 z, > > 0, 当 
Gos) = || e CP, 0) 4600) 0) 

= |е, ec) 
存在 时 ,就 称 这 个 值 为 上 与 > 的 相互 能 量 
(mutual energy) СВІ), SER (и, н) HH 
的 能 量 〈 积 分 ). 由 于 以 上 位 势 的 定义 过 于 
一 般 化 ， 以 下 设 2 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
0% O x O 上 满足 一 co 一 @ < oo 的 下 半 连 
KAM. 如 果 事 先 不 加 声明 ， 则 设 测 度 
n» v 和 XX 是 具有 紧 支 集 的 非 负 Radon 测度 . 
特别 是 在 В" 中 ,以 OCP, 9)=PO™ (0<a<n) 
为 核 的 位 势 , 称 为 a 次 位 势 (potential of degree a) 
或 Riesz 位 势 (Riesz potential), 

【最 大 秆 原理 与 连续 性 原理 】 我 们 把 New- 
ton 位 势 的 一 些 性 质 作为 原理 列举 于 后 。 

1) Frostman 最 大 值 原理 (Frostman's maxi- 
mum principle) 〈 亦 称 第 一 最 大 值 原理 )， 对 任 
fai (DL F BARE)» sup OCP, н) <p oe, н), 
其 中 5, 为 的 支 集 ，2) 急 返 最 大 值 原理 《 亦 
称 扩大 最 大 值 原理 (法 principe du maximum 
6), {ЕЛЕЕ c0, 使 sp?(P， и)< 


cup OCP, pk)，3) 对 包含 于 2 内 的 任意 紧 集 天 ， 


在 以 K 代 替 0 且 设 5, CK 的 情形 ，2) 仍 成 
立 (常数 < 可 以 依赖 于 天 ).4) 上 方 有 界 性 原理 
(upper boundedness principle)， 如 果 OCP, и) ZE 
5。 上 为 上 方 有 界 , 则 它 在 O 内 亦 为 上 方 有 界 . 
5) 对 包含 于 9 内 的 任意 紧 集 K , EAKR 
且 设 SCK 的 情形 ，4) 仍 成 立 。 6) 连续 性 
AEE (continuity principle)， 如 果 把 OCP, п) 看 
fe S, 上 的 函数 是 有 限 值 连续 的 , 则 它 在 2 
内 也 是 这 样 。 在 以 上 各 个 原理 之 间 ， 有 如 图 
1 所 示 的 关系 . EAH, а) 9 P) ER a) HE 
38 2), c) 4) 表示 存在 c) RLB d) 不 成 立 


G) 
a S 
Ф 22 0) [DE (6) 


的 例 . 

如 果 对 于 任意 的 п, dE 0 一 5, 内 存在 点 
列 Py, Pj, +++, BES, LARA, MARK 
列 有 ФОР, AD) 一 sup OCP, п) ПЖ 2 一 


К, ФОР, р) Æ Е" — S, 内 为 次 调和 +， 当 P 趋 
于 无 穷 远 点 时 ,有 lim sup @ (P, и) < sup O(P, 
тек" 


4a)， 则 此 条 件 成 立 )， 且 核 满足 连续 性 原理 ， 
则 1) 成 立 ， 关 于 2) 与 6) S RGRIE, С. Cho 
quet 及 二 宫 信 幸 的 研究 。 例 如, 急 返 证 明了 ,在 
gp(r) 是 定义 于 [0, со) 中 的 非 负 递 减 函数 且 满 
Ж Ф(0) = оо 的 情形 ，R" 内 的 核 9(P, 0) 一 
Ф(РО) 满足 2)([28])。 大 津 损 信 证 明了 5) 
6) 成 立 ; 又 如 果 @ 在 O x 0 上 为 广义 (意味 着 
它 也 可 以 取 oo 值 ) 连续 , 且 在 0 x 0 的 对 角 线 
外 为 有 限 , 则 5) 一 6) 亦 成 立 。 下 面 一 些 节 中 所 
举 的 例子 将 表明 ,在 核 满足 象 6) 这 样 弱 的 条 件 
下 ,可 以 得 到 关于 位 势 的 相当 多 的 性 质 。 此 外 ， 
也 存在 不 满足 6) 的 例 。 关于 文献 以 及 其 他 有 
关 原 理 一 [26]. 

【能 量 原理 】 设 E 是 能 量 为 有 限 的 测度 的 
全 体 ， 一 个 对 称 核 称 为 正定 的 ( positive definite) 
或 为 正 型 (positive type), 如 果 对 任意 的 м, > € 
E, (uy —», n —) = (n, p) t (v, v) — 
Auv) > 0 恒 成 立 .又 如 果 上 式 仅 当 pp 一» 时 
为 0, 则 称 核 满足 能 量 原理 《energy principle), 
二 宫 刻 划 了 这 两 种 核 的 特征 ， 在 某 个 附加 条 件 
下 ,他 还 用 此 证 明了 ,满足 Frostman 最 大 值 原 理 
或 优势 原理 ( 见 后 述 ) 的 对 称 核 为 正定 。 又 Cho- 
quet 和 大 津 更 推广 了 以 上 的 定义 与 结果 ([26]). 

【测度 族 上 的 拓扑 】 设 Ce 为 2 内 的 具有 
紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 所 成 的 族 ，Mo* 为 2 
内 的 测度 的 全 体 所 成 的 族 。 第 一 ,根据 半 范 数 ? 
zs 一 |ae 一 和 jeco 在 Mt 上 定义 
粗 拓扑 (vague ropology)， 对 于 2 的 各 个 点 的 单 
位 分 布 所 成 的 族 引 入 粗 拓扑 ， 它 在 0 上 诱导 的 
拓扑 与 ?上 原来 的 拓扑 一 致 设 M 是 М; 的 子 
集 ， 如 果 属于 M 的 测度 在 0 内 的 每 个 紧 集 上 的 
值 为 有 界 , 则 M 关 于 粗 拓 扑 为 相对 紧 ， 第 二 ,在 
M+ 上 引 人 细 拓扑 (fine topology), ЖЕ Newton 核 


位 势 论 745 
的 情形 , 它 是 由 H. Cartan 51249 (141). BI, 
以 工 表示 对 所 有 s (2, n) 为 有 限 的 )e M+ 的 
全 体 所 成 的 族 。 用 Mt 上 的 半 范 数 上 一 ”一 
1,4) — G,»)1G € Lysg ХИ. tE LAE 
空 时 ， 对 于 0 的 各 个 点 的 单位 分 布 所 成 的 族 引 
Asini "tiro 上 诱导 的 拓扑 ， 仍 称 为 细 拓 
扑 。 它 是 使 一 切 OO, 0) E L) 连续 的 最 弱 
拓扑 。 第 三 ; 当 核 为 正定 时 ,由 半 范 数 上 一 "一 
IG, в) — (2, >)|G € E) 在 E 上 引入 的 拓扑 
称 为 弱 拓 扑 (weak topology)， 最 后 ,同样 地 ,在 
核 为 正定 时 ,以 VCp — v, n — v) 为 半 范 数 在 
巨 上 定义 强 拓扑 〈strong topology), 

在 Newton 核 的 情形 ， 如 果 在 E 上 比较 这 
些 拓扑 , BREA VE ЙОН, A, SH, 强 的 顺序 排 
列 , 排 在 后 面 的 拓扑 强 于 排 在 前 面 的 拓扑 ,而 对 
能 量 有 界 的 测度 的 任意 序列 (ra) MR 
ALBA (Cartan [3],[4])， 对 于 一 般 函 数 
核 情形 下 相应 的 问题 ,也 已 进行 了 研究 ([26]). 
特别 是 ，B. Fuglede 称 一 个 正定 核 为 相 容 核 
(consistent kernet)， 如 果 关 于 强 拓扑 的 Cauchy 
有 向 族 ' 关 于 粗 拓扑 收敛 于 其 个 测度 , 则 这 个 有 
向 族 强 收敛 于 同一 测度 ([15])， 这 个 概念 用 于 
给 出 使 E 关 于 强 拓扑 为 完备 * 的 条 件 上 [15]， 
[26])，Fuglede 又 称 满足 能 量 原理 的 相 容 核 为 
FES (perfect kerncl)， 他 对 局 部 紧 拓扑 群 上 
的 卷 积 ? 核 为 相 容 核 或 完全 核 的 情形 进行 了 研 
Ж (115]), 例如, А" 内 的 PO- (0 <a < n), 
以 及 近年 由 N. Aronszajn 5 К. T. Smith 所 
研究 的 Bessel 核 ,就 是 完全 核 。 

【位 势 序列 的 收敛 】 当 以 某 个 有 向 集中 的 
为 指标 的 测度 族 (ao) 收敛 时 ,就 有 对 应 的 位 
势 族 在 О 内 是 否 收敛 的 问题 。 例 如 ， 如 果 所 有 
Su 均 包含 于 一 定 的 紧 集 内 、 且 a РЕ 
收敛 于 ses 则 在 2 内 lim inf ФОР, и.) > O (P, 
vo) 1, TAMIR GER, HO AO 
足 连 续 性 原理 ， 则 上 面 关系 式 中 的 等 号 在 2 内 
q. p. 成 立 ([26])。 下 面 定义 q. p. 的 概念 。 首 
先 ,一 般 地 ， 对 于 Q 中 的 非 空 紧 集 大， 定义 
СК) ink, (MFR DAUD) 
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= о), Hk, 对 于 2 中 任意 的 集合 X， 以 
nf (KE X W 8 W (X i G 25 O bt 
9.0 sup WXG) 定 义 外 容量 所 《X). 如 果 一 个 
性 质 在 WA《AX) 的 值 为 co 的 集 X 以 外 成 立 ,就 称 
该 性 质 q.p. (¿Ë а quasi-partout) 成 立 。 又 如 果 
一 个 性 质 在 WX《X) 的 值 为 的 集 X 以 外 成 立 ， 
就 称 该 性 质 p. p. p. Gk а peu près partout) Ak 
立 ， 此 外 , 氢 处 处 (q. p.) 与 近乎 处 处 (p. p. р.) 
这 两 个 名 词 也 用 于 容量 ?理论 中 ,不 过 它们 的 意 
义 与 此 处 不 同 。 关于 位 势 序列 的 收敛 一 [7]， 
[26]. 

【 薄 集 】 设 XC 0， 如 果 关 于 0 的 原来 的 
拓扑 , 或 者 Po 为 XU (Po) 的 孤立 点 ， 或 者 存在 
测度 и, ЖЮН P € X—{Po} ifü P — Po fit, lim inf 
OCP, 4) > @(Po м) 成 立 , 则 称 X 在 Po 处 是 薄 
的 ( 英 thin 法 etfil&)， 如 果 关 于 强 于 2 的 拓扑 
与 前 述 细 拓扑 的 拓扑 中 的 最 弱 拓 扑 , Bo 是 XU 
{Po} 的 孤立 点 , 则 X 关 于 伴随 核 多 是 薄 的 ， 在 
特殊 情形 , 逆 命题 也 成 立 ([4])。 薄 的 概念 是 在 
1940 年 由 M. Brelo 所 引进 的 ,随后 他 在 [1] 
中 进行 了 详细 的 研究 ， 其次， 设 对 于 正 的 递减 
函数 pCr ), 存在 正 数 ro 8, а, 使 当 0<r < ro 
时 ,满足 g(r) < ap((1 + 8)r), 设 0 是 具有 
BEW e RO BE 2518], B PCCP, Q)) HK OCP, 
O). ZRA X 在 Po Xb PIS FED LE IE 
是 D/W. (Ху) < оо G > 1)([271)， 其 中 


名 
Ху = {PE X]# < o(o(P, Po)) < +}. 这 个 
准则 是 М. Wiener 在 1924 年 得 到 的 ， 他 用 这 
个 准则 给 出 了 R 内 的 域 DD 的 边界 点 Po 关于 
Dirichlet 问题 为 正则 + 的 条 件 。 即 ， 当 且 仅 当 
DD 的 补 集 在 Po 为 薄 时 , Po 为 正则 。 当 X 的 任 一 
紧 集 均 在 Po 处 为 薄 时 ,就 称 X 在 Po 处 为 内 薄 的 
《innerly thin), 其 充分 必要 条 件 是 22 /W (X) 


一 oo 


【 极 集 】 如 果 存在 测度 и, 使 在 4 上 有 O- 


(P, п) = оо, ДЯ 4 为 极 集 (polar set) (Brelot 
《1941))， 对 于 任何 и, 集合 X = (P/@(P, п) 
一 co} 总 是 某 种 外 容量 为 co 的 G, 集 (所 谓 外 容 
量 为 o 是 指 ， 如 同 在 【位 势 序 列 的 收敛 ] 中 从 


W(K) 出 发 定义 WW《K) 那样 ， 在 容量 条 目 中 ， 
从 Ü(9, K) = V(K, 0) 出 发 定义 的 量 0.00, 
X) оо). RZ, MRE "(п > 3) 中 给 定 Ne- 
won 外 容量 ?为 零 的 G, 集 4 时 , 则 存在 测度 =, 
使 得 上 的 Newton 位 势 为 co 的 点 的 集合 与 4 相 
АА (R° — A) 一 (Choquet [6])， 特 别 在 
4 为 紧 集 的 情形 ， 这 被 称 为 Evans 定理 或 
Evans-Selberg 定理 (一 容量 ). 

【 拟 连续 性 】 SE OAM А 7, uR 
能 够 确定 容量 可 以 任意 小 的 开 集 G， 使 得 1 fE 
为 2 — G 上 的 函数 为 有 限 值 连续 , 则 称 f 为 拟 
连续 (quasi-continuous)。 一 般 地 ， 拟 连续 性 依 
赖 于 容量 的 定义 。 如 果 以 @ 为 核 的 测度 4 的 位 
WER S, 上 的 函数 为 连续 , 北 涵 它 在 0 内 为 拟 
连续 ,就 称 核 @ 满足 拟 连 续 性 原理 《quasi-conti- 
nuity principle). 在 四 满足 拟 连 续 性 原理 的 假定 
TF, 如 果 再 假定 @ 为 正 对 称 , 并 取 1/U,(O, G) 
为 C 的 外 容量 , 则 所 有 位 势 都 在 2 内 拟 连 续 ( 岸 
正 偷 [18])， 在 非 对 称 核 的 情形 ,假定 连续 性 原 
理 , 则 类 似 的 结果 成 立 (Choquet (51). 

[Gauss 变 分 问题 】 以 下 K 恒 表示 紧 集 ,给 
定 K 上 的 函数 1, 对 于 满足 SCK 的 测度 w， 使 


Gauss B3 ОЕШ!) (asa) — 2 | fae 为 最 小 的 


问题 , 称 为 Gauss 变 分 问题 (Gauss” variational 
problem )。 当 附加 条 件 于 上 时, 则 称 为 附加 条 件 
问题 。 关 于 这 个 问题 ， 已 知 种 种 结果 (1261). 
作为 典型 结果 之 一 是 ,如 果 @ 为 对 称 , 且 在 K 上 
有 能 量 为 有 限 的 非 零 测度 存在 ， 而 1 为 在 Kk 上 
仅 取 有 限 值 的 上 半 连 续 函数 , 则 存在 m 使 得 在 
K E p. p- р. КР) < OCP, п), 而 在 S, LAMP) 
>OP, p)， 在 0 为 非 对 称 的 情形 ， 这 个 方法 
已 不 适用 ,但 如 果 核 @ 取 正 值 , Š 满足 连续 性 
原理 , 则 在 K 上 存在 某 个 m 使 在 KP) 5 OCP, 
п) 之 间 有 与 以 上 相同 的 关系 式 成 立 ( 岸 [22]). 
在 对 称 核 的 情形 ,如 果 @ 为 正定 , 取 f 为 OCP, 
»)(vEE), MJ Gauss 积分 等 于 ln rl- 
ПЫР, 极 小 化 问题 便 归结 为 求 从 > 到 (we ELS, 
CK) 的 射影 。 在 革 些 情形 ,这 个 射影 等 于 把 ， 
扫除 到 K 上 ( 见 下 述 ) 所 得 到 的 测度 ， 与 Gauss 


话 函 相 比 ,二 官 的 泛 函 有 时 更 有 效 ([25]). 

【平衡 分 布 】 在 对 称 核 的 情形 ， 由 紧 集 K 
支撑 的 单位 测度 # 称 为 K 上 的 一 个 平衡 分 布 
(equilibrium mass-distribution ), 如 果 OCP, и) K 
+ p. p. p. 等 于 常数 4, 而 在 0 内 @(p, и) < a, 
如 果 任意 的 紧 集 K 都 有 平衡 分 布 ， 则 称 这 个 该 
满足 平衡 原理 (equilibrium principle), 4 a > 0 
时 ,可 以 把 1/4 看 作 ( 一 种 ) 容量 +, 称 n/a HS 
量 分 布 (capacitary mass-distribution)， 对 应 于 一 
般 集合 的 内 \ 外 容量 ', 可 以 讨论 内 、 外 容量 分 布 
或 其 一 致 性 问题 ([15])。 当 9 为 对 称 时 ,Frost- 

^ man 最 大 值 原理 与 平衡 原理 等 价 . 

【扫除 】 如 果 对 于 任意 的 紧 集 K 与 测度 
n, TEE HK 支撑 的 测度 v, EK E p. p.p. Wi 
R Ф(Р,») = Ф(Р, и), Норі OCP, 
»)<Ф(Р, x)， 则 称 核 @B 满 足 扫除 原理 《bala- 
yage principle, sweeping-out principle)， 求 得 这 样 
的 一 个 > 时 , 称 为 把 4 扫除 (sweeping ош) BK 
E. TR” 则 称 为 扫除 过 程 (sweeping out pro- 
cess), dE Newton 位 势 的 情形 ， 为 求 K 上 的 平 
衡 分 布 ， 很 早 就 用 过 这 样 的 方法 : 用 可 数 多 个 
эш K 的 外 部 ， 而 把 球 内 的 质量 反复 地 扫除 
到 球面 上 去 .对 于 任意 的 一 般 核 ， 扫 除 原理 荀 
涵 优 势 原理 (domination principle) ( 亦 称 H. 
Cartan 最 大 值 原理 ), 后 者 断言 ,如 果 对 于 we 
E 和 任意 的 v, OCP, и) < OCP, v) 在 Se 上 成 
立 , 则 同样 的 不 等 式 在 2 ARIZ. MRO HE, 
对 称 , 广 义 连 续 并 在 对 角 线 之 外 为 有 限 , 则 其 逆 
为 真 ， 与 此 相 平行 ， 如 果 对 于 we E 与 任意 的 
v» KER OCP, а) < OCP, v) ХЕ S, ERIL M 
涵 同 样 的 不 等 式 在 2 ARIZ, MRO RE 
势 原理 ， 在 特别 情形 ， 优 势 原理 蕴涵 Frostman 
最 大 值 原理 ([25])， 对 于 非 对称 核 ， 也 可 以 讨 
论 平衡 原理 ,优势 原理 ([25],[20]). 

与 上 述 内 、 外 容量 分 布 相对 应 ， 可 以 考察 
内 、 外 扫除 质量 分 布 以 及 内 、 外 Gauss 变 分 问题 
及 其 一 致 性 问题 ([4j,[26])。 在 Newton 位 势 
的 情形 ,如 果 点 P 处 的 单位 质量 e, 到 集合 X 上 
的 内 、 外 扫除 的 质量 分 布 与 sp WE, 则 称 P 为 
X 的 内 、 外 非 正 则 点 〈irregular point), FÆ X 
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在 P 处 为 薄 ( 内 薄 ) 的 充分 必要 条 件 是 P 为 X 的 
外 (内 ) 非 正则 点 (Cartan [4]), 

此 外 ,松下 真一 [11] 使 用 Крейн-мильман 
定理 ?研究 了 扫除 方法 . 如 果 应 用 Choquet 定 
理 ， 则 他 的 结果 更 可 得 到 改进 。 Choquet 定理 
dé: 设 X 为 局 部 凸 ' 实 拓扑 线性 空间 ' 内 的 可 
度量 化 的 + 紧 凸 集 ， 记 X 的 极 值 点 ?的 全 体 所 成 
的 集合 为 <(X)， 于 是 ,对 于 X 的 任意 的 点 to 
存在 X 上 的 单位 测度 a, 满足 KX 一 “(X)) 一 
0, 并 且 对 于 E 上 任意 的 连续 线性 形式 f, 


iG | диб 


成 立 。 

【其 他 原理 】 如 果 由 OCP, д) = ФОР, v) 
在 0 内 p.p. p. 成 立即 可 得 到 и = >» 的 结论 ， 
则 称 核 @ 满足 唯 一 性 原理 (unicity principle), 
在 这 方面 , 有 二 官 与 岸 的 研究 ([19])， 又 如 果 
对 于 给 定 的 p，v， 存 在 4， 使 得 ФОР, л) 一 
min(@(P,p),B(P,v)), 则 称 核 @ 满 足下 包 络 原 
JA (lower envelope principle), Ж Ф 满足 优势 原 
A, Ò 满足 连续 性 原理 , 则 @ 在 每 个 紧 集 (把 它 
看 作 空间 ) 上 满足 下 包 络 原理 ;反之 , MRO 
每 个 紧 集 (把 它 看 作 空间 ) 上 满足 下 包 络 原理 ， 
则 在 某 些 附加 条 件 下 ， 史 满足 优势 原理 或 逆 优 
HS 〈 岸 [21])， 又 如 果 对 于 ae E, 任 一 ? 
与 2420, REX OP, н) < OP, y) a 
在 s, 上 成 立 蕴涵 它 在 8 内 亦 成 立 , 就 称 @ 满 足 
完全 最 大 值 原理 (complete maximum principle) 
(Cartan-J. Deny，1950)， 这 个 原理 给 涵 Frost- 
man 最 大 值 原理 和 优势 原理 ， VER H, а 
ft (a 一 2 < a < n) TIBI fr 9 (Yukawa 
potential (n=3, Ж ar“ exp( —àrX r=P0)) 
满足 完全 最 大 值 原理 .这 个 原理 与 其 他 原理 之 
间 的 若干 关系 已 由 岸 进行 了 研究 ([20]). 

以 上 所 述 诸 原 理 都 是 就 整体 定义 的 ,而 Ch- 
oquet 与 大 津 贺信 则 进行 了 局 部 的 研究 ([26])。 

【扩散 核 】 对 具有 紧 支 集 的 一 般 符 号 的 
Radon 测度 所 成 的 族 Mo 与 9 上 的 连续 函数 的 


全 体 所 成 的 族 С. 由 双 线 性 形式 | jdu (єс, 
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we Mo) 引 人 弱 拓 扑 。 同 样 地 ,对 不 一 定 具 有 紧 
支 集 的 一 般 测度 的 全 体 所 成 的 族 M 与 Co 亦 引 
ЛУК. 从 Mo 到 M 内 的 正 的 线性 映射 G, 
如 果 它 关于 这 两 个 弱 拓 扑 连续 ， 就 称 为 扩散 核 
《法 noyau diffusion), аси [eem 
定 的 Co FIC 内 的 线性 映射 G*， 称 为 C 的 转 置 
映射 (法 transpo% )， 如 同 核 为 函数 时 那样 ,如 
果 对 于 G 与 G* 分 别 定义 扫除 原理 与 优势 原理 ， 
JUI G 满足 扫除 原理 的 充分 必要 条 件 是 G* 满足 
优势 原理 (Choquet-Deny [8])， 又 对 于 G* IK 
已 定义 完全 最 大 值 原理 并 已 进行 了 研究 ([12]). 
特别 是 ，G. A. Hunt 得 到 了 关于 这 个 原理 与 


用 算 子 的 某 个 半 群 ! 忆 将 G*/ 表 为 |" юа 形 
式 之 间 的 一 个 关系 ， 他 的 结果 在 随机 过 程 论 
中 是 重要 的 (一 Mapxoe 过 程 )。 
【广义 函数 核 的 位 势 】 如 果 对 于 R° 上 的 
PAN, MEMRAM 9， 使 体积 积分 
f(PX1 + OP*)~*dr(P) < со, 
BK f 在 Deny 意义 下 组 递增 。 当 广义 函 
数 天 的 Fourier 2H SK ERA ASO, 而 
与 lk 均 在 Deny 意义 下 缓 递增 时 ， 就 
称 天 为 核 广 义 函 数 (kernel distribution), 
当 给 定 这 样 的 一 个 时 ， 使 ST 为 函数 
з, нй ITB = (eae ( 称 为 7 的 能 量 )<oo 


的 广义 函数 的 全 体 W 关 于 内 积 (Т, Т.) = 
ILS 形成 Hilbert 空间 。 然 而 , 具有 有 限 能 


量 的 测度 的 Newton 位 势 族 并 非 Hilbert 空间 
(Cartan [3])， 具 有 紧 支 集 的 С” 类 函数 族 构成 
WARE Т, UTA (€W , 函数 ke 是 
在 Deny 意义 下 组 递增 的 。 因 此 可 确定 满足 
SU = ke 的 广义 函数 U = UT, MR È ATK 
位 势 ， 根 据 W 的 完备 性 ， 应 用 射影 方法 ( 见 前 


Ж), 可 以 讨论 平衡 , 扫除 以 及 容量 的 问题 . 例 . 


如 ,如 果 取 核 为 Dirac 8 函数 *， 则 对 应 的 容量 
为 Lebesgue 测度 .在 Newton 核 的 情形 , 对 于 
TEW, 在 R р 8U7/0x; = f; 几乎 处 处 确 


定 ,是 为 平方 可 积 ,并 有 了 一 У тр 


= Ў ра geh a = 10 — el 


толу LUT GF (o — D| X CHAO) 


хР0-"2:(0), FE xj, у, P Bl 29 PONS 
量 .通常 的 双 层 位 势 就 是 它 的 特殊 情形 .反之 ,如 
OR 内 的 一 个 函数 沿 几乎 所 有 平行 于 各 个 坐 
标 轴 的 直线 绝对 连续 的 , 旦 其 偏 导数 平 方 可 积 ， 
则 若 不 计 附加 常数 , 它 等 于 某 个 TEW 的 New- 
ton 位 势 ， 以 上 结果 归于 Deny (191). 特别 
在 核 为 非 负 测度 时 ，U” 成 为 函数 ,就 可 讨论 完 
全 最 大 值 原理 等 m 
【Dirichlet 空间 】 在 本 节 设 函数 为 取 复数 
值 的 函数 . 设 0 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 上 之 
0 为 9 内 的 某 个 Radon 测度 ，Co 为 具有 紧 支 集 
的 连续 函数 的 全 体 所 成 的 族 ，D 为 局 部 5 可 积 
函数 构成 的 Hilbert 空间 , 称 DD 为 Dirichlet 空 
间 (Dirichlet space), 如果 它 满足 下 列 条 件 : C 
ND ERE Co 内 或 在 D 内 均 处 处 稠密 ; 对 于 
we D 和 函数 "在 2 内 的 两 个 关系 |e(P)— 
oO < |u(P)—KQ)| 和 |»(Р) < la(P)| 
йй гєр 5 ol « 115 对 于 任意 的 紧 集 
KC 2 , 存在 有 限 常数 ACK), BMGT ED, 


有 Í. 1и 1484 (K)llull. Dirichlet 空间 的 概念 


是 由 A. Beurling 引进 的 .如果 对 于 给 定 的 
s€ D, HUE Radon 测度 k， 使 对 每 个 ФЄ Co 


np, iE (и, o) 一 | ran 成 立 , 则 称 * 为 位 


势 ; 特 别 当 a> 0 时 , 称 为 纯 位 势 ， 对 于 任何 纯 
位 势 ,下 包 络 , 平 衡 , 扫 除 ,完全 最 大 值 原理 等 成 
立 ([10],[13])。 作 为 特别 情形 , 设 0 为 局 部 紧 
Abel 群 ,D 为 0 上 的 Dirichlet 空间 ， 如 果 对 每 
个 wED 和 ye 0, 恒 有 Uyu(*) = (x — y)€ 
р 和 Uyu) = lulls MED ERR. it 
RESTI о E — ^ Scc RR D(10]). 
关于 公理 论 的 位 势 论 一 次 调和 也 数 . 
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моническая функция Н #18901 MRE 
2& Euclid 空间 R'(n > 2) 内 的 域 D 上 定义 
的 实 函数 (P) HIKER (RFC 
类 ) 且 满足 
Au(P) = @u/ðri + +++ + Pu/Ax, = 0, 
其 中 已 一 (x sos х.) 

则 称 ZED 内 为 调和 (harmonic). 调和 函数 的 
线性 组 合 为 调和 .调和 函数 为 上 调和 + 且 为 次 
调和 + ,其 逆 亦 真 . 

【调和 性 的 不 变性 】 R: 内 的 调和 性 在 保 
ABER FERKEAR. 即 , 当 x, у 平面 内 的 域 D 
一 一 保 角 映 射 到 E, n 平面 内 的 域 六 时， 在 
内 为 调和 的 函数 w(x, у), RH CE, n) 的 在 
D 内 调和 的 函数 ， 在 R"(n > 3) 中 ,在 域 的 保 
角 瑞 射 下 ,一 般 说 来 ,调和 性 并 不 保持 ， 但 对 域 
DD 进行 反 演 Cinversion) 时 , 如 对 函数 é 施行 如 
下 的 称 为 Kelvin 变换 (Kelvin transfomation) 
的 变换 ， 则 调和 性 得 以 保持 . RD, 对 于 反 演 
Gu t n) mm Gor x) m CPI 
аз) p к= de Rer 
x) = (a/r) иа", +++, rfr) ED 
的 反 演 域 内 为 调和 ， 这 里 ,， "= е 
x2. 如 果 函数 x(P) 在 一 紧 集 的 外 部 D 内 为 调 
和 , 且 对 它 施 行 Kevin 变换 所 得 的 函数 在 原点 
的 邻 域内 也 为 调和 , 则 称 x(P) 在 无 穷 远 点 处 是 
正则 的 《regular at the point at infiniy)。 这 等 
价 于 当 OP— оо B, (P) 一 0。 其次, 设 Tir 
一 zzb rt x) (k= 1s n) 是 把 域 D 
映射 到 另 一 域 D 上 的 一 一 解析 变换 ,如 果 在 D 
内 存在 某 个 正 的 函数 (xi，…，xs)， 使 得 对 
于 DD 内 任意 的 调和 函数 un, tts x), o 
а) набот) оноо носта) 
ED 内 恒 调 和 ， 则 了 必 为 保 形 变换 +。 正如 微 
分 几何 学 中 已 经 证 明 的 那样 ， 保 形变 换 只 能 是 
相似 变换 + ,或 关于 球面 (也 包括 平面 ) 的 反 演 ， 
或 这 两 种 变换 的 有 限 次 组 合 . 

【调和 函数 的 例 】 1) 如 果 关于 tees te 
的 多 项 式 是 调和 的 ， 则 总 括 同 次 项 所 得 的 各 多 
项 式 也 都 是 调和 的 .调和 的 齐 次 多 项 式 称 为 立 
体 (调和 ) 函 数 (solid harmonic function, spherical 
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harmonic function), 2) 在 R Wq, logr, 在 
R(n>3) W, г", Er > 0 的 点 处 为 调和 . 
3) RAR RAL, R(n > 3) 内 的 Newton 
位 势 ' 均 在 测度 的 支 集 * 外 部 为 调和 ， 反 之， 当 
# 在 DD 内 为 调和 时 ， 则 在 连同 边界 在 内 包含 于 
DD 内 的 任意 域 D' 内 ,x 可 表示 为 边界 8D' 上 的 
一 个 测度 所 产生 的 对 数 (n 一 2) Newton (n 
> 3) 位 势 与 相应 的 双 层 * 位 势 之 和 .4) 平面 
域内 的 全 纯 函 数 的 实 部 « 与 虚 部 " 均 为 调和 . 
о u ПОЗЕ M ВА К (conjugate harmonic 
function), 当 « fg t ЖЩ} D A A, SE 
SEMEN v 由 线 积分 


(s y) 一 MC De je ae ou ay) 十 常数 


(“DN By 

给 出 ,其 中 (a, b) € D HEN, AROMAT 
DD 中 ， 在 一 般 的 域 ,相应 于 积分 路 线 的 同调 类 ， 
”一 般 是 多 值 的 . 

[Green ARI i D HAIRS BE CR 
曲面 SOD 所 包围 且 在 5 的 一 侧 的 有 界 域 . 设 
u, v ED 内 调和 , 当 趋 近 于 S 的 每 个 点 时 ,* 与 
v 的 偏 导数 有 有 限 的 极限 ， 以 下 设 # 为 在 S 上 
引 的 方向 向 外 的 法 线 ， 根据 Gauss 定理 + 容易 
得 到 


"E 
其 中 dz 为 S 上 的 面 素 !， 特 别 当 ”一 1 时 ,有 
(2) (2 do = 0. 


(1) 和 (2) 都 称 为 Green AR. 反之 ,如 果 * 为 
某 一 域 D 内 的 C 类 函数 , 且 在 D 的 每 个 点 P 处 
有 数列 r。 10, 使 在 以 了 为 中 心 ， 以 "为 半径 


的 球面 上 ,有 | De armo 一 1,2，…), 则 


«在 DD 内 为 调和 , 或 ,如果 «为 连续 , 且 对 于 每 
МАР, 存在 re > 0, 在 以 x(0 < r < re) HH 
径 ,以 了 为 中 心 的 球面 上 ,有 | O4 aso, А 
«为 调和 | 

[平均 值 定理 】 在 本 条 内 ， 以 下 如 无 另外 
声明 , 则 < 表示 调和 函数 ，D 表 示 * 的 定义 域 . 
在 以 D 的 点 P 为 中 心 的 包含 于 DD 内 的 闲 球 内 或 


在 其 表面 上 , w 的 平均 值 等 于 «(Р). BI 


其 中 r, So, 分 别 表示 К" 内 单位 球 的 体积 与 
RAR, dr, do 表示 体积 元 素 与 面积 元 素 ， 称 
这 些 关系 式 为 平均 值 定理 (mean value theorem), 
EZ, w 在 域 D 内 为 连续 时 ， 如 果 对 于 各 点 
PED, 存在 递减 趋 于 0 的 数列 ,使 得 对 于 各 
个 mx 在 以 了 为 中 心 , 7， 为 半径 的 球 内 或 球面 
上 的 平均 值 等 于 x(P), 则 * 在 D 内 调和 (Gauss 
定理 ). 根据 平均 值 定理 ,调和 函数 « 满足 最 大 
值 原理 (maximum principle)。 即 ， 如 果 它 不 是 
常数 ， 则 它 在 马 的 内 点 处 既 不 取 到 最 大 值 也 不 
取 到 最 小 值 ， 一 般 地 ， 如 果 当 DD 的 点 P 趋 近 于 
Q € OD 时 ,有 «(P) — a, 则 称 常数 为 x 在 如 
处 的 边界 值 boundary value), in и, v fD 
内 调和 ， 且 在 DD 的 任何 边界 点 处 都 有 相等 的 有 
限 边界 值 , 则 在 D 内 w 三 。( 唯 一 性 定理 (uni- 
city theorem)), 

【边界 值 问题 】 第 一 边界 值 问题 (fs 
boundary value problem) 或 Dirichlet 问题 (Diri- 
Chle problem), BÆR D KWAA, EE 
在 域 D 的 边界 8D 一 S 上 取 已 给 的 边界 值 (一 
Dirichlet 问题 )， 第 二 边界 值 问题 (xcond boun- 
dary value problem) 或 Neumann 问题 (Neu 
mann problem), 就 是 求 调和 函数 u WEES 
的 各 点 处 的 法 向 导数 Ou/On 等 于 给 定 在 3 上 
的 函数 f。 当 对 已 给 函数 1, 第 二 问题 的 解 * 存 
在 时 , 则 在 上 述 Green 公式 (2) 成 立 的 情形 ,由 


《2) 必 有 [ао — o. 第 三 边界 值 问题 (third 


boundary value problem)， 就 是 对 于 S 上 已 给 的 
函数 1, ARD 内 的 调和 函数 u, 使 它 满足 边界 
条 件 Ou/ðn 一 hu + f。 这 些 问题 都 可 归结 为 
Fredholm 型 积分 方程 '， 此 外 ,还 有 混合 型 边界 
值 问题 , 即 在 边界 的 一 部 分 上 给 定 * 的 边界 值 ， 
而 在 其 余部 分 给 定 * 的 法 向 导数 . 

{Poisson 积分 】 Мч 在 具有 光滑 边界 OD 
一 S 的 有 界 域 忆 内 为 调和 ,在 DUS 上 为 连续 
时 ,着 设 D 内 的 Green 函数 ' 为 GCP, 0), ШЫ. 


ER Green 公式 (1), 容 易 得 到 
一 一 z | 9) 2692) aco». 


特别 是 ,如 果 取 S 为 中 心 是 O ,半径 是 r 的 球面 
SCO,r)， 则 得 


<= ZOE] KO жоу, 
ат ds Bp 


反之 ,对 于 SCO,r) 上 的 可 积 函数 КО), fE 
«(p = 20 | КО) 40), 


gar жо,» PQ" 
RU «CP) 在 球 内 为 调和 ,在 了 的 连续 点 处 以 1 0 
边界 值 ， 称 (Р) 为 Poisson 积分 (Poisson in- 
tegral)， 在 球 内 调和 的 函数 并 非 恒 能 表 成 Pois- 
so» 积分 ， 而 一 般 地 ,为 了 可 以 用 S(O,r) 上 的 
一 般 符号 的 Radon 测度 + a(Q)f8 « 表示 为 
a= 202 [ -L asco), 
Wr. dd 

其 充分 必要 条 件 是 ，| wovolvlar 在 or < 
+ 内 是 "的 有 界 函 数 (与 之 等 价 的 是 ,次 调和 函 
AC и | ATAU"), X o 为 绝对 连续 是 
“可 以 表 成 Poisson 积分 的 充分 必要 条 件 ,但 亦 
可 用 «在 球 内 的 值 给 出 条 件 ， 例 如 ， 一 个 充分 
必要 条 件 是 ,存在 + > 0 上 的 正 值 凸 函数 p(D)， 
使 当 一 oo 时 ,9(D/t 一 co, BoC lal) 具有 
调和 强 函 数 ， 又 一 般 地 ,在 存在 Green 函数 :的 
域 中 , 正 值 的 调和 函数 w(P) 可 以 唯一 地 表示 为 


积分 | KC, 0400), 3t KC, ODE Marin 


Ж,” Rt Martin 边界 B 上 的 一 个 Radon WE, 
使 得 在 B 的 极 小 点 集 ( 本 质 部 分 ) T SI E, e 
取 值 为 0， 也 可 以 在 Марков 过 程 的 情形 考虑 
类 似 的 积分 表示 〈 一 MapkoB 链 [Марков 链 的 
边界 问题 ])， 这 就 是 上 述 用 的 表示 式 的 一 个 


推广 ， 特 别 是 , 当 以 | K(P,o)26(0) 表示 常数 
1 时 ,与 Poison 积分 表示 相对 应 ,xs(P) 可 以 由 
Í ко, оодоо) 表示 的 充分 必要 条 件 ,可 


以 与 上 类 似 地 用 给 出 . 此 条 件 等 价 于 CP) 
AMAJ 〈quasi-bounded)， 即 等 价 于 «(P) 可 
以 表 为 有 界 调 和 函数 的 递增 序列 的 极限 (M. 
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Parreau [7])。 

【展开 ] 设 D 内 任意 的 点 PB 一 G, ……， 
+) 到 边界 的 距离 为 >。 则 至 少 在 以 局 为 中 心 ， 
半径 为 (V 2 一 1) r 的 球 的 内 部 , w 可 唯一 地 
R3F26 3688 Уа, su (n О)" 
(assets э, 2 0). АЙ, « E D 内 是 ( 实 ) 解 
Жил. ERARA KKA BUR A 8 8 
所 得 到 的 各 齐 次 式 是 立体 调和 函数 ， 而 这 样 总 
括 后 所 得 到 的 级 数 则 在 以 Po 为 中 心 ,以 7 为 半 
径 的 较 大 的 球 内 收敛 . 

【调和 函数 序列 】 在 本 节 中 , (s) RAD 
内 的 调和 函数 序列 ， 首 先 ,如 果 每 个 wm 在 DU 
әр LE, {un} 在 OD 上 一 致 收敛, WJ (uu) 
{E DUOD 上 一 致 收敛 , 其 极限 函数 + 在 D 内 
WH. 而且 在 D 的 任意 紧 子 集 上 ，0"+ nun 
Brn- + Bx! 一 致 收 化 于 Әни [Әх Ox" 
(Harnack 第 一 定理 )， 第 二 ， 当 m <u 
时 ,如 果 {un} ED 的 某 一 点 有 界 , 则 {uw} HED 
内 任意 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 (Harnack 第 二 定 
ж). 第 二 定理 的 证 明 应 用 了 广 为 利 用 的 下 面 
的 Hamack 引 理 : is ZED KEWAN, Ps 
是 D 内 的 一 点 ,K 是 DD 内 的 紧 子 集 , 则 存在 只 依 
BF 与 天 的 常数 cc 使 得 0 < cu (p) < 
(P) < (P). X, D 上 有 界 调和 函数 的 集 
合 构成 正规 族 +, 但 从 Harnack 引 理 可 知 , 即使 
单 侧 有 界 亦 无 不 可 . 又 对 于 р>1, WRH k, m 


оњ ИЯ 一 wj?dr — 0, 则 应 用 Holder 


不 等 式 ! 即 知 (a) 在 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收 
伍 。 利 用 这 个 结果 可 知 , 如 果 当心 mm 一 oo 时 
[lead Cur — um) 1? dr = 0, 则 存在 D 内 的 调 
RUE «s М me co 0, [тадби н) [Fae 
— 0, 且 对 于 内 任意 的 点 Pos us (P) 一 wn(Pu) 
在 DD 的 任意 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 wxP) 一 
(P). 最 后 ,如 果 | „гёр > 1) 有 界 ， 则 
{un} 构成 正规 族 。 

【水 平面 与 正 交 轨 道 】 а = 常数 。 的 轨迹 
称 为 水 平面 (level surface, niveau surface) 或 等 位 
BH (equipotential surface)。 特 别 是 , 当 指定 常数 
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“时 , 称 为 “水 平面 ， 设 “为 非常 数 的 函数 , 则 
使 grad и = (ди/дхү,--, Өи/Әх„) = 0 的 点 称 
为 临界 点 (eritical point)。 一 切 临界 点 所 成 的 集 
合 局 部 地 是 ”一 2 维 的 ， 它 可 以 分 解 为 最 多 可 
数 个 维 数 <n 一 2 的 实 解析 流 形 (这 里 = ED 
的 维 数 ，0 维 流 形 理解 为 一 个 点 ), TED 内 的 任 
意 紧 集 仅 与 这 些 流 形 中 的 有 限 个 相交 .我 们 把 
这 个 事实 称 为 这 些 流 形 不 聚集 于 DD 内 ， 每 个 流 
形 必 包含 于 某 一 水 平面 内 ， 从 水 平面 除去 临界 
点 所 得 到 的 余 集 由 ”一 1 维 的 不 聚集 于 DD 内 的 
解析 流 形 所 构成 。 对 每 个 非 临界 点 ， 在 DD ATE 
在 一 条 通过 该 点 的 解析 曲线 ,使 得 它 在 各 点 处 
的 切线 平行 于 gradu, RAKE RRA 
线 称 为 正 交 轨 道 《orthogonal trajectory) 或 力 线 
(line of force)。 在 各 正 交 轨 道上 沿 两 个 方向 
行进 时 ，w 严格 单调 递增 和 递减 ， 从 而 ， 任 何 
正 交 轨 道 都 不 是 闭 曲线 。 对 于 内 每 个 非 临界 
点 ,有 且 只 有 一 条 正 交 轨道 通过 ， 因 此 ,二 正 交 
轨道 并 不 相交 ， 每 个 正 交 轨道 不 会 终止 于 非 临 
界 点 ， 且 任 一 正 交 轨道 在 每 个 方向 的 极限 点 的 
集 不 含有 非 临 界 点 ， 特 别 当 * 为 Green 函数 
G(P, 0) 时 , 称 正 交 轨 道 为 Green 曲线 (Green 
line), MMA Q RU APH Е infG 一 0 
的 Green 曲线 称 为 正则 的 (regular)。 对 于 充分 
大 的 а, a 水 平面 2, 构成 一 个 包围 2 的 = 一 1 
维 的 同 胚 于 球面 的 闭 解析 曲面。 当 z, SO 
发 出 的 正 交 轨 道 的 一 个 族 E 的 交集 4 为 # 一 1 
维 可 测 集 时 , 4 在 点 2 处 关于 3 的 内 部 的 调和 
测度 + , 称 为 卫 的 Green 测度 (Green measure), 
M. Brelot-G. Choquet 证 明了 ,从 8 发 出 的 正 交 
轨道 , 除去 属于 Green 测度 为 零 的 集合 的 轨道 
外 ， 都 是 正则 的 。 关 于 由 互 不 相交 的 两 个 紧 集 
所 包围 的 域 ， 如 果 其 中 一 个 集 关于 DD 的 调和 测 
度 不 是 常数 ， 则 与 以 上 类 似 的 论述 对 于 它 的 正 
交 轨 道 族 也 成 立 . 

【调和 流 】 一 般 地 ,以 如 表示 从 。 水 平面 
,除去 全 部 临界 点 后 的 余 集 ， 设 0 为 Z; 内 由 
48 c Bib KATH n 一 195). 设 对 
AX (>a), 在 通过 o 的 每 条 正 交 轨 道上 ,* 
WE b, 则 在 这 些 正 交 轨 道中 ,在 其 上 * 的 值 


RET (а, b) 的 正 交 轨道 的 全 体 所 成 的 集合 ， 
为 以 o жт, 如 的 一 部 分 为 上 底 的 正则 管 
(regular tube)。 在 正则 管 了 与 35,(a < u < b) 


的 交 上 ,积分 | OM do 为 常数 ， 称 为 工 的 流量 
(Hx). iit 型 内 任意 的 一 1 维 域 《边界 不 
加 限制 ) 的 正 交 轨道 的 全 体 所 成 的 族 称 为 一 个 
调和 流 (harmonic flow)。 如 果 其 子 族 与 器 的 
交 在 型 上 为 可 测 ， 则 称 这 个 子 族 为 调和 子 流 。 


交 上 的 积分 | 9“ dc 称 为 调和 子 流 (在 BE) 


的 流量 ， 上 述 Green 测度 与 从 极点 8 出 发 ( 终 
IEF 9) 的 调和 子 流 的 流量 除 以 o。( 单 位 球 的 
表面 积 ) 所 得 的 数 相等 ， 调 和 子 流 的 极 值 长 度 ” 
可 以 精确 地 加 以 计算 . 


【孤立 奇 点 】 当 * 在 以 点 0 为 中 心 的 某 球 
Р O 点 外 为 调和 时 , «(Р) 可 以 表 为 在 整个 球 


内 调和 的 函数 ACP) 与 > HCP) OPR, 


E 
其 中 Hn % m 次 的 立体 调和 函数 *， 如果 对 于 
a>0, 4 P 一 0 时 OP'u(P) — 0, W CP) 可 
以 表 成 ACP) + c/OP + +++ + Н„(Р)/ОР”%\ 
的 形式 ，m < a 一 1, RL, MR w(P) EO 
的 一 个 邻 域内 有 界 , 则 0O 是 «的 可 去 奇 点 《re- 
movable singularity), WR « 在 上 述 球 内 上 方 有 
界 , 则 可 写成 (Р) = ACP) + c/0P (с <0), 
如 为 下 方 有 界 ， 则 cmo. 关于 容量 为 零 的 集 
合 的 可 去 性 一 函数 论 的 零 集 . 
如 果 w(P) 在 无 穷 远 点 邻近 为 调和 , 即 CP) 
在 某 个 球 的 外 部 为 调和 , 则 x(P) 可 以 表示 为 在 
HC) 与 级 数 


无 穷 远 点 处 为 正则 的 部 分 > De 


Div CP) KR, ob Ua(P) 为 m 次 立体 调和 孙 


Ж. 如 果 对 某 个 «>0, щ OP — co 时， 有 
OP-*u《P)->0， 则 在 上 面 的 展开 中 ,对 满足 mm 二 
ohm, AU, = 0. 如 果 # 为 上 方 有 界 或 f 方 
有 界 , 则 对 所 有 m > 1, HU, = 0， 如 果 x(P) 
在 全 空间 内 为 调和 , 且 当 OP — co 时 ,有 ОР“ 
Xw(P) 一 0(c > 0), 则 «(Р) 是 m(<a) 次 多 
FA. NMR “在 全 空间 内 为 调和 且 为 上 方 有 


界 或 下 方 有 界 ， 则 它 必 为 常数 ， 当 在 无 穷 远 点 
邻近 可 以 表 为 v(P) 一 常数 + У B= (P) Qe 
wat Open 


m 21) I, Brelot  u(P) 在 无 穷 远 点 处 
调和 ， 并 曾 就 包含 无 穷 远 点 在 内 的 域内 的 调和 
函数 进行 了 研究 ([1]). 

【调和 开拓 】 WR u 在 刀 的 一 个 子 域内 为 
0 , 则 在 DD 内 и == 0. im 在 Di AIM, mE 
D, 内 调和 ,如 果 在 非 空 的 Di N D, E, а = un 
W m 5 и, EE DiUD: 内 定义 一 个 调和 函 
数 ， 如 果 无 共同 点 的 两 个 域 Du D; 在 边界 上 共 
有 一 个 C! 类 曲面 S; 而 s и, EE Dv, D, Ñ 
WH, ES 上 具有 相等 的 边界 值 与 只 是 符号 相 
反 的 法 向 导数 , 则 wm 53 u ZER D. USU D, WE 
义 一 个 调和 函数 ， 即 ，m 与 互 为 调和 开拓 
(harmonic continuation), Н, ШЖ D 035 99-62 
&Ж С' 类 曲面 5, ВЛЕ S E s WAS 
0u/0n 均 存在 且 均 等 于 0, WE D Au=0. 在 
n = 2 WOE, MR Jordan 平面 域 忆 的 边界 包 
含 解析 曲线 驱 C ,而 “或 Ou/On 在 C 上 为 0 时 ， 
则 ”可 以 越过 C 调和 开拓 到 某 个 域 上 ， 但 在 = 
> 3 的 情形 ， 关 于 空间 域 р, 除 边 界 含有 平面 
或 球面 的 一 部 分 且 于 其 上 = 0 8 0«/0n = 0 
以 外 ,类 似 的 结论 成 立 与 否 还 不 清楚 . 

调和 函数 « 的 边界 值 并 不 一 定 存在 ， 但 如 
将 变量 限制 在 D 的 子 集 上 , 则 «有 时 有 极限 (一 
次 请 和 函数 )， 除 在 那里 论述 的 以 外 , 当 « ER 
内 为 调和 且 为 正 值 时 ， 则 在 边界 上 几乎 所 有 点 
8 处 ， 如 将 变量 限制 在 以 8 为 顶点 的 任意 的 角 
域内 , « 就 存在 有 限 的 极限 . 

[Green 空间 】 Brelot-Choquet 推广 了 Rie- 
mann 面 + 而 引信 了 4 空间 (&~space) (131). 8 
是 可 分 连通 拓扑 空间 ， 且 满足 以 下 两 个 条 件 : 
1) 在 每 个 点 P, 存在 P 的 一 个 邻 域 Vo 与 R*U 
{оо} (Александров 紧 化 7) 内 的 一 个 开 集 7? 之 
WANE. 2) WR = И, ПУ», = 27, Be 
Vy Fa Vy 中 对 应 于 4 的 子 集 分 别 为 4 和 45, 
则 以 4 为 媒介 得 到 的 A, 与 4; 之 间 的 对 应 ， 当 
n = 2 时 构成 保 角 ( 也 可 以 方向 相反 ) 变换 ,而 
Bn > 3 时 构成 无 穷 远 点 不 变 的 等 距 变换 ". 在 
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EEFE Green 函数 ?的 情形 ， 称 如 为 Green 
空间 (Green space), 已 从 各 种 观点 讨论 了 Green 
空间 上 的 调和 函数 和 Dirichlet 问题 7. 

【 双 调和 函数 】 满足 Aiw = 0 (k > 2) 的 
函数 称 为 多 调和 函数 (polyharmonie function), 
特别 是 ， 如 果 满 足 Aau = 0, ДІ ч 为 双 调 和 
函数 (biharmonic function) (但 也 有 包括 多 调和 
而 统称 双 调 和 的 )， 平 面 域 D 内 的 双 调 和 函数 
的 特征 是 ,可 以 用 在 忆 内 全 纯 的 函数 所 sz) GO 
把 它 写成 RR(3f(z) + g(z) ) 的 形式 (Goursat Ж 
ж). 这 在 弹性 论 和 流体 力学 上 有 用 . 

关于 按 公 理论 形式 引进 调和 函数 一 次 调和 
函数 . 

СФ] [1] M. Brelot,Surle rôle du point à l'infini. 
dans la théorie des fonctions harmoniques, Ann. Sci. 
École Norm. Sup., 61(1944), 301—332; (2) M. Brelot, 
Éléments de la théorie classique du potentiel, Centre de 
Documentation Universitaire, Paris, 第 三 版 1965; [3] М. 
Brelot-G. Choquet, Espaces et lignes de Green, Ann. Inst. 
Fourier, 3 (1952), 199—263 [4] O. D. Kellogg, Foun- 
dations of potential theory, Springer, 1929, [5] M. 
Nicolescu, Les fonctions polyharmoniques, Actualités Sci. 
Ind., Hermann, 1936; [6) M. Ohtsuka CXift UI), 
Extremal length of level surfaces and orthogonal traject- 
ories, J. Sci. Hiroshima Univ., 28 (1964), 259—270; (71 
M. Sur les moyennes des fonctions harmoniques 


et analytiques et la classification des surfaces de Riemann, 
Ann. Inst, Fourier, 3 (1952), 103—197. 


次 调和 函数 [3 subharmonic function 法 fone- 
tion  sousharmonique Ф subharmonische Funk- 
боп JA субгармоническая функция A KA 
和 因数 】 当 定义 于 "(> 2) 维 Euclid 空间 Re 
内 域 D 上 的 实 函 数 CP) 满足 以 下 条 件 时 ,就 称 
它 在 D WH RBM (subharmonic): 1) — oo < 
s< +00, uxÉ—00; 2) uw 上 半 连 续 '; 3) 对 
于 DD 的 每 个 点 Po u 在 包含 于 DD 内 的 以 Po 为 中 
心 的 任意 的 闭 球 的 表面 上 的 平均 值 不 小 于 
u(Po), 即 
uP) < — 
其 中 ¿RER R° 内 单位 球面 的 面积 条 件 3) 
也 可 用 以 下 的 37) 来 代替 : 3°) и 在 所 说 闭 球 
上 的 平均 值 (Ро, ғ) 2 и(Р). 一 般 地 ,关于 定 
义 于 相同 域内 的 一 个 函数 族 最 大 值 原理 (maxi- 


Lue Ш), 
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mum principle) 成 立 是 指 , 这 个 族 中 任 一 不 恒 等 
于 常数 的 函数 不 能 在 内 点 处 取 到 最 大 值 . « 在 
域 D 内 次 调和 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 的 
FR D'CD 与 在 D 上 调和 的 4,w — h ORR 
的 族 ) 满 足 最 大 值 原理 . 

在 “为 二 次 连续 可 微 ( 即 * 为 C: 类 ) 的 情 
形 , 为 次 调和 的 充分 必要 条 件 是 

Аш 一 ди/дх{ + +++ + Ou/0x1 > 0 
BEIT FE Р — (nxe)。 又 ,即使 < 在 通常 
意义 下 不 可 微 ,但 当 * 上 半 连 续 时 ,作为 广义 函 
数 ' 而 微分 过 的 As HENRI, KR 为 次 
调和 的 充分 必要 条 件 ， UF” 恒 表示 定义 于 域 
刀 中 的 次 调和 函数 ， 又 次 调和 函数 的 符号 变更 
时 称 为 上 调和 函数 《superharmonic function), 

如 果 aoo ODORE, ms а 
正常 数 , 则 ayy + +++ + аш, 为 次 调和 .在 包 
AT u 的 定义 域内 的 闭 球 内 部 ， 用 以 * 为 边界 
值 的 Poisson 积分 + 代替 “ 所 得 到 的 函数 为 次 亩 
3n. 如果 fG) Ж * 的 单调 递增 凸 函数 , 则 f(x) 
为 次 调和 .特别 是 ， 如 果 v > 0, log» 为 次 调 
和 , 则 。v 本 身 为 次 调和 ， 设 f(x) 为 复 变 量 = 的 
FBLA’ APO, Mi) Алор |С) | OAT, 1) 
为 次 调和 ， 如 果 h 为 调和 , 则 |4| 为 次 调和 .又 
对 数位 势 ' (a 一 2) 和 Newton 位 势 ' (n > 3) 
ХЕ Е" 内 为 上 调和 . 

【平均 值 的 性 质 】 条 件 3) 或 3) 可 以 改 
为 ,对 于 任意 的 Po, 存在 r(Po)>0, 以 满足 0<r 
< r(Po) 的 7 为 半径 , 以 Po 为 中 心 的 球面 或 球 
上 的 平均 值 宇 wu(Po). 又 一 2 < 4(Pu r) < 
LPs ғ) TH r {0 {ЇЙ 4 51.38 | (Р). и 
在 D 内 任意 的 紧 集 ?+ 上 为 可 积 ?。 这 两 个 平均 值 
关于 均 为 单调 递增 ， 且 为 一 logr《" 一 2) 或 
(n> 3) 的 凸 函数 ， 因 而 为 > 的 连续 函数 。 
当 D'UƏD'CD вї, & њ% Әр F| 8D 的 
距离 .如 果 任 意 | r, 0 < r < ro, Mj ACP, 
r) 在 D 内 是 以 P 为 变量 的 连续 次 调和 函数 . 
如 果 重 复 取 ACP, r) 的 平均 = 次 , 则 得 Ch 类 
的 次 调和 函数 , 它 当 r 4 0 也 递减 地 趋 于 «(P). 
如 果 适 当地 选取 函数 mr(( 巡 十 … 2) 
ДРЕ" ижр, 为 С” 类 次 调和 函数 , 且 当 r, O 


时 递减 地 趋 于 zx- 

【次 调和 函数 序列 】 次 调和 函数 的 单调 递 
减 序列 (或 下 方 有 界 的 有 向 族 ' ) 的 极限 ,或 为 次 
调和 ， 或 等 于 常数 一 c 。 次 调和 函数 的 一 致 收 
敛 序列 的 极限 为 次 调和 如 果 ws „++. 为 次 
调和 , 则 每 个 ,max (m, +++ ‚ w4) 为 次 调和 ,但 
sup (ms # `) 未 必 为 次 调和 。 然而, 在 DD 的 
每 个 紧 集 上 为 上 方 有 界 的 任意 次 调和 函数 族 的 
LEH (upper envelope), 即 以 各 点 处 的 值 的 sup 
所 确定 的 函数 , 除去 容量 ?为 0 的 集合 以 外 , 与 
某 个 次 调和 函数 一 致 . 

【调和 强 函数 与 位 势 表 示 】 当 在 * 的 定义 
域 D 内 有 满足 x < л WARR A ВУ, ЙА 
为 x 的 调和 强 函数 (harmonic majorant)， 如 果 
至 少 有 一 个 调和 强 函数 ， 则 在 其 中 必 有 最 小 的 
调和 强 函 数 存在 , 把 它 记 作 hop。 对 于 D 的 任 一 
相对 紧 子 域 D', Ay 恒 存 在 , 且 等 于 以 “为 边界 
值 的 D’ 内 的 Perton-Brelot 解 '。 当 D’ 递增 趋 
于 D 时 , hp 递增 地 趋 于 函数 h, 它 或 者 是 调和 
的 ,或 者 恒 等 于 oo 。 如果 ho 存在 ， 则 它 与 4 相 
同 ,从 而 4 是 调和 的 .反之 , 若 4 为 调和 , 则 ль 
存在 且 等 于 4。 又 对 应 于 u, 可 在 D 内 唯一 确 
定 满足 以 下 条 件 的 Radon WHET и: t8 Жр 
的 任意 子 域 ， 使 得 在 8 内 (5 = DIK) 存在 
Green 函数 + С, 与 b, W 加 一 w 等 于 位 势 


[on “=h n буйи. 一 般 地 ， 将 上 


(次) 调和 函数 表 为 调和 函数 与 位 势 的 和 ( 差 )， 
称 为 Riesz 分 解 (Ricsz decomposition). 
【边界 极限 值 】 当 * 在 Green 函数 存在 的 
3D A26 ABE, 考察 D 附 加 其 _Martin 边界 "人 
所 得 的 紧 空 间 上 的 细 拓 扑 '。 除去 A 上 调和 测 
度 为 零 的 集合 以 外 ,在 人 的 各 点 处 , * 关于 细 拓 
扑 有 有 限 的 极限 值 CJ. L. Doob). 在 D 为 单位 
球 时 ， 则 沿 几乎 所 有 半径 。，* 有 通常 意义 的 极 
限 。 然 而 ,即使 * 有 界 , 也 有 从 任意 的 角 域 趋 近 
都 不 存在 极限 的 情形 。 如 果 在 半径 小 于 1 的 同 
DRHE, lul 的 平均 值 为 有 界 , 则 由 Riese 分 
解 , 可 以 表示 为 正 值 调和 函数 与 负 值 次 调和 
函数 的 和 ， 从 而 ,* 有 关于 上 述 细 拓 扑 的 极限 ， 


也 有 沿 半径 的 通常 极限 . 

设 DD 为 域 , K 为 D 的 容量 ' 为 零 的 紧 子 集 . 
如 果 函 数 ” 在 乙 一 玉 中 为 次 调和 且 为 上 方 有 
界 , 则 可 以 把 «扩张 为 DD 内 的 一 个 次 调和 函数 . 
放宽 次 调和 函数 定义 中 的 条 件 ， 如 果 一 个 函数 
几乎 处 处 等 于 某 次 调和 函数 ， 则 称 它 为 殉 次 调 
和 (法 presque-sousharmonique)， 如 果 一 个 函数 
为 歼 次 调和 且 满足 3 )， 则 称 它 为 次 中 线 函 数 
(ik fonction sousmédiane), 

以 上 都 是 就 R° 内 的 域 进行 考察 的 ， 但 就 
Riemann 面 '《n 一 2) 或 更 广 地 就 Brelot Cho- 
quet 意义 的 n(S2) He 空间 ', 也 可 同样 地 进 
行 讨论 . 

【公理 论 的 处 理 】 原来 主要 讨论 Newton 
位 势 ? 的 位 势 论 '， 其 相当 一 部 分 能 够 以 上 调和 
函数 族 为 基础 来 进行 讨论 (例如 , (11). 例如， 
所 谓 极 集 + 是 指 在 其 上 存在 取 值 c 的 上 调和 函 
数 的 集合 ; IR AD X FEAR P é X 处 为 薄 的 *， 
是 指 Py 与 X 的 距离 为 正 或 当 X 上 的 点 P 趋 近 
于 Po 时 ,其 Po 的 某 邻 域内 存在 满足 im sup v(P) 
> o( Po) 的 上 调和 函数 "(P). 此 外 ,我 们 也 可 讨 
论 扫除 + ,定义 位 势 并 得 到 Riese 分 解 等 ， 在 此 ， 
M. Brelot 于 1957 年 推广 了 Doob 的 结果 (1954) 
在 局 部 紧 Hausdorff 空间 中 ， 从 按 公理 所 定义 
的 调和 函数 族 出 发 ,定义 了 上 调和 函数 ,更 进而 
讨论 了 上 面 所 说 的 问题 和 Dirichlet 问题 ?， 后 
来 以 Brelot 为 中 心 , 在 这 方面 继续 取得 了 很 多 
进展 (131,[51). 


[f] [1] M. Brelot, Sur la théorie autonome des 
fonctions sous-harmoniques, Bull. Sci. Math. (2), 65 
(1941), 72—98; [2] M. Brelot, Éléments de la théorie 
classique du potentiel, Centre Doc. Univ., Paris, 第 三 版 
1965; [3] M. Brelot Lectures on potential theory, 
‘Tata Institute, Bombay, 1960; [4] Т. Аад, Subhar- 
monic functions, Erg. d. Math., Springer, 1937 (Chelsea, 
1970); [5] Colloque Intern. C. N. R. S. Théorie du 
Potentiel, Orsay, 1964, С. N. R. S. (Ann. Газ. Fourier, 
15 (1965), Fase. L.) 
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谓 古 典 Dirichlet 问题 ,就 是 当 R(n > 2) 内 
的 域 刀 的 边界 S 为 紧 时 ， 求 内 的 调和 函数 '， 
使 它 在 5 上 取 已 给 的 连续 函数 值 的 问题 ， 这 个 
间 题 也 称 为 第 一 这 值 问题 《一 调和 函数 ). 以 下 
EA f 表示 S 上 的 已 给 边界 值 。 当 DD 为 有 界 域 
时 , 称 为 内 部 问题 (interior problem), “4 D ASE 
有 界 域 时 , 称 为 外 部 问题 (exterior problem), X 
于 外 部 问题 , 还 须要 求 ， 当 以 马 的 外 点 Po 为 中 
心 对 DD 进行 反 演 *, 且 对 DD 内 的 解 ( 如 果 它 存在 ) 
BET Kelvin 变换 ' 时 ， 由 此 得 到 的 DD 的 反 演 象 
上 的 函数 在 P 处 为 调和 (nm > 3). 在 ”一 2 的 
情形 , 乙 中 的 解 已 被 看 作 忆 的 反 演 象 上 的 孙 数 ， 
同样 要 求 它 在 Psi. 这样 ,由 于 内 部 问题 
与 外 部 问题 可 以 互相 转化 ， 因 此 考察 其 中 任何 
一 个 都 是 可 以 的 。 以 下 就 空间 R 简要 阐述 历 
RR. 

BEDAR, S 充分 光滑 时 ，G，Green 
(1828) 认为 ,对 于 所 给 的 7, 用 D 的 Green 函 
数 ' G(P, O), по 为 外 法 线 , 则 面积 分 


Q) P= Í ко) 290: 0200) 


RI% Dirichlet 问题 的 解 . 然而 , 他 的 论述 的 出 
发 点 是 ， Green 函数 的 存在 ， 从 物理 学 的 观点 
来 看 是 明显 的 ,因而 缺乏 严密 性 .以 后 ,在 适当 
的 条 件 下 ,由 А. М. Ляпунов (1898) 改正 了 
这 个 缺点 。 其 次 ，1840 ££, С. F. Gauss 进行 
了 如 下 的 讨论 : 当 f 连续 时 ， 如 果 把 5 上 由 密 
Em > 0 的 质量 分 布 产生 的 Newton 位 势 记 作 
um， 则 关于 给 出 一 定 的 总 质量 的 密度 m, 使 积 


4 |. 一 2Dmae 为 最 小 的 密度 m 存在， B. 


um 一 在 S 上 等 于 常数 a. 特别 是 ,如 果 1 = 0， 
и, 在 S 上 等 于 正 的 常数 b, 而 wm 一 ab "un 
便 给 出 解 。 然 而 ， 使 积分 为 最 小 的 质量 分 布 的 
密度 函数 , 其 存在 不 仅 不 确定 , 事实 上 ,即使 $ 
为 球面 ,也 存在 连续 函数 f 0, 使 得 不 计 和 常数 
在 球面 上 几乎 处 处 等 于 了 的 位 势 不 存 在 (大津 
贺信 1961). # Gauss (1840), Lord Kelvin (W. 
Thomson) (1847) 之 后 ，G. L. Dirichlet 利用 
所 谓 Dirichlet 原理 (Dirichle's principle) 给 
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ETE. 关于 这 个 原理 以 下 将 详 述 ， 但 使 积分 
为 最 小 的 函数 未 必 存 在 的 例子 由 K. Weierstrass 
(1870) 所 给 出 ， 然 而 , 1899 ££, D. Hilbert 在 
某 些 条 件 下 ， 使 讨论 得 以 严密 化 .在 当时 。C. 
G. Neumann (1870) 在 具有 相当 光滑 边界 的 凸 
域 D 上 ,对 Dirichlet 问题 首次 给 出 了 严密 的 解 
Ж. 按照 这 个 方法 ， 作 为 刀 内 的 函数 首先 取 双 


rie wy i| Sr da, 接着 取 它 在 S 


上 的 值 除 以 2= 所 得 到 的 函数 为 密度 的 双 层 位 
势 W,, 这 样 继续 下 去 ,而 级 数 Wi 一 W, + W; 
Wit 加 一 适当 常数 即 为 所 求 的 解 . 在 
此 以 后 , 1887 年 ,如 同 Dirichlet 那样 , H，Poin- 
caré 认为 求 得 Green 函数 即 可 ,并 用 下 面 的 
作法 求 得 了 它 : 设 D 为 有 界 域 ,所 要 求 的 Green 
函数 的 极点 为 0, 则 对 于 边界 值 25 1/0P 的 
Dirichlet 问题 ,基于 以 0 为 中 心 的 Kelvin 变换 1， 
变换 为 由 反 演 所 得 的 非 有 界 域 D 的 边界 值 为 
常数 1 的 Dirichlet 问题 ， 当 包围 D’ 的 边界 OD’ 
的 球 上 的 一 致 分 布 给 出 在 球 内 为 1 的 位 势 时 ， 
即 可 由 将 此 分 布 扫除 + 到 OD’ 而 得 到 解 。 这 个 
方法 在 (1) 不 成 立时 不 能 适用 ,但 在 1899 年 所 
Жай (091) Фф, Poincaré 又 给 出 了 另外 的 解 
法 ， 即 ,作为 有 界 域 DD 的 边界 5 上 的 边界 值 ,只 
要 考察 了 等 于 一 个 多 项 式 & 在 5 上 的 限制 即 已 
足够 .这 个 多 项 式 & 可 表 为 在 D 内 以 一 Ag/(4*) 
为 密度 的 一 般 符 号 测度 + 下 的 Newton 位 势 与 
在 DUS 上 连续 ,在 D 内 调和 的 函数 之 和 从 
而 ,把 т 扫除 到 8D 上 去 即 可 求 得 解 。 他 指出 ， 
可 以 这 样 求解 的 一 个 充分 条 件 ( 称 为 Poincaré 
条 件 《Poincaré” condition)) JÉ, 在 5 的 每 个 点 
处 ,存在 以 该 点 为 顶点 的 与 D 不 相交 的 圆锥 体 . 
除 以 上 所 述 外 , 尚 有 转化 为 积分 方程 的 1. Fred- 
holm (1900) Jjik. Dirichlet 问题 恒 能 求解 的 
域 称 为 Dirichlet i (Dirichlet domain), Н. 
Lebesgue (1912) 证 明了 ,在 这 样 的 域内 ， 解 可 
由 和 迭代 平均 法 来 计算 . 

【关于 一 般 域 的 Dirichlet 问题 】 到 以 上 所 
说 的 时 代为 止 , 即 使 对 域 的 边界 不 附加 条 件 , 古 
典 问题 一 直 被 认为 是 可 以 求解 的 。 但 1909 年 


S. Zaremba 揭示 了 ,在 球 除去 其 中 心 的 域 中 , 求 
解 未 必 可 能 ; 又 Lebesgue + 1913 年 给 出 了 一 
个 决定 性 反例 ,这 个 例子 中 的 域 同 胚 于 球 , 而 这 
个 域 由 一 张 除 一 点 外 都 充分 光滑 的 曲面 所 围 
成 . 在 此 以 后 ， 在 一 般 域 DD 的 边界 上 给 出 了 连 
续 函 数 f 的 情形 ， 就 成 了 以 下 的 问题 ， 求 了 D 内 
的 调和 函数 ,使 它 只 依赖 于 f> 而 特别 在 古典 解 
存在 的 情形 , 则 它 与 古典 解 一 致 .现在 在 整个 空 
间 内 连续 扩张 f, DA f 记 所 得 函数 ，N，Wic- 
ner (1924) 证 明 ,如果 以 Dirichler 域 的 递增 序 
列 {D。} KENE D, WA f 为 边界 值 的 D, PAR 
解 收敛 于 某 个 调和 函数 ， 而 此 一 般 解 的 存在 与 
f 如 何 扩张 以 及 {D。} 如 何 选取 无 关 。 至 于 这 
个 一 般 解 在 边界 上 在 多 大 程度 上 取 所 给 的 边界 
ti f, 以 后 再 讨论 。 又 O. D. Kellogg(1928) 给 
出 了 包括 Poincaré 扫除 法 ，Schwarz 交错 法 的 
某 个 情形 ， 以 至 包括 Wiener 的 结果 的 一 般 方 
法 。 此 外 , 通过 前 述 的 Poincaré 的 扫除 法 以 及 
Lebesgue 的 迭代 平均 法 也 能 得 到 Wiener 的 一 
Юж. 

【Perron 方 法】 我 们 根据 由 M. Brelor( 1939) 
所 改进 的 形式 来 阐述 Perron 方法 (1923)， D 
可 以 是 R 内 任意 的 域 , 但 为 简单 起 见 , 以 下 限 
FAME, WIRD AM MRK x(P) 为 
上 方 有 界 , 且 在 每 个 边界 点 M 处 , 当 P 一 M 时 ， 
满足 lim sup (P) <КМ), WARY 为 一 个 下 函 
Ж (hypofunction), 如 果 没 有 这 样 的 函数 ， 则 令 
НИР) = 一 c， 如 果 有 这 样 的 函数 ， 则 在 每 个 
点 忆 处 , 令 关 于 下 函数 “的 sup w(P) 为 HCP). 
HC) —H-KP) 或 对 应 于 下 函数 的 上 函数 
(hyperfunction) 来 定义 . 如果 H/(P) 35 R,(P) 相 
等 , 则 记 作 HP), 如 果 它 取 有 限 值 ， 则 必 为 调 
MAR. HP) 称 为 Perron-Brelot 解 (Per- 
ron-Brelot solution) (或 Perron-Wiener-Brelot f, 
或 简称 PWB 解 )， 又 这 个 方法 称 为 Perron 7; 
法 (Perron's method) 或 Perron-Brelot 方法 ， 
Perron-Wienet-Brelot 方法 . 

Wiener 于 1923 年 证 明 ,在 Dirichlet 域 边 
界 上 的 了 为 Danicll-Sonc 可 积 ? 的 情形 ,可 以 把 
Daniell (-Stone) 积分 看 作 一 般 解 ; 1925 4, f 


又 证 明 这 个 结果 对 一 般 的 域 (不 一 定 是 Dirichlet 
域 ) 也 是 对 的 。 在 f 为 连续 的 情形 ,他 还 证 明了 
他 的 解 等 于 H,(1925). Ri, RT AR 
的 例 ， 因 而 以 为 即使 在 f 为 不 连续 的 简单 请 
形 ， 也 可 能 有 Н, = H,, 所 以 他 对 Perron 方法 
不 再 有 兴趣 。Brelot (1939) 对 此 作 了 修正 , 证 
Bj Daniell 上 、 下 积分 恒 分 别 等 于 Ay, Н. 又 
对 于 任意 的 连续 的 f, 都 可 以 按 上 面 的 叙述 确 
Ж Hp HHE Radon 测度 f pr 满足 HP) 


= | fave. 此 rr 为 调和 测度 (hamonic measure) 


《如 果 看 作 P 的 函数 ， 则 为 调和 测度 函数 ). 
Brelot #8, Н, = H, 为 调和 的 充分 必要 条 件 
是 ,对 于 一 个 (或 所 有 )P,f 为 pr 可 积 。 特 别 在 
D> Dirichlet 域 ,E 为 边界 OD 上 的 闭 集 的 情 
形 ,E 的 调和 测度 函数 a, СЕ) 具有 在 E 的 内 点 
(把 38D 看 作 空间 ) 处 取 值 为 1 ,在 E 的 外 点 处 取 
值 为 0 的 边界 值 ， 又 mr 等 于 把 P 处 的 单位 质 
HARE) 8D 上 去 所 得 的 测度 . 
【正则 边界 点 】 如 果 f 连续 , 则 当 P 一 M 
时 ,使 Hi(P) 一 帮 M)( 即 一 般 解 实际 取 力 的 边 
， 界 点 M 称 为 正则 的 〈regular)， 否 则 称 为 非 正则 
的 (irregular)。 这 是 局 部 性 质 ， 或 者 ,M 的 正则 
性 也 可 说 成 : 34 P — M 时 , иь 关于 粗 拓扑 ? 收 
敛 于 M 处 的 单位 测度 。 关 于 M 为 正则 的 必要 条 
件 和 充分 条 件 , 除 前 述 的 Poincaré 条 件 以 外 ,已 
经 给 出 了 种 种 别 的 条 件 。 但 作为 正则 性 的 一 个 
定性 的 充分 必要 条 件 , 是 在 M 处 闻 函 数 (barrier) 
的 存在 . WERA Poincaré 所 使 用 ,而 为 Lebes- 
gue 所 命名 并 加 以 有 效 利用 ， 所 谓 闸 函 数 , 就 
是 DD 内 的 连续 上 调和 函数 ， 它 在 M 处 取 边 界 值 
零 ， 而 在 所 有 以 M 为 中 心 的 球 的 外 部 具有 正 的 
下 确 界 。 也 可 以 放宽 条 件 ， 取 在 M 的 某 邻 域 与 
DD 的 交 内 为 正 值 上 调和 ， 而 在 M 处 取 边界 值 零 
的 函数 为 闸 函 数 .这 包含 着 G. Bouligand (1925) 
的 充分 必要 条 件 : DREE Gren 函数 '， 
它 在 M 处 取 边界 值 零 ， 定 量 的 充分 必要 条 件 由 
Wiener 所 给 出 , 它 等 价 于 要 求 也 的 补 集 在 M 处 
成 为 注 集 (一 位 势 论 ). 又 Kellogg 曾 猜想 非 正 
则 边界 点 的 集合 是 容量 为 零 的 集合 ， 并 证 明了 
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二 维 的 情形 (1928). 实 际 证 明 三 维 情形 的 以 G. 
C. Evans (1933) Ж, F. Vasilesco (1935), 
О. Frostman (1935) 等 给 出 了 另外 的 证 明 。 显 
然 ,在 > 二 4 的 情形 ,这 个 事实 也 成 立 。 
【更 一 般 的 Dirichlet 问题 】 ZSAE, 讨 
论 是 在 R° 内 进行 的 ,但 Brelot-G. Choquet 更 广 
泛 地 在 Green 空间 (一 调和 函数 ) 上 取得 了 
如 下 的 结果 ([3]); RASS AUS HAH 
子 集 的 度量 空间 ， 并 把 4 关于 这 个 空间 的 补 集 
10% ^. ORES LAW TMF {Р}, 
每 个 下 收敛 于 入 的 某 个 点 ， 如 果 * 在 @ 上 为 次 
调和 ,上 方 有 界 , 且 沿 每 个 F 有 lmsup «<0, Д] 
在 2 上 w 过 0。 又 设 对 于 每 个 ,在 其 收敛 点 
0 在 @ 内 的 某 邻 域内 ,存在 闻 函 数 v. RD, UE e 
为 正 值 上 调和 , 沿 F 趋 近 于 0, 在 2 的 所 有 邻 域 
外 部 的 下 确 界 为 正 。 在 这 些 假定 下 , PWB 解 的 
讨论 可 与 民情 形 同 样 进行 ， 再 者 ,能 找 出 多 种 
满足 上 面条 件 的 A 与 {F} 的 例 ， 特 别 是 , 作为 
A JR Martin 边界 ?的 情形 已 由 L. Naim 进行 了 
详细 的 研究 ([6])。 Dirichlet 问题 也 可 更 为 广 
泛 地 按 公 理论 方法 来 处 理 (一 次 调和 函数 ). 
【Dirichlet 原理 】 原来 ，Dirichlet 原理 是 
说 ,如 果 给 定 函数 fo CH R° 具有 充分 光滑 边 
JUS FORD AG EER, ED 内 为 分 段 
C ж, H Dirichlet 积分 (Dirichlet integral) 


V |ва Рае 为 有 限 , 则 在 具有 同样 性 质 


与 相同 边界 值 ( 仍 记 为 力 的 函数 之 中 ,存在 使 得 
Dirichlet 积分 为 最 小 的 函数 ， 而 且 它 是 边界 值 
为 了 的 Dirichlet 问题 的 解 。 在 一 般 的 域内 ,在 
D 内 调和 函数 中 , H, 使 lw — 州 为 最 小 。 Bre- 
lot 对 竞争 函数 族 讨论 了 Dirichlet 原理 ,这 些 
函数 定义 在 加 上 的 一 个 域内 ， 而 其 边界 值 不 一 
定 由 古典 方式 定义 ([2]). 

[Ф] [1] M. Brelot, Familles de Perron et pro- 
blème de Dirichlet, Acta Sci. Math. Szeged, 9 (1939), 
133—153; [2] M. Brelot, Étude et extensions du prin: 
аре de Dirichlet, Ann. Inst. Fourier, 5 (1955), 371— 
419; [3] M. Brelot-G. Choquet, Espaces et lignes de 
Green, Апа. Inst. Fourier, 3 (1952), 199—263; [4] R. 
Courant, Dirichlet’s principle, conformal mapping, and 
minimal surfaces, Interscience, 1950; [5] О.Р. Kellogg, 
Foundations of potential theory, Springer, 1929 [6] 
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L. Naim, Sur le rôle de la frontière de R. S. Martin 
dans la théorie du potentiel, Ann. Inst. Fourier, 7 (1957), 
183—281; [7] KÆRE, HRANA, БИС ЗЕ 8 Н, 
共立 出 版 ，1957; (8] М. Ohtsuka CK TRES), Dirich- 
let problem, extremal length and prime ends, Lecture 
notes, Washington Univ., St. Louis, 1962—63; [9] H. 
Poincaré, Théorie du potentiel Newtonien, Leçons profes: 
sées à la Sorbonne, Gauthier-Villars, 1899. 


容量 (HK capacity 法 capacité {& Kapazitāt 
Җ емкость 日 容量 ]Euclid 空间 R? 内 导体 的 
电容 量 是 以 给 予 导体 的 正 电荷 与 由 之 而 产生 的 
表面 上 的 电位 之 比 来 定义 的 。 它 的 值 不 依赖 于 
所 给 的 正 电荷 的 总 量 。 集合 的 容量 的 概念 最 
初 由 N. Wiener (1924) 进行 了 数学 的 探讨 ， 
此 后 , 以 Ch. de la Vallée-Poussin, О. Frostman 
以 及 其 他 一 些 法 国学 者 为 中 心 ， 把 它 与 位 势 论 
相 联系 而 加 以 发 展 。 

ПЕШ] 设 2 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 
Olz, у) 25 Q x 9 上 的 下 半 连 续 ? 函 数 , 且 一 oo 
< Ф < oo， 作为 测度 仅 考察 具有 紧 支 集 * 的 非 
fü Radon 测度 '。 当 以 @ 为 核 的 测度 + 的 位 势 ' 


[осе одао е ев" [0dpdp 存 在 时 ， 


分 别 把 它们 记 为 Olx, n) 5 (и, н). 对 2 内 任 
BHURA X, 以 Bx 表示 其 支 集 5, 包含 于 X 
内 的 单位 测度 (全 测度 АСО) 一 1 的 测度 )* 的 
全 体 ， 设 K 为 非 空 紧 集 (以 下 同样 )、 当 4 在 
Фк ЕЎ, Ф (К) = influ, a). FS 
MO, 2 W(%@)= со, щ Q= R, Ф(х,у)= 
1/1x 一 y| 时 ,已 经 知道 ,在 KK 的 补 集 非 有 界 成 分 
上 取 边 界 值 1 的 Dirichlet 问题 '( 外 部 问题 '), 其 
一 般 解 (G) 等 于 某 个 一 般 的 平衡 分 布 * 位 势 . 
从 而 ,如 果 5 是 包含 K 于 其 内 部 的 光滑 曲面 , 则 


Af u 1 
外 法 向 导数 的 面积 分 一 世 | o4 do EF lO: 


当 开 为 闭 域 时 ，Wicner 把 这 个 积分 值 定义 为 
天 的 容量 ([191). SEE WAR Borel 集 ' 时 , de 
la Vallée-Poussin 考虑 如 下 的 测度 上 的 全 体 : А 
的 支 集 包含 于 巨 内 ， 它 的 Newton fir! Olr, 
HER 内 不 超过 1, 当 上 遍历 上 述 测度 族 时 
(R°) 的 上 确 界 , 称 为 E 的 Newton 容重 (New- 
ton capacity) ([18], p. 225 ЦТ). MRE 


HER, ШЇ Newton 容量 与 Wiener 容量 一 致 . 
当 考 虑 平面 R: 内 的 对 数位 势 ' 时 , 称 e-”* 为 
天 的 对 数 容量 (logarithmic capacity), 4 R: fj 
天 的 补 集 的 非 有 界 成 分 内 存在 以 无 穷 远 点 为 极 
点 的 Green 函数 " e(z, 00) I iim (C200) 
一 log |z|) 为 Robin % 8% (Robin's constant), 
它 等 于 W(K). KF Robin 常数 与 约 化 极 值 
距离 之 间 的 关系 一 极 值 长 度 ， 在 一 般 核 的 情 
形 ,由 于 按 上 述 方法 用 W(K) 定 义 容量 有 困难 ， 
所 以 通常 把 W(K) 本 身 作为 研究 的 问题 , 并 称 
它 为 容量 (从 而 如 果 不 注意 定义 , 则 大 小 关系 往 
往 变 反 )。 如 果 W(K) = oo, 则 我 们 可 以 称 K 


的 容量 为 零 ，Gaoss BUY Cos и) — 2 fd 的 最 


小 值 是 W(K) 的 一 个 推广 ,其 中 pe Ox iff 
则 是 在 K 上 上 方 有 界 的 上 半 连 续 函 数 . 

【 极 小 极 大 值 】 对 于 任意 的 集合 XC 9 与 
测度 a, 当 * 在 X 内 变动 时 ， 令 (и; X) = 
sop? (x,4),V(usX) 一 inf O(x,4), X.R Y C 
9 为 任意 的 集合 ， 当 上 在 Uy 内 变动 时 , 定义 
UY) = inf U (и; S,), ИСУ) = supV( s 5,), 
U (X, Y)= af U (и; X), V (X, Y= 
supV(p; X)， 当 考虑 的 核 不 是 P(x, ут $ 
(х,у) = Ф(у, x) BY, WIE WCK) OCs X), 
P (as X)，……。 当 天 是 9 内 的 紧 集 时 ， 有 以 下 
的 关系 : 

W(K) = W(K) <U(K) = UK) 
U(K, К) = (К, K) 
loce K)=V(K,K) } 
U(Q, K) = V(K, 9) 
Ü(9, К) = V(K, 0) 
УСК) = WK). 
在 这 些 关系 的 证 明 中 ,对 策 论 ' 中 的 极 小 极 大 定 
理 起 着 重要 的 作用 例如 [7])。 在 对 称 核 的 情 
形 , 有 W(K) = О(К). 这 些 关系 不 能 再 改进 。 
在 核 为 正定 的 情形 ,不 用 Uy MAE SCY H. 
(a, м) = 1 的 上 的 全 体 所 成 的 族 , 也 可 以 考察 
ЫД E. U(Y), V(Y) UCX, Y), У(Х, YY 
юш. 
【 超 限 直径 】 Sk- oH, 


< 


DEK) =K (k —1)?. int У) 0,2) 
teaser TR, 
递减 ， 其 极限 D(K) WT W(K). £R 内 对 
对 数 核 的 情形 ,按照 M. Fekete, 称 e-?% 为 超 
限 直 径 《transfinite diameter)。 以 波兰 的 F. Leja 
为 中 心 ,详细 地 研究 了 它 与 保 角 上 映射! 之 间 的 关 
系 。 作 为 与 D(K》 类 似 的 量 ,首先 , 令 
x 
kR,(X, Y) = inf Ф(х›х;)› 
^ sup M кух 


штру х 
可 以 证 明 R(X, Y) — lim (Х,У) 存在 . 


Ж, R(K,Y)= V(K, Y) RÙ. 当 X 一 Y 
时 ,就 把 它 记 作 R(X), R: 中 的 D(K) 与 R(K) 
都 是 Fekete 在 1923 年 引进 的 。 关 于 良和 局 
内 特殊 的 K 与 a 核 r~"(a 委 0) 的 D (K) 与 
RC(K), 已 由 G. Pélya-G. Szege 计算 出 来 ([13]). 
对 于 R 内 的 对 数 核 和 R° 内 的 Newton 核 ,等 式 
р(к) 一 R(K) йу. XER KAFKY k 
次 Чебышев 多 项 式 ( 一 多 项 式 逼 近 ), 它 的 绝对 
值 在 K 上 的 最 大 值 等 于 exp( —kR,(K)), 也 可 
以 用 这 个 极限 值 导出 超 限 直径 。 

[Evans 定理 】 为 使 R 内 的 KK 的 Newton 
容量 为 0 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 RK 上 的 分 布 ， 
使 它 的 Newton 位 势 在 K 上 处 处 等 于 oo， 由 于 
G. C. Evans 5j H. Selberg 在 1935 年 互相 独立 
地 证 明了 这 个 命题 , 所 以 , 称 它 为 Evans 定理 
或 Evans-Selberg 定理 , R* 内 对 应 的 定理 在 函 
数论 中 往往 有 所 应 用 。 在 一 般 核 的 情形 ， 类 似 
的 位 势 存在 的 充分 必要 条 件 是 RC(K,K) = oo, 

【容量 的 非 加 法 性 】 有 多 种 容量 ( 记 作 


cap) 满 足 不 等 式 cap ( U X.) < У) cp X.. 


即使 Newton 容量 C， 一 般 说 来 ， 也 不 具有 加 
法 性 , 但 满足 C (KIUK2) + CCGOK) < 
С(Кү) + C (Kz) (G. Choquet [2]). Choquet 
证 明了 ， 任 意 的 X 都 可 分 解 为 互 不 相交 的 集合 
X, 5 X, 满足 C, (X) = C (X) = C,(X,) 
C631). Hth C, (X) 为 Newton 内 容量 (New- 
tonian inner (interior) capacity)， 其 定义 为 : 如 
RX=G, WEXEN0, ШЖХ = @, M 


容量 759 


定义 它 为 ep CCK). 


kex 

[5 Hausdorff 测度 的 关系 】 关于 容量 与 
Hausdorff 测度 ?的 关系 ， 已 经 进行 了 种 种 研究 
《例如 一 [1])。 Frostman 在 [6] 中 就 已 引进 了 
容量 维 数 的 概念 , 并 看 出 它 和 Hausdorff 维 数 是 
一 致 的 、[11] 中 研究 了 积 集 的 容量 从 上 方 与 从 
下 方 的 赋值 , 设 K, K 分 别 是 R"，R” 内 的 紧 
集 ,其 维 数 分 别 为 a, в, 又 设 K x K 的 维 数 为 
т, M) a--8 < v < min (m+ea, n + 8) RY, 
等 号 可 由 一 般 的 Cantor 集 + 来 达到 . —J Cantor 
集 的 容量 的 赋值 亦 已 得 到 ([10], 1171). 已 经 
知道 ， 平 面 内 对 数 容量 为 1 的 连续 统 上 的 直径 
d, 满足 2<4d <4, 面积 4 满足 A< = ([81): 
平面 连续 统 Ki... K, AVM (n + +++ + nul 
ЄК, 1 & n) 的 对 数 容量 ,除去 所 有 
Kx 为 凸 且 相似 的 情形 以 外 ， 严 格 地 大 于 K, RS. 
对 数 容量 的 和 (1161). 又 通过 各 种 对 称 化 ?也 
一 般 地 得 到 了 对 数 容量 为 递减 的 结果 (一 等 周 
问题 ; [14]). 

【可 容 性 】 SA Newton 容量 为 例 进行 说 
Bj. Newton 外 容量 (Newtonian outer (exte- 
rior) capacity) C (X) 由 inf CG) 来 定义 .其 
NG 遍历 包含 X 的 开 集 CXX) < cO), 而 
在 等 号 成 立时 , 则 X 为 可 容 的 《capacitable).Cho- 
que 于 1955 年 就 Newton 容量 证 明了 所 有 解 
析 集 ', 从 而 ,所 有 Borel 集 ? 为 可 容 ,然而 解析 集 
的 补 集 并 不 一 定 可 容 [2])。 Choque 又 以 如 
下 形式 推广 了 这 个 结果 ([4]): 设 9 是 定义 在 
某 抽 象 空间 2 的 子 集 的 全 体 所 成 的 族 上 的 非 减 
函数 , 9€ E O 内 的 子 集 所 成 的 某 个 族 , 它 关于 
有 限 并 与 可 数 交 是 封闭 的 . 还 设 , 如 果 H, e CF 
H H,} H, S) ФСН.) | ФСН), WR X,t X, 
则 eX.) СХ). WE sup{p(H)IHE 27, 
HCX} SF eX), WHXE (o, Æ) 可 容 
的 。 Choquet 定义 了 GF Суслин 集 ， 并 证 明 
Теж (9.2) TR, 关于 比 Newton 容量 
更 一 般 的 具体 容量 的 可 容 性 ， 有 上 岸 正 偷 ([9])， 
Choquet ([5]), B. Fuglede ([7]) 的 结果 。 关 
于 由 Gas . 变 分 问题 所 定义 的 量 ， 我 们 也 能 讨 
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论 它 的 可 容 性 。 

【解析 容量 】 与 以 上 所 说 的 容量 有 若干 差 
异 ,平面 内 K 的 解析 容量 (analytic capacity) 
a(K) 可 定义 如 下 : 设 @ 为 满足 卜 列 条 件 的 g (z) 
所 成 的 族 : eC 在 K 的 补 集 的 非 有 界 成 分 
DAH, lg GO] — 1, Н о = g (z) = b/z 
+b +, Ф AK) = max|bl. 如 果 


令 天 的 对 数 容 量 为 CCK)， 则 一 般 地 有 «(К) 
三 C(K)， 如 果 K 为 连续 统 ， 则 有 以 K) 一 
C (K)， 而 给 出 等 号 的 g) REDE |w1< 
1 上 的 使 z= co 对 应 到 w 一 0 的 保 角 映射 
(15D. 


[8] 10) L. Carleson, Selected problems on excep- 
tional sets, Mimeographed notes, Uppsala, 1961, van 
Nostrand, 1967; [2] G. Choquet, Theory of capacities 
Ann. inst, Fourier, 5(1955) 131—295, [3] G. Choquet, 
Potentiels sur un ensemble de capacité nulle, Suites de 
potentiels, С. R. Acad. Sci. Paris, 244 (1957), 1707—1710; 
[4] G. Choquet, Forme abstraite du théorème de ca- 

ilité, Ann. Inst. Fourier, 9(1959), 83—89; [5] б. 
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函数 论 的 零 集 [Ж function-theoretic null-set 法 
ensemble négligeable au sens de la théorie des fonc- 
tions Ф funktionentheoretische Nullmenge “Á 
нульмножество B смысле теории функций Н 
Ват) 函数 论 的 零 集 是 指 , 在 复 函 
数论 中 , 除 “ 少 许 例外 ”, 某 个 性 质 成 立 的 定理 中 
的 例外 集 . 今 列举 其 主要 的 如 下 。 为 简单 起 见 ， 
限于 在 Euclid 空间 R° (a > 2) 内 讨论 . 
【调和 测度 为 零 的 集合 】 以 好 表示 RA 
有 界 域 忆 的 边界 OD 上 的 集合 巨 的 定义 函数 ， 
它 的 下 ,上 , 函数 Hx, (Р), Hxs(P) 《一 Dirichlet 
问题 ) 分 别称 为 (RF D) 的 内 ， 外 调和 测度 
(函数 )、 当 二 者 一 致 时 , 称 它 为 调和 测度 har- 
monic measure)。 互 的 内 调和 测度 为 0 的 充分 必 
要 条 件 是 ， 对 于 DD 内 上 方 有 界 的 次 调和 函数 " 
CP), WRH PEF OD — E 的 任 一 点 时 ， 
4 满足 limsupu(P) <0, 则 在 D 内 KP)< 0 
恒 成 立 。 由 此 可 以 导出 以 下 的 唯一 性 定理 ， 如 
果 hP) 在 D 内 有 界 调和 , 当 P 趋 近 于 OD 上 除 
内 调和 测度 为 0 的 集合 外 的 各 点 时 ，AP)-*0， 
Й ла 0。 其 次 ，E 的 外 调和 测度 为 0 的 充 
分 必要 条 件 是 ， 在 D 内 存在 正 的 上 调和 函数 ' 
oP), 使 当 P 趋 近 于 E 的 任 一 点 时 ,有 +P) 一 
co. 关于 次 调和 函数 和 调和 函数 ' 在 除去 调和 
测度 为 0 的 集合 以 外 的 各 个 边界 点 处 的 极限 的 
存在 性 ,可 参看 相应 这 两 个 函数 的 条 目 。 
【容量 为 零 的 集合 】 有 种 种 容量 的 定义 
(~ 容量 ), 但 我 们 在 这 里 考察 对 数 容量 * 与 下 面 
定义 的 a 容量 (a 0). BD, 对 于 R" 内 的 非 空 


ER K, & WCK) = i (fog Pac 0). 
Jb BIK EREM Radon 测度 +， 令 
CK) = (w(K), mR K = ó, BIA 
CLO) 一 0。 对 于 一 般 的 集合 ECR", 它 的 内 


容量 由 sup CCK) 来 定义 ， 外 容量 由 包含 的 


开 集 的 内 容量 的 下 确 界 来 定义 ， 当 二 者 一 致 时 
则 称 这 个 共同 值 为 E 的 a 容量 (ocapaciy), Y 
# CCE). E 的 对 数 容量 则 记 为 CLE). X 


FR K, СКК) = 0 (n = 2) 或 Newton 容 
HRT C.-X(KXn > 3) 为 零 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 于 包含 天 的 任意 的 有 界 域 G, KKFG-K 
的 调和 测度 为 零 ， 此 时 ， 对 于 G 一 多 上 有 办 或 
Dirichlet 积分 ?有 限 的 调和 函数 ， 玉 是 可 去 的 。 
一 般 地 ，K 对 于 某 个 函数 族 针 为 可 去 《remova- 
ble) ЖН, 设 G 为 包含 KK 的 域 , F€ S EG-K 
内 有 定义 ， 则 存在 定义 于 G 内 的 ge 3， 使 在 
с-ка Рі. WKE R ARR 
CLK) 一 0,G 是 包含 K 的 域 ， 设 f 是 定义 
于 6 一 K 上 的 全 纯 1 函 数 ,对 于 它 K 的 每 个 点 都 
是 本 性 奇 点 +， 则 在 天 的 每 个 点 处 ， 对 于 f 的 
例外 值 + 的 集合 的 对 数 容量 为 零 。 如 果 帮 2) 在 
le] <1 内 为 亚 纯 +， 且 满足 
{J PC. ima — Iz|asay < © 
(0<e<1), 

MRE а 容量 Co — 0 时 为 对 数 容量 ) 为 零 的 集 
合 外 ,在 lz| 一 1 上 的 每 个 点 处 , f 存在 从 角 域 
内 趋向 时 的 有 限 极限 

(Hausdorff 测度 】 tka > 0,E 是 Re 中 给 
定 的 集 ， 用 可 数 个 直径 小 于 。 > 0 HORRORE EIE 
& E, 设 它们 的 直径 为 41, desse. 考虑 

int >) dt, 
x 

这 里 inf 对 满足 上 述 条 件 的 一 切 覆 盖 来 取 。 当 
s omt, inf D3 EBM, CBR ICA 


ACE), 8525 E { a #t( Hausdorff) 3 BE (Haus- 
dorí measure of dimension а), 对 于 定义 于 有 
界 域内 且 满足 e 次 Lipschitz 条 件 ' 的 调和 函数 
Ж, R" 内 的 紧 集 天 成 为 可 去 的 充分 必要 条 件 是 
Aye (К) = 0. 又 当 平面 内 的 紧 集 KK 的 外 部 
G 构 成 域 时 ,对 于 G 内 的 解析 函数 1(z) 与 9(1< 
q<), Ф 


Ifl = (| Iflsasay y^. 
对 于 g = о, Ф [fle = sP fl. 3# Wl, <0 


的 O 的 全 体 所 成 的 集合 记 为 H°. Ep 
1/9 = 1, 4 2 « 4 < co b, AL, (K) < © 
Hj Hte d. 又 当 9 一 oo 时 , 若 AC — 0 


函数 论 的 零 集 。 761 
йн" = ø. XH DOS Co(K) 一 0 时 ,于 一 
9,122 <9< о ЖУ, iR Hr = 5, АП 
C.K) = 0 (121). 

【关于 函数 族 的 零 集 】 反之 , L. У. Ahl- 
fors-A. Beurling 用 函数 族 来 刻 划 集合 的 大 小 
(111). WD 为 平面 域 ,一 般 地 , jG) 表示 DD 内 
的 解析 函数 .分 别 以 S, D, 表示 满足 以 下 条 
件 的 JG) 的 全 体 所 成 的 集合 : O] <1s 


[fire Pasay <s 


(JG) — E9227! 取 不 到 的 值 的 集合 的 面积 之 
x。 其 中 设 zo 为 D 内 的 定点 。 属于 这 些 函数 族 
的 单 叶 函 数 + 的 全 体 与 常数 合并 而 得 到 的 子 函 
数 族 ,分 别 记 为 69, €», бб. XATAR 
SUS HARRIS. MRO 
sup{ If Co) | If € S) 

来 定义 М» = Ms (20; D), Jl] Me = Me 2 
Ms 一 Moe > Mee = Mes 成立。 如 果 对 于 
点 2260, Ma (aes D) 一 0， 则 对 于 任意 的 
z€D, 都 有 Ms(z; D)= 0. 又 以 Ne 表示 
KK 的 外 部 K“ 为 域 , 且 使 M (25 K') = 0 WK 
的 全 体 所 成 的 集合 ,属于 Ns 的 K 称 为 。 Ns 类 
SM (null set of class Ns)。K 对 于 8 或 9 为 
可 去 的 充分 必要 条 件 分 别 是 KE No MK € No. 
一 般 地 ， 

{K|C(K) = 0) NS NSENes. 
一 维 测度 为 零 的 集合 K 属于 No, MEKE M 
析 曲 线 弧 4 的 子 集 的 情形 ， 其 逆 也 成 立 。 又 
М» = Nee 也 成 立 ，K & Ns 的 充分 必要 条 件 是 
Co(A) = CoA 一 K)， 如 果 一 个 解析 函数 以 
KEN, 的 每 个 点 为 本 性 奇 点 ， 则 在 K 的 每 个 
点 处 例外 值 ' 的 集合 《的 任意 紧 子 集 ) 属 于 Ne. 
Ke Ns。 的 充分 必要 条 件 是 , 或 者 为 K 所 一 一 
保 角 映射 1 的 域 的 补 集 的 平面 测度 恒 为 零 , 或 者 
K 的 单 时 解析 函数 只 限于 线性 分 式 函 数 +. 


[$] [1] L. V. Ahlfors-A. Beurling， Conformal 
invariants and function-theoretic nullsets, Acta Math 83 
(1950), 101—129; [2] L. Carleson, Selected problems 
on exceptional sets, van Nostrand, 1967; [3] KIUR, 
RGR, SUFRE, 共立 出 版 ，1957; [4] RUN 
ЖЕ, МФ cv, MF 1(1955), 161—170, 
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变 分 法 [Ж calculus of variations 法 calcul des 
variations ¿Ë Variationsrechnung /& вариационное 
日 变 分 法 ] DESEE) 产生 微分 
学 的 一 个 原因 ， 就 是 关于 函数 极 值 的 理论 的 系 
统 化 ， 微 分 学 中 处 理 的 极 值 问题 主要 是 几 个 独 
立 变 量 的 函数 的 极 值 问 题 ， 但 变 分 法 (或 变 分 
学 ) 中 处 理 的 极 值 问 题 则 是 以 所 谓 泛 函 为 其 考 
察 对 象 的 。 泛 函 (HK functional ”法 fonctionelle 
4% Funktionenfunktion) 是 由 J. Hadamard 命名 
的 , 指 由 定义 于 某 个 域 B 上 的 函数 所 构成 的 一 
个 函数 空间 {x} 上 的 实 ( 或 复 ) 值 函数 。 这 样 的 
RIH Ill B1 或 简单 地 记 作 JLo] ,此 时 , 相 
当 于 独立 变量 的 函数 * 称 为 变 函 数 《argument 
function)， 属 于 定义 域 的 变 函数 也 称 为 容许 函 
Ж admissible function), 

例如 ,表示 曲线 y = у(х) 的 长 ,曲面 = = 
a(x, y) 的 面积 的 积分 


Li УС 


исчисление 


S[z] 一 [j^ “bel + z} dxdy 


等 ， 都 是 泛 函 的 具体 例子 。 又 一 个 质点 沿 连接 
BEAL (zo yo), Gn» y) On > yo) 的 适当 的 曲 
By = у(х), 在 不 变 的 重力 作用 于 У 轴 正 方向 
的 情形 下 ,无 摩 氛 地 从 Cros yo) HBB) Cars у) 
所 需 的 时 间 , 是 以 


Q0 Hy = kf VQ IG) 4 


(一 常数 ) 
的 形式 表示 的 泛 函 . 


变 分 法 的 典型 问题 是 取 实 值 的 泛 函 的 极 值 
问题 ,特别 是 由 积分 所 表示 的 泛 函 的 极 值 问 是 
这 些 积分 的 被 积 函数 是 由 若干 独立 变量 。 作 为 
这 些 变量 的 函数 的 变 函数 ， 以 及 变 函数 的 一 定 
阶 数 的 导数 所 成 的 已 知 式 ; 例如 以 F C++) % 
已 给 函数 的 泛 函 

Jil (7 PC sue) CD， CO es 


TIME, аваа, 


v(xsy)steoty st > Jdxdy 
的 极 值 问题 ， 例 如 ， 使 (1) 最 小 的 曲线 是 最 速 


下 降 曲 线 (curve of steepest descent), 

关于 极 值 问题 , 随 着 对 应 情况 ,对 变 函 数 附 
加 适当 的 达 界 条 件 。 此 外 ， 还 有 条 件 变 分 问题 
(conditional problem of variation), 其 典型 例子 
是 ,在 平面 上 具有 给 定 长 度 的 曲线 中 , 求 使 得 它 
所 包围 的 域 的 面积 为 最 大 的 曲线 ， 即 所 谓 等 周 
问题 ?+。 一 般 说 来 ,在 使 另 一 泛 函 的 值 一 定 的 附 
加 条 件 下 , 求 某 一 泛 函 的 极 值 这 种 类 型 的 问题 ， 
也 称 为 广义 等 周 问题 (generalized isoperimetric 
problem )。 作 为 附加 条 件 , 还 有 附加 有 限 条 件 的 
情形 (Lagrange 问题 (Lagrange’s problem)), 
或 附加 由 D. Hilbert 所 讨论 的 微分 方程 条 件 的 
情形 . 

变 分 靶 几 乎 是 与 徽 积分 学 的 诞生 同时 间 世 
的 ， 自从 Johann Bernoullir，Jacob Bernoulli 以 
及 L. Еше" 等 探讨 变 分 法 的 种 种 具体 问题 以 
Ж, 及 至 1760 Æ, J. L. Lagrange 与 力学 相 联 
系 引 进 了 变 分 问题 的 一 般 处 理 方法 ， 于 是 ， 以 
Euler 命名 的 方程 才 开始 得 到 清楚 的 论述 。 

【Euler 方程 】 现在 以 最 简单 的 变 分 问题 
G) Jy) = | F(x,yGO y Gs = min 
为 例 。 设 对 变 函数 y Ge) 再 附加 边界 条 件 y) 
= yo у) у. 此 时 , 考察 含有 在 端点 
处 取 值 为 0 的 任意 函数 пб) 与 参数 6 的 容许 
函数 族 Y(x;s) = у(х)+єл(ж). 如果 y(*) 是 
给 出 J[y] 的 最 小 值 的 函数 , 则 6 的 函数 ЛГУ TT 
于 e = 0 就 应 成 为 最 小 。 如 果 写 出 条 件 

(8JLY 1/98), о = 0, 

注意 边界 条 件 , 就 得 到 


os j (Fyn + Fyn!) az 
^ 4 
-Re не 
利用 n(x) 的 任意 性 ,根据 下 面 的 引 理 , 即 得 
(3) 0= F,— = Fy 


= F,— Ey, Y Foy — "Fg 
的 结论 
引 理 : Wk p(x) 在 Lew n] EES, ne) 


为 在 此 区 间 内 属于 С” 类 且 满 足 条 件 
a) = (хе) = -++ = Оо) == 0, 
б) = a(n) soe 
(д) = 000 <q <p) 
的 任意 函数 ,如 果 对 这 样 的 n(x) 恒 有 


E 2G)oG)4x = 0, 


则 eG) = 0. (LBC 类 亦 可 为 C 类， 
但 设 9 < о, 如果? 为 C" 类 , Rg = c 7 
T.) 这 个 引 理 称 为 变 分 法 的 基本 引 理 〈fund:- 
mental lemma of the calculus of variations). (3) 
称 为 关于 极 值 函数 的 Euler-Lagrange 微分 方 
48 (Euler-Lagrange differential equation) 或 Euler 
方程 ， 由 于 这 个 方程 一 般 为 二 阶 。 所 以 根据 边 
界 条 件 或 可 决定 它 的 一 个 解 . 
上 述 方程 中 出 现 的 量 


(Fl, = F, — -“ Fy, 
dx 


称 为 F 关 于 > 的 变 分 导 ( 函 ) 数 《variational deri- 
waive), 又 By 一 ns MOERS Y 的 第 一 变 
分 , 而 8] (87 (Y1/8e),—e KAZE J[y] 
的 第 一 变 分 (first variation), 在 不 附加 л C) 
在 端点 处 取 值 为 0 的 边界 条 件 时 , 则 有 关系 
aJ = f LF ae + Се, 

与 微分 学 中 通常 的 极 值 问题 fax.) min 
相 比 较 , 则 [F], 和 8] 分别 与 gradf, df 相当 . 一 
般 地 ，Euler-Lagrange 微分 方程 [F], = 0 的 解 
称 为 关于 变 分 问题 的 平稳 函数 〈stationary func- 
tion)， 而 它 的 图 象 称 为 平稳 曲线 (stationary 
curve). 

至 于 含有 多 个 变 函数 的 变 分 问题 ， 只 须 将 
关于 各 个 变 函 数 的 Euler-Lagrange 微分 方程 联 
立 起 来 即 可 。 对 于 含有 高 阶 导 数 的 问题 


Ty] = FG, yd = min, 
则 Euler-Lagrange 微分 方程 形 如 
$ocay- вию 
[21, P Dy P= 0. 


再 者 ,关于 二 重 积分 的 变 分 问题 
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ла = || posses) азбу = mins 
; 


u= u(z,y) 
相应 的 Euler-Lagrange 微分 方程 成 为 
- E PER 
e= [Fm Р, Bo Fag y Р. 


关于 广义 等 周 问 题 ,例如 ,对 于 J[y] 一 min， 
K [y] = с 这 样 的 问题 ,加 上 所 谓 Lagrange 
HER (Lagrange mnltiplicr))，Euler-Lagrange 27 
程 就 成 为 

[Е + АС], = 0 
的 形式 。 其 中 F.G 分 别 表示 J.K 的 被 积 函 
数 ， 这 个 二 阶 微分 方程 的 两 个 积分 常数 与 未 定 
常数 1, 例如 可 由 边界 条 件 
у(х) = yo X0 = n 

与 附加 条 件 K[y] = c 来 决定 。 例 如 , 对 于 原 
KAUSA F = y, G = + y”, RU 
方程 成 为 17a (y /V1 + 她) 一 0， 积 分 后 即 
得 (x — ay + (y — B) = 22 СА), 

此 外 ， 除 固定 端点 的 边界 条 件 情形 外 ， 例 
如 ， 还 出 现 变 函 数 y= yle) WHA (а, у) 
总 是 位 于 一 条 曲线 TCx，y) 一 0 上 的 所 谓 可 
动 端点 的 情形 。 此 时 ,对 于 极 值 函数 ,可 以 导出 
BUB (transversality) 条 件 

(F —y'Fy)T, — F,T, = 02 х. 

【充分 条 件 】 首先 仿照 微分 学 的 二 阶 导数 
引进 第 二 变 分 ,并 考察 充分 条 件 的 是 A. M. Le 
gendre. 就 (2) 进行 讨论 , 则 yol) 使 (2) 取 
到 最 小 值 的 必要 条 件 是 ， 

Е, хуб) X) > 0. 
反之 ,如 果 Fwy > 0 且 满足 Jacobi 条 件 (Ja- 
cobi’s condiion)， 即 二 阶 线性 常 微分 方程 
£ (Fry =) = (Fy m = Fyy) “=o, 
ul xo) = 0 
BORE u (a) 的 大 于 am 的 最 小 零点 Ско MISE RR 
(conjugate point)) 大 于 区 间 的 右 端点 z 时 ， 则 
у= y. (z) BUBB (weak minimum), 所 
BREE 
{ly — yl <8, ly —» < e) 
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的 函数 族 作为 yo 的 邻 域 时 的 极 小 。 HERE 
数 的 范围 扩张 为 【|y 一 yo | <e) 而 给 出 强 极 
小 的 充分 条 件 的 是 K. Weierstrass, 在 此 以 前 
所 得 到 的 结果 通常 称 为 古典 变 分 法 classical 
theories in the calculus of variations). 

对 于 变 分 问题 (2), 如 果 对 于 xy 平面 上 某 
个 域 的 每 个 点 ,属于 泛 函 

Jy] 一 E F(x,ysy )dx 
的 单 参数 平稳 曲线 族 的 曲线 ,只 有 一 条 通过 
该 点 , 则 称 这 个 域 为 平稳 曲线 的 场 (da), 设 
在 这 样 的 平稳 曲线 族 y = eia) 中 ,通过 点 
oy) 的 曲线 的 参数 值 为 “一 as у), RUE 
点 处 的 斜率 pes y) = Lo Gr a) lae) 称 为 
在 该 点 处 场 的 斜率 ,而 把 (x,y) 看 作 变 量 时 ,就 
FR р(х›у) 为 场 的 斜率 函数 Glope function), 此 
时 ,曲线 积分 
DESI 
= | Себзор) — O = РОР): 
的 值 只 由 曲线 c 的 两 个 端点 来 决定 ， 1c 称 为 
Hilbert 不 变 积分 (Hilbert’s invariant integral), 
利用 这 个 性 质 ， 一 般 地 ， 如 果 以 /表示 泛 函 
JU 对 于 表示 曲线 C 的 函数 y= y) ШИН, 
则 对 于 通过 同和 平稳 曲线 Co 的 场 的 任意 比较 
曲线 c, 可 以 导出 形 如 
0<AJ= J — Ja” [aeneo 

的 关系 。 其 中 

&(х›узр›у') = F(z,y,y') 

— FGysp) — (у — РӘЕ, (жур) 
是 由 Weierstrass 所 引进 的 4 函数 (gf -function). 
Co 给 出 JU) 的 极 小 值 的 充分 条 件 是 ， 对 于 场 
的 所 有 点 (z,y) 与 所 有 的 值 》 有 E > 0. 

【最 优 控制 】 给 定 包含 参数 w,… ÉD 


微分 方程 组 
(4) 4/4 = fnis s xao tt t) 
(tu) € Qin (1) = ahs m ortnm, 


HED, ТЗН ЗВ ҢӨ (optimal control) PJ 
题 ,就 是 要 确定 m = uU) (a < ¿ < п), EZ 
Lj 


Fed = банзан oni 


的 值 为 最 小 ;其 中 s G) 是 (4) 的 解 ， 并 且 把 它 
作为 m,… ,wt 和 + 的 函数 。 这 是 一 种 附加 条 
件 的 变 分 问题 ,但 是 由 于 ”的 存在 域 受到 限制 ， 
不 等 式 附 有 约束 条 件 以 及 * 也 可 以 不 连续 等 原 
因 ， 所 以 在 许多 情形 下 只 用 古典 变 分 法 已 不 能 
解决 问题 (一 控制 论 ). 

【 变 分 法 的 直接 法 】 如 同 在 数学 物理 中 导 
出 变 分 原理 ' 那 样 ， 讨 论 使 之 平稳 的 泛 函 Jul 
与 对 于 Ли] 的 Euler 方程 之 间 的 形式 的 对 应 ， 
也 是 变 分 法 的 主要 课题 之 一 ,但 与 此 相对 照 , 也 
可 以 不 诉 诸 Euler 方程 ， 而 立足 于 平稳 性 本 身 
去 寻求 平稳 函数 w， 这 就 是 变 分 法 的 称 为 直接 
法 (direct method) 的 研究 方法 .直接 法 从 解 的 存 
在 性 、 唯 一 性 等 理论 的 观点 看 来 也 在 起 着 重要 
的 作用 ， 而 它 同时 作为 近似 解法 或 数值 解法 的 
手段 也 具有 重要 的 意义 ， 即 使 与 变 分 法 无 关 地 
提出 的 微分 方程 问题 ， 如 果 能 构造 以 所 提 微 分 
方程 为 Euler 方程 的 泛 函 ， 则 根据 直接 法 求解 
也 是 可 能 的 。 

设 D 为 m 维 空间 的 有 界 域 , f € LX D) 20 
定 的 实 值 函 数 。 考 虑 使 泛 函 


Jt = | lesa wis | fads 


为 最 小 的 变 分 问题 。 这 里 作为 容许 函数 的 集 
合 ,是 取 函 数 空间 CHD) 关于 范 数 


N (u) = (| .end abe f, wae)” 


加 以 完备 化 而 得 到 的 Hilbert SH", RNA 
A 表示 这 个 集合 。 这 时 ,应 用 关于 Hilben zs 
WIRY F. Riesz (Жл) 定理 + 等 ， 可 以 证 明 , 在 
A, 中 最 小 值 ! fede, 且 此 最 小 值 可 唯一 地 由 某 
个 me A, 来 实现 ， 由 于 函数 mw 属于 Л, sJ 
以 证 明 , 在 某 种 一 般 的 意义 下 , 它 满 足 边界 条 件 
G) ulon = 05 

另 一 方面 , 由 于 Ле) < Ло + 9l 对 于 任意 
的 p€ COD) 成 立 , 可 以 证 明 , 在 关于 广义 函 
数 ' 微 分 的 意义 下 , 它 在 D 内 满足 方程 

(6) — Аи ==], 

即 平稳 函数 m 就 是 由 《5), (6) 所 表述 的 Pois- 


son 2j Ee i9 h B b fé [e] DJ СЕЗЕ). Е 
为 容许 函数 的 集合 ,在 采用 满足 
A)>4)>C5(D) 

的 任意 函数 空间 A 时 , 上 述 1 = JU] 是 了 在 
А) 内 的 下 确 界 。 此 时 ,如果 (ura 是 从 А, 
中 取 的 最 小 序列 (minimizing sequence), 即 若 函 
数 序列 
Wn € Aj,n710,2,75 J[u,] >n), WJ а, ZE 
(7) Ми, — uo) — (n — со) 
的 意义 下 收敛 于 «o. 换 句 话说 , 边界 值 问题 的 
广义 解 w， 可 以 由 在 边界 上 取 值 为 0 的 充分 光 
滑 的 函数 所 作 的 最 小 序列 的 极限 来 构成 ， 关 于 
作为 平稳 函数 所 得 到 的 广义 解 uo, H f» Әр 适 
当 光滑 的 假定 下 ， 就 是 边界 值 问题 的 古典 解 这 
一 事实 的 证 明 方面 ， 已 经 建立 了 证 明 广义 解 的 
正则 性 的 标准 的 论证 方法 . 

上 述 取 最 小 序列 的 极限 以 求解 边界 值 问题 
的 方法 ,是 关于 古典 Dirichlet 问题 的 由 B. Rie- 
mann 所 提出 而 由 D. Hilbert 等 所 完成 的 做 法 ， 
它 成 为 关于 边界 值 问题 的 最 近 的 Hilbert 空间 
论 的 研究 方法 的 先导 。 关于 自 伴 的 边界 值 问 
题 ， 也 可 以 把 上 面 例子 中 所 述 的 内 容 几 乎 原封 
不 动 地 推广 到 高 阶 和 变 系数 的 情形 。 又 如 果 引 
用 辅助 的 论述 ， 则 它 在 诸如 关于 复 函数 论 中 各 
种 映射 函数 的 构成 ， 第 二 类 积分 方程 的 解法 等 
方面 ,也 得 到 了 广泛 的 应 用 ([3],[4],[7],[8]). 

用 Hilbert 空间 的 自 伴 算 子 * H, 由 
(8) Hu =u, u#0 
所 表示 的 特征 值 问题 ， 也 可 以 变换 成 为 关于 
Rayleigh 商 ' 
(9) Еи) = CHu,u)/ lal 
的 变 分 问题 (一 特征 值 的 数值 计算 法 ). 

【基于 直接 法 的 微分 方程 解法 】 根据 收敛 
性 《7), 可 以 把 最 小 序列 看 作 边界 值 问题 的 解 
或 平稳 函数 m 的 近似 序列 。 今 设 以 = 个 分 量 
的 向 量 c= Cert e.) 为 参数 的 函数 
(10) и, = e) m seis en oc.) 
对 于 任意 < 是 容许 函数 。 如 果 “为 使 

Thug + še)] = ЕСЛИ. ic 
( 系 由 这 些 :w。 代 入 J 而 得 ) 为 最 小 的 “ 值 , 则 可 
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以 把 uC 50) 看 作 在 函数 族 (а, 5 102) 中 
最 近似 于 a 的 函数 .一 般 地 , со 可 由 解 方程 组 
(11) 8J[ C + 3¢)1/Oe, = 0, = 12 
得 到 . KF (10) 中 的 un, 往往 取 所 谓 线性 A 
许 函数 。 即 如 就 上 述 的 例 来 说 , 预先 确定 在 3, 
中 完全 ?的 独立 函数 系 (euo & 

(12) и. = аф + сф + tt + саф. 

由 《11) 来 确定 (12) 中 的 “， 从 而 构成 最 小 序 
列 ,这 祥 的 方法 称 为 Ritz 方法 (Rirz's method), 
而 wx 称 为 关于 Riz 方法 的 坐标 函数 。 关于 
Riz 方法 的 近似 收 剑 速度 以 及 误差 估计 ， 除 有 
E. Trefftz 的 考察 之 外 ,俄国 学 派 所 作 的 研究 颇 
多 ([3],[5]). 关于 最 小 序列 的 其 他 构成 方法 ， 
在 [3] 中 有 详细 的 论述 ， 又 关于 与 Tanépknu Jy 
法 的 联系 一 偏 徽 分 方程 的 数值 解法 ， 

适用 于 特征 值 问题 的 Ritz 方法 称 为 Ray- 
leigh-Ritz 方法 (Rayleigh-Ritz method) ([7]). 
此 时 ， 由 于 Rayleigh 商 Riu) 的 平稳 值 本 身 就 
是 特征 值 ,特征 值 的 近似 的 精确 度 , 比 起 特征 函 
数 的 近似 程度 要 好 得 多 ， 所 以 它 作为 特征 值 的 
近似 计算 法 是 方便 的 . 

此 外 ， 作 为 以 直接 方法 为 基础 的 近似 解法 
的 一 个 分 支 , 有 给 出 与 边界 值 问题 的 解 w 相 联 
系 的 某 种 量 的 上 \ 下 界 的 理论 ([7],[8]). 
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(ЖЖ: Calculus of variations, Prentice-Hall, 1963); [11] 
(MABE, ЖОР, FBS, 1947; [12] MBX, Ж 
HF. Ba, 1951. 


Plateau 问题 [3È Plateau's problem 法 pro- 
blème de Plateau 4È Plateausches Problem — 4& 
вопрос Плато 日 7 5 F — 88] 在 空间 内 以 给 
定 的 闭 曲 线 为 边缘 而 张 肥皂 膜 时 ， 膜 因 表面 张 
力 而 呈现 使 表面 积 为 最 小 的 形状 、 这 种 表面 积 
最 小 的 曲面 就 是 所 谓 极 小 曲面 。 这 个 实验 是 为 
了 实现 极 小 曲面 而 由 比利时 自然 科学 家 J. A. 
Plateau (1873) 所 采用 的 方法 ， 因 此 , 求 空间 内 
以 所 给 闭 曲 线 为 边界 的 极 小 曲面 的 问题 ， 称 为 
Plateau 问题 。 这 个 问题 可 用 变 分 法 + 来 解 . 

ЖГ) (z, y, z) 空间 中 给 定 的 简单 闭 曲 
R, LEE xy 平面 上 的 射影 C 02508 PH HE 
线 、 设 C 所 包围 的 域 为 D. 考虑 具有 共同 边界 
的 曲面 z 一 x(*,y)， 在 关于 函数 (xy) H 
滑 性 的 适当 假定 下 ,所 提问 题 就 是 使 泛 函 


J[z] 一 умт + р + Ф dxdy; 


[7] 


‚= DE, gai 


ду y 
在 z = zlar, y) 以 了 为 边界 的 条 件 下 成 为 最 
小 ， 关 于 泛 函 J[z] 的 Euler-Lagrange 微分 方 
程 ' 是 
多 多 
Br Jit pag 5 TIT 
IBD BIN — rR P d 27 E 

(1 + 42), — 2pqs + (1 + pr 0, 
r= 90/0? 等 . 

这 个 方程 的 几何 意义 ,由 J. B. M. C. Meusnier 
(1776) 给 出 。 

为 了 推广 这 个 问题 ， 用 参数 (wz) 的 向 最 
ips 0) 表示 曲面 , 则 其 第 一 基本 形式 成 为 
.dp = Edw + 2Fdudv + Gdv*?， 应 用 单位 法 向 

Ë пе (и, и), ДИВ EKER 

—4щ = Ldu? + 2M dudv + Nav’, 

从 而 ,如 果 令 面积 泛 函 


увс ама» 


由 于 法 线 方向 的 无 穷 小 变 位 而 产生 的 第 一 变 分 


为 0, 则 Euler-Lagrange 微分 方程 取 如 下 形式 : 
2H = (NE — 2M F + LG)/(EG — Е?) = 0, 
其 中 H = (Кг + R7')/2 为 曲面 的 平均 曲率 * 
(Ri, R, 为 主 曲 率 半径 ')， 由 于 Beltrami 第 二 
微分 形式 满足 Ли 一 Hn， 特 别 是 , 如果 选 取 使 
E =G, F 一 0 的 等 温 参 数 (isothermal parame- 
ter) #,v， 则 关于 极 小 曲面 的 条 件 就 成 为 At 二 
0(А 为 Laplace HF); 即 表示 极 小 曲面 的 向 量 
Kuso) 为 调和 ( 即 向 量 Cus v) ЮО и, и 
的 调和 函数 )， 如 设 (u,v) 的 共 罗 调和 向 量 为 
Kw,v)， 则 等 温 性 的 条 件 成 为 解析 向 量 
Kw) = Кир) + i CDI 
(wut ivi = /—1) 
满足 Fw) = 0 (K. Weierstrass)， 一 般 地 , 称 
平 沟 曲 率 处 处 为 0 的 曲面 为 极 小 曲面 《mjnimal 
surface)。 确定 以 空间 内 给 定 的 闭 曲 线 为 边界 的 
极 小 曲面 的 问题 , 称 为 Plateau 问题 。 用 这 样 
的 形式 阐述 ,即使 空间 为 mm 维 的 一 般 情形 ,也 不 
会 出 现实 质 性 的 困难 . 

【 解 的 存在 性 】 把 Plateau 问题 解 的 存在 
性 ， 当 作 所 举 椭 贺 型 偏 微分 方程 的 第 一 边 值 问 
题 ? 来 加 以 探讨 的 是 C. Н. Бернштейн (1910), 
A. Haar (1927) 则 将 泛 函 J [z ] 的 最 小 问题 用 
变 分 法 的 直接 法 ?加 以 处 理 ， 然 而 ,这 些 都 只 限 
于 为 凸 域 的 情形 。 在 此 以 前 ，B. Riemann, 
Weierstrass, Н. A. Schwarz 等 把 所 给 空间 曲线 
本 为 多 角形 的 情形 ， 与 关于 二 阶 线性 常 微分 方 
程 的 单 值 群 ? 相 联系 而 进行 了 研究 ,继承 这 项 工 
作 的 R. Garnier (1928) 又 用 极限 过 程 研究 了 
为 具有 有 界 曲率 的 简单 闭 曲线 时 解 的 存在 
性 .然而 ,在 了 为 可 求 长 的 情形 ,最 初 用 极限 过 
程 证 明了 解 存在 的 是 T. Radó (1930). 他 的 
研究 更 进而 达到 了 T 是 有 限 面积 曲面 的 边界 的 
情形 。 另 一 方面 ，J]. Douglas (1931) 代替 面 
积 泛 函 而 引进 了 关于 边界 值 的 新 的 泛 函 ， 从 而 
使 解 的 存在 得 到 完全 的 解决 R. Courant (1937) 
把 Plateau 问题 与 Dirichlet 问题 ' 相 联系 而 讨 
论 了 解 的 存在 性 ([2]). 

现在 ,讨论 Plaeau 问题 解 的 存在 性 的 方 
法, 大 体 可 以 分 为 由 Radó, Courant, Douglas 所 


代表 的 以 下 三 种 : 
1) 面积 泛 函 。 这 是 直接 使 面积 泛 函 (areal 
tunctional ) (Мес 一 Е? dude 为 最 小 的 方法 . 


此 时 , 变 分 方程 成 为 H = 0. 
2) Ditichler 泛 函 ， 对 于 纯 量 函数 Kuv), 
EM) Dirichlet 泛 函 (Dirichlee's functional) Ж 


XA DUI = || + dude Ки») 


G = 1,-- m) 为 分 量 的 严 维 向 量 函 数 儿 ws >), 


它 的 Dirichle 泛 函 定义 为 DI 一 Sou. 
e 


这 个 方法 是 从 使 DI 为 最 小 的 变 分 问题 出 发 ， 
探讨 Plateau 问题 解 的 存在 性 。 使 ОПП 为 最 
小 的 问题 的 Euler-Lagrange 微分 方程 是 Af 一 0. 

3) Douglas 2K, 解析 向 量 Hw) 可 以 
用 它 的 实 部 的 边界 值 来 表示 。 例如， 如 果 变 量 
UE pe] <1, 则 可 以 利用 具有 边界 值 
0) (ш = с!) 的 Poisson 积分 公式 ? 


= 1 yet i 
sw) e в) EEE + usc). 


又 对 于 固定 的 边界 值 ,可 以 证 明 , 使 Dirichlet 积 
分 为 最 小 的 向 量 函 数 是 调和 的 。 基于 这 些 事 
实 ，Douglas 在 变 函 数 b 为 调和 的 情形 ,把 Diri- 
chlet 泛 函 转 化 为 关于 边界 值 的 泛 函 . 即 从 Dou- 
glas 3264 (Douglas functional ) 
"(5 (0) 一 以 四) 六 

AM vil err mmy Asin? (8 — 9)/2 
的 最 小 问题 出 发 ,完满 地 证 明了 Plateau 问题 的 
解 是 存在 的 . 

以 上 所 述 是 所 给 边界 只 是 一 条 简单 闭 曲线 
的 情形 ， 然 而 ，Douglas，Courant 等 揭示 了 ,在 
有 限 条 边界 曲线 的 情形 ， 又 当 指定 了 作为 曲面 
的 拓扑 结构 的 亏 格 + 以 及 可 否定 向 时 ， 推 广 的 
Plateau 问题 的 解 是 存在 的 ， 还 可 推广 到 边界 不 
是 固定 的 曲线 而 仅仅 位 于 已 给 流 形 上 的 情形 . 

{Ет = 2 的 情形 ,Plateau 问题 与 保 角 肤 身 
之 间 ， 有 一 个 值得 注意 的 关系 。 即 关于 Jordan 
域 的 Plateau 问题 解 的 存在 性 的 证 明 ,蕴涵 Ric- 
mann 上 映射 定理 + 连同 W. F. Osgood 和 C. Cara- 
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théodory 关于 边界 对 应 的 结果 (一 保 角 映射 ). 

【新 的 进展 】 在 Plateau 问题 研究 的 最 近 
文献 中 ， 涌 现 出 以 下 值得 注意 的 结果 。 其 中 之 
一 与 Douglas(1939) 关于 解 曲面 存在 的 最 后 结 
RAK, 确定 关于 有 限 条 Jordan 曲线 的 Pla- 
teau 问题 的 Douglas 解 的 二 维 有 边 流 形 到 R° 内 
的 映射 ,可 能 除去 使 它 不 成 为 温 人 的 孤立 点 外 ， 
ERUERA. 这些 除外 的 点 称 为 支点 .R. Osser- 
man (1970) 证 明 ， 对 于 定义 了 具有 一 个 支点 
P € M 的 广义 极 小 曲面 的 映射 1:M 一 R, РЕ 
映射 g:M 一 R， 使 在 ?的 任意 的 邻 域 之 外 ， 
它 与 f 相同 ， 而 且 定义 了 一 张 面积 比 了 所 定义 
的 曲面 的 面积 更 小 的 曲面 。 这 个 结果 保证 了 ， 
当 ” 一 3, 由 Douglas 定理 的 映射 给 出 的 解 没 有 
真 支点 。 Osserman 也 给 出 了 А" (n > 3) 中 
具有 真 支点 的 广义 极 小 曲面 的 例 ， 并 且 与 其 学 
生 共同 证 明了 一 条 提供 解 曲面 只 有 真 支点 的 充 . 
分 条 件 的 定理 。 与 此 相关 ,我 们 也 要 提 到 R. D. 
Gulliver (1973) 在 研究 关于 具有 常平 均 曲率 的 
曲面 的 类 似 问 题 时 所 得 的 结果 . 

Ej Plateau 问题 有 关 的 进一步 的 进展 出 现 
在 F. R. Reifenberg (1960) 等 人 的 论著 之 中 ， 
他 们 用 测度 论 的 方法 ， 在 不 是 作为 参数 化 的 流 
形 , 而 是 作为 Euclid 空间 的 子 集 的 适当 意义 下 ， 
求 出 最 小 测度 的 集合 。 用 这 样 的 观点 对 Plateau 
问题 解 的 存在 性 进行 探讨 的 ， 还 有 н, Federer 
(1969) A, 


(8) [1] T. Radó, On the problem of Plateau, Era. 
Math., Springer, 1933, [2] R. Courant, Diricl 
ciple, conformal mapping and minimal surfaces, Inter- 
science, 1950, [3] J. Douglas, Minimal surfaces of higher 
topological structure, Ann. of Math., 40(1939), 205—298; 
[4] H. Federer, Geometrie measure theory, Springer, 
1969, [51 R. Osserman, A Proof of the regularity every 
where of the classical solution to plateau's problem, Ann. 
of Math., 91(1970), 550—569. 


等 周 问题 [$ isoperimetric problem 法 prob- 
lame. isopérimétrique 4% isoperimetrische Aufgabe 
Ak изопериметрическая задача 日 等 周 问题 ] 
【古典 等 局 问题 】 二 曲线 在 它们 的 周 长 相 等 时 
称 为 等 周 . 在 给 定 长 上 的 Jordan 曲线 7 J 中 , 求 
所 围 面积 为 最 大 的 曲线 ,这 就 是 古典 等 周 问题 ， 
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亦 称 特殊 等 周 问题 (special isoperimetric problem) 
或 Dido 问题 (Dido's problem) 等 。 这 个 问题 
的 解答 是 圆周 .对 应 于 三 维 空间 ， 问 题 的 解答 
是 球面 .也 就 是 说 ,在 具有 给 定 的 表面 积 的 闭 曲 
面 之 中 , 球 有 最 大 的 体积 。 把 它 推广 为 变 分 法 * 


问题 ,在 积分 值 | GC Das — 常数 的 条 件 
下 , 求 使 所 函 ] ,PFCx,y,y ax 为 最 大 的 曲线 С: 


у= у(х)” 这 一 条 件 变 分 问题 ， 有 时 也 称 为 广 
义 等 周 问题 (generalized isoperimetric problem), 
古典 的 等 周 问题 ,除根 据 变 分 法 外 ,也 可 以 
从 图 形 的 各 种 量 之 间 的 不 等 式 来 证 明 。 例如 ， 
关于 Jordan 曲线 了 所 围 的 面积 F 和 它 的 周 长 
L, EA 
a) L?—42F > 0, 
而 等 号 则 仅 限 于 圆 的 情形 。 这 就 是 古典 的 等 局 
RER (isoperimetric inequality). 作为 (1) 的 
精确 化 ， 如 果 令 内 接 于 J 的 最 大 圆 与 外 切 于 7 
的 最 小 圆 的 半径 分 别 为 ” 与 R, 则 
12 — 4xF 二 (一 2xr)， 
L? — 4xF > (2=R — LY, 
L'—4xF >R — ry 
RIL (T. Bonnesen，1921)， 它 们 也 给 出 等 周 问 
题 的 解 。 又 关于 半径 为 4 的 球面 上 的 J, 
L^ — 4xF + Fa? 
> 8wa’sin (R — r)/Aa(1 + 22) 
成 立 (F. Bernstein, 1905). XF JLA fi dhi Æ 
一 1/e 的 常 曲率 曲面 上 的 J, RU 
L? 一 4F 一 Fa? > 
aX 4w + Fa 2 YCanhR/2a — tanhr/2a 3/4 
成 立 (L. A. Santal6 [2]). 可见 在 这 样 的 非 
Euclid 平面 上 ,等 周 问题 的 解 仍 为 圆周 . 
在 三 维 情形 ,问题 变 难 , (EN TON J, 
如 令 表 面积 为 S, 内 部 的 体积 为 了,， 则 
S — 36xV! > 0, 
等 号 的 成 立 限于 J 为 球面 的 情形 . 
【关于 特征 值 的 等 周 不 等 式 】 近年 来 “等 
周 不 等 式 ” 一 语 已 从 古典 的 意义 得 到 了 很 大 的 
推广 ， 它 包括 了 依赖 于 图 形 的 形状 和 大 小 的 一 
定 的 几何 或 物理 量 之 间 的 不 等 式 ,例如 ,关于 图 


形 的 边 值 问题 的 特征 值 ?之 间 的 不 等 式 关系 。 
有 关 这 种 "等 畦 不 等 式 "的 最 早 的 问题 ， 是 
关于 面积 为 F 的 域 D 的 膜 振动 方程 Au + jn 一 
EHR J E « 一 0), 其 第 一 特征 值 x, AD 
为 圆 时 为 最 小 的 Lord Rayleigh 猜想 (1877). 这 
个 猜想 是 正确 的 . 实际 上 ,在 1923 Faber 和 
E. Krahn 各 自 独 立地 证 明了 
(2) м > /F)i 
Cj = 2.4048--- 为 Bessel BORE Jo (x) 的 最 小 
的 正 零点 )， 且 (2) 中 的 等 号 仅 在 圆 的 情形 成 
立 . 又 关于 第 二 特征 值 4,, 圆 并 不 给 出 最 小 值 . 
洪 妊 植 证 明 ，4， > Qa/Fy, 当 刀 接近 于 由 
相 切 的 两 个 等 加 构成 的 图 形 时 ，2, 汤 近 于 它 的 
FAR (41). 关于 第 ”个 特征 值 ,用 使 
相应 的 特征 函数 等 于 零 的 曲线 把 D 分 割 成 为 
sC <n) MRI, RA 4, 宇 (swe/F)7?。， 对 
于 诸如 8u/6n = 0 的 其 他 边界 条 件 以 及 诸如 
AAu 一 ш = 0 的 其 他 方程 ,已 有 很 多 的 研究 . 
在 此 种 等 周 不 等 式 的 研究 中 ， 有 效 地 使 用 
着 J. Steiner 的 “对 称 化 "方法 。 关于 直线 ! 的 
Steiner 对 称 化 《symmetrization ) 就 是 把 平面 域 
P 变 为 男 一 平面 域 0，2 的 特征 如 下 : ORF 
4 对 称 , 与 ! 垂直 的 任 一 直线 ， 只 要 和 P, 8 之 
一 相交 ,就 必 和 另 一 个 相交 , 且 两 条 截 线 段 具有 
相同 的 长 度 , 8 的 截 线段 为 ! 所 平分 。 在 高 维 
情形 ， 取 1 为 超 平面 亦 可 进行 同样 的 操作 ，@ 
与 P 为 等 积 ， 其 周 长 (或 表面 积 ) 并 不 比 P 的 为 
大 .这 一 性 质 在 古典 的 等 周 问题 的 证 明 中 ， 为 
J. Steiner. 所 首次 利用 (1838), И, С. Pólya- 
G.Szeg5 发 现 通过 对 称 化 容量 并 不 增加 (1945). 
利用 这 个 性 质 ， 各 种 特征 值 的 等 周 不 等 式 以 及 
特征 值 的 估计 问题 都 统一 地 得 到 了 解决 . 


【 参 】 关于 古典 等 局 问题 ，[1] W. Blaschke, Kreis 
und Kugel, Verlag von Veit, 1916 (Chelsea, 1949), [2] 
L. A. Santaló, La desigualdad isoperimetrica sobre superi- 
ficies de curvatura constante negativa, Rev. Univ. Tucu- 
mån, 3 《1942)，243 一 259。 关 于 特征 值 的 等 周 不 等 式 ，[3] 
G. Pélya-G. Szegó, lsoperimetric inequalities in mathe- 
matical physics, Princeton Univ., Press, 1951; [4] 1, S. 
Hong (BREM), On an inequality concerning the eigen- 
value problem of membrane, Kódoi Math. Sem. Rep., 4 
(1954), 113—114; (5) 久保 忠雄 ， 计 称 化 天 中 让 用 ， 数 
^. 9(1957). 45—55. 


十 一 、 


[Ж regular function, holomorphic 
ik fonction holomorphe Ж regulare 
Funktion {& регулярная функция, голоморфная 
функция A 正则 并 数 ] 【 复 函数 的 微分 法 ] 
设 f(z) 是 在 复 平面 ' 上 的 开 集 D 内 有 定义 并 取 
复数 值 的 函数 。f(z) 在 =€ D 处 可 微 (differen- 
tiable) EH: 当 复 数 4《 以 任意 方式 ) 趋 近 于 
0 时 ， 

A) lm(Ks + 4) — Ка) = 1) 


存在 且 有 限 。 我 们 称 fO) ЖО) 在 = 处 的 导 
Ж (derivative)、 虽 然 这 是 把 一 个 实 变量 情形 的 
可 微 性 的 定义 形式 地 推广 到 复 变量 的 情形 (一 
微分 学 ), 但 是 因为 在 (1) 中 z + ñ 可 以 是 = 的 
二 维 邻 域内 任意 的 点 ， 这 个 条 件 比 实 函数 情形 
的 可 微 性 强 得 多 ,所 以 由 此 能 推导 出 许多 结果 . 
特别 是 , 25 Co) 天 0， 如 果 取 z 的 邻 域内 的 两 
点 z 十 4 和 z + k, 则 由 (1) 得 到 
(Кє +k)— KGOD/GG +412) k/h, 

因此 以 z, г + À, z 十 大 为 顶点 的 三 角形 在 映 
射 了 下 的 象 , 近似 地 与 原 三 角形 同 向 相似 。 从 
而 这 个 映射 是 保 角 映射 '. 

当 JG) 在 开 集 DD 的 每 个 点 处 都 可 微 时 ,就 
称 1(z) fE D ARASH (holomorphic) 或 正则 
8) (regular), BRE f(z) 是 D LHS й. 
《关于 多 复 变 量 复 值 函 数 的 全 纯 狂 的 定义 及 其 
各 种 性 质 — 多 变量 解析 函数 [可 微 性 ]、) 

Ke) 在 不 一 定 是 开 集 的 非 空 集合 E(E 也 
可 以 由 一 点 构成 ) 上 全 纯 是 指 ，f(z) 在 包含 
巨 的 某 个 开 集 内 有 定义 且 在 其 内 全 纯 . 但 是 也 
有 人 把 在 一 点 ?处 可 微 称 为 “在 Pp 处 全 纯 "。 从 
实 函数 的 可 微 性 能 形式 地 推出 的 许多 结果 ， 对 
于 全 纯 函数 也 成 立 ， 例 如 ， 在 一 点 处 全 纯 的 函 
数 在 该 点 连续 .在 一 个 域 D 内 全 纯 的 函数 族 形 


全 纯 函 数 


function 


и т K 数 


KA. 
对 于 在 开 集 D AG SCHO PRICE = + io 
(u= 9u,v = Sf), FERRE 1) 一 4) 是 互相 
等 价 的 : 1) f 在 D 内 全 纯 .2) u= ulr, y), 
© = ox, y) 在 DD 的 每 个 点 z = z + iy CE 
全 可 微 的 ', 并 且 满 足 Cauchy-Riemann 微分 
方程 (Cauchy-Riemann differential equation) 
ди/дх = 8o/8y， Әи/Әу = —Әг/Әх. 
3) 在 忆 的 每 个 点 a 的 一 个 邻 域 内 , f ИЖ 
BOD) e — a)" 表示 . XH RE "GO 


E 
在 D 内 是 解析 的 Canalytic)" (— 解析 函数 ). 
4) 当 刀 内 的 某 可 求 长 Jordan 曲线 ' C 及 其 内 部 


аатина 一 0， 称 从 1) 推出 4) 


的 命题 为 Cauchy 积分 定理 (Cauchy’s integral 
theorem), ЖАА 4) 推出 1) 的 命题 为 Morera 定 
理 . 

2) 中 的 完全 可 微分 性 ， 可 由 假定 ,v 对 
x,» у 的 偏 导 数 都 存在 且 连 续 导出 ; 关于 放宽 偏 
导 函 数 的 连续 性 的 限制 ， 有 下面 的 Looman- 
Меньшов 定理 : 若 wp 在 域 D 内 连续 ,最 多 除 
去 DD 的 可 数 个 点 外 ，Bwu/6x，Bu/8y，Bv/Bx， 
Bwv/8y 存 在 , 且 在 DD 内 除去 二 维 测度 ' 为 零 的 集 
合 外 Cauchy-Riemann 微分 方程 成 立 , 则 w + iv 
在 DD 内 全 纯 . Д. Е. Меньшов 推广 了 这 个 定理 ， 
并 导出 了 使 全 纯 性 成 立 的 各 种 条 件 。 其 中 有 代 
表 性 的 是 , 若 f 是 给 出 DD 的 一 个 拓扑 映射 +* 的 函 
数 ， 且 除去 DD 的 可 数 个 点 外 ， 这 个 映射 是 保 角 
的 ,也 即 lim arg (Ce + 4) — Ка) Е, 


则 f 在 D 内 全 纯 . 

【Cauchy 积分 定理 】 Cauchy 积分 定理 也 
可 陈述 如 下 : fü) 是 单 连通 域 D 内 的 全 纯 
函数 时 ， 对 DD 内 任意 的 (可 求 长 的 ) 闭 曲线 c, 
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FR| 1004. 一 о 恒 成 立 ; 从 而 当 积分 路 径 限 
+ эрин, RA |70266, BED) 由 = 和 


唯一 确定 .A. L. Cauchy 开始 证 明 积 分 定理 
时 ， 还 假定 了 /(z) 在 D 内 具有 连续 的 导 函 数 
f(z).E.Goursat 在 把 "全 纯 ” 一 词 仅 理解 为 f(z) 
存在 ”这 个 意义 的 情形 下 ， 证 明了 该 定理 也 成 
1. 事实 上 , 基于 后 述 的 积分 公式 , 从 了 f(z) 在 
域内 的 存在 性 ,可 以 推出 f Ge) 的 连续 性 ， 有 时 
也 把 这 一 命题 特别 地 称 Goursat 定理 . ik 
可 求 长 的 Jordan 曲线 C, Cy, С,,-+-,С„цз, 
CC…，C。 在 C 的 内 部 ,而 其 中 任意 两 个 都 
互相 在 外 部 。 若 f(x) 在 以 这 ”十 1 条 曲线 为 
边界 的 域 D 内 全 纯 , 在 DUCUCGU*…UC,= 
D 上 连续 , 则 有 


|А дав = n Mads + L adds 


ek Í. Hadas. 


这 里 曲线 积分 是 顺 3E [5] (positive direction) 取 
的 . C 的 正 向 是 指 它 的 这 样 一 个 方向 , 使 当 。 


AE C 的 内 部 的 


下 ,如 事先 没有 特别 说 明 , 则 沿 闭 曲线 的 线 积分 
总 是 硕 正 向 取 的 。 对 于 只 要 求 f(x) 在 边界 上 
连续 这 个 条 件 的 Cauchy 积分 定理 ,往往 特别 称 
它 为 较 强 形 式 的 Cauchy REM (stronger 
form of Cauchy’s integral theorem), 

在 相同 的 假定 下 , 4 z € Dit, Cauchy R 
分 公式 CCauchy's integral formula) 
o к= Kw zi 

Shea uid. 4l Wx 
eel — z 

成 立 . eee 用 f(z) 在 域 D 
的 边界 上 的 值 来 表示 1(z) ED 内 的 点 < 处 的 
值 。 (=) 能 被 这 样 的 积分 公式 表示 , 也 是 了 是 
全 纯 函 数 的 一 个 充分 必要 条 件 . 在 = 0 的 情 
形 , 积 分 公式 就 成 为 


o  m-£üí £a. 


特别 在 C 是 圆周 |z| = R. ERD RUE |: |< 
R 的 情形 ,把 它 变形 , 即 可 得 到 Poisson 积分 公 


3X (Poisson’s integral formula) 
Pan 
Кә 1 pae 


Е — ғ 


ааа Cat » 
90 287000) 7" 


K= 2 |; эке") 


Re? +z 
Re 一 
"n. 0<r<R. 
这 里 第 一 个 公式 对 f(z) 是 调和 函数 ?的 情形 也 
成 立 。 如 果 DD 是 圆 环 0 < + < |z| < R. WE 
面 的 Villat 积分 公式 《Villat’s integral formula)’ 
成 立 : 


;4 + 1900), 


Kz) = 
ia 人 скен) (tos eae e)a 
іо ai (re (ов = — ® m °)“ 


+ #00). 


这 里 Zn) 是 Weierstrass Ç H HK". ¿K u) JE Br 
(и) 一 «(и)/ои) 所 定义 的 函数 ， 其 “ 半 周 
Ж” о, он 

r/R = exp(—xw;/mi), a > 0, w/i > 0 
确定 . 

还 可 以 放宽 Morera 定理 的 假定 如 下 : 设 
f(z) ERD AER, CRD ANH, CHA 
平行 于 坐标 轴 且 它 的 内 部 只 含有 DD 的 点 ， 如 果 
对 DD 内 满足 上 述 条 件 的 任意 的 矩形 C， 都 有 


|, Од =o, WD ерен. Et 


的 陈述 中 ， 取 C 为 任意 的 贺 ， 也 得 到 同样 的 结 
论 . 

(SA) 若 全 纯 函 数 Ie) 不 恒 等 于 零 , 而 
Ка) = 0, йй а 是 孤立 零点 , 且 使 
(4) fG)-G—3)gG), g(2)70 


的 正 整数 和 是 唯一 确定 的 。 Ek k HBR (zero 
point) а 的 阶 Corder), 这 时 也 称 。 АМА 
(zero point of k-th order). (4) 意味 着 f(z) 在 
点 4 处 的 Taylor 级 数 ' 从 ске 一 a 六 这 一 项 开 
始 。 当 fa) 一 7, 而 Ks) 一 7 以 z 一 a 为 
BFAR, Мо ЖАУ 点 (7-point of k-th 
order), 可 以 把 它 看 作 f(z) E a 处 取 7 值 《次 . 

对 于 在 无 穷 远 点 ' 的 一 个 邻 域内 有 定义 的 
函数 f(z), $ 1/z— w, W К1/ш) = gw) 
(Коо) = gC0)), Ml f(z) 在 z= co 处 的 全 纯 
性 和 阶 数 等 ， 由 gCw) 在 w — 0 处 的 相应 性 态 
REM. 

【孤立 奇 点 】 复 函 数 f(z) 的 全 纯 性 被 破 
坏 的 点 一 般 称 为 奇 点 (singular point, singulari- 
ty). MfG) ED = (z]0 < |z —a| < R) P 
(a = оо RYZE (z|R—: < |z] < +00} PD SR 
全 纯 , 而 在 DU (a) ARUL а 为 f(z) 
PUMICE AR (isolated singularity), 使 用 局 部 典 
WBR’ ¿— z — a (a = оо rm ~), fs) 
ҖЕ 0 < |e] <<R 内 就 能 展开 为 Laurent 级 数 ' 


(5) D cot + Dats 


称 它 为 (z) 的 Laurent RAK (Laurent expan- 
sin). (5) 的 第 二 项 是 普通 的 短 级 数 "， 称 它 
为 f(x) 的 全 缉 部 4} Cholomorphic рап). 第 一 
项 是 没有 常数 项 的 1/2 ORR, BE 1) 
在 “处 的 奇异 部 分 (singular part)， 或 奇 点 的 
《或 在 。 处 Laurent 展开 式 的 ) 主要 部 分 《prin- 
cipal part). 

# lim Ка) 一 0， 则 (5) 没有 奇异 部 分 
而 且 当 +: 一 0(z — a) B$ fGO 的 极限 存在 并 等 
于 co MRE Ка) == co, BU f=) TE DU (a) 
内 就 成 为 全 纯 的 。 此 时 称 。 为 可 去 奇 点 Cree 
movable singularity), 特别 车 f(z) 在。 的 一 个 邻 
RAAR, RE C) 0, 所 以 “是 可 去 的 
(Riemann Е). 在 分 析 学 中 ， 对 于 可 去 奇 
点 ,习惯 上 总 是 象 上 面 那样 预先 除去 奇异 性 . 

在 实际 上 存在 奇异 部 分 的 情形 ， 当 它 是 有 
限 多 项 时 称 a 为 极点 (Pole), 当 它 是 无 穷 多 项 时 


全 纯 函 数 771 
称 a 为 本 性 奇 点 (cssential singularity), ШЖ a 是 
BAME a 的 一 个 邻 域内 , 1(z) 可 用 Laurent 
BRD) cat” (с-з 0) BR, WY z— a Pt, 


= 
Ке) 一 co. & PROBL а BY Corder). 因为 
AXXBEIDARAR k 为 一 ks 形 如 《4) 的 表达 式 成 立 ， 
所 以 有 时 也 称 它 为 —Ё 阶 堆 点。 如果“ 0) 
的 本 性 奇 点 , 则 对 任意 的 复数 “存在 收 剑 到 “ 
的 序列 z, 使 im а) =c (Casorati-Weiers- 


trass 定理 , 也 简称 为 Weierstrass 定理 ). 
更 精确 地 找 述 函数 f(z) 在 它 的 本 性 奇 点 邻近 
的 性 态 的 , 是 Picard 定理 +. 换言之 , 在 “处 的 
内 部 聚 值 集 ” 5, 为 : 

可 去 < 一 有 限 的 一 点 

极点 < 一 无 穷 远 一 点 

本 性 奇 点 < 一 "整个 复数 平面 . 

CRM) 称 Laurent 展开 式 (5) 中 (z— 
а) 的 系数 c- 25 К) 在 “处 的 残 数 或 留 数 
(residue), DÀ Resl f], RCasf) 表示 , 或者, 如果 
不 必 写 f, BR RCo) 表示 . 我 们 有 


RG) = es = tl КОЗ 


这 里 0 二 + < R, RIER IL JN ЈЕ 1А) — JL RJ 

路 径 取 的 . ERU MS PG) 在 > 一 “处 全 纯 时 ， 

R(a) = о. 如果 jz) #Е a 处 具有 一 阶 极点 , 则 
R(a) = lim(z — 2)/(2). 

在 无 穷 远 点 oo 处 的 残 数 定义 为 在 oo 处 的 

Laurent RFR К) = У) aue" 的 系数 a-, E 


号 : 
- cg, Ot, 
Feret 
这 是 因为 实际 上 残 数 不 是 对 函数 f(x) 本 身 ,而 
应 是 对 微分 形式 Ка) аз 定义 的 量 . 

从 上 述 的 积分 定理 ， 可 以 推出 下 面 的 残 数 
定理 (residue theorem) (Cauchy, 1825); ЙС 
是 复数 平面 上 的 可 求 长 Jordan 曲线 , 41，……* ,am 
是 位 于 C 的 内 部 的 有 限 个 点 ，D 是 包含 C 和 C 
的 内 部 的 一 个 域 , 若 fG) 是 D — (sse 


22 全 纯 函 数 
内 的 全 纯 函 数 , 则 


z | (oe = š к(а). 


OF, k fx) 在 包含 无 穷 远 点 的 整个 复数 平面 
上 最 多 除去 有 限 个 奇 点 外 都 全 纯 ， 则 它 的 所 有 
残 数 的 和 等 于 零 . 

RRRA] BRA Fk 25 И ИЖ 
(residue calculus)， 计 算 定 积分 是 其 中 之 一 .本 
来 Cauchy 考虑 复 函 数 的 动机 之 一 ， 就 在 于 定 
积分 的 统一 的 计算 方法 ， 举 一 个 例 : 对 于 在 实 
轴 上 没有 极点 , 且 以 无 穷 远 点 co 作为 至 少 二 阶 
零点 的 有 理 函 数 ,有 


б) fece zn У) Rawls), 


(7) Feet has = её D Саз tC). 


这 里 求 和 对 上 半 平 面 内 的 所 有 极点 进行 。 对 于 
AC), co 是 Pp 的 一 阶 零点 时 也 成 立 ， 还 有 ,如 
果 积分 路 径 上 有 一 阶 极点 a, 则 在 a 处 取 积 分 
的 主 值 ', 再 在 右边 加 xiR(a) 即 可 .此 外 还 能 求 
出 许多 定 积分 。 有 时 根据 残 数 定理 , 可 用 积分 
表示 级 数 的 和 ,并 用 于 计算 〈 例 : Gauss 和 ?+). 

ik (C=) 是 任意 域 D 内 的 单 值 亚 纯 ' 且 а o 
的 函数 , p(s) 是 DD 内 的 全 纯 函 数 。 设 在 D AB 
一 条 可 求 长 的 Jordan 曲线 C， 使 C 的 内 部 包 
AFDAK, HEC LRA IG) 的 零点 和 极点 . 
dn JG 在 C 的 内 部 有 零点 m，*…,an, 极点 
Bio] (但 是 ， 关 于 每 个 零点 和 极点 ， 写 出 
时 都 要 按照 它们 的 阶 数 来 列举 ， 是 几 阶 就 写 几 
次 ), 则 


> ga) 一 x Ф(8,) 


ee fe 
zl o Ioa. 


特别 当 w(z) 一 1 时 , 就 有 

1 

Z | dae) ур, 
称 它 为 辐 角 原理 (argument principle). ЖЖ, 
设 f(z) 在 |z| < R < 十 co 内 亚 纯 , 尤 0) #0, 
т оо, 4 q(z) = log z, tC HARR, Ch 
HO <р 1z| < r < R (p HB) WD 


界 ， 以 及 连结 lel = p 上 的 一 点 和 4 一 + 的 适 
当 的 截 线 ' 的 两 侧 所 构成 ， 则 可 得 到 如 下 的 


Jensen 公式 : 


en ЕЕ = log |00] + СУ — Р) 


x ogr — È | iog Сено. 


作为 它 的 应 用 ， š fG) 和 gG) 在 包含 可 求 长 
Jordan 曲线 C 及 其 内 部 的 域 乙 内 全 纯 ， 且 对 所 
A MEOS AIH h, f(z) + gG) CE 
没有 零点 。 这 时 在 CRAM, f(z) 的 零点 个 数 
与 Ка) + g(z) 的 零点 个 数 相等 《Rouche ж 
理 ). 特 别 是 , 若 假定 在 C 上 [Kz)| > lg(z)| 或 
ÆC E arg (а) — arg g(x) 关 (2n 十 1)x(n 是 
HERO), 则 Rouché 定理 的 假设 得 到 满足 ， 这 条 
定理 对 证 明 复 函数 (例如 多 项 式 ) 的 零点 的 存 
在 性 以 及 求 出 它们 的 位 置 等 是 有 用 的 ， 

关于 全 纯 函数 的 各 种 性 质 ,另外 一 解析 函 
数 \ 有 界 函数 、 超 越 整 函数 ， 
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解析 函数 [HK analytic function 法 fonction 
analytique Ж analytische Funktion ñ аналити- 
ческая функция A 解析 因数 ] “解析 函数 ” 
一 词 ， 根 据 情况 不 同 而 在 多 少 有 点 不 同 的 意义 
FEM. 

在 实 变量 * 的 实 值 函数 fz) УМ, fO) 
在 点 :一 和 处 是 解析 的 〈analytic) 是 指 ， RI ;, 
(ЧЕ R ру) 的 一 个 邻 域内 的 z, fG) 的 值 可 以 用 
1—0 的 宕 级 数 表示 ， WR IG) 定义 在 民 的 一 
个 开 集 + 上 ， 且 在 其 定义 域 的 每 个 点 处 都 解析 ， 
Жк (Ce) 为 解析 函数 ， 这 种 情形 也 特别 地 称 为 
SCM GM (real analytic function), 

把 上 面 的 定义 推广 到 复 变量 z 的 函数 (x) 
的 情形 ， 如 果 定 义 于 复数 平面 的 域 D 内 的 单 值 
复 值 函数 =) 在 DD 的 点 aa 的 一 个 邻 域 内 可 以 
用 = 一 so 的 震级 数 表 示 , 则 称 f(x) 在 点 z = z 
处 解析 ; 如 果 f(z) 在 局 的 每 个 点 处 都 解析 ， 则 
HIG) AD 内 的 解析 函数 ， 为 与 实 的 情形 相 
区 别 ， 也 称 为 复 解析 函数 (complex: analytic 
function), 本 条 涉及 的 解析 函数 都 是 这 种 意义 
下 的 解析 函数 。 这 时 f(z) 在 DD 内 可 微 , 从 而 成 
为 全 纯 函 数 ', Бот. BREH, 如 果 只 是 
涉及 定义 于 某 个 域内 的 复 值 函数 ,那么 "解析 函 
数 "与 "全 纯 函 数 "是 等 价 的 。 为 了 同 全 纯 浮 数 
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只 是 作为 复 变量 之 间 的 对 应 加 以 区 别 ， 解 析 函 
数 "一 词 , 虽 常 在 以 上 意义 下 使 用 , 但 在 复 变 函 
SUPA T RAW. 

【解析 开拓 】 对 于 在 复数 平面 的 域 G 内 全 
纯 的 函数 (=), 如 果 存 在 函数 FG), 它 在 以 G 
为 真子 集 的 域 G" DƏ G 内 全 纯 、 LEGAS 
He) 相等 ， 则 称 FG 是 f(x) 的 从 G 到 G* 的 
解析 开拓 (analytic continuation, analytic prolonga- 
tion)。 因 为 全 纯 函 数 的 零点 * 是 孤立 的 ,所 以 如 
果 域 DD 内 的 两 个 全 纯 函 数 f，g, 在 具有 位 于 乙 
内 的 聚 点 的 集合 (特别 是 开 子 集 ) 5 上 相等 , 则 
在 DD 内 f 恒 等 于 g ( 恒 等 定 理 〈thecorem of iden- 
tity))， 因 而 给 定 了 G, С", f(z) 后 , 如 果 这 样 
的 解析 开拓 F Ge) 存在 , 那 末 它 就 是 唯一 的 。 

用 具有 收敛 半径 7 эе о HO HERI PC n 3a) = 
Dalz — a)" 表示 的 函数 ACs), ER D: 


|z— a| < r, ABS, {ЕЗД D, 的 点 和 处 又 可 
展开 为 具有 收敛 半径 n>n — |b 一 al WE 
级 数 P(z;6) = Sb — 5 E> — 


E 
lò — al 的 情形 ， 域 D;: |z — b| < n ASE 
含 于 D. 内 。 这 时 , 设 f(z) 是 PCs b) 所 表示 的 
全 纯 函 数 , 如 果 令 F(z) EE D AST AG), 
在 D; 内 等 于 f(z) 的 函数 ， 则 F(x) 就 成 为 
ACE) 的 从 D, 到 DU D; АТН CHUA 
作成 的 直接 解析 开拓 《direct analytic continua- 
tion)). 

有 关 解 析 开 拓 的 古典 定理 ， 还 可 举 出 下 面 
一 些 。 设 没有 公共 点 的 域 DiD; 的 边界 分 别 为 
可 求 长 的 简单 闭 曲线 ' C, C), эщ C, fal C, 共有 
Вга}, жая ХТ D, 和 D; 内 的 全 
纯 函 数 AG), Ale) 在 了 的 各 点 处 具有 有 限 的 
公共 边界 值 ?, 则 AG) 和 f(z) 在 D.UT UD; з 
的 解析 开拓 F(z) 存在 (Painleve 定理 ). 在 
TEE, WIR AG) AG) 的 "越过 了 的 
开拓 ”在 是 不 可 求 长 曲线 的 情形 ,一 般 地 说 
不 能 越过 开拓 。 设 DD 是 边界 含有 实 轴 上 的 开 
区 间 了 且 位 于 实 轴 一 侧 的 Jordan 域 ,着 f(x) 在 
也 内 全 纯 、 且 在 了 的 各 点 处 具有 有 限 的 实 边界 
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值 , 则 f(x) 能 越过 开 区 间 了 解析 开拓 到 实 轴 的 
另 一 侧 , BFPO BSH KC) th (Schwarz 
反射 原理 (Schwarz's principle of reflection) ), 这 
个 定理 也 能 推广 到 用 解析 曲线 + 代替 区 间 的 情 
X. 

对 于 调和 函数 ", 类 似 于 解析 开拓 , 可 以 定 
义 调和 开拓 (harmonic continuation), i DDL 
实 轴 上 的 开 区 间 7 为 边界 的 一 部 分 ， 且 位 于 实 
轴 一 侧 的 Jordan i, $F ule) 在 D 内 调和 , H 
在 开 区 闻 工 的 各 点 处 具有 零 边 界 值 , 则 иба) 能 
越过 了 调和 开拓 . 

(Weierstrass 意义 下 的 解析 函数 】 ike 是 
z 球面 上 的 点 , 2 是 。 处 的 局 部 典范 参数 ， 即 ， 
Жат co, ШФ = z— a, # a = оо, MS 
r=, МЫЙ Рза) 一 Det 具有 非 


= 


Sk kE qhi, К. Weierstrass 把 它 称 作 以 = 
球面 上 的 点 “为 中 心 的 函数 元 素 〈function 
element). # a v co, 则 


Fia) = У) са — а); 
= 
Жа = оо, W 
P(z;a) = У) с.х". 


Eri 
它们 分 别 在 lz 一 al < r, ла < |z! < oo 
内 表示 z 的 一 个 全 纯 函 数 . ТЕРАС PC z; ) 
的 收敛 图 内 的 点 z 一 和 处 作 Taylor 展开 ,可 以 
得 到 = — b OMB PC; b), CH P(z; a) W 
直接 解析 开拓 。 设 C: s = G) (OSs <1) 
(这 里 (0) = a, z(1) = b) 是 连接 Riemann 球 
面 + 上 两 点 和 4。 的 曲线 ,如 果 对 属于 [0,1] 的 
Bi з, HU a(s) 为 中 心 的 函数 元 素 PC x5 2(s)) 
与 之 对 应 ;而 在 s 的 任意 的 值 处 ,能 确定 C 的 


适当 的 子 弧 = 一 2(s)(ls—ol < e, e 是 适当 
的 正 数 ), 使 它 包含 于 函数 元 素 F(z;z(so)) 的 收 
敛 圆 的 内 部 ， 且 满足 [s 一 s| < e 的 所 有 函数 


ЖЖ PC 2; 2(s)) MBA P(z; 205) 的 直接 解析 开 
fa, ШЕ P(z; а) Bh % С AE IT ELTE e 09 
(analytically continuable), 并 说 成 : “如 果 沿 曲 
HR CARET HE PKzs;e)， 则 在 终点 5 处 得 到 


P(z;5)”. HE PC 234) BHR C 可 解析 开拓 的 情 
形 下 , 如 果 F(z;a) 和 C 给 定 , 则 沿 C 的 解析 开 
拓 是 唯一 确定 的 (解析 开拓 的 唯一 性 定理 ). 

给 定 以 点 4 为 中 心 的 函数 元 素 P(z;a), 对 
以 点 а 为 起 点 的 所 有 曲线 ,只 要 可 能 ,都 进行 解 
析 开 拓 , 这 样 得 到 的 全 部 函数 元 素 的 集合 , 称 为 
H PCa; a) 确定 的 Weierstrass 意义 下 的 解析 
函数 . 在 这 个 定义 中 , 即使 不 用 "所 有 曲线 "而 
用 “所 有 折线 ”, 也 是 一 样 的 。 这 种 意义 下 的 解 
TER. 由 属于 它 的 任意 函数 元 素 所 确定 。 也 
就 是 说 ， 两 个 解析 函数 ， 如 果 共 有 一 个 函数 元 
素 ,就 是 恒 等 的 . 

全 纯 函 数 的 芽 * 和 函数 元 素 相 一 致 ,其 全 体 
有 具有 自然 层 ' © 的 结构 。 如 果 使 用 层 的 概念 ， 
所 谓 解析 函数 ,无 非 是 O 内 的 连通 分 支 , 而 沿 
曲线 C 的 解析 开拓 (analytic continuation along а 
curve С), 无 非 是 O 内 的 连续 曲线 T， 其 射影 
E С. 

【解析 函数 的 值 和 分 枝 】 解析 函数 在 点 。 
处 的 值 ,是 指 它 的 以 6 为 中 心 的 函数 元 素 (假设 
它 存在 ,但 不 一 定 唯一 ) 在 点 5b 处 的 值 ， 因 为 从 
点 a 到 点 5b 进行 解析 开拓 时 ， 可 能 会 由 于 道路 
的 不 同 达到 不 同 的 函数 元 素 ， 所 以 解析 函数 一 
般 是 多 值 的 。 如 果 对 任 取 的 点 , 解析 函数 1(z) 
以 这 个 点 为 中 心 的 函数 元 素 的 个 数 都 不 超过 
mn， 且 有 这 样 的 点 ， 帮 =) 以 该 点 为 中 心 的 函数 
元 素 恰 有 ”个 , 则 称 EG) 是 nn 信 的 Cn-valued). 
n > 2 的 情形 统称 为 多 值 的 (many valued). 就 是 
f(x) 在 一 点 处 的 函数 元 素 有 无 穷 多 个 的 情形 ， 
因为 这 个 集合 是 可 数 ' 的 ,所 以 解析 函数 在 一 点 
处 的 值 形成 至 多 可 数 的 集 (Poincare-Volter- 
ra 定理 )， 基 于 把 函数 的 定义 域 从 复数 平面 扩 
张 到 Riemann 面 *， 也 能 把 多 值 函数 看 作 适 当 
的 Riemann 面 上 的 单 值 函 数 (一 Riemann Hi), 

їй f(z) 是 解析 函数 , PCs a) EW RD AY 
Жа 为 中 心 的 (@) 的 一 个 函数 元 素 . 以 点 “ 
为 起 点 沿 D 内 的 所 有 曲线 进行 一 切 可 能 的 解析 
开拓 所 得 到 的 全 部 函数 元 素 的 集合 ， 称 为 由 函 
BOTH PCz; а) 确定 的 [GO ED райо 
(branch). 当 妃 是 整个 复数 平面 时 ，f(z) 的 分 


村 就 是 解析 函数 (=) AS, 在 域 D 内 全 纯 的 
函数 ,能 以 刀 的 任 一 点 为 中 心 展开 为 寡 级 数 ,这 
些 宕 级 数 (函数 元 素 ) 的 集合 成 为 一 个 解析 函 
数 的 分 枝 。 

沿 连 接 a, b 两 点 的 两 条 互相 同 伦 ' 的 道路 
的 开拓 (如果 这 是 可 能 的 话 ), 给 出 相同 的 结果 
(HWE (monodromy theorem))。 特 别 当 DD 
是 单 连通 ! 域 时 ， 如 果 解 析 函 数 1(z) HUD 
点 “为 中 心 的 函数 元 素 F(z; а) ID UL A a 
为 起 点 的 所 有 曲线 都 可 解析 开拓 , 则 f(x) 在 
Орун P(z;a) 确定 的 分 枝 是 单 值 的 . 

【函数 关系 不 变性 定理 】 设 当 两 个 复 变量 
z, w 分 别 在 域 As A РИН, Fn) 作为 两 个 
变量 的 函数 是 全 纯 的 ， 再 设 给 定 以 曲线 C: 
zc 2(t)(0<¢<1, 2(0) =a, z(1) = b) й 
各 点 z(a) 为 中 心 的 两 组 函数 元 素 P(z;z(e)) 和 
O(z; z(2)), 使 P(z;a) 和 Q(z;a) 能 分 别 用 这 
些 函 数 元 素 从 点 “ 沿 C 解析 开拓 到 点 46。 还 假 
定 能 确定 这 样 的 正 数 RC(z), 使 得 在 C 的 各 点 
ale) lb, # |z — z()| < RG), BU P(z;z(0)), 
OCs; 2C) 的 值 分 别 属 于 A, д. ERE E 
件 下 ， 如 果 等 式 FOC а), OCz; a)) = 0 Е 
Jz — a] < RCO) 内 成 立 ， 则 等 式 F(P(z; 5), 
O(a; Б) = 0 f£ |z — bl < RCO) Ath MW. 
也 即 ,在 曲线 C 的 起 点 a 的 一 个 邻 域内 成 立 的 、 
属于 两 个 解析 函数 的 函数 元 素 P(z;4), 9(z;a) 
之 间 的 一 个 解析 关系 ,在 终点 5 的 一 个 邻 域内 、 
在 属于 这 两 个 解析 函数 的 以 5 为 中 心 的 函数 元 
素 之 间 照 样 成 立 。 这 称 为 函数 关系 不 变性 定理 
(theorem of invariance of analytic relations), Xf 
于 两 个 以 上 的 解析 函数 或 含有 导数 的 关系 ( 微 
分 方程 ), 同 样 的 定理 也 成 立 。 

【 反 函数 】 设 以 a > со 为 中 心 的 函数 元 
X Pia) 属于 解析 函数 (=), H P'(a;a)#0, 
在 点 zx 一 4 的 一 个 邻 域 内 作 全 纯 函 数 w= 
P(z; a) 的 反 函数 ; Ф a = Р(а;а), VA Soa) 
记 这 个 反 函 数 在 “ 处 展开 的 w — а ERK, 
称 SC; a) 为 函数 元 素 KKz; a) 的 反 ( 函 数 ) 元 
3 Cinverse (function) element). 由 函数 元 素 
Bw; a) 确定 的 解析 函数 ， 称 为 原先 的 解析 函 
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数 f(z) 的 (解析 ) 反 函数 (inverse (analytic) 
function). 3X QRH f(z) 决定 ， 不 取决 于 
用 f(z) 所属 的 哪个 函数 元 素 作 为 出 发 点 B| 
dui, 由 Vw 或 log w 所 表示 的 解析 函数 ， 分 别 
定义 为 或。* RRR, 
【解析 函数 的 奇 点 】 今后 说 到 曲线 C 时 ， 
总 是 指 = 平 面 上 以 a 为 起 点 ,以 。 为 终点 的 
曲线 z = (s) (0 < ;< 1). RK, BAAR 
|z— e| < r (0 < r < ja — |), WUC, RA 
C 的 子 集 CNK, 的 含有 人 的 连通 分 支 。 如 果 
以 < 为 中 心 的 函数 元 素 Plesa), 能 沿 C 的 任 一 
子 弧 ( 它 以 与 终点 咱 任 意 接近 的 点 式 :) 为 终点 ) 
进行 解析 开拓 ， 但 是 不 能 沿 整个 C 进行 解析 开 
拓 , 则 称 Plasa) H C 的 解析 开拓 确定 了 坐标 
WA (singularity) 9， 并 称 2 处 于 点 中 之 上 . 
例如 PCz; a) 具 有 有 限 收敛 半径 时 ,如 果 在 收敛 
现 的 圆周 上 取 适 当 的 点 o, JU PCs a) 沿 半径 
ao 的 解析 开拓 确定 了 w 上 的 奇 点 ， 现在 ， 取 
C, 上 的 一 点 zw 把 P(z; a) 在 处 的 解析 开拓 
P(z; 2,) ЕК, 内 确定 的 解析 函数 的 分 梳 记 作 
FAs), 设 9 是 由 C 和 ECzia) 确定 的 奇 点 ， 如 
果 以 为 终点 的 别 的 曲线 Се 和 别 的 函数 元 素 
Pr(zia*) 所 给 出 的 o 上 的 奇 点 0*, 在 任意 的 K。 
内 确定 相同 的 分 枝 F,《x), 则 定义 为 9 = OF, 
F,(x) 确 定 了 < 平面 的 贺 盘 K, 上 的 非 分 歧 著 盖 
面 + W,、 可 以 认为 它 在 W, 上 是 单 值 函数 . 
根据 多, 的 几何 结构 和 FG) 在 W, 上 的 
值 分 布 ,能 对 奇 点 加 以 分 类 首先, 如 果 对 于 适 
当 的 r, W, EK, — (о) 0 |а — o| < r E. 
没有 相对 边界 +, 则 称 2 是 所 述 解 析 函 数 的 孤立 
奇 点 (isclated singularity), 这 时 , W, 内 处 于 基础 
HK, 一 {wm} 的 点 x 之 上 的 点 的 个 数 闵 是 常数 。 
щ k = co 时 , W, о E FUSCO UST» 
0 为 对 数 奇 点 (logarithmic singularity). Ж 
k< 0, MRE z = o + A, 则 FG) fE 0 < 
И] < "内 内 可 以 表示 为 的 单 值 全 纯 函 数 . 
在 这 种 情形 下 , 若 把 对 应 z ~。 的 点 添加 到 
W, E, W| W,U (P) E0 上 最 多 只 能 有 代数 分 
歧 点 +。 再 把 对 т = F,(z) 的 值 的 考察 也 包括 
在 内 。 如 果 limm 存在 ， 则 称 2 为 代数 奇 点 
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(algebraic singularity )。 在 这 种 情形 ,因为 可 以 表 
RA F(z) = У cu。 所 以 如 果 允 许 进行 下 


面 所 说 的 广义 解析 开拓 , 则 PCz;a) 可 以 沿 整个 
C 开 拓 到 о. 

【自然 边界 】 给 定 在 域 D 内 全 纯 的 解析 函 
Ki), 如 果 D 的 边界 点 都 是 f(z) 的 奇 点 ,不 
可 能 把 f(z) 开拓 到 DD 的 外 部 去 , 则 称 DD 的 边界 
为 人 x) 的 自然 边界 (narural boundary), 在 关 
于 梢 圆 模 函 数 ! 的 研究 中 ,第 一 次 发 现 了 这 个 现 
fg. 关于 以 收 剑 圆 周作 为 自然 边界 的 宕 级 数 ， 
有 许多 研究 (> WRK). 关于 单 复 变量 解析 
函数 ， 恒 存在 在 任意 给 定 的 域 D 内 全 纯 且 以 
DD 的 边界 为 自然 边界 的 解析 函数 。 这 一 事实 
Weierstrass 已 试图 证 明 ， 其 不 完全 处 已 由 了 
Besse 修正 《[5])。 

【广义 解析 开拓 】 解析 开拓 时 ， 可 以 不 只 
使 用 全 纯 的 函数 元 素 , 而 作 如 下 的 推广 。 当 用 
参 变量 * 表示 的 两 个 Laurene 级 数 + 一 PLD 一 
У ал", w= 00) = > b," (hy 1 是 整数 ， 


= 
a,b, #0) EO < || < r AH, BS Aan, 
ABE СРС), 8(4)) # (PCa), OC) BL» Bb 
称 级 数 对 (P, 0) 确定 了 一 个 广义 函数 元 素 
(function element in the wider sense)， 如 果 参 变 
量 的 变换 r 一 rz nhe 《nm 0, Wea 
半径 > 0) 给 出 PG) = Mr), QG) = K(x), 
就 认为 (I,K) 和 (P,8) 确定 相同 的 函数 元 素 . 
如 果 适 当地 选择 参 变量 +, 则 每 个 函数 元 素 都 可 
取 += +a (GR z = rt), = уу" 的 形 


= 
式 ; 因 此 如 果 消 去 2 就 能 用 = 的 Puiseux 级 数 ? 
Жл =. Wii mA 1,12 0, 它 就 成 为 全 
纯 的 函数 元 素 . 如 果 A 一 1( 也 包括 ! 一 0 的 
情形 ), ИЖ EIR TCH HBT (rational ele- 
ment); &2 1 #{ 2015Ж (ramified ele- 
ment), / < 0 对 称 为 极 元 寨 《polar element). 

如 果 P, Q 在 满足 0 < lal < r É n sb RS 
直接 开拓 即 P, Q 在 % 处 的 Taylor 展开 式 分 别 
AP, O, 则 称 函数 元 素 (P', 07) JE CP, О) 


HEFE. (P, 0) 本 身 也 算 作 (P, 8) 的 直接 
开拓 . 对 确定 的 +， 如 果 把 这 样 得 到 的 直接 开 
拓 的 全 体 作为 (P, Q) 的 一 个 解析 邻 域 (analytic 
neighbourhood)， 则 能 在 所 有 函数 元 素 构 成 的 集 
合 上 引进 一 个 拓扑 。 这样 的 拓扑 空间 内 的 一 条 
曲线 ,就 称 为 一 个 广义 解析 开拓 (analytic conti- 
nuation in the wider scnsc)， 而 这 个 空间 的 一 个 
连通 分 支 ?就 称 为 一 个 广义 解析 函数 〈analytic 
function in the wider sense), 因此 , 广义 解析 函 
数 是 广义 函数 元 素 的 集合 ， 但 也 可 以 把 它 看 作 
由 各 个 函数 元 素 plz, w)iz = PU), e = OU) 
确定 的 〈 以 z 为 自 变 量 ,为 应 变量 的 ) 函数 
zw 一 万 z) 。 当 给 定 广义 解析 开拓 

p) = pla, ws s); 

ees) tA, = У) сб)", 


< 
0<:<1 

时 ,有 时 称 它 为 沿 > 平面 上 的 曲线 C: z == 2(s) 
(0 <, <1) RF, 4 pG) 都 只 由 全 纯 
元 素 组 成 时 , 它 就 与 沿 с 的 狭义 解析 开拓 一 致 ; 
并 非 如 此 对 ,即使 K0) fa C 确定 , eC1) 也 不 能 
唯一 确定 ， 事 实 上 ,广义 解析 函数 ,无 非 就 是 在 
狭义 解析 函数 上 ， 添 加 不 超过 可 数 个 的 分 歧 元 
素 和 极 元 素 。 

【广义 解析 函数 的 奇 点 〗 设 对 C 上 除外 
的 每 个 点 s) (0 < s < 1) 都 给 定 了 广义 函数 
ЖЖ plz, o; ғ); 并 设 对 于 任意 的 正 数 < 1, 
pz, ws s) (0 <s <A) ERI RT AB 
不 可 能 找到 函数 元 素 p( 2,51), {Фф pz, wis) 
CO<s <1) 是 广义 的 解析 开拓 ;这 时 , 我 们 称 
gs wis) (0 过 :和 1) 确定 了 坐标 为 上 的 超 
越 奇 点 《transcendental singularity) ©. 对 于 以 
为 中 心 的 开 网 盘 K,, 确定 广义 解析 函数 的 分 
Kw = F,(z) 的 方法 , 与 全 纯 解析 函数 的 情形 
相同 ; 但 因为 F,(z) 中 可 以 含有 广义 的 函数 元 
Ж, 所 以 由 F, Co) 确定 的 K, DMAH W, 往往 
出 现代 数 分 歧 点 ， 如 果 对 于 适当 的 r，W, 在 
K,— (e) 上 非 分 歧 且 没有 相对 边界 , 则 称 0 为 
广义 解析 函数 的 弧 立 奇 点 。 特别 当 W, ob 
有 对 数 分 歧 点 时 ,与 上 面 所 说 的 一 样 , 称 0 为 对 
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之 上 的 点 , 则 称 2 为 直接 超越 奇 点 (direct trans- 
cendental singularity)， 反 之 就 称 为 间接 超越 奇 
FA Ciadirect transcendental singularity), MA 
点 都 是 直接 奇 点 ， 再 把 对 w 一 FG) fE W, L 
的 值 的 考察 也 包括 进来 ， 如 果 FC) 在 2 处 的 
FRESE’ So BD n TF) 仅 由 一 点 构成 , 则 


称 9 为 寻常 奇 点 (ordinary singularity), ZAI 
称 为 本 性 奇 点 (essential singularity)， 在 |w| 一 
+оо 内 单 值 亚 纯 的 函数 = 一 pe) 的 解析 反 
函数 没有 本 性 超越 奇 点 .例如 2 一 wwsinw 的 
反 函 数 在 z = co 上 具有 非 对 数 奇 点 的 直接 奇 
点 ,，z 一 (sinw)/w 的 反 函 数 在 z 一 0 上 具有 
间接 奇 点 。 

【解析 函数 概念 的 历史 和 推广 ] 按照 A. 
L. Cauchy 的 意义 ， 所谓 复 变量 函数 是 单 演 的 、 
是 指 它 在 其 定义 域 的 每 个 点 处 都 可 微 ， 继 承 并 
RET A. L. Cauchy 思想 的 是 B. Riemann, 他 
抓 住 了 解析 函数 是 Riemann 面 即 一 维 复 解析 
流 形 上 的 函数 这 一 点 . 另 一 方面 Weierstrass 以 
宪 级 数 为 出 发 点 形成 了 解析 函数 理论 ， 对 定义 
于 复 平 面 的 域内 的 单 值 函数 ，Cauchy 的 单 演 函 
数 同 Weierstrass 的 解析 函数 是 相同 的 ， 虽 然 解 
析 函 数 是 相当 特殊 的 函数 ， 但 习惯 上 总 是 把 这 
种 复 变 量 的 复 值 解析 函数 的 研究 ， 称 为 单 复 变 
量 函数 论 或 简称 为 函数 论 (theory of functions), 

Aii Ё. Bord 揭示 了 ， 如 下 地 考虑 比 域 
更 一 般 的 点 集 С, TEC 上 单 演 的 函数 就 不 一 定 
是 通常 意义 下 的 全 纯 函数 。 也 即 , EMD HT 
RD 内 取 定 稠密 的 可 数 点 集 {z。}, 取 正 数 的 二 
重 数列 (009), SY RAAB |s 一 z| < 


1, c3 D SP. UR +P 取得 适 


Pn 


当 , 就 能 使 Co 都 是 连通 集 , 且 关于 万 单调 递 
м, фс U cm。 如 果 在 C 上 有 定义 的 函 


ЕП 
数 对 所 有 4 在 C^ 上 都 可 微 , 则 称 它 在 C 上 是 
单 演 的 (法 monogtne)， 关 于 这 种 函数 ，Cauchy 
积分 公式 在 某 种 推广 的 形式 下 成 立 ， 并 能 证 明 
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这 种 函 教 的 无 穷 次 可 微 性 。 在 C 上 单 演 的 两 个 
函数 f(z)，g(z) ， 如 果 在 包含 于 C 内 的 一 条 曲 
线 上 相等 , 则 必 在 C 上 恒 等 。 令 DD 为 集 {z10 < 
Яа < 1, 0 < 392 < 1), (z,) 26 D 内 所 有 有 理 
点 (z, = (p + iq)/m) 构成 的 集合 , 对 于 任意 
的 自然 数 4。 如 果 以 CY RAD 除去 所 有 以 
(p + iq)/m 29 ub DA exp — e" )/h 为 半径 的 
开 圆 盘 后 所 得 的 集合 , 则 函数 
expl =e) 
-DR сту 
在 C 上 在 上 述 意 义 下 是 单 演 的 ， 但 不 是 全 纯 
的 。 对 于 这 种 函数 的 研究 , 就 发 展 成 为 拟 解析 
函数 ' 理 论 . 
多 复 变量 解析 函数 ' 的 概念 ,形式 上 可 以 同 

单 变量 情形 类 似 地 定义 ， 但 因为 这 时 出 现 了 一 
般 地 不 能 单 值 化 的 奇 点 ,所 以 必须 推广 流 形 ' 这 
样 的 概念 (一 解析 空间 ). 

[$] [1] 吉田 洋 一 ， 而 数论， 岩 波 全 型 ，1938, 修 订 
版 1965; [2] 能 代 消 ， 解 析 接 镜 入 奖 ， 共 立 出 版 ，1964; 
I3] 能 代 清 ， 近 代 而 数论， 岩 波 ，1954; [4] H. Weyl, 
Die Idee der Riemannschen Fliche，Teubner，1913， 修 订 
第 三 版 1955 (HA: The concept of a Riemann surface, 
‘Addison-Wesley, 1964); [5] J. Besse, Sur le domaine 
existence d'une fonction analytique, Comment. Math. 
Helv., 10 (1937), 302—305, 其 他 一 全 纯 函 数 的 [5]. 特 
别 是 ,关于 Borel 理论 ,[6] Ё. Borel, Leçons sur les tonc” 
tions monogénes uniformes d'une variable complexe, Gau- 
thier-Villars，1917。 关 于 解析 函数 的 概念 和 历史 ，[7 】 G. 
Julia, Essai sur les développements de la théorie de fonc- 
tion de variable complexe, Gauthier-Villars, 1933, 


WBA [Ж power series 法 série de puissances, 
série entière 4k Potenzrcihe {А степенныйряд 


日 А) 设 。 和 co, co en 是 域 K 


的 元 , < 是 变量 , 则 称 级 数 P У) e a) 


= 
为 ( 单 变量 ) 需 级 数 或 整 级 数 ( 法 série entière), 
以 下 设 K 是 复数 域 ， 这 时 对 于 竺 级 数 P， 具 有 
下 述 性 质 的 实数 R 是 唯一 确定 的 :0<R<00; 
# |z — a| < R, РШ; ЖК < lz 一 al， 
则 P 发 散 。 称 这 样 的 R 为 宕 级 数 了 的 收效 半径 
(radius of convergence), ЖА |z — a| < R 为 
РЇ Ж (circle of convergence), R 的 值 由 ， 

R = 1/lim sup УТ. 
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给 出 (Cauchy-Hadamard A£). 

等 级 数 在 其 收敛 贺 内 广义 一 致 绝对 收敛 '， 
在 其 内 确定 了 一 个 单 值 复 函数 。 因 为 等 级 数 在 
收敛 加 内 可 以 逐 项 微分 ， 所 以 它 在 收敛 圆 内 是 
全 纯 的 。 反 之, 在 一 个 域内 全 纯 的 函数 f(z)， 
在 这 个 域 的 每 个 点 “的 一 个 邻 域内 ， 都 可 以 用 
TERET (> SAB), Fr kapi 10) 
在 “处 (或 “的 邻 域内 ) 的 Taylor 展开 式 
(Taylor expansion), RARE MPRA RB ЖК 
为 全 纯 函 数 元 素 〈function element), K. Weier- 
strass 把 从 一 个 函数 元 素 解析 开拓 ?而 得 到 的 元 
素 的 全 体 , 命 名 为 解析 函数 (一 解析 函数 ). 

除了 上 面 说 的 寡 级 数 以 外 ,我 们 把 形 如 
9 = У) сат" 的 级 数 称 为 以 无 穷 远 点 为 中 心 


的 圳 级 数 (power series with center at the point 
at infinity), Ж X. ETE co 处 的 值 为 eo。 以 有 限 
的 “为 中 心 时 令 = — а — r, 以 oo 为 中 心 时 令 


-1 一 :这样 每 个 等级 数 就 都 能 写成 D) ce 


的 形式 。 这 样 的 : 称 为 局 部 典范 参数 《locl 
canonical parameter), 


使 用 局 部 典范 参数 TE Dl e 表示 的 
级 数 , 称 为 Laurent 级 数 (Laurent serics); 34 
ТО ор Т А 


为 Puiseux 级 数 (Puiscux series), 这 些 名 称 
分 别 来 自 法 国 的 数学 家 A. Laurent (1813—54) 
和 V. A. Puiseux (1823—83), 相对 这 两 个 名 
Jk. EER MAM Taylor i # (Taylor 
series), 

ЖАЙКЫ HL EE ET BET 
开拓 时 ,至 少 沿 一 个 半径 ,在 收敛 圆周 上 出 现 奇 
AY, 在 收敛 圆 周 |z] 一 R L, 离 点 = 一 人 最 
近 的 奇 点 的 辐 角 可 给 出 如 下 .为 简单 起 见 ， 设 
D сла" 的 收敛 半径 R 为 1, 如果 令 


aco 


pak) = AC-- 


PCA) = imsp У.Ю), 

则 所 求 辐 角 a 由 

cosa = P,(0) = lim (PCA) — 1)/% 
确定 (S. Mandelbrot, 1937), "EIE, WR с, 
是 非 负 实数 ， 则 :一 RBA A (Vivant Ж 
m). 

[Abel 连续 性 定理 】 在 收敛 国 周 上 , Abel 
连续 性 定理 (Abcl”。continuity theorem) 成 立 : 
RR 1(z) 一 See" HREM Da 


= E 


жй, 其 和 为 4, 或 者 У) а, AMS — D K 


= 


Ceare 求 和 到 л, RI x 从 单位 加 内 部 沿 位 于 
通过 = = 1 ANBAN ЯША (Selah 
3) ESE 1 时 ,有 f(z) 一 4 

这 条 定理 的 送 不 一 定 成 立 ， 也 就 是 说 ,， 即 
使 im f(s) deti. D) a, 也 不 一 定 收敛 ， 其 


= 
至 不 一 定 能 Cedro RA, (BE, 如 果 а, = 
o(l/n)， 且 沿 以 1 为 终点 的 曲线 = 一 1 时 有 
He) 一 A, Й Da, 收敛 ,其 和 为 4 (A. Tauber, 
1897)， 一 般 地 ,为 使 Abe 定理 的 逆 定 理 成 立 
而 附带 充分 条 件 的 各 种 定理 ， 统 称 为 Tauber 
型 定理 (theorems of Tauberian type, Tauberian 
theorems), 也 可 以 把 上 面 的 Tauber 定理 的 条 
件 放宽 为 a, 一 O(1/n), 或 aKa, пЗа, EF 
有 界 (下 方 不 加 条 件 ) (G. H. Hardy-J. E. Lit- 
tlewood); 但 条 件 a, = OC1/n) 不 能 再 减弱 
Littlewood), ВЕЖ а, 对 各 种 求 和 法 
成 为 可 求 和 的 充分 条 件 . 

【Lambert 级 数 】 形 如 

РА 

a) йг” ue: 
的 级 数 称 为 Lambert 级 数 (Lambert series), 
35 Xia, 收敛 , 则 (1) 当 1z| = 工时 收敛, 且 分 别 
在 lz| <1 或 1z| > 1 内 任意 的 紧 集 上 一 致 收 
dk. 车 Xa, Rik, 则 (1) 当 |4] + SHR 
Aa 同时 收敛 或 发 散 。 

Lambert 级 数 由 K. Knopp (1913) 详细 地 


DEM. Dae" 的 收敛 半径 为 R, 取 遍 = 的 
全 部 约 数 的 和 记 作 D) а = 4。。 则 在 |z| < 
E 


min (R, D) 内 , 互 反 关系 
5 a, ге = > А.л" 


成 立 ， 设 p,p 分别 是 Mabius 函数 (和 Euler 
函数 ', 则 下 面 的 关系 可 以 看 作 上 式 的 特殊 情 


形 : 


д, 


= = 


z 
G = 00) == 
当 па, 都 是 实数 且 FHAR, 如 下 的 
Tauber 型 定理 成 立 : 若 
z 
jte, DO 
WW E а, = ғ, Hardy-Litlewood (1921) 证 明了 
它 与 素数 定理 + 是 等 价 的 . 

RRRS RRM Pa 
确定 的 解析 函数 的 分 枝 *'1(z) 在 |z| < R* 内 
是 单 值 亚 纯 的 ,而 当 R > R* 时 ,就 在 |z| < R 
内 出 现 极点 以 外 的 奇 点 。 这 时 ， 称 R* 为 P 的 
亚 纯 半 径 (radius of meromorphy), Xx |z | < R* 
Ж P (VTE (circle of meromorphy), R* 能 
求 得 如 下 : HS 


1, = limsup] VDP |, 


=s, 


а, Batt ` 4 | 


Dip = [Aer йы | 


Gate Gntptl *** Garip 
则 数列 -Vi 单调 递增 ， 且 lim, 4/1, = R*. 
又 如 果 Ro Ro 是 bp-Vir 的 不 同 的 值 , 则 
1) 在 || = R, 以 外 的 点 处 全 纯 (Hadamard 
定理 ，1892). 

给 定 复数 平面 上 的 点 a。 和 点 集 4， 能 用 不 
含有 4 的 点 的 线段 同 a 相连 的 点 > 的 集合 ， 称 
为 由 点 4 和 集合 4 确定 的 星 形 域 (sac region), 
以 a 为 起 点 的 半 直 线 上 的 点 从 4 向 远 处 移动 时 ， 
首次 出 现 的 4 的 点 称 为 顶点 (vertex)， 特 别 是 ， 
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从 原点 0 ВЕТО c。2" 所 得 
到 的 函数 元 素 的 中 心 构成 的 集合 ， 称 为 宕 级 数 
У сз" KF RAD BBM, it E aus", D be” 
关于 原点 的 星 形 域 的 顶点 的 集合 分 别 为 {a}， 
{8}， 则 由 原点 和 {оё} 确定 的 星 形 域 包含 于 
Za: 的 星 形 域 之 内 (Hadamard REE 
38 (Hadamard’s multiplication theorem), 1892), 

关于 使 得 寡 级 数 的 收敛 圆 周 成 为 自然 边 
界 ' 的 条 件 有 ,例如 , 当 a, 是 正 数 ,5 是 大 于 1 的 
自然 数 时 , 若 D a” 的 收敛 圆 局 是 |z| 一 1, 


= 
则 Јај = 1 ERWA (Weierstrass, E. I. 
Fredholm), J. Hadamard 证 明了 下 面 的 Hada- 
mard 空隙 定理 (Hadamard’s gap theorem): 
当 У asz 《2。 是 单调 递增 的 自然 数列 ) 的 收 


伊 半径 为 1 时 , 若 lim inf Gua — 1/2, > 0, 
M) 1s] 一 1 是 自然 边界 (1892)， 这 个 条 件 由 
E. Borel 推广 为 lim inf (on 一 ao)/W 和 > 0 


(1896), E. Fabry Ж (1896) 证 明 , 在 > anz” 
= 


的 收敛 半径 为 1 的 情形 下 ， 如 果 存 在 适当 的 自 
然 数列 m < mm < .… 和 适当 的 数 000<0< 
1), 使 得 im s/m, = 0 (k l s ER ACT XT 
(m — 0), m(1 + 9)) 内 的 非 零 系数 a 的 
KA), Dae" 具有 自然 边界 Is] 一 1， 由 
这 条 定理 得 知 , 4D ате 的 收敛 半径 为 1 时 ， 
Ж lim 2,/n = co, Д] |z| 一 1 是 自然 边界 . 这 
种 定理 ， 因 为 都 是 关于 指数 空缺 的 某 种 舌 级 数 
的 ， 所 以 总 称 为 空 阶 定 理 或 缺 项 定理 ( 英 gap 
theorem 4 Liickensatz), Fabry 定理 还 由 G. 
Pólya 所 推广 (1929)。 也 已 经 知道 ,上面 叙述 
的 最 后 一 个 条 件 在 某 种 意义 下 是 最 好 的 《Polya、 
1942), 

ОТИП 当 Ка) = X; sz" 的 收敛 半 
径 为 1 时 ， 若 |z| > 1， 虽 然 宕 级 数 的 部 分 和 
S(n,z) = У) а„з” 的 序列 SC1,2),5(2,2),*…* 


发 散 ,但 是 它 的 适当 的 子 序列 Sa) (4 = 1, 
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2,… ) 却 可 能 收敛 .A. Ostrowski ([8], [9]) 
把 这 种 现象 称 为 过 度 收敛 《〈 英 overconvergence 
法 ultraconvergence)， 并 证 明了 下 述 结果 : 对 


1O = Ў aan, HEERE ЮР, 


В Ana > 1,, + 0) (0> 0) B, Rik 
级 数 具 有 空隙 型 (法 structure lacunaire), X 
时 ,在 |z| = 1 E f) 的 全 纯 点 的 充分 小 的 分 
Жр, 502.2) Ch = 1,2,+--) 一 致 收敛 .由 
此 可 直接 推出 上 述 的 Hadamard 空隙 定理 。 反 
之 ， 具 有 过 度 收 敛 的 子 序列 的 寡 级 数 是 一 个 空 
隙 型 暴 级 数 与 一 个 收敛 半径 大 于 1 的 震级 数 的 
ü. G. Bourion 利用 上 调和 函数 ?统一 地 重新 
证 明了 上 面 的 各 种 结果 《[10]). 

R. Jentsch 证 明了 ([11])， 寡 级 数 的 收敛 
圆周 上 的 所 有 奇 点 都 是 它 的 部 分 和 的 零点 的 
RAs 当 它 的 一 个 子 序列 Sms z) 的 零点 在 
[=] = 1 上 没有 聚 点 时 ， 这 个 宕 级 数 必 是 空隙 
型 的 , 且 对 于 SC z) (к= 1,2, ++) 出 现 
ЖЖЖ. ЖЯ», A lognrn = O(m) 并 且 
S(noz) (k= 1, 250+) 过 度 收 敛 ， 则 其 过 度 
收敛 域 的 所 有 边界 点 是 SC ny, z) BAAR 
(Ostrowski [9]). 

关于 寡 级 数 与 自然 边界 ， 此 外 还 知道 ， 当 
Tags” 的 收敛 半径 为 1 时 ,如 果 取 适当 的 数列 
{в„) (e, = +1), У enanz" RER |z) 一 1 为 
自然 边界 CA. Hurwitz, P. Faou, Pólya), 

АНЕ Е, TEXTA 
数 序列 的 算术 性 质 和 它 所 表示 的 函数 的 函数 论 
性 质 之 间 的 关系 , 还 没有 很 好 地 了 解 。 作为 一 
DAF RA RB EBM D cz" 表示 一 
个 代数 函数 ! 的 分 枝 ， 则 能 求 得 适当 的 整数 y， 
使 得 c.v" (n > 1) 全 是 整数 〈(Eisenstein 定理 ， 
1852), 

关于 多 变量 等 级 数 一 多 变量 解析 函数 , 关 
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Dirichlet 级 数 [3 Dirichlet series 法 séries 
de Dirichlet Ж Dirichlesche Reihe А ряд 
Дирихле 日 749 2.889) 对 于 г=х+ 
iy, 0 1,1 oo, ， 称 形 如 

а) fe) = >) a, exe (4,5) 


的 级 数 为 Dirichlet 级 数 (详细 地 说 ，{X,} 型 
的 Dirichlet 级 数 )， 特别 当 2, = n B$, (1) 
成 为 一 的 震级 数 ， 当 2, 一 logn 时 , 即 是 
Q) у=, 


= n 

称 为 通常 Dirichlet 级 数 或 特殊 Dirichlet 级 
数 (ordinary Dirichlet series), 24 а, = 1 Bj, 
(2) 是 Riemann “ Ж". Жш (2) WI, 是 
P. G. L. Dirichlet (1839) 为 应 用 于 解析 数论 
的 问题 而 引入 的 。 以 后 , J. L. W. V. Jensen 
(1884) 和 E. Cohen (1894) 等 把 变量 扩张 为 
复 变量 ,在 应 用 于 解析 数论 的 同时 , 把 Dirichlet 
级 数 作 为 坚 级 数 的 一 个 推广 ， 也 能 从 级 数论 这 
个 方面 来 研究 .此 外 ,把 Laplace 变换 ' 看 作 Di- 
riche 级 数 到 积分 的 推广 ， 两 者 之 间 有 很 多 类 
MHAR. 

【收敛 域 】 若 (1) 在 z = zo 处 收敛 , WE 
在 半 平 面 Re > Ro 内 也 收敛 。 因 而 可 以 唯一 
地 确定 这 样 的 实数 5, 使 得 (1) 在 Rs > S Ñ 
ЖОЖ, 在 Re < S 内 发 散 。 但 当 (1) 恒 收敛 时 ， 
令 5 一 一 oo; PRK, Ф 5 = +оо, KSH 
收效 坐标 (abscissa of convergence) 或 简单 收敛 


ABR (abscissa of simple convergence), 与 此 类 
似 , 可 以 唯一 地 确定 实数 4, 使 得 (1) 在 Rz > 
АХИЯ, E Re < 4 ЖЖ. 称 
4 为 绝对 收 伊 坐标 (abscissa of absolute conver- 
gence)。 还 能 唯一 地 确定 如 下 的 实数 U: 对 任 
BHU’ >U, (1) = SU 上 一 致 收敛 ,而 
对 任意 的 U” < U, (1) Æ Re > ”上 不 一 至 
Wk. FRU 2 — Bc S Se (abscissa of uniform 
这 些 坐标 之 间 重 成 立 关 系 式 
—e <S<U<A< +0, A — S< linsip 
《log#)/4。。 后 一 公式 归于 Cohen (1894), S, 
A, U Haw 1。 用 下 面 的 公式 确定 : 

G) S= limsup tlog| 3 al, 

(ince 


U) аваар У) lal), 


[трн 


convergence), 


(5) U = limsup LIS 


T,- 


У) aoexp( 一 ioy) I 


[S 
(3), C4) ET AN BR (1914), (5) 归于 国 枝 
El (1916), XM [x] 是 Gauss 12S", 特别 
当 lim (log o)/2, = 0 时 , 有 

(6) $= U = А = limsup (log Га 10/2, 

(O. Szász, 1922; G. Valiron, 1924). 

EA zo HE Reo = S, W (1) ЕИ zo HTH 
点 的 角 域 larg (z 一 20)| < a < 2/2 的 内 部 一 
致 收敛 ; 因此 它 在 Re > 5 内 表示 一 个 全 纯 函 
数 ', 但 在 只 一 3 上 不 一 定 有 奇 点 。 例如 ,在 
(2) 中 取 a, = (—1)" B$, S = 0, 而 和 是 整 函 
数 ' (2 一 Са). 解析 开拓 (1) 的 和 f(z) 
时 ,使 Kz) 在 Rz > p 内 全 纯 的 P 的 下 确 界 R， 
称 为 (1) 的 正则 坐标 Cabscisa of regularity), 
但 在 %z = R 上 不 一 定 存 在 f(z) 的 奇 点 ， 恒 
AR<S, 而 R 由 下 面 的 公式 给 出 : 

(7) R= Sup. limsup( log log* | p(x + гу)| +z), 


sup 
-s<y<= 


ote) = E баеса) + А,)), 


这 里 log*a = max (log a, 0X( 田 中 忠 二 ,1951). 
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还 把 使 f(z) 在 Re > p 内 有 界 的 ?的 下 确 界 B 
称 为 (1) 的 有 界 坐 标 (abscissa of boundedness), 
HA R< B< A, н. Bohr 得 到 了 下 面 三 个 
结果 : 若 {2。} 关于 整数 线性 无 关 , MJ A = B 
《1911); 着 对 任意 的 。 > 0, BAC А.) 
= O(expe^), Щ U = B (1913); # 
lim sup ( loga)/2, = 0, 
则 S —U = 4 = B (1913), 这 时 这 些 数值 由 
(6) ан. m 
【用 Dirichle 级 数 表示 的 函数 的 性 质 ] 
(1) 的 系数 a, 由 f(z) 用 下 面 的 公式 表示 ;: 


= 1 [e с 
@ Dant [о me 


这 里 ¿> тах (5, 0), А, 一 < 1a, 积分 路 
径 不 通过 GL). Sb o = А, В}, 在 左 端的 和 中 ， 
要 把 e。 换 为 a./2 (О. Perron, 1908), 又 当 
5 二 x 时 ,有 


O) а= lim E P "Gio eoa iy) My 


(J. Hadamard, 1908; Bir 1952), 

M z=%=z>S$ Bb HH) =о(|у|) Uyl 
oo)， 为 了 更 详细 地 考察 这 时 =) 的 性 态 ， 
Bohr 在 他 的 学 位 论文 (1910) 中 引进 了 

n) = limsup log [f(x + iy)|/1og [y| > 


KEH Rz == х EAM Corder), aCe) J x 的 
非 负 非 增 且 凸 的 连续 函数 .他 还 发 现 f(*) 在 
Re 一 上 的 值 具有 某 种 周期 性 ; 后 来 它 成 为 
至 局 期 函数 ?的 笔 始 . 

关于 f(x) 的 零点 ,已 知 下 面 的 事实 : 当 f(*) 
不 恒 等 于 零 时 ， 设 s，M EERE NIC) 
Ex 2 S+ 6,c7 < y < e 内 的 零点 数 是 
有 限 的 〈Perron， 1908), MRRE z2>S+e, 
T<y<T + 28log T 内 的 零点 数 为 NCT)， 
则 limsup N(T)/Clog TY < 8/e (E. Landau, 
1927), 

关于 FG) 的 奇 点 与 系数 的 关系 有 许多 研 
究 ， 若 a, RETR Me 一 5 必 是 f(z) 的 奇 
点 .作为 它 的 推广 , 我 们 有 : BS = 0, Яа, > 
0, lim(cos(arg a)» = 1, 则 z=0 是 奇 点 
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СС.Віввсті, 1939), Ж 1,/n—o, limint(2,4— 


1,) > 0, HJ Re = S E f(z) WA R wR (F. 
Carleson-Landau, 1921, A. Ostrowski, 1923), Ж 
S= 0, liminf(2,,, — 2,) =q > 0, 则 在 虚 轴 
上 长 为 ?=/4 的 区 间 内 必 有 奇 点 (GPalya, 
1923), S. Mandelbrojt (1954, 1963) 还 得 到 了 
整 函数 的 Fourier 变换 + 与 (1) 的 奇 点 之 间 的 有 
BRA. 

MR U = 一 oo, HJ f(z) 是 整 函数 , 它 ( 作 
为 整 函数 ) 的 阶 H 

о = limsup (log* log* М (ж) )/|х|› 

MG)- sp If iy) 

给 出 ,关于 这 种 情形 下 f(x) 的 Julia 方向 ' 以 及 
与 之 有 关 的 概念 ，Mandelbrojt，Valiron， 田 中 等 
做 了 许多 研究 . 

(Tauber 型 定理 】 与 军 级 数 的 情形 相同 ， 
若 级 数 D a, WHE! з, W) ( +0) = s (Abel i 
EM), JOE T MORIA, BERR 
形 相同 ， 对 {а„}, 0.) 赋予 适当 的 附加 条 件 以 
使 逆 命 题 成 立 的 这 类 定理 , 称 为 Tauber WE 
理 。 已 经 知道 这 方面 的 许多 结果 , 作为 附加 条 
fE, lim iua, / (2, — 24-1) = 0 (Landau, 1926); 
а, = O((2,—2.-4)/2,) (K. Ananda-Rau, 1928) 
等 是 著名 的 。 又 关于 Dirichlet 级 数 的 其 他 求 和 
法 ,特别 关于 Riesz 求 和 法 , 一 RAM. 

(5 Dirichlet 级 数 有 关 的 其 他 级 数 】 称 形 
如 


njan, 


> z(z 十 1 

zy 0, —1, —2, °° 
的 级 数 为 具有 系数 {a,} їй Bt ЖЕЙ И (factorial 
series, faculty series), Mk z = 0 和 负 整数 外 , È 
与 通常 Dirichlet BMD а/п" 同时 收敛 或 发 
К (Landau, 1906), #27, BR = 一 0 和 正 整 数 
外 ， 二 项 式 系 数 的 级 数 《binomial coefficient 


series) 


э. > ж ( 一 i 
也 与 通常 Dirichlet 级 数 D ( — 1*2, /n* AH 


RRR KL 

(5) (1) 条 信 一 ， 子 4 99 VRB. BB, 19317 
[2] У. Bernstein, Leçons sur les progrès récents de la 
théorie des séries de Dirichlet, Gauthier-Villars, 1933; 
13] K. Chandrasekharan-S. Minakshisundaram, Typical 
means, Oxford Univ. Press, Bombay, 1952; [41 G. Н. 
Hardy-M. Riesz, The general theory ot Dirichlet series, 
Cambridge, 1915; [5] S. Mandelbrojt, Séries lacunaires, 
Actualités Sci. Ind., 305, Hermann, 1936; [6] 5. Man 
delbrojt, Séries adhérentes, régularisation des suites, ap 
plications, Gauthier-Villars, 1952, [7] G. Valiron, Théorie 
générale des séries de Dirichlet, Mémor. Sci. Math, 17, 
Gauthier-Villars, 1926. 


有 界 函 数 1 英 bounded function 法 fonction 
Ьотёс Ф beschränkte Funktion А ограничен- 
ная функиия A ARB) 对 于 在 复数 * 
平面 的 集合 E 上 有 定义 的 复 值 函数 f(z) ， 如 果 
TUUR ICE) 有 界 , 即 如 果 存 在 正常 数 M ,使 
在 E 的 每 个 点 z 处, |f(z)| < M 都 成 立 , 则 称 
f(z) 为 定义 于 E 上 的 有 界 函 数 .。 ATHA 
界 函数 论 "的 对 象 , 不 是 一 般 的 复 值 函 数 , 通常 
它 只 限于 解析 函数 或 与 之 关系 很 深 的 调和 函 
数 .此 外 , 不 用 有 界 性 条 件 lC) < М, 
形 如 Riz) > 0 或 a 二 argil) < 8 SAH 
限定 的 函数 族 ， 可 以 用 类 似 于 研究 有 界 函 数 的 
方法 来 研究 . 

作为 有 界 函数 论 的 古典 定理 ， 有 Schwarz 
引 理 ,关于 整 函数 退化 的 Liouville EH", 关于 
可 去 奇 点 的 Riemann 定理 ' ,等 等 . 

【最 大 模 原 理 】 一 般 地 ， 若 在 复数 平面 的 
域 D 内 全 纯 的 函数 f(x) 不 是 常数 , 则 |}(z) | 在 
DD 内 取 不 到 极 大 值 ， 特 别 是 , Bie) 在 闭 域 
D = DUOD 上 连续 , W |f(x) | # D 上 的 最 大 
值 在 边界 OD 上 取 到 。 这 个 事实 称 为 最 大 模 原 
理 (maximum (modulus) principle). 

作为 最 大 模 原理 的 直接 应 用 ， 可 以 由 它 推 
Hi Schwarz 引 理 : 25 f(z) 在 1z| < R 内 全 纯 
并 满足 |a) |<M, B. f(0) = 0, 则 1/62] < 
М|г\/к (21 < R) XL. 这 里 对 于 满足 0— 
jzol < R 的 一 点 za 出 现 等 号 只 限于 2) 一 


e?M z /R (а 是 实 党 数 ) 的 情形 . 

[Lindelof 定理 】 E. Lindelöf 把 Schwarz 
引 理 推广 到 一 般 域 的 情形 ， 还 把 最 大 模 原理 推 
广 为 各 种 形式 .他 基于 这 些 结果 ,和 E. Phrag- 
mén 一 起 ,推出 了 关于 在 边界 的 邻 域内 单 值 解 
析 函 数 的 性 态 的 几 条 有 用 的 定理 。 下 面 举 出 其 
中 有 代表 性 的 定理 . 

it z = pC) M w = E E E A 
亚 纯 ', 单 叶 1 ,分 别 把 [C] < 1 映射 到 D., D., 
H Ф(0) = zo 4(0) = wo. i IGIS e (0< 
о<1) 在 这 些 映射 下 的 象 分 别 为 D,(p)， 
D。(p)， 这 时 ,如 果 在 D, 内 全 纯 的 函数 f(z) 满 
R. KD,)CD.， 帮 am) = wo W) 100,00) С 
DG). 而且, 只 要 w = (0) 不 是 把 D, tà 
[ET VE De MERG 00,00) 就 包含 于 
Dulo) 的 内 部 (Schwarz 引 理 的 推广 ). 

设 在 有 界 域 DD 内 解析 函数 f(z) 不 一 定 是 
单 值 的 , 但 假定 C=) | 是 单 值 的 。 如 果 存在 正 
常数 M ,使 得 除去 D 的 有 限 个 边界 点 外 ， 在 每 
个 边界 点 + 处 ,对 任意 的 正 数 。, 都 能 取 到 的 
适当 的 邻 域 ,使 在 这 个 邻 域 与 D 的 交 内 , |f(z)1 
<M + е 成 立 ; 而 对 被 除外 的 边界 点 , 在 它 的 
某 个 邻 域 与 D 的 交 内 , f(z) AR. 在 以 上 这 些 
假定 下 ,在 D 内 MODI < M 成 立 . 并 且 , 若 在 
万 内 的 点 ma 处 1Kzo)1 = M 成 立 , RU CO Ж 
一 个 常数 (最 大 模 原理 的 推广 ) 

fC) 在 角 域 Ws largz| <ox/2 内 全 
纯 , 如 果 存 在 常数 M , 使 对 任意 的 正 数 e, 每 个 
有 限 的 边界 点 都 有 适当 的 邻 域 ， 使 得 在 该 邻 城 
与 Ww 的 交 内 ,有 MG < M + e; 且 对 于 某 个 
正 数 8 > a 和 所 有 充分 大 的 |z|, 有 11! < 
exp |z |, ШЕР |f(2)| < M 成 立 (Phrag- 
mén-Lindelóf 定理 ). 

没 1(z) ЖИЯР: a < arg z < 8 内 除 
无 穷 远 点 外 全 纯 有 界 , 若 在 角 的 一 边 上 当 
z — оо NE f(x) 一 6 而 在 另 一 边 上 当 = — оо 
WA f(z) — b, Macb, B #w AM 2-0 
时 一 致 地 有 f(x) — a (Lindelöf 渐 近 值 定 理 
(Lindelof's asymptotic value theorem)). 

此 外 还 能 得 到 很 多 这 种 类 型 的 定理 . 
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(BIS SSE) # f(z) 在 lz| <1 内 
是 有 界 全 纯 函数 ， 则 除去 一 维 测度 为 零 的 某 个 
集合 外 ,对 图 周 C: lel = 1 上 的 每 个 点 so, 在 
以 a 为 顶点 的 包含 于 |= < 1 内 的 角 内 ( 即 沿 
以 ma 为 顶点 的 Stolz HE) 一 za 时 ,fa) 的 
极限 存在 《Fatou 定理 )， 在 同样 的 假定 下 ,如 
果 基 于 Fatou 定理 存在 的 边界 值 函 数 Со) = 
,lim Cre"), ERF 0 (0 < 0122) 的 一 个 正 


测度 集 上 取 常 数值 a, 则 在 1z1 一 1 APG) = a 
(Е. Riesz 和 M. Riesz 定理 )， 这 些 定理 可 
以 原封 不 动 地 推广 到 |z| < 1 内 的 亚 纯 函数 ， 
г 理 及 有 关 定理 】 对 于 在 同心 圆 环 
p< |z| < R 内 不 恒 等 于 零 的 单 值 全 纯 函 数 
Кх), #Ẹ MO) = max|f(#)| (e< r< R), 


则 logM(r) 在 loge < logr < log R 内 是 
log r 的 凸 函 数 ! (Hadamard = В E M (Ha- 
damard's three-citcle theorem)), 在 这 条 定理 的 
假定 中 , 也 可 以 设 |f(x) | 单 值 , 而 fz) 不 一 定 
单 值 。 特 别 是 限于 Се) 单 值 的 情形 , 结论 可 
以 随 之 精密 化 〔O. Teichmüller), 

下 面 这 些 定理 ， 可 以 看 作 Hadamard = Bl 
定理 关于 各 种 类 型 基础 域 的 类 似 结果 . 

对 于 在 带 形 域 a 二 %z < 8 内 有 界 的 全 纯 
BRI), BS 160) = sup IOC + š) | 
(a — a < В), Wl log l(c) f£ a c < p A 
о тч tk (Doetsch = 8 Ж 8 (Doesch's 
three-line theorem). 

对 于 在 半 带 形 域 a < Ks < 8, 9z > 0 内 
A SUE A BEER C EG) 2554 100)  limsup | Co 
i| (ao — в), W 108100) Ж aco < 8 
JW с 的 凸 函数 (Hardy-Littlewood 定理 ). 

对 于 在 圆 盘 |z| < R 内 全 纯 的 函数 代 z)， 
若 令 


LG) = i W lire”) |" дө, 


则 对 所 有 p > 0, loglar) fE 一 oo < logr < 
log R 内 是 logr (38 A В (Hardy Ж 
m). 

[最 大 模 原理 的 应 用 】 下 面 这 种 类 型 的 定 
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理 , 能 有 效 地 应 用 于 全 纯 函 数 的 某 些 问题 . 
设 在 以 域 D 内 的 点 zo 为 中 心 、 以 R 为 半径 
上 ,有 不 包含 于 D 内 的 中 心 角 为 的 弧 ， 
Uc RAD WAS |2 一 | < RI. 
TUR 102) ED 内 单 值 全 纯 ,满足 |!) <M, 
并 对 于 任意 的 点 5e СЪН limsup li) < m, 


则 对 满足 n/m < “的 自然 数 w， 就 有 Со) 
< Mme 成 立 (Lindelaf 定理 ). 

设 D 是 由 从 一 点 0 出 发 张 角 为 re 的 两 条 
REL OA, OB 与 Jordan 弧 AB 转 成 的 域 ， 以 
表示 0 到 АВ 上 的 点 的 最 大 距离 ， 若 函数 
KO ED ASH, HY z€ D, z— t e 8D 时 ， 
MF ¿€ OAUOB, limsup|f(z)| 不 超过 M， 
WME Ce ÁB, GOE m, 则 对 DD 内 位 于 
ZAOB 的 平分 线 上 的 点 , Имне x 
тони 成 立 (Carleman ERI). 

【具有 正 实 部 的 全 纯 函数 】 具有 正 实 部 的 
全 纯 函 数 与 有 界 函数 有 密切 的 关系 。 例 如 关于 
它 同 Schwarz 引 理 相当 的 古典 结果 ,就 如 下 
Ж: HIO) E lel < R 内 全 纯 ， 在 其 内 满足 
уба) 20, H0) —1, WA (R — 1217 
(R + 121) SRI) < (R + 10/0 — 11) 
(jz|<R)。 Jr deis bU OR 0< | 20] < 
RAK 和 变 为 等 号 分 别 只 限于 f(z) = (К+ 
129] z)/CRzox zolz) 的 情形 . 

为 了 推导 关于 在 加 内 具有 正 实 部 的 上 述 函 
数 族 的 各 种 结果 , 可 以 有 效 地 应 用 由 Poison 积 
分 表示 ' 得 到 的 Herglotz 积分 表示 (Herglotz's 
integral representation)， 它 表征 了 这 个 函数 族 的 
特性 ，Herglow 表示 的 形式 是 


162) = C Zt ао), 


d — 


lz| < R. 


这 里 p(e) 是 除了 附加 常数 不 计 外 由 (=) 唯一 
确定 的 ,全 变 差 等 于 1 的 递增 ( 实 值 ) 函数 . 对 
于 在 同心 圆 环 内 具有 正 实 部 的 单 值 全 纯 函 数 ， 
也 能 导出 类 似 的 积分 表示 . 

一 般 地 ， 对 于 全 纯 函 数 f(z)，R1(z) 是 调 
жүн. 特别 是 , 2 GO = 0, 则 log |f(z)| 也 
是 调和 的 。 反 之 , 任意 的 调和 函数 可 以 看 作 全 


纯 函 数 的 实 部 . 基于 这 个 关系 , 全 纯 函数 的 一 
些 性 质 可 以 转化 为 调和 函数 的 有 关 性 质 ， 例 
如 , 关于 GO | 的 最 大 值 的 最 大 模 原理 , 可 以 
容易 地 转述 为 调和 函数 的 最 大 值 原理 ， ЖЫ, 
必须 注意 ,在 多 连通 域 的 情形 , 单 值 调和 函数 的 
共 元 调和 函数 不 一 定 是 单 值 的 。 然而 , 极 大 值 
只 与 局 部 性 质 有 关 ， 一 般 地 说 多 连通 性 的 影响 
并 不 大 。 最 大 值 原理 更 一 般 地 对 于 次 调和 函 
数 !( 作 为 函数 值 本 身 的 最 大 值 ) 也 成 立 . 
【系数 问题 】 关于 圆 内 有 界 函 数 的 Taylor 
展开 式 的 部 分 和 与 系数 ， 很 早 以 来 就 已 得 到 许 


多 结果 . W f(x) = У) са" Æ lel < 1 内 一 


个 全 纯 函 数 的 Taylor 展开 式 ， 令 其 部 分 和 为 
s) = У) euet (я 一 0,1,…), 令 由 部 分 和 


序列 作出 的 算术 平均 序列 Fejtr 和 序列 ) 为 
«9 = (3s +D 01,55). 
„© = (00) +0 (as) 


这 时 , 在 |z| <1 内 使 1G) | 1 成 立 的 充 
分 必要 条 件 是 , 在 |z| 一 ! k, lal 
(n—0,1,:--) RIL (L. Fejér). 这样, 对 于 
有 界 函数 ， 序 列 GG) 一 致 有 界 ， 但 是 序列 
а 却 不 是 一 致 有 界 的 ， 事实 上 , 取 遍 在 
lal < 1 内 满足 15620] < 1 的 函数 族 , 1.001 
的 最 大 值 等 于 
2 /— 1⁄2 
G.=1+ z( ; ) 
Bi ase sae “(pa N: 
aa 
Mg оой}, G, ~ x log n. 


关于 系数 问题 ,下 面 的 结果 是 有 决定 性 的 : 
对 于 在 |z| < 1 内 全 纯 的 JG) 一 Die 


dde Sa G9) =k, E 


f 
Hermite JERE (—А„„)2„ 的 最 大 特征 值 ( 非 负 
HOH mi, 令 m= imm。( 22 0). FEE 
穷 多 个 变量 的 Hermite 型 


Hew У =, D A. 
= 


co 


这 时 ,在 Je] <1 PAIR LCD | 1 成立 的 充分 
ЖаН AE; 也 即 ， 或 者 主子 行列 


зя A (12777) соет, 


是 正 的 ， 或 者 最 初 有 限 个 是 正 的 而 剩 下 的 都 是 
Җ (1. Schur), 

关于 在 圆 内 具有 正 实 部 的 函数 ， 想 应 的 结 
果 能 表示 为 更 简单 的 形式 : 在 |z] <1 内 全 纯 


的 函数 f(s) 一 i + У) сла" WERE) > 0 


的 充分 必要 条 件 是 
la ee 
а1 


` ©ч%| зо, man 1,2, 


B EV 1 | 

RUL (C. Carathéodory). ME, 如 果 对 每 个 自 
AR ns HE Cory o e.) TIERE n HE Euclid 空 
间 的 点 ， 则 我 们 能 够 确定 当 fO) 取 遍 问题 中 
所 说 的 函数 族 时 , 这样 的 点 的 存在 范围 。 这 个 
结果 可 以 推广 到 在 同心 圆 环 内 单 值 全 纯 且 具有 
正 实 部 的 函数 的 Laurent 展开 式 的 系数 的 情 
*. 
关于 不 取 两 个 值 的 全 纯 函 数 ， 还 有 下 面 的 
结果 : 若 Kz) = a + az 十 … (a 0) 在 
lel < R 内 全 纯 且 在 该 国内 f(z) = 0,1, 则 存 
在 只 由 ap, ay 确定 的 常数 工 (so, a), 使 得 R < 
L(a а) (Landau 定理 )。 这 时 还 有 ， 对 于 
0< 6 — 1, 存在 只 由 ao 和 9 确定 的 常数 Sa, 
0), 使 在 1z| SOR A, Ж 176) 1 < S(ao, Ө) 
(Schottky 定理 )， 这 些 都 可 应 用 于 值 分 布 理 

ie. 
【 角 微 商 】 i% GO 在 Je] < 1 内 全 纯 , 如 
果 沿 以 单位 圆周 上 的 点 so 为 终点 的 Stolz 道 
路 :一 zo 时, 一 致 地 有 f(z) > wo B R IR 
lim Об) 一 wo)/(z 一 zo) = D FE, WED 


为 f(z) ХЕ zo ERG M # 8 (angular derivative), 
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在 域 是 半 平 面 Rz > 0 的 情形 ， 对 虚 轴 上 的 点 
ze 也 可 同样 地 定义 角 微 商 。 但 是 ， 当 wo 一 оо 
时 ， 在 上 式 中 要 用 1/JG) 代替 JG) 一 wo 而 
38 zo = оо BJ, BARB 1/(z 一 ш). 在 后 
MARRE, Stole 道路 理解 为 包含 于 角 域 
largz| <a ( < =/2) 内 的 趋 于 co 的 道路 . Ж 
微 商 的 研究 由 G. Julia (1920), J. Wolff (1926) 
开始 ,而 由 Carathéodory (1929), E. Landau-G. 
Valiron (1929) 推进 . 

关于 角 微 商 的 基本 定理 可 叙述 如 下 : BE 
Re > 0 P £ ВА Ж Cr) 满足 Rf(z) > 0, 
则 存在 常数 c (0 < <+ 00) ,使 当 = 沿 Stolz 道 
PEST ood, — BORA f(z) /z—c Wf G)765 
且 对 任意 的 正 整 数 p, 对 于 f(x) 的 Pp 阶 导数 
Dts), 还 一 致 地 成 立 2'DE) — e/rQ 一 
P)， 此 外 ，、 在 Rs > 0 内， 处 处 成 立 Rf(z) = 
<%%iz、 单 位 圆 的 情形 也 有 类 似 的 定理 . 

对 于 保 角 映 射 理 论 ， 研 究 把 z 平面 上 的 单 
位 圆 (或 半 平 面 )D 映射 到 w 平 面 的 单 连通 域 B 
上 的 函数 w 一 f(x) ,在 D 的 边界 上 的 一 点 zo 处 
具有 非 零 的 有 限 角 微 商 的 条 件 ， 也 即 在 边界 上 
兼 有 保 角 狂 和 线 素 比 不 变性 的 条 件 ,是 重要 的 . 
Carathéodory 指出 ,使 这 一 点 成 立 的 一 个 充分 条 
件 是 : 存在 分 别 在 了 3 的 外 部 和 内 部 的 两 个 圆 
周 ， 它 们 在 8 的 边界 点 wo = fzo) зе оо 处 互 
相 外 切 或 内 切 。 接着 ，L. Ahlfors 利用 关于 带 
形 域 的 随 变 定理 ', 导出 了 角 微 商 存在 的 充分 必 
要 条 件 。 Wolff 在 保 角 映射 的 迭代 的 研究 中 应 
ATARE. 

(8) [1] L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionen- 
theorie Il, Teubner, 1931 (Johnson Reprint Cos, 1969), 
[2] C. Carathéodory, Funktionentheorie 1, H, Bickhiu- 
ser, Basel, 1950 (ЖЖ; Theory of functions, Chelsea, t, 
1958, п, 1960), (3). MAB, GATRA, L, 共立 出 
版 ，1944; [4] ЛОЛЕ, ШИЮ, BRE. A. 
1960; [5] E. Landau, Darstellung und Begründung 
einiger neuerer Ergebnisse der Funktionen theorie, Springer, 
1929; [6] J. E. Litdewood, Lectures on the theory of 
functions I, Oxford Univ. Press, 1944; [7] ЖЕК, # 


RRM, FNM. 1934; [8] 直 正 次 -小 松 勇 作 
dá. BRS, HH, 1959. 
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univalent) function and multivalent function 法 
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fonction univalente et fonction multivalente Ж 
schlichte Funktion und multivalente Funktion 4% 
однолистная функция и многолистная функция 
日 MBB. SRR) 在 复数 平面 上 的 域 
DD 内 有 定义 的 单 值 解析 函数 '1(z), MR DA 
不 同 的 两 点 zis 22 BA fd + Сз), WEE 
在 DD 内 是 单 叶 的 《schlicht，simple，uniNalent)。 
即使 当 f(z) TE D ASN, 如 果 不 同 的 函数 元 
素 在 其 中 心 处 必 取 不 同 的 值 ， 则 也 称 它 为 单 叶 
HO. 单 叶 函 数 的 导数 必定 不 等 于 零 ; 一 致 收敛 
的 单 叶 函 数 序列 的 极限 函数 ,如 果 它 不 是 常数 ， 
则 必 为 单 叶 函数 在 万 =) 是 单 值 的 情形 , 单 叶 
函数 w 一 f(x) 给 出 了 D 和 值 域 {(D) 之 间 的 一 
一 保 角 上 映射。 单 叶 函 数理 论 是 保 角 映射 理论 
的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 

【单位 圆 内 的 单 叶 函数 】* 在 单位 圆 内 全 纯 
的 单 叶 函 数 族 的 理论 , 笔 源 于 P. Kocbe (1909) 
所 得 到 的 与 解析 函数 单 值 伦 + 问题 相 联 系 的 本 
变 定理 〔( 英 -distortion theorem 4 Verzerrungs 
az). Bride s FR, 一 般 地 是 指 确定 关于 所 
考虑 的 单 叶 函 数 族 的 泛 函 ,例如 1f(z)1, If GO |, 
arg jz) 等 的 界限 的 定理 . 特别 是 , 称 关于 (=) 
和 f (z) 的 辐 前 的 界限 的 畸变 定理 为 旋转 定理 
(rotation ‘theorern), 可 是 那些 结果 最 早 是 定性 
的 ,而 使 之 定量 化 的 则 是 L. Bicberbach (1916), 
G. Faber (1916) 等 人 ， 对 于 单位 圆 内 满足 
f(0) 一 0，1(0) = 1 的 全 纯 单 时 函数 , 我 们 有 
下 面 的 畸变 不 等 式 (distortion inequalities) : 

Таа lOa 10), 
(1 — 12 ра + 120 < If 
<i + lz|)/G — ID 

这 里 等 号 只 限于 f(z) JE z/(1 — ez) Clel— 
D 的 情形 才 成 立 。 在 推导 这 些 不 等 式 时 ， 
Bieberbach 以 面积 定理 (做 Flachensatz) 作为 基 
础 ， 这 条 定理 表征 了 由 单位 圆 外 部 12] > 1 内 


亚 纯 单 叶 的 函数 el) 一 《十 > ъд" B 


得 的 象 域 的 余 集 的 面积 是 非 负 的 : Хн. 
1。 基 于 面积 定理 ，Bicberbach, R. Nevanlinna 


(1919 一 20) 等 建立 了 单位 圆 内 单 叶 函数 的 一 
个 系统 的 理论 。 Bieberbach (1916) 更 证 明了 ， 
对 于 单 叶 函 数 JO) 一 = + Shae" (1211), 
A lal <2. ` 

Bicberbach 还 基于 各 种 畸变 定理 中 的 极 值 
函数 常 是 Koebe 极 值 函数 (Kocbe’s extremal 
des y -Ae€ ty 
这 一 事实 ,猜想 lal <n (n= 2,3, >) 成 
Xr. 围绕 这 个 Bieberbach 猜想 (Bicberbach’s 
conjecture)， 尽 管 从 各 个 方面 对 系数 问题 〈coef- 
ficient problem) 进行 了 研究 ， 可 是 现在 还 没有 
达到 完全 的 解决 。 在 这 方面 ,J. E. Littlewood 
(1925) 的 结果 lanl < en, E. Landau (1929) 
的 结果 limsup (sup 1а 1/0) < (1⁄2 + 1/#)e 


等 是 著名 的 . 

【Lowner 微分 方程 】 与 基于 Bieberbach ifi 
积 定理 的 单 叶 函 数理 论 不 同 , K. Lówner (1923) 
从 新 的 观点 出 发 ， 在 这 个 理论 中 引进 了 重要 的 
方法 。 即 是 ,如 果 用 C. Carathéodory (1912) Ж 
于 域 核 的 定理 ， 为 了 估计 关于 单位 圆 内 全 纯音 
叶 函 数 族 的 连续 泛 函 。 只 要 考察 处 处 稠密 的 子 
族 即 可 。L6wner 为 了 确定 这 样 的 子 族 , 采用 了 
把 单位 圆 盘 映 到 所 谓 有 界 截 线 域 上 的 映射 函 
数 。 这 个 子 岩 中 每 个 函数 的 象 域 是 由 单位 圆 盘 
除去 从 单位 贺 周 上 的 一 点 出 发 而 不 通过 原点 的 
Jordan 弧 后 所 得 到 的 域 ; 具 有 这 种 性 质 的 映射 
函数 是 Lówner 微分 方程 (Lawner's differential 
equation) s 

Ae) ie PE EOC 

8r — (KG. 
[I 

ЖЕЎИШ Се, 0) 一 = 下 的 积分 f(z, 0). E 
这 里 <(z) 是 绝对 值 等 于 1 的 连续 函数 ， 满足 
f(0) = о, f'(0) = 1 的 单位 贺 内 的 全 纯 单 叶 
函数 ,可 以 用 形 如 efle, t) 的 函数 任意 精 
确 地 逼近 . Lawner 用 这 个 微分 方程 证 明了 
la] < 3， 推 出 了 关于 反 函 数 的 系数 问题 的 次 
定性 的 估计 (Math. Ann., 89 (1923)). 


function) Cel =1) 


T. M. Голузин (1935), H. E. Базилевич 
(1936) 等 的 苏联 学 派 首先 认识 到 这 个 L5wner 
方法 对 崎 变 定理 也 是 有 力 的 . 他 们 揭示 了 , X< 
于 古典 的 畸变 定理 ， 可 以 得 到 更 精密 的 形式 
(Голузин, Mat. C6., 2 (1937), 685). #91 
是 ，Tomya (1938) 得 到 了 关于 旋转 定理 的 
精确 估计 : 

4arcsin|z|, 
lz! «v2, 
а а [арла — 1219)» 
1⁄2 < Isl < 1, 
还 有 从 更 一 般 的 观点 研究 Loewner 的 方法 ， 这 
方面 有 А. C. Schaeffer-D. C. Spencer (1945) 
(14])， 小 松 勇 作 -名 会 昌平 (1949) 的 工作 . 

M. Schiffer (1938) 基于 在 单 叶 函数 族 内 
给 出 特殊 的 变 分 ， 导 出 了 对 于 某 种 还 函 给 出 极 
值 的 函数 所 满足 的 微分 方程 ， 并 讨论 了 种 种 极 
值 问题 。 在 单 叶 函数 的 研究 中 , 这 个 方法 可 与 
Lowner 方法 并 列 , MAA HAT. Р. R. Garabe- 
dian-Schiffer (1956) 把 Schiffer 的 方法 与 Lowner 
的 方法 结合 起 来 、 援 用 常 微分 方程 中 关于 
Sturm-Liouville 问题 的 理论 ， 使 用 大 规模 的 数 
值 计算 , 证 明了 Bieberbach 猜想 中 的 |o| < 4. 
以 后 2. Charzynski-Schiffer (1960) 对 [as] < 4 
给 出 了 另 一 简单 的 证 明 。 另 一 方面 ，W. K. 
Hayman ((5]) 完全 初等 地 证 明了 ， 对 于 在 
lel < 1 内 全 纯 单 叶 的 f(z) 一 = + aur, 


= 


如 果 它 不 是 Koebe 极 值 函数 2/(1 一 ez), 就 
有 limsupļan]/n < 1. Базилевич (1951) ЖЖ 


ЖЕТ Голузин 的 方法 和 结果 ， 关 于 ”固定 时 
lan) 的 最 大 值 4,， 他 证 明了 A, < (e/2)n + 
151, 并 证 明了 存在 Ko — lim 4,/5, 且 有 1 < 


К< e/2. 

【其 他 单 叶 函 数 族 】 以 上 是 关于 单位 圆 内 
一 般 的 单 叶 函 数 族 的 定理 ， 然 而 关于 满足 有 界 
性 条 件 ， 象 对 于 原点 是 星 形 域 ?或 象 是 凸 * 域 等 
条 件 的 子 族 ， 还 可 以 得 到 有 关 崎 变 定理 和 系数 
间 题 等 方面 的 许多 结果 .例如 ,着 w = 1(z) 一 
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# +++ Elz] 二 1 内 全 纯 单 叶 且 象 域 是 凸 
的 , 则 
ачр < HI < 1#1/(1—11), 
1/0 + ID? fO < VG — 12р, 
在 这 里 对 于 s (0 < lool < 1) 等 号 成 立 只 限 
TX f(z) 一 >/(1 + £z), е = + =l /z 00 
函数 . ' 

AHH, PERRA RARA, 5 Ë 
连通 的 情形 相 比 , 具有 本 质 的 困难 。 对 于 这 个 
问题 ，Bieberbach 方法 不 再 适用 ,但 Lowner 和 
Schiffer 的 变 分 方法 依然 是 有 力 的 (一 保 角 映 
B). 

【多 叶 函 数 】 多 时 函数 是 单 叶 函 数 的 一 个 
自然 的 推广 .关于 多 时 函数 ,可 以 得 到 单 叶 函数 
的 许多 古典 结果 的 推广 . 

如 果 函数 f(z) ERD 内 取 所 有 的 值 盏 多 
次 , 且 恰 取 到 某 个 值 es WE f(x) EDA 
是 p 叶 的 《p-valent), p> 1 时 称 (=) 为 多 叶 


函数 .为 使 :| < 1 上 全 纯 的 J(*) 一 > - 


在 其 上 ?时 ,一 个 充分 条 件 是 , 在 圆周 1z| 一 1 
E, 

р 1<%Gf()/JG)) <P +! 
ў. 从 而 ,例如 关系 


, š 
Jap] — Ў вании > У) паві 


т E 


”. 是 充分 的 。 又 如 果 0) = (+ az 十 age? + 


e) 在 0< 1z| «1 内 是 全 纯 p 叶 的 , 则 
对 任意 的 在 o > 0 内 递增 的 函数 FO), 


а ™ : 
zf F(|fre!)| 40 < 0 


RY. HIIRE (e) = *， 它 就 成 为 一 条 面积 
定理 ,由 此 可 以 得 到 ” 叶 函 数 的 系数 估计 等 . 
其 次 ,如 果 1(z) 在 D 内 为 叶 , 而 且 对 任意 
的 常数 сьс cot crates bey gel! + 
csf(z) TED 内 至 多 为 ? 叶 , 则 称 f(z) (ED AR 
绝对 (或 完全 )Pp 叶 的 (absolutely p-valent)， 如 
RER KREM He), HRDLA “ 满 
R &(‹°}'°(шу) > 0, WIG) EK ABER Р 
RERO. SUR (z) ED 内 是 绝对 ? 时 的 , 则 对 任 
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(анса) (5 ae uc) 


在 DD 内 至 多 是 ? 叶 的 . 

WR f(x) 在 以 DD 的 每 个 点 为 中 心 、 具 有 固 
定 半 径 。 的 圆 和 D WA p BF, WRF) 是 
局 部 Pp 叶 的 《locally p-valent), P 称 为 它 的 模 
(modulus), 为 使 在 DD 内 全 纯 的 1(z) 至 多 局 部 
?时 的 充分 必要 条 件 是 ， Gs +++ fe) 不 
能 同时 为 0; 而 为 使 它 局 部 绝对 p 叶 的 《locally 
absolutely p-valent) 充分 必要 条 件 是 f=) #0, 
VA n(D, Re?) 表示 f(z) fE D 内 的 Re 点 的 个 
Be MUR A RA 


ah n(D,Re*)RdRdg < pxR', 


Ж] PR fz) 在 D 内 是 平均 p 叶 的 《mean p-va- 
ent), 3$ f(z)* (q > 1) 在 D 内 平均 p 叶 , W 
a) ED AFH p/q. d f(z) = (О аг 
assi); 在 0<1z| <1 内 全 纯 且 平 


均 4 听 , 则 面积 定理 320 — Doi 成 


= 
3t. 

W EJRESIP FUSE. WRI) 
在 D 内 取 E 的 所 有 的 值 最 多 不 超过 Pp 次 , 且 取 
巨 的 某 个 值 恰好 次 (而 取 忆 外 的 值 可 能 在 
KAE), WI w = f(z) E D 内 是 拟 p 叶 的 
(quis p-valent). 3# w= f(z) ED PME, 
8(w) 在 相应 的 域 {D) 内 拟 9 叶 ， 则 gCKz))》 
在 D 内 至 多 是 拟 pg 叶 的 . 


[8) 111 P. A. Montel, Leçons sur les fonctions 
univalentes ou multivalentes, Gauthier-Villars, 1933; [2] 
小 松 勇 作 ， 等 角 寺 像 诊 ， 共 立 出 版 ， 上 1944， 下 1949; [3] 
M. Biernacki, Les fonctions multivalentes, Actualités Sei. 
Ind., Hermann, 1938; [4] A. C. Schaeffer-D. C. Spencer, 
Coefficient regions for schlicht functions, Amer. Math. 
Soc. Colloq. Publ., 1950; [5] W. K. Hayman, The 
asymptotic behaviour of p-valent functions, Proc. London 
Math. Soc., $ (1955), 257—284, [6] W. K. Hayman, 
Multivalent functions, Cambridge Tracts, 1958; [7] J. 
A. Jenkins, Univalent functions and conformal mapping, 
Springer, 1958; [8] Г. M. Голузин, Геометрическая 
теория функций комплексного переменного, l'ocrexus. 
mar, 1952 《中 译本 : Г. М. ROK, Ижнлш, 
科学 出 版 社 , 1956), 


HARAM (36 transcendental integral function, 
transcendental entire function 法 fonction entiére 
transcendente Ф ganze transzendente Funktion 
4& трансцендентная целая функция A 超越 
整 天数 ] 如 果 复 变量 = A {Н (=) 在 所 
有 不 等 于 co 的 点 = 处 全 纯 ， 则 称 f(z) 为 整 函 
Жї (integral function, entire function), {Е oo 是 
160 的 极点 的 情形 , 它 就 成 为 多 项 式 ; 称 多 项 式 
为 有 理 整 函数 (rational integral function), AA 
整 函数 是 常数 《Liouville 定理 ')， 不 是 多 项 式 
的 整 函数 是 超越 整 函数 ,例如 exp z, sin z, cos z, 
整 函数 f(z) 可 展开 为 收敛 半径 为 co WEAR Sk 
Blast 如果 f(z) 是 超越 整 函数 ， 则 这 个 级 


数 是 无 穷 级 数 . 

【 整 函数 的 阶 】 若 * 二 0 是 超越 整 函数 
f(z) 的 m 阶 零点 (m > 0), ifi G) 的 其 他 零点 
Ж aom, (0 < lal <la! <l) < 

… 一 co)， 多 重 零点 按 它 的 阶 数 重复 排列 , 则 
1@) 可 表示 为 


fle) 一 cetozm H (1 x шө 


(Weierstrass TBI. (canonical product), iX 
里 g(x) ERRAK, gus) = (а/о) + (1/ 
2)/aY + (1/3) (2/a? + +++ + (Ор) X 


Glann, Hi pops 是 使 得 IEP at 


tmn g 
所 有 = 都 收敛 的 自然 数列 
为 确定 g(z)， 有 必要 研究 =) 的 零点 以 
外 的 性 质 ，E. №. Laguerre 引进 了 亏 格 的 概念 . 


weee У 收 剑 的 最 小 整数 ， 且 设 
È jai” 


Кх) 的 上 述 表示 式 中 , 当 记 一 pp 一 "…* 一 p 
BY, g(z) 退化 为 4 次 多 项 式 ; 则 称 max (p, 4) 
为 f(z) SH 〈genus)。 然 而 对 于 超越 整 函 
数 , Br (order) e 比 亏 格 是 更 本 质 的 ， 超越 整 函 
BUG) 的 阶 由 
о = limsup log log M (r)/ log r 

所 定义 ,这 里 M (>) 是 lI] 在 121 一 ”上 的 
BAG. 使 用 f(z) — E az ORK BET 


以 表示 为 
е = limsup тов n/log (1/1)). 

当 一 个 超越 整 函数 的 阶 ? 为 有 限时 ， 就 称 
为 有 限 阶 (finite order) 函数 ， 而 当 。 无 限时 ， 
称 为 无 限 阶 (infinite order) 函数 。 关 于 无 限 阶 
PAR, A А. Denjoy, С. Valiron 等 人 的 研究 . 
对 于 有 限 阶 整 函数 ， 按 照 limsuplog М (Dr 


为 正 有 限 数 、 零 或 无 穷 大 ， 分 别称 它 为 正规 型 
(normal)、 最 小 型 (minimal) 或 最 大 型 (maxi- 
mal), Valion 等 研究 过 阶 为 零 的 函数 , 指出 
它 具 有 类 似 于 多 项 式 的 性 质 ; 阶 小 于 1/2 的 整 
函数 ， 对 于 适当 的 递增 数列 rof co， 满 足 
L3 min |f(z)| = оо (Wiman 88). AZ, 


阶 小 于 1/2 的 整 函数 在 延伸 到 无 穷 远 的 域内 不 
会 是 有 界 的 。 给 定 角 域 D: a<arg zat a/p, 
在 阶 大 于 1/2 的 函数 中 ， 存 在 在 D 内 有 界 的 函 
RAED AA II) | < expr” Coca). HG 
在 D 的 边界 上 有 界 , 则 (=) 在 这 个 角 域内 有 界 
(> 亚 纯 函 数 )， 特别 当 1(x) 的 阶 ? 是 整数 Pp 
时 ， 阶 与 亏 格 相等 , g(x) 成 为 次 数 不 超 过 ?的 
多 项 式 (J. Hadamard)。 这 些 定理 是 在 Riemann 
t 函数 1 的 零点 的 研究 的 刺激 下 发 展 起 来 的 , 它 
们 成 为 整 函数 理论 的 一 个 起 源 . 
按照 阶 是 不 是 整数 ， 在 整 函数 的 性 质 上 能 
观察 到 某 种 差别 .一 般 地 ,使 /GO = w BY z FF 
Ж 1(2) RS ш Ж (w-point)，、 设 原点 以 外 的 wv 点 
是 {z。}， 则 使 22 1/]z,]* ИЕ АНЕ 
ow), Ж] — w WS Wk Re ЯВ BK (exponent of 
convergence), ПЖ БАКЫ o JE Me BK, 则 
最 多 除去 一 个 值 外 ， 对 所 有 其 他 的 wv 值 ,都 有 
mlw) = o; MRP 不 是 整数 ， 则 对 所 有 * 值 ， 
p(w) = р (Е. Borel), ATHERE R Ж 28 
He), 最 多 除去 一 个 值 ( 称 为 1(z) 的 例外 值 
(exceptional value)) 外 ,对 所 有 其 他 wv 值 , 都 有 
无 穷 多 个 ww 点 《Picard EH), 特别 是 , 如 果 
P 不 是 整数 ， 则 例外 值 不 存 dE. Piin. sinz, 
cosz 没有 例外 值 , e* 有 例外 值 0。 因为 超越 整 
函数 没有 极点 ， 所 以 也 可 以 把 co 算 做 例外 值 . 
这 时 在 Picard 定理 的 叙述 中 必须 改 为 “最 多 
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ARAPAIMA”. E. Picard 在 1879 年 得 到 了 这 
条 定理 .以 后 , 没 着 这 个 方向 ,完成 了 非常 多 的 
研究 (— WH ЯНА). Picard 本 人 是 用 
模 函数 + 的 反 函 数 来 证 明 的 ,以 后 出 现 了 几 种 用 
别 的 方法 的 证 明 。 有 利用 Landau-Schottky Ж 
理 、Bloch 定理 + 等 的 证 明 , 也 有 利用 正规 族 * 的 
证 明 , 等 等 。Picard 定理 也 被 推广 到 亚 纯 函 数 ， 
对 定义 在 更 一 般 的 域内 的 解析 函数 也 已 进行 了 
研究 . 详细 的 定量 研究 也 很 多 .例如 ，Valiron Ж 
于 整 函数 在 取 到 它 的 绝对 值 的 最 大 值 的 点 的 邻 
域 上 的 精密 计算 ， 得 到 了 详细 的 定量 的 定理 
(Valiron [4]), 

此 后 ， 许 多 人 研究 了 在 本 性 奇 点 的 邻 域内 
如 点 的 分 布 状态 ， 它 们 由 1925 年 关于 亚 纯 函 
ЖОС R. Nevanlinna 理论 统一 了 起 来 , 成 为 这 
个 理论 的 核心 的 是 冠 以 Nevanlinna 名 字 的 两 条 
基本 定理 (一 亚 纯 函数 ). 

(julia 方向 】 G. Julia 应 用 全 纯 函数 正规 
族 的 理论 , 证 明了 作为 Picard 定理 的 精密 化 的 
Julia 方向 的 存在 (16]): 对 超越 整 函 数 1(#)、 
至 少 存在 一 个 方向 arg z = 0, 使 对 任意 给 定 的 
EM e, 在 角 域 0 一 8 < arg z < 0 + е, 
多 除去 一 个 值 外 ,f(z) 无 限 次 地 取 所 有 其 他 
(有 限 ) 值 ， 称 ава = Ө 这 个 方向 为 1(z) 的 
Julia 方向 (Julia’s direction), 

【 渐 近 值 】 整 函 数 的 渐 近 值 ' ， 渐 近 路 线 7 
等 , 同 亚 纯 函 数 情形 一 样 地 定义 。 关于 反 函 数 
的 Iversen 定理 ?, Gross 定理 1, RRR, 寻常 
奇 点 ', 还 有 把 孤立 奇 点 ' 分 为 直接 超越 奇 点 ' 和 
间接 超越 奇 点 + 等 等 ， 与 亚 纯 函 数 情形 完全 相 
同 . 

Picard 定 理 中 的 例外 值 , 是 定理 中 所 说 的 函 
数 的 渐 近 值 ， 而 oo 是 所 有 超越 整 函数 的 新 近 
值 。 因此 ， 如 果 沿 着 趋向 oo 的 适当 的 曲线 前 
进 , 就 有 f(z) 一 co。 在 对 应 不 同 的 两 个 渐 近 值 
的 两 条 渐 近 路 线 之 间 , 必 存在 以 % 为 渐 近 值 的 
ЖШН. А. Bloch 从 Bloch 定理 ?出 发 证 明 
了 ,超越 整 函数 的 反 函 数 的 Riemann. 面包 含 半 
径 任意 大 的 圆 盘 . 设 整 函数 的 阶 是 6 不 同 的 有 
限 浙 近 值 的 个 数 是 wp，Denjoy (1907) 猜想 ks 
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2p, L: V. Ahlfors 首次 给 出 了 证 明 (1929). 这 
个 结果 包含 Wima EH, THIF и = 20 的 
超越 整 函数 是 存在 的 。W. Gros 揭示 了 , 在 无 
限 阶 整 函数 中 ， 存 在 以 所 有 的 值 为 渐 近 值 的 整 
函数 。 

(8) [1] iti. WORSBOHRUA, 共立 出 版 ，1934; 
[2] E. C. Titchmarsh, The theory of functions, Clarendon 


Press, 第 二 版 1939 (中 译本 : Е. С. ВИР, WM A Р 
出 版 社 ，1962); [3] R. P. Boas, Jr Entire functions, 
Academic Press,1954; [4] G. Valiron, Lectures on the 
general theory of integral functions, Librairie de VUnive 
rsité, Toulouse,1923 (Chelsea, 1949), [5] L. Bieberbach, 
Lehrbuch der Funktionentheorie II. Teubner, 1931 (Johnson 
Reprint Co., 1969); [6] C. Julia, Sur quelques propriétés 
nouvelles des fonctions entières ou méromorphes, Ann. 
Sci. École Norm. Sup., 36 (1919), 93—125. 

зй 
tion méromorphe Ж meromorphe Funktion fA 
мероморфная функция В 有 理 形 关 数 1 在 复 
数 平面 的 域 D 内 有 定义 , 且 除 极点 ' 以 外 没有 其 
他 奇 点 的 单 值 解析 函数 , 称 为 在 DD 内 亚 缉 《me 
romorphic), 在 含有 无 穷 远 点 的 全 平面 上 亚 纯 的 
函数 是 有 理 函 数 (Liouville 定理 ), 在 不 含有 无 
穷 远 点 的 全 有 限 平面 内 亚 纯 的 函数 简称 为 亚 纯 
函数 ， 不 是 有 理 函 数 的 亚 纯 函 数 称 为 超越 亚 纯 
函数 (transcendentai meromorphic function), 对 这 
种 情形 ,不 再 事先 一 一 说 明定 义 域 是 lz| < оо, 
亚 纯 函数 可 以 表示 为 两 个 整 函 数 ' 的 商 。 EV 
纯 函 数 f(x) 的 极点 是 {zx} ОЁ = 1,2,---), # 
= aia aska Ка) = а/а 一 zt 


LÆ meromorphic function 法 fone 


+ + 0/0 一 z4)， 则 能 适当 地 选择 一 个 整 : 


im g(x) 和 有 理 整 函数 pl) (R= 1,2,°° 
使 得 f(x) 可 表示 为 


f(s) = zG) + > (460 — РС) 
a 


的 形状 (Weierstrass EM). Vik (2. 是 只 
以 oo 为 聚 点 的 点 列 ,f(1/(z 一 s)) 是 1/(z 一 sz 
的 缺 常数 项 的 有 理 整 函数 ， 则 存在 = 的 亚 纯 函 
Ж, CE z, MU lC 一 20) 为 奇异 部 分 
(Mittag-Leffler 定理 ). 

[Nevanlinna 理论 】 可 以 把 亚 纯 函数 理论 
看 作 整 函数 理论 的 推 让 ;而 以 Picard 定理 ?为 起 
源 的 值 分 布 理论 ， 特 别 有 很 多 人 进行 了 研究 . 


D 


1925 Æ, К. Nevanlinna 对 之 进行 了 统一 的 论 
述 ,被 称 为 Nevanlinna 理论 . 

AFHI) È lz] < R < +оо 内 的 亚 纯 
函数 , 且说 到 “f(x) 取 的 值 " 时 也 包括 co 在 内 . 
从 =(rya) BAR 102) E |z | < r < R 范围 内 取 
值 为 “的 点 即 a 点 (a-point) 的 个 数 , 在 计数 时 
它 的 阶 是 多 少 就 重复 多 少 次 。 WHE, aoo 
时 , 令 

A 


+ n(0,a) log r, 
аи 1 
nia) i нај 


《其 中 logta = max (log a, 0)); а = сой], 
令 


N(r, 0) = 人 


+ п(0,00) log r, 
mtr, co) = È |” oat (re) 4, 
2x Jo 


ARN 29 1G) 的 计数 函数 (使 Anzablfunktion), 
称 m 为 f(z) 的 迫近 函数 (使 Schmiegungsfunk- 
tion)， 还 把 T(r) = m(r,00) + N(r, oo) 称 
为 =) 的 阶 函 数 (order function) 或 特征 函数 
(4è charakteristische Funktion), T(r) 是 r 的 单 
调 递增 函数 ， 是 log r 的 凸 函数 *; 它 对 表 ГС) 
为 无 穷 乘积 等 是 有 用 的 . 

这 些 函数 之 间 有 下 面 的 关系 : 对 任意 的 a， 
Q) T(r) = m(r,a) + N(r,a) + О(1), 
这 里 0(1) 是 Landau 符号 ' (Nevanlinna 第 
一 基本 定理 )。 这 条 定理 表明 , 对 任意 的 a, 如 
果 不 计 有 界 的 余 项 ; 则 m(+,a) 十 NCr,a) 都 等 
TOTO). 这 就 显示 出 e 点 的 分 布 是 平衡 的 . 

N(r,0) ж |z| 万 + 内 a 点 的 个 数 的 一 种 
平均 , mG a) 是 |z| = r E fGO 接近 4 的 程 
度 的 一 种 平均 .此 外 ,如 果 用 f(re”) 与 之 间 在 
复数 球面 上 的 纺 距 离 的 倒数 的 对 数 来 代替 log 
这 一 项 , 则 (1) 就 没有 余 项 。 малан 
来 定义 迫近 函数 . 

【 亚 纯 函 数 的 阶 〗 诸如 无 穷 乘积 展开 等 


等 ,一 用 上 述 的 Nevanlinna 记号 T(r), 就 能 用 


整齐 的 形式 表示 . 对 于 整 函数 帮 =) , 令 M(r) 一 
max |f(z) |， 就 可 以 得 到 关系 式 
Eoi jap log T(r) .. limsup ЮЕ ЮЕ MG) 
7^9. logr = log г 
因为 右 端 是 (=) 的 阶 (一 超越 整 函数 )， 所 以 
对 于 亚 纯 函 数 f(2) , 定义 它 的 阶 Corder) 为 
limsup log T(r)/logr = p, 
对 于 在 |z | < R 内 亚 纯 的 函数 ,也 用 
s limsuplog T(r)/log (1/(R — r)) = P 
来 定义 它 的 阶 . 
【在 圆 盘 内 亚 纯 的 函数 】 为 使 T(r) 有 界 
的 充分 必要 条 件 是 , 在 |z | < R 内 可 以 把 f(z) 
表示 为 有 界 全 纯 函数 h(=) (к) 的 商 (Nevan- 
linna), #7 T(r) AR, 则 从 8 的 区 间 0 <0<2x 
内 至 多 除去 一 维 测度 "为 0 的 集合 ，limf(re") 
ЖЫ ЕНШ (P. Fatou-Nevanlinna), чый 
lim T(r) = oo 的 函数 中 ,使 得 lim sup TG) 
log (1/(R — r)) = co 的 函数 具有 与 超越 亚 纯 
函数 相近 的 各 种 性 质 . i 
【在 全 平面 内 亚 纯 的 函数 】 满足 lim sup 
T(r)/logr < K 的 亚 纯 函 数 是 有 理 函 数 . 
如 果 f) 是 o 阶 亚 纯 函数 ，{ri(a)} BE 
的 “点 的 绝对 值 的 集合 ， 且 rla) < rila) 


G7 51:3, и (L5) mie 


都 收敛 (Hadamard 定理 )， 设 1(z) 是 ? 阶 亚 
ЫС: 


Ка) = ze”? 


+ 


sop Usa exp (i/a, ss вераб) 
хш П (15275, (570. 0760) 
wee 


这 里 是 使 得 pero р 的 最 小 整数 ，a。 是 
1(z) 的 零点 , 5, Ж Са) ИЙ А, А ЖЕ, Р(х) 
ES Р ains (Hadamard 定理 ). 

Bas: @>3) 是 不 同 的 值 , 则 对 在 
Jz] < к< S MSIE Ке), кое 
r< RAE 


cc Using an hPa 
fa 


ERAR 791 
其 中 NG) = | О OY + toy Tog, 


而 m(r) & f(z) 在 |2| < r ASMA B IC 
〔 阶 为 和 时 算 作 大 一 1 个 )。 关 于 余 项 D(r), xf 
于 充分 大 的 К, 当 R = oo 时 ,最 多 除去 属于 长 
度 的 和 为 有 限 的 可 数 个 区 间 中 的 "，D(r) < K 
Clog T(r) + logr) 成 立 ;而 当 R 有 限时 , 最 多 


除去 属于 使 得 Efi). 的 可 


数 个 区 间 (2) 中 的 r, D(r) < K(log T(r) + 
log (1/CR — r))) 成 立 (Nevanlinna 第 二 基 
本 定理 ). 

从 这 条 定理 出 发 ， 可 以 直接 推出 关于 亚 纯 
函数 的 值 分 布 的 种 种 定理 。 例 如 , # 1G) 是 超 
越 亚 纯 函 数 , 则 最 多 除去 两 个 值 ( 称 为 Picard 
例外 值 (Picard's。 exceptional value)) 外 ,对 所 有 其 
他 的 值 a, f(z) = a 的 根 都 有 无 穷 多 个 (Picard 
定理 )， 对 于 p 阶 亚 纯 函数 ,最 多 除去 两 个 值 ， 
对 所 有 其 他 的 值 5 im B) (ri(@))~* Q < 6) 

" 


都 发 散 (Borel 定理 )， 称 使 这 个 级 数 收敛 的 e 
% Borel PA9MMCBorel’s exceptional value), Ff 
8(а) = 1 — lim sup N(r, a)/T(r) 为 1 的 亏 量 
(defect), HA 0<8(a)<1, {# 8(а):>0 аж 
为 Nevanlinna 例外 值 (Nevanlinna's exceptional 
value), 43 (C=) ERWE, NE Ca) > fy a 


(包括 oo) 最 多 只 有 可 数 个 HD) ala) <2, 


关于 使 ge) — 0 的 = 值 的 研究 也 不 少 。 也 党 
KIESER ` 

[ш 方向 ] 在 以 无 穷 远 点 为 本 性 奇 点， 
且 在 全 有 限 平 奋 内 亚 纯 的 函数 中 ， 存 在 不 具有 
Jolia 方向 ! 的 函数 。 称 它 为 Julia 例外 函数 
《Julia’s exceptional function), 它 是 零 阶 的 .为 使 
Кә) 是 Julia 例外 函数 的 充分 必要 条 件 是 ，1(Cz) 
A Га Па) в 


жо. Ostrowski,.1925) RF f=) AISA ait 
A bis BBB 90790), n(r,0) BAR 21'S + 
内 =) RRS ATT RC, M AA Р, Monel 
的 正规 族 理论 可 以 得 到 下 面 三 个 性 质 : 1) 存在 


92: TARR = 
与 + 无关 的 常数 Ki, Kr, Ks, 使 得 | n(r,00) 一 
n(r, 0)| < Ki, n(2r, ©) —n(r, 00) < Ky, 
n(27,0) — nlr, 0) < Ks; 2) 存 在 常数 K 和 
Ку, 使 对 任意 的 p. 4, 有 
lasl” H anl / T 1„ы<к„ 
ЖЕ 


NET 


мт H 1624 / H Mond ка 


вии м 
3) #20, EHRE p,q, A |ar/b 一 
I| >e>0, 

G. Valiron 给 出 了 Julia 方向 的 一 个 精确 形 
式 , 它 与 Borel 定理 相对 应 《16]; Acta Math., 
52 (1928)), ФП, ìt C) 是 |=] < co 内 的 亚 
纯 函 数 , o 是 它 的 阶 ', o > 0 EAR, 于 是 存在 
某 个 方向 J: агат = о, RIG) 一 “在 包含 了 
的 任意 角 域 A: lage — a| < 8 内 的 零点 是 
z, (a, A)， 则 最 多 除去 a 的 两 个 例外 值 ,对 任意 


Hj 62 0,3 У) Iz (a,A)|7 7? = oo, FX: 


个 方向 了 为 Borel 方 向 〈Borel's direction), 

【两 个 或 多 个 亚 纯 函数 之 间 的 关系 】 没有 
零点 的 整 函数 Ale), С), бш), in We 
eG) + eG + с) 一 0, 则 其 中 每 两 个 
函数 的 商都 是 常数 (E. Borel), 如 果 对 于 五 个 不 
同 的 值 mw Cj = 1,…*,5), АЕРА ЛС), 
有 (<) 具有 相同 的 а, 点 (重复 度 不 包括 在 考虑 之 
中 ), 则 这 两 个 函数 处 处 相等 . 如 果 由 关于 z, w 
的 多 项 式 Plz, w) = 0 定义 的 代数 函数 ' (ш) 
的 Riemann 面 + 的 亏 格 * > 1， 则 不 可 能 有 两 
个 亚 纯 函数 z=1(5),w 一 oC), 满足 РОС), 
EQ) 一 0( 由 亚 纯 函数 所 作 的 单 值 化 *). 

【 渐 近 值 】 对 于 亚 纯 函 数 f(z)， 如 果 沿 一 
条 曲线 C 当 2 一 co 时 有 f(z) 一 a, 则 称 。 为 渐 
近 值 (SE asymptotic value £ Zielwert), ЖС 
为 渐 近 路 线 (asymptotic path), 虽然 1(z) 的 
(Picard) 例外 值 是 渐 近 值 ， 但 还 不 知道 亚 纯 函 
数 渐 近 值 的 个 数 同 阶 之 间 的 简单 关系 。 即 使 
阶 为 零 ， 也 存在 具有 无 穷 多 个 有 限 渐 近 值 的 亚 
SRM. 应 用 正规 族 理论 , 在 亚 纯 函 数理 论 中 
得 到 了 与 整 函数 理论 的 某 些 结果 相 类 似 的 命 


8. F. Мапу 使 用 球面 距离 ,建立 了 亚 纯 函 数 
正规 族 的 统一 理论 . 

(RRR) 亚 纯 函数 w — f(z) 的 反 函数 
一 般 是 无 穷 多 值 的 。 考察 反 函 数 的 以 wo 为 中 
心 的 函数 元 素 PQe, wo), 以 wo 为 起 点 任意 地 
画 一 条 曲线 C, 设 C 的 终点 为 m, 则 当 用 任意 的 
IS MCH, P(w, wo) 能 在 域 8 之 内 解析 开 
拓 到 任意 邻近 中 的 点 (Iversen 定理 )， 沿 着 从 
该 函数 元 素 的 中 心 出 发 的 所 有 半 直 线 解析 开拓 
这 个 元 素 时 ， 在 有 限 点 处 遇 到 奇 点 的 半 直 线 的 
幅 角 的 集合 ， 其 测度 为 0(Gross ЖЕ). ШЖ 
在 反 函 数 的 Riemann 面 上 添加 适当 的 截 线 而 考 
察 = 平面 上 的 原 象 ， 则 能 把 z 平面 分 割 为 具有 
下 述 性 质 的 基本 域 : 每 个 域 是 全 ww 平面 ( 除 掉 
适当 的 裂纹 ) 的 原 象 ， 边 界 是 从 内 部 可 达 的 +， 
且 基 本 域 的 边界 曲线 不 聚集 于 有 限 点 处 。 对 于 
WARR (=), 由 7027) = f(z) 定义 的 函数 
z' 一 eG) (ИП H f(z) 的 相同 函数 值 的 点 之 
间 的 变换 ) 的 集合 ,具有 超群 ' 的 性 质 ， 如 果 
9(z) 是 单 值 函 数 ， 则 它 是 一 次 整 函数 ; ШЖ 
eG) 是 有 限 多 值 的 , 则 它 只 能 是 代数 函数 。 反 
函数 的 超越 奇 点 的 聚 值 集 ' 只 由 一 点 о 构成 
《 即 是 通常 超越 奇 点 ')。 沿 确定 反 函 数 的 超越 
奇 点 的 曲线 的 解析 开拓 ,对 应 z 平面 上 以 оо 为 
终点 的 曲线 , CE JG) 的 渐 近 路 线 ， 即 ， 沿 渐 
近 路 线 = — co 时 , f(z) 的 值 收敛 到 反 函 数 的 
超越 奇 点 的 坐标 即 渐 近 值 。 超 越 亚 纯 函 数 
w = f(z) 的 每 个 渐 近 值 对 应 于 它 的 反 函 数 
z= p(w) 的 一 个 超越 奇 点 ， 并 且 如 果 把 对 应 
w = 162) 的 同一 超越 奇 点 的 渐 近 路 线 看 作 相 
同 ， 则 渐 近 路 线 的 集合 与 反 函数 的 超越 奇 点 的 
集合 是 一 一 对 应 的 。 阶 p > 1/2 的 亚 纯 函数 的 
БЖ, ВЕН 2p 个 直接 超越 奇 点 "， 而 当 
1⁄2 > p 时 ， 最 多 有 一 个 这 样 的 奇 点 (L. V. 
Ahlfors), 

【覆盖 面 理论 】 单 连通 的 开 Riemann 面 可 
以 保 角 映 射 到 圆 的 内 部 或 全 有 限 平面 。 前 者 是 
双 曲 型 Riemann iE, 后 者 是 抛物 型 ? Riemann 
TE. 从 作为 球面 的 覆盖 面 * 的 Riemann 面 的 结构 
来 决定 Riemann 面 的 型 的 问题 ,开始 于 A. Spei- 


ser 的 研究 ,其 后 有 很 多 工作 .例如 ,在 单 连通 开 
Riemann 面 在 有 限 点 处 只 有 代数 分 歧 点 的 情形 , 
VA nCo) 表示 从 一 点 出 发 ,长 度 最 大 为 的 道路 


能 达到 的 子 域内 的 分 歧 点 的 个 数 ， de F va 
о 


co, WIJE Riemann 面 是 抛物 BAY (Ahlfors), 
Ahlfors 还 用 拓扑 方法 建立 了 覆盖 面 的 理论 , 作 
为 它 的 应 用 , 得 到 了 Nevanlinna 理论 和 亚 纯 函 
数 的 其 他 许多 结果 . 

以 Р, 表示 半径 为 1/2 的 Riemann 球面 Fo 
的 覆盖 面 ; F, 是 |z| < г 在 亚 纯 函 数 w = 1(z) 


下 的 象 。 用 Fo 的 面积 = 去 除 F, 的 面积 所 得 的 
d 
» Afer 
4009 2n a3 iopy ^9 
z = pe”, 


称 为 F, 的 平均 叶 数 《mean number of sheets), 
F, 的 边界 的 长 度 是 


к= f 0017 el 


we 1+ [GOD 
这 时 关系 
тб) = | 4C) ay + оа) 


W KERKIB, Ahlfors), 

考虑 jz| < R < +оо 内 的 亚 纯 函 数 w = 
f(z) 的 反 函 数 的 Riemann ii, "EXE FRAY 
一 个 域 上 具有 可 数 个 分 支 9,.。 O, Er PHE 
WAR 4,， 可 以 分 为 连同 边界 包含 或 不 包含 
在 lel < R 内 两 种 情形 ,对 应 这 两 种 情形 的 O, 
分 别称 为 岛 island) 和 半岛 《 英 peninsula 4È 
Zunge). 

设 D 是 ww 平 面 上 的 单 连通 域 , 若 以 nC, D) 
表示 F, 在 D 上 的 岛 的 叶 数 的 和 ,以 m(r,D) d 
示 F, 在 D 上 的 半岛 的 面积 的 和 除 以 DD 的 面积 ， 
则 有 | 

m(r,D) + n(r,D) = AG) + O(L(r)). 
it D; G = 1,134) (q > 3) E: o FHL 
互 不 相交 的 单 连通 域 , 则 


Ў оро Ўр) 


264 —2)4(r) — O(L(r)), 
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其 中 m(D) 表示 包含 于 F, 在 D 上 的 岛 内 的 分 
歧 点 的 分 歧 度 的 和 . 

对 于 亚 纯 函数 f(z) ,如 果 从 0 三 + < oo 内 
除去 适当 的 区 间 序 列 ， 则 有 LG) < AC), 
所 以 特别 当 D, 是 点 四 时 ,不 等 式 

2106.2) — У) nlr, в) 


= = 
> (9 一 2)4(r) — O14") 
除去 除外 区 闻 成 立 。 这 是 与 Nevantinna 第 二 
基本 定理 相当 的 定理 . 由 于 这 是 取 值 ay 的 点 
的 个 数 之 间 的 关系 、 所 以 是 重要 的 公式 、 Ж 
D, G 一 1,…5,9) (q > 3) 是 wv 平面 上 互 不 相 
交 的 单 连通 域 ， 若 Di 上 的 单 连通 岛 都 至 少 是 


н, su D (1-1) <: aen с 


Scheibensatz)), 由 此 可 知 , 若 在 Riemann 球面 上 
给 定 三 个 互 不 相交 的 Di, 则 至 少 有 一 个 Di 在 
其 上 有 无 穷 多 个 岛 . 还 有 ,如 果 取 五 个 D ME 
少 有 一 个 Dj, 在 其 上 有 单 叶 的 岛 《Ahlfors 五 
WER (Ahlfors' five-disc theorem))， 这 相当 
于 整 函数 的 Bloch 定理 !。 对 于 圆 内 的 亚 纯 函 
数 ,对 应 这 些 定理 的 命题 也 成 立 . 

Ahlfors 还 引进 了 微分 度量 , 建立 了 关于 程 
盖 面 的 更 重要 的 理论 . 

【历史 】 亚 纯 函数 的 值 分 布 理论 ， 以 古典 
的 Picard ERARI, 通过 整 函数 的 值 分 布 
理论 ,基于 上 述 的 Nevanlinna 理论 ，Ahlfors BE 
盖 面 理论 ， 达 到 了 统一 的 处 理 ， 近 年 来 、 关 于 
FF Riemann 面 上 的 亚 纯 函数 的 性 质 , 也 已 经 有 
许多 研究 (一 Riemann ii). 另 一 方面 , 几 个 亚 纯 
函数 所 成 的 亚 纯 函数 组 的 值 分 布 理 论 , 从 Bloch 
的 研究 开始 ,进而 发 展 到 Ahlfor 和 Weyl 父子 
(Н. Weyl, J. Weyl) 9324488 (meromorphic 
curve) 的 研究 ([4])， 此 外 ,也 已 研究 亚 纯 函 数 
在 一 般 奇 点 的 邻 域内 的 性 态 , 诊 值 集 ' 理 论 是 其 
— m. 

[8] [1] ФЯ, ВОЈА, BH, 1941: [2] 
AARRE WEERA, EI BR, 1935; [3] R. H. 
Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen, Springer, 
1935, 修订 版 ，1953( 英 译本 : Analytic functions, Springer, 


1970); [4] H. Weyl-J. Weyl, Meromorphic functions 
and analytic curves, Princeton Univ. Press, 1943, [5] 88 
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代 清 ,近代 而 数 蔽 , BB, 1954: [6] G. Valiron, Directions 
de Borel des fonctions miéromorphes, Mém. Sci. Math., 
Gauthier-Villars, 1938; [7] W. K, Hayman, Meromorphic 
functions, Clarendon Press, 1964. 另 一 值 分 布 理论 的 [ 参 ]. 


{ES AFB (3 value distribution theory 法 
théorie de la distribution des valeurs 4 Wertver- 
teilungstheorie {À теория распределения значений 
日 WAHA) 函数 jx) 取 某 个 值 w 的 点 z 的 
分 布 状态 , 称 为 它 的 值 分 布 (value distribution), 
对 于 函数 f(x), 如 果 知 道 了 使 fO = v 的 = 
的 分 布 , 当然 也 就 明白 了 f(z) 的 性 质 . 通常 说 
到 “ 值 分 布 理 论 "时 , 以 复 解析 函数 f(x) 作为 对 
R. 1 

【历史 】 当 1(z) 是 超越 整 函 数 ' 时 , Weier- 
stan 定理 断言 ,包括 oo 在 内 的 所 有 值 ,是 IG) 
在 无 穷 远 点 处 的 聚合 ?。1879 ££, E. Picard fE 
出 了 巨大 的 改进 :最 多 除去 一 个 有 限 值 外 ,对 于 
所 有 有 限 值 w, 超 越 整 函 数 .f(x) 都 具有 无 穷 多 
个 w 点 《Picard EFE). Е. Borel 使 之 精密 化 ， 
而 G. Julia 揭示 了 Julia 方向 + 的 存在 (一 超越 整 
函数 , 亚 纯 函数 )， 此 外 J. Hadamard, С. Valiron 
等 在 值 分 布 理论 中 也 取得 了 许多 成 果 . 其 中 最 
KRR, 是 1925 年 由 R. Nevanlinna 发 表 的 
关于 la| < R < oo 内 的 亚 纯 函 数 的 所 谓 
Nevanlinna 理论 ， 它 把 在 此 以 前 所 得 到 的 结果 
统一 了 起 来 (~ 亚 纯 函数 )， AAR KA, L. 
У. „Ahlfors 明确 了 Nevanlinna 特征 函数 T(r) 
的 几何 意义 。 1935 Æ, Ahlfors 更 用 拓扑 的 方 
法 ,建立 了 履 盖 面 的 理论 , 作为 它 的 应 用 , 得 到 
了 Nevanlinna 理论 和 关于 亚 纯 函 数 的 其 他 许多 
结果 ， 由 这 个 理论 还 辨 明了 Picard 例外 值 的 个 
数 2 的 拓扑 意义 。 它 是 与 球面 的 Euler REM 
一 2- 相 联系 着 的 。 HSelberg 建立 了 关于 代数 
体 函数 的 值 分 布 理 论 ， 使 在 代数 体 函数 中 对 应 
Picard 定理 的 С. Rémoundos 定理 精密 化 . 

【一 般 域 上 的 值 分 布 理 论 】 定义 于 一 般 域 
RF Riemann 面 上 的 亚 纯 函数 的 值 分 布 > 受 到 
ао С вао Е) R 
Riemann. 面 的 型 (~> Riemann II) 的 巨大 影响 . 
Jui. RAAT HAY Picard 型 定理 : 具有 对 数 


容量 ?为 零 的 奇 点 集 的 单 值 亚 纯 函 数 , 在 每 个 奇 
点 的 邻 域内 ,最 多 除去 属于 对 数 容量 为 零 的 Fe 
集 的 值 外 。 取 所 有 的 值 无 穷 多 次 (G. af Hall- 
str5m- 急 谷 俊 司 定理 )， 关于 一 般 的 奇 点 , 根据 
聚 值 集 的 研究 可 以 讨论 值 的 分 布 (一 RAR). 
为 了 推广 Nevanlinna 理论 到 一 般 域 或 Riemann 
面 的 情形 ， 我 们 用 实 参数 "来 表示 一 般 域 或 
Riemann 面 的 近似 , 并 定义 计数 函数 ' (一 亚 纯 
函数 )。 Hallstram 用 对 于 对 数 容量 为 零 的 紧 集 
Е ff) Evans 位 势 "(=)( 即 对 应 互 上 总 质量 为 1 
的 正 质量 分 布 上 的 位 势 ， 它 当 z 趋 于 五 的 任 一 
点 时 趋 于 +оо), HR D, = {zjz(*) < r) 作为 
E 的 补 集 DD 的 近似 ,建立 了 在 D 内 亚 纯 的 函数 
的 值 分 布 理 论 。 由 此 ，Picard 例外 值 的 个 数 不 


超过 2 + ARS E= lim ap FED, РО) = 


f Ar)ar， 其 中 mr) 是 D, 的 Euler 示 性 数 


(Haillstram- 直 正 次 定理 )， 关 于 Riemann 面 上 的 
亚 纯 函数 的 值 分 布 理论 , AMR, L. Sario 
等 的 研究 .Sario 对 于 从 Riemann ifj9t Fi) Riemann 
i 6 的 解析 映射 , 在 6 上 适当 地 赋予 (对 人 迫近 
函数 ' 的 定义 是 必要 的 ) 度量 ,成 功 地 推广 了 
Nevanlinna 的 理论 。 

在 一 般 域 的 Nevanlinna 理论 方面 ,为 了 得 
到 具体 的 结果 ,有 时 必须 在 函数 上 设置 条 件 , 例 
如 ,Hallstr6m- 坟 定理 中 专 为 有 限 的 条 件 。 但 相 
反 地 确定 不 在 函数 上 设置 任何 附加 条 件 而 能 得 
到 某 种 结果 的 域 ， 这 在 值 分 布 理 论 中 也 是 一 个 
重要 的 观点 ， 上 面 的 Hällström- USERE HE 
一 例 。 虽然 这 个 定理 中 例外 值 的 集合 ,一般 地 
不 能 代 之 以 比 对 数 容量 为 零 的 F。 集 更 小 的 集 、 
但 我 们 有 下 面 的 定理 ; uk E A Cantor 集 ', 1, Ë: 
在 定义 E 时 经 过 "次 操作 所 剩 下 的 线段 的 长 ， 
4 &, — 21/1... 则 以 E 为 奇 点 集 的 任意 单 值 
ЗУРНА BUN Picard 例外 值 的 个 数 ,车 img, =0, 


就 不 超过 3; 若 &„ o(52), 就 不 超过 20 (L- 
Carleson- ABA). 

有 一 些 结果 表明 了 Nevanlinna 例外 值 ' 同 
函数 的 阶 或 渐 近 值 之 间 的 关系 。 此 外 , 对 于 高 


维 流 形 上 的 解析 映射 ，S. S. Chern (WE F) 
等 正 试图 推广 Nevanlinna 的 理论 . 
Са] (U RM, mS, Hw, 1954712] A. 


Dinghas, Vorlesungen über Funktionentheorie, Springer, 
1961; (31 L. Sario, Value distribution under analytic 
mappings of arbitrary Riemann surtaces, Acta Math., 109 
(1963), 1—10; [4] К. Matsumoto (HEMA), Exis- 
tence of perfect Picard sets, Nagoya Math, Je, 27 (1966), 
213—222. [5) MER. REM S ROM Жс TS 
一 定理 ,数学 . 16 (1965), 195—202:[6] W. К. Hayman, 
Meromorphic functions, Clarendon Press, Oxford, 1964; 
(7] L. Sario-K. Noshiro (能 代 清 )，Value distribution 
theory, van Nostrand, 1966.: [8] 5%, 值 分 布 理论 及 其 
新 研究 ,科学 出 版 社 ，1982. 


FMM [HK cluster set 法 ensemble d’accumu- 
lation Ж Haufungsbereich А производное 
множество A 集 积 值 集合 1 设 D 是 复数 平 
面 上 任意 的 域 , 是 它 的 边界 , 是 包含 于 内 
的 完全 不 韦 通 闭 集 ，w = (=) EXE DAB 
单 值 亚 纯 函数 *， 这 时 ， 对 于 的 每 个 点 z, 可 
在 w 复 数 平面 (或 复数 球面 ) 上 定义 与 映射 
w = G) 相 联系 的 如 下 的 点 集 ， 
1) ШЖК. UM 使 得 
ep, Kas) 一 ay 

则 这 样 的 值 < 称 为 Kz) 在 ae 处 的 一 个 聚 什 
(cluster. value), CHE Colf, z) 称 为 了 在 
ИШИНЕ RE, ШН MAAR BI 
称 为 内 部 桶 值 集 Сопат closer sec): 它 是 非 空 
闭 集 , 但 不 一 定 是 连通 的 . 

2) 边界 聚 信 集 。 若 存在 属于 T la) 
СГ E — (а) WAR (С) тео PHL 
点 列 Go.) , 使 得 “ 

Q3 weCo(f, Lads, 
则 这 样 的 值 "的 集合 称 为 Kz) 在 处 的 边界 
聚 值 集 (boundary cluster за), fe. Cif, 20) 
(或 Cr-a(f,z0))， 它 们 都 是 闭 集 , 且 恒 有 “ 

со) C Cfi) С Cif zo). 
diner — E R oÈ ERMA M Cru, 
zo) = Cis). Cis 20) (BE Cr- 1. za)) Ж 
空 集 等 价 于 o EMA RA GR s ET — E 
的 外 点 ). 

3) 值 的 范围 在 zo BRA (C=) 无 穷 次 
地 取 到 的 值 ,即使 得 

2.60, 


2,— во, 


w, >a, 


Kz.) = 


Za 9 209 
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HJI а 的 集合 Ro(f。zo)， 称 为 值 的 范围 《range 
of values). GAE G, Ж'. 

4) 新 近 值 集 。 设 so。 是 DD 的 可 达 ' 边 界 点 ， 
In ROS = EDA zo 2975 FG EAR HIM 
于 zott, (Ce) 收敛 到 =， 则 这 样 的 值 < 称 为 地 
在 zo 处 的 渐 近 值 《asymptotic value), 渐 近 值 的 
全 体 所 成 的 集合 (со), 称 为 f 在 so 处 的 渐 
ЯНЕ (set of asymptotic чае). Эй зо ЮЛЯ] 
达 边 界 点 时 ,约定 Alz) HER. 

【对 于 对 数 容量 为 零 的 集合 的 聚 值 集 】 在 
本 节 内 ， 设 五 是 包含 于 域 忆 的 边界 了 内 的 对 数 
容量 ' 为 零 的 闭 集 , zoE E. Ф 

9 = C,(f,z.) — Cr-e(f,20). 

H a € O Ë AC) 在 so 的 某 个 邻 域内 的 例外 值 ， 
则 或 者 = 是 了 在 z 处 的 渐 近 值 , 或 者 存在 收敛 
到 am 的 点 列 x。e 已 ,使 得 “是 f 在 每 个 5 处 
的 渐 近 值 (能 代 清 ,1937)， 此 外 , 如 果 z 属于 
r— ERA, 则 2 是 闭 集 ，2 一 Rolz) H 
对 数 容量 是 零 (也 包括 空 集 的 情形 )( 直 正 次 ， 
1943). 这 些 定理 相当 于 Iversen 定理 "的 推 
Fe 

若 E 只 包含 于 边界 T 的 一 个 分 支 To 内 ，z。 
属于 T — E 的 闭 包 ,9 非 空 , 则 对 2 的 每 个 分 
支 0,, 最 多 除去 两 个 例外 值 ,w 一 (Ce) 在 xo 的 
RAR 0, 中 所 有 的 值 无 穷 多 次 (能 代 ,1950). 
特别 是 , nt f 在 x。 的 一 个 邻 域内 有 界 , 则 例 
外 值 最 多 只 有 一 个 .如 果 巨 的 每 个 点 属于 由 至 
少 含有 两 个 点 的 连续 绕 ' 所 成 的 边界 分 支 内 , B. 
9 非 空 , 则 同 祥 的 结果 成 立 (M，Herve，1955)。 
但 是 一 去 掉 关 于 E 的 假定 ， 这 个 结果 就 不 一 定 
成 立 (AMAR, 1960)。 这 个 结果 是 只 由 
一 个 点 s AREA Beurling-25 7) 定理 (功力 
金 二 郎 , 1940) 的 推广 ,也 是 孤立 本 性 奇 点 处 的 
Picard 定理 ?的 一 般 化 . 

【单位 圆周 上 的 聚 值 集 】 在 本 节 内 , D 
是 单位 贺 盘 { |z| < 1), zs 一 “所 是 单位 圆周 了 
上 的 一 个 点 。4 是 了 上 含有 HFM, EEE 
3€ ECA 的 一 维 测度 为 零 的 集合 ,对 4 一 EE 
的 每 个 点 = = e^ 任 作 一 条 以 它 为 终点 的 位 于 
DD 内 的 简单 弧 As, 令 Cu( 记 ce) 为 满足 =vc4ey 
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zee”, Ken) al ad. M,Z 
С, её) MEF (4 — E) {lz — | < r) 
的 所 有 ”的 并 的 闭 包 , 如 果 用 一 般 的 边界 聚 
值 集 

Ci 2) = [\ м, 


En 


来 代替 边界 取信 集 Cr-f» z0), 则 与 上 节 各 结 
果 类 似 的 结果 也 成 立 ， 此 外 , 关于 单位 圆 内 的 
亚 纯 函 数 的 聚 值 集 ，F，BagemihL-W. Seidel, E. 
Е. Collingwood, O,.Lehto-K. І. Virtanen 等 人 
得 到 了 许多 有 趣 的 结果 . 

上 述 聚 值 集 的 定义 ， 对 于 完全 任意 KB 
定 全 纯 性 及 连续 性 等 ) 的 映射 o = (z) 也 能 适 
FA. ,如 果 存在 单位 贺 D 内 的 两 条 简单 弧 A, Ay, 
其 终点 都 是 D 的 边界 点 z 一 es 使 得 

Cae )0 CA e?) = os 

则 称 z = e? X f HOME RR. (ambiguous. point), 
Bagemibl 证 明 ， 单 位 加 内 任意 复 值 函数 的 歧 点 
最 多 是 可 数 个 (12])， 在 相同 的 条 件 下 , 使 
Cof, e#) * CH, e?) 的 e* 最 多 是 可 数 个 
《Collingwood，1960)， 这 个 结果 也 显示 了 引进 
上 述 一 般 边界 聚 值 集 CF-s《j,20) 的 重要 性 . 

【历史 】 聚 值 集 的 理论 ， 本 来 起 源 于 解析 
函数 在 本 性 奇 点 邻 域内 的 值 分 布 理论 ， 它 的 系 
统 的 研究 , J Jr Eh F 1920 年 左右 F. Iversen, 
W. Gross 的 结果 。 继 而 Seidel, J. L. Doob, M. 
L. Cartwright, A. Beurling 等 作出 了 重要 贡献 , 
而 1940 EAE WI, ALR EKER, 
DIN MERT, it, ERER MYR, 
进行 了 许多 研究 。 然 而 许多 结果 可 以 推广 到 伪 
解析 函数 ,如 果 进 一 步 观察 Bagemihl RFRA 
的 结果 等 ， 就 可 看 出 迄今 已 知 的 聚 值 集 的 某 些 
性质 ， 似 乎 不 一 定 是 解析 映射 所 特有 的 《[2]， 
[4). 另 一 方面 ,可 以 推测 ,把 来 值 集 理 论 推广 
到 开 Riemann 面 之 间 的 解析 映射 的 情形 , 当 是 
今后 的 一 个 有 起 课题 


(£] [1] K. Nosbiro (88407), Clases sets, Erg. 
d. Math., Springer, 1960; [2] F. Bagemibl, Curvilioear 
cluster sets of arbitrary functions, Proc. Nat. Acad. Sci. 
USA, 41 (1955), 379—382, [3] RE GEREKA, 岩 
di. 1954; [4] E. Р. Collingwood-A. J. Lohwater, The 
theory of cluster sets, Cambridge, 1960. 


代数 函数 (3 algebraic function 法 fonction 
algébrique Ë algebraische Funktion f& алгеб- 
раическая функция A 代数 天 数 ] 以 复数 为 
系数 的 二 元 不 可 约 多 项 式 构成 的 方程 Maz， 
ш) 一 0 所 确定 的 (多 值 ) 解析 函数 ' we), 称 
Ecl 

《历史 和 研究 方法 】 代数 函数 论 开始 于 十 
九 世 纪 初 C. Е. Gauss, N. Н. Abel 和 C. G. 
J. Jacobi 等 人 关于 椭圆 函数 ' 的 研究 ， Bü d 
B. Riemann, K. Weierstrass 关于 函数 论 基础 的 
确立 , 它 就 形成 了 完美 的 理论 . š 

方程 Kz,w) = 0 确定 了 以 >, w 为 ( 非 齐 
次 ) 坐 标的 二 维 复 射影 空间 ' 中 的 曲线 、 从 这 个 
角度 来 研究 的 ,开始 于 Riemann, A. Clebsch 和 
P. Gordan 等 人 , 经 过 A. Brill, М. Nocther 和 
意大利 学 派 (F. Severi, C. Segre 等 )， 和 今天 
的 代数 几何 理论 联系 了 起 来 (一 代数 几何 ， 代 
数 曲 线 ). 

满足 方程 Kz,w) 一 0 的 函数 元 素 !w(s) 的 
全 体形 成 一 个 复 流 形 * R, 这 是 一 个 紧 Riemann 
m’, 即 所谓 闭 Riemann Mi. KA 2(р), (р) 
(реж) AR ЕРШЕ, ПОН rH к 上 所 有 
亚 纯 函数 构成 的 域 Kw 是 复数 域 C 上 的 单 变量 
代数 函数 域 ', 且 К„ 一 CCz,w). 反之 , 设 给 了 
闭 Riemann Hi R, 则 Ka 为 C 上 的 单 变量 代数 
函数 域 ', ЗЕН н K, 一 C(z, w) г, Brill 
足 的 方程 F(z,w) = 0 的 不 可 约 多 项 式 P 按 上 
述 方式 所 确定 的 Riemann MAR RAG. 再 
者 ,由 方程 P, = 0, P, = 0 确定 的 两 个 Riemann. 
Hi Ka,» Ka, 保 角 等 价 的 充分 必要 条 件 是 , 存在 
Ka, fü Kx, 之 间 的 使 C 的 每 个 元 均 保持 不 变 的 
同 构 , 这 等 价 于 存在 代数 曲线 P = 0 f P, = 0 
之 间 的 双 有 理 变换 '， 这 种 把 代数 函数 作为 
Riemann 面 上 的 函数 来 研究 的 所 谓 " 解 析 方 法 ”， 
ЈУ Riemann 的 基本 思想 , 它 由 F. Klein, D. 
Hilbert 等 人 所 继承 ,进一步 由 Н. Weyl 在 [4] 
中 整理 成 完美 而 严密 的 形式 . 

任意 给 定 复数 域 C 上 的 单 变量 代数 函数 
BK, 以 它 的 素 除 子 "的 全 体 作为 各 , 引入 适当 
的 拓扑 和 解析 结构 , 只 就 成 为 闭 Riemann iff, 


并 且 其 上 的 Ke 和 给 定 的 天 一 致 。 通过 代数 函 
BUR С(2, w) 来 研究 代数 函数 的 “代数 方法 ”， 
开始 于 上 世纪 末 J. W. Dedekind 和 H. Weber 
的 研究 , 随 着 本 世纪 中 抽象 代数 的 发 展 ,这 个 方 
法 取得 了 包括 一 般 系数 域 和 多 变量 代数 函数 理 
论 在 内 的 许多 成 果 。 特别 是 认识 到 了 代数 函数 
论 和 数论 之 间 的 类 似 之 处 、 因 而 也 促进 了 数论 
本 身 的 发 展 . 

， 闭 Riemann 面 只 的 万 有 覆盖 面 ' 狗 ， 根据 
唯一 性 定理 , 当 抽 的 亏 格 ' g 为 0, 1 或 过 2 时 ， 
可 以 分 别 保 角 有 映射 为 Riemann. 球面 ,全 有 限 平 
面 或 单位 圆 REFR). MERRE G 由 
在 各 中 没有 不 动 点 的 线性 分 式 变换 所 组 成 , 它 
是 纯 不 连续 + 的 , 且 基本 域 是 紧 的 ， 反之, 从 上 
述 三 类 域 D 和 满足 上 述 条 件 的 某 个 群 G 所 得 到 
AYR = D/G 是 闭 Riemann 面 ,而 D 就 是 以 G 
为 覆盖 变换 群 的 名 的 万 有 和 覆盖面, 只 上 的 亚 纯 
函数 可 表示 为 在 旬 上 亚 纯 的 关于 G 的 自 守 函 
We; Eg m 0, MG = (1), % =R, НК, 
有 理 函数 域 ; 若 g 一 1， 则 K, HAAR W SR. 
从 自 守 函数 的 角度 研究 代数 函数 ， 开 始 于 H. 
Poincaré, F. Klein FA, Ж, 多 变量 的 自 守 
函数 也 受到 重视 ，C. L. Siegel 等 人 在 这 方面 
取得 了 显著 成 就 . 自 守 函数 从 数论 角度 看 也 是 
重要 的 ，E. Hecke, M. Eichler, GAH MBS A 
的 研究 是 应 该 重视 的 (一 自 守 函数 ， 复 数 乘法 
ie). 

ЧЕЗ РЕС 
方法 .关于 两 个 变量 的 代数 函数 论 一 [10]. 

(Abel 微分 】 闭 Riemann Ti R LAV fk 
分 形式 + o, WIRE R 上 的 每 个 点 的 邻 域 内 能 
用 局 部 参数 z 表示 为 0 一 a(z)dz (a(z) 为 = 
的 亚 纯 函 数 ')，o 就 称 为 Abel 微分 (Abelian 
differential)， 其 中 a (z) 在 每 个 点 的 邻 域 内 都 全 
纯 的 , 称 为 第 一 种 (first kind) Abel 微分 ; a(=) 
虽 有 极点 而 残 数 均 为 零 的 , 称 为 第 二 种 (second 
kind) Abel 微分 ; 其 余 的 称 为 第 三 种 (third 
kind), Abel 微分 . ой Ея EB) UR 
жо, 

Abel MARKERA wo m |” о (其 


代数 函数 797 
中 po RE o MRA) 称 为 Abel R4 (Abelian 
integral)。 第 一 种 ,第 二 种 第 三 种 Abel 微分 的 
积分 ， 分 别称 为 第 一 种 、 第 二 种 、 第 三 种 Abel 


积分 . я ыо" EUR | o gon 


oF YAMR (period). WMF Riemann H R 
的 亏 格 为 1, WR 上 的 Abel MH HR 
分 (dlliptic integral)， 例 如 定义 方程 P(z,w) 二 0 
关于 w 是 二 次 ,而 关于 = 是 三 次 或 四 次 时 ,就 是 
这 种 情形 .又 当 具 有 一 般 亏 格 z 的 只 上 存在 具 
有 两 个 极点 的 亚 纯 函数 时 ， 即 P 关 于 w 为 二 次 
时 , ® 就 称 为 超 柚 贺 的 〈hyperelliptic)， 这 样 的 
Riemann 面 上 的 Abel 积分 称 为 超 椭圆 积分 
(hyperelliptic integral). 

CLV, BARR ТНВ — Re Abel 微分 所 形 
成 的 C 上 的 线性 空间 ， 对 于 员 的 任意 一 维 闭 


链 ' os 存在 叭 一 的 w。 € V, BERE Re] emu 


( 右 端 表示 a 和 7 的 相交 数 ') 对 于 所 有 一 维 闭 
链 7 都 成 立 ，w。 也 可 刻 划 为 V, 中 使 


[eA #0, tei fo 


对 所 有 © € F。 都 成 立 的 元 。 对 于 作为 负 的 一 
维 整 系数 同调 群 ' 的 基 的 闭 链 mm， - a, 所 得 到 
的 Reo, G — 1, 28)， 是 和 上 所 有 调和 
微分 所 成 的 实数 域 上 的 线性 空间 V, 的 基 ， 也 
是 实数 域 上 空间 .{Rewjoe V.) 的 基 ， 从 而 有 
dimc И, =g, бта V, = 2g. 

这 样 , R ii R 上 的 Abel 微分 所 成 
的 空间 之 间 有 密切 的 关系 (一 调和 积分 ). 

设 m,……* ,ms 为 一 维 整 系数 同调 群 的 任意 
一 个 基 , os ++, o, AVEC ЕКЕЖ + 


基 , 以 |，w 28 Cin i) fB E tb ЖЕТИ 


£ X 2g 矩阵 O, 称 为 周期 矩阵 (period matrix), 
关于 另外 的 (a) 和 (ww) 的 周期 矩阵 为 40M; 
其 中 4 为 8 阶 正则 复 矩 省，M 为 行列 式 等 于 
土 1 的 ?8 阶 整数 矩阵 反之 ,两 个 亏 格 相同 的 
Riemann 面 ， 如 果 它 们 具有 可 按 上 述 关系 变换 
OGRE. BEER ISS Oh (Torelli £ 
389). 在 复 z 维 线性 空间 C: 上 考虑 2 的 28 个 
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列 向 量 所 生成 的 子 群 , 仍 把 这 个 子 群 记 作 O. h 
于 它 的 秩 为 2g 且 为 固有 不 连续 ,所 以 可 定义 群 
HE C:/Q.， 它 在 不 计 员 的 解析 同 构 的 意义 下 
是 唯一 确定 的 , 称 为 买 的 Jacobi $£ (Jacobian 
varicty)， 再 者 ,利用 第 二 种 和 第 三 种 Abel 微分 
也 可 类 似 地 引进 广义 Jacobi $& (generalized 
Jacobian variety) (一 代数 曲线 ). 

‚ [Riemann-Roch 定理 】 名 上 的 除 子 (divisor) 
是 指 整 系数 0 维 链 !: b — X пр Cp ER, n A 
整数 )。 特别 地 ， 如 果 在 约 简 了 的 表示 式 中 
n, = 0, WEK o 为 整除 子 (integral divisor) BRIE 
PRF (positive divisor). ЯЖ A p Hm = 1 
ff 3⁄ MER Е Ф F (prime divisor). Ar i> 
为 亚 纯 函数 了 或 Abel 微分 的 除 子 是 指 , Up.) 
是 它 的 全 部 零点 和 极点 ， 且 若 р, 为 零点 , W n, 
为 其 除数 , 车 p 为 极点 , 则 一 m1 为 其 阶 数 。 R 
上 的 所 有 除 子 构成 Abel BED, 而 所 有 亚 纯 函 
数 的 除 子 ( 称 为 主 除 子 〈principal divisor) 构成 
®й— 1 ERB. BB D/K RF ЖЕ 
(divisor class group)， 而 它 的 元 称 为 除 子 类 
(divisor class)， 所 有 Abel 微分 的 除 子 组 成 一 个 
除 子 类 ， 这 个 类 称 为 标准 除 子 类 (canonical 
divisor class) 或 微分 除 子 类 (differential divisor 
class). RFA DHIRI (degree) deg D 和 维 数 
(dimension) dim D 定义 如 下 : deg D = Xm, 
dimD = dime (f1f 为 亚 纯 函 数 ,(f MRF) +d 
HRT}. ОКВ RA d= X np € D 
的 取 法 ., 例如 , 主 除 子 类 的 次 数 为 零 . 

使 用 上 面 的 术语 , Riemann-Roch 定理 可 
ЖОВ: WFA Riemann 面 只 上 的 任意 除 子 
类 也 和 任意 整数 ,有  ， 

dim(D+aW)— dim(—D — (1 — n)W ) 

= deg D + (2n — 1Xg — 1), 
这 里 WW 为 标准 除 子 类 ,而 8 RNS E fü 
数 曲 线 ). 

从 这 条 定理 可 推出 下 面 的 事实 :1)deg W = 
2g —2. 2) 所 有 全 纯 不 变 微 分 形式 рат СЕ 
确 地 说 是 二 阶 解析 张 量 ， 称 为 二 次 微分 〈qua 
dratic differential)) 组 成 的 复线 性 空间 的 维 数 为 
0 GE g-0, 1G g7 D, 38 3C p 2). 


3) 对 于 p € t, 如 果 不 存在 以 ”为 四 阶 极点 而 
在 其 他 点 处 为 全 纯 的 函数 ， 则 称 一 为 ?的 间 阶 
fü (вар value). Же == 0, 则 任何 点 都 没有 间 
阶 值 ， 若 > 1, 则 每 个 点 ? 恰 有 * 个 间隙 值 ， 
但 此 时 p 也 有 一 个 非 间 隙 值 m < g + 1; 间隙 
值 为 1, 2, …, g 的 点 PER MAE A, ЖБ 
点 称 为 Weierstrass 点 (Weierstrass” point), 
Weierstrass ARJAN > 2g + 2 ifj < (g — 1)- 
g(8 十 1). 4) їй f E % ЖЯ, 
如 果 对 于 所 有 一 维 整 系数 闭 链 r, Or ) 都 同调 
F 7, Ws 只 能 是 便 等 映射 ， 再 者 , SERI 
的 闭 Riemann 面 只 到 它 本 身 的 保 角 映 射 只 能 
有 有 限 个 ,其 个 数 不 超 过 84 (g 一 1). 

[Abd 定理 】 次 数 为 零 的 除 子 " HERF 
的 充分 必要 条 件 是 它 可 表示 成 一 87, 这 里 7 


是 使 得 | ¿— 对 于 所 有 we V, 都 成 立 的 一 


维 链 '， 这 个 命题 称 为 Abel 定理 . 
给 了 次 数 为 零 的 除 子 类 DD 时， 对 于 任意 的 
一 维 闭 链 o, 
XD) = exp (24V —1 Re (o) 


是 确定 的 , 它 不 依赖 于 DED URE b = 87 的 
THAR, 这 是 在 一 维 整 系数 同调 群 " 上 定义 
的 特征 标 +, 称 为 积分 特征 标 (integral character), 
反之 ， 同 调 群 上 的 特征 标 总 可 表示 为 某 个 D 
的 积分 特征 标 。 用 这 个 概念 ，Abel 定理 可 叙述 
Ж: 也 为 主 除 子 类 的 充分 必要 条 件 是 x.(D)= Y 
对 所 有 а 都 成 立 ;这 个 事实 表明 ,所 的 一 维 整 系 
数 同调 群 和 员 的 次 数 为 零 的 除 子 类 的 群 (赋予 
后 者 以 紧 拓扑 ) 是 关于 积分 特征 标 在 Понтрягин 
意义 下 互相 对 偶 的 拓扑 Abel BEC 拓扑 Abel 
Et). X: Abel 积分 和 Jacobi HAIR A HH 
是 Jacobi 3a] , Abel BAI, Riemann Ө 函数 ) 
— Abel 得 [解析 理论 ]. 

[Riemann 面 的 参 模 】 用 M, 表示 亏 格 为 
E 的 闭 Riemann 面 的 保 角 等 价 类 的 全 体 , m( g ) 
相应 地 表示 0 (34 g 0), 1 (% go 1), 38 一 3 
(g> 2). Riemann (1857) 提出 , 能够 用 称 
ABM (modulus) 的 me) 个 复 参数 来 表示 М, 
的 点 ,不 过 他 没有 严格 地 论述 理由 。 对 于 在 MM。 


内 引进 自然 拓扑 和 mCg) 维 复 解析 结构 有 各 种 
论述 ， 这 里 说 明 一 下 О. Teichmüller ([15], 
[16D, L. V. Ahlfos ([11], [12]), L. Bers 
([13,141) 等 人 的 方法 。 另外 还 有 代数 几何 
方法 (一 代数 曲线 ). 

在 g 一 0 的 情形 ,因为 M, 仅 由 一 点 组 成 ， 
所 以 是 不 成 问题 的 ， 取 定 一 个 > 1 的 闭 Rie- 
mann 面 Ro, 对 于 亏 格 为 8 的 任意 闭 Riemann 
HR, BEG RAR 3 9t EMRE A 
А НТЕС, н), C, HYRIT 
(R, H') 保 角 等 价 定义 为 同 伦 类 万 HH 一 含有 一 
ARIA RIGS R, H) 的 全 体 T, Fr 
为 (以 Ro 为 中 心 的 ) Teichmüller 空间 《Tei- 
chmaller space). i 9, 为 Ro 到 它 本 身 的 保持 定 
向 同 胚 的 同 伦 类 的 群 , 则 € 9, MR, Н) 一 
(R, Hn) Ú SB T, Юй, н Hew A T,/ 
$, = M, 9, 中 诱导 出 恒 等 映 射 的 元 的 全 体 
Sp He 之 3， 就 只 合 有 单位 元 , 若 g 一 1, 2， 
则 它 是 二 阶 正规 子 群 .以 下 就 g > 2 来 阐述 . 当 
8 一 上 时 ,需要 一 些 技巧 性 的 变形 ,然而 能 够 平 
行 地 进行 讨论 ， 所 得 结果 和 TT, 为 上 半 平面 而 
91/9, 为 模 群 的 情形 是 相同 的 . 

把 Ro 上 满足 上 可 测 且 all. < 1 的 不 变 微 
分 形式 ndzds^ 的 全 体 记 作 BCR). MT ER 
的 pE В(%„), ЖД (R, H), (Te FEB 
St € HR hs == uh. (一 ORBE). R, 
H) 只 由 4 决定 而 与 4 的 选取 无 关 , 对 应 

дє BCR) > (RH) €T, 
为 满 射 。 其 次 ,用 OCR) 表示 Ro 上 的 全 纯 二 次 
微分 的 全 体 , 作 对 应 
HE BCR) — p € OC Ro) 

如 下 : 设 UC 上 半 平 面 ) 为 %‰ 的 万 有 覆盖 面 '， 
G 为 覆盖 变换 群 ,那么 4 就 能 够 在 U 上 来 考虑 . 
令 它 在 U*( 下 半 平 面 ) 上 = 0 而 扩张 到 整个 平 
面 ， 考 虑 从 全 平面 到 它 本 身 的 满足 丰 一 of. BS 
拟 保 角 上 映射 j。 因 为 在 U* 上 是 全 纯 的 , 于 是 
就 可 以 作 Schwarz FRI d= (f, z), ERA 
R “шш” U*/G 上 的 全 纯 二 次 微分 . 要 求 的 
ФЕЙ be) = 3) 所 给 出 ,已经 验证 ， 
两 个 上 诱导 相同 的 9 当 且 仅 当 对 应 于 上 的 是 祖 


代数 函数 799. 


同 的 (名 ,H)， 从 而 就 得 到 单身 
(RH) € T, > p € OCH). 
由 Riemann-Roch 定理 ,可 以 认为 098) Ce, 
BALA NAS T АЧКА 
T,c C, 

能 证 明 T, 形成 域 , 于 是 由 上 就 引进 了 Т, 
的 拓扑 和 mC e) 维 复 解析 结构 。9y 成 为 固有 不 
连续 的 解析 变换 群 , 从 而 M, 就 成 为 m(g) 维 的 
正规 解析 空间 "; 然 而 ， 它 (8 > 2 时 ) 并 不 成 为 
RE. Ba T, BOO nA hun. 

设 (es ons me) 是 g PRO RUI ER В 
一 维 同调 基 ， 使 得 相交 数 为 《i, a) = (з, 
щы) =0, (а, а.) = 84, 4,17 їз t А 
任意 给 定 б, Hye T,, HERRF AWK 
Hu， Hon BA V, RIRE wors +*+, o, (具有 性 


Bi | = os) жо, WOLT, E 


的 全 纯 函数 。 此 外 ,上 面 引进 的 Teichmüller 25 
间 的 解析 结构 是 使 周期 矩阵 成 为 全 纯 函 数 ( 关 
于 上 面 定义 的 拓扑 ) 的 唯一 解析 结构 。 

在 T, 中 可 引进 自然 Kahler. 度 量 !,， ЕТ, 
的 情形 (把 它 看 作 上 半 平 面 )， 它 正 是 Poincaré 
度量 .这 个 度量 的 Rici 曲率 + 全 纯 截 面 曲率 ? 
和 纯 量 曲率 * 都 是 负 的 . 

采用 极 值 拟 保 角 映 射 "在 T。 中 引进 完备 距 
离 ,就 能 给 出 T, 到 OCR) 上 的 一 个 (与 上 面 所 
用 的 对 应 不 同 的 ) 同 胚 。 根 据 后 者 就 可 证 明 T, 
和 实 2mCg) ВА, 

上 面 M, 的 覆盖 空间 7, 是 着 眼 于 同 伦 来 
得 到 的 , 而 W. L. Baily 的 方法 则 可 说 是 着 眼 
于 同调 的 . 
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Riemann 面 [3 Riemann surface 法 surface 
估 Riemannsche Fläche {Ñ pima- 
нова поверхность Б 一 了 > 面 ] 【定义 】 
对 于 在 平面 域 上 定义 的 多 值 解析 函数 (, 将 定义 
域 适当 地 改变 ， 使 所 给 函数 可 以 看 作 其 上 的 单 
值 解析 函数 的 一 般 域 ， 就 是 由 Riemann 引进 
的 以 他 的 姓 命名 的 Riemann 面 。 例 如 , 设 w 是 
BER, Hike = Ke) = v 的 反 函数 w= 
e) = V z , 00) = 0, gC) = oo, HF 
z яе 0,00, 有 两 个 ww 的 值 满足 z(a) = o. 现在 
ik z = ге (r > 0, 0 < 0 < 2х), 则 与 它 对 
BA A o= re 和 ww 一 V7 
Onto, 现在 ， 将 两 个 复数 平面 mm 从 原点 
到 无 穷 远 点 沿 实 轴 正 半 轴 剪 开 ， 再 沿 切口 将 m 
与 二 交叉 连接 作成 面 R, 则 除 原点 和 无 穷 远 点 
外 ,R 局 部 同 胚 于 平面 ,而 在 原点 和 无 穷 远 点 的 
连接 状态 如 图 1， 对 于 = = 0, со, 在 ma m A 
分 别 有 点 zo zz 它们 具有 相同 的 坐标 =。 如 果 
使 w 对 应 于 zo 对 应 于 zo B| w 一 Vz 在 
这 样 的 面 R 上 是 单 值 的 ，wi 是 z 的 全 纯 函数 ， 
是 s4 的 全 纯 函 数 .这 样 的 R 称 为 由 w 一 V = 
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确定 的 Riemann iii, 
基于 上 例 那 种 设想 来 给 出 Riemann 面 的 精 
确定 义 , 最 早 是 由 H. Weyl 和 T. Radó 给 出 
的 .有 几 种 互相 等 价 的 定义 ,而 通常 的 定义 则 有 
如 下 述 : AREN Hausdorff 空间 ' 尺 的 开 
AE U 和 从 器 到 平面 域 的 拓扑 映射 ww 的 组 (U， 
ww) 所 形成 的 集合 ,满足 下 列 两 个 条 件 : 1) R 一 
U U; 2 SEV = U, П 0, D Е 


wager 
Ж. (01, buds (Un bu) EA, Фи, ° 0! 总 是 从 
de (V ) 的 各 个 连通 分 支 到 Фо CV ) 的 相应 的 连 
通 分 支 的 保持 方向 不 变 的 保 角 了 映射"。 两 个 这 
样 的 集合 9, 91, SHEA, U % 也 满足 上 述 
1),2) 两 个 条 件 ， 这 样 的 & 的 等 价 类 (st) 称 为 
及 上 的 一 个 保 角 结 构 (conformal structure) 或 解 
析 结 构 (analytic structure), 连通 Hausdorff 空间 
RAVE LAR fadt (A) ТАО я (К, 
(3) #0 Riemann BH, КЮТЕ B9 Ж 9 fa) 
(base space), (A) 称 为 它 的 保 角 结构 .在 这 种 意 
义 下 的 Riemann 面 有 时 特别 地 称 为 抽象 Rie 
mann if (abstract Riemann surface)， 它 是 复 一 
维 的 复 解 析 流 形 '*， 对 于 属于 Ae QO 9 (0, 
do). 称 它 ( 有 时 也 指 U A DOS ETC 
(analytic neighbourhood), Фо 称 为 它 的 局 部 单 值 
化 参数 (local. uniformizing parameter) 或 局 部 参 
# (local parameter), ЖЯ УК, ЕК 
本 身 称 为 Riemann 面 , 以 下 就 这 样 混用 .。 
根据 条 件 D), Riemann 面 R 是 实 二 维 拓扑 
流 形 +, 由 2) 可 证 明 它 满足 第 二 可 数 公理 ', A 
而 成 为 曲面 * 并 可 单 形 剖 分 *。 它 还 是 “可 定向 
的 (一 曲面 )。 因此 ，R 是 局 部 紧 * 度 量 空间 . 
虽然 不 可 能 在 玉 上 定义 与 保 角 结 构 相 容 的 曲线 


长 度 ,但 由 于 角 是 可 以 规定 的 ,因而 可 以 把 R 看 
作 实 二 维 保 形 联络 + 空间 。 按 照 函数 沦 的 习惯 ， 
把 紧 Riemann H R #2 FA (closed) Riemann ii, 
而 非 紧 的 R 则 称 为 开 (open) Riemann isi, 对 
于 平面 域 D， 基 于 只 由 D 和 从 DD 到 它 本 身 的 恒 
等 映射 所 成 的 一 个 组 作为 保 角 结 构 %， 可 以 把 
它 看 作 一 个 开 Riemann 面 。 对 于 球面 , 如 果 按 
球 极 平面 射影 + 用 自然 的 方法 规定 解析 邻 域 , 则 
可 把 它 看 作 自然 地 保持 角度 不 变 的 闭 Riemann 
面 . 

设 了 是 Riemann 面 R 上 的 函数 , 如果 对 于 
任意 的 解析 邻 域 (U, bu)» 1° Фо fE bo UE 
在 通常 意义 下 为 亚 纯 ', 全 纯 ' 或 调和 ' , 则 称 f 
在 R 上 为 亚 纯 , 全 纯 或 调和 .再 者 , 一 般 地 对 于 
从 平面 域 到 平面 域 的 映射 的 性 质 95, 如果 第 在 
定义 域 和 象 域 的 保 角 映 射 下 不 变 ， 那 么 ， 一 个 
Riemann 面 R, 到 另 一 个 Riemann 面 R; 的 映射 

,工具 有 性 质 第 就 定义 为 : 对 于 R 和 Rs 的 任意 
解析 邻 域 (U1, Фо)» Сй», du)» № Фо CU) I 
u (U) Я Фо, o T o du, RAED. 这 
样 就 能 规定 从 Riemann 面 到 Riemann 面 的 保 
角 映 射 (解析 映射 ?), 拟 保 角 映 射 "和 调和 映射 
等 概念 。 如 果 存 在 从 Riemann ifi R, 到 R, 上 的 
一 一 保 角 映射 ， 则 称 Ri 与 Ri 是 保 角 等 价 的 
(conformally equivalent), 必要 时 可 以 把 这 样 两 
个 Riemann 面 作 为 同一 个 Riemann 面 看 待 . 

【覆盖 面 】 函数 论 的 主要 课题 是 研究 从 一 
个 Riemann 面 R 到 另 一 个 Riemann ifi Re 的 解 
析 映 射 。 它 还 要 研究 R 覆盖 Ro 的 方法 ,因而 拓 
扑 学 中 的 覆盖 面 理论 是 重要 的 . 

一 般 地 说 , 设 有 两 曲面 R, Ro» 如 果 R 到 Ro 
ROBO T ВРВ", H Re 的 一 点 的 原 象 
是 R 的 孤 点 集 +， 则 称 工 为 Stoilow 意义 下 的 内 
部 变换 (inner transformation) ifj (R, Ro; T) 称 
WMT (covering surface), Ro 称 为 它 的 基础 面 
(basic surface), TERA H M E (projection), 
但 也 常常 简单 地 称 R 为 Re 的 覆盖 面 。 р 
T(p) Wi, 就 称 po 是 ?的 射影 ?处 于 po 之 上 . 
这 时 ， 分 别 存在 p» Ро ВОН ША CU, Ф) 
(Uo do), 使 得 OCU) = Cl] < D. 90 = 05 
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ФО) = (lw | < 1), d(po)—0, Hw = (do^ 
To gG) = z", 而 自然 数 ” 是 唯一 确定 的 ， 
不 依赖 于 坐标 邻 域 的 取 法 。 MR > 1, M| 
Р ЖК) РА (branch point), * 称 为 相 重 数 
(multiplicity), я — 1 #20 9 й Ж (degree of 
ramification). ВОНА ES BAM 
立 点 构成 的 集合 ， 如 果 没 有 分 歧 点 ， 则 称 覆 盖 
面 (R,Re;T) 或 射影 了 是 非 分 岐 的 (unramified)。 
给 定 Re 上 的 曲线 C。 和 R 的 处 于 Co 的 始点 之 
上 的 点 p, 如 果 以 ”为 始点 的 R 上 的 曲线 1C W 
足 关系 T(C ) = Co, WERC 是 以 ”为 始点 沿 Co 
的 开拓 (prolongation). 如 果 沿 与 C。 有 共同 始 
点 的 任何 真子 弧 , 都 存在 以 ?为 始点 的 开拓 ,但 
沿 整个 Ce 不 存在 以 ”为 始点 的 开拓 , 则 称 R 在 
Co 的 终点 上 有 相对 边界 (relative boundary). BE 
ROSE REIS BES ЗЕ ЬО (unbounded), 
如 果 单 连通 + 曲面 R“ 是 Ro BY SE y TL 
盖 面 ， 则 称 К” X) Ro AVS MM BH (universal 
covering surface). 对 于 任意 的 Ro 恒 存 在 万 有 
PERI RT. Ru 的 非 分 歧 无 界 获 盖 面 R 到 它 本 
身 的 拓扑 映射 S HME ToS 一 了 的 映射 ， 称 
为 覆盖 变换 (covering transformation), Re 的 万 
有 覆盖 面 的 覆盖 变换 的 全 体 所 构成 的 群 和 R. 
的 基本 群 ' (一 维 同 伦 群 ) 同 构 . 

对 于 基础 面 Ro 是 Riemann ШЙ ЖЕШСЕ, 
Ro; T), 用 自然 方法 在 R 上 给 予 解析 结构 ， 则 
可 把 看 作 从 KR 到 R。 上 的 解析 映射 。 特别 当 
Ro 是 球面 时 , 它 的 覆盖 面 是 上 述 意义 下 的 Rie- 
mann 面 。 反 之 ,可 以 把 任意 Riemann 面 看 作 球 
面 的 覆盖 面 。 这 个 事实 对 于 闭 Riemann 面 很 早 
就 已 知道 ， 但 对 于 开 Riemann 面 ， 则 是 由 H. 
Behnke-K. Stein 等 根据 解析 函数 的 存在 定理 
《意味 着 开 Riemann 面 恒 为 Stein HIE") 所 证 
明 的 。 通 常 所 说 的 “Riemann IT”, 是 前 述 的 抽 
象 Riemann 面 和 具体 化 为 球面 的 覆盖 面 这 两 种 
意义 混用 的 , 而 这 两 者 之 间 有 上 述 关系 。 设 RR 
是 = 球面 Ro 基于 射影 了 : R 一 Ro 的 覆盖 面 ， 
REEF 0 < |: 一 “| < ro 之 上 的 域 ,如 果 存 
ХЕ R, BI ((r,0)|0 < r < ro —90 0-00] 
上 的 拓扑 映射 $, Ba + re — TC (r, 
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0)), 则 称 R 在 a。 上 具有 对 数 分 野 点 logarithmic 
branch point)。 相 对 于 这 种 分 歧 点 ,前 述 的 分 歧 
点 也 称 为 代数 分 岐 点 (algebraic branch point), 
不 仅 从 拓扑 的 观点 ， 而 且 结合 度量 的 观点 
来 研究 覆盖 面 (R, Ro; Т) Ahlfors MAH 
BBD (Ahlfors’ theory of covering surface) 是 特 
别 重要 的 。 设 R, К, 都 是 可 单 形 分 解 的 紧 曲 
面 、 或 是 由 一 维 单 形 和 项 点 组 成 其 边界 的 闭 子 
Ж, 使 得 工 保持 单 形 分 解 不 变 。 R 的 边界 中 射 
影 到 Re 内 部 的 那 部 分 可 称 为 相对 边界 。 在 Ro 
上 引进 适当 的 度量 , 设 R 和 Ro 的 面积 之 比 为 3， 
相对 边界 的 长 度 为 工 , R 和 Ro 的 Euler RER 
分 别 为 Klipo H) max(0,p) 2 pg 一 hL 
(这 里 4 > 0 是 只 由 Ro 确定 的 常数 ) 成 立 ， 这 
就 是 Ahlfors 基本 定理 (Ahlfors’ principal 
theorem), 这 条 定理 广泛 地 应 用 于 Riemann 面 
之 间 的 解析 喘 射 的 值 分 布 理论 以 及 其 他 各 个 方 
ГА 
【 单 值 化 】 作为 把 多 值 解析 函数 看 作 其 上 
的 单 值 函数 的 一 般 域 的 Riemann 面 可 构成 如 
下 .对 于 广义 函数 元 素 po = (2 w X2 = PG), 
w 王 9(?)) 的 集合 ,如 果 以 元 素 po 的 直接 开拓 的 
集合 作为 po 的 解析 邻 域 , 则 广义 函数 元 素 集中 
的 一 个 连通 分 支 f 就 是 一 个 Riemann ii (一 解 
WHO. RET f LWA р = (е, wXz == PU), 
w=0()), i& z = F(p) = P(0), w=G(p)= 
000), 于 是 得 到 f 上 的 两 个 亚 纯 函 数 =F (р), 
ш = GG), ЕЕ = 球面 (以 及 ww 球面 ) 的 
Bid. KPO MNT, MEPs 
个 函数 元 素 可 以 看 作 是 = 平面 到 w 平面 的 对 
№, 记 为 w = 100). 它 一 般 是 多 值 的 , 但 可 看 
作 基 于 射影 下 作为 球面 的 覆盖 面 的 Riemann 面 
“于 上 的 单 值 函 数 风 一 G(r), 设 在 “平面 的 域 
DD 上 有 两 个 亚 纯 函 数 z = ol), w= oC), 
如 果 对 于 z Me ED EWA А Co Xb AY Laurent 
RFE z = PCL 一 Ga), w 一 OC — (о), Ў 
TH pu = (z, w) (z = PG), w= 000) R 
于 t, 则 由 函数 元 素 ps。 确定 的 w 一 f(z) 称 为 
H z = olt), w= ФО) (在 D 上 ) 局 部 单 值 化 
(local uniformization)。- 特 别 是 ， 如 果 {prlt € 


D) = f, BJ# f iH z = e» w= ФС) A 
^t Cuniformization), MRT” X BJ W Br PE f 
看 作 Riemann 面 , 且 它 与 平面 的 域 D 保 角 等 
价 , 则 了 可 由 z = FC), ш = GC) 单 值 化 .了 
不 一 定 和 平面 域 保 角 等 价 ， 但 如 果 1 的 非 分 歧 
ERM C. f; T) Яй © FORD RS 
价 , 则 f 可 由 z — F ° ТО), w = G o ТО) ñ 
4846 (Schottky 单 值 化 (Schottky’s uniformiza- 
tion))。 特 别 是 ,由 于 f OTA BA CI T) 
是 单 连通 的 ， 根 据 P. Кофе 保 角 映射 基本 定 
理 , 它 与 球面 |T] < co, 有 限 平面 C] < oo 或 
单位 圆 盘 15| < 1 保 角 等 价 ， 因 而 了 可 由 = 一 
Ре TCX), w 一 G。T(5) 单 值 化 ， 这样 ,广义 
的 解析 函数 总 是 可 单 值 化 的 . 

例如 ,对 于 代数 函数 + w = 1) ,看 作 Ric 
mann 面 的 f 恒 为 闭 的 . 如 果 它 的 亏 格 ? g = 0, 
则 了 是 球面 ,因而 可 由 z 一 ЕС), = GC 
lit, inf g > о, ШО", fs 7) 与 151 <1 Be, 
Ic] «co 保 角 等 价 ,因而 1 可 由 s = F ° 700), 
„= Go 7(5) 单 值 化 ， 当 1¢| < 1 时 ,这 些 函 
数 是 关于 使 |5| < 1 不 变 的 线性 变换 洛 的 自 守 
函数 ', 而 当 15| < со АЈ AIO, 

【类 型 问题 】 如 上 所 述 ， 单 连通 Riemann 
面 R 保 角 等 价 于 球面 、 有 限 平面 或 单位 圆 盘 。 
相应 这 三 种 情形 ，R 分 别称 为 柚 圆 型 的 Cellip- 
tic), MEGY (parabolic) 或 双 曲 型 的 《hyper- 
bolic)。 就 是 看 广义 的 解析 函数 单 值 化 的 情形 
便 可 知道 。 确 定 所 给 单 连通 Riemann 面 的 型 ， 
这 是 一 个 重要 的 问题 。 特别 是 , 由 球面 的 单 连 
通 看 盖 面 的 分 歧 点 的 分 布 等 的 结构 来 决定 它 的 
型 的 问题 ， 称 为 Riemann 面 的 类 型 问题 (type 
problem)， 一 般 地 ,我 们 研究 只 在 = 平面 的 有 限 
个 点 zo в» се а, 上 具有 代数 或 对 数 分 歧 点 
的 单 叶 性 (XX of planar character £ schlichtartig) 
( 即 与 平面 域 同 胚 ) 的 覆盖 面 R， 在 z 平面 上 是 
次 通过 nsns sc, 画 一 条 简单 闭 曲 线 C, 把 
chka Ж zs tio nuno 在 C 的 内 部 
取 一 点 DO, 在 < 的 外 部 取 一 点 X i holo tola 
是 连结 O 与 x 的 条 曲线 ,4,42,… ,ls 分 别 
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LULU- +: UL, 之 上 的 点 所 成 的 集合 形成 一 个 
W. 平面 上 的 一 个 一 维 复 形 * , 当 它 是 一 个 网 在 
及 与 平面 之 间 的 同 胚 下 的 象 时 ， 就 称 为 尺 
的 线段 复 形 〔 传 streckenkomplex) 或 拓扑 树 
(topological tree) (图 2)。 它 对 于 了 解 单 叶 性 覆 
盖 面 的 结构 很 方便 (例如 能 代 清 ([3]) р. 84 一 
90) 小 林 善 一 对 它 作 了 推广 ， 他 引进 了 所 谓 
“小 林 网 ”, 并 利用 它 求 出 了 Riemann 面 为 抛物 
型 的 充分 条 件 ， 角 谷 葛 夫 利用 拟 保 角 映射 求 出 
了 为 双 曲 型 的 充分 条 件 ， 这 是 类 型 问题 中 突 
出 的 结果 . 


LI rH 
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[Riemann 面 的 分 类 理论 】 正如 Н. Weyl 
所 指出 的 ,Riemann 面 “不 只 是 使 解析 函数 的 多 
值 性 直观 化 的 手段 ， 而 且 是 这 个 理论 的 本 质 部 
分 ……， 是 解析 函数 能 在 其 上 生长 和 繁荣 的 唯 
一 土壤 .” 因 此 ， 把 单 复 变量 解析 函数 论 的 各 种 
结果 尽 可 能 推广 到 Riemann 面 之 间 的 解析 了 映 
射 ,这 就 成 为 主要 的 研究 课题 。 但 开 的 且 亏 格 
% оо Ж) Riemann 面 是 多 种 多 样 的 ,为 了 得 到 比 
较 普遍 的 结论 ， 有 必要 限制 Riemann 面 的 种 
类 ， 为 此 ,就 有 比 类 型 问题 更 一 般 的 ,从 具有 某 
种 性 质 的 函数 是 否 存在 来 对 Riemann 面 进行 分 
类 的 Riemann 面 的 分 类 理论 (classification 
theory of Riemann surface), 它 由 R. Nevanlinna, 
L. Sario 等 创始 ， 有 许多 人 在 这 方面 作 过 研 

把 Riemann 面 R 上 具有 某 种 性 质 关 的 函 
数 的 全 体 记 作 хк), 使 把 R) 不 合 有 常数 以 
外 的 函数 的 . Riemann 面 尺 的 全 体 记 作 О, 解 
析 函 数 族 或 调和 函数 族 分 别 记 作 ACR) R 
ECR)“ 正 函数 族 、 有 界 函 数 族 或 Dirichle 积 
分 为 有 限 的 函数 族 分 别 记 作 P(R), B(R) 或 
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DR), 从 这 些 族 出 发 我 们 还 考 虚 诸如 A BD(R) 
= 4(R) П BCR) П DCR) Ж, 通常 Ons, 
Oups Оңвь› Oass Оло» Оль» 还 有 不 存在 
Green 函数 的 Riemann 面 的 族 Oc 等 是 主要 
的 族 。 由 天 木 幸 成 ，Sario, K. 1. Virtanen, H. 
L. Royden, M. Parreau 等 的 工作 得 知 ， 在 这 些 
族 之 间 有 如 图 3 所 示 的 包含 关系 .在 04s 与 
Onn 之 间 没 有 包含 关系 。 О У Оло 是 否 相 
同 还 未 解决 、 但 如 果 限定 单 叶 性 ' 的 Riemann 
Hi, 则 On = Osso. 又 对 于 亏 格 为 有 限 的 
Riemann 面 ,有 Ов = Ono. FA Riemann 面 都 属 
于 Oc, KIRF Oc 的 开 Riemann 面 为 零 边 界 的 
(of null boundary)。 否 则 称 为 正 边界 的 〈oft 
positive boundary )。 类 似 于 类 型 问题 的 说 法 ， 也 
有 人 把 属于 Oc 的 开 Riemann 面 称 为 抛物 型 ， 
而 不 属于 Oc 的 则 称 为 双 曲 型 . 

Oro = буе, 


Onn EO, 
„ее 


OE Ope © Ong? 


图 3 


用 同样 的 观点 对 子 域 分 类 的 问题 ， 也 由 
Parreau， 森 明 ， 黑 田 正 等 人 详细 研究 过 。 如 果 
一 个 域 2 是 Riemann 面 R 的 一 个 紧 子 集 的 补 
集 ,这 个 域 就 称 为 Heins S (end), M. Н. Heins 
把 在 Heins 端的 边界 上 连续 地 变 为 0 的 HP 
函数 的 加 法 族 构成 的 半 群 的 生成 元 的 最 小 个 数 
(< оо), 称 为 2 的 调和 维 数 (harmonic dimen- 
sion)。 它 的 性 质 由 会 持 善治 钴 、 小 站 满 等 人 研 
究 过 。 更 一 般 地 ， 设 f 是 族 XCR) 中 的 正 值 函 
数 ， 如 果 对 于 XCR) PMR f > g 之 0 的 任何 
函数 g, 都 存在 常数 C*, 使 在 R 上 可 表示 为 
g = Cif WRK 为 关 极 小 的 (XX minimal), # X 
极 小 函数 存在 但 又 不 属于 Os 的 Reimann 面 的 
族 记 作 Us, C. Constantinescu-A. Cornea 等 研究 
TAF Uns» Uno 的 Riemann 面 。 但 是 , 如 果 
用 HD 表示 非 负 的 HD 函数 以 及 由 这 样 的 函数 
的 单调 递减 序列 的 极限 构成 的 妃 函 数 族 ， 则 
Uny 特别 记 作 Uno. RARR Une E Onn 一 
Oc, Uno ® Our — Oc MU nv % Une, HAH 
BRB Uns С 04s 和 Unp C Om, BRA 
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论 中 非常 有 趣 的 结果 之 一 。 松 本 入 久 二 等 人 还 
得 出 了 属于 04a 一 0c 一 Una (04p 一 0c 一 Usp) 
的 Riemann 面 的 例子 。 在 能 用 关 极 小 函数 生 
成 关 的 情形 下 (X = НВ, HD), 则 可 定义 一 种 
调和 维 数 . 

分 类 理论 还 与 Riemann 面 的 理想 边界 + 理 
论 有 密切 不 可 分 的 关系 。 又 族 Ос» Onn EMR 
角 映 射 下 不 变 这 个 事实 分 别 由 А. Pfluger, 
Royden 所 证 明 , 但 Ons 在 这 种 意义 下 的 不 变性 
则 尚未 解决 ， 

{Riemann 面 的 开拓 】 正如 分 类 理论 所 表 
骨 的 ,从 平面 函数 论 的 观点 看 来 ，Riemann 面 出 
现 了 不 寻常 的 现象 , 而 这 是 由 于 Riemann 面 的 
理想 边界 的 复杂 性 , 特别 是 由 于 Riemann 面 的 
KA (具有 不 同调 于 0 的 闭 链 的 部 分 ) 所 集 积 
的 理想 边界 点 的 集合 的 复杂 性 。 在 这 种 意义 
下 ,尽量 将 Riemann 面 扩 大 ,使 不 是 环 柄 的 聚 点 
的 理想 边界 点 转化 为 内 点 ,希望 由 此 搞 清楚 问 
题 的 本 质 。 当 Riemann I R 与 另 一 Riemann ifi 
R 的 真子 域 R 保 角 等 价 时 ,就 称 Ri 是 R 的 开 
拓 (prolongation), Ж 及 是 可 开拓 的 (prolongable), 
不 可 开拓 的 Riemann 面 称 为 极 大 的 maximal). 
PR Riemann 面 总 是 极 大 的 , 但 也 存在 极 大 的 开 
Riemann 面 (Rad6) .然而 ,任意 开 Riemann 面 恒 
同 是 于 某 个 可 开拓 的 Riemann iij (S. Bochner), 
关于 极 大 Riemann 面 的 特征 以 及 上 述 各 种 零 族 
与 开拓 之 闻 的 关系 等 ，R、de Posed, H= 
等 作 过 种 种 研究 。 ， ， 

[Riemann 面 上 的 解析 映射 】 在 对 于 作为 
党 察 解析 函数 的 场所 的 Riemann 面 本身 如 前 所 
述 地 进行 研究 的 同时 ， 也 可 把 平面 域 上 的 函数 
论 的 各 种 结果 推广 到 从 一 个 Riemann 面 到 另 
一 个 Riemann 面 的 解析 映射 的 情形 。Sario 的 正 
规 算 子 《normal operator) ,理论 是 这 种 推广 的 基 
本 工具 ,这 种 算 子 是 用 来 构成 Riemann 面 上 的 
调和 函数 , ECE Riemann 面 的 理想 边界 上 具 
有 给 定 的 奇异 性 。 Sario 把 Nevanlinna Ж ЖЈЕ 
理 推广 到 了 任意 开 Riemann 面 之 闻 的 解析 映射 
的 情形 (一 值 分 布 理论 )。 Constantinescu-Cornea 
和 会 持 等 人 应 用 由 Heins 引进 的 作为 解析 映射 


的 特殊 类 的 Lindelöf 型 和 Blaschke 型 等 概 
念 ,把 隧 值 集 理论 的 各 种 结果 (一 聚 值 集 ) 推广 
到 解析 映射 在 Riemann 面 的 理想 边界 上 的 狂 
态 , 并 发 展 了 理想 边界 的 容量 ' 理 论 . 

另 一 方面 , 把 闭 Riemann 面 上 的 亚 纯 函 数 
理论 (一 代数 函数 ) 推广 到 开 Riemann 面 上 去， 
也 有 过 种 种 尝试 。 闭 Riemann 面 的 结构 由 其 
上 所 有 亚 纯 函数 构成 的 域 (代数 函 数 域 ) 的 代 
数 结构 来 确定 ， 了 .Jss'sa 得 到 了 一 个 很 值得 注 
意 的 结果 ,这 个 结果 表明 , 开 Riemann. 面 同样 被 
其 上 的 亚 纯 函 数 域 所 确定 [28]。 也 已 经 知道 ， 
Jf Riemann 面 由 它 的 全 纯 函 数 环 确定 。 

[Riemann 面 上 的 微分 形式 】 Riemann Mi 
自然 可 以 看 作 实 二 维 CT 流 形 ， 因 而 可 在 它 上 
面 定义 (一 阶 ) 微 分 形式 o 一 wdx 十 "dy， 二 阶 
微分 形式 2 = сах Лау, 也 可 定义 外 微分 do 一 
(ao/ar 一 0u/8y dx Л dy 和 外 积 等 运算 (一 微 
分 流 形 )。 又 因 坐 标 变换 满足 Cavchy-Riemann 
RIDE, ВОТ о зрее Й S 
(conjugate differential) жо = —vdx + udy, ili 
à do = джо = 0 的 微分 形式 称 为 调和 微分 
(harmonic differential), WWE жо = —io 的 微 
DEAE (pure), MATERA о 一 
Mr 表示 。 如 果 其 中 的 f 是 全 纯 函 数 , 则 称 w 为 
E (holomorphic differential) 或 解析 微分 
(analytic differentia)， 如 果 f 是 亚 纯 函数 , 则 称 
о XjSESR KAY (meromorphic differential), « KE 
PMMA EMF CAB (deo 一 0) 且 是 纯 的 、 
又 对 可 测 的 微分 形式 o, E 
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的 的 全 体 构成 以 lol 为 模 的 Hilbert 空间 ?. 
对 于 这 种 空间 及 其 适当 的 子 空间 ,以 Hilbert 空 
间 论 中 的 正 交 分 解 ?为 主要 工具 ,可 得 到 具有 种 
种 性 质 的 调和 微分 ,解析 微分 的 存在 定理 (一 调 
和 积分 ). 

GF Riemann 面 上 的 Abd 积分 】 把 闭 
Riemann 面 上 的 Abel 积分 理论 推广 到 开 Rie- 
mann 面 上 并 进行 系统 的 研究 ， 这 是 由 Nevan- 
linna, (1940) 开始 的 。 起 初 对 于 少 边界 的 Rie- 


mana 面 (Oz t Ono) 进行 了 研究 , 后 米 和 半 恰 
当 微分 ( 见 后 述 ) 概念 一 道 进行 了 一 般 化 研究 

设 R 是 任意 开 Riemann HI, C 是 R 上 的 闭 
链 ， 如 果 对 及 内 的 任意 紧 集 , 在 该 紧 集 外 部 
都 存在 同调 证 C 的 闭 链 ， 则 C 称 为 分 割 闭 
链 (dividing gjcle)， 沿 任意 分 割 闲 链 周期 为 0 
НТО ФЕВ Ш ВО Сепак), REGE 
ff tasas 为 有 限 的 全 纯 微分 1a 的 全 体 构成 


Hilbert 空间 T。 把 了 的 恰当 敏 分 和 半 恰 当 微 
分 所 成 的 子 空间 分 别 记 为 ru Г, ЖЕ 交 分 
X D DET Г, RAM, Г, 分别 是 Ph 
TETs 了 内 的 正 交 补 空间 , 也 已 经 知道 rn 和 
T, 的 其 他 特征 ([121, [5])。 具 有 与 第 一 种 
Abel 微分 类 似 性 质 的 是 D, 及 其 子 空间 的 元 . 
事实 上 , ШЖ Re Оһо, MT 和 Г, BER, 对 
于 第 二 种 ， 第 三 种 Abd 微分 ， 在 紧 集 外 部 平 
方 可 积 的 半 恰 当 微 分 是 重要 的 ， 应 用 这 三 种 
Abel 微分 的 子 族 可 推广 Abel 定理 Y[12],[26]7. 
又 当 R 的 亏 格 ! 是 有 限时 ，Riemann-Roch 定理 * 
也 可 以 推广 ( 楠 幸 男 [261，Royden [27])。 对 
FH Riemann 面 情形 的 这 条 定理 , 可 从 除 掉 一 
点 的 开 Riemann 面 的 Riemann-Roch 定理 导出 。 
也 对 于 种 种 茹 分 族 研究 了 R 上 的 Riemann 周期 
关系 式 ,但 对 周期 为 无 限 的 情形 ,还 不 知道 确定 
的 结果 。 关于 有 无 穷 多 个 奇 点 的 Abel 微分 也 
是 同样 情况 . 另 一 方面 ,如 果 对 RR 上 的 微分 不 加 
限制 , 则 将 完全 谱 失 和 古典 理论 的 类 似 性 .特别 
是 ,下列 结果 是 著名 的 ([25]): 1) 存 在 R 上 的 
第 一 种 Abel 微分 , 使 它 具 有 无 穷 多 个 给 定 的 周 
期 ; 2) 对 于 R 内 的 两 个 离散 点 列 {Pa} (4s) 
存在 单 值 亚 纯 函 数 ， 使 它 在 各 个 刀 处 具有 零 
点 , 在 各 个 gm 处 具有 极点 。 即 Abd 定理 无 条 
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理想 边界 【 英 ideal boundary 法 frontière idéal 
46 idealen Rand {Å идеальная граница 日 理 
想 境界 ] 对 于 给 定 的 Hausdorff 空间 R , 一 般 
地 说 ， 包 含 R 且 以 R 作 为 稠密 子 空间 的 一 个 紧 
Hausdorff 空间 + R*, 称 为 R 的 一 个 紧 化 《com- 
pactification), 而 A = R* — R 称 为 R 的 一 个 理 
BUH. 然而 在 本 条 内 ， 专 门 把 Riemann Hi’ 
尺 的 理想 边界 ， 特 别 是 它 的 函数 论 性 质 作 为 讨 
【调和 边界 】 对 Riemann 面 R 上 所 有 位 
(也 即 正 的 上 调和 ' 溯 数 ,而 比 它 小 的 非 负 调和 
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函数 + 只 能 是 常数 0), A 中 使 得 lim inf P(p) = 


0 的 点 如 的 全 体 了 是 R* 的 紧 子 集 ， 称 它 为 R 
关于 R* 的 调和 边界 (harmonic boundary)， 对 
于 A 一 T 的 任意 紧 子 集 KK， 存 在 R 上 的 有 限 值 
位 势 Pk, 使 得 ,im 。Pe(p) = © (ph EK), 由 


此 可 推出 各 种 最 大 值 原理 . 

只 要 尺 本 身 不 是 紧 的 ，R 的 紧 化 就 有 无 穷 
多 个 。 对 于 R 的 紧 化 R?(i — 1,2), 如 果 R 的 
恒 等 映 射 能 扩张 为 从 R; 到 有 Rz 上 的 连续 映 
射 , 则 称 R? AF (greater than) R£, 或 R? 处 于 
RIZE (lies over)， 为 使 精密 的 函数 论 讨 论 成 
为 可 能 ,还 在 R* 上 附加 种 种 条 件 。 紧 化 R* 为 
Stoilow 型 (of Stoilow type) 是 指 ,如 果 R* 的 
连通 * 开 子 集 G* 关于 R* 的 边界 包含 在 R 内 ， 
则 6* 一 人 仍然 是 连通 的 、 其 次 ， 当 及 只 0c 
《一 Riemann 面 [Riemann 面 的 分 类 理论 ]) 时， 
对 于 A 上 的 实 值 函 数 j, 以 UP Cat UR) 表示 
满足 下 述 条 件 的 下 方 有 界 上 调和 函数 (或 上 方 
ПУКИ) 5 的 全 体 ， 对 于 每 个 p* € A, 
liminf s(p) > Kp*)( 或 limsup (Р) < Кр") 
成 立 ， 当 这 些 族 非 空 时 , Букер) = inf 40р) 1 
sE TPM} 和 HF Ср) = sup (s (P) |s € UF) 都 
# R AWM, HA HR < НГ”, 特别 当 

© =a НЕ" 时 ,以 HT^* 记 这 个 共同 的 调和 函 
BOHR f 关于 R* 是 可 解 的 Gesoluive), А 
上 所 有 有 界 连 续 函 数 都 可 解 的 R* 称 为 可 解 紧 
化 (resolutive compactification)。 这 时 和 的 点 p* 
关于 Dirichlet 问题 为 正则 (regular) 是 指 ,对 于 
A 上 任意 的 有 界 连续 函数 f> f lim HP) 
= (р) (= Dirichlet 问题 ). A 的 正则 点 所 成 的 
集合 A, 包含 于 调和 边界 了 之 内 .对 于 可 解 紧 化 
R*, 在 A 上 存在 唯一 的 正 的 正则 Borel URE" ep 
使 对 人 上 每 个 有 界 连续 函 数 , 都 有 HP G= 
| Gorda), 称 这 个 测度 为 上 关于 peR 
的 调和 测度 (harmonic measure), Xf R 的 任意 
固定 的 点 o, FER x AERAN Pp"), Wi 
足下 面 三 个 条 件 , AA dulp*)—= PC, p) 

' dpokp*): 1) Kp, р") 作为 ?的 函数 在 R 上 是 


调和 的 ; 2) Pp, р?) Е р“ 的 函数 是 Borel 
可 测 的 ; 3) RCo, p) < Pps p*) < Kos p) 
(Co, p) Ж (o, p) KF К Й Harnack Ж) 
(51). 

【由 函数 族 确 定 的 紧 化 】 设 F 是 R 上 (人 允 
许 取 无 穷 值 ) 的 实 值 连续 函数 的 某 个 族 , 如 果 对 
于 R 的 任意 两 个 不 同 的 点 p,4， 总 存在 feF， 
使 得 f(p) + (4), RR F 29 R E094: RI 
(separating family), 对 于 紧 化 R* , WR F 的 每 
个 函数 能 扩张 为 R* 上 的 连续 函数 , 且 扩张 的 函 
数 族 又 成 为 R* 上 的 分 离 族 , 则 称 R* 29 F Kit. 
《F-compactification)、 记 作 R}, BRAY e: FRE 
定义 了 从 R 上 的 分 离 族 的 全 体 到 F 紧 化 的 全 体 
上 的 单 值 映射 。， 若 FD F) ФСЕ) 处 于 
QU) 之 上 ， 对 于 任意 的 R*, фк) 含有 无 
穷 多 个 分 离 族 ， 其 中 成 为 代数 的 分 离 族 是 重要 
的 (13])， 下 面 我 们 举 出 由 这 个 方法 确定 的 
Riemann 面 的 紧 化 的 有 代表 性 的 例子 . 

1) Александров 紧 化 《Aleksandrov com- 
pactification) R$, 就 是 说 取 在 R 上 有 界 且 具有 
紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 A 作为 分 离 族 时 的 
Ri, 这 是 RR 的 最 小 紧 化 ， 在 函数 论 里 讨论 非 相 
对 紧 子 域 关 于 相对 边界 ' 的 Dirichlet 问题 时 , 常 
用 到 这 种 紧 化 。 

2) Stone-Cech 紧 化 (бопе бес compac- 
tification) Ri, 就 是 说 取 尺 上 有 界 连续 函数 
的 全 体 € 作为 分 离 族 时 的 Ri， 这 是 尺 的 最 
大 紧 化 。 在 函数 论 中 不 怎么 使 用 , 作为 它 的 
有 效应 用 的 例 于 ， 有 中 井 三 留 所 做 的 工作 
(141). 

3) Kerékjarté-Stoilow 紧 化 (Kertkjirr6- 
Seoilow compactification) R$, 就 是 说 以 如 下 的 
了 的 全 体 6 作为 分 离 族 时 的 RE: 了 在 R 上 是 
BOUES. HF RITE Ko 使 1 在 
R 一 K, 的 各 个 连通 分 支 上 取 常 数值 .这 是 最 
小 的 Soilow 型 紧 化 ， 所 有 比 它 大 的 紧 化 都 是 
Stoilow 型 的 。 在 函数 论 中 常用 到 这 种 紧 化 ,其 
中 典型 的 是 大 津 贺信 关于 Dirichler 问题 和 保 角 
BRAT ASOT. 

4) Royden 紧 化 (Royden compactification) 


Rs. 就 是 说 以 如 下 的 了 的 全 体 买 作为 分 离 族 
时 的 Ra: f 是 R 上 的 有 界 С” RAK, LEE 


有 上 的 Dirichiet 积分 ?| aptat 为 有 限 . 它 


是 由 H. L. Royden 引进 的 ， 由 于 森 真 一 ， 太 
田 稳 ， 醒 幸 男 ， 中 并 等 所 做 的 研究 ， 它 提供 了 
研究 HD 函数 和 Riemann 面 分 类 问题 等 的 有 力 
工具 (一 Riemann iff), 

5) Wiener 紧 化 (Wicner compactification) 
Къ. 就 是 说 以 如 下 的 二 的 全 体 B 作为 分 离 族 
时 的 Re: 了 在 R 上 有 界 连 续 ， 对 于 不 属于 O; 
的 任意 固定 的 子 域 6, 设 (G,) 是 由 G 的 相对 
紧 子 域 组 成 的 任意 近似 序列 ， 则 CH ) 收敛 到 
不 依赖 于 此 近似 域 序列 的 确定 的 调和 函数 ， 这 
是 最 大 的 可 解 紧 化 , 比 它 小 的 紧 化 都 是 可 解 的 . 
T2986 5k—il 88, C. Constantinescu-A. Cornea 
等 所 研究 , 在 HB 函数 和 Riemann 面 的 分 类 等 
方面 是 有 效 的 . 

6) Martin É £ (Martin compactification) 
Rk. 就 是 说 以 如 下 的 f 的 全 体 MN 作为 分 离 族 
付 的 Re: f 在 R 上 有 界 连续 , 且 存 在 相对 紧 
的 域 Rh фий 1m Hie IC pit E 
R — Ry БУС" 是 在 R, WT ffe RE 一 R 
内 等 于 零 的 函数 , 1* 也 类 似 )。 Ка 一 R 称 为 
Rf) Martin 边界 (Martin boundary), 34 R F: 
有 Green 少数 ' 8 时, 固定 一 点 o。€ R， 若 令 
m(p，9) = g(p，9)/glo，9)， 则 这 个 函数 能 
连续 扩张 到 R X Rk L, HEH Martin ж 
(Martin kernel), RAIER da(9yr) = sup] m 


(p,.4)/(1+m(p,q))—m(p,r)/( + m(p,r))| 
(Ro E R ASR), RS 就 成 为 可 度量 化 * 
的 。 这 个 紧 化 是 由 R. S. Martin 引进 的 ，M. 
Н. Heins, M. Brelot, С. Choquet, M. Parreau, 
L. Nam, @ #37888, J. L. Doob, Constan- 
tinescu-Cornea A, fE HP MR. О. Ж 
值 集 * 理 论 等 方面 作出 了 它 的 许多 应 用 . 

7) MH Rik 《Kuramochi compactification) 
Ri, 对 于 R 上 的 函数 1, 如 果 存 在 相对 紧 的 子 
域 Ry. 使 了 在 К, УМА С” 类 , HAE R — 
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R, 上 的 Dirichlet 积分 ， 不 大 于 任 一 在 R 一 К, 
上 为 C” 类 而 在 R, 的 边界 上 与 f 相等 的 函数 在 
R — К, 上 的 Dirichlet 积分 则 写作 (R)Ə// 
Bn 一 0。 取 R 上 有 界 连续 且 (R)6f/8n 一 0 的 
f 的 全 体 作为 分 离 族 儿 时 的 RS. KH AK 
ft. 如 果 R 上 的 连续 函数 (p,q) 满足 下 列 条 
ft: 在 R 内 的 固定 参数 贺 盘 Re 中 取 值 零 , 在 点 
q 处 具有 正 对 数 奇 点 1!，(R)6k/Bn = 0, HE 
R 一 Ro 内 除 点 q 外 调和 , 它 就 可 以 连续 扩张 到 
R X Rš E MERE MF (Когатосћі kernel), 
利用 这 个 函数 ， 如 同 Martin 紧 化 的 情形 ，R 
就 是 可 度量 化 的 。 这 个 紧 化 是 由 会 持 引 进 的 。 
他 和 Constantinescu-Cornea 等 一 起 , 给 出 了 它 在 
HD 函数 \ 位 势 理 论 ,到 值 集 理论 等 方面 的 重要 
应 用 . 

在 上 面 的 例子 中 ，2)，4) 或 5) 中 任何 边 
界 点 都 不 满足 第 一 可 数 公理 '*, 除 这 些 例子 
Sh, 别 的 都 是 可 度量 化 的 ， 在 4) 和 5) 中 ， 
a = r. 

图 1 表示 了 上 述 七 例 的 大 小 关系 。 在 这 
B, 4 — B 意味 着 “4 不 小 于 B”, лв ЖЖ 
着 “一 般 地 说 , 4 和 8 之 间 没 有 大 小 关系 ”。 

d 
Aes ad 
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代数 体 函 数 [FH algebroidal function 法 fonc- 
tion algébroide 4& algebroide Funktion 4 anre- 
брондная функция Н 代数 型 于 数 ] Imm 
的 代数 方程 " 

A) Аоба) А) БАС) = 0 


вов 代数 体 函 数 


(其 中 系数 4i(z) 是 在 复数 z 平面 的 域 G 内 单 
值 亚 纯 + 的 函数 ) 为 不 可 约 (irreducibe)， 也 即 
C1) 的 左 端 不 能 分 解 为 以 单 值 函数 为 系数 的 多 
项 式 的 积 。 则 称 由 《1) 确定 的 = 的 解析 函数 f 
78 АХА (k-valucd) 代数 体 函 数 ， 不 妨 设 4;(<) 
没有 共同 的 零点 , 且 乘 以 适当 的 因子 ,也 可 以 设 
所 有 AG) 在 G 内 全 纯 ， 因 此 以 下 假定 这 两 个 
条 件 成 立 ， 特 别 是 ,在 《一 1 的 情形 , (1) 的 解 
成 为 G 内 的 单 值 亚 纯 函 数 ; 如 果 系数 A.G) 部 
是 多 项 式 , 则 (1) 的 解 成 为 代数 函数 '。 也 就 是 
说 ， 可 以 把 代数 体 函数 看 作 单 值 函数 到 多 值 函 
数 的 推广 ， 同 时 也 可 以 把 它 看 作 代数 函数 到 超 
越 函数 的 推广 。 因为 (1) 是 不 可 约 方程 , 所 以 
它 的 判别 式 D(z) 不 恒 等 于 0. 在 使 De) 关 0， 
Ada) 天 0 的 点 a € G Hb, (1) MET k + £ 
纯 函数 元 素 ， 它 们 在 。 的 适当 的 邻 域内 确定 了 
解析 函数 f 的 单 值 全 纯 分 枝 GO s CD. 
Ce), +++, 及 (x) 在 内 可 以 进行 广义 解析 开 
拓 ', 除 了 在 dole) = 0 的 点 处 至 少 有 一 个 成 为 
极 元 素 外 ,在 D(z) 一 0 的 点 处 , 至 多 不 过 出 现 
分 歧 元 素 。 因而 ,代数 体 函 数 也 可 定义 为 在 域 
G 内 除了 极点 和 代数 分 歧 点 外 全 纯 的 有 限 多 值 
解析 函数 ， 如 果 把 代数 体 函 数 jz) 确定 的 
Riemann 面 看 作 平面 域 G 的 覆盖 面 ' 3, 则 3 是 
G 上 的 除 代数 分 歧 点 外 没有 其 他 奇 点 的 《时 路 
盖 面 。 在 3 上 成 为 单 值 亚 纯 函 数 ， 且 在 G 的 
一 点 = 上 的 函数 元 素 全 不 相同 。 这 个 性 质 也 能 
刻 划 & 值 代数 体 函 数 的 特征 。 

由 于 这 两 种 定义 方式 的 不 同 ， 研 究 的 方法 
也 就 不 同 起 来 .按照 前 一 种 定义 , 象 G. Rémoun- 
dos 和 G. Valiron 等 那样 ， 便 于 原封 不 动 地 利 
用 关于 单 值 函 数 所 得 到 的 结果 .采用 后 一 种 定 
X, @ Н. Selberg 和 E. Ullrich 那样 , 优点 是 
能 使 用 在 单 值 函数 情形 用 过 的 方法 。 

【函数 值 的 绝对 值 】 关于 代数 体 函 数 的 已 
知 结果 ,大 都 是 单 值 函数 的 结果 的 推广 ,特有 的 
HERD. 整 函数 理论 首先 扩张 到 单 值 函数 
然后 扩张 到 在 全 有 限 平面 |z| < 十 co KEA 
的 代数 体 函 数 。 最 基本 的 最 大 模 原理 ! 在 Rie 
mann 面 3 上 成 立 。 青 者 , 4(=) 和 lO 


之 间 , 有 下 面 的 常用 的 关系 : 当 (1) 取 

а) А+ AGIS + +++ + As) = 0 

的 形状 时 , 若 设 AG) = max | A,(z) |> FG) 一 
max |f.) 1, WJ log (1+ 4 (2) )/log (1 + F(z)) 
BR. 

在 全 有 限 平面 1z| < +0 内 有 定义 的 没 
有 极点 的 代数 体 函数 ， 称 为 整 代数 体 函 数 〈 英 
integral algebroidal function ¿k fonction algébroide 
cntiere)， 它 关于 = 的 导数 在 分 歧 点 处 可 以 有 极 
点 ,从 而 它 的 高 阶 导 数 在 分 歧 点 处 可 以 有 极点 ， 
这 与 单 值 整 函数 的 情形 不 同 。 确 定 这 种 函数 的 
ORO) 的 系数 都 是 整 函数 ， 且 Als) RA 
零点 。 从 而 得 知 , 整 代数 体 函数 的 阶 、 型 和 类 与 
系数 ACs) 中 最 高 的 阶 、 型 和 类 相同 (一 超越 
整 函数 ). 

对 于 阶 小 于 1/2 的 整 代数 体 函 数 ， 虽 然 在 
适当 的 同心 圆 序列 121 = r, (mm 一 co) 上， 
F(s) 一 致 趋向 于 无 穷 大 ， 但 是 不 能 说 在 Rie- 
mann 面 上 所 有 的 分 枝 都 趋向 于 无 穷 大 ;在 这 个 
意义 下 ，Wiman 定理 + 不 再 成 立 . 

(Picard 定理 及 其 推广 】 首先 把 Picard 定 
FEM Borel 定理 ?推广 到 代数 体 函数 的 是 Ré 
moundos， 也 即 ， 全 有 限 平面 上 的 《 值 超越 代数 
KAR, 最 多 除去 24 个 值 外 , 取 所 有 的 值 无 穷 
BR. 事实 上 ,因为 可 以 作出 具有 24 个 例外 值 
的 函数 ， 所 以 这 个 定理 不 能 再 改进 。 此 外 ,使 
f) — ш = 0 的 根 的 收敛 指数 ' 小 于 函数 + 的 
阶 的 值 不 超过 2k 个 ,对 所 有 其 他 的 值 , 两 者 恒 
相等 《让 .Borel)， 也 能 证 明 , 最 多 只 能 有 2 个 
多 项 式 P(z), =) — P(z) = 0 至 多 只 存在 
AIRD (Borel), 

首先 把 关于 亚 纯 函 数 的 Nevanlinna 理论 推 
广 到 代数 体 函数 的 是 Sclberg。 几乎 与 此 同时 ， 
Valiron 从 (1) 的 系数 出 发 达到 了 相同 的 结果 ; 
接着 Ullrich 考虑 了 Riemann 面 3 的 分 岐 点 数 
的 影响 ,改进 了 结果 . 

设 3, 是 Riemann (Ei 3 4k TI iz] <r 上 
的 部 分 ,以 a(r,w) 表示 f(z) — ш = 0 EA 
的 根 的 个 数 ， 以 a(r,3) 表示 3, 的 分 战 点 的 个 
®. 用 这 些 来 定义 


N(rsw) = il GG) — n(0, w)) 4 


+ w) = 


m(r,w) 一 dp, 


M 5 
wy o, 
T(r,w) = m(r,w) + N(r,w), 

如 果 还 作 3, 在 映射 w — f(z) 下 的 象 域 的 球面 

инини 


тор Lf 4 ji 


o z 


TOER 


ПАСЛЫ 
1+ 10е) |> 
和 nC r 53) 的 对 数 积分 "NG,3), bul 

T(r,w) = T(r,f) + 0(1) 
和 分 歧 定 理 
N(r,3) < (2k — 2)T(r,f) + O(1) 
成 立 ; 而 T(r, f) = OClogr) 成 立 当 且 仅 当 了 
是 代数 函数 。 设 2 X 14,G) | 的 最 大 值 , 令 
HO) |, st Gene, 
则 有 


“аф 


T(r,f) = u(r) + О(1), 
作为 第 二 基本 定理 ,我 们 有 
> NG sw) > (q — DT 


т 


= Gr, 3) + 33 ми) 


+ O(log rT) > (q — 2k)T(r,l) 


+ > Ni(r,w,) + OC log rT); 


m 
在 这 里 , m(r,w) 表示 从 f(z) — w = 0 的 根 的 
重 数 减 去 1 后 所 作 的 和 ， 而 Ni(ryw) 是 它 的 对 
数 积分 。 此 外 ， 如 果 令 fO) 的 亏 格 , 分 歧 指 数 
和 Riemann 面 3 的 分 歧 指数 顺 次 为 
alw) = 1 — limsupN(r,w)/T(r,f) 
= liminfm(r,w)/T(rsf)s 
D(w) = liminf N(r,w)/T(r5f)» 
Ë = liminf N(r,3)/T(r,f), 
则 得 到 
E alw) + Ew) < 2 + £ < 2k, 
这 些 结果 包括 了 上 述 Picard 定理 和 Borel 
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定理 。 此 外 ,由 于 考虑 到 分 歧 点 的 影响 , Ahlfors 
的 覆盖 面 理论 也 能 适用 于 代数 体 函 数 ( 津 村 善 
BB), ВТА АННЕ Bloch 定理 *. 

【 渐 近 值 及 其 他 研究 】 在 单 值 函数 情形 , 
以 Valiron, L. V. Ahlfors 为 中 心 ,研究 了 Borel 
方向 以 及 渐 近 值 ' 的 个 数 等 等 ; 但 在 代数 体 函 
数 中 ， 能 举 出 反例 表明 ， 与 这 些 结果 对 应 的 命 
题 ,很 多 不 能 成 立 . 

还 有 ,与 整 函数 不 同 , 整 代数 体 函 数 的 阶 与 
有 限 渐 近 值 的 个 数 之 间 完 全 没有 关系 ， 阶 为 零 
的 函数 也 能 有 无 穷 多 个 渐 近 值 ， 关 于 渐 近 值 的 
个 数 ,只 不 过 知道 ,满足 limint T (r ,f)/( log "六 
<+ оо 的 亚 纯 代数 体 函数 ,最 多 只 能 有 A 个 渐 
近 值 (Valiron- 津 村 ). 在 单 值 函 数 中 有 名 的 关于 
反 函 数 的 直接 超越 奇 点 ' 的 个 数 和 函数 的 阶 的 
Ahlfors 基本 定理 ,对 代数 体 函数 尚未 解决 。 

同样 ， 由 于 代数 体 函 数 存在 分 歧 点 ， 定 义 
Borel 方向 也 有 困难 。 对 于 整 代数 体 函 数 ，A 


Rauch 证 明了 ; 如 果 | TCD ¿ seme, mite 


Lo) = [REECE a 发 散 的 方向 9 


至 少 形 成 开 度 为 /p 的 角 。 离开 值 分 布 理论 ， 
Selberg 求 得 了 使 某 种 Abel 积分 的 反 函数 成 为 
代数 体 函 数 的 两 三 个 条 件 . 


[$] [1] G. Rémoundos, Extensions aux fonction: 
algébroides multiformes du théoréme de M. Picard et de 
ses générali Gauthier-Villars, 1927, [2] H. Sel 
inktionen und Umkehrfunktionen Abels 
vhandl. Norske Videnskaps-Akad., Oslo, 

8 (1934), 1— -m [3] аар, Кйшй, wo 
t, 15 (1941), 77—96, 


保 角 映射 
representation — ik représentation conforme Ж 
konforme Abbildung 4 конформное отображе- 
we Н 等 角 写 像 ] 设 函数 w = f(s) 同 胚 地 
把 = 复数 平面 上 的 域 D 对 应 到 ww 复数 平面 上 的 
Жл, WE: 1) 以 DD 的 任 一 点 zo 为 起 点 且 在 zo 
处 具有 切线 的 曲线 C: z = 200) (0 < < 1) 
的 象 曲线 Cu: юш) 10200) (0<1< 1) 
ERA we 一 f) 处 仍然 具有 切线 ， 并 且 ，2》 
在 zo 处 具有 切线 的 两 条 曲线 CH, CP BOK A 


{Ж conformal mapping, conformal 


$10 ARY 


与 象 曲线 CD, CP 的 夹 角 同 向 相等 ; 这 时 , 称 
RAAD E] A LAIRIER M RY (conformal). 
此 时 w= JG) 在 刀 内 必 是 解析 函数 ! (A. E. 
Меншов, 1931). 因此 , 保 角 映 射 理论 是 解析 函 
数理 论 的 一 个 分 支 。 函数 w = Се) ERD Pt 
角 映 射 到 域 A 上 ,无 非 就 是 w = f(z) 在 D 内 是 
单 叶 + 亚 纯 函 数 !+， 其 值 域 是 A. 这 时 在 DD 的 每 
个 (有 限 ) 点 处 ,f(z) = 0, 且 连接 曲线 С„ 上 的 
两 点 wo 一 w(0) 和 wl) 的 线 眉 的 长 度 与 连接 
曲线 C, 上 的 两 点 zo = 2(0) 和 e CO REE HY 
长 度 之 比 ， 当 !-* 0 时 ,具有 不 依赖 于 C, юж 
择 方法 的 一 定 的 非 零 极限 foo) |. Afi e 
在 两 条 曲线 CP, CP 上 分 别 各 取 一 点 xy z 
Wei, z; 在 象 曲线 CY, CP F A BASS BIH 
ts, Wry 则 当 zi 和 zi 充分 接近 zo 时 两 个 三 角 
Ж. Anson 和 Awww 近似 地 正 向 相似 ; 即 保 
角 映 射 成 为 保 形 映射 (一 AR 13). 
[到 单位 贺 盘 上 的 保 角 映射 保 角 映 射 论 
的 基本 定理 是 Riemann 映射 定理 (Riemana’s 
mapping theorem)， 它 断言 , 至少 具有 两 个 边界 
点 的 任意 单 连通 域 D 能 保 角 映射 到 单位 加 的 内 
部 A 上 。， 这 条 定理 等 价 于 DD 的 Green 函数 ! 的 
:在 性 ,可 用 各 种 方法 证 明 。. G. Е. B. Riemann 
(Dissertation, 1851) 基于 C. F. Gauss 的 思想 ， 
假定 使 Dirichlet 积分 + 取 最 小 值 的 变 分 问题 的 
解 存在 ,证 明了 这 条 定理 ,然而 他 的 论证 是 不 完 
备 的 , 以 后 由 D. Hilbert 等 补 是 .现今 被 认为 
最 简单 的 证 明 方法 ， 是 应 用 正规 族 ?理论 的 L. 
Fejér-F. Riesz 的 方法 CT. Radó, 1922, 1923), 
还 有 P. Kocbe (1912) 的 密切 法 (法 procédé 
dosculation Ф Schmiegungsverfahiren), 3X J& iE 
明 存在 性 的 纯 构造 性 方法 ， 也 可 用 于 多 连 
通 的 情形 . 对 Riemann BRM ERER ADB E 
w = f(s) 加 以 在 D 的 一 点 so 处 的 正规 化 条 件 
(ө) = 0, arg f (20) = 0o, 就 是 唯一 确定 的 . 
设 w 一 f(z) 是 把 z 平面 上 的 单 连 通 域 万 
保 角 映 射 到 w“ 平 面 上 的 单 连通 域 A 上 的 函数 ， 
这 时 ,如 果 D 内 的 点 列 {z,} 收敛 到 D 的 边界 上 
的 一 点 5 则 对 应 的 点 列 Ges) (w, = Ке.) Е 
.A 的 内 部 没有 聚 点 。 然 而 Do.) 不 一 定 趋向 于 


边界 上 的 一 点 。 对 于 收敛 到 同一 边界 点 “的 点 
列 {г,}, {a}, UG) 和 {f(z,)} 不 一 定 存在 
极限 ， 即 使 存在 极限 ， 两 者 也 不 一 定 相等 ， 如 
果 对 于 收敛 到 的 所 有 {z,}, UG) të tic sk 
到 A 边 界 上 的 一 点 w, 则 称 f(z) TE C 处 具有 边 
界 值 (boundary value) w。 为 了 研究 序列 {w,} 
的 性 状 ， 或 者 当 z 沿 忆 内 的 曲线 趋 近 边 界 时 象 
曲线 的 性 态 等 ， 可 以 作 如 下 的 简化 : 如 果 用 至 
少 具有 两 个 边界 点 的 单 连通 域 可 由 初等 函数 ? 
保 角 映射 到 有 界 域 这 一 事实 和 Riemann 映射 定 
理 ,问题 就 归结 为 研究 D 是 有 界 单 连通 域 , АЖ 
单位 圆 |w| < 1 的 情形 . 

【边界 的 对 应 】 he =e) 把 有 界 单 连 
通 域 忆 保 角 映射 到 单位 圆 Le] < ! 上 时 ,关于 
边界 的 对 应 ,下 面 的 定理 成 立 : 

1) 的 可 达 ! 边 界 点 zc 对 应 到 单位 圆周 
fw] 一 ! 上 唯一 的 一 点 ,不 同 的 可 达 边 界 点 
zo» 2с, 对 应 到 单位 圆周 上 不 同 的 点 。 而 且 单 
位 圆周 上 所 有 对 应 于 局 的 可 达 边 界 点 的 点 所 成 
的 集合 ,其 角 测 度 为 2x。 

2) DD 的 边界 元 素 ' 与 单位 贺 周 上 的 点 之 间 
是 一 一 对 应 的 《C. Carathéodory), 

3) 设 w = f(z) 是 把 Jordan 曲线 C 的 内 
部 D 保 角 映 射 到 单位 贺 内 部 A: 1w| < 1 的 函 
ЖЫЙ w = f(z) {ЕС 的 每 个 点 + 处 都 具有 边界 
tis 如 果 用 f(¢) 表示 这 个 边界 值 , 则 HOD = 
1。 因 而 f(x) 在 闭 域 D = DUC 上 连续 , 且 把 
五 一 一 映射 到 闭 圆 盘 A: 161 < 1 上 .同样 的 
命题 对 反 函 数 2 = p(w) BRIX z= pw) 
把 A 一 一 连续 地 映射 到 万 上 ， 也 即 ， 如 果 
Jordan 曲线 的 内 部 保 角 映 射 到 单位 加 的 内 部 ， 
那么 可 以 把 这 个 映射 扩张 为 本 到 的 一 个 同 
HE (Carathéodory), 

在 这 种 情形 ,如 果 Jordan 曲线 C 含有 正则 
的 解析 曲线 ? 弧 F。 则 了 映射 函数 w = f(z) 能 越 
过 T( 除 去 的 两 个 端点 ) 解析 开拓 ' 到 D 的 外 
部 ,从 而 w = f(z) 在 TT 的 内 点 处 也 有 保 角 性. 

关于 在 边界 上 更 详细 地 审 察 角 的 对 应 问 
Æi, Carathéodory, S. Warschawski, J. Wolff 等 
进行 了 研究 。 这 个 问题 与 角 微 商 !* 有 密切 关系 . 


【多 连通 域 的 情形 】 在 多 连通 域 的 情形 ， 
与 上 面 不 同 ， 也 在 下 述 意义 下 使 用 保 角 映射 这 
一 术语 。 一般 地 , 如 果 对 域 DD 内 处 处 亚 纯 ( 单 
值 或 多 值 ) 的 解析 函数 的 分 枝 ! w GO ,属于 
这 个 分 枝 的 两 个 不 同 的 函数 元 素 在 各 自 的 中 心 
处 必 取 不 同 的 值 , 则 称 w = 1(z) 在 DD 内 是 单 叶 
的 (univalent)， 当 存在 D 内 的 ( 单 值 或 多 值 ) 亚 
纯 单 叶 函 数 w = f(z), t RE ARD, 就 称 
w= {(2) 把 D 保 角 映 射 到 A 上 .。 在 这 种 情形 ， 
w= {(2) 的 反 函 数 = 一 p(w) 在 人 内 必 是 单 什 
的 。 如果 w == уа) {ЕР 内 单 值 , 则 和 前 述 的 保 
角 有 映射 相同 ， 特 别 是 ,在 乙 是 单 连通 的 情形 ,由 
于 单 值 定理 ',w = f(x) 必 是 单 值 的 。 然 而 о 
f(x) 在 DD 内 一 般 可 以 是 多 值 的 ,为 了 同 它 区 别 ， 
称 前 述 的 保 角 映 射 为 一 一 保 角 喘 射 . 

多 连通 域 情 形 的 Riemann PRA TE HE p| AL 
为 下 面 的 形式 . 

4) 设 D 是 至 少 具有 三 个 边界 点 的 多 连通 
域 ， 这 时 存在 D 内 的 单 叶 全 纯 多 值 函 数 w = 
Са) ,其 值 域 A 恰 和 单位 贺 盘 |w| < 1 相同 ( 即 
D 能 保 角 映 射 到 单位 贺 盘 А: Ie] < 1 E). 
Hü B, 在 DD 的 一 点 so 处 , w = J(z) (的 一 个 分 
枝 ) 能 满足 1z0) == 0, arg (зо) = Oo, 且 在 这 
样 的 条 件 下 ,映射 函数 是 唯一 确定 的 。 

这 条 定理 中 的 映射 函数 必定 是 无 穷 多 值 
的 ， 并 且 它 具 有 下 面 的 性 质 : 当 固定 D 内 任意 
一 点 zo 时 ,如 果 设 PCa zo) 是 w = f(z) He, 
为 中 心 的 一 个 函数 元 素 , WEE zo RAITT ATK 
数 元 素 都 能 表示 为 LALP(z;z0)] (一 0,1，……)， 
这 里 L* 是 保持 单位 贺 内 部 不 变 的 线性 变换 +。 
这 些 线性 变换 L, 的 集合 构成 一 个 群 G6( 称 为 
Fuchs t), w = f(z) 的 反 函 数 z 一 p(w) Ж 
关于 群 G 的 自 守 函数 '. 群 G 不 合 有 椭圆 变换 '.。 
如 果 DD 有 孤立 边界 点 , 则 G 含有 抛物 变换 +。 

[Riemann MZA Ж fa c8]. iR Fi 和 
F, 是 两 个 Riemann 面 +, 并 设 给 出 了 把 F, 一 一 
连续 地 变换 到 F HRH р = Ol). 设 F, 的 
各 点 内 在 F, 上 的 象 点 是 pt HA SUNT prm 
BOMBA SR =, = T (p) 和 г; = 
Tp), E z—>pr prz; BK 22= (z), 


LO si 


fn z = pla) E zt ТОР) 的 某 个 令 域 一 
一 保 角 映射 到 28 = TAP) 的 一 个 令 域 ， 则 称 
pi Olp) 把 Fi 一 一 保 角 映射 到 F, E. 

对 于 上 述 多 连通 域 的 映射 函数 v= fG), 
如 果 把 它 的 各 个 函数 元 素 看 作 点 ， 就 可 以 得 到 
ET TDI ES ET D, mi w= 1) 在 D 
上 成 为 单 值 全 纯 单 叶 函数 . 因而 定理 4) 可 以 换 
成 下 面 的 说 法 : 设 D 是 至 少 有 三 个 边界 点 的 多 
连通 域 , 则 能 把 书 的 万 有 歼 盖 面 方 一 一 保 角 映 
射 到 单位 圆 盘 |w| <1 上 ,在 这 种 情形 , 关于 
BEM 方 的 可 达 边 界 点 ， 关 似 于 1) 的 定理 成 
立 ， 因 为 方 是 = 平面 的 单 连通 覆盖 面 , 所 以 可 
以 把 上 述 定理 4) 看 作 Kocbe 定理 的 特殊 情形 ， 
后 者 断言 , 任 一 单 连通 开 Riemann 面 可 保 角 映 
射 到 单位 圆 内 部 或 全 有 限 平面 上 。 

【多 连通 域 的 保 角 映射 】 把 z 平面 的 多 连 
通 域 忆 一 一 保 角 映射 到 ww 平面 的 适当 的 多 连通 
域 9 的 问题 也 是 重要 的 ， 在 这 种 情形 , DAD 
必须 是 同 胚 的 ， 然 而 即使 D 和 多 AR, ENZ 
间 电 不 一 定 能 一 一 保 角 映 射 。 设 DD 和 多 分 别 是 
z 和 ww 平面 上 至 少 具有 三 个 边界 点 的 多 连通 : 
域 。 根据 定理 4) {ED fü D OR APRN SU fir Bl. 
盘 上 时 ,如果 分 别 以 G 和 表示 属于 D 和 多 f: 
Fuchs 群 ， 则 书 可 以 一 一 保 角 映射 到 29 上 的 充 . 
分 必要 条 件 是 ,在 适当 的 线性 变换 下 , 群 可 以 . 
变换 为 群 G. 

对 于 边界 分 支 只 由 连续 统 组 成 的 有 限 连 通 
Ж, 在 二 连通 情形 有 一 个 实 参数 , 在 "(>2) 连 
通 情形 有 3» — 6 个 实 参 数 ,作为 属于 域 的 保 角 
不 变量 《conformal invariant，modulus)， 只 在 这 
些 不 变量 相同 的 类 内 , 保 角 映 射 才 是 可 能 的 。 

相应 于 采用 回 盘 作为 单 连通 的 典型 域 ， 在 
二 连通 的 情形 常用 同心 圆 环 作为 典型 域 ， 在 后 
一 情形 ,两 个 边界 圆 的 半径 之 比 (>1) 的 对 数 ， 
WAH MM (modulus), 它 是 这 个 域 的 保 角 : 
不 变量 。 一般 地 ,作为 >《> 2) 连通 的 典型 域 ， 
可 以 取 种 种 类 型 ， 沿 儿 个 同心 圆 弧 或 射线 切 开 
全 平面 、 圆 盘 或 同心 圆 环 所 得 的 域 ,具有 平行 列 
纹 的 平面 , 等 等 。 把 给 定 的 域 一 一 保 角 映 射 到 
这 些 典 型 域 的 可 能 性 ，Hilbert，Kocbe 等 给 出 了 
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位 势 论 7 的 证 明 ，E. Rengel, R. de Possel, H. 
Grunsky 等 给 出 了 函数 论 的 证 明 。Kocbe 还 证 
明了 一 一 保 角 映射 到 从 全 平面 除去 互 不 相交 的 
圆 盘 后 所 得 到 的 域 的 可 能 性 ,以 后 J. Douglas, 
R. Courant 把 它 作为 Plateau 问题 ? 解 的 存在 性 
的 特殊 情形 予以 导出 。L，Bicberbach，Grunsky 
还 证 明了 从 其 他 类 型 的 ”连通 域 映 射 到 = 时 加 
盘 的 可 能 性 在 二 连通 域 方面 有 O. Teichmal 
ler, 小 松 勇 作 等 的 细致 研究 . 当 3 << cob, 
起 初 L. V. Ahlfors (1947) 作出 了 Schwarz 引 
理 + 的 推广 ,而 近年 来 基于 核 函 数 ! 或 Schiffer 变 
分 等 , 在 这 方面 取得 了 相当 的 成 果 。 无 限 连通 
情形 与 有 限 连通 情形 有 本 质 的 差别 , 已 由 de 
Possel, H. Grótzsch 等 进行 了 研究 . 

【通用 常数 】 在 保 角 映射 理论 中 出 现 的 通 
用 常数 《universal constant) rB, Bloch 常数 是 有 
名 的 。A. Bloch (1924) 证 明 ,由 |] < 1 内 的 
全 纯 函 数 w 一 F(z) — z 十 … 所 作 的 一 一 保 
角 了 映射 所 得 到 的 w 平 面 的 覆盖 面 ， 都 包含 一 个 
单 叶 贺 盘 ， 这 个 圆 盘 的 半径 是 与 各 个 函数 F' 无 
关 的 正 数 B(Bloch 定理 )， 这 样 的 常数 8 的 上 
HER B 称 为 Bloch 常数 (Bloch's constant), B 
的 准确 值 至 今 还 不 知道 ,但 Ahlfors-Grunsky 得 
到 了 

V3 


v PPM tals) 


T(1/4) 
T(11/12) V^ 
x ( а) = 0.471906, 

关于 限定 单 叶 函数 ! 时 的 Bloch 常数 %， 有 
0.5666 < A < 0.65647, 象 圆 盘 不 一 定 是 单 叶 
BJ, 5j Bloch 常数 相当 的 是 Landau 常数 
(Landau's constant) €, 关于 它 已 经 知道 0.5 < 
€ < 0.54326 (参阅 小 松 [5], 上 ,第 12 3C). 

关于 多 角形 域 的 保 角 映射 ， 一 Schwarz- 
Christoffel 变换 。 关于 了 畸变 定理 以 及 系数 问题 
Ss, — 单 叶 函 数 和 多 叶 函 数 . 
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Schwarz-Christoffel 变换 [j Schwarz-Ch- 
ristoffel transformation 法 transformation de Sch- 
warz-Christoffel 4% Schwarz-Christoffelsche Trans- 
formation IÁ преобразование Шварца-Христоф- 
中 mm A Ya 2 2-2 J) Z t >o 7 x МОЖ 
换 ] ”确定 把 圆 的 内 部 或 半 平 面 保 角 映射 ?到 多 
角形 内 部 的 解析 函数 的 形状 问题 ,是 由 Н. А. 
Schwarz 和 E. B. Christoffel (1869) 首次 研究 
的 (一 保 角 映射 ,公式 13), 

设 复 w 平 面 上 m 角形 P 的 顶点 6, Си == U, 
tm) 处 内 角 为 mr， 则 把 = 平面 上 的 贺 盘 或 
半 平 面 保 角 映 射 到 P 的 内 部 的 函数 w 一 fe) 
由 


nef Й. - оа + с 
Er 


给 出 . EXE b, 一 (a,), С, С BSS AE P 
的 位 置 和 大 小 有 关 的 常数 ,但 当 = 平面 上 的 基 
础 域 是 半 平 面 ， 且 有 一 个 a, 与 无 穷 远 点 相同 
it, 要 除去 与 之 相应 的 因子 . 上 面 的 表示 式 称 
为 Schwarz-Christoffel 变换 公式 (transforma- 
tion formula of Schwarz-Chrisoffel)， 这 个 公式 
是 Christoffel 为 解 二 维 平稳 温度 分 布 问 题 而 求 
WH, CERBARS POTE ERIS PR RA B &- 
种 问题 中 ， 在 确定 静电 学 和 流体 力学 的 二 维 问 
题 里 场 的 力 线 ( 流 线 ) 和 等 位 线 等 问题 中 ,有 极 
为 广泛 的 应 用 。 

关于 把 圆 的 内 部 或 半 平 面 映射 到 多 角形 外 
部 的 函数 ,也 可 导出 类 似 的 公式 。 与 此 有 关 , 把 
圆 的 内 部 映射 到 由 圆 弧 多 角形 围 成 的 域 的 函数 
所 满足 的 三 阶 微分 方程 , 对 于 自 守 函数 理论 是 
有 用 的 .如 果 把 特殊 形状 的 贺 弧 多 角形 向 别 的 


m 


HAE, BROUGHT AN SRR 
PTB RAH RS A. RUXPT HOURS UEBER 
到 这 样 的 多 角形 的 内 部 的 函数 ， 可 以 得 到 类 似 
于 Schwarz-Christoffel 变换 公式 的 表示 式 . 

Ju) 


【二 连通 域 的 情形 】 可 以 往 各 种 方向 推广 
Schwarz~Christoffel 变换 。 例如 , 把 二 连通 的 典 
型 基础 域 0 < q < |z| < 1 保 角 上 映射 到 m 角形 
Pn n 角形 8 所 围 成 的 环形 域 的 函数 w = f(=) 
《图 D, 如果 |z|= 1, |] 一 ?分别 对 应 到 P, 
Q, 而 P, 8 的 顶点 的 原 象 点 是 ce (al, 
т), де» (v = 1, ory n), P, OA MASI 
等 于 aue, Bons 则 映射 函数 可 表示 为 

ко = c [ea (TT обоз A 


Il эу + d, Jaz +e 


的 形状 ， 这 里 wxC(z>) 和 ol) 表示 Weierstrass Hi 
贺 函 数 * 论 中 以 2< 和 一 2ilog4 为 基本 周期 的 
а п т 函数 ;常数 e" 由 

c= (È а-а, - 207809.) 


г 
给 出 。 


[8) [1] Y. Komatu (ДИМ), Darstellungen der | 


in einem Kreisringe analytischen Funktionen nebst den 
Anwendungen auf konforme Abbildung über Polygonal- 
ringgebiete, Japan. J. Math., 19 (1945), 203—215, [2] 
ү. Komatu( 小 松 勇 作 )-H.Nishimiya (PE), Conformal 
mapping onto polygons bounded by spiral arcs, Kedai 
Math. Sem. Rep., 16 (1964), 243—248; [3] 小 松 勇 作 ， 
‘STEM, SELMAN, E 1944, T 1949; [4] W. von 
Koppenfels-F. Stallmann, Praxis der konformen Abbildung, 
Springer, 1959. 


极 值 长 度 (Ж extremal length 法 longueur ex- 
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длина Н SENS] REKE] 关于 一 
个 平面 域内 的 某 个 曲线 族 ， 其 长 度 和 域 的 面积 
的 关系 , 在 函数 论 中 早已 得 到 种 种 应 用 。 为 使 
之 一 般 化 ，L. V. Ahlfors 和 A. Beurling 引进 
了 称 为 关于 曲线 族 的 极 值 长 度 的 量 〈[1]). 此 
后 虽然 给 出 了 各 种 定义 ,得 除了 J. Hersch (141), 
A. Pfluger (131) 的 定义 以 外 ,这 些 定义 本 质 上 
是 相同 的 . 

开 区 间或 圆周 的 连续 象 称 为 曲线 ， 如 果 包 
含 于 该 曲线 内 的 任 一 连通 弧 ! 的 长 度 恒 有 限 , 则 
称 这 曲线 是 局 部 可 求 H B). (locally rectifiable), 
设 C 是 至 多 可 数 个 这 样 的 曲线 所 成 的 族 ，P(z) 
(0 <p) < oo) 是 在 全 平面 上 有 定义 的 Baire 
函数 *， 在 C 上 可 以 用 弧 长 C 作为 典范 参数 (一 


长 度 和 面积 ), 定 义 (Cvp》 = | ods, i r WI 


样 的 C 的 某 个 集合 ， 对 内 所 有 c 都 满足 《C， 
9) 71 的 o, 称 为 对 于 本 是 容许 的 (admissible). 如 
果 假定 了 中 不 存在 由 至 多 可 数 个 点 形成 的 C， 


Wi om co 对 于 总 是 容许 的 ，|| pdrdy 关于 


容许 的 Pp 的 下 确 界 MCT), 29 T IIR Cmodu- 
le)， 它 的 倒数 ACT) 称 为 的 极 值 长 度 ， 特 别 
是 ， 如 果 给 出 下 确 界 M(T) ех, Д 
pldz| 为 的 极 值 度量 《extremal metric)， 即 使 
把 Pp 限定 为 下 半 连 续 ' 函 数 ， 也 能 得 到 相同 的 
AQ). 在 T 的 元 的 长 度 的 下 确 界 为 正 的 情形 ， 
在 这 个 定义 中 限制 p(z) 为 连续 函数 而 得 到 的 
Ж. 是 了 的 Hersch-Pfluger 极 值 长 度 ， 两 者 
事实 上 不 同 的 例子 是 存在 的 (下 面 叙 述 的 例 
1). HF Beurling 的 工作 ， 已 经 知道 极 值 度 
量 存 在 的 充分 必要 条 件 . 

我 们 列举 按照 [1] 定义 的 极 值 长 度 的 


“ 性质 。1) 若 mc Г, АСГ) >a). 2) 


M(U r.) < > war) sat tts.) 


MT, 存在 互 不 相交 的 平面 可 测 集 {E。}， 使 得 
每 个 C, ET, 包含 于 EA, WRU, 的 每 个 


trémale 4 Extremallinge 4A экстремальная ^ 元 至 少 包 合 一 个 CeT, 则 M(T)> EMT, 
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从 而 M(U r.) = EMT). 如 果 对 每 个 


un, 任 一 CeT 至 少 包含 一 个 C,ET,, MANS 
Di). 4) 8 GD 在 平面 域内 全 纯 ， 每 


个 Cer 包 含 于 2 内 ,如 果 以 万 C) RACH 
象 , 则 ACT) KaD. 特别 是 , 若 f(x) 单 
Ht, 则 等 号 成 立 ， 也 即 4(T) 在 一 一 保 角 映 射 + 
下 是 不 变 的 、 

【 极 值 距离 】 设 2 是 平面 域 , 89 是 它 的 边 
FX, MX FE QUOO 中 的 集合 ,连接 X, 的 点 
和 X; 的 点 且 最 多 除去 端点 都 在 2 中 的 曲线 的 
全 体 所 形成 的 族 的 极 值 长 度 1000, X2), KH X: 
和 X, (QF 0) 的 极 值 距离 (cxtremal distance), 

例 1) it O= {z| |z| < 2), x, = 89, x, 
是 |z] < 1 中 的 可 数 集 ， 以 1z| 一 1 作为 它 的 
聚 点 集 , 则 Xo(X1,X2) = со, {E Hersch-Pfluger 
意义 下 的 极 值 距离 是 (2x)"'log2, 两 者 不 相 
等 。 例 2) 关于 边 长 为 a, b 的 长 方形 , 边 长 为 
а 的 两 边 间 的 极 值 距 离 为 6/a. 例 3) 关于 半径 
为 n n (n < ra) 的 圆 环 域 0， 两 边界 贺 周 间 
的 极 值 距离 为 《2x) log (ry/); 而 2 内 与 贺 
周 同 伦 的 闭 曲 线 族 的 极 值 长 度 ， 等 于 此 极 值 距 
离 的 倒数 。 例 4) 设 2 为 扩张 * 平 面 上 含有 无 
穷 远 点 作为 内 点 的 域 , zo € O, (|z — z |= r)C 
9. Wa, RAR (|z — | = r} 和 集 XC89 之 
闻 关 于 8 的 极 值 距 离 ; 则 %, — (29) log Ж” 
的 递增 函数 , 它 当 + 一 co 时 的 极限 Yo(X ,00)， 
称 为 约 化 极 值 距离 (reduced extremal distance). 
Оа = co 为 极点 的 Green 函数 ?的 Robin 
WRIT 等 于 24 10(д0,оо), 

也 可 以 在 Riemann 面 上 定义 极 值 长 度 的 概 
念 。 这 个 概念 是 许多 古典 保 角 卫 射 不 变量 的 统 
一 的 推广 , 它 对 函数 论 的 各 个 分 支 ,特别 是 保 角 
映射 '、 3L PARA, Phragmén-Lindelof 定理 、 
系数 问题 、Riemann 面 的 型 问题 等 等 有 广泛 的 
应 用 。 ВЖИВАТИ ЛИ, 推广 
极 值 长 度 的 概念 ， 还 可 以 定义 加 权 极 值 长 度 
(extremal length with weight) (KRUR), 高 维 
空间 的 一 般 的 模 (B. Fuglede, [7]) 等 ,这 些 概 
念 具有 有 用 的 性 质 和 应 用 . 


[S}-[1] L. V. Ahlfors-A. Beurling. Conformal 
invariants and function-theoretic null-sets, Acta Math., 
83 (1950), 101—129; [2] V. Wolontis, Properties of 
conformal invariants, Amer. J. Math., 74 (1952), 587— 
606, [3] А. Pfluger, Extremallingen und Kapazität, 
Comment. Math. Helv., 29 (1955),120—131 [4] J- 
Hersch, Longueurs extrémales et théorie des fonctions, 
Comment. Math. Helv., 29 (1955), 301—337; [5] Xi 
жин, EBA, CPM, JER, 1957; [6] м. 
Ohtsuka (ЖД), Dirichlet problem, extremal length 
and prime ends, van Nostrand, 1970; [7] B. Fuglede, 
Extremal length and functional completion, Acta Math., 98 
(1957), 171—219; [8] J.A. Jenkins, Univalent functions 
and conformal mapping, Erg. Math., Springer, 1958, 


拟 保 角 映 射 [3E quasi-conformal mapping 法 
représentation quasi-conforme Ë quasikonforme 
Abbildung {Å квазиконформное отображение 
日 扰 等 角 写 像 ] 【历史 】 拟 保 角 映射 ， 作 为 
保 角 映射 "的 推广 ， 是 由 H. Grótzsch 引进 的 
《1928)。 当 平面 域 之 间 的 同 奈 f 为 连续 可 微 且 
其 函数 行列 式 为 正 时 ,如 果 用 复 变 量 * ES 
则 微 圆 jdz| 一 常数 的 象 是 以 (1fs| + I8 OX 
1dz| XKR A Cll 一 [fel id= | 为 短 轴 的 
ORL. 而 当 长 轴 和 短 轴 之 比 KCs) = Cil + 
IADA] — 151) 在 二 的 定义 域内 有 界 时 、 
就 称 f 为 氢 保 角 映 射 . WR K (z) HEF 1, NJ 
f ERAH. Gratzsch 除 研究 了 拟 保 角 映 射 
与 保 角 映射 之 间 的 类 似 点 外 ， 还 求 出 了 平面 上 
给 定 的 两 个 长 方形 之 间 使 K(z) 的 上 确 界 达 到 
最 小 的 拟 保 角 映 射 ， 也 即 求 出 了 最 接近 保 角 喘 
射 的 拟 保 角 映射 。 

以 后 ， 也 有 些 人 研究 了 拟 保 角 映 射 与 保 角 
映射 的 类 似 点 ,但 是 宁可 说 , 拟 保 角 映 射 的 重要 
性 在 于 它 的 应 用 方面 。 如 后 所 述 ， 角 谷 静 夫 ， 
О. Teichmüller 等 把 它 应 用 于 Reimann 面 的 类 
型 问题 +，M. A. Лаврентьев, L. Bers 等 把 它 
应 用 于 梢 圆 型 偏 微分 方程 理论 ，Teichmalker, 
L. V. Ahlfors, Bers 等 把 它 应 用 于 Riemann ilii 
的 参 模 问题 (一 代数 函数 ). 

【推广 的 定义 】 由 于 上 述 拟 保 角 映射 的 定 
义 中 可 微 性 等 条 件 过 强 , 所 以 可 进行 各 种 推广 . 
现在 我 们 给 出 下 面 的 定义 。 如 果 复 数 平面 的 域 
也 到 A 上 的 拓扑 映射 了 在 广义 函数 的 意义 下 具 


有 L, 偏 导数 , 且 存 在 在 D 内 可 测 的 px， 使 得 f 
满足 Beltrami 微分 方程 (Bcltcami’s differential 
«equation ) 
hue 

则 称 f 为 保 角 映射 《jp-conformal mapping), 
WR lale < 1, 则 称 f 为 拟 保 角 映 射 。 这 时 称 
K = (1 + Аа — 141) 26 f 5 8 X 6 
ШЖ (maximal dilatation), ÁF Riemann 面 之 
闻 的 映射 也 能 定义 这 些 概 念 ; 但 这 时 上 应 是 使 
«447! 不 依赖 于 局 部 参数 = 的 选择 的 函数 ， 


如 果 把 上 面 的 假定 中 的 “拓扑 映射 改 为 


“连续 映射 ”, 则 称 f Ж м PR fB BR SK (上 -conformal 
function); 如 果 还 有 lale < 1， 则 称 它 为 伪 解 
析 函 数 (psudo-analytic funetion )、 严 保 角 函 数 
可 表示 为 全 纯 函 数 z 和 上 保 角 映 射 4 的 合成 
go, 

也 可 以 用 下 面 的 方式 来 定义 拟 保 角 映 射 : 
任意 的 曲线 四 边 形 ( 即 具有 四 个 指定 点 的 简单 
CAER ) О 的 内 部 能 保 角 映射 到 和 矩形 域 1， 使 它 
的 四 个 点 映 为 工 的 顶点 ; 这 时 工 的 长 宽 之 比 
(21) 是 唯一 确定 的 ， 称 它 为 2 的 模 ， 记 作 
mod 9， 如 果 从 DD 到 A 上 的 拓扑 映射 + 保持 方 
向 ， 且 对 连同 边界 包含 于 DD 内 的 任意 曲线 四 边 
形 Q, mod (0) < K mod Q RIL W f 是 最 大 
月 胀 率 不 超过 天 的 拟 保 角 映射 。 森 明 〈[8]) 
和 Bers ([5]) 证 明了 它 同上 面 的 定义 是 等 价 
йз. 

【 拟 保 角 映 射 的 主要 性质】 Weyl 81 
理 ' 得 知 , K = 1 (或 上 一 0) 的 拟 保 角 映射 是 


保 角 映 射 。 拟 保 角 喘 射 几乎 处 处 完全 可 微分 ， 
函数 行列 式 几 乎 处 处 为 IE, Н. СИ + 16507 
《fl 一 Ifl) < К 几乎 处 处 成 立 。 


A dz] < 1 到 lw| < 1 上 的 具有 最 大 路 胀 
率 K 的 拟 保 角 映射 了 可 以 扩张 为 |z| <1 Bl 
Го < 1 上 的 拓扑 映射 。 如 果 还 假设 XK0) 一 0， 
则 对 于 [m] < 1, 151 <1, Holder 条 件 

Ca — zl /16)% < IKa) — K221 

< 16|z 一 zl 

成 立 ， 而 且 16 fE2O 53 K EAD ARE ft kr BJ 
人 《 森 )。 因 而 这 样 的 f 的 全 体 特别 形成 正规 族 . 
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Ahlfors-A. Beurling 给 出 了 由 了 给 定 的 jz| = 
1 一 |w| 一 1 的 对 应 的 特征 (13])。 关 于 其 他 
主要 的 几何 性 质 , 一 Ahlfors [1], # [8]. 

给 定 在 DD 内 可 测 的 а СП < 1) 时 ,必定 
存在 从 DD El e PROM LAY RAH, Н. 
若 不 计 A 的 保 角 映射 ， 则 它 是 唯一 的 (C. B. 
Morrey [9]). YE P 为 实 解析 , 且 取 通常 意义 下 
的 微分 的 情形 , 很 早 以 前 就 已 知道 Bchrami 微 
分 方程 有 = of. 的 解 的 存在 定理 与 曲面 的 保 形 
(жн) 变换 ' 相 关联 。 

关于 4 保 角 映射 对 上 的 依赖 性 ， 下 面 的 
Ablfors-Bers 的 结果 是 重要 的 ([2]): 以 e Ж 
示 全 有 限 平面 到 它 本 身上 且 保持 0, 1 不 变 的 
u REH, Er 的 空间 中 引进 Les TERK. fE e 
的 空间 中 引进 某 种 范 数 ,使 双方 成 为 Banach 空 
间 。 于 是 ， 若 上 的 族 {plz) = ules) 中 满足 
lale < & < 1 的 函数 ale) 关于 :为 连续 ， 
连续 可 微 ， 实 解析 或 复 解 析 ， 则 关于 jw 同样 
的 事实 也 成 立 。 

如 果 给 定 两 个 同 胚 的 闭 Riemann 面 且 给 出 
从 其 中 之 一 到 另 一 个 的 保持 方向 的 同 胚 的 同 伦 
类 ', 则 在 属于 这 个 同 伦 类 的 拟 保 角 映射 中 ,使 
最 大 膨胀 率 为 最 小 的 拟 保 角 映 射 ， 称 为 极 值 所 
保 角 映射 (extremal quasi-conformal mapping), 
它 恒 存在 且 唯一 的 证 明 ， 以 及 与 之 对 应 的 的 
特征 ， 均 由 Teichmaller 所 给 出 ([10], [11]), 
这 个 结果 对 Riemann 面 的 参 模 问题 是 重要 的 . 
在 Riemann 面 的 参 模 问题 中 , 拟 保 角 映射 的 重 
要 性 不 止 这 一 点 , 它 实际 上 起 着 本 质 的 作用 (一 
代数 函数 )。 

【应 用 】 f (1937) Яй Teichmüller (1938) 
把 拟 保 角 映射 应 用 于 Riemann 面 的 类 型 问题 7. 
这 种 应 用 是 基于 下 述 事实 : 给 定 边界 对 应 ， 求 
投保 角 映 射 要 比 求 保 角 映 射 容易 得 多 ;并且 类 
似 于 保 角 映射 ，Riemann ifi 属于 0c 或 Oup 类 
(= Riemann 面 ) 的 性 质 在 拟 保 角 映 射 下 是 不 
变 的 . 

JlaapesTbes《[7]) 和 Bers《[4]) 等 把 拟 保 
角 映 射 应 用 于 偏 微分 方程 理论 ， 特 别 是 关于 流 
体 的 问题 . 这 是 基于 下 述 事实 : 在 二 维 可 压缩 
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流体 ' 的 定常 流 中 ,如 果 密 度 及 其 倒数 有 界 , 则 
从 物理 平面 到 位 势 面 (以 速度 位 势 * 和 流 函 数 ' 
为 坐标 的 面 》 的 映射 是 拟 保 角 的 ; 如 果 还 假设 
Mach 数 + 的 上 确 界 小 于 1， 则 从 物理 平面 到 速 
端 平面 + 上 的 映射 是 伪 解 析 的 。 

【类 似 的 各 种 概念 】 与 上 面 的 叙述 有 区 
91, Лаврентьев 如 下 地 使 用 拟 保 角 映 射 这 一 术 
dB: 如 果 拓 扑 映 射 fou + o 的 wy o 满足 某 
个 一 阶 偏 微分 方程 组 ， 则 称 f 为 关于 这 个 方程 
组 的 拟 保 角 映射 。 在 方程 也 包括 不 是 Beluami 
微分 方程 的 情形 这 种 意义 下 ， 这 是 更 为 一 般 化 
T. 然而 反 过 来 ,如 果 方程 满足 强 椭圆 型 条 件 ， 
则 它 必 成 为 (本 条 所 述 意义 下 的 ) 拟 保 角 映 射 ， 
Bers 也 是 在 表示 与 线性 椭 贺 型 偏 微 分 方程 相 联 
系 的 某 种 函数 的 意义 下 使 用 伪 解 析 函 数 这 一 术 
语 的 ， 在 每 个 相对 紧 子 集 上 , 它 成 为 (本 条 所 述 
意义 下 的 ) 伪 解析 函数 ,并 具有 与 解析 函数 类 似 
的 性 质 . 

还 有 些 人 把 多 变量 函数 的 解析 变换 称 为 
“ 氢 保 角 映射 ,还 有 所 解析 函数 ?这 样 类 似 的 术 
语 , 可 是 这 些 概念 与 这 里 叙述 的 完全 不 同 . 
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多 变量 解析 函数 
variables i& fonction analytique de plusieurs va- 
tiables ¿Ë analytische Funktion mehrerer Verin- 
derlichen 4 аналитическая функция многик 
переменных Н 多 变数 解析 因数】 多 ( 复 ) 变 
量 解析 函数 的 定义 ,与 单 复 变 量 情形 相同 ,可 以 
用 基于 可 微 性 的 G. F. B. Riemann 方式 ,也 可 
ИЖ ЖЕ ЖИА К. Weierstrass 方式 ,两 者 是 
等 价 的 。 我 们 从 后 者 出 发 进行 阐述 

LERB) 把 ”个 复 变量 所 成 的 组 (zu 
eee, 2a) 1020 2, HB (n — cis ctf — Cn) 
简 记 为 > 一 <。 还 把 0 和 正 整数 的 集合 МЮ" 
ATA Cho: + be) TEN ky 把 单项 式 
asa, фес zt НОЮ aga, 以 a (z — С) 29 
项 的 级 数 P， 称 为 以 < 为 中 心 ， 以 a4 为 系数 的 
(多 变量 ) 圳 级 数 或 整 级 数 (power series), МР 
在 = 处 绝对 收敛 时 ， 无 论 用 哪 种 次 序 把 它 改写 
为 单 级 数 ,其 和 不 变 。 这 一 点 如 果 严格 地 说 ,就 
如 下 述 : 适当 地 选取 从 入 到 N" 上 的 双 射 9 
时 ,如 果 单 级 数 D larm(z — e| tk, HI 
单 级 数 X акна — су” 的 和 与 N- N° 的 
双 射 的 选择 方法 无 关 ， 这 个 一 定 的 值 称 为 P 
在 z п, fE Dale — ot 若 P 的 项 在 
Bis? = (ай) (2) © cj) 处 一 致 有 界 ， 则 PER 
多 圆柱 〈pPolydis) 

S= (sllz; — ‹1<14%— el, =l, sn) 
的 每 个 点 处 绝对 收敛 ， 且 在 5 内 的 任意 紧 集 上 
一 致 收敛 (N. H. Abel), 

对 于 宪 级 数 P， 具 有 下 述 性 质 的 点 的 全 
Жр, PH Р Si b. (convergence domain): 
在 ** 的 某 个 邻 域内 的 所 有 点 处 ,都 绝对 收敛. 
使 P 的 项 一 致 有 界 的 点 所 成 的 集合 p 的 内 部 等 
FD, RDE C 内 的 域 ,如 果 当 DD 含 有 SR. 
DD 也 包 合 环 面 {z11s; l= 183—1 i= 1, 
++. ,7n}， 则 称 域 D 为 以 < 为 中 心 的 Reinhardt 
a$ (Reinhardt domain); 如 果 当 D 含 有 当时 ,DD 
也 包含 闭 多 圆柱 («Iis 61 < [89 — 15 


[3 analytic function of several 


= 1›+++›л}, ЙИР AA С 为 中 心 的 完全 
Reinhardt i$ (complete Reinhardt domain)， 如 
BK P 的 收敛 域 非 空 , 则 它 必 是 完全 Rein- 
hardt 域 。 收敛 域 刀 还 是 对 数 西 的 《logarithmi- 
cally convex), 即 在 映射 z; — log |z; — cj G= 
1,7752) 下 ,集合 DD 一 Uj (z |z; = с) А" 
AER, GURERUB Р 634 k akha S k D — 
RULED X, 有 时 方 合 有 DD 的 外 点 ，D 的 位 于 
PH {elz = с} 上 且 含 于 方 内 的 外 点 所 成 的 
集合 , 有 时 称 为 收敛 域 的 刺 ( 侍 Stachel), ШЖ 
РЕ (|si — с] < ris } == leon) ORTA 
处 绝对 收敛 , 而 在 (|z, m eid ris imt 58) 
内 不 是 这 样 ， 则 称 (m，,*…，r，) 为 P 的 相伴 收 
AKA (associated convergence radii), ЩЙ Cris 
…'9rn) 不 是 唯一 确定 的 ,但 对 任意 的 相伴 收敛 
Æ Go rtr BA limsup C]a] rt) =1 


CIAL = b + t+ + k.) (B. Lemaire), 

在 2^ € С" 的 某 个 邻 域 内 有 定义 的 复 值 函 
数 如 果 它 在 2 的 一 个 邻 域 内 的 每 个 点 处 可 
表示 为 以 * 为 中 心 的 绝对 收敛 的 笃 级 数 P 的 
和 , 则 称 f ЖЕ 2° REE CHE Weierstrass 意义 下 ) 解 
桥 的 (analytic)， 称 P 为 1 在 s* 处 的 Taylor 展 
FR (Taylor expansion), 

【可 微 性 】 如 果 在 s € C+ 的 某 个 邻 域内 
有 定义 的 复 值 函数 1 在 * 的 一 个 邻 域 内 可 表 
D 
(1) JG) Ка) = a(n — af) + oe 

+ (zu — 24) +, 
lim e/( la 一 十 十 … 十 lm 一 的 | 一 0 


则 称 它 在 * 处 是 完全 可 微分 的 (tomlly differen- 
tiable)， 这 时 了 在 2 处 连续 ， 偏 导数 0/02; 
(一 1) 存在 , 且 Cauchy-Riemann 微 
分 方程 〈Cauchy-Ricmann differential equation) 
91/92, == 0 (j= 1, 5) 成立。 这 里 对 于 
z, = ху + iy, © 0f/02, = (1/2) (9/85, — 
ї91/Әуһ), 91/02,7 (1/2) (9/0x,*-10/8y,). 
如 果 在 * 的 某 个 邻 域 的 每 个 点 处 都 完全 可 
微分 ， 则 称 它 在 2° Xb (AE Riemann 意义 下 》 
Ф900 (holomorphic, regular), 如 果 在 Weiers- 
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tras 意义 下 解析 ， 则 在 Riemann 意义 下 全 纯 : 
反之 亦 然 ， 更 进一步 ,即使 去 掉 连 续 性 的 假定 ， 
只 假定 偏 导数 81/5zi (i = 1;… n) 在 各 点 处 
存在 ,也 能 证 明 它 是 全 纯 的 (F. Hartogs, 1906). 
即 如 果 f 对 每 个 变量 z, (1 <j<n) 是 全 纯 
的 , 则 它 也 是 在 Weierstrass 意义 下 解析 的 , 特 
别 是 连续 的 《Hartogs $4 t ER (Hartogs" 
theorem of holomorphy )), 

在 域 G C С" 的 每 个 点 处 解析 的 函数 称 为 
在 C 内 全 纯 或 解析 的 函数 ， 以 H(G) 表示 它 的 
Ф. 4 f= u + ive H(G) 时 , u,v 在 CG 内 
满足 微分 方程 92,2) /0з,02, = 0, BD 

Өш D'u 
O аат" 
Ou Du 
Ox0y, Әхк,ду, 
isk 1s “syn 

一 般 地 ， 如 果 广 义 函数 ' Te ' (6) їй (2) 
则 称 工 在 G 内 是 多 重 调和 的 《pluriharmonic)， 
这 时 工 是 调和 函数 ,从 而 是 实 解析 函数 。 

设 G, RE z, 平面 上 由 分 段 光滑 闭 曲线 c, E 


RUR C= J] с. HIE) EGLE 
ж.ш 


- 08 xou ODE. ns 
Ob ere ee 
Ж)» #66, 

A Nem Or ES 


(Cauchy 积分 表示 (Cauchy’s integral represen- 
tation))， 因 而 , 34 » > 2M, Rih t EAR OG 
的 真子 集 C 一 C1 x +++ x C, ЕКЕ, 就 确定 
了 + 的 值 ， 这 个 C 称 为 G 的 骨架 (skeleton) 或 
REM (determining set)， 多 变量 (多 重 调和 》 
函数 的 边 值 问题 ， 照 旧 按 古典 形式 一 般 是 解决 
不 了 的 ， 对 于 它 没有 象 对 于 单 变 量 函 数论 的 
Dirichlet 问题 那样 有 力 的 手段 . 

对 于 在 平面 圆 环 域 的 直 积 内 解析 的 函数 ， 
Laurent 展开 式 + 象 单 变量 时 一 样 成 立 ， 设 Ch 
GCC BR, GNG 4F2 ARM, fie HCG), 
f€ H(G,), 29 = 2° + ipe GNG. BE (sl 
Iz —2 <r y= ys <i <0) Who has 
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则 存在 唯一 的 je H(G,U G;), 使 在 G, Ñ /=h, 
ЖЕ G, At = (唯一 性 定理 (theorem of unici- 
ty)» 因而 能 象 单 变量 情形 一 样 地 定义 解析 开 
ds. = 一 1 时 成 立 的 许多 基本 定理 , 例如 关于 
整 函数 的 Liouville 定理 ', 最 大 模 原理 * 等 等 , 都 
可 以 推广 到 > 2 的 情形 。 可 是 也 有 解析 函数 
的 零点 集 (解析 的 集 , 一 解析 空间 [解析 的 集 ]) 
4 n 之 2 时 没有 孤立 点 等 著名 的 不 同 的 性 质 . 
研究 这 些 问题 也 是 多 复 变量 解析 函数 论 的 一 个 
目的 。 

{Шилов 边界 】 在 域 c 内 全 纯 的 函数 
oza) 满足 最 大 模 原理 ， 可 是 取 到 最 大 
往往 只 是 边界 的 一 个 真子 集 5。 例如 
对 上 述 的 直 积 域 G = IG, FURS 为 它 的 骨 
Jg. Г. E. Шилов 联系 赋 范 环 ! 理 论 ,证 明了 下 
面 的 定理 。 在 包含 于 有 界 域 G 的 边界 内 且 满 足 
下 述 条 件 的 闭 集 S 中 ,存在 唯一 的 最 小 的 50: 对 
于 在 G 内 全 纯 ， 在 5 上 连续 的 所 有 函数 1， 有 
sup (176) | lz € S) = sup (IC | lz € G}. Ж 
这 个 % 5 GHY Шилов 边界 (gilov boundary), 
关于 % 的 具体 结构 , 与 后 面 令 述 的 伪 凸 性 相 联 
系 ， 已 被 详细 地 研究 。 H.-J. Bremermann 把 
Dirichlet 问题 的 Perron 方法 ?应 用 于 多 重 次 调 
和 函数 和 Шилов 边界 ,解决 了 一 类 边 值 问题 . 

【局 部 理论 】 在 SC C" 的 邻 域内 有 定义 
的 解析 函数 f, go 若 在 5 的 某 个 邻 域内 有 1 二 g， 
则 称 fure XT S 是 等 价 的 ， 称 相应 的 等 价 类 
为 由 确定 的 S$ E AS WE H da R A BE (germ 
of analytic function), “ 2 tk id fF HCS). 
H(0) = HC(0)) 同 构 于 在 0 的 某 邻 域内 绝对 
收敛 的 等 级 数 ( 简 称 为 收敛 竺 级 数 ) 的 全 体 所 成 
М He, HEH f 0, 如 果 取 以 0 为 中 心 
的 适当 的 坐标 z tto as 使 在 z, = 0 的 一 个 
BRAKA О, 5550,2.) 关 0, 则 在 0 的 一 个 
OGRA, f 等 于 H, 的 一 个 可 逆 元 和 一 个 特异 伪 
多 项 式 (distinguished pseudo-polynomial ) 


2% + alai tzada H + 
+ aott tza) Heal] 
а(0,+++›0) = +++ = a4,(0,-++,0)=0 


的 积 。 而 且 这 样 的 特异 伪 多 项 式 由 f 和 坐标 系 


Zi c z, ЕЕ (Weierstrass 预备 定理 
( Weierstrass preparation theorem))， 由 此 表明 ， 
H, Æ n EWIE. H. Cartan 把 H(0) 看 
作 局 部 凸 ? 环 HCU CCU E o HOFF BRAY 
纳 限 ,在 更 精密 的 形式 中 证 明了 这 条 预备 定理 ， 
其 中 包含 了 对 应 了 一 ai(z) 关于 上 确 界 范 数 是 
连续 的 .在 细致 考虑 这 种 情况 的 基础 上 , 阅 深 证 
明了 一 条 重要 的 基本 定理 : 由 Осо: = HG) 
(ze С") 定义 的 C" 上 的 环 层 ' Oc 是 凝聚 
f^. 

【全 纯 域 】 给 定 域 с С" (n > 2), 可 能 
存在 真 比 G 大 的 域 6', 使 得 所 有 在 G 内 全 纯 的 
函数 可 以 解析 开拓 到 G' 内 。 这 样 的 现象 常 称 
为 解 桥 扩张 《analytic extension), Ф, 设 S = 
S хо, 这 里 S Жо HE (z rn Bani) Z 
间 和 z。 空间 内 的 开 多 圆柱 ,， 设 TCC RIF 
Ж. 如果 存 在 开 集 UC = Ф) С SS 使 得 (UX 
с) U(SxO0)c T, B SN THM, WES F+ 
纯 的 函数 全 都 可 以 唯一 地 解析 开拓 到 3UT 上 
(Hartogs 开拓 定理 (Hartogs’ continuation theo- 
rem))。 特 别 是 , ШЖ л ER G c C* 内 的 解析 
OK’, dim 4 < n — 2, WHA f€ H(G 一 4) 
能 唯一 地 解析 开拓 到 G E. 还 有 , 当 4 是 G 内 
解析 的 集 而 不 是 G 本 身 时 ， 则 在 4 的 各 点 的 邻 
域内 有 界 的 fe H(G 一 A) 都 能 唯一 地 解析 开 
inflG E (о 22 ff Riemann 开拓 定理 
(Ricmann's continuation theorem ))， 对 于 f 的 全 
纯 域 G, 定义 为 f 可 以 解析 开拓 到 它 上 面 的 最 
大 的 域 ， 对 于 域 C, 如 果 存在 f€ H(G), 使 得 
G=ë,, WE G 26 6f (domain of holomorphy) 
或 正则 域 . 但 是 G, 一 般 不 是 C 的 子 域 , 而 是 
C 上 的 覆盖 域 。 也 即 б, 是 连通 的 维 复 解析 
流 形 , 且 存在 具有 最 大 Jacobi 行列 式 秩 的 解析 
映射 p: G, — C* (从 而 "是 开 映 射 )， 关 于 几 
A fie H(G) 的 公共 存在 域 也 有 同样 的 事实 . 特 
别称 属于 НСС) 的 所 有 函数 的 公共 存在 域 G 为 
GAYS t & (Ж envelope of holomorphy Ф 
Holomorphichülle); 当 @ = G 时 ,就 称 G 为 解析 
完备 的 《analytically complete)《 以 上 这 些 概念 也 
可 以 转 到 G 是 C* 上 的 覆盖 域 的 情形 . ) 给 定 域 


COC, 研究 它 在 什么 条 件 下 是 解析 完备 的 ， 
称 为 (一 般 ) Levi 问题 (Levi's problem), 这 是 
多 复 变量 函数 论 的 重要 课题 。 为 此 研究 了 解析 
完备 域 的 种 种 伪 凸 性 . 

USE) 在 域 G C C* 内 有 定义 的 实 值 
函数 (一 co < u < +0) 称 为 多 重 次 调和 函 
数 (phurisubharmonic function), 如 果 它 在 G 内 上 
半 连 续 ,并 且 对 任意 的 =° € G 和 任意 的 a € C"， 
一 个 变量 + 的 函数 wz*+1a) 在 {1]2*+ta€ G) 
的 各 个 连通 分 支 内 关于 * 恒 为 次 调和 . 设 4005) 
是 从 域 6G C С" 的 点 = 到 边界 的 距离 (可 以 用 
C 的 任意 范 数量 度 )， 如果“ 一 一 log dc 在 G 
内 为 多 重 次 调和 ， 则 称 G 是 伪 凸 的 《pseudocon- 
vex), 但 是 因为 有 各 种 伪 凸 性 的 定义 ， 所 以 在 

” 需 与 其 他 伪 凸 人 性 区 别 时 就 称 为 4 POA, Poth 
域 族 的 交 的 内 部 的 每 个 连通 分 支 是 伪 凸 的 ， 伪 
凸 域 的 单调 递增 序列 的 并 是 伪 凸 的 . 设 “ 在 G 
的 一 个 邻 域内 属于 C 类 ,使 得 G — (slu) < 
0), REE е > 0, 8 E (Gul z,2)/82)02,) 
+ aja, > elal^, RA G 是 强 伪 凸 的 (strongly 
pseudoconvex), 强 伪 凸 性 草 涵 伪 凸 性 。 伪 是 域 
可 以 用 强 伪 凸 域 的 单调 递增 序列 从 内 部 逼近. 
开 集 PC C" 可 以 用 Xe HCP) (1 <a < N) 
HP = (211.601 < 1, 1 <a <N) 给 出 时 ， 
就 称 为 解析 多 面体 《analytic polyhedron), Ёй 
SEMA REM, 特别 是 , 连通 且 有 界 
的 解析 多 面体 称 为 Weil t (Weil domain), 如 
ЖМ > n, 且 对 所 有 的 人 (1 < k < n), ilf 
1 G <i < ЗЮ Сл К. 

【全 纯 凸 性 】 称 域 GC Ce HSM 
林 凸 的 (holomorphically convex), 如 果 对 所 有 紧 
KCCG, R= (À 210691 <p lf} 

ен sek 
(K 的 全 纯 包 ) 是 6G 的 紧 集 . (对 于 包含 于 解析 
的 集 内 的 域 G , 可 以 类 似 地 定义 它 的 全 纯 凸 
性 .) 全 纯 止 域 族 的 交 的 连通 分 支 是 全 纯 凸 的 . 
全 纯 凸 域 可 以 用 Weil 域 的 单调 递增 序列 从 内 
部 通 近 ， 由 定义 ,解析 完备 性 蕴 活 全 纯 凸 性 . 
对 Ce 中 的 域 , 逆 命 题 也 成 立 。 也 就 是 说 , ШЖ 
G 是 全 纯 凸 的 , 则 对 ӘС 的 每 个 点 5， 存 在 1e 
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HCG), ECEAT 处 不 是 局 部 有 界 的 〈H. 
Cartan-Thullen 定理 ，1932)。 由 此 还 得 到， 
全 纯 凸 域 是 全 纯 域 ， 也 即 С" 内 的 域 是 全 纯 凸 
域 当 且 仅 当 它 是 全 纯 域 (关于 C ERO 3E X 
覆盖 域 也 有 同样 的 事实 (网 ,1953))， 此 外 ,全 
纯 域 的 单调 递增 序列 的 并 是 全 纯 域 (Behnke- 
Stein 定理 , 1938), 

ATIC MRS, Ta C C* (a = 1,2, 
e). 使 得 SUT.C G, 且 对 所 有 fe H(G), 
à Mf Ti (а = 1,2, *) 成 立 ， 还 设 


So 一 limS, AAs To= im7。 如 果 ToCG Hi 
涵 S |C G , 则 称 连续 性 原理 (continuioy principle) 
在 G 上 成 立 ， 在 全 纯 域 上 ， 连 续 性 原理 成 立 
(Hartogs 连续 性 定理 (Hartogs” theorem of 
continuity))。 因此 ， 若 了 在 单 连通 的 有 界 域 
G c C* (п> 2) 的 边界 ӘС 的 一 个 邻 域 内 全 
纯 , Ң әс 为 连通 , 则 f 可 开拓 为 G 内 的 全 纯 函 
Ж (Hartogs-Osgood 定理 )， 从 而 当 ” 之 2 
时 ,解析 函数 没有 孤立 奇 点 .连续 性 原理 成 立 还 
是 伪 凸 性 的 充分 条 件 ， 因 而 全 纯 域 是 伪 凸 的 ， 
(Levi 问题 】 对 于 域 G C C" 的 边界 0G 
MAL 2, 如 果 存 在 2° PORATED О, EG Y U 
的 各 个 连通 分 支 都 是 全 纯 域 , MR G dE 2° pt Ji 
Cartan 人 擅 凸 的 (Cartan pseudoconvex). 还 有 ,如 
果 含 有 * 作 为 寻常 点 ' 的 每 个 一 维 解析 的 集 在 
允 的 所 有 邻 域内 含有 & G U (ао, JUR G 在 
”处 是 Levi bY (Levi pscudoconvex), 如 果 
әс 的 所 有 点 都 满足 这 些 条件 ， 则 分 别称 G 为 
局 部 Cartan 伪 凸 或 局 部 Levi 伪 凸 的 ， 全 纯 域 
是 局 部 Cartan 伪 凸 的 . 如果 C 是 伪 凸 的 ,并 且 
存在 ”的 邻 域 U, 使 得 СПО = (z|e(z) <0), 
其 中 pe CU), WGH 2 FE Levi 伪 凸 的 . 
反 过 来 , 伪 凸 域 是 不 是 全 纯 域 的 问题 , 称 为 
(本 来 的 ) Levi 问题 (Levi'* problem), 1911 年 
Levi 提出 了 这 个 问题 。 作为 许多 研究 的 结果 ， 
首先 ”一 2 时 由 网 (1942), 然后 ” 2 2 M B Fj 
(1953) (at С" E BJ Ж), F. Norguet 和 
Bremermann 肯定 地 解决 。Levi 问题 的 解决 ,可 
以 归结 为 下 面 的 加 的 粘 合 定理 ( 德 Heftungs 
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saz): 设 G C C* BARR BH a < b, G= 
f{zln>a}NG, G,= {zla < ó) nG 的 各 个 
连通 分 支 都 是 全 纯 域 , 则 G 是 全 纯 域 .由 伪 凸 域 
是 有 界 局 部 Cartan 伪 凸 域 的 单调 递增 序列 的 
并 这 个 事实 和 Behnke-Stein 定理 ,只 须 就 有 界 局 
部 Cartan 伪 凸 域 的 情形 来 解 Levi 问题 即 已 足 
够 ， 而 这 一 点 可 用 粘 合 定理 来 解 。 
除了 前 面 令 述 的 形 如 (3) 的 Cauchy 表示 
以 外 ,还 能 对 各 种 形式 的 域 ,得 到 解析 函数 的 积 
DER. FAR Levi 问题 等 的 辅助 手 股 ,对 于 
Weil 域 的 Bergmann-Weil 积分 表示 是 重要 的 . 

【解析 映射 】 近年 来 定义 了 在 拟 完 备 ' 局 
部 由 复线 性 空间 E 中 取 值 的 解析 函数 ， 上 面 所 
说 的 古典 理论 有 些 也 能 推广 到 这 种 情形 ， 并 已 
HAT WMA. ER GC С" 上 的 E 值 函数 

f 为 解析 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 E 上 的 所 有 连 
ЗЕН u, ио}: G 一 C RSME, H 
此 关于 E 值 全 纯 函 数 的 很 多 问题 可 以 归结 到 通 
常 的 全 纯 函数 ，C 内 的 通常 全 纯 函 数 的 全 体 
HCG) 还 是 空间 '. 

Cr 空间 和 复 Banach 空间 等 属于 上 述 E 的 
范畴 .特别 称 定义 在 域 GC С" 内 的 Ct 值 解析 
函数 9 为 G 到 C? 的 解析 映射 (analytic mapping), 
域 Gc C+ 和 解析 映射 所 形成 的 范畴 中 的 同 
构 称 为 解析 同 构 (analytic isomorphism) 或 双全 纯 
BRA (biholomorphic mapping), 如果 域 G 伴 以 
G ENEMA BAYA Оо MJ (G,O¿) 是 环 
式 空间 !。 复 解析 流 形 * 可 定义 为 局 部 同 构 于 某 
+ (G, Oc) 的 分 离 (Hausdorff 的 ) HAZM. 

G 上 的 亚 纯 函数 (meromorphic function) 可 
以 定义 为 局 部 地 能 表示 为 两 个 全 纯 函 数 之 比 
《分母 > 0) 的 函数 , 还 可 以 更 严格 地 把 它 定义 
为 G 到 РСС) PRESE SERE 91 (一 解析 空间 [ 修 
BOREL). 

[Cousin 问题 】 简单 地 说 ，Cousin 问题 就 
是 给 定 零 点 、 极 点 而 作出 相应 的 亚 纯 函 数 的 问 
题 。 用 层 ! 的 概念 ， 可 叙述 如 下 。 设 oro 是 域 
GCC 上 亚 纯 函数 的 芽 层 。 由 层 的 正 合 序 列 
0 Oe > Hc — Pe 0 (Pe = 9€, 0s) 
诱导 的 映射 T7(G,.9'o) > TC G 22) BRB 


射 的 问题 , 称 为 Cousin 第 一 问题 (first problem 
of Cousin) (这 里 FK(C, 多 ) 是 G 上 的 层 多 的 
截面 ' 的 全 体 所 成 的 并 — 层 [ 层 空间 ])， 又 设 
不 恒 等 于 零 的 亚 纯 函 数 的 芽 的 乘法 群 的 层 为 
:2 ， 其 内 不 等 于 零 的 全 纯 函 数 的 芽 所 成 的 子 
BA Ol. XT @ = 9€2/02 同样 得 到 的 映 
B T(G,.9€2)— T(G, c) 是 不 是 满 射 的 问 
Ei, 称 为 Cousin 第 二 问题 (second problem of 
Cousin), 

P. Cousin (1895) MRT G E C" 或 


I G, C C 时 的 第 一 问题 和 G 一 Co 时 的 第 


二 问题 。 MET Cousin 第 一 问题 对 所 有 全 
纯 域 可 解 (1935)， 他 还 指出 , 解 第 二 问题 归结 
为 解析 主 纤维 丛 ' 的 解析 平凡 性 , 而 对 于 全 纯 
域 , 它 等 价 于 拓扑 平凡 性 。 这 一 事实 称 为 网 原 
ЗЕ (Oka's principle), [JA Cousin 问题 的 解 出 
发 ,证 明了 前 述 的 粘 合 定理 。 

(Stein ЖЖ] K. Stein 把 全 纯 域 具有 的 明 | 
显 性 质 抽象 出 来 ， 引 进 了 下 面 的 复 流 形 ， 若 
(X Cx) 是 连通 ”= 维 复 流 形 ，1) X 具有 可 数 开 
集 基 ; 2) X 的 点 可 用 TX Cx) 中 的 函数 来 分 
Ws 3) 对 每 个 点 TEX, fE х 的 邻近 ,都 存在 由 
ГОХ, Ox) 中 的 函数 组 成 的 局 部 坐标 系 ; 4X 
FLEA, 09, 称 (X,Ox) 为 Stein 流 形 
(Stein manifold), LG Н. Grauert 发 现 , 如 果 
ЖТ 2), 4), W 1), 3) 是 不 必要 的 。 

Cartan, J.-P. Serre 在 Stein 流 形 的 研究 中 
引进 了 层 系数 的 上 同调 理论 ， 得 到 了 下 面 的 基 
KEM: 对 于 X 上 所 有 解析 凝聚 层 ! 多 A) 
F x be FEX) WU ГОХ, 
F)E Ox, 上 生成 ; BYH(X,F) = 0 (p > 
1) (一 层 [ 层 系 数 的 上 同调 理论 ] )。 这 个 事实 
称 为 Stein 流 形 基本 定理 A, B (fundamental 
theorem A, В on Stein manifold)， 反 之 , 设 X 是 
复 解 析 流 形 ， 如 果 对 X 内 零 维 解析 的 集 ( 即 X 
的 离散 子 集 ) 所 定义 的 理想 的 解析 凝聚 层 Z, 
有 H(X,F)=0, WX Stein 流 形 。 此 外 ， 
如 同 X C С" 的 情形 , 设 存在 某 个 Stein WEY, 
使 T(X,Ox) 一 FT(Y,Cy)， 如 果 定 理 4 对 于 每 


个 理想 的 解析 凝聚 层 成 立 , 则 X Ж Stein 流 形 . 

由 这 条 基本 定理 就 能 证 明 ， 在 全 纯 域 成 立 
的 许多 主要 结果 ， 对 Sein 流 形 仍然 成 立 。 8 
如 ， 在 Stein 流 形 X E, Cousin 第 一 问题 恒 可 
解 。 使 Cousin 第 二 问题 可 解 的 充分 必要 条 件 
FEH(X,Z)=0, nik Stein 流 形 还 可 以 作为 
C^ 上 的 覆盖 全 纯 域 来 实现 。 对 于 微分 流 形 成 
立 的 一 些 定理 ,对 于 Stein 流 形 也 有 类 似 的 定理 
成 立 ， 例 如 , Stein 流 形 X 的 全 纯 微分 形式 所 成 
的 复 形 的 上 同调 群 同 构 于 上 同调 群 H*(X, C) 
(与 de Rham 定理 + 类 似 的 定理 )，= 维 Stein Bit 
形 X 能 作为 Cot! 的 一 个 闭 复 解析 子 流 形 来 实 
SL, 也 即 存在 单 射 的 ,正常 的 ' 且 df v 0 的 解析 
We x Cun. Uk PAL Stein 流 形 X 上 的 
解析 主 纤维 从 ' (纤维 是 复 Lie BE). R| P 的 解析 
[313355 H(X, G°) ( G° 是 X 到 G 的 解析 映射 
WER) 的 元 一 一 对 应 。 关 于 P 的 拓扑 同 构 类 
与 H(X, с“) (С° 是 X 到 G 的 连续 映射 的 芽 
层 ) 的 元 ， 也 有 同样 的 事实 ， 这 时 从 自然 单身 
G^ — 6 得 到 的 H'(X,G*) HOC, G°) BR 
St (Grauert), 若 复 解析 流 形 X 的 相对 紧 域 D 
是 强 伪 凸 的 ， 则 刀 是 全 纯 凸 的 ， 从 而 它 本 身 是 
Stein 流 形 (Grauert)， 由 此 可 以 证 明 , 具 有 可 数 
开 集 基 的 实 解析 流 形 可 以 作为 某 个 R° 的 闭 实 
解析 子 流 形 来 实现 . 

【解析 的 集 的 开拓 】 层 系数 的 上 同调 理论 
有 种 种 应 用 , 不 一 定 限于 Stein WW., it G, 一 
{||| <1, 1<j<n} G D3), G = (z| 
Inl <, Inl <1,2<j<a}, GM = GU 
Go {sls = -t = z, = 0} (3 < m < n), 
RA НС, Ocim) =0(1<p<m—2) 
(Scheja 定理 )， 由 此 , 当 有 域 G C С 上 的 解 
析 连 接 层 多 、G 的 解析 的 集 4 < G 时 , 若 在 
所 有 点 z€ A Ж, 0. (0) R p< 
dim, A — 2 — hd, F (hd, F Oc. BF. 
的 同调 维 数 +), 则 由 自然 映射 G — 4 一 G 所 诱 
导 的 映射 H(G, 7) > НС — AF ) BM 
dd. Ay Р = 0 时 这 是 Riemann 关于 解析 函数 
的 开拓 定理 , 所 以 上 面 说 的 命题 是 Riemann Ж 
拓 定 理 的 推广 。 
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与 解析 函数 的 开拓 问题 并 列 ， 可 以 考虑 解 
析 的 集 的 开拓 问题 。 设 4 是 域 С CC 内 的 解 
析 的 集 , s 是 G 一 4 内 的 解析 的 集 .如 果 5 EG 
内 的 闭 包 了 3 在 ze G 处 是 解析 的 , 则 称 = 关于 5 
是 正则 的 (regular); 否则 称 z 是 5 的 本 性 奇 点 
(essential singularity), 若 对 所 有 z € S 有 dimA< 
dim, S, 则 3 在 G 内 是 解析 的 。 设 3 为 纯 4 维 ， 
4 是 4 的 一 个 4 维 不 可 约 分 支 , HSH A 
一 点 处 是 解析 的 , 则 3 在 A" 的 每 个 不 属于 4 的 
任 一 别 的 不 可 约 分 支 的 点 处 是 解析 的 .此 外 , 当 
S 是 纯 4 维 , dim < dim SI, 1) # ç WAKE 
WARE = p WEE GARA d 维 解析 的 集 > 
巨 是 4 的 一 些 不 可 约 分 支 的 并 ; 2) 若 4 的 每 个 
不 可 约 分 支 仿 有 的 不 属于 4 的 别 的 不 可 约 分 
ROAM A C ELA 4 天 四 , 则 4 是 纯 d 维 
的 ; 3) 若 4 的 每 个 4 维 不 可 约 分 支 含有 关于 S 
为 正则 的 点 , 则 3 是 G 内 的 纯 d 维 解析 的 集 ( 以 
上 属于 Р. Thullen-R. Remmert-Stein)， 由 此 特别 
可 以 给 出 周 ( 炜 良 ) 定理 + 的 另外 的 证 明 ， 周 ( 炜 
良 ) 的 定理 说 ，” 维 复 射 影 空间 户 (C) 内 的 
解析 的 集 是 代数 的 。 

解析 函数 的 开拓 也 可 以 考虑 为 它 的 图 象 
(这 是 解析 的 集 ) 的 开拓 问题 . 随 着 这 个 对 应 ,W 
Rothstein 讨论 了 一 般 的 解析 的 集 的 开拓 .例如 
类 似 于 Hartogs 连续 性 定理 的 下 述 定理 成 立 : 设 


">з, 67606, а= [ru < T, 


Xara]. G= [slav < 


1 
2 
Xasreil8- felin <1 Suse 


1} CO МИн)» Мап ан — LAN 


析 的 集 4 能 解析 地 扩张 到 内 , 即 有 G 内 的 纯 
п 1 维 解析 的 集 А, 使 得 4 一 ANG, 近年 
来 ， 笠 原 落 吉 、 若 本 坦 孝 等 把 这 条 定理 推广 到 
了 解析 空间 的 情形 . 

【历史 】 虽然 从 Riemann, Weierstrass 时 代 
Ë, 与 Abel 函数 相 联 系 , 对 多 复 变量 解析 函数 
EAH MAH 92 (H. Poincaré, Cousin), # fu 
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只 是 由 于 Hartogs 的 一 系列 的 工作 (Math. Ann., 
62 (1906) 及 其 他 ), 明确 了 多 复 变量 解析 函数 
与 单 复 变量 情形 的 差异 之 后 ， 它 才 开始 正式 形 
成 . 继而 Levi (1910—11) 把 Hartogs 的 结果 
推广 到 亚 纯 函 数 的 情形 ,引进 了 伪 凸 性 , 留 下 了 
Levi 问题 。 以 后 研究 出 现 了 暂时 的 中 断 ， 然 而 
1920 年 以 后 ， 又 出 现 了 许多 研究 ， 例 如 K. 
Reinhardt (1921) 开创 的 解析 自 同 构 的 研究 ， 
由 C. Carathéodory 和 Н. Behnke 等 人 所 继承 . 
由 S. Bochner 和 S. Bergman (1922) 所 引进 的 
BER, 产生 了 许多 显著 的 结果 。P. Fatou Ж 
作出 了 与 单 复 变量 情形 的 Picard 定理 ?相反 的 
PIF: 虽然 解析 映射 j: С! — Cro ie Я] 
式 处 处 不 为 零 ,但 象 KC”) 却 具有 外 点 。 以 
1926 年 为 界 ,研究 活路 起来， 在 闵 斯 特 ，Behn- 
ke, Thullen, ZEE, G. Julia, Н. Cartan 等 都 
WER. 例如 ,多 复 变量 解析 函数 的 正规 族 
(Julia, 1926), 解析 映射 的 唯一 性 定理 《Cartan， 
1930), 由 全 纯 凸 性 刻 划 全 纯 域 《Cartan-Thulkn， 
1932) 等 等 ， 是 其 中 最 显著 的 结果 。 1934 年 
Behnke-Thullen 的 [2] 出 版 ,汇集 了 在 此 以 前 的 
结果 。1936 年 开始 的 国 的 一 系列 研究 ([ 8 1), 
带 来 了 当时 还 没有 解决 的 三 大 问题 一 一 Cousin 
问题 , 近似 问题 ，Levi 问题 的 全 盘 的 决定 性 的 
М. Н. Caran 关于 解析 函数 的 理想 的 研究 
(1944), 连同 网 的 具有 不 定 域 的 理想 的 研究 
发 展 为 解析 碟 聚 层 的 理论 ， 由 Behnke-Stein 
(1951) 所 引进 的 解析 空间 的 概念 导致 了 近年 
来 多 复 变量 解析 函数 论 的 繁 芋 发 展 .H. Cartan 
和 Serre 《1951 一 52) 有 效 地 应 用 了 层 系 数 的 上 
同调 理论 。 与 此 同时 ,引进 了 Sein 流 形 的 概念 
(1951). Grauert 从 1955 年 开始 进行 的 深入 研 
究 , 和 Remmen, Stein 等 的 工作 一 起 ,大 大 地 发 
展 了 多 复 变量 函数 论 特 别 是 解析 空间 的 理论 - 
在 六 十 年 代 ， 美 国学 派 也 开始 活路 起 来 (L61)- 
还 由 于 C. L. Siegel, 优 武 一 邹 等 的 工作 ,与 数 
论 相 联系 ， 多 复 变量 自 守 函 数理 论 的 研究 得 到 
了 发 展 。 也 已 成 功 地 把 解析 开拓 过 程 应 用 于 基 
dT He. X CR 
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解析 空间 [Ж analytic space 法 espace analy- 
tique 4È analytischer Raum {Җ& аналитическое 
пространство 日 解析 空间 | et en Ae vA 
WA, Riemann 面 !, 即 一 维 复 流 形 *， 是 自然 
的 定义 域 ;然而 关于 多 复 变量 解析 函数 , 它 的 堆 
点 集 , 用 解析 自 同 构 的 纯 不 连续 群 除 域 所 得 到 
的 商 空间 ,代数 体 解析 函数 的 存在 域 等 等 ,严格 
地 说 ,都 不 是 复 解析 流 形 ,而 是 "具有 奇 点 的 流 
W". 解析 空间 就 是 以 这 些 例子 为 模型 而 定义 
的 概念 ,最 近 的 多 复 变 量 解析 函数 理论 ,就 是 在 
解析 空间 上 展开 的 . 

【解析 的 集 】  ' 设 4 是 复 解析 访 形 G 的 子 
ж. 如 果 4 是 闭 的 , B. 4 的 每 个 点 有 一 个 邻 域 
U ,使 得 Un A 是 有 限 个 在 U 内 全 纯 的 函数 的 
公共 零点 的 集合 WHA G 的 解析 的 集 
(analytic set)《 因 为 这 与 集合 论 中 的 解析 集 ' 是 
名 称 相同 而 内 容 相 异 的 概念 ， 所 以 在 这 里 特别 
地 称 作 :解析 的 集 " 以 示 区 别 )， 特 别 是 ,如 果 了 
局 部 地 只 是 单个 不 恒 等 零 的 解析 函数 的 零点 的 
集合 ， 则 称 它 为 主 解析 的 集 (principal analytic 


зе), 对 于 两 个 集合 S, S 当 存在 点 的 适当 
WBR U, EE SNU = SNU 时 ,就 认为 5,， 
LEA PLE GY. ЗИКА R, RE 
合 S 所 属 的 等 价 类 为 在 点 Pp 处 由 5 确定 的 芽 . 
WR S 是 解析 的 集 ， 则 称 它 的 芽 为 解析 的 集 的 
ЗЕ (germ of analytic set)， 每 个 在 点 0€ G AERE 
析 的 集 的 芽 Ao 有 在 0 处 解析 的 函数 的 芽 环 
Ho) 内 的 理想 1( 4o) 一 {flfe НОО), 114570) 
与 之 对 应 。 如 果 A 可 以 表示 为 如 一 4 U Ae 
CA, As 是 在 0 处 解析 的 集 的 芽 , 且 均 40), 
则 称 4 是 可 约 的 《reducible)， 否 则 称 它 为 不 可 
#989 Cirreducible), 如 果 由 解析 的 集 4 确定 的 
在 0 处 解析 的 集 的 芽 Ao 为 不 可 约 , 则 称 4 在 0 
处 不 可 约 《irreducible at 0). ho 的 性 质 可 归结 
№1040) 的 性 质 。 例如 ，4 为 不 可 约 等 价 于 
ICA) HRB, 

因为 НСО) 是 Noether 环 !， 所 以 解析 的 集 
A fE z € A 的 一 个 邻 域内 ， 可 以 表示 为 有 限 个 
在 s* 处 不 可 约 的 解析 的 集 44 的 并 ,{ 4,} 本 质 上 
是 唯一 确定 的 .如 果 解 析 的 集 4 在 ** 处 不 可 约 ， 
则 存在 以 * 为 中 心 的 C" 的 局 部 坐标 (z,,*…， 
2 UAR ARK d < а 和 《使 得 基于 AC 的 
映射 p; Castes ste) notte), AE S 
的 一 个 邻 域内 是 《 RPSL (А) (ramified 
covering space)， 也 即 ， 存 在 0€ С“ 的 邻 域内 的 
解析 的 集 R, 使 在 s* 的 一 个 邻 域内, 4 一 Pp-《R) 
是 连通 的 2 维 复 解析 流 形 , o: 4 — 9 (R2 
C! 一 R 在 由 的 这 个 邻 域 内 是 4A 叶 的 履 盖 映 
射 ,而 且 属于 4 一 e CR) TIRE (ns oi) 
的 个 点 的 坐标 关于 zo cts za 是 解析 的 。 这 
Mj, PR a HAE z" AERES (dimension) (详细 
地 说 是 局 部 维 数 〈local dimension))， 记 作 4 = 
dim, A. 基于 解析 的 集 的 这 样 的 局 部 表示 ， 
HCO) 的 素 理 想 争 是 由 某 个 在 0 处 不 可 约 的 解 
析 的 集 的 芽 Ao 所 确定 的 理想 1( 40) (Rückert 
SATB (Rickert’s zero point theorem)). 5E 
XL 4 的 解析 的 集 4 在 0 处 的 维 数 等 于 局 部 环 ' 
H(0)/$ H Kroll 维 数 '， 在 解析 的 集 的 芽 的 研 
Soh, 局 部 环 的 理论 是 重要 的 。 一 般 的 解析 的 
集 4 在 2 处 的 维 数 ， 当 在 2* 的 一 个 邻 域内 有 


解析 空间 
A = UA, CA, fE 2° ARAL) tB dim, A = 
тратил; 所 定义 .如 果 所 有 dim, 4, 等 于 4, 
QUE 4 ZE 2° bt d HERIC pure d-dimensional ), 
还 称 dim 4 = sup dim, 4 为 4 的 维 数 . 如 果 一 
个 解析 的 集 在 它 的 每 个 点 处 都 是 纯 a MERO, JU 
жт ан іл 的 集 (analytic set of pure 


dimension 4). 
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如 果 4 在 六 的 一 个 邻 域内 具有 复 解析 子 流 ， 


形 的 结构 , 则 称 2 为 正则 点 或 寻常 点 〈ordinary 
Point)， 或 称 单 点 (simple point). 4 的 寻常 点 的 
集合 二 在 4 内 是 稠密 的 开 集 。 4 的 奇 点 ( 非 寻 
BA) 的 集合 4* 二 4 一 4 是 G 的 解析 的 集 、 
Жаа, JUI 4" 是 4 维 复 解析 流 形 ,而 4* 
是 维 数 < 4 一 1 的 解析 的 集 。 

设 Y 是 X 内 维 数 小 于 ”的 解析 的 集 ，Z 是 
X 一 了 Y 内 纯 ” 维 解析 的 集 , 则 2 对 于 X 的 闭 包 
也是 X 内 纯 ” 维 解析 的 集 (Remmert-Stein Ft 
拓 定 理 (continuation theorem of Remmert-Stein)), 

对 G 内 每 个 解析 的 集 4, 在 4 上 取 值 为 0 
的 G 上 的 全 纯 函 数 的 芽 所 成 的 层 !.Z ( A) ER 
析 的 凝聚 层 ! CH. Cartan)， 称 .Z( A) 为 由 解析 
的 集 4 确 定 的 理想 的 层 ， 由 此 可 知 , O04 
(Ce/.G(4))14 也 是 凝聚 的 。 BO, 为 解析 
的 集 4 上 的 全 纯 浮 数 的 芽 层 ， 

【解析 空间 ] 对 于 环 式 空间 ' (Х,Ох), 如 
果 X 是 Hausdorff 空间 ， 且 对 于 每 个 点 re X, 
都 存在 z 的 开 邻 域 口 ,使 得 (DU, Ox |U) SRD 
(4, 64) CA 是 某 个 开 集 G C C" 的 解析 的 集 ) 
作为 环 式 空间 同 构 ， 则 称 (X,Ox) RX 为 解析 
空间 , 称 Ox 为 X 上 的 解析 函数 的 芽 层 (sheat of 
germs of analytic functions) 2:9 ROB 
(sheaf of germs of holomorphic functions), JJ, C* 
的 一 个 开 集 到 另 一 个 开 集 的 全 纯 映 射 的 概念 可 
推广 到 从 一 个 解析 的 集 到 另 一 个 解析 的 集 的 映 
射 的 情形 。 解 析 空 间 X 内 的 解析 的 集 Y 和 Y 上 


全 纯 函 数 的 芽 层 Cv, 如 同 X 是 流 形 的 情形 一 样 


地 定义 ， 环 式 空间 (Y, Oy) 是 解析 空间 , WE 
为 XX 的 解析 子 空间 《analytic subspace). MATS 


IE X 在 点 * 处 的 维 数 dim X, X 的 维 数 dim X, ` 


不 可 约 性 ,以 及 纯 维 数 等 等 ,都 同 解析 的 集 AC 


324 。 解析 空间 


G C C' 的 情形 一 样 地 定义 。 解析 空间 X 可 分 
解 为 不 可 约 的 解析 子 空间 Xi 的 局 部 有 限 族 的 
并 。 这 时 , 每 个 X; 称 为 X 的 不 可 约 分 支 (irre- 
ducible component). 

对 于 解析 空间 X, Y 之 间 的 解析 映射 p: 
X — Y, Ë r(x) = dim, X — dim, e (e(x)) 
Ж 9 HE x HAR Crank), # re = sup ro(x) 为 
ФК. RA Е, = (z€ X| 3 CX 的 通过 = 的 
不 可 约 分 支 X) гыл (9) < гих) ЮФ noii 
AL FAM (Ж set of degeneracy {& Entartungsmen- 
ge), ШЖ E, = p, ДІК % ARB 89 (non- 
degenerate), 对 于 任意 的 整数 {x E X79) < 
K) 是 解析 的 集 《(R，Remmert)。 特 别 E, 是 解析 
的 集 ， 当 存在 解析 映射 p: X — Y Bj, Y 的 解 
析 的 集 的 原 象 是 X 的 解析 的 集 ， 但 是 X 的 解析 
的 集 的 象 不 一 定 是 解析 的 集 。 如 果 解 析 映 射 
p: X — Y 是 正常 映射 , 则 X 的 解析 的 集 X 的 
@ ф(Х') 是 тых, 维 的 解析 的 集 ， 如 果 XT 还 是 
不 可 约 的 , 则 PCX’) 也 是 不 可 约 的 《Remmert 
xm). 

【修改 操作 】 设 M 是 解析 空间 X 的 子 集 ， 
如 果 对 于 每 个 点 xe X ,都 存在 = 的 开 邻 域 以 和 
的 解析 的 集 M*, 它 包含 UNM 且 使 得 U 一 
М" {Еи PS BOG: › АМ ЭАТ В analytically 
thin), 对 于 解析 映射 np: X 一 了, 如 果 存 在 解 
析 薄 集 M C X RIN C Y, 使 得 X — M 在 映 
射 9 下 同 构 于 Y — N, 则 称 X 为 了 的 一 个 解析 
修改 (analytic modification). 如 果 中 还 是 正常 
Weit, MERX 20 Y f — ЈЕ E 20 (proper 
modification), 解析 空间 X 关 于 理想 的 凝聚 层 
.的 单项 变换 (monoidal transformation ) 如 同 复 
流 形 情形 一 样 地 定义 ， 它 是 正常 修改 1: X"— 
X, COPS 是 局 部 主要 的 ,而 且 确切 地 说 , 它 
«ЮРЕ ИШТЕ Ж Y supp C x/ 4) 而 不 是 
依赖 于 S. KEH X HUY фб A i 
(blowing-up). 

H. Hironaka СНИ) [8] 证 明了 ,着 X 
是 解析 空间 ， 在 无 穷 远 处 可 数 ( 即 是 紧 集 的 可 
数 并 ), 则 存在 正常 修改 =: X'— X, ZEX 
是 光滑 的 《 即 没 有 奇 点 )。 更 有 , 在 X 的 任 一 相 


ЖОЕ, EKK m: Xi X (X, = 
X) 的 有 限 序 列 的 乘积 , 这 里 x, 具有 光滑 中 心 
Уа» Xi Й Ya 是 正规 平坦 + 的 . 这 个 深刻 的 
结果 使 我 们 能 从 复 流 形 的 性 质 导 出 解析 空间 的 
HEE. 

对 于 解析 空间 X,Y 和 解析 的 集 GCX X Y. 
如 果 典 范 射影 =: G — X 是 解析 (或 正常 ) 修 改 
映射 ， 则 我 们 就 说 定义 了 从 X 到 Y 的 一 个 亚 缉 
映射 (meromorphic mapping)( 或 正常 亚 纯 映射 》 
n. TECH HAR, MORTE HE o: ХҮ 
是 正常 亚 纯 映 射 。 

设 有 正常 亚 纯 映 射 и: X Y, 则 对 于 每 
个 reEX, nG) Co x0) 到 Y 的 射影 ) 是 了 的 
非 空 解析 的 集 ， 且 存在 X 的 解析 的 集 N， 使 得 
X 一 N 在 X 内 稠密 ,， 且 4 把 X —N MEUM 
到 Y 内 。 具有 这 种 性 质 的 最 小 的 集合 N， 称 为 
严 的 不 确定 点 集 (set of points of indeterminacy) 
或 奇 点 集 (singularity set)， 设 了 是 从 X 到 Rie- 
mana 球面 + PC) 的 亚 纯 映射 ,如 果 X 的 任 一 
不 可 约 分 支 在 映射 + 下 都 不 只 是 映 为 无 穷 远 
点 ， 则 称 f 20 X Е ЗЕ #h Н (meromorphic 
funcion). 0) = «((Х х {0})NG) RA f 
的 零点 集 《set of zero point), 三 (co ) 称 为 了 的 
极点 集 (set of poles)， 它 们 都 是 X 的 解析 的 集 。 
З fist tofa EX НОГАТА К, 则 可 以 正常 修 
eX, 使 得 由 x 一 (h(x),"… ,fn(*)) 所 定义 的 
f; X 一 (P(C))X* 是 解析 的 , 即 没有 不 确定 点 ， 
亚 纯 函 数 环 在 这 样 的 正常 修改 下 是 不 变 的 ， 特 
别 是 ,如 果 X 是 不 可 约 的 且 是 紧 的 , 则 X 上 的 亚 
纯 函 数 域 是 tC4 < dim X) 个 变量 的 有 理 函 数 
域 的 单纯 代数 扩张 ( 周 ( 炜 良 ) 定 理 ). 

(X, Ox) 是 解析 空间 ， 如 果 Ox, ЖЛЕ 
规 ! 局 部 环 , 则 称 点 x 对 于 X 是 正规 的 (normal)， 
X 的 非 正规 点 的 集合 形成 X 的 (解析 薄 的 ) 解 析 
的 集 ( 赔 闷 )， 寻 常 点 是 正规 点 ， 如 果 X 的 每 个 
点 是 正规 的 , 则 称 X 是 正规 的 .从 不 可 约 的 X 到 
不 可 约 正规 m 维 的 Y 的 秩 为 m 的 非 退 化 解析 映 
射 是 开 映 射 (Remmert). 对 于 解析 空间 X， 存 
在 正规 解析 空间 定 和 正常 修改 映射 元 : 完 一 X， 
使 得 去 是 非 退 化 的 , 且 1 — (s) 是 一 个 同 


构 , 这 里 5 是 X 的 奇 点 集 。 Ait EXER) X 
是 唯一 确定 的 ， 称 多 为 X 的 由 正规 化 映射 去 所 
作 的 正规 化 (normalization). 

hoe: X— Y 是 解析 修改 ,对 于 OE X, 54 
YHE PC) 处 为 正规 时 , 如果 pe) 含有 
孤立 点 , 则 ФСС) = z, НР z FET 
邻 域内 是 同 构 (与 Zariski 基本 定理 + 类 似 的 定 
理 )， 特 别 是 , 如 果 e: X 一 了 是 解析 修改 ，Y 
是 正规 的 ， 则 X 一 E, 基于 映射 9 同 构 于 Y 的 
稠密 开 集 p(X 一 Ep). KX, Y 是 不 可 约 正规 
nR WRIN p: X 一 了 是 单 射 ， 则 
P(X) 是 开 集 , B 97: e(X) t X 也 是 解析 
in. 

【Behnke-Stein 解析 空间 】 设 G 是 C" 内 的 
Bo Č 是 连通 局 部 紧 空 间 , PAC SIG EWE 
常 连续 映射 . KO = (6,9, G) 是 G 上 的 一 个 
解析 覆盖 空间 (analytic covering space), 如 果 下 
述 条 件 成 立 ， 对 于 所 有 ze G, p-《z*) 是 有 限 
Ж; 存在 维 数 < n — 1 的 解析 的 集 À C G, 使 
e: 6 一 9-(4) 一 6 一 4 是 局 部 同 胚 , B. 
PA) RET UB A IRR (U), 其 中 
UMU — p (A) 关中 均 为 连通 。@ 在 G 一 4 
上 是 非 分 歧 的 ,对 于 ze G 一 A, 97 (20) 的 点 
的 个 数 是 常数 ， 称 这 个 常数 为 @ 的 叶 数 (从 
Blaterzahl), 9 不 是 局 部 同 胚 映 射 的 点 #e G 
为 @ 的 分 歧 点 (ramification point)， 设 B 是 @ 
的 分 歧 点 集 , 则 eB) СС 4) 是 = 一 1 维 解析 
WR. DE GUAR, f 是 在 D 内 定义 的 复 
шй. ШЖ 了 连续, 且 对 所 有 e€ D — B 和 
2° = CE) 的 所 有 使 ?在 其 上 为 同 胚 的 开 邻 域 
V, оф ЕУ РМТ, ДИ f 在 D 内 是 解析 
的 (analytic)， 设 G 上 解析 函数 的 芽 层 是 Os, 
(Gc) 是 环 式 空间 。 局 部 地 与 这 样 的 (G， 
Os) (作为 环 式 空间 ) 同 构 的 分 离 环 式 空间 (X, 
Cx), ж Behnke-Stein 解析 空间 (analytic 
space in the sense of Behnke-Stein)， 在 这 样 的 空 
闻 中 ,关于 可 去 奇 点 的 Riemana 开拓 定理 成 立 . 
正规 解析 空间 是 Behnke-Stein 解析 空间 。 解析 
WHS ® — (G, о, G) Kon CB a 
(covering space in the sense of Cartan), 如 果 对 
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于 每 个 点 ze G, fe fE z OH AIR V AU = 
97V) 内 的 解析 函数 g, 使 得 & 可 表示 为 以 了 
内 的 解析 函数 为 系数 且 最 高 次 项 系数 为 1 的 
次 多 项 式 , 而 这 里 的 《等 于 © 的 叶 数 局 部 地 
与 C 覆 盖 空 间 同 构 的 Behnke-Stein 解析 空间 称 
为 解析 空 间 (C-analytic space), 正规 解析 空 
闻 和 CC 解析 空间 是 相同 的 。 还 已 证 明 所 有 解析 
覆盖 空间 是 C 覆盖 空 (H. Grauert-Remmert 
《[1])), 因 而 Behnke-Stein 解析 空间 和 正规 解析 
空间 是 相同 的 。 
设 R 是 解析 空间 XX 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 如 
果 对 所 有 紧 集 天， 与 天 的 某 个 点 等 价 的 点 所 成 
的 集合 RIK) 必 为 紧 集 , 则 称 R 是 正常 的 pro- 
pe). he: X — Y 是 正常 解析 映射 WRA 
ф(х) = ф(х) KEX z = x'CR), 则 R 是 正常 
等 价 关系 ， 设 ?是 射影 X 一 X/R， 对 商 空 间 
х/к О, WAE p-《U) 内 解析 且 在 所 
Ж B7 (GG € U) 上 取 常 数值 的 函数 所 成 的 环 ， 
可 以 得 到 X/R 上 的 环 层 O/R. KAZ N 
(X/R, Ox/R) 是 解析 空间 ， 在 此 命题 的 证 明 
中 应 用 了 下 述 Grauert 定理 [5]: 由 正常 解析 
映射 o: X 一 了 作出 的 X 上 的 解析 肇 聚 层 的 各 
次 直接 象 是 瞩 育 的 ,更 一 般 地 , 设 尺 是 解析 空间 
X 上 的 正常 等 价 关系 , 则 为 使 环 式 空间 (X/R， 
O/R) 是 解析 空间 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 每 
Ard x € X/R, 存在 的 开 邻 域 V, 使 的 点 可 
用 TCV,Ozx/R) 中 的 函数 来 分 离 《H. Cartan), 
[Sin 空间 】 对 于 解析 空间 (X,@Ox), 1) 
X 的 任意 两 点 可 用 属于 截面 TCX , Ox) 的 函数 
来 分 离 ; 如 果 1) 成 立 , 则 有 2) X 是 KK 完备 的 ， 
即 是 ， 对 每 个 点 xE X， 存 在 有 限 个 te TCX， 
Ox) (i 一 1,2,"…,), 使 得 解析 映射 1 = (2: 
X — C> 在 x 处 是 非 退化 的 。 由 2) 可 得 3)X 
的 紧 解 析 的 集 是 有 限 集 ， 当 解析 空间 X 为 不 可 
约 时 , 若 X 是 KK 完备 的 , 则 X 是 可 数 个 紧 集 的 并 
《Grauert)， 事 实 上 , 如 果 设 dim X = n, 则 存在 
nt fET(X, Ox), 使 得 解析 映射 f = С): 
X — C 是 非 退 化 的 。 对 于 解析 空间 X， 也 可 
以 象 流 形 情形 一 样 地 定义 全 纯 凸 ?性 ， 对 全 纯 
凸 解析 空间 , 条 件 1), 2), 3) E (Grauer). 
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对 于 全 纯 凸 的 (X, Or), Vir, rex, 以 
“对 所 有 1€TUX, Or), Ко) = GO REX 
x = (R), 这 样 定义 的 等 价 关 系 玉 是 正常 的 : 
1)X/R 是 解析 空间 , 基于 射影 p: X — X/R, 
TCX/R,Ox/R) 同 构 于 T(X, Ox); 3) Х/Е ș& 
全 纯 凸 的 * 且 满足 1)， 全 纯 凸 且 满足 1), 2) 8 
3) ,的 解析 空间 称 为 Stein 空间 (Stein space) 或 
解析 完备 空间 (analytically complete space), Stein 
空间 是 Stein 流 形 * 的 推广 , ELAS TR 
RER Stein 流 形 基本 定理 A,，B 也 成 立 (一 
多 变量 解析 函数 (Stein 流 形 ])， 因 而 在 Stein 
流 形 内 成 立 的 命题 ， 在 Stein 空间 内 开平 都 成 
X. Bho: X Y 是 解析 映射 ,如果 对 所 有 的 
点 xEX, e" (oGO) 的 连通 分 支 都 是 紧 的 ， 则 
由 这 些 连 通 分 支 所 定义 的 等 价 关系 R (BR X 
РИ а", z = (RGA х тх 属于 
97e) 的 同一 连通 分 支 ) 是 正常 的 ， 且 环 
式 空间 (X/R', Ox/R') 是 解析 空间 ， 因而 对 
全 纯 凸 的 不 可 约 解析 空间 ， 如 果 用 前 述 的 等 价 
关系 R 来 分 类 , 则 射影 p: X — Х/Е 的 所 有 纤 
维 都 是 连通 的 . 

《其 他 问题 和 推广 】 在 解析 空间 内 ， 对 
Levi 问题 ?也 以 各 种 形式 进行 了 讨论 .在 这 里 ， 
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用 . 也 可 以 在 解析 空间 上 定义 全 纯 向 量 场 和 微 
分 形式 ! 的 极 念 ,并 有 种 种 应 用 . 

解析 空间 CX Ox) 的 定义 可 以 作 如 下 的 
推广 [5]). 环 式 空间 (X, Ox) 称 为 广义 解析 空 
间 (generalized analytic space), 如 果 它 局 部 同 构 于 
环 式 空间 (4, 2 ,), 这 里 4 是 域 CC C" 的 解 
WOR, = OLANA, Z C ICA) Ж 
.7(4) 的 菜 个 使 得 Supp (Acl Z) = 4 TOWER 
解析 子 层 。 还 可 以 定义 复 Banach 空间 的 开 集 
的 解析 的 集 , 由 此 引进 Banach 解析 空间 ， 这 些 
推广 ,对 于 讨论 复 解析 结构 的 变形 是 重要 的 。 
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analytischen Garbentheorie und die Modulriume komplexer 
Strukturen, Publ. Math. lost. HES, no. 5, 1960; [6] L. 
Bers, Introduction to several complex variables, Courant 
Institute, 1963; [7] R. Narasimhan, Introduction to the 
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ironaka (ПР), Desingula- 
rization of comple ytic varieties, Act. Congr. Intern. 
Math., Nice, 1972, Gauthier-Villars, vol. 2, 627—632. 99 
一 多 变量 解析 函数 的 [3]. 
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С [Е] [Ж function space 法 cspace fonc- 
tionnel ¿£ Funktionenraum {Å функциональное 
пространство “日 并 数 空间 ] 把 空间 0 到 另 一 
空间 4 的 映射 的 全 体 49 看 作 一 个 空间 (一 集 
合 [映射 ]), 而 把 它 的 元 ， 即 0 到 4 的 映射 看 作 
4° 的 一 个 点 ,这 种 几何 的 处 理 方法 是 近代 分 析 
学 的 一 般 方法， 特别 地 , o 是 拓扑 空间 + 或 测度 
空间 1, 而 4 是 实数 域 尺 或 复数 域 C 的 情形 , 即 
在 0 上 定义 的 实 值 或 复 值 函 数 的 集合 的 情形 是 
重要 的 。 我 们 将 考察 满足 某 些 条 件 ， 诸 如 连续 
性 \ 可 测 性 等 条 件 的 这 样 的 函数 所 成 的 空间 .这 
些 空间 统称 为 函数 空间 .它们 形成 拓扑 线性 空 
W) (Banach 空间 ,拓扑 线性 空间 ). 

【函数 空间 的 例 】 以 下 列举 重要 的 函数 空 
间 的 例 。 本 条 中 的 “函数 "都 是 指 实 值 函数 或 复 
值 函 数 。 在 考虑 测度 空间 上 的 函数 空间 时 ,把 
几乎 处 处 ' 相 等 的 两 个 函数 看 作 相 同 . 

1) CQ), 设 0 为 紧 Hausdorff 空间 '， 
在 2 上 定义 的 连续 函数 f(x) 的 全 体 , 用 C(9) 
AUR. M + graf (e 为 实数 或 复数 ) 分 别 表示 
PBR 1 (x) + ele), af (ж) 时 ，C(9) 就 形成 
一 个 线性 空间 '。 进 而 用 MW = suply) | 定义 


了 的 范 数 ! 时 ，C (O) 关于 此 范 数 〈 所 定义 的 距 
离 ) 是 完备 的 *, 因而 形成 Banach 空间 ， 此 时 ， 
fim lf, rl 一 0 ЗИТ 1, G0) 在 2 上 一 致 收敛 


TIG). WR2 C (2) WFR, 满足 :i)R 关 
于 普通 的 函数 加 法 和 乘法 形成 复数 域 上 的 环 ， 
且 含有 恒 等 于 1 的 函数 ; Н) 对 于 任意 的 不 同 的 
两 点 х,ує 0Q， 存 在 f€ R, 使 得 /(z) = 100: 
ñi) 对 于 任 一 1e R, PEPER, EOE, 
PO = | GO 成 立 . 在 这 些 条 件 下 ,R 在 C(O) 
中 关于 范 数 ( 即 在 一 致 收敛 的 意义 下 ) 是 稠密 的 . 
这 称 为 Weierstrass-Stone 定理 或 Stone-Te- 
льфанд 定理 ， 若 Q 为 紧 一 致 空间 +， 则 ССО) 


сал BB 


WERE BLAH (URT E NRE RY 
FEL SAE О SU HOFFER) 03823 
BEREE, BBA RY 且 为 等 度 连 续 ? 
(Ascoli-Arzela 定理 ). 当 9 是 拓扑 空间 但 不 一 定 
是 紧 空 间 时 ， 在 2 上 的 有 界 连续 函数 的 全 体 也 
用 C(9) dem. Cih lil == supli CO 


形成 Banach 空间 ， 特 别 当 2 是 局 部 紧 空间 时 ， 
用 C, (0) 表示 具有 紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 
这 里 所 谓 函 数 的 支 集 (support, carrier), ЖЕН 
2 中 的 集合 {z|j(z) = 0} 的 闭 包 ?通常 用 suppf 
BR. C(O) 关于 前 述 的 范 数 不 是 完备 的 。 从 
而 不 是 Banach 空间 . La 
2) 100) (1<р< о). 设 在 9 上 定 
ХТЖ н, 以 L,CO) 表示 满足 下 列 条 伟 的 函 
жо) 的 全 体 :1(x) 是 上 的 可 测 函数 !， 且 
MGO |^ 可 积 , 即 
ТОСА 
HIH 0 是 区 间 (а, 时 ,写作 LCa, b). 由 
Minkowski 不 等 式 ! 得 知 , 若 fa L,CO), W 
1+ge L (Q). 从 而 L, (9) 成 为 线性 空间 。 当 
定义 的 东 6 数 为 
Wl — ll, = =f, WE ldu ор" 
时 ,Zr(O) 成 为 Baach 空间 当 lim |у, — flo 
一 o8, f, GO 26 p BEER cnn conver 
gence of order p) FG), WHA p RATI 
Ша, SHE Lim. fa =] (“L i. m.” Ж “limit 
in mean” 的 缩写 》， 特 别 当 р = 2 即 二 阶 ( 平 
方 ) 平 均 收 敛 时 , 常 简称 为 平均 收效 (mean coh- 
vergence), p= 2 时 ,由 Schwarz RER A 
任意 的 ,ge Li(0)， 可 以 定义 ; 
= | Одан, а 
由 于 它 具 有 内 积 ' 的 性 质 ,所 以 L,CO) RA Hi- 
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ber 空间 +. 
Lj < p < оо) 空间 可 按 如 下 方式 推广 : 
设 OG) 是 [0, о) 上 的 凸 的 非 减 函数 ,满足 
Ф(0) =0, H4 s— o 时 , 0()/5— оо, Fl 
Le(Q) (L3 (0)) 表示 使 得 OC) |) 是 可 积 
的 (对 于 某 个 人 > 0, ORIG) 1) 是 可 积 的 ) 所 
有 函数 1 GO 的 集合 。 如 果 (2s) < CO), 
则 Ze(9) = L$(Q). 在 范 数 
ЇЇ = int(à > o] |o 1G) абв) < 1} 


ZF. LECO) 是 Banach 空间 , 称 它 为 Orlicz 
空间 (Odicz space), 1,,(0)(1 < p < 00) 是 
关于 函数 0G) 一 ”的 Orlicz 空间 . 

3) M(0). 设 在 空间 0 上 定义 了 一 个 
测度 x， 对 于 在 Q 上 可 测 的 函数 f(x)， 若 存在 
TEM а, 使 得 1/G | <a 在 2 上 几乎 处 处 成 
立 ,就 称 1/(x) 为 本 质 有 界 的 (essentially bounded). 
这 样 的 “的 下 确 界 , 称 为 f(x) 的 本 质 上 确 界 (<s- 
sential supremum), JH es sup OIER. U 


M(9) 表示 0 上 的 本 质 有 界 可 测 函数 的 全 体 ， 
VA fll = Mf lle — ess sup fC) 1 作为 范 数 ,M(9) 


就 成 为 Banach 空间 。 当 pm(9) < oo Bj, Ж 
一 切 r> 1，M(2)CL,(9) 成 立 ; 对 任意 的 
FEMO), 1/1 = imll 成立， 因此 ,甚至 当 


(0) = оо 时 ,也 有 把 M CO) 5% Le (O) йз. 
这 也 是 对 于 M (O) 的 范 数 使 用 符号 ‖ le 的 
理由 . 

4) S(Q)， 设 在 空间 0 上 定义 了 满足 
pCO) < co 的 测度 x， 如 果 把 在 O 上 几乎 处 处 
取 有 限 值 的 可 测 函 数 f(x) 的 全 体 记 作 S(O), 
则 对 于 fe 500), 


-{ о 
m- f Mr anco 
具有 拟 范 数 ' 的 性 质 ， 且 500) 构成 Fréchet 空 


fal". lim [ffl = 0 等 价 于 ,对 任意 的 正 数 e, 
imela Hf GO 一 fG)1 > ер) = 0. 


称 这 样 意义 下 的 收敛 为 渐 近 收效 (asymptotic 
convergence). 这 种 收敛 与 随机 变量 * 序 列 的 依 
概率 收敛 ! 是 相同 的 概念 《一 概率 论 )， 一 般 地 


说 , 若 pC) € L,(Q)p 阶 平均 收敛 于 1(x), W 
它 渐 近 收敛 于 IG), BRERA. S08 б) 
€ S(O) 几乎 处 处 收敛 于 f(z)， 则 它 渐 近 收敛 
TIG), KZ, BiG) 渐 近 收敛 于 f(x)， 则 
可 选取 适当 的 子 序列 fa, (к) 几乎 处 处 收敛 于 
1). 

5) 数列 空间 ce， 1,, m, s. 4OHKS 
闻 (1, 1/2, 1/3, ---1/п,+++, 0) 时 ,我 们 把 
C(O) З (с) c. 34 Q = (1,2,3, en} 
且 各 点 的 测度 取 1 时 ,分 别 把 L,(0),M CO) S 
做 (1,), (m) 或 1,, т. 又 在 同样 的 空间 9 上 ， 
取 点 的 测度 为 1/2"， 这 样 得 到 的 SC9) 写 做 
(GO) Rs, 4 2) 中 所 述 的 L0) 为 可 分 ?时 , 设 
(9.) 29 L(Q) 内 的 一 个 完备 正规 正 交 系 '， 若 
对 任意 的 1e Lx(9), & 


E = [joo Dao 
(Fourier 系数 0), 则 (64) €h, В 


Set = WP. 


反之 ,对 任意 的 《5。}e 4， 存在 以 它 为 Fourier 
系数 的 函数 


t= >) bap. € L(9) 
= 


(Е. Riesz-Fischer 定理 ) 基于 这 个 对 应 关系 、 
可 分 的 L1 (9) 和 4 作为 Hilber 空间 是 同 构 
的 . 

6) А(0), A(Q)(P>1). 设 0 为 复 
平面 上 的 域 . 把 在 0 内 单 值 全 纯 并 在 0 的 闭 
包 上 连续 的 函数 的 全 体 ， 记 作 4(0). 对 于 
f€ A (0) 定义 其 范 数 为 J| = sup lf GO 1 时 ， 
AGO) 形成 Banach 空间 。 又 对 于 p > 1， 把 在 
2 内 单 值 全 纯 且 满足 


| e sasay < © 
А 


(z =x + іу, drdy 为 二 维 Lebesgue 测度 ) 的 
函数 了 的 全 体 , 写作 4,00). ALCO) 也 由 范 数 


її, = (fuco ау)” 
构成 Banach 空间 。 特 别 当 р 一 2 时 构成 Hil- 


bert 28], 

29 Y SURE n ҖЕ Euclid 空间 Re 的 子 域 上 
的 种 种 函数 空间 ， 引 和 下列 符 号 HRA 
xxn), Q lel = Gi + ti + 
32^, 又 对 非 负 整数 的 项 数列 (a, -- 
4 |a] 一 am 十 四 十 +a D= Ор 
(其 中 0; 一 8/8x;). 以 下 当 无 特别 说 明 时 , 2 
表示 Rh 的 子 域 . 

7) СКО), CQ) G = 0,1,2,---, о), 
Ф (0), e(Q) 把 在 0 中 1 次 连续 可 微 的 
函数 即 C' 类 函数 ?的 全 体 , 写作 С'(0). ВІЙ 
C'(0) 中 的 函数 序列 {f} 在 C'CO) 内 收敛 于 0 
是 指 , 对 满足 0 < [а] < /(1=со 8,0 <|в|< 
co) 的 任意 的 o REIS ЖЖ КСО, | D°f, (x)| 
在 K 上 一 致 收敛 于 0。 把 C'(0) 中 其 支 集 为 2 

,的 紧 子 集 的 函数 的 全 体 ， 记 作 СО). СКО) 

中 的 函数 序列 {f,} 在 C(O) 内 收敛 于 0 EM, 
suppf, (v = 1, 2,*«-) 包含 在 2 的 一 个 与 > 无 
关 的 紧 子 集 内 , 且 (7,) 在 CO) 内 收敛 于 0. 又 
常用 @ (O) 表示 C8 (0), & (0) 表示 ССО). 

在 9 是 尺 " 的 子 域 的 闭 包 的 情形 ,对 于 满足 
0x|a| <! 的 任意 的 a, 使 得 D°j(z) 在 2 的 
内 部 存在 并 且 一 致 连续 《从 而 能 连续 扩张 到 2 
的 边界 ) 的 函数 f(x) 的 全 体 ， 记 作 C'(O). 在 
C'(Q) 中 按 前 述 的 方式 定义 收敛 时 ， 它 和 按 范 
数 


Dy 


ПАП = sup{ |D*fC | |x € Q, lal < 1) 

的 收敛 是 等 价 的 . Mili, FR OH RA, 
C(O) 和 1) 的 C(O) 是 相同 的 . 

8) @,,(Q) O < p< о), 200). 以 
Zi, (0) 表示 满足 下 列 条 件 的 函数 (=) 的 全 
tk: /G) 属于 CO), 且 对 所 有 a, Def 属于 关 
于 Lebesgue 测度 ?的 L,CO). D, CO) о 
的 邻 域 We。， 定 义 为 对 满足 la] < 1 的 任意 的 
а, 使 得 ЇР, < е 成 立 的 了 的 全 体 ， 特 别 地， 
也 把 D..(2) Sik B0). 

7), 8) 所 述 的 各 个 空间 , 在 9 = R 的 情 
形 , 常 把 (К) 省 略 ,例如 写成 D,D, 

9) Vg. ЖОЮ) 为 属于 CR) HK 
数 , 如 果 它 对 一 切 “ 和 一 切 自然 数 《, 满足 
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Jim 1010576891 = 0, 


就 称 1(z) 为 急 减 C" 类 函数 (rapidly decreasing 
AM C" 类 函数 的 全 体 用 2 Ж 
ZR. ECS 内 0 点 的 邻 域 д. 定义 为 满足 下 
列 条 件 的 函数 f(x) 的 全 体 : 对 满足 Ja] < :的 
任意 的 a, 有 (1 + [rD] DIG) e. 

10 Oy. 设 f(x) 是 属于 C=(R-) 的 函 
数 , 若 对 每 个 a,1D"f(x)| 以 |x| 的 某 个 多 项 式 
《可 以 和 a 有 关 ) 为 其 上 界 , 则 称 100) 29588 С 
类 函数 (slowly increasing C*-function). (24 
FE z 的 某 一 多 项 式 Р(х), 使 |fG) |< Р(х)! 
成 立时 ， 也 常 称 1(*) 2583088.) 用 Ow & 
示 组 增 С” 类 函数 的 全 体 ， Ou 中 的 函数 序列 
{f} 在 Ow 内 收敛 于 0 是 指 ， 对 任意 的 MEE 
BM ec S^. (eX) 0°, (к) } ТЕ R° 上 一 致 收 
KF o. 

11) Os 和 广义 函数 空间 (space of distri- 
bution). D, 9^, B 的 共 罗 空 间 (一 拓扑 线性 
空间 ) 分 别 写 做 D, SZ', 4'. D 是 Schwartz 
广义 函数 (一 广义 函数 ) 的 全 体 。 由 关系 
DOS CB XR DOS PB’. ЖГ 
义 函数 了 满足 : 对 任意 的 自然 数 kb A O+ 
|z|2)* T € 4', 则 称 了 为 急 减 广义 函数 (rapidly 
decreasing distribution), 急 减 广义 函数 的 全 体 用 
Oc 表示. T € Oc 等 价 于 由 任意 的 p ED 所 作 
É T J E M ít T* o RTS. 从而， 特别 
当 广义 函数 T, 是 由 fe s^ E, T, 属于 
ег. 

12) W; (Q). ЖОЖ Lebesgue 测度 空 
їй], A W, (O) 表示 满足 下 列 条 件 的 函数 IC) 
的 全 体 : [GO ЖР 1,00), Ax lel <? 
的 任意 的 a, 在 广义 函数 意义 下 的 导数 D) 
(一 广义 函数 ) 都 属于 1,00). W,(0Q) 由 范 数 

= ue 
Wl = M = (|S) faroa) 


ETT 


C7-fuction). 


构成 Banach Z. DR, w (O) = L, (0). 
特别 地 ,以 
Gg) = n > pG)D'gGOds 
mm 


为 内 积 , WiO) 成 为 Hilbert 空间 。 (有 时 也 
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把 Wi(O) 记 作 H'CO).) Æ 1>n/p +k, MJ 
Wi(Q)cc*o) (把 只 在 测度 为 0 的 集合 上 到 
不 司 值 的 两 个 函数 看 作 同 一 函数 ) 成 立 《Co6o 
лев 定理 ). 
13) НСО). 空间 多 (90) 关于 范 数 
їй = (f, E очо)" 


90141 
完备 化 而 得 到 的 Hilbert 空间 ,以 НО) 表示 . 
H9) = ИО) 一 L,(O) x. BI SIH, 
Hi(Q)CWi(Q) 成 立 ， 但 这 两 个 空间 并 不 相 
$. 
CAMS) 以 下 , JH [o] 表示 有 界线 性 
泛 函 '9 的 范 数 ' (一 Banach 空间 ). 
C (Q) (O 是 紧 Hausdorff 空间 ) 上 的 有 界 
线性 还 函 由 可 以 用 Stieltjes 积分 7 


CD оф—|„уб4әбф),уес(0) 


AUR. 这 里 是 2 中 Bord 集 * 上 定义 的 《 实 值 
RAH) 有 界 变 差 ' 完 全 加 性 集 函 数 '。 把 这 
样 的 9 的 全 体 写作 BV (2)， 反 之 ,对 任意 的 
ec BV (O), th (D) # H C(O) 上 的 有 界线 性 
жо, R. 
《2) lol = e 在 2 上 的 全 变 差 
Wir. Aste C(O) MSHS IA) FAS T Ze B V (O) 
内 由 (2) 定义 范 数 所 得 到 的 Banach 空间 . 

Li (0) 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 P, T h 
某 一 pe M(9) 用 


G) о = | IOn), 16 LO) 


表示 ， 且 有 Ol 一 lole; Hemet ARIZ. Dum, 
LICO) 39625 йп M CO) 同 构 。 

L,(Q1 < p < co) HMB L,CO) 
ВЮ. 这 里 9 是 由 1/p + 1/4 一 1 所 决定 的 实 
数 ( 从 而 1 二 4 < оо), dob Р 53636 TERI 
(conjugate exponent), L,(O) 上 的 有 界线 性 泛 
函 由 由 与 (3) 形 式 相同 的 公式 (其 中 fe L, C2) 
给 出 ， pe LAO), B. lll = lol, RX. 

MCO) 的 共 槐 空间 与 满足 下 述 条 件 的 有 限 
加 性 集 函数 9 所 成 的 赋 范 线性 空间 同 鬼 。 ?是 
在 0 内 一 切 可 测 集 上 有 定义 的 ( 实 值 或 复 值 ) 有 
限 加 性 集 函 数 , 它 在 QO 上 是 有 界 变 差 的 ,并 旦 关 


于 0 上 最 初 赋 与 的 测度 x 是 绝对 连续 的 ( 即 
n (N) = 0 Zi o (N) 一 0)( 这 里 范 数 | Ж 
тежа). M(2) 上 的 有 界线 性 泛 函 @ 由 
与 (1) 式 同 样 的 公式 所 给 出 ， 这 里 右 端的 积分 
的 确切 意义 如 下 : Si foe 都 取 实 值 时 ， 对 闭 区 
18] L— ПАП, ll) 作 分 割 : 

(а) —lill == < = < mu = ll 
Aes = supla; — mma), 4, = Ula <1@)< 


a}, FEY ea 一 0 Rf, 
sa = У) аф(4,) 


趋 于 一 定 的 值 。 定 义 这 个 值 为 | Mo. Эй}, o 


取 复 值 时 ,可 以 考虑 这 些 函数 的 实 部 和 虑 部 ,并 
把 上 述 定义 方法 用 于 它们 的 各 个 组 合 . 

RE S(O) 上 恒 等 于 0 的 泛 函 外 , 在 S(O). 
上 不 存在 别 的 有 界线 性 泛 函 . 

数列 空间 с, 1s(1 < p < оо), m, 分别 是 
C(O), L,(0), M(Q), SC) 的 特殊 情形 ,从 而 
"EA SEES AOR Е, ЙО. Min c,h HY 
38862 [8] 2 BIE hm; 4 1 — p < oft, 1, HY 
KASE 1, C1/p + 1/4 = 1). 

由 上 得 知 , 当 1 <p < co B$, 1,00), 1, Ж 
自 反 的 +， 特 别 L0), 4 分 别 具 有 与 它 本 身 同 
构 的 共 轿 空 间 , 但 ССО), L(O), M(O), c,h, 
m 都 不 是 自 反 空间 . 

Ф WHA D Æ Schwarz 广义 函数 
ФАТВО а], Di, S SHS B] E: 
D 的 (代数 ) 线性 子 空间 ， 进 一 步 有 下 面 的 表 
所 示 的 关系 。 表 中 ECF 表示 EE 包含 在 Ff 内， 
EE 的 拓扑 比 F 在 E 上 的 诱导 拓扑 强 '. 

gcwca.ca.ca CO, се 

n n NA n n n n 

COLD CD ca cs g 
这 里 1 三 p 三 4 < оо, ZARE R 上 的 函数 
ZWAAR, HAWES, S, Ou, Oc 
后 ,对 任意 域 ОССЕ") 上 的 函数 空间 也 成 立 . 

【 算 子 的 插值 】 15 (0,6) 和 (2 ,是 5 
有 限 的 测度 空间 ， 用 Simp(2) 表示 0Q 上 具有 有 
限 测度 支 集 的 m 可 测 简单 函数 的 空间 ， 又 用 


М0) 表示 O 上 ”可 测 函 数 的 空间 . BF 
T: Simp (Q) 一 Meas (07) 称 为 强 (p, 4) 型 
(strong type (p, 4)), р, q € [1, 00], MRE 
(4) ТЯ, со < МЯ, соз» f € Simp(2), 
这 里 M 是 不 依赖 于 f 的 常数 . 

设 线性 算 子 了 :Simp(0) — Meas(Q") 同时 
Ж (poqo) 型 和 (progr) 型 , 则 工 对 于 所 有 由 


5 AL. чы 8 

(5) A = b 
mL 一 + (xoci) 
q Ф а 

HER pHa È Ca) 型 的 , 且 有 


(6\ЇТ{Йшө» = МЕМ [коз f€ Simp(9). 
XXL, м, Ж (р qu) 的 界 (Ricsz-Thorin 定理 ). 
当 f € Meas (Q) 时 ， 分 布 函数 (distribution 
function) p(s), TU (rearrangement) f* (z) 和 
平均 函数 (average function) f** (z) EMA: 
шб) = pfx E Q| 16) 1 > shs > 0, 
I*G) = inf{s > Olas) < 1). > 0, 


бо mE eQ. 


用 L O < p < co) 表示 (0, oo) 上 的 函 
数 相对 于 测度 dz/: 的 L, 空间 ， 则 对 于 任意 的 
p.q€[1, ©], Lorentz 空间 Lipe(X) 定义 
为 所 有 使 得 

Ml. = llapa G) < © 
的 1 € Meas(X) 的 空间 . 

ТСХ) 是 Meas(X ) 的 一 个 线性 子 空间 ， 
如 果 qo < %， 则 包含 关系 Loa (X) C Loa 
(х) 成 立 . 

WR р = 4, WU fle, 与 范 数 Mlle cx 相 
同 , 因而 ДХ) = LAX). BM Uo 不 
一 定 满足 三 角 不 等 式 . 

然而 ,如 果 1<p < со, Д] 1.„„(Х) 在 范 数 

有 la oo = Vert (O hu 
下 成 为 Banach 空间 ， 这 个 范 数 与 ЇЇ 在 下 
面 的 意义 下 是 等 价 的 : 
ЇЙ ө < Йу < =i РЯ 
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FE Meas (0) 的 一 个 线 福 子 空间 映射 到 Meas 
(9) 内 的 一 个 算 子 工 称 为 所 线性 的 《quasili- 
near) ,如果 当 Tf, Tg RER, TO + g) 唯一 
确定 , 且 有 
ITG+ 6] < K (TIO) + Te), 
这 里 K 是 不 依赖 于 IRL 的 常数 .如 果 天 一 1, 
工 称 为 次 线性 的 (sublinear). 

设 拟 线性 算 子 工 满足 

Vf uo < М, ПАФ. о» Є Lo CO- 
#= 0,1, KB py < рф т, WH FBS 
0<0<1 9:2», 有 

Пт, < Комм 1710,57 € Los (9), 
хи p fü q 由 (5) 式 决定 , B Ke 一 0 (6 十 
(1 — 6)-) (Marcinkiewicz-Hunt 定理 ). 

FOCTT PR20988 (р, 4) 型 (weak ype (p. 
9))， 如 果 存在 一 个 不 依赖 于 fe Le CO) 的 常 
OM, 使 得 


sup se 
[P 


(7) Ит, соу < МЛ, соз» g 90 
(J. Marcinkiewicz); ЖТК (р, 4) 型 
(restricted type (p,4)) СВЕ (р, 4) B Cres- 
tricted weak type《p，9))), 如 果 (4)《 相 应 地 、 
C) 对 于 有 限 测度 集 的 定义 函数 成 立 《E. M. 
Stein 和 G. Weiss)。 一 个 算 子 7 是 弱 (p,q9) 型 
当 且 仅 当 

Пе < M Million. 
MRIS p< e, 1 <q< oo0， 则 次 线性 算 子 
T: Simp(Q) — Meas(Q^) 是 限制 弱 (p, q) 型 当 
且 仅 当 

UT Nes < M If lle.» 
因而 我 们 有 下 面 的 定理 . 

设 次 线性 算 子 T:SimP(9) — Meas (9') 同 
时 为 限制 弱 (po, qo) 型 和 (ps 4) Ж, pi s 
P< р 4 qs MTHFR (5) 决定 的 p, 4 
ER (p,q) 型 (Stein-Weiss 定理 ). 

这 些 定理 被 卓有成效 地 用 来 证 明 诸如 Fou 
rier 变换 及 其 推广 (A. P. Calderón 和 А Zyg- 
mund) 那样 的 (奇异 ) 积 分 算 子 的 有 界 性 和 Har- 
dy-Littlewood-Co6ones REA. 


Pyl)” < М Mflos q < %, 


1€ Simp( Q). 
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[#) (1] S. Banach, Théorie des opérations H- 
néaires, Warsaw, 1932 (Chelsea, 1963); [2] N. Dun- 
ford.J. Schwartz, Linear operators, Interscience, 1 1958, 
H 1963, Ш 1971; [3] L. Schwartz, Théorie des distri 
butions, Hermann, 1 1950, И 1951， 修 订 版 ; 1966; [4] 
A. Friedman, Generalized functions and partial differen. 
tial equations, Prentice-Hall, 1963; [5] C. Jl. Соболев, 
Некоторые применения функционального анализа B wa- 
тематической физике, Ленинград, 1950 《中 译本 : C. Jl. 
RAAR, ТАЕ b PE tp IS ROB, BP IR bt, 
1959); [6] K. Yosida 《吉田 耕作 )，Functional analysis, 
Springer, 1965, [7] А. Zygmund, Trigonometric series, 
Cambridge Univ. Press, 第 二 版 1959; [8] R. A. Hunt, 
On L (P, а) spaces, Enseignement Math., (2) 12 (1966), 
249—276. 


Hilbert 空间 [Ж Hilbert space 法 espace hil- 
bertien Ж Hilbertscher Raum  гильберто- 
во пространство 日 上 山 愉 山下 空间 ] Hil- 
bere 空间 的 理论 是 由 积分 方程 问题 引起 的 . Hil- 
bert 注意 到 ， 一 个 线性 积分 方程 可 以 转化 为 含 
有 它 的 未 知 函 数 的 Fourier 系数 的 无 穷 多 个 一 
次 方程 的 方程 组 ,他 把 具有 有 限 的 У |, I E 
穷 数 列 {x。} 的 全 体 所 成 的 线性 空间 称 为 4 空 
间 , 定 义 其 内 任意 两 个 元 z m (z.), y m Uy.) 
的 内 积 为 


Gy) = 2$ 


Z be WARE Euclid. 空间 向 无 限 维 的 推广 . 
F. Riesz 进一步 直接 讨论 了 由 函数 形成 的 空间 ， 
即 现在 所 说 的 L, 2508], J. von Neumann 把 这 
些 空间 的 性 质 加 以 抽象 ， 给 出 了 下 面 所 述 的 
Hilbert 空间 的 定义 。 

[Hilbert 空间 的 定义 】 命 K 为 复数 域 或 
实数 域 ， 其 元 用 а,в 等 表示 。 设 对 于 以 K OR 
数 域 的 线性 空间 * H 的 任意 两 个 元 x,y, 有 一 数 
(r,y)eK 天 与 之 对 应 ， 满 足下 列 条 件 : i) (a + 
my) = (zy) + Gry у), i) (oz, y) = а(х, 
у), ü) (х,у) = G, ж), i) G, х) 20, v) 
(x, z) = бөх = 0, SEK H ЭО Hilbert 空间 
(pre-Hilbert space), TUM (х, у) 为 x* 和 7 的 
内 积 (inner product, scalar product). 

A le] = V Go, WARAL lel 为 范 
ROMS. HATER x 一 州 为 完 


AU. BPH |z. — xml] + 0(m, п — оо) A 
limz, =x ER, Wl HHH Hilbert 空间 . 
按照 K 为 复数 域 或 实数 域 ， 对 应 地 称 H 为 复 
Hilbert 空间 或 实 Hilbert 空间 . Hilbert 空 
(ALE Banach 空间 + 的 一 种 。 

为 使 以 |x|) 为 范 数 的 赋 范 空间 的 任意 两 个 
元 х,у, 能 定义 它们 的 内 积 (z, y), 使 得 所 给 空 
(IRAE Hilbert 空间 , 并 使 fel] 一 V(x, *) 
成 立 ,其 充分 必要 条 件 为 等 式 lz + yl? + |x 一 
yl? = 201512 + ШУР) 成 立 。 

【正规 正 交 系 】 (ә, у) 一 0 时 , 称 * 和 
y 互相 正 交 ; 若 互 的 子 集 卫 不 含有 0, 且 它 的 任 
意 两 个 相 异 的 元 都 互相 正 交 ， 则 称 2 为 正 交 系 
(orthogonal system). 只 由 范 数 为 1 的 元 所 组 成 
的 正 交 系 ， 称 为 正规 正 交 系 (orthonormal sys- 
tem), HEREZA X == {”%}， 作 正规 正 交 系 
{а/ч}, RAI X MULTE MAL (normalize), 
极 大 正规 正 交 系 称 为 完备 (complete) 正规 正 交 
Ж. 对 给 定 的 Н, 它 的 所 有 完备 正规 正 交 系 的 
基数 是 同一 个 常数 ， 称 它 为 H 的 维 数 〈dimen 
sion). 两 个 维 数 相等 的 Hilbert 空间 彼此 同 
构 . 

4S (z) 为 正规 正 交 系 时 ，H 内 任 一 

元 x 关于 的 Fourier RK (x, z) 至 多 有 可 
数 个 不 等 于 0, A 


Пар > 1С)" 
7 

成 立 (Bessel RHR). (E Hilbert 空间 中 ,下 
列 三 个 陈述 是 等 价 的 ，1) 2 是 完备 的 ; 2) 对 每 
^r x, Parseval 等 式 

Вр = 1С) Р 
成 立 ; 3) 每 个 z 能 展开 为 Fourier RR 

х= У) Gdn. 


(Hilbert 空间 的 例 】 数列 空间 4 由 
(xd, (a) = Х) zJ. 


ELAR, RRX N E Hilbert 空间 . 


测度 空间 CX, н) 上 的 函数 空间 Lo, 由 
(ra) = | inde 


定义 内 积 , 就 成 为 Hilbert 空间 . 在 Euclid 25 
TRIÉS Lebesgue 测度 的 情形 ，L; 是 No 维 的 , 从 
而 成 为 与 4 同 构 的 Hier 空间 。 又 4 (2). 
ИСО), НСО) 也 都 是 Hilber 空 间 (一 函数 空 
1). 

【 闭 子 空间 和 射影 算 子 】 Hilbert 空间 H 的 
佬 线性 子 空间 简称 为 闭 子 空间 (closed linear 
subspace), 对 于 闭 子 空间 М, 取 与 M 的 一 切 元 
素 正 交 的 x € H 作成 一 闭 子 空间 M”, H 成 为 M 
和 M' 的 直 和 . 称 M' 为 M 的 正 交 补 空间 (ortho- 
gonal complement)。M” 的 正 交 补 空间 是 M, 即 
M" 一 M， 对 任意 的 x, 作 其 直 和 分 解 x = y+ 
y(Q€M,y єм”). YM х NRF Pu, 
称 为 射影 于 M 的 射影 算 子 (projection operator), 
射影 P 具 有 下 列 性 质 Р PREG) AR AT 
一 切 x,y € H, (Px,y) 一 (x,Py)《 自 伴 ) 成 立 。 
反之 ,具有 这 三 条 性 质 的 算 子 是 射影 算 子 (一 线 
ERF). 

OGZ] 由 Hilber 空间 到 实数 (或 复 
HO 域 的 线性 算 子 称 为 线性 泛 函 (linear func- 
连续 线性 泛 函 的 全 体 H 由 范 数 

Ml = sup 17691 


JER Hilbert 空间 。 对 每 个 f€ H ， 存 在 唯一 
Wy € H, 81—07 x EH, H fG) = (х,у), 
且 有 Mill = 151 Riesz 定理 ), 映射 1 一 y 是 由 
H 到 已 的 反 线 性 等 距 算 子 〈 关 于 Hilbert 空间 
上 的 线性 算 子 ,一 紧 算 子 ,特征 值 问题 ， 线 性 算 
+). 


[$] [1] D. Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen 
‘Theorie der linearen Integralgleichungen, Teubner, 第 二 
Mi, 1924, Chelsea, 1953; [2] Е. Hellioger-O. Toeplitz, 
Integralgleichungen und Gleichungea mit unendlichvielea 
Unbekannten, Enzykl. der Math., 1928, Chelsea, 1953; 
[3] J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der 
Quantenmechanik, Springer, 1932 ОЁ ЖЖ); [4] Col- 
lected works of J. von Neumann Il, Ш, Pergamon, 1961; 
[5] M. H. Stone, Linear transformations in Hilbert 
space and their applications to analysis, Amer. Math. Soc. 
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1955 (HHA: F. RA, B. SERIA SCHEME 
又 ,第 一 着 ， 科 学 出 版 村 ，1963); [8] H. M. Axnesep-H. 
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Banach 空间 【 英 Banach space 
Banach # Banachraum  /A пространство Ба. 
наха Н t з /\ 22/4] 所 谓 Banach 空间 ， 
是 为 了 用 拓扑 的 和 代数 的 方法 ， 把 分 析 学 的 基 
本 问题 ， 作 为 无 限 维 函 数 空间 中 的 映射 问题 加 
以 研究 ， 而 由 Banach 和 Wiener 各 自 独立 地 
引进 的 空间 (1922) 《一 函数 空间 ， 线 性 算 子 、 
Hilbert 空间 ). 

[Banach 空间 的 定义 】 设 对 实数 (或 复数 ) 
域 上 的 线性 空间 ' x 的 每 个 元 *， 有 一 实数 lz| 
与 之 对 应 , 且 满 足下 列 三 个 条 件 : i) llel > 0, 
并 且 lz|— 0 和 * 一 0 是 等 价 的 ; ú) 对 于 实 
É (或 复数 ) c, 有 (ах 一 |elllzll; ñi) le + 
yl < lel + ll， 这 时 ,， 称 zl 为 的 范 数 
(norm), Ж X HRA] (normed linear spa~ 
се). 范 数 是 Euclid 空间 的 向 量 x 的 长 度 概念 
的 推广 。 赋 范 空间 X 由 距离 p(x, y) = [lx 一 
УП 形成 度量 空间 ， 把 lim lx, 一 z| = 0 写 做 


slim z, = x (ИШ (strong convergence), 10 


写 为 +, 一 *)， 就 可 以 在 X 内 引进 收敛 概念 。 
此 时 ， 如 果 X 是 完备 + 度量 空间 , 则 称 X 为 Ba. 
nach 空间 . 

Bi: 函数 空间 CL, p 00), M,e, 
1,5 m, Ap, Wh, Hi, BV 等 都 是 Banach 空间 
HARREN). 

AEWA, 当 а, 一 a，p。 >p, te 
хуу. y 时， 

s-lim (asta + Bays) = ох + BY 


法 espace de 
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成 立 。 即 使 把 前 面 的 i) RREA u^) 1—1 = 
It] H4 о, а, lim llr, — zl = 0 时 ,有 


lim [о,х, 一 ах| 一 0， 上 面 这 个 极限 式 仍然 成 
її. 满足 i) ii’) ii) 的 [e| 称 为 = 的 拟 范 数 
(quasi-norm); 拟 赋 范 空间 (quasi-normed linear 
space) X T RB р (z, y) = lx 一 y| 为 完备 
时 ,就 称 为 Frechet 空间 (Fréchet space). (N 
Bourbaki 把 同时 是 完备 氢 赋 范 空间 和 局 部 凸 ? 拓 
扑 线性 空间 ?的 X 称 为 Fréchet 空间 [6].) #ЕЙ1 
区 间 [051] 上 几乎 处 处 有 限 的 ( 实 值 或 复 值 ) 可 
测 函 数 х (е) 形成 的 空间 500,1) 


(ll сота + 10 D 4) 


是 Fréchet 空间 的 典型 例子 . 

Fréchet 空间 X 中 的 序列 {x0} 称 为 X 的 一 
ASH (basis 或 base), ЖРЕТ z€ X, F 
在 唯一 的 实数 (或 复数 ) 序 列 a) 使 得 


r= Уа 


在 分 析 中 出 现 的 许多 可 分 Fréchet 空间 是 有 基 
的 【10]， 然 而 也 存在 没有 基 的 Banach 空间 
[11]. 

【线性 算 子 和 线性 泛 函 】 以 线性 空间 X 的 
线性 子 空间 DCT) 为 定义 域 ， 取 值 于 线性 空间 
X, HRA T, 当 它 满足 T(ax + py) 一 aTx 十 
BTy 时 ， 就 称 为 线性 算 子 《linear operator). 特 
别 当 工 的 值 域 R(T) = {Tx € XilzeDC7)} 是 
实数 (或 复数 ) 域 的 于 集 时 ， 我 们 称 为 线性 泛 
йй (linear functional), 若 X, X, PWES 
间 ， 则 工 的 连续 性 由 slm Та, = Та (эң 


slm: = x 
BDSGEX. эң Х,Х, 都 是 赋 范 空间 时 ,线性 算 子 
工 的 连续 性 等 价 于 条 件 — mp. 17190: 


АЕХА 
又 当 D(T) — X 时 ， 线 性 算 子 工 的 连续 性 等 
MFT 在 zl <1 LAR. 此 时 称 T 为 X 
上 的 有 界线 性 算 子 (bounded linear operator) ,并 
Ж WTI =, sup ЇТхЇ 为 工 的 范 数 (norm). # 


ATOM, о 倍 与 乘积 分 别 用 〈T + S) x 一 


lim 


= 0, 


Tx + Sr, (аТ)х = а(Тх), (ST)x = S (Tr) 
KEX. 对 一 切 хех 使 得 1x 一 + 的 I 称 为 
XX 的 单位 算 子 (unit operator) 或 恒 等 算 子 (iden 
tity operator), 当 映 射 + 一 了 Tx RAWE HR, 
我 们 把 逆 映 射 写作 T, Бб тїй ШУ 
(inverse. operatac), 

【对 偶 空间 和 对 偶 算 子 】 在 赋 范 空间 X 上 
定义 的 连续 线性 泛 函 1 的 全 体 ， 依 前 述 的 线性 
运算 和 范 数 [/ = sup, 11) | 形成 Banach 88 


BAX’. 称 X' 为 X 的 对 偶 空 间 (dual space) 或 
RS [8] (conjugate space), 由 于 Hilbert 空 
闻 中 内 积 的 有 用 性 质 ， 把 f(x) Sik G, D E 
往 是 方便 的 。 设 X,Y 为 赋 范 空间 ,线性 算 子 了 
的 定义 域 D(T) EX AME TR R(T) 
CY. 此 时 ,如 果 对 一 切 *e DCT) (Ts, f) = 
(z, в) 成立 的 fje Y' ge X' fete, We do fni 
一 决定 。 由 7'f g 所 定义 的 线性 算 子 T, 称 
为 T 的 对 偶 算 子 (dual operator) RA e N T 
(conjugate operator), 这 是 矩阵 运算 中 的 转 置 矩 
RRM, 4TOARAF IM, T 也 是 有 
RAFAT" = ITI) 成 立 . 

【 强 拓 扑 和 弱 拓 扑 ]】 在 赋 范 空间 X 的 对 偶 
空间 X' 内 任 取 有 限 个 ai zz， 考虑 形 如 
dee XI sup 16201 < в, e > 0 的 集合 ,如 


果 把 X 的 这 样 的 子 集 的 全 体 作为 X 的 0 的 基本 
邻 域 系 !， 则 X 形 成 局 部 凸 ! 拓 扑 线性 空间 '， 我 
们 把 这 个 拓扑 空间 记 作 X。， 称 此 拓扑 为 X 的 
Bit (weak topology). 点 列 (z,) KT BB 
扑 收敛 于 x BYARD) ИШК (weak convergence), 
写 做 w-limz, 一 *。 相 对 于 弱 拓 扑 ， 由 原来 的 
范 数 所 确定 的 拓扑 称 为 X 的 强 拓 扑 (strong to- 
pology) ， 为 了 强调 用 强 拓 扑 来 考虑 ， 有 时 把 X 
BEX, 在 X 内 任 取 有 限 个 m，m，……xw， 考 
虑 形 如 (z € X' [зр] Gu» z)| <e, в 0) 
的 集合 ,如 果 把 X 的 这 样 的 子 集 的 全 体 作为 X 
的 0 的 基本 邻 域 系 , 则 X 形成 局 部 凸 拓扑 线性 
空间 。 我 们 把 这 个 拓扑 空间 记 作 X。*， 称 此 拓 
+A X PEGI (weak topology as func- 
tional). 由 范 数 | 州 确定 的 X^ 的 拓扑 称 为 


X :的 强 拓扑 ,为 了 明确 表示 用 这 种 拓扑 来 考虑 ， 
有 时 把 X S x. 

[Hahn-Banach 扩张 定理 】 1) AMARE 
空间 X 的 线性 子 空间 ， 则 对 任意 的 he M”, 能 
作 一 fe X', 使 得 对 于 任意 的 € M, {Н 

1G) = AG), 
в [1 = ЇҺЇ. 2) 对 赋 范 空间 X 的 任 一 元 n 
0, 存 在 he X^, 使 得 f(xo) = lleol 且 有 lhl 一 
1. 3) 对 赋 范 空间 x 的 闭 线性 子 空间 M 和 
xoEX 一 M, 存在 heX', 使 得 f G) > 1, 
(ll 2, 且 当 reM, EE №0) = 0. É 
sth d = sup |z "|. 以 上 这 些 命题 统称 为 
Hahn-Banach 扩张 定理 (Hahn-Banach extension 
theorem)。 比 3) 更 为 一 般 的 Mazur 定理 也 很 
有 用 . 这 条 定理 是 : 4) 设 斌 范 空间 X 的 闭 集 
MHEG x. y€ M ， 则 当 0a < 15, 有 
ur+(1 一 ayeM)， 并 设 它 是 球形 的 《 英 
balanced, ik equilibré (Bourbaki 学 派 的 术语 ))， 
HUM lal <1, z€ M B, ox M 成 立 ， 此 时 
对 mg&M， 存 在 he X's 使 得 加 (ww) 21, B. 
sup IG | <1. 由 这 些 定理 可 得 ,例如 , 如 果 


ЖЕЙ eM ARIE FERI, 则 它 在 
弱 拓 扑 下 也 是 闭 集 . LH FARIA ET 
可 以 证 明 存 在 广义 极限 (generalized limit) 
Lim E, (E lim inf 8, «Lim En lim sup so 并 


H Lim (af. + Bn.) = a Lim 8, + 8 Lim y, 成 
立 ,这 是 1) 的 一 个 应 用 。 

(Banach 空间 的 对 偶 性 】 取 赋 范 空间 X 的 
元 ao а Ge z) = G^ 0) GHD z EXD 
确定 ОХО 的 元 Ç. MRE ху 一 Јао, 则 J 是 
线性 算 子 , 且 由 前 述 的 2), 得 Wall ~ lel, М 
而 x, 和 Qc); 的 一 个 线性 子 空间 (作为 赋 范 空 
闻 ) 等 距 同 构 (isomorphic)。 特别 当 X, 能 认为 
与 (X; 等 同时 ，X 称 为 自 反 的 (reflexive) 或 
正则 的 《regular)。 赋 范 空间 X 是 自 反 的 充分 
必要 条 件 是 ХЕ Banach 空间 ,并 且 X 的 依 范 
数 有 界 的 点 列 (z) 含有 一 个 子 序列 ， 它 弱 收 
如 ( 即 依 弱 拓 扑 收敛 ) 于 X 的 某 一 点 (Eberlein- 
Шмульян 定理 )， 一 个 赋 范 空间 称 为 一 致 凸 的 
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(uniformly convex) ,如 果 对 任意 的 。 > 0, 存 在 
5 > 0， 使 得 当 |z|<1, 1011 ЖН 二 一 
y| > = 时 , +012 — 5 mez. BL, 
(1 二 p 二 оо) 是 一 致 凸 的 。 一 致 凸 的 Banach 
空间 是 自 反 的 《Munbman EE). 

【共鸣 定理 】 对 于 由 Banach 空间 X $04. 
范 空间 Y 的 有 界 算 子 序列 《T。}， 如 果 对 一 切 
x€ X, 有 sp Т, < > RY sup |Т}<® 成 
立 。 这 称 为 共鸣 定理 (resonance thcorern). 作 
为 此 定理 的 推论 ， 当 (e) 是 X 的 弱 收敛 序列 
时 ,就 有 sup lr oo 成 立 ， 又 集合 

(x € X] lim sup IT xl < оо} 


或 者 与 X 相 同 ， 或 者 是 X 的 一 个 第 一 范畴 的 子 
集 . 这 也 为 讨论 呈现 种 种 奇异 性 的 函数 (例如 其 
Fourier 级 数 在 一 个 具有 连续 统 的 基数 的 完备 
集 + 上 发 散 的 连续 函数 ) 的 存在 性 给 出 了 一 般 的 
原理 ， 即 所 谓 奇异 性 凝聚 原理 (principle of the 
condensation of singularities). 又 给 定 由 Banach 
空间 X 到 Fréchet 空间 S (Q) 的 有 界线 性 算 子 
的 一 个 序列 {T。}, 使 当 * 属于 X 的 一 个 固定 的 
第 二 范畴 的 子 集 时 ， lim зар (Tax) (9 | < ой} 


几乎 所 有 +e 0 成 立 , 则 使 有 限 的 tim CT (OÓ 


在 9 上 几乎 处 处 存在 的 x 的 全 体 所 成 的 集 合 
或 者 与 X 相同， 或 者 是 X 的 一 个 第 一 范畴 的 于 
集 (Banach-Mazur 收敛 定理 (Banach-Mazur 
convergence theorem)). 这 一 定理 在 正 交 函数 论 
和 遍历 理论 中 起 着 重要 作用 

[ 开 映 射 定理 及 闭 图 象 定理 】 由 Fréchet 
空间 X 到 Fréchet 空间 Y 上 的 连续 线性 瑞 射 把 
X 的 开 集 映射 为 > 的 开 集 ， 这 称 为 开 映射 定理 
(open mapping theorem). 作 为 此 定理 的 应 用 ,可 
以 得 到 闭 图 象 定理 (closed graph theorem): 设 线 
HERT T 是 由 Fréchet 空间 X 到 Fréchet 空间 
Y 内 的 闭 算 子 (closed operator), BI s-lim х= 
z. © lim Та, = y HA Tx = y, Mr JB 
续 的 。 符 别 地 ， 这 一 定理 在 现代 线性 偏 微分 广 
程 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 

CHRE) X, У 为 Banach 空间 ， 
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TAARAT KEUR D(T) 在 Xx RME, ii 
其 值 域 R(T)CY. 这 时 下 列 四 个 条 件 是 互相 
等 价 的 : 1) R(T) SEY ANIM. 2) R(T) È 
X MIA. 3) R(T) = (y €Y | 对 所 有 使 得 
Т'у* = 0 W y* EY’, (y,y*)=0). 4) ROT) = 
{х* e X | 对 所 有 使 得 Tx 一 0 AY z€ X,(x,2*)= 
人， 以 上 所 述 汇总 起 来 称 为 闭 值 域 定理 (closed 
range theorem), 作为 它 的 推论 , 有 5) 为 使 
R(T) = Y 成 立 的 充分 必要 条 件 是 7 RAE 
续 逆 算 子 。6) HERT) = X 成 立 的 充分 必 
要 条 件 是 工具 有 连续 道 算 子 . w 

Hahn-Banach 扩张 定理 ,共鸣 定理 , 开 映 射 
定理 , 闭 图 象 定理 , 闭 值 域 定理 等 组 合 起 来 ， 构 
成 了 Banach 空间 论 ,这 些 定理 都 可 以 推广 到 各 
种 类 型 的 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ， 这 不 仅 使 分 析 
学 中 许多 基本 问题 能 够 用 现代 的 方法 去 处 理 ， 
而 且 使 泛 函 分 析 本 身 的 理论 得 到 发 展 ， 为 分 析 
学 的 这 个 分 支 开 创 了 新 的 研究 方向 〈 一 拓扑 线 
性 空间 ;关于 Banach 空间 上 的 线性 算 子 一 紧 算 
子 , 特 征 值 问题 ,线性 算 子 )， 

[Banach 空间 的 插值 】 Riesz-Thorin 和 
Marcinkicwicz-Hunt 插值 定理 (一 函数 空间 ) 已 
被 推广 到 把 一 个 Banach 空间 对 映 到 另 一 个 
Banach 空间 对 的 任意 的 线性 算 子 的 情形 . 

Jb (Хо, Ху) 是 Banach 空间 对 , 使 得 这 些 
空间 可 连续 嵌入 到 一 个 Hausdorff 拓扑 线性 空 
间 中 . 这 样 的 一 个 对 ,就 称 为 一 个 播 值 偶 (inter- 
polation couple). 此 时 空间 XeonX， 和 ХОХ 
在 范 数 

lll, 一 max( lll, Па s 
Шахах, = inf( |zollx, + ПА, lz = zo + n) 
之 下 ,是 Banach 空间 . 

称 一 个 Banach 空间 X 对 于 此 插值 偶 是 
一 个 中 间 空 间 (intermediate space), 如果 它 满 
足 

X, 1X,CXCX + Х\, 
且 都 是 连续 媒人 .。 一 个 插值 方法 (interpolation 
method) 是 一 个 函 子 ', 它 对 于 每 个 插值 偶 《X。， 
Xi)， 指 定 一 个 中 间 空 间 X, KX 为 插值 空间 


(interpolation space). 插值 方法 有 两 种 重要 的 


类 型 ， 即 复方 法 和 实 方法 ,它们 分 别 对 应 于 

Riesz-Thorin 定理 和 Marcinkiewicz-Hunt 定理 . 
复方 法 (complex method) 属于 A.P. Cal- 

derón (8], C. T. Крейн 和 J.-L. Lions, 

i OFQG XO 是 所 有 满足 下 列 条 件 的 函数 
КОС = E + in) ВТО 25 Їн]; 2) 在 带 形 OS 
E<1 中 有 定义 , 取 值 于 Xo 十 中 ,在 0 天 一 
1 内 全 纯 , 在 0<5 < 1 上 连续 且 有 界 ， 并 使 得 
Кз) 是 一 个 取 值 于 Xo 中 的 连续 有 界 函 数 ， 
JO + in) 是 一 个 取 值 于 X HERA RK 
Ж. F(Xo, X) 在 范 数 

[7] EM 

= max(supllf Cn) lx, supllfC1 + én) lx,} 
之 下 ,是 一 个 Banach 空间 . 

复 插值 空间 (complex interpolation space) 
[Xo Xile (0 < 0 < 1) NH f € F(XoX 的 
值 K6) 的 空间 ,具有 范 数 

Пало = inff Аско lx = 5621. 
[Xo Xlo 是 一 个 中 间 空间 ，XenX' 在 (Хо, 
Ху), 是 稠密 的 ， 并 且 下 面 的 插值 定理 (interpo 
lation theorem) 成 立 : HE (Xo,X)), (Yo Y) 是 
两 个 插值 俩 ，T :Xo 十 Xi 一 Yo + 是 一 个 线 
性 算 子 ,使 得 

Wally, < м x€ Xi 0, 1, 
则 工 把 [Xo X. lo 09131 [Yo Yide h, В. 

IIT ler, „© ME* Ml, x ror 
x € [Xo Xi]o. 
假设 Xo Xs 在 Xo, Xo, AMM, XH 
Xo, = [Xo Хуе,» Xo, = [Xo XiJe,» 
0<6<0<!1, 

则 LXo Xole = [Xo Xilo Ж ө = (1— 
6)9 + 0'0, (MEIE (reiteration theorem)). 

假设 Xo X, 在 Xo WX, 内 都 是 稠密 的 , 那 
么 [Xo Xi lo 的 对 侦 是 空间 (Xs, X:]*， 这 个 空 
间 类 似 地 由 (Xo X^ 中 的 插值 偶 Os X) 构 
造 出 来 ， 且 若 Xs 及 X; 之 一 是 自 反 的 ， 则 它 与 
UX;, X; lo 相同 (对 偶 性 定理 (duality theorem)), 

如 果 空 间 X M X, 之 一 是 自 反 的 ， 那 么 
[Xo Xi] (0 < 0 < 1) 也 是 自 反 的 . 

H 1<p < P. < °o,0 < 0 < 1, 则 我 们 有 


(2,00), L,C0)), = L,(2), 
这 里 


这 证 明了 ,Riesz-Thorin 定理 是 插值 定理 的 一 个 
iiit. 实 播 值 空间 (real interpolation space) 是 
由 Lions 作为 迹 空间 并 由 E. Gagliardo 用 不 同 
的 方法 引进 的 ， 两 者 都 在 1959 年 。 这 些 工作 
开创 了 算 子 插值 的 现代 理论 。 后 来 Lions 和 
J. Peetre [9]. 引进 了 平均 空间 并 且 证 明了 这 些 
不 同 的 定义 是 等 价 的 . 

当 X 是 Banach 23 ji] H. 1 < p < oo mt, 以 
LICL) 表示 取 值 于 X 中 的 使 得 Ilgo <0 的 
(0,00) 上 强 可 测 函 数 f 所 成 的 空间 ,这 里 

Ul ese 
(иса) 1<p< o, 
es supllf@ |x, p= oo. 

设 (Xo X1) 是 Banach 空间 的 一 个 插值 偶 ， 
MF 0<0<1,1< p<, 平均 空间 (mean 
space) (Хо, X op (RAA [9] 中 的 符号 , (p, 
0,Xs p,0 — 1, XU) 定义 为 在 Xe 十 X, h, P 
均值 

= [unn 
所 成 的 空间 ， 这 里 u) 在 取 值 于 XN X, 中 的 
强 可 测 函 数 所 成 的 空间 上 变化 , 且 使 得 
Пен Со || Со) < оо, 
lea Ce) ILEX) < ©; 
或 者 等 价 地 (Pee e), 8 
WHC lgay <9 
Пи Со По < %з 
其 中 j 
11-0 


а) 1-1—-9,.9 
Р Po P 


Qo Xo, TERI 
lili is, int [ma ССО П, дае 
HO gas Me = («02 
之 下 ,是 一 个 Banach 空间 . 
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Ж z € Xo + X, BOE (Xo, Xo, 4ARY 
HE (0,00) 上 的 函数 oO) Mn), EEX 
Fe 
ж vole) + (ае, B 

ПС a xy) <P> 
lt n0) la, «o, 
这 里 pon MPRE). R lel 
价 于 范 数 
Mal xg og, T nf (max (| G) коз» 


等 


Lo 


Me s Ls Hx m 90 +00, 
对 几乎 所 有 人 小. 
当 z€ X, + X. 0 < t < оо В, ЖХ 
Ке, х) = inf Clxollx, (llle In = ro + n 
ОШ Peetre 的 符号 , = K(r7,x)). 容易 证 明 ， 
KG, 2) BERERE lel apj, FOF 


lelg, TK dlg. 


这 时 (Xo, Ху)», 显然 是 一 个 中 间 空 间 . 

设 (Xo,X1) K (Yo, Y) 是 两 个 插值 偶 , T: 
Xo+ Xi 一 Ye + Y, 是 一 个 线性 算 子 ， 使 得 

和 rzl < M.lzll ze Xi i 0, 1, 
则 工 把 《Xo,X1)ewp BAH (Yo Уо, 中， 并 


И gag, ММ Mel ox, 
r€ (Xo, Ху)», 
уд ж E: 5,5 和 天 中 的 任 一 个 ( 播 值 定 理 (inter 
polation theorem) ). 

如 果 1<p < p < оо, BA QC Xs. 
QU, Xoo» Hik A JE E RIS. 如 果 
XDK, 一 8， 那么 对 任意 的 p 和 4, (Хо, 
Xone (Xo Xo, 成 立 ， 再 者 ,对 于 1<p< 
ос, XoN X, #Е (Xo, X), ASA (AEE 
定理 ) (density theorem)). 

假设 X 是 一 个 中 间 空 间 , 那 么 (Xo X). C 
X 成 立 当 且 仅 当 

lzllx < сїх lelle, z€ Xi Xi. 

类 似 地 , X C (Xo, Xr oe 成 立 当 且 仅 当 
PK (5x) < Сх, «€ Xs 
或 等 价 地 ， 对 于 每 个 EX MO< (rco, 


хо» 


838 Banach 空间 


TEX, 使 得 x 一 mw 十 x Н 
loll, «Сее Halk. «Са. 
我 们 说 X 是 Ko(Xo,Xy) 类 的 ,如 果 
(X; X) GX C (Хо, Xi dow. 
复 插值 空间 [X。, Xie Ж K (Xa, X1) 类 的 Ba 
nach 空间 的 一 个 例子 . 
假设 Ye 是 Ko (Xo XDR, Y, Ке (Хо 
X 类 的 ,其 中 6 < 0, 那么 
(Qo Yo, = (Хо, Xa. 
这 里 
6 一 (1 一 9)6 + #'6,, 
并 且 这 两 个 空间 具有 等 价 的 范 数 (反复 定理 ). 

假设 Xo X, 在 Xo fa X, 内 都 是 称 密 的 , 且 
1< p<, BA (Xo Xo» НВУ (Xos 
Xow 是 等 同 的， 这 里 p^ + p m 1 GU 
性 定理 ) (Lions, Lions 和 Peetre). 

MAX MX, 中 之 一 是 自 反 的 ， 那 么 对 任 
NO 0<0 < 1 fa 1<p < со, (Xo, Xido HA 
ER] (Н. Morimoto (Ж ЖЖА )). 

设 m > 0 €— EBR, 1<p, < co, os а 
是 实数 ,用 Um(posao, Хо pi» i X). 表示 定义 
1E (0,00) 上 , 取 值 于 Xo + X, 中 , 且 使 得 

[rou Ce) m «o, 


ag 
Jet Mus s, < ® 


的 函数 u (z) 所 成 的 空间 ,这 里 "是 * 的 在 广 
义 函 数 意义 下 的 m 阶 导数 . 

假设 7 > 0 是 一 个 整数 ，m 十 1 > 0, y+ 
1<0， 那 么 对 任意 的 EU” (Po oo Xs 
Pise Xi) (trace) PCO) 存在 , 迹 空 间 (trace 
space) T7 (py ао, Xo; Ра, X1) (JH. Lions-Peetre 
[9] 的 符号 ， 一 Т7 (Po a + ро", Xo Ps act 
pi! т,Х)) 定义 为 对 于 w€ U” (Pos ао, Xo; 
Po a X) 的 迹 uP (0) 所 成 的 空间 ， 赋 以 范 
数 

ленд 

= int (max (и э,» 


+m yim) pr 
eimi lue e, He = CO), 


迹 空间 ТУ (ро,ао, Хо; nm. Xi) 与 平均 空 _ 


闻 Oto X), 重合 ,这 里 


和 
от P ifo n 
并 且 这 两 个 空间 具有 等 价 的 范 数 ( 迹 定理 (trace 
theorem); Lions 和 Peetre, P. Grisvard). 
Жожо 有限 测度 空间 ， 对 于 4 上 的 每 个 
可 测 函 数 f, 平均 函数 1**(:) (一 函数 空间 ) 与 
HFA (Le(8), L(0)) 88 K (z,f) BASH. 
Alii, Lorentz 空间 Leo (9) (1 一 pp 一 oo， 
1<q<co) 与 实 插值 空间 (1.00), L1(2)) 49 
重合 .特别 地 ， 对 于 线性 算 子 的 Marcinkiewicz- 
Hunt 定理 由 实 插值 定理 推出 (Peetre, Calderón) „ 
Banach 空间 X RIX 中 的 线性 算 于 4 的 徊 的 
DOR DCA") (TARER) 的 实 插值 空间 也 
是 重要 的 . 情形 A: 4 是 闭 线性 算 子 ,使 得 对 于 
Од < co ， 预 解 式 (1 + 4)-' 存在 ,并 满足 
Ka + s Mans 
情形 B: — A 生成 一 个 等 度 连续 的 C 类 半 群 
Т; 情形 C: 一 4 生成 一 个 在 扇形 larg t) < о 
上 有 界 的 全 纯 半 群 . 
Lions 和 Peetre 讨论 了 情形 B; Grisvard 和 
Н. Komatsu (小 松 彦 三 郎 ) 讨论 了 情形 As 
H. Berens 和 P. L. Butzer, Komatsu (小松 ) 讨 
论 了 情形 C. 
0 0<0 < m,m 是 一 个 整数 ， 那 么 * 属于 
(X,DCA"))armp 当 且 仅 当 
Са + 4)7)7x € Lp(X), 情形 А,В 
和 Ci; 
Cl — T)”z€ 1} (X), BB MC; 
ret" APT x € LE(X), 情形 C. 
再 者 ，(X,D(4"))wm,s КВТ m > o. 
ОА < z, 《是 整数 (或 者 , 4 D( A) BI 
WEM, ALAM), BA z€ OG DCATD)uu 
MB xe D(4*) B 
A*x € (X DCAT))o кут 
Berens 和 Butzer 还 考虑 了 满足 om MP 
的 上 述 条 件 的 元 *。 
当 4 一 一 A (ELR) rp) 时 ， 上 述 命 
题 给 出 了 C. M. Николъский, О. B. Becos 和 
M. H. Taibleson 所 考虑 的 分 数 Соболев 空间 
中 的 元 的 种 种 等 价 的 刻 划 . 


REM L, 空 间 的 插值 联系 起 来 ,我 们 不 难 
得 到 分 数 Соболев 谋 人 定理 (Grisvard, Peetre, 
BM. 


(8) [1] S. Banach, Théorie des opérations № 

agaires, Warsaw, 1932 (Chelsea, 1963): [2) Е. Hille-R. 
S. Phillips, Functional analysis and semi- 
Math. Soc. Colloq. Publ., 1957 (rh Hz: E. AR, R. SIE 
ANAM АЯ НЕСЕ), Esp k iB LE 1964); 
(31 N. Dunford-J. Schwartz, Linear operators t, later 
science, 1958; [4] К. Yosida (Hi fE), Functional ana 
lysis, Springer, 1965; [5] S BL fe, 位相 解析 , E 
1951; [6] N. Bourbaki, Eléments de mathématique, 
Espaces vectoriels topologiques, Actualités Sci. Ind., 1189 a, 
122%, 12302, Hermann, 1966, 1967, 1955; [7) А. 
E. Taylor, Introduction to functional analysis, John Wi 
ley, 1958; [8] A. P. Calderón, Intermediate spaces and 
interpolation, the complex method, Studia Math., 24 
(1964), 113-190; (9) J. -L. Lions -J. Peetre, Sur 
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no. 19, 1964, 5—68; [10] I. Singer, Bases in Banach 
Spaces 1, Springer, 1970; [11] P. Enflo, A counter exam- 
ple to the approximation problem in Banach spaces, Acta 
Math., 130 (1973), 309—117. 


有 序 线性 空间 [Ж ordered linear space 法 
espace semi-ordonné linéaire 4È geordneter linca 
rer Raum А упорядоченное линейное прост- 
ранство A ЖА] [定义 ] 设 E 是 
以 实数 域 为 系数 域 的 线性 空间 ', 并 且 由 序 关系 
之 构成 有 序 集 ', 当 其 间 存 在 下 列 关 系 1)2) Pf, 
RAS E 为 有 序 线性 空间 :1)x > yor te > yt 
z; 2) z Z2 y,A 2 0 ARA) >x > Ay, Ж 
一 步 当 E 在 这 个 序 关系 下 是 格 ' 时 ,就 称 E 2538 
序 线性 空间 (lattice-ordered linear space) 或 向 
HAG (vector latice)。 本 条 专门 讨论 向 量 格 , 对 
x, y€ EE， 它们 的 并 和 交 依 次 表 为 Uy 和 
ху. 1) #12), 03) (z + 2UG + :)= 
rUy + s; 4) (ar) U (ày) = 2(zUy)(2 > 0); 
5) (ах) (зу) = а (Пу) G < 0); € 3), 
4), 5) 式 中 ,把 U 和 站 交换 ,公式 仍然 成 立 ， 又 
ERRAR. xU0 一 x+, (—z)U0 = х, 
xzU( 一 x) = |=] 分 别称 为 * 的 正 部 分 《positive 
part)， 负 部 分 negarive part), 绝对 值 (absolur 
value)， 此 时 恒等式 + 一 x+ 一 +- (Jordan 分 
解 (Jordan decomposition), |x| 一 x + x-, 
z+ (z. 一 0 成立 。 进一步 z 十 ?一 xUy 十 
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ху, fae] = ТАН, lr— у|=хШу—хПу 
等 类 似 于 实数 情形 的 法 则 成 立 。 对 于 a,b€ EE 
(a <b), {х|а < x < b) 称 为 区 间 (interval), 
H [4,2] 表示。 若 E 的 子 集 F 是 某 一 区 间 的 子 
集 , 则 称 它 在 E 内 (在 序 的 意义 下 ) 有 界 《bound- 
ed)， 设 。 为 E 的 一 个 元 , 如 果 对 E 的 任 一 元 ， 
x 0， 存在 自然 数 >。 使 r< ne 成 立 , WH 
© HER (Archimedes 的 ) 单 位 (unit). 

【顺序 极限 】 对 于 的 有 限 个 或 无 穷 个 元 
所 成 的 族 {x。}， 当 它 的 上 界 的 最 小 元 * 存在 
时 , 即 zEE 是 {xs} 的 一 个 上 界 且 {x。} 的 任 一 
上 界 y 满 足 y 之 x 时 ,就 称 此 x 为 {x。} 的 上 确 
$F Cleast upper bound), FF sup x。 或 x。 表示 .对 
应 地 定义 下 确 界 (greatest lower bound), 并 
Fi inf x。 或 N х„ SER RET A {х„}(х„ € E), 
Jette A BRAT {u un E E), 满足 lz 一 
xb «us Оа = 0, HP ER (z.) Wá Pr Uic $& 


(order convergent) 于 x, 称 25 z, 的 顺序 极限 
(order limit), 5 fE r=0-lim zn. 当 xz. y, M 


РЕЙС › olim Chey + ку„) 一 A о-и) + 
n Go-limy,), o-lim(z, h ya) = G-lim x, ü 
(о-Бту„) RIL. M x,y € E, MRO < y 
(n= 1, 2,---) йй z = 0, 则 已 称 为 Archi- 
medes 的 (Archimedean), 4 E 2) Archimedes 
的 ， 则 x= o-limz,, 1 一 lim à, dh 4x = 
o-lim datas 

如 果 E 的 任 一 上 方 有 界 的 子 集 总 存在 上 确 
界 , 则 称 E 为 完备 的 (complete); 当 上 述 的 于 集 
限于 可 数 集 时 , 称 为 o 完备 的 (so-complete). с 
完备 的 向 量 格 是 Archimedes 的 。 ЩЕ 096 
备 时 ,如 果 对 于 上 方 有 界 族 {x。} 定义 


o-lim supr, = (| U tas 
oe ae 


对 于 下 方 有 界 族 {x。} EX 
o-lim inf z, = ОА sa» 


Ç mae 


则 x—o-lim x, fl r=o-lim sup r, =o-lim inf z, 
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是 等 价 的 。 和 基于 分 割 由 有 理 数 构成 无 理 数 一 
FE, Archimedes 向 量 格 可 以 扩张 为 完备 向 量 格 、 
【向 量 格 的 例 】 多 数 的 具体 的 数列 空间 
dc, m, ‚(р 2 1) 等 以 及 函数 空间 "如 C.M, 
L,Cp > 1) 等 ,按照 自然 的 序 ( 即 当 这 些 空间 的 
一 个 元 在 每 个 点 处 都 过 OM, RELTA) 
形成 向 量 格 ( 一 函数 空间 ). 在 这 些 空间 中 ,c,C 
不 是 完备 的 ,其 他 都 是 完备 的 . 对 定义 在 集 
£ о 的 于 集 的 一 个 完全 加 法 族 ' 3 上 的 有 限 完 
全 加 性 集 函 数 !# 的 全 体 ACO, I), 定义 m> 
入 ， 如 果 对 于 属于 2 的 一 切 S, m (S) > (S) 
У. 这 时 4(29,2) 成 为 完备 向 量 格 . 又 对 
Hilbert 空间 H EQ ARMA T 的 全 体 , 定 
Ж T, > Th， 如 果 对 已 的 任意 元 z, (Tuz ,z)> 
(Тух,х) 成 立 。 这 时 它 形成 有 序 线性 空间 ， 但 
一 般 说 不 是 向 量 格 . 但 是 如 果 A X) HAIER C* 
代数 ', S 为 属于 外 的 对 称 算 子 的 集合 , 则 S 在 
上 述 序 关系 下 形成 完备 向 量 格 。 又 对 上 面 的 
A(Q,3) 以 及 SS， 减弱 有 限 或 有 界 的 条 件 ， 同 
样 的 事实 也 成 立 。 把 4 (Q, E) 中 的 Radon- 
Nikodym 定理 + 和 S 内 对 称 算 子 的 谱 分 解 ? 定 理 
推广 到 一 般 向 量 格 ， 就 能 得 到 一 般 向 量 格 的 谱 
表示 + 定理 ,一 [3],[8],[12],[13]. 

设 E 是 定义 在 集 2 上 的 函数 所 成 的 线性 
空间 并 赋 于 自然 的 序 . 如 果 存 在 向 量 格 E 到 E, 
上 的 一 个 双 射 , 它 并 且 是 线性 的 和 序 同 构 的 , 则 
我 们 把 E, 称 作 五 的 一 个 表示 (representation), 
如 果 E 有 一 个 Archimedes 单位 且 是 单纯 的 (就 
是 说 (0) 和 E 是 E 的 仅 有 的 理想 ), 那么 E 可 以 
表示 为 实数 集 , 且 使 得 E 的 Archimedes 单位 用 
数 1 表 示 [3, 8, 91. 

【对 偶 空间 ] Ub ЕСЕ, Р) 是 向 量 格 E 到 向 
量 格 的 序 有 界线 性 映射 * 的 全 体 所 成 的 集合 ， 
这 里 序 有 界 性 是 指 E 的 任 一 (在 序 的 意义 下 》 
有 界 集 映 为 的 有 界 集 。 对 任意 的 gp, p€ ° 
(E, F), 我们 定义 p> p WRF x >0, 
r€ E 时 有 OCs) Sos). 在 这 样 定义 的 序 
关系 下 ，8(E,F) 成 为 向 量 格 , 当 F 是 完备 时 ， 
e(E,F) 也 是 完备 的 .一 个 元 p € e(E,F) Ж 
WERF (positive operator), WR Ф 20. 如 


ЖЕ HSH R, 那么 e (E, F) 是 E 上 所 有 
《〈 序 ) 有 界线 性 泛 函 "所 成 的 集 , Pe OE 
的 对 偶 格 (dual latice)， 记 作 E’. Е 是 完备 
向 量 格 。 f€ АЕ ft, 负 部 分 六 和 绝对 
fA 171, SHWE PART. 
FG) = sp (у), 17090) = — int JO), 
D nos 
Пб) = sup, JD, 
这 里 设 xe E,x 20. 
[Banach 格 】 若 向 量 格 E 同时 是 Banach 
空间 +, 而 且 它 的 序 和 范 数 之 间 存 在 着 关系 
Iz] <lyl>flell ЛЕ 
则 称 E 为 格 序 Banach 空间 或 Banach № 
(Banach lattice). 迄今 为 止 所 举 的 例 ， 都 是 Ba- 
nach 格 (对 于 4(0,2) эи, EX 
lall = Iael(C2)). 
在 Banach 格 中 , 当 |z, — 211—5 0, 15,01 +0 
时 ， 


ГЕРЕ 
Hr, ЖР Banach 格 中 两 种 收 全 


+ 一 o-limx。 和 Па — xl +0 
的 强 弱 的 比较 ,各 个 空间 有 种 种 不 同 的 情形 ,其 
中 有 一 条 如 下 的 最 重要 的 定理 : jz, 一 x 一 0 
和 {x。} 相对 一 致 * We (relative uniform star 
convergence) 于 x 是 等 价 的 。 这 里 所 说 的 相对 
一 致 * 收 全 是 指 : SET Gu) 的 任意 的 子 序列 
{zwtm}， 存 在 此 子 序列 的 一 个 子 序列 {tami} 
和 某 一 z€ E, {Ë zam — z| < 2/1 成 立 (一 
1,2,"…)， 又 在 序 意义 下 的 有 界 集 是 在 范 数 意 
义 下 的 有 界 集 ， 但 其 逆 一 般 不 成 立 。 然 而 对 于 
线性 泛 函 ,这 两 种 有 界 性 的 概念 是 一 致 的 , 且 E 
的 序 对 偶 与 互 的 范 数 对 侦 相 同 。 再 者 ，Banach 
格 〈 在 序 意 义 下 或 在 范 数 意义 下 ) 的 对 侦 仍 是 
Banach Ж. 
【抽象 M 空 间 、 抽 象 工 空间 和 抽象 ,空间 】 
设 E 为 Banach 格 ,我 们 考虑 下 列 条 件 : 
M) x,y > 0>||z=U yl] = maxCllzl, ly), 
L) x,y > 0>l|z + y| = fell + lyi 
Lp) xy = 0>ll= + ll = ll? + [у 


(1<p< о) 
当下 满足 上 述 条 件 M), L) 或 Le) 之 一 时 ， 分 
别称 它 为 抽象 M 空间 (abstract M space), f 
Ж L 空间 (abstract L space), MR L, 空间 
(abstract L, space)， 并 用 AM, AL, AL, Ж 
л. 如 果 一 个 4M 空间 E 的 单位 球 有 一 最 大 
元 , 则 称 此 最 大 元 为 王 的 角 谷 静 夫 单位 (Kaku- 
tani unit), AM 空间 ，4L ZF, AL, 空间 的 
对 偶 分 别 是 AL 空间 ， 具 有 角 谷 静 夫 单位 的 
4M 空 间 和 AL, 空间 (1/p + 1⁄4 一 1)， 具 有 
角 谷 静 夫 单位 的 AM 空间 能 用 某 个 紧 空间 2 
上 的 ССО) 表示 . AL, 4L，。 可 以 分 别 用 某 一 
测度 空间 !2 上 的 L, L, 表示 。 这 里 Banach H 
的 表示 ,是 指向 量 格 的 保 范 表示 。 

在 向 量 格 巨 同时 是 拓扑 线性 空间 ", 特别 是 
局 部 凸 ! 空 间 的 情形 , 关于 Е ПОВЕТЕ С 
敛 之 间 的 关系 ,如 同 Banach 格 的 情形 一 样 ， 作 
了 种 种 研究 。 关 于 这 一 点 一 [11]. 

抽象 空间 的 理论 , 是 把 Euclid 空间 的 距离 
抽象 化 而 得 到 :Hilbert 空间 ，Banach 空间 ,拓扑 
线性 空间 等 概念 . 另 一 方面 ,用 实数 的 大 小 关系 
为 序 作为 基础 而 考察 函数 空间 ， 就 产生 了 有 序 
线性 空间 的 概念 . 它 的 一 般 理论 开始 于 F.Riesz 
在 1928 年 国际 数学 家 会 议 上 的 报告 ([1]), 而 
以 积分 论 , 对 称 算 子 的 谱 分 解 , 遍历 理论 ' 等 格 
论 的 考察 为 其 契机 ,由 此 发 展 了 这 种 理论 . 


[ 参 ] (1) F. Riesz, Sur la décomposition des opé 
rations fonctionnelles linéaires, Atti del Congresso Inter- 
nazionale dei Matematici, 1928, Bologna, 3, p. 143—148; 
[2] F. Riesz, Sur quelques notions fondamentales dans 
lathéorie générale des opérations linéaires, Ann. of Math., 
4l (1940), 174—206, [3] Н. Freudenthal, Teilweise 
geordnete Moduln, Proc. Akad. Amsterdam, 39 (1936), 
641—655, [4] Л. B. Канторович, Lineare halbgcord 
nete Ráume, Mar, c6., 2 (44), (1937), 121—168, [5] 
S. Kakutani (J4), Concrete representations of abs- 
tract (L)-spaces and the mean ergodic theorem, Ann. of 
Math., 42 (1941), 523—537; [6] S. Kakutani (f$ 
3), Concrete representations of abstract (M)-spaces, Ann. 
of Math., 42 (1941), 994—1024; (7] B. 3. Bynux, 
Применение теории полупорядоченных пространств к 
исследованию самосопряженных операторов в Гильбер- 
зором пространстве, Успехи матем. наук 12 (1957) (73) 
169—172 ( 英 译本 : В. Z. Vulih, Application of the theo- 
ry of partially ordered spaces to the study of self-adjoint 
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拓扑 线性 空间 
espace vectoriel topologique 
che Raum {Å линейное топологическое прост- 
pahcreo A MEKAR] 【定义 】 如 果实 
数 域 或 复数 域 K 上 的 线性 空间 'E 同 时 是 拓扑 
空间 '， 并 且 线 性 空间 的 基本 运算 x + y Ña ax 
(x,y€E,a€K), 分别 作为 Ex ERIK XE 
到 巨 中 的 映射 是 连续 的 ， 则 巨 称 为 拓扑 线性 空 
=, 通常 系数 域 K 都 假设 是 实数 域 RRM. 
域 C, 然而 取 一 般 的 拓扑 域 ' 也 是 可 以 的 ，K ~ 
尺 时 称 为 实 拓扑 线性 空间 ，K 一 C 时 称 为 复 
拓扑 线性 空间 拓扑 线性 空间 是 Banach 空间 
的 推广 , 是 研究 诸如 广义 函数 空间 等 非 Banach 
空间 的 函数 空间 ' 的 重要 手段 

在 拓扑 线性 空间 巨 内 ， 把 原点 的 所 有 邻 城 ， 
平移 的 象 作为 一 致 邻 域 族 *， 这 样 FE 就 具有 一 
致 拓扑 ' 的 结构 ， 而 * + y Max 关于 此 一 致 拓 
扑 是 一 致 连续 的 ， 特 别 地 ,如 果 对 一 切 x 0, 
存在 原点 的 不 含有 = 的 邻 域 , 则 已 满足 Ti 分 离 
公理 +， 从 而 形成 完全 正则 空间 !， 互 的 完备 化 
Ê 也 是 拓扑 线性 空间 . 

以 下 假定 为 实数 域 或 复数 域 ， 而 E 是 满 
E T, 空间 公理 的 K 上 的 拓扑 线性 空间 .是 有 
限 维 空间 的 充分 必要 条 件 是 它 具有 全 有 界 的 ' 0 
的 邻 域 ，E 的 拓扑 是 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 
是 它 满足 第 一 可 数 公理 '. 

【线性 泛 函 】 E 上 的 K 值 函数 f(x) 满足 
i) G + y) = 1@) + IG), iD Как) = ef(z) 
时 ,就 称 为 线性 泛 函 (linear functional) X F E ЖП 


[Ж linear topological space 法 
Ж linearer topologis- 
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K 是 连续 的 线性 泛 泡 f(x) 称 为 连续 线性 泛 函 . 
CHA ACER REZ BAR ME T 4, Tü 
称 线性 泛 函 为 代数 线性 泛 函 .) ATR 
1G), 下 列 三 个 陈述 是 等 价 的 1(x) 是 连续 
的 ;半空 间 (x€ EIRG) > 0) 是 开 集 ; 超 平面 
{x€ Eli) = 0) 是 闭 集 . 

【Hahn-Banach 定理 】 在 互 的 子 空间 F 上 
定义 的 线性 泛 函 f(x) 能 扩张 为 E 上 的 线性 连续 
泛 函 的 充分 必要 条 件 是 : FE ERRANS 
e v. gem (z€ FIf(x) —1) 不 相交 。 此 
外 ,如 果 f(x) 能 够 扩张 , 则 至 少 有 一 个 扩张 1(*) 
在 V 上 决 不 取 1 的 值 (Hahn-Banach 定理 ). 

【对 偶 空 间 ] 对 E 上 的 连续 线性 泛 函 的 全 
体 所 成 的 集合 E', 由 (cg) = 162 +g(*) 
和 (af) = af(x) (f,g€ Е', a€ K, z€ E) 
SEX f + g 和 о], WE BRK LAR HES 
闻 , 称 它 为 E 的 对 偶 空间 (dual space) RAGES 
间 (conjugate space), 

【局 部 凸 空间 ] 一 个 拓扑 线性 空间 ， 如 果 
龙 取 是 集 的 一 个 族 作 为 它 的 0 的 基本 邻 域 系 '， 
就 称 为 局 部 凸 《locally convex) 拓扑 线性 空间 . 
由 Hahn-Banach 定理 ， 对 于 局 部 屿 空间 E 内 任 
意 的 元 + 六 0, 存在 连续 线性 泛 函 f, 使 1) * 
0 成 立 ， 称 的 子 集 M 为 图 形 的 ( 英 circled 法 
equilibré) ,如 果 对 于 满足 |a| < 1 的 一 切 e K, 
M2aM = {far|*e M) №, 贺 形 的 并 且 是 
凸 的 集合 称 为 绝对 凸 的 ( 英 absolutely convex 法 
disque). 在 局 部 凸 空间 内 ,可 以 取 绝 对 凸 闭 集 
的 一 个 族 作 为 它 的 原点 的 一 个 基本 邻 域 系 。 对 
于 A, ВСЕ, ЖЕЖ a > 0 алов RR 
立 , 则 称 为 4 吸收 (absorb) В. 任意 xe EB 
被 集合 吸收 时 , 称 站 为 吸收 的 (法 absorbant), 
0 的 邻 域 是 吸收 的 . 

【 半 范 数 】 їй pG) 为 定义 于 E 上 的 实 值 
怨 数 ， 当 它 满足 下 列 三 个 条 件 时 ， 称 为 半 范 数 
(pseudo-norm, semi-norm); i) 0 < р(х) < +% 
(z€ E); ii) p(x +y) <p) + p Oo; ii) 
plax) = lalpGO. 设 V EAM MARYA 
合 ,并 设 它 与 通过 原点 的 直线 的 交 是 闭 集 , 则 了 
与 半 范 数 p(*) 之 间 存 在 着 一 一 对 应 关系 了 一 


(xlpGO < 1). 使 用 半 范 数 ，Hahn-Banach Ж 
理 可 表述 如 下 : рб) 为 定义 于 线性 空间 E 
上 的 半 范 数 , F 为 E 的 子 空间 . WREEF EE 
义 的 线性 丈 函 f(x) 满足 1709) 1 <p), ШИЕ 
把 JG) 扩张 到 全 空间 E, 使 得 所 述 不 等 式 在 E 
上 成 立 。 Е 

局 部 凸 空间 的 拓扑 可 以 由 此 空间 上 的 连续 
半 范 数 的 族 来 决定 。 反 之 ， 对 K 上 的 线性 空间 
E, 如 果 存 在 半 范 数 的 一 个 族 (ра) Є Л), 
满足 iv) 对 一 切 2,p (2) = 0 # x = 0, 则 在 
EE 上 能 确定 使 这 些 半 范 数 都 连续 的 最 弱 的 局 部 
凸 拓扑 ， 这 种 拓扑 称 为 由 (pi GO } 确定 的 局 部 
math, 

UF Be Е нича], FTE 
数 族 {pa(*)}(2€ 4) 确 定 。E 中 的 有 向 点 族 ' x。 
KAF х Е: 对 一 切 LEA, р(х,—х)-—> 
0. 设 下 为 由 半 范 数 族 {9.(y)} 确定 其 拓扑 的 
局 部 凸 空间 ， 为 使 线性 映射 wi E> F 为 连续 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 qr(y)， 存 在 
有 限 个 А, dey, EA 和 常数 C， 使 不 等 式 
qu) < C(p,,(z) 十 … pu GG € E) 
RY. 

被 0 的 每 个 邻 域 吸收 的 集合 称 为 有 界 的 
《bounded)， 全 有 界 集 是 有 界 的 。 赋 范 空间 的 单 
位 球 是 0 的 有 界 邻 域 ,反之 ,一 个 局 部 凸 空间 ,如 
果 它 具有 0 的 一 个 有 界 邻 域 ,就 是 可 赋 范 的 ,一 
个 局 部 凸 空间 称 为 拟 完 备 的 (quasircomplete), 如 
果 它 的 一 切 有 界 闭 集 都 是 完备 的 ， 由 于 Cauchy 
序列 {x。} 是 全 有 界 的 ， 因 之 拟 完备 空间 内 一 
切 Cauchy 序列 都 收敛 (序列 完备 )、. 

【线性 空间 对 】 设 E, F 为 同一 域 K 上 的 
两 个 线性 空间 、 B(x, y) 是 E x F EKAR 
数 (xE E,y€ F). 如 果 当 ye F R xe E R 
XEM. B(z,y) 分 别 作为 x 或 y 的 函数 是 线性 
泛 函 , 则 称 B(x,y) 为 双 线 性 泛 函 (bilincar func- 
tional) 或 双 线 性 型 〈bilinear form). 在 两 个 
线性 空间 E, F 上 ,如 果 存 在 满足 下 列 条 件 的 双 
REZE (х, у): 对 一 切 y€ F(Y rE E), 
(х,у) 一 0 蕴涵 x = 0 (y = 0), WR EMP 
由 双 线 性 泛 函 《x,y》 形 成 对 (pairing)。 称 此 


MREZE (x.y) 为 内 积 (inner product), 局 部 
凸 空间 巨 及 其 对 偶 空 间 E” 由 其 自然 的 内 积 (xy 
x= x (0) Є Ex’ € E) 形成 对 . 

CHiN ХЕ, FHARR (х, у) 构成 对 
时 ,由 半 范 数 族 {1《x, у) ПУР) 确定 的 E 上 
的 局 部 凸 拓扑 称 为 (关于 对 Е, F 的 ) 强 拓扑 
(weak topology), Jo (E, F) 表示 . E 的 有 向 
点 族 关于 弱 拓 扑 收 敛 时 , BK 26 ES 94 (weak 
convergence). 3 E,E' 是 局 部 凸 空间 并 且 是 对 
偶 空间 时 , oE, E^) 称 为 瑟 的 弱 拓 扑 《 英 weak 
topology ik topologie affaiblie), o(E’,E) 称 为 
E' WJ ж ЖЬ (Ж weak ж topology 法 topologie 
faible), E 的 弱 拓扑 比 E 的 原来 的 拓扑 《 亦 称 
强 拓扑 ) 弱 。 从 而 弱 闭 集 总 是 闭 集 ; 关 于 凸 集 其 
逆 成 立 ， 即 凸 闭 集 是 弱 闭 的 。 如 果 用 弱 拓 扑 代 
替 原来 的 拓扑 ,有 界 性 也 保持 不 变 ,从 而 弱 有 界 
集 是 有 界 的 . 

E, F 关于 《x，y》 成 为 空间 对 ， 当 集合 
ACE 时 ,对 一 切 хє A WERC, y) > 一 1 的 
点 y € 的 全 体 所 成 的 集合 A, HAM CK 
于 所 说 的 空间 对 的 ) 极 集 (polar). 当 4 为 绝对 
凸 时 ，4? 也 是 绝对 凸 的 , 旦 和 对 一 切 *e A, 
足 |(*,?)| 生 1 的 ?所 成 的 集合 相同 . 当 4 为 含 
有 0 的 凸 集 时 ,其 ( 弱 ) 闭 包 等 于 双 极 集 bipolar) 
499 一 (4°)*( 双 极 定理 (法 théorème de bipo- 
laire)). 

对 偶 空间 E' 的 子 集 8 在 上 等 度 连续 ' 的 
充分 必要 条 件 是 : 包含 在 E 内 0 的 一 个 邻 域 
VRRV Py, V° 在 E' 中 是 弱 <* 紧 的 (Ba- 
nach-Alaoglu 338). 

【 桶 型 空间 和 有 界 型 空间 】 在 局 部 凸 空间 
下 内 ， 吸 收 的 绝对 凸 闭 集 称 为 桶 集 《〈 英 barrel 
法 tonneau). 在 序列 完备 空间 内 , 因而 在 拟 完 
备 空间 内 ， 桶 集 吸收 每 个 有 界 集 。 如 果 一 个 局 
部 凸 空间 的 每 个 桶 集 都 是 0 的 令 域 ， 则 此 空间 
ЖЫШ (k tonnelé) 空间 。 在 一 个 局 部 凸 空 
闻 内 ， 如 果 每 个 吸收 一 切 有 界 集 的 桶 集 都 是 0 
的 邻 域 ， 则 这 样 的 局 部 凸 空间 称 为 拟 桶 型 (G 
quasi-tonnelé) 空间 。 又 当 吸收 每 个 有 界 集 的 绝 
对 凸 集 是 0 的 邻 域 时 ， 这 种 局 部 凸 空间 就 称 为 
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有 界 型 的 《法 domologique). 有 界 型 空间 是 拟 
椰 型 的 ， 但 不 一 定 是 桶 型 的 。 桶 型 空间 也 不 一 
定 是 有 界 型 的 。 可 度量 化 局 部 凸 空间 ， 即 其 拓 
扑 由 至 多 可 数 个 半 范 数 所 确定 的 空间 ， 是 有 界 
型 空间 ， 完 备 的 并 且 可 度量 化 的 局 部 凸 空间 称 
为 局 部 凸 Frechet 空间 (locally convex Fréchet 
space) 或 Е 空间 ((F)-space). F 空间 又 简称 
Fréchet 空间 (Fréchet space). Ж [ЯП Banach 
空间 那 一 条 中 的 Fréchet 空间 + 有 所 区 别 , 有 时 
称 后 者 为 Banach 意义 下 的 Fréchet 空间 (Fré- 
chet space in the sense of Banach), F 空间 是 有 
界 型 的 并 且 是 桶 型 的 。 

两 个 局 部 凸 空间 之 间 的 连续 线性 映射 u: 
E — F 把 巨 的 有 界 集 映 为 下 的 有 界 集 ， 反 之 ， 
当 巨 是 有 界 型 空间 时 ， 把 瑟 的 每 个 有 界 点 列 映 
成 下 的 有 界 点 列 的 线性 映射 是 连续 的 . 

[Banach-Stinhaus 定理 】 在 桶 型 空间 E 的 
对 偶 空间 内 , 弱 * 有 界 集 是 等 度 连续 的 。 从 而 、 
如 果 E 到 局 部 凸 空间 F 的 连续 线性 映射 序列 
dun) XE ERU A AWA, R) {un} 在 E 的 每 个 完 
全 有 界 集 上 一 致 收敛 ， 且 其 极限 线性 映射 也 是 
连续 的 (Banach-Steinhaus 定理 ). 

(S 拓扑 】 Е, РЖ (х, у) 形成 
线性 空间 对 .当下 的 ( 弱 ) 有 界 集 的 族 S ER F 
的 稠密 子 空间 时 , 半 范 数 族 (supl (r1 B € 5} 
确定 了 下 上 的 一 个 局 部 凸 拓扑 .这 个 拓扑 称 为 S 
拓扑 或 在 S 的 集合 上 一 致 收效 的 拓扑 (topology 
of uniform convergence on members of 5), 取 后 
一 名 称 是 因为 在 5 拓扑 下 z,— = 等 价 于 在 每 
个 BeS 上 ,一 致 地 有 《zr。,y) > (23y). 我 们 
ERUS 拓扑 的 天 写作 Ез. 弱 拓扑 和 点 点 收 
全 拓扑 是 相同 的 。 用 F 的 有 界 集 的 全 体 作为 5 
RERO 5 拓扑 称 为 强 拓扑 (strong topology), ic 
#EACE,F). 通常 把 局 部 凸 空间 下 的 对 偶 空间 
EU 看 作 具 有 强 拓 扑 ACE, E) 的 局 部 凸 空间 。 
局 部 凸 空间 已 的 拓扑 就 是 在 的 各 个 等 度 连 
续集 上 一 致 收敛 的 拓扑 。 桶 型 空间 忆 的 拓扑 和 
强 拓扑 S(E,E") 是 一 致 的 。 

[Grothendieck 定理 】 iË E, 为 线性 空间 
对 , S 为 下 的 绝对 凸 有 界 集 的 一 个 族 ,满足 下 烈 
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条 件 : DS 的 集合 生成 F; ü) # BBE S, WJ 
存在 BES, 使 得 BD Bi, BOB... ШЇ, HE 
Es 为 完备 的 充分 必要 条 件 是 : ЖЕ 上 的 代数 
REZE f(y) 在 每 个 BES 上 弱 连 续 ， 则 存在 
z€ E, 18 10) 可 以 表示 为 f(y) = (=, у). 
当 E, 不 完备 时 ， 上 述 线性 泛 函 的 全 体 所 构成 
的 空间 给 出 Es MIHE Ês (Grothendieck 
定理 ). 

(Mackey 定理 】 ik E, F,S 满足 前 述 定理 
中 同样 的 假设 , 则 E, 的 对 偶 空间 等 于 AOS 
0,BES) 的 弱 完 备 化 的 并 (Mackey 定理 ). 

[Mackey 拓扑 】 当 E，F 构 成 空间 对 时 ， 
在 的 每 个 凸 弱 紧 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 称 为 
Mackey 拓扑 (Mackey topology), 记 作 r( E, F). 
冉 予 局 部 凸 拓扑 了 的 三 的 对 侦 空间 E 和 FF 一 
致 的 充分 必要 条 件 是 ,7T 比 弱 拓 扑 cCE,F) 强 ， 
而 比 Mackey 拓扑 r(E，F) 8$ (Mackey- 
Arens 定理 )， 原来 的 拓扑 和 Mackey 拓扑 
x(E,E') 相等 的 局 部 凸 空间 称 为 Маскеу 空 
18] (Mackey space). 拟 桶 型 空间 是 Mackey 25 
їн], 

(SEHE) 设 BORO), MPAA 
扑 的 对 偶 空 间 E' 的 对 偶 空间 E” 包 含 原来 的 
空间 E， 当 E”=E 时 , 称 为 半 自 反 的 《smi 
reflexive)， 进 一 步 当 E 的 拓扑 和 强 拓扑 8 (E, 
E') 一 致 时 ， 称 为 自 反 的 《reflexive)。 为 使 
五 为 半 自 反 的 充分 必要 条 件 是 E 的 任意 有 界 弱 
FARES, 5 为 自 反 的 充分 必要 条 件 是 
五 为 半 自 反 的 且 是 ( 拟 ) 桶 型 的 . 

如 果 桶 型 空间 内 任意 的 有 界 闭 集 是 紧 集 ， 
则 称 它 为 Montel 空间 (Montel space) 或 M 空 
间 〈(M)-space). М 空间 是 自 反 的 ， 其 对 偶 
空间 也 是 M 空 间 。 

应 用 上 出 现 的 函数 空间 多 半 是 F 空间 或 是 
它 的 对 偶 空 间 .对 于 这 些 空间 的 可 数 性 公理 , 自 
来 就 熟知 详细 的 结果 ， 为 使 F 空间 E 的 对 偶 空 
间 E сж 闭 的 ， 其 充分 必要 条 件 
Ж: 对 互 内 0 的 任意 的 邻 域 F， CNV Je 
闭 的 (Banach-Dieudonné 定理 )， 下 空间 E 
的 强 对 偶 空间 E 为 桶 型 和 为 有 界 型 是 等 价 的 . 


特别 ， 自 反 的 下 空间 的 对 偶 空间 是 有 界 型 的 

(DF 空间 】 满足 下 面 两 个 条 件 的 局 都 四 
空间 称 为 DF 空间 ((DF)-space): 1) 具有 有 
界 集 的 可 数 基 , н) 如 果 0 的 可 数 个 绝对 是 且 闭 
的 邻 域 的 交 V 吸收 一 切 有 异 集 ， 则 V 也 是 0 的 
BR. 下 空间 的 对 侦 空间 是 DF 空间 , DF 空间 
的 对 个 空间 是 F 空间 。 为 使 DF 空间 到 局 部 
西 空间 下 内 的 线性 映射 是 连续 的 。 其 充分 必要 
条 件 是 此 映射 在 任 一 有 界 集 上 的 限制 是 连续 
的 。 拟 完备 DF 空间 是 完备 空间 . 

由 两 个 局 部 凸 空间 E, F 到 局 部 凸 空间 C 
的 双 线性 映射 (x,y) (€ E, y € Р), ШЖ 
$E y€ F R r€ E B, 6(z,y) 分 别 是 x 或 y 
的 连续 映射 ， 就 称 它 为 分 别 连续 的 《separately 
continuous)。 我 们 把 由 Pr, y) 固定 = 或 ?时 
所 得 到 的 线性 映射 , 记 作 АСУ) R b, (0). 如 
果 对 于 的 任意 有 界 集 p 和 F 的 任意 有 界 集 
B', {b,(y) |x € B) 和 {6,(=) ly € B') 为 等 度 
连续 ， 则 称 Р(х, y) 为 亚 连续 的 〈hypoconti- 
muous), 连续 的 双 线性 映射 是 亚 连续 的 ， 其 逆 
不 一 定 成 立 ， 分 别 连续 的 双 线 性 映射 未 必 是 亚 
连续 的 。 但 当 E, Р 都 是 桶 型 空间 时 ,分 别 连续 
的 双 线性 映射 是 亚 连续 的 。 ШЕР, F 
是 可 度量 化 空间 时 ， 分 别 连续 的 双 线性 映射 是 
连续 的 。 又 当 E, F 都 是 DF 空间 时 , 亚 连 续 的 
双 线 性 映射 是 连续 的 。 

GERSU 在 两 个 局 部 凸 空间 E, FHK 
量 积 ! E@F 中 ,能 引 人 种 种 拓扑 .拓扑 * 定义 为 
使 自然 双 线性 映射 EX F 一 E@F 为 连续 的 
最 强 拓扑 .E@.F HHMSMSAT EXF 上 
的 连续 双 线性 泛 函 的 全 体 所 成 的 空间 B(E,F). 
E@.F 的 完备 化 写作 EOF. 拓扑 如 下 定 
X: 考虑 EDF 和 E'@F” 由 自然 内 积 所 作 
成 的 对 ,VU 分 别 是 和 F 的 0 的 邻 域 ， 在 形 
如 V°@U°*CE’@F' 的 集合 上 一 致 收敛 的 拓扑 ， 
就 定义 为 拓扑 e. EQF ELSES. 
EQF НИЖЕ B(E,F) 中 等 度 连 
续集 的 积 V°@U° 的 绝对 凸 包 的 并 所 形成 的 子 
空间 J(E, Р). ХЕ, Р) 的 元 称 为 积分 双 线 
性 泛 函 (法 forme bilinéaire intégrale), 


【 核 型 空间 】 LE 为 局 部 凸 空间 ，F 为 
Banach 空间 ', 由 E 上 等 度 连续 的 线性 泛 函 序列 
i»). ЕИ ЗК AA (f) 以 及 属于 h 的 非 
负数 列 {es}, 用 

Ts = slim У еб yo, 
иа; 
slim RRA MELAT T, 是 由 E 到 F 的 
连续 算 子 。 这 种 形式 的 算 子 T 称 为 核 型 算 子 
“(nuclear operator), =F WHE Ау Hilbert 空间 
的 紧 算 子 是 核 型 算 子 . 

ЕЛМИ], V% EHAA 
түй}, р(х) 为 对 应 于 V 的 半 范 数 。 此 时 ， 
把 满足 p(x—»)—9 的 х,у 视 为 同一 元 ,而 这 
样 由 EB 得 到 的 以 pe) 为 范 数 的 赋 范 空间 , 记 作 
EV, 4 UCV 时 ,能 定义 自然 线性 映射 pov: 
Ey ~> Ey. 

如 果 对 o 的 任意 的 绝对 凸 闭 邻 域 7， 能 取 
3— U, {# pu.v 作为 由 Eo 到 Ey 的 完备 化 内 
的 算 子 是 核 型 算 子 (对 应 地 , 紧 算 子 ), 则 称 这 样 
的 空间 为 核 型 空间 (nuclear space) (对 应 地 ， 
Schwartz 空间 (Schwartz space) 或 S 空间 
((S)-space)). #5 — S 空间 是 拟 桶 型 的 并 且 拟 完 
备 的 核 型 空间 , 则 S 空间 是 M 空 间 . 

巨 是 核 型 室 间 的 充分 必要 条 件 是 : EEM 
FER MS FAK EDF 上 ,两 种 拓 
the Ae 是 一 致 的 。 从 而 ВСЕ, Р) = J(E,F) 
成 立 。 这 是 Schwartz WEM (ik théorème de 
noyaux) 的 推广 ,所 谓 核定 理 乃 是 : @, x D, 
上 的 连续 双 线性 泛 函 能 由 以 Dy 的 元 为 核 的 积 
分 表示 . 核 型 空间 还 有 许多 有 趣 的 性 质 ,例如 关 
于 有 限 加 性 测度 的 扩张 的 Колмогоров 定理 * 
《的 推广 ) 成 立 . 

【端点 定理 】 设 4 为 线性 空间 E WJ E. 
点 z€ А 是 4 的 端点 (extremal point) 是 指 , 如 
果 含 有 点 * 的 任 一 实 线段 包含 在 4 内 ， 则 * 是 
该 线段 的 端点 . 当 4 是 局 部 凸 空间 ERR 
时 ，4 是 和 4 的 端点 的 全 体 所 成 的 集合 的 凸 闭 
1919109 (Крейн-Мильман 端点 定理 ). Ж 
应 用 中 ， 知 道 4 的 每 个 点 是 否 可 用 其 端点 的 积 
分 唯一 地 表示 出 来 ,这 是 重要 的 。 对 此 G. Cho- 
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quet 进行 过 研究 . 

(SRR) 拟 完备 局 部 凸 空间 的 子 集成 为 
相对 弱 紧 的 充分 必要 条 件 是 : 该 集合 中 任意 点 
WAABRA (Eberlein Ж). ШФ ЕЖ 
ЧИНО аз], ДЕНОТ К ЖЛЕ 
AAR (Шмульян 定理 )。 拟 完备 局 部 凸 空 
间 E 的 弱 紧 集 的 凸 闭 包 仍 是 弱 紧 的 《Kpeiin 定 
理 ). 但 当 E 不 是 拟 完 备 时 ,上 述 定理 不 一 定 成 
X. 

【遗传 性 等 局 部 凸 空间 ORO 的 子 空间 ， 
商 空间 , 直 积 , 直 和 ， 射 影 极 限 以 及 归纳 极限 只 
能 引入 一 种 自然 的 局 部 凸 拓扑 ， 这 些 空间 ， 除 
商 空间 和 归纳 极限 外 ,总 是 分 离 的 ,而 高 空间 只 
限于 对 于 闭 子 空间 的 商 空间 才 是 分 离 的， 序列 
E,CE,C+++, 4 E, RAE Eon 的 子 空间 
的 诱导 拓扑 时 ,其 极限 称 为 严格 归纳 极限 (strict 
inductive limit), 如 果 E 是 严格 归纳 极限 ,或 如 
果 在 序列 E,CE,C*… 中 , 映射 E. — Ean 把 
0 的 某 一 邻 域 映 为 相对 弱 紧 集 , 则 此 序列 的 归纳 
极限 E 是 分 离 的 ， 并 且 的 每 个 有 界 集 是 某 个 
E. 中 的 一 个 有 界 集 的 像 . 当 E= Ú E, 是 序列 
E, 的 严格 归纳 极限 时 , E。 的 拓扑 和 EE,CE 的 
相对 拓扑 是 一 致 的 。 F 空间 序列 的 严格 归纳 极 
限 称 为 LF 空间 〈(LEF)-*pace). 

一 切 (完备 ) Fiir zs MBA (Banach) fi 
范 空间 的 射影 极限 。 可 度量 化 的 局 部 凸 空间 
是 赋 范 空间 序列 E, — E, 一 … 的 射影 极限 。 
特别 当 映 射 E — E, 都 是 一 一 的 并 且 把 ECE, 
作为 子 空间 考虑 ，|lzll < lelas 对 一 切 *e E 
成 立时 , E ROG SI YVR УБ 2 (8) (countably normed 
space). 通常 都 假设 Е, 是 Banach 空间 ， 特 别 
Xi E, Ж Hilbert 空间 时 ， 称 为 可 列 Hilbert 
空间 (countably Hilbertian space), 至 少 具有 一 
个 连续 范 数 的 下 空间 成 为 核 型 空间 的 充分 必要 
条 件 是 : CETA Hilbert 空间 ,使 得 映射 
Esn > E, RT Hilbert-Schmidt 族 或 迹 族 . 

局 部 凸 空间 当 且 仅 当 它 成 为 赋 范 空间 的 归 
纳 极 限时 、 才 是 有 界 型 空间 。 局 部 凸 空间 称 为 
超 有 界 型 的 《法 ultrabornologique)， 如 果 它 是 
Banach 空间 的 归纳 极限 ,或 者 特别 地 , 如 果 它 是 
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拟 完备 和 有 界 型 的 . 

空间 的 完备 性 , 拟 完备 性 , 半 自 反 性 ， 有 界 
闭 集 的 紧 性 等 对 于 从 原来 的 空间 形成 的 闭 子 空 
间 ， 直 积 ,射影 极限 , 直 和 ,严格 归纳 极限 BR 
持 不 变 ， 空 间 是 Маскеу 型 , 拟 桶 型 , 桶 型 有 界 
型 等 性 质 ,对 于 从 原来 的 空间 形成 的 商 空间 , 直 
和 ， 归 纳 极 限 , 直 积 , 都 保持 不 变 ( 对 于 有 界 型 
空间 的 高 基数 的 直 积 。 涉 及 性 质 的 遗传 问题 还 
RRR). F 空间 的 商 空间 是 F 空间 ,一 般 的 完 
备 局 部 凸 空间 的 商 空间 则 不 一 定 是 完备 的 。 有 
MontelF 空间 而 其 商 空间 非 自 反 的 例 ， 也 有 
Montel DF 空间 而 其 闭 子 空间 既 非 Mackey 型 
空间 又 非 DF 空间 的 例 . 空间 为 Schwartz 空间 
和 核 型 空间 的 性 质 ， 对 于 从 原来 的 空间 形成 的 
完备 化 , 子 空间 ,对 于 闭 子 空间 的 商 空间 , 直 积 ， 
射影 极限 ， 可 列 个 的 直 和 ， 可 列 个 的 归纳 极限 
等 ,都 保持 不 变 ， 核 型 空间 的 张 量 积 是 核 型 的 . 
但 是 高 村 幸 男 给 出 了 和 乙 完 备 且 桶 型 的 核 型 空间 
《从 而 是 Montel 空间 ) 但 不 是 完备 空间 的 例 。 

【 开 映 射 定理 及 闭 图 象 定理 】 BE, PH 
拓扑 线性 空间 ， 由 5 到 F 上 的 连续 线性 映射 是 
开 映射 ， 这 一 命题 称 为 开 映 射 定理 (open map 
ping theorem) 或 同 态 定理 ; ЖЕЕ 上 处 处 有 定义 
的 线性 映射 w: F — E, 如 果 它 的 图 象 在 FXE 
上 是 闭 集 , 则 它 是 连续 的 ,这 一 命题 称 为 闭 图 象 
定理 (closed graph theorem), 当 Е, Р 都 是 完 
备 的 并 且 是 可 度量 化 的 空间 时 ， 这 些 定理 都 成 
立 (S. Banach). 

局 部 凸 空间 五 称 为 B 完备 的 〈B-complete, 
fully complete), 如 果 对 于 的 0 的 任意 邻 域 了 ， 
使 CNV? 为 弱 # 闭 的 E^ 的 线性 子 空间 C 都 是 
弱 *# 闭 的 。 F 空间 和 自 反 的 F 空间 的 对 侦 空间 
是 B 完 备 的 。B 完备 空间 是 完备 的 ， 其 闭 子 空 
间 以 及 对 于 闭 于 空间 的 商 空间 也 是 B 完 备 的 . 
3 E 20 B S648, F 为 桶 型 空间 时 , 开 映 射 定理 和 
闭 图 象 定理 成 立 《V. Рик). 

在 五 是 由 一 族 (F) 空间 进行 有 限 次 取 闭 子 
空间 ,由 闭 子 空间 构造 商 空间 ,可 列 直 积 ,可 列 射 
影 极限 ,可 列 直 和 ,可 列 归 纳 极限 的 操作 所 得 到 
的 空间 , F 是 超 有 界 型 空间 的 情形 ,这 两 条 定理 


也 成 立 (Д. А. Райков). 作为 上 述 空间 E 的 
例 有 LF ZE, Schwarz F 空间 的 对 偶 空间 , 广 
义 函 数 空间 多 ”等 空间 . 

【拓扑 线性 空间 的 系统 】 图 p 的 空间 都 是 
局 部 凸 并 且 满足 Ti 空间 公理 的 , 在 实 或 复数 域 


上 的 拓扑 线性 空间 。 4 一 B 表示 具有 4 性 质 
BA BEM. 


E 


图 1 
共 簿 空间 具有 何 种 性 质 ， 其 主要 部 分 如 表 
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广义 函数 | K distribution 法 distribution Ж 
Distribution  o606uéHHan функция 日 超 阅 
数 ] RRE] 分 析 学 特别 是 偏 微分 方程 的 
研究 ,有 必要 推广 函数 概念 , Dirac д 函数 ，Hea- 
viside 函数 等 ,在 古典 分 析 中 是 无 法 赋予 它 意义 
的 ,可 是 物理 学 者 和 工程 师 以 前 就 使 用 了 它 .这 
就 是 函数 概念 有 必要 推广 的 一 个 例子 . J. Hada- 
mard 在 研究 波动 方程 的 基本 解 时 所 使 用 的 发 
散 积分 的 有 限 部 分 (1932)，M. Riesz 的 Ric- 
mann-Liouville 积分 (1938)， 都 是 广义 函数 理 
论 的 开端 ,而 在 此 以 前 ,广义 函数 想法 的 萌芽 即 
EHM, S. Bochner (1932) 和 T. Carleman 
(1944) 讨论 了 定义 在 实 直 线 上 的 ,其 增长 有 如 
多 项 式 的 局 部 可 积 函 数 的 Fourier AHR, С.Л. 
Соболев 在 研究 双 曲 型 方程 的 初 值 问题 时 ， 通 
过 分 部 积分 引进 了 广义 导数 的 概念 (1936), 并 
引进 了 微分 方程 的 广义 解 。 上 Leray (1934), 
K. О. Friedrichs (1939) 和 C. B. Morrey, Jr. 
(1940) 也 曾 讨论 过 广义 导数 。 另 一 方面 ，[. 
Fantappié (1943) 研究 过 解析 泛 函 ， 它 们 是 解 
析 函 数 空间 的 对 偶 空间 中 的 元 ， 并 把 它 用 于 偏 
微分 方程 理论 。 L. Schwarz 系统 地 推广 了 这 
些 研究 ,巧妙 地 结合 Соболев 的 微分 概念 的 扩 
充 , 推广 了 函数 概念 ， 首 创 “distriburion” 的 理 
论 (1945)。 广 义 函数 的 理论 不 仅 为 物理 学 及 偏 
微分 方程 已 经 应 用 的 方法 提供 了 数学 的 基础 
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而 且 为 偏 茹 分 方程 和 Fourier 变换 理论 提供 了 
新 的 方法 ,进而 在 局 部 紧 群 的 表示 论 ， 概 率 论 ， 
流 形 理论 方面 也 得 到 了 应 用 。 特别 在 流 形 的 同 
调 论 中 ,流动 形式 (以 广义 函数 为 系数 的 微分 形 
式 ) 起 着 重要 作用 .如 以 下 所 述 , 广 义 函数 可 以 
定义 为 某 种 函数 空间 上 的 连续 泛 函 ， 而 适应 所 
讨论 的 问题 ,适当 地 选择 函数 空间 ,这 是 很 重要 
йй. M. M. Гельфанд-Г. E. Шилов 定义 了 各 种 
类 型 的 广义 函数 (generalized бапсчоп)([13]). 

【广义 函数 的 定义 】 对 于 =” 维 Euclid 空 
ig К" 上 定义 的 复 值 函数 

eG) = (z, zm 

我 们 称 (19) + 0}》 的 闭 包 ?为 ф(х) ЗЕ 
(Ж carrier 法 support), JH supp? 表示 。 对 


- 于 =” 个 非 负 整数 的 有 序 组 p= (pop). 记 


lpl = p + Prt oes + Pas 

对 lol < k MPM Ct 00 Ф, id 
(1) (Drp)(x) = 8'''o(s)/8xzt'-- Әхәт, 
特别 地 ,De Op =p. 若 要 表示 变量 * 时 ,就 
添上 x* 而 写 为 D4. 

定义 在 R° 上 的 具有 紧 ' 支 集 的 C” 类 复 值 
函数 的 全 体 ， 我 们 用 Dae 表示 。 在 函数 空间 
通常 的 运算 下 , e 形成 线性 空间 。 Dar 的 
点 列 {Gn} 当 m 一 oo 时 收敛 于 0( 即 恒 等 于 0 
的 函数 )( 写 作 e, 0) 定义 如 下 : FERRE, 
使 得 对 一 切 m, o. 的 支 集 都 包含 在 巨 内 ， 并 且 
对 一 切 р, BREFI (DPn) 一 致 收效 于 0, 

把 De 简 记 为 Ф. 当 需 要 明确 表示 它 是 
变量 x 的 函数 的 空间 时 , ED 下 方 标 以 *， 写 
ED. SENED 上 的 复 值 线性 泛 函 ?了 
具有 连续 性 〈 即 o0 Ж T (Mn) — 0) 时 ， 
RETH MBM (Schwarz), 广义 函数 的 
全 体 用 De 表示 。 对 于 广义 函数 S,T, 由 

(S+ T)(9) = Sle) + Т(ф), 
(aT)X@) = aT(@) 

所 确定 的 aT, S+ T 仍 为 广义 函数 ， 因 而 
Dye 形成 线性 空间 '。 

【广义 函数 的 例 】 
部 可 积 ! 的 函数 。 由 


1) 设 1(x) 是 可 测 '" 且 局 
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T,(e) = [10d 
定义 的 T, 是 广义 函数 ， 这 里 zz 为 Re 的 体积 
KH, 积分 范围 为 全 空间 R (REEE OK 
Ж. E T, — T,, 则 几乎 处 处 有 1(z) 7 GO. 
从 而 常常 把 T, 5 f 看 作 相同 ,并 代替 T, f 
表示 广义 函数 ,2) R° 的 可 测 集 ' 上 的 复 值 完全 
加 性 集 函 数 ，( 测 度 》pCM)， 当 它 对 紧 集 取 有 
限 值 时 ,由 TCP) = o) 定义 的 了 ,是 
广义 函数 。 例 1) 是 (ағ) 一 (Gaz 的 特殊 
情形 ， 特 别 当 测度 集中 在 原点 0 时 ,就 有 

T,(@) = cp(0). 

我 们 把 这 一 广义 函数 写作 cð. а 称 为 Dirae 
广义 函数 (Dirac's distribution). % TARER 
量 x 的 函数 的 空间 上 考虑 ,也 可 以 写作 02s P 
a(x) 8. 3) 给 定时 同样 可 以 用 

T(g) = (—D"Drp(0) 
定义 7. 把 它 写作 ar, велот, 4) ik gla) 
在 区 间 (056) 上 不 可 积 ,但 对 任意 的 6 > 0, È 
在 《a +658) 上 可 积 ,还 设 

ge) 一 Èz E - + AG) 


= 
СЮ RA, > 1, „= an AG f£ (a, Б) Е 
可 积 ), 如 果 写 
iy" 
„—1 
+ FG), 


ү nor > m 
则 有 限 的 lim F(e) 存在 ， 此 极限 称 为 积分 
[еса 
的 有 限 部 分 (Ж finite par 法 partic finie), 5 
tert (eCeder. 也 就 是 
E Ach 
whee 


+ (har 
又 当 ge Dw 时 ， 对 于 上 述 的 gG) 同样 可 定 
XTE) = PE” e 60909) 2. TRAXE 


Ж. 这 样 的 广义 函数 写 做 Pfg， 也 简称 为 伪 函 
数 (pseudo-function)。 这 个 概念 也 可 推广 到 * 维 
的 情形 ， 并 应 用 于 双 曲 型 偏 微 分 方程 的 基本 解 
《关于 基本 解 在 后 面 阐述 ; 又 参看 一 公式 15 
У). 

【广义 函数 的 支 集 】 如 果 对 于 其 支 集 包含 
ERR O 内 的 一 切 o € Ze 有 T (9) = 0, 
METEO 上 为 0。 所 有 这 样 的 开 集 的 并 o 
是 使 了 为 0 的 最 大 开 集 。2o 的 补 集 称 为 广义 函 
数 工 的 支 集 ， 例 1) 的 广义 函数 f 的 支 集 和 函 
数 f 的 支 集 是 一 致 的 。 8? 的 支 集 是 原点 。 

广义 函数 的 支 集 F。 称 为 正则 的 《regu- 
lar), WRR Fo 的 任意 一 点 *， 可 以 选择 常数 
4>0, 020 842 1, 使 得 对 于 Fo AF z 
的 距离 最 多 为 4 的 任意 两 点 x?，*x ， 总 能 有 Fo 
内 的 其 长 度 1 < cols’ — z|V* 的 曲线 连结 这 两 
点 。 当 工 的 支 集 Fe 正则 时 ,T 可 以 表示 为 


T= > D'iT, N = 1, 2... oo 
m 
的 形式 〈 但 未 必 是 唯一 的 )。 这 里 是 其 支 集 
包含 在 Fe 内 的 复 值 测度 . 特别 对 于 以 一 个 点 
x HMA” LBB T, 
T= Y cT. 

em 
成 立 , 即 了 由 用 Talp) = e GP). 所 定义 的 广 
义 函 数 的 导数 的 有 限 线性 组 合 唯一 地 表示 出 来 
«рет 是 广义 函数 的 导数 ). 

【 流 形 上 的 流动 形 】 为 简单 起 见 ， 考 虑 
维 可 定向 的 C” 类 微分 流 形 X 《一 流 形 ) 对 于 
X 上 的 和 次 外 微分 形式 !'a， 称 {xla 7 0) 的 
闭 包 ' ed) (a. 为 “在 * 处 的 值 )。 用 
OLX) 表示 具有 紧 支 集 的 次 С” 类 外 微分 形 
式 的 全 体 ， 对 于 0, (X) 内 的 序列 {aaj, ШЖ 
в„>0 (m — co) 定义 如 下 : 所 有 om 的 支 集 都 
包含 在 某 紧 集 E 内 ， 取 有 限 个 坐标 邻 域 1、 
On- On ШЖ 也 ,在 每 个 0; 内 用 局 部 坐标 表 
Ra, 时 ， 它 的 一 切 系数 及 其 偏 导数 在 0, 内 都 
-EKATO WR OLX) 上 的 线性 泛 函 ? 了 
是 连续 的 ( 即 当 co>0 时 ，T(am) 一 0 成 立 )， 


WTR n—k 次 流动 形 (Ж current 法 
courant Ж Strömung). 

【流动 形 的 例 】 1) ik 8 为 以 局 部 可 积 函 
数 为 系数 的 п 一 次 外 微分 形式 ,由 


TG) = 8G) = | вле 
定义 Ts。2) 设 C 为 p 维 链 ", 由 
Tela) = ска) [= 


定义 Tc. 

【 流 形 上 的 广义 函数 】 以 多 x 记 X 上 具有 
紧 支 集 的 C 类 函数 的 全 体 ， Dy = OX), 
多 x 上 的 连续 线性 泛 函 ! 即 = 次 流动 形 ， 称 为 
X 上 的 广义 函数 。 х 上 的 广义 函数 的 全 体 用 
DRA, 特别 是 , 如 果 预 先 指定 X 上 的 体积 
元 素 dz， 而 把 局 部 可 积 函数 1(x) 看 作 n 次 外 
微分 形式 Ка)ах, Wh EBM 1) 就 定义 了 广 
XARI. 

【广义 函数 的 局 部 化 】 对 于 x 的 开 集 O, 
每 个 pe 外。 可 以 通过 在 x € Q Жеф (к) 一 0 
MPRA GED. MA TED 时 ， 如 果 
用 对 任意 的 pe Do» S(9) = Т(ф) KEX S, 
MJ Se Do KSH TEO ERDE (ocali 
zation) BRERA (restriction). 流动 形 也 能 以 同 
样 的 方式 局 部 化 。 两 个 广义 函数 在 开 集 2 上 相 
等 是 指 , 它们 在 9 上 的 局 部 化 相等 ， 若 T，S 
在 每 个 点 的 邻 域 上 相等 , 则 S— T. 虽然 广义 
函数 没有 通常 函数 那样 在 各 点 处 的 值 的 意义 ， 
但 是 在 上 面 所 说 的 意义 下 ， 广 义 函 数 完全 由 各 
点 邻 域 上 的 值 所 确定 。 又 在 以 下 的 意义 下 ， 把 
局 部 的 “ 值 ” 集 在 一 起 能 作出 广义 函数 : 给 定 X 
的 开 覆 盖 ' {0,} 和 T, € Do, 如 果 对 任意 j> ko 
T; 5 T,dE 0,00, LS, WHET Є 25, 
THEO БУРТ. THT} 唯一 决定 ， 对 
流动 形 也 是 如 此 。 流动 形 可 以 局 部 地 用 广义 函 
数 为 系数 的 微分 形式 表示 出 来 . 

【广义 函数 的 微分 】 在 广义 函数 的 例 1) 
中 ,如 果 (Cx) 为 Ct 类 的 , 则 由 分 部 积分 ， 

Тор) = (—1)'""T (Dp) 
i 当 lel «Р. BE RE CR, AF 
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的 右 端 也 给 出 一 个 广义 函数 。 由 此 得 到 启发 ， 
任意 广义 函数 工 的 偏 导 (їй) BK (partial deriva 
tive) D°T 由 下 式 定义 : 
(2) DTe) = (~1)”'T (D'e), PED. 
广义 函数 是 无 限 次 可 微 的 ， 局 部 可 积 函数 在 广 
义 函 数 的 意义 下 是 任意 次 可 微 的 。 D?Ti 称 为 
1 的 广义 函数 意义 下 的 ( 偏 ) 导 CERE (deriva 
tive in the sense of distribution), 例 1) B'à— 
8, 42) 一 维 的 例 : dz+/ax = 1, dl/dr= 
5. 这 里 函数 z. M x SOS z, 4x <0 
时 等 于 0, 1(x) 称 为 Heaviside 函数 (Hea- 
viside’s function), ÈC% z > 0 时 等 于 1, щх< 
0 时 等 于 0. 

【流动 形 的 外 微分 和 同调 论 】 X 46 Ж 
TR ”一 4 一 工 次 外 微分 形式 8 的 外 微分 "时 ， 
有 


Tula) = dpa) = | авла 


= Cn алаа C- Der, de), 


由 此 式 的 启发 ,我 们 用 

dT(a) = (—1)""*T(da) 
来 定义 流动 形 工 的 外 微分 ， 对 于 处 维 链 ' C， 
由 Soko An .de 一， 得 

aT, 一 (一 DToc 

(әс 表示 C 的 边界 )， 从 而 可 以 把 外 微分 形式 
和 链 看 作 流 动 形 的 特殊 情形 ， 而 外 微分 形式 的 
外 微分 和 链 的 边界 的 概念 都 由 流动 形 的 外 微分 
概念 绕 一 了 起 来 。 沿 着 这 种 类 似 性 能 展开 广 
动 形 的 同调 论 。 满足 ат 一 0 的 流动 形式 
FRA (closed) 流动 形 ; 能 由 流动 形 AUR 
为 т=з 时 ， 工 称 为 同调 于 O 《homologous 
00), 由 此 可 定义 流动 形 的 同调 群 ， 用 67 一 
(一 Dear (Т ок К) 定义 9 时 一 
方面 可 以 把 流动 形 看 作 关于 8 的 链 ， 另 一 方面 
又 可 以 把 它 看 作 关于 “的 上 链 。 从 而 由 流动 
形 能 得 到 流 形 的 同调 群 和 它 的 上 同调 群 之 间 的 
对 应 关系 。 把 它 与 相交 数 + 的 理论 相 结合 ， 可 
以 得 到 С. de Rham 的 流 形 的 同调 论 (一 微分 
流 形 )， 
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【流动 形 在 调和 积分 论 中 的 应 用 ] 对 于 
Riemann 流 形 ?* 上 的 外 微分 形式 a， 可 以 定义 其 
ЭЛИ a 〈 一 调和 积分 )。 此 时 可 定义 流动 
形 和 外 微分 形式 “的 内 积 为 (Т, a)=T(*a) 
(T 与 “次 数 相同 )， 用 (Т,4ф) = (Т.ф) E 
义 流 动 形 工 的 上 微分 (co-differential) ат. 3] 
Ж Laplace ЖТ A = 48 + 84 之 后 , ER С" 
类 Riemann 流 形 2 上， 任意 的 流动 形 T 可 以 
分 解 为 T= Ti + AT, АТ = 0. 在 这 种 情 
形 下 ， 如 下 的 Weyl 引 理 的 推广 成 立 : 对 于 流 
MET, MIR OT 在 9 上 为 C” 类 ， 则 流动 形 
了 也 是 C” 类 的 〈 小 平 邦彦 ，de Rham). 从 而 
在 T 的 分 解 中 ，T, 等 于 一 个 С” 类 的 外 微分 形 
式 ， 流 动 形 在 调和 积分 论 中 非常 有 效 的 理由 ， 
同 广义 函数 概念 是 研究 棋 圆 型 偏 徽 分 算 子 的 有 
力 工具 是 类 似 的 。 

{Фк De 的 拓扑 】 对 于 正 数 的 非 减 
序列 {a} == (ao ay …} 和 非 负 整 数 的 非 减 序 
列 (4) = Uv ko b EX: 


(3) ewo(9) = sup sup sup aj|D^ eC) |. 
i20 pik, inia 


WERK puno 的 全 体 作 为 连续 半 范 数 的 一 
个 基本 系 ， 由 此 确定 空间 @ 的 拓扑 ， 这 样 多 
形成 局 部 凸 + 拓 扑 线性 空间 (一 拓扑 线性 空间 ); 
而 对 于 序列 Pn} 9,70 和 在 此 拓扑 下 -一 0 
是 一 致 的 。 在 此 拓扑 下 Ф 的 子 集 B 为 有 界 的 
充分 必要 条 件 是 : FERR EU — Uoc B 
的 支 集 都 包含 在 E 内 , 且 对 任意 的 ps 存在 正 数 
Mb 使 得 对 一 切 p€ B 和 一 切 z€ R", 
1|р'ф(®)| < M, 

成 立 。 广义 函数 空间 D 的 拓扑 是 取 D 的 共 
SIE HRT. BREED 的 每 个 有 界 
集 上 一 致 收敛 的 拓扑 +。 在 这 些 拓扑 下 , D 和 
Ф' 形成 自 反 的 + 拓扑 线性 空间 (一 [ 直 积 ]). 

【广义 函数 与 函数 的 积 】 对 于 C" 类 函数 
alx) 和 广义 函数 了 T, 由 (aT)(p) = Tlp) = 
义 广义 函数 ат. HFA ED аре D, 
所 以 这 个 定义 是 可 能 的 . 

【 偏 微 分 算 子 对 广义 函数 的 运算 】 对 于 以 
C" 类 函数 为 系数 的 偏 微分 算 子 


Р(х, D) = У) a,(z)D", 
vie 
ENHI (adjoint operator) Р(х, D) 如 
下 : 
(4) Р(х, D)e = 5(— D D'Ca Go GO). 
把 广义 函数 的 偏 微 分 , 它 与 C" 类 函数 的 积 以 及 
广义 函数 的 加 法 结合 起 来 ， 可 以 对 广义 函数 施 
行 P(x,D) 运算 .此 时 
(Р(х, D)T)(p) = T(P(x, Руф) 
її, 

【收敛 定理 】 由 于 下 面 的 收敛 定理 ， 寂 及 
广义 函数 的 种 种 极限 过 程 可 以 顺利 进行 : 若 广 
义 函 数 序列 (T,) 对 于 任意 pe @ 都 存在 有 限 
的 极限 lim Tp) = ТС), W TED. ix 
时 {Ti} BUCH FT (WAER (convergence 
theorem))。 进一步 ,对 任意 的 p，D?T, BUCS 
于 D'T (BERK 4 3E SR. (theorem on termwise 
differentiation). Z 的 有 界 集 实 际 上 是 全 有 
界 ' 的 。 从 而 《7;} HORE eH a SRW Be HE 
(BD D’ 的 拓扑 的 收敛 )( 强 收敛 定理 (strong 
convergence theotem)). 

【 含 参数 的 广义 函数 】 设 广义 函数 T, 对 
应 于 参数 1，; 在 实数 \ 复 数 或 更 一 般 地 在 某 个 
Euclid 空间 的 域内 变动 。 当 1 一 h 时 , 关于 
{т,} 的 收敛 定理 , 强 收敛 定理 成 立 . 

如 果 对 于 任意 的 peZ, Т, (Ф) 在 4 的 
某 一 与? 无关 的 ) 范围 内 关于 参数 4 连续 (可 
微 ), 就 称 了 ,为 关于 参数 1 连续 (关于 参数 2 可 
微 )、 当 T, E XCF [ab] 上 且 连 续 时 ,由 


Jaya = rt) 
能 定义 Te DCH TRF BM 1 的 积分 ， 
用 тла 一 了 表示 ， 当 以 实数 1 азота 
在 4 = ja 处 可 微 时 ,由 对 任意 的 OED, 
G) $ те) = tim (Па) в) = So) 
所 定义 的 广义 函数 s, KH T, 在 处 关 于 参 
数 〗 的 导数 ,用 0: RR AR 


EARS 2:00:02 
€ 8. tos n) Әх, (ё n) 
成 立 。 关 于 以 实 多 变量 为 参数 的 广义 函数 ， 司 
样 的 事实 成 立 。 MRT 关于 7 连续 , 则 DIT, 
关于 也 连续 ,特别 是 ,如 果 它 在 区 间 La,8] 上 
连续 , 则 


(7) { DT di = DE j. Tdi 


成 立 . 

对 于 以 复数 为 参数 的 广义 函数 Ta WR 
对 任意 的 pe 0, Т.ф) 对 1 是 解析 的 +， 则 称 
TAF SRI. 解析 函数 的 基本 性 质 此 
时 仍然 成 立 

【广义 函数 解析 开拓 的 例 】 Ха x; 
ER > —1 内 由 局 部 可 积 函 数 z+ 所 定义 , 它 
XT oi 是 解析 的 ， 并 能 解析 开拓 到 2 > —1, 
一 2,… 的 域 上 ， 当 一 "一 1 一 9 < —n Bh, 


& s - Ce(sc — ec 


nd et g 
Gere)» 


йу. xi dk 2 — —k 处 有 一 阶 极点 ， 在 该 点 
处 的 残 数 是 (一 1) 生 18- 了 /C4 一 D1 R= 1, 
2,3). 对 于 (二 一 1 一 2……)， 
(9) dz} /dr = h4 
RE. 4/TO) 在 全 复 平面 上 是 解析 的 . 
z = (=) (%ї>—1) 
也 能 同样 地 解析 开拓 。 当 定义 
(х+10) = Jim (z+ iy) В], (xxi) = а 


скачу, XX HUE Rl > —1. (z+;0)' 能 解析 
开拓 到 全 平面 . 
对 = 维 点 *， 记 
|= dde n 

M Ri > —n Bj, |х1* 局 部 可 积 。 因 此 能 定义 
广义 函数 xl, "EE 90 > 一 ”的 域内 解析 . 
jz 上 可 解析 开拓 到 зе —а — 2k # (к= 0, 
1,2,….), 它 在 4 一 一 n 一 2k 处 有 一 阶 极点 ， 
其 残 数 为 o,At8,/2tkin (mn 十 2)…(n 十 2k— 
2). 这 里 A 表示 Laplace. HF, о, 表示 ”= 维 空 
间 单 位 球 的 表面 积 。 因为 当 SQ 2— n 时， 
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Als a (а +» — 201], 所 以 进行 解析 
开拓 ,就 得 到 此 式 当 а 2 一 4 一 24 时 成 立 。 
因为 [e/o TQ. + n)/2) 是 à ЖЕТ 
以 对 + 进行 解析 开拓 ,就 得 到 对 一 切 1。 下列 公 
式 成 立 : 

АЕ 

Wales oe 
zs] 


оО + n — 2)/2Y 


特别 当 1 一 2 一 ”时 ， 

(00) A(l=|2”*/e,) 一 (2 — n)8, 

Hor. 对 于 ee g. ye Е", HON 的 广义 
函数 对 х 的 函数 p(x + у) 进行 运算 , LEM 
ERMER x 十 》 一 *， 即 得 

a0”) 


х 
aj; tO 
= —(n — 2)о,р(у). 

这 就 是 作为 位 势 论 ' 中 基本 定理 的 Poisson 77 
程 ', 使 用 广义 函数 能 达到 使 人 一 目 了 然 的 表现 
形式 (10”). 一 般 地 ,对 偏 微 分 算 子 PD), E 
P(x,D)T = 8, 的 广义 函数 了 ， 称 为 该 算 子 的 
EAM (elementary solution), (10^) 式 表明 , Lap 
lace 算 子 A 的 基本 解 由 lro — n) 给 
出 ,这 里 设 "> 2. 同 法 可 以 求 出 多 重 Laplace 
AF A* ЖЖ (一 公式 15V). 

解析 开拓 这 一 巧妙 的 构思 归于 M. Riesz, 
Hadamard 在 研究 双 曲 型 偏 微分 方程 理论 时 
(1932) 使 用 的 发 散 积分 的 有 限 部 分 ,也 能 用 广 
义 函 数 的 想法 赋予 它 恰当 的 意义 (一 [广义 函数 
的 例 ] 4)), 用 解析 开拓 的 想法 也 能 圆满 地 进行 

【1z 的 平面 波 展开 】 ito% R° 的 单位 
球面 上 的 一 点 ，) 为 复数 。 当 R> 一 1 时 ， 

[о | (хо = x, + +++ xv.) 

定义 了 一 个 以 w, 为 参数 的 广义 函数 ， 它 对 
2 是 解析 的 ， 从 而 能 解析 开拓 。 当 R4 > 一 1 
时 ， 
ар 


1 
=r (Q + /2) еме 
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HEB 


TECO +n)/2) 
成 立 ， 由 解析 开拓 的 唯一 性 ， 此 式 对 其 他 的 》 
也 成 立 ， 这 里 do 表示 单位 球面 lol 一 1 的 面 
ER (11) 式 称 为 e]! 的 平面 波 展开 ， 可 以 
FER A BIR US RET ORCI RR 
КАЈ 给 定 由 Re 到 R" 的 С” 类 映射 
I= (he fads BREE R" 的 广义 函数 
5 = Soy € Фк" 
的 支 集 的 原 象 'E 的 邻 域内 ,函数 矩阵 
(8f;/Ox;)Ci 一 msi = durum) 
的 秩 ! 为 m。 在 E 的 点 的 充分 小 邻 域 U 内 ， 对 
ж = AC) 9 yn = fs GO 
适当 地 补 加 
一 (Don 一 BC， 
则 可 使 变换 uu)  (/GO 2609) 具有 C7 类 
地 变换 х= pOu). 当 pe De 的 支 集 包 
含 在 U 内 时 ,车 由 


о) = |„. a PHO DUG) dus 


(=0°bQ) NO), H n = m В) 
EN p 则 GED, 一 Dr. 这 里 JO и) 是 
变换 * Ф(у, и) 的 函数 行列 式 * 的 绝对 值 , 
名 不 依赖 于 gorokan 的 选取 。 此 时 我 们 定 
义 , 当 supppCU Hj, Т(ф) = S(#); š supp 
БЕЖ, Т (9) 一 0。 由 广义 函数 的 
局 部 性 ， 我 们 能 定义 以 E 为 支 集 的 广义 函数 
Té, idle T = Sof = S) = ко» FR 
它 为 在 So PRA y 一 (G0 的 广义 函数 . 合成 
函数 的 微分 公式 

ә Y 95 
an 260-0) а 0) 
成 立 . 

Bx S= o (y € R>) 时 ，E 是 曲面 
jG) 一 … 一 各 (z) 一 0. 若 (fo bo ot of) 
满足 上 述 的 条 件 ， 则 可 以 定义 具有 包含 在 曲面 
内 的 支 集 的 广义 函数 a (f, s fn). 因为 
8% 一 D98， 所 以 它 也 可 以 表示 为 
8 hs ste) 

= д'\в (fo +1) (Әһ) COR tm 


(Гельфанд-Шилов 的 符号 )。 

例 2) JG) = Az + b 
(A RE n X n ERER, 2 为 向 量 ) 能 代入 任何 
Sede. 例如 du- (Ф) = ФВ), аи = 
(2с) (62 + ura) Cc > 0, x €R). 

(AB) 以 x 表示 R" 的 点 , ?表示 R" 的 
AD Hid 多 Rr = @., Za = DBD, WE 
£.x D, EO WREZR BCh) 分 别 对 
9. 由 连续 ， 则 存在 Dey 上 的 广义 函数 W， 
满足 Ble, Ф) = И (ф(х) Ф(у)) (WEA Gk 
théorème de noyaux)). W 是 唯一 确定 的 ， 对 于 
TED:, SED, MAKER Bp, Ф) 一 
Т(ф) SC%)， 即 知 存在 唯一 的 W € Dis 使 
得 W (ф(х) ф(у)) = T (a) SQ). 称 此 W 为 
И Я (direct product) Tc; X 50) 或 Siy)X Тш) 
(下 标 (x) 表示 工 是 作用 于 = 的 函数 的 广义 函 
Ж), Fubini 定理 成 立 : 
(T, X Sep) CPC) 

= S(Tin(p(x,y))) 

= Tou y)Xo€ Zu). 

GB) 设 广义 函数 5, 7 中 之 一 的 支 集 
是 紧 的 。 对 于 任意 PED, E (So X Te) 
《q(x 十 y)) 与 之 对 应 。 这 样 就 定义 了 一 个 广 
义 函 数 , ОЮ S RIT ABR (Æ convolution 法 
produit de composition ¿Ë Faltung), 记 作 5*Т. 
特别 地 ,如 果 s 和 了 分 别 是 由 函数 1 (z), z (z) 
所 定义 的 广义 函数 ， 则 S*T 是 由 f, 8 的 卷 积 " 
fag 所 定义 的 广义 函数 。 例 : 

Т+в = 8*Т = T, DT*S = T«(D'S) 

= DOS). 

从 而 ,如 果 设 巨 是 常 系数 偏 微分 算 子 PO) 的 
基本 解 ， 则 方程 PLD)T = s 的 解 由 SE (їй 
能 取 卷 积 ) 给 出 。 

WETTED, PED, Тер 等 于 一 个 C" 
类 函数 f (tH f 定义 的 广义 函数 ), 且 

10) = Ta — z)) 

成 立 ， 称 f HAT AEM (ik régulariséc). 3} 
于 广义 函数 5, T， 如 果 关于 任意 的 e ED 
的 正则 化 / = 5еф, g = Гаф, |70) (у — 21 
ER 上 的 积分 为 有 限 , 则 存在 唯一 的 Ve Z”, 


使 得 Poors) = |5008 0 de % 


V OF MR (generalized convolution), 写作 
S*T (C. Chevalley). 

【用 测度 表示 的 广义 函数 】 АПИ 
E 表示 定义 在 R 内 的 具有 紧 支 集 的 连续 复 
值 函数 的 全 体 ， % 形成 线性 空间 ， 中 的 序 
列 {Pn} 收敛 于 0 的 定义 如 下 : 所 有 pm 的 支 
集 包含 在 某 一 与 ;无关 的 紧 集 内 , H ons) 一 
致 收敛 于 0。 关于 这 种 收敛 连续 的 v^ 上 的 线 
性 泛 函 的 全 体 ， 记 作 Ф. CCD Ry. 
Ted" 可 以 用 对 К" 的 一 切 有 界 Borel 集 有 定 
义 的 复 值 完 全 加 性 集 函数 ! p 表示 为 T = T, 
《广义 函数 的 例 2)。 广义 函数 工 称 为 正 广义 函 
数 (positive distribution)， 如 果 对 在 所 有 点 * 处 
取 非 负 值 的 we @, ЖТ (Ф) 20. 正 广义 函 
数 能 由 正 测度 上 表示 为 T = T,. 

【具有 紧 支 集 的 广义 函数 】 用 oes 
表示 R° 上 的 С” 类 复 值 函数 〈 支 集 不 加 限制 ) 
的 全 体 ，@ 形成 线性 空间 ， 在 2 上 由 
аз) Prone) = sup IDP) 


定义 一 个 半 范 数 族 ， 这 里 ? 遍历 所 有 非 负 整数 
组 , л 遍历 所 有 非 负 整数 。 以 这 个 族 为 连续 半 
范 数 基本 系 确定 空间 Z 的 拓扑 ，Z 就 成 为 局 部 
凹 拓扑 线性 空间 。 序列 {pm} 在 的 拓扑 下 收 
KF о 等 价 于 , 对 于 任意 的 紧 集 E 及 任意 的 p, 
Drpn(x) 在 E 上 一 致 收敛 于 0。 我 们 把 关于 这 
个 拓扑 连续 的 2 上 的 线性 泛 函 的 全 体 记 作 才 ". 
#' REMAP, 引入 共 轿 空间 的 强 拓扑 
作为 空间 e” 的 拓扑 ， 在 这 些 拓扑 下 , £ 和 人 
是 自 反 的 。 对 于 具有 紧 支 集 的 广义 函数 了 ， 选 
WET HZR EPRD 1 的 任意 函数 a (z) € 
4,3 ФЕ @, 4 Slo) = T Cap), Bj se d". 
S 与 “的 选取 无 关 。 在 这 个 意义 下 ， 可 以 把 3 
看 作 工 在 2 上 的 扩张 ,并 把 它们 看 作 相同 
具有 紧 支 集 的 广义 函数 的 全 体 与 2 是 一 致 的 。 

【函数 空间 sZ) RNE., 

一 

Ж ф(х) 为 C" 类 函数 , 且 对 任意 的 久 9， 
(14) ora(9) = sup] s^ Ор) | < оо 


广义 函数 8з 
成 立 , 则 称 p=) 2898 С” 类 函数 +。 把 此 种 中 
的 全 体 记 作 9^. HU or. 为 连续 半 范 数 的 基本 
系 而 确定 空间 S^ 的 拓扑 , 这 样 SZ 成 为 局 部 凸 
拓扑 线性 空间 . S^ зва рН RR. S 
ES 的 拓扑 也 取 它 作为 s^ HERS AR 
拓扑 . 

【组 增 广义 函数 】 当 广 义 函数 Te D 能 
扩张 为 9^ 上 的 连续 线性 泛 函 时 ， 其 扩张 是 唯 
一 的 .为 使 这 种 扩张 成 为 可 能 的 充分 条 件 是 三 
的 任意 正则 化 Tp = / 为 缓 增 连续 函数 ( 即 存 
在 多 项 式 Р(х) 使 |f(x)| < IPGOD..— 此 时 
жт HBS NH BM (XE slowly increasing dis- 
tribution ”法 distribution temperée), 这 样 的 广 
义 函数 的 全 体 和 S'u. pce cecec 
SCH xu. 

(Fourier 变换 】 如 果 ees, M 

F eG = (VT [eee Ciny)dy 


G= М1, sym n) 
Woe, 对 TE SZ',T ËJ Fourier 变换 (Fourier 
transform) FT 由 
(15) (#T)X9)= TF), PEL 
FEM, Fourier 逆 变 换 以 同样 的 方式 定义 ,但 用 
i 代替 一 i。， 例 1) 

F -i m Via)",, 
此 处 1 是 由 恒 等 于 1 的 函数 定义 的 广义 函数 . 
2) F (DT) = iv FT. 
称 С” RBM? HRM С” 类 函数 +, 如 果 它 
本 身 和 它 的 一 切 偏 导数 均 为 缓 增 连续 函数 ， 这 
样 的 函数 的 全 体 以 Ow ЖК, M ає Фм, Тє 
S" 时， aT € s" RIL, 
S (аТ) = S a9 T, 
F zT) = ILF T)/Oz. 
对 于 ce Ow, Fa 称 为 急 减 广义 函数 《rapidiy 
decreasing distribution)， 这 样 的 广义 函数 的 集合 
SRA EMSA AM C” 类 函数 的 广义 函数 
的 集合 是 一 致 的 , 我 们 用 Oc 表示 这 个 集合 . 
【 环 面 群 上 的 广义 函数 ,Fourier 级 数 】 m 
维 环 面 群 'X 是 紧 С" ИЖ. НП 多 x = Fx 
Dy = Ex. XBR 关于 等 价 关系 
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x; = modZ (j = 1, 2,55, п) 


的 商 空间 。 ER 的 体积 元 素 引 入 X 的 体积 元 
Жак. 从 而 能 对 可 积 函数 f, 由 


тор) = | 1000004: pE DO 


定义 广义 函数 T/。 考虑 函数 
fo(#) = exp2inpx 
5 р ЛТА n 个 整数 的 组 时 所 成 的 族 ， 则 Xx 
上 的 任意 广义 函数 工 可 展开 为 Fourier .级 数 
(Fourier series) T = Ecje RZ. 当 给 定数 列 
{ep} 时 , 若 它 是 缓 增 的 ( 即 存在 4 使 
lel = OC + lel), 
MJ T= Xe, 成 为 X 上 的 广义 函数 ， 
【广义 函数 的 结构 】 具有 紧 支 集 的 广义 函 
数 可 表示 为 连续 函数 (在 广义 函数 意义 下 ) 的 偏 
导数 的 有 限 线性 组 合 。 设 开 集 2 的 闭 包 是 紧 
集 ， 则 任意 广义 函数 工 在 G 上 的 局 部 化 具有 同 
样 的 性 质 ， 在 这 种 意义 下 ， 广 义 函 数 概念 是 函 
数 概念 的 推广 ， 又 对 任意 的 广义 函数 T， 存 在 
序列 {gp} 己 多， 使 在 广义 函数 的 收 化 意义 下 ， 
T = limg,. 
【用 广义 函数 对 拟 函数 赋 与 意义 】 在 古典 
分 析 中 不 能 称 为 函数 的 ， 但 在 应 用 上 认为 它 的 
存在 是 便利 的 “函数 "， 一 般 称 为 氢 函数 ( 英 im- 
proper function ` 法 fonction impropre ¿ËR uncige- 
ntliche Funktion), 把 它们 看 作 广 义 函 数 时 ,可 
赋予 严格 的 意义 . 
例 1) Dirac 5 函数 5(z)、 aCe) 是 在 0 
处 取 值 为 co ,在 其 他 点 处 取 值 为 0 的 “函数 ”, 它 
其 有 下 列 性 质 , 
6(—x) = 562, 1'(х) = 8(х), 
&(ex) = [el a(z), 
B(x? — e) = Qe 7e — e) 
+ 8(х + с)}, 
х8'(х) = —б(х), 


NT -1, 


[роо = К) qo 


为 区 间 (2,6) 上 的 连续 函数 , a < < <b), 
fase = ase — Dar ~ aG — 8), 


[rore ar = 60) 
UO) 在 区 间 14,01 EH C Race <b), 
[7 exp(2aien)dx = 800). 


如 果 把 这 些 公式 考虑 为 广义 函数 的 有 关公 式 ， 
就 者 能 加 以 说 明 ， 就 是 说 , 令 
00р) = e (0) = |T ear 
即 可 ,这 里 左边 的 ;是 已 讲 过 的 广义 函数 的 例 。 
例 2) RBS BR Р(х, у, г, ). 此 函数 


用 于 场 论 , 具 有 下 列 性 质 : 
DG yz, 


= (21)? fij sin (Ee + ny + {а 


— wer)u dsdndt 
《这 里 积分 范围 是 全 空间 ， 
= VF +w + Ë + =, 
“为 光速 度 , < > 0 是 常数 ). 
D(x,y,2,0) = 0, 
(Әр/Әг) mg = —4=c8(z,y, z). 
D(x,y,2,1) 对 特征 Lorentz 群 ! 是 不 变 的 。 
DGzr,yz， 一 站 一 一 DCzyyyzy0. 
(4 一 (1McD(8V87) — &)D = 0, 
D = r!6F/8r, 
此 处 
F = Jor(er — r) Ncr > r), 
Е = (r > r> —r), 
F = > Jeler — my < —r), 
Hü Jo) Bessel. 函数 人， 


rex yes, 

D(s, у, z, 1) 是 在 光 圆锥 (erm tr) EIN 
为 co ,在 其 外 部 取 值 为 0 的 “函数 ", 它 也 能 由 广 
义 函数 赋予 基础. 

СГельфанд-Шилов 广义 函数 】 Гельфанд 
和 Шилов 把 R° 或 C* 上 的 一 个 函数 空间 称 为 
基本 空间 (fundamental space), 如果 它 是 可 数 
荆 范 空间 或 这 样 的 空间 的 可 数 并 ， 且 它 的 拓扑 


BT ARSE, ЩТ Жез ARH 
基本 函数 (fundamental function)， 基 本 空间 上 
的 连续 线性 泛 函 定义 为 广义 函数 (generalized 
function)《[13],[14]), 也 称 为 Гельфанд-Ши 
лов 广义 函数 。 已 考察 了 各 种 基本 空间 及 其 上 
的 广义 函数 ， 并 用 于 偏 微 分 方程 的 问题 。 以 下 
Б Жз НИИ, 

【基本 空间 К{М,), KG). 给 定 定义 在 
RFK Su 上 的 实 值 函数 的 序列 

1<M (2) € Mile) < +. 

VA K (M.) 表示 满足 下 述 条 件 的 ?的 全 体 记 形 
成 的 线性 空间 : 四 是 Cm 类 函数 ,在 Sw 之 外 为 
0, EXE k= 1,2,..., 
(16) ale) = 
ар М (2) 10"(ж)) < co. 


sup 
nh s 


(16) 式 的 КҖ = 0 1, 2506+) 形成 一 个 半 范 
数 族 ， 用 它 确 定 K{M4} 的 拓扑 。 例 1) Sv 一 
ECR" WRR), М, GO = 1 (m 5 2,7. 
此 时 . K {M} 是 其 支 集 包含 于 已 内 的 С” 类 函 
数 的 全 体 ， 把 这 个 基本 空间 记 作 К(Е). Е = 
{allal ан } == 1,2,-+ 时 ,把 K(E) 写 
作 K(a)(a = (а»а»++*,а)). P| 2) 

5, == R°, Мб) 一 (1 十 jz) 
此 时 KIM — % 

【基本 空间 Z(M,), ZU] 给 定 定义 在 
Co 上 的 实 值 函 数 的 序列 

0<С(у) < M (z) < Мо) < +, 
此 处 z=r+iy, CC) 是 连续 函数 .以 Z( M.) 
表示 满足 下 述 条 件 的 e 的 全 体 所 成 的 空间 : 
os) C* 类 函数 ， 并 可 开拓 为 C" 上 的 整 函 
数 ple), BX 52,7 
(17) oe) 一 mp. M (x) | p(s) | < о. 
(17) 式 的 o, Ck 1, 2409+) 构成 - 半 范 数 族 ， 
用 它 确 定 ZUM.) 的 拓扑 。 例 : dr 

муш) = etm + DS 

得 到 空间 Zla). ii 


о 一 inl entire + e ptura a; > 0). 


【Ss 型 基本 空间 】 it а, 6, 4,B,4,B 为 
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"Жа, 4 之 8 表示 
4,2 BG = 1,2,+++ 505 
为 简单 起 见 , 记 
Ar = Apes Ap, pre = pre spreto, 


DAE a> 0, 120, И Sa 表示 满足 下 述 
条 件 的 9 的 全 体 所 成 的 空间 : 9 是 Ct 类 函数 ， 
HB 383869 q fa 4 > A, 有 

]x^D'eG)| 


= < о. 
Arpe 


(18) paa (P) = sup sup 


例 : Soa K (A). 

D QE e>o, B >0, 以 SV 表示 满足 下 
述 条 件 的 中 的 全 体 所 成 的 空间 :9 是 C" 类 函 
MAM TERM РЕ B>B, Ж 

(19) выд) = sup sup єр ею] < o, 

x Beg? 

ii) 给 定 a,8 220, A,B >> 0, 以 5% BRM 
足下 述 条 件 的 e 的 全 体 所 成 的 空间 : PÆ CT 
类 函数 , 且 对 任意 的 A> 4, B> B, Ж 
Q0) одв(Ф) = 

ера) < o 

APB pg 2 

这 些 空间 的 拓扑 分 别 由 (18), (19), (20) 的 半 
范 数 族 引 人 。 Saas S, 522 总 称 为 S 型 基本 
空间 . 


sup sup sup 


F Soa) = Sa > 0), 
FS) = Sol > 0), 
F (S82) = Stat p > 1), 
F (Sea) = se”, 
F (9) == Sus, 
S (SI) = Ў (а + #=1), | 
这 里 A! = A exp (1/4), В' = B exp (1/B), 
щата ij, 568 = {0}. 
记 Sara Ses JP = s, U sta SE, 
这 里 A, B 遍历 所 有 正 ” 维 向 量 . 
【指数 型 整 函数 】 整 函数 f(x) 称 为 指数 
Æ < b (exponential type < 4) 
(b = Chis bist 
如 果 对 任意 的 < 一 (ee,) > 0, 存在 常数 
cs 使 对 一 切 z, |}бш)| Sect) 如果 
€ S 能 扩张 为 指数 型 <b 的 整 函数 ， 则 对 任 
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意 的 e> 0, p€ Z(b + s) (Hi Phragmén-Lin- 
deat 定理 + 而 得 )， 由 于 

F (K(0)) = 20) 
和 N KG +e) = KO), 


EI 


所 以 200) = [1 ZG@ +e). Am TPD 


指数 型 <> 的 整 函数 的 急 减 C" 类 函数 的 全 
体 是 F(K(6)) (Paley-Wiener 定理 ). 把 
这 定理 作 进一步 的 推广 ， 得 到 下 面 的 定理 : ME 
增 连 续 函 数 f 可 扩张 为 指数 型 < 的 整 函 数 的 
充分 必要 条 件 是 它 的 Fourier 变换 Ff GE 
BES’ 的 元 ) 的 支 集 包含 在 
{allal S biste xl < Sp} 

内 ， 把 在 В = {2121 <^,---,]г„| © ba) 
上 解析 的 函数 的 全 体 记 作 Z (2), ZC) 内 的 序 
pm) 收敛 于 0 是 指 ,存在 与 m 无 关 的 8 的 邻 
WO ,使 一 切 pm 在 0 上 解析 而 且 (os) 在 2 上 
一 致 收 剑 于 о. 指数 型 <, 的 整 函数 全 体 ， 与 
Z(6) 上 在 上 述 意义 下 连续 的 线性 泛 函 的 Fou 
tier 变换 的 全 体 是 一 致 的 《Teneakn-Ulanoe). 

【广义 函数 空间 的 核 型 性 】 空间 K (M ,) 
的 情形 。 命 M,C) = M, CI D 为 单调 递增 
函数 , 设 对 任意 ”和 A 能 决定 “ Бр, 使 

Ім) < eM) 

成 立 ， 且 对 任意 的 ”能 决定 p. EI :一 оо 
Wb. mnp (t) = M, CO/M , C) KAFO, H 
m (xl) AF ER 上 可 积 ， 在 上 述 这 些 条 
HER K{M,} 是 核 型 空间 '。 HEB, K(m) 
是 核 型 空间 ， 因 为 K{M，} 是 F 空间 ', 所 以 ,如 
ж K(M,) 是 核 型 空间 , 则 K(M,) 上 的 广义 
函数 的 空间 ( 即 K(M,) 的 共 轿 空间 ) 是 核 型 空 
Bj. 因为 多 是 可 以 表示 为 (K(m)) (m = 1, 
2, …) 的 归纳 极限 的 LF 空间 ' ,所 以 它 是 核 型 
空间 ,多 ' 也 是 核 型 空间 .又 空间 Si 既是 核 型 空 
间 , 也 是 LF 空间 。 从 而 《58)' 是 核 型 空间 ， 空 
fo, 8', Oy, 0. 也 是 核 型 空间 。 AXE, 
YDE,S , DBD BEF 空间 或 LF 空间 , 或 
这 两 种 空间 的 共 罗 空间 ， 所 以 它们 都 是 Montel 
空间 !( 一 拓扑 线性 空间 ). 

СИЗ 在 实 解析 流 形 上 可 定义 比 


Schwartz 广义 函数 更 为 一 般 的 佐藤 干 夫 超 函 
* 把 R' 看 做 嵌入 在 C'( 一 复数 平面 ) 内 . 5 
虑 在 R' 的 复 邻 域 (包含 R HAR) URH R 
的 集合 U 一 № 上 解析 的 函数 F Go) , 这 样 两 个 
BR Ge) 和 F(z) 之 间 的 等 价 关系 ' 定 义 为 ， 
F(z) — G (z) 能 开拓 为 在 RR 的 某 个 复 邻 域 上 
解析 的 函数 . 关于 这 种 等 价 关系 的 等 价 类 ' 称 
为 R' LAERE ER TC Chyperfunction), F (z) 
所 属 的 类 ， 形 式 地 写作 F(x + 10) – F (z — 
i0)。 这 可 以 说 是 解析 函数 边界 值 概念 的 推广 . 
超 函数 F(x 十 i0) 一 F(x — 0) 的 广义 导数 ， 
可 以 由 dF(z)/dz 所 属 的 类 自然 地 给 予定 义 ， 
把 这 个 定义 推广 到 RR". 命 UnU tUas 
Vy, Vis, V,, Wy, Ws, W. WRK 


邻 域 。 9(z) o) 为 分 别 在 
(U,— В) x +++ x (U, — R),QO, — К) 
x (p. TR) 


上 解析 的 函数 ，P 和 由 之 间 的 等 价 关系 定义 如 
T: 当 存在 WC UNV; G = 1, 2,700), 
又 存在 在 (W,— К) хоху x ex 
Qv, 一 В) (第 i 个 只 有 W,) 上 解析 的 函数 
Хш), @@ 
eG — be) = Xl) 十 … + X,(z) 

时 , 则 p ~ $， 关 于 这 个 等 价 关 系 的 等 价 类 称 
oH RB DATA. 在 R° 的 开 集 上 也 可 以 用 同 
样 的 方式 定义 超 函 数 . 

用 系数 在 解析 函数 的 层 "中 的 相对 上 同调 
理论 (一 层 ), 可 以 给 出 与 坐标 系 选择 无 关 的 ,更 
自然 的 且 与 上 面 的 定义 等 价 的 定义 ([11]). 也 
能 揭示 ， 佐 茧 超 函数 具有 局 部 性 . 

开 集 上 的 佐 茧 超 函数 ， 不 能 定义 为 一 个 拓 
丰 线性 空间 的 共 轿 空间 的 元 ， 然 而 ， 支 集 在 紧 
集 K 中 的 佐藤 超 函 数 与 支 集 在 K 中 的 解析 泛 函 
ЖН], PARANA BROS, ЖЕ 
义 在 天 的 一 个 邻 域 上 的 局 部 解析 函数 空间 的 共 
3àzs a] , 由 于 佐 茧 超 函 数 层 是 松散 的 ,我 们 也 可 
DEER BRE HRM Re 中 的 解析 泛 
函 的 局 部 有 限 和 . 

把 一 个 广义 函数 表示 为 解析 函数 的 边界 
值 ,这 个 想法 并 不 新 鲜 . 这 实际 上 是 Fourier 分 


析 的 复方 法 的 出 发 点 。 正如 我 们 早 就 注意 到 
HU. T. Carleman 曾经 考 虚 过 边界 秆 不 是 浮 数 
的 情形 。 另 外 的 例子 可 以 在 谱 分 解 定 理 的 Car- 
leman 证 明 中 找到 ， 与 此 密切 相关 的 是 在 物理 
中 出 现 的 色散 关系 。 С. Коте 曾 进一步 证 明 。 
C 中 的 一 条 简单 闭 解析 曲线 C 上 的 任 一 广义 函 
数 是 C-C 上 的 一 个 解析 函数 的 边界 值 。 然而， 
HERR EMER T AR 函数 的 局 部 性 
质 ,并 且 把 这 个 理论 推广 到 高 维 情形 . 

【 超 广义 函数 】 it OM, 是 一 个 正 数 序列 ， 
使 得 CCM，) 不 是 报 解析 的 (一 拟 解析 函数 ), 空 
间 

Фир = lec DIC 使 得 QU) ar), 
Deny = (p € DIYA > 03C “(21)”) (*) 
其 中 
《21) sp|Drp(z)| < Ch M,, 
有 自然 的 局 部 凸 拓扑 ， 通常 我 们 在 M, 上 附加 
条 件 使 得 乘法 和 微分 是 连续 的 ， 特 别 重要 的 是 
Gevrey 序列 M, = (p1 的 情形 ,其 中 *> 1, 

这 些 空间 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 超 广义 函 
3k 〈ultradistriburion)( 分 别称 为 C. Roumieu 型 
和 A. Beurling 型 )， 广 义 函数 是 超 广义 函数 ， 
而 超 广义 函数 可 媒人 到 优 萨 超 函 数 中 ， 超 广义 
函数 有 如 同 广义 函数 一 样 的 局 部 性 质 ， 佐 蔬 超 
函数 和 超 广义 函数 在 微分 方程 理论 中 常常 是 有 
тї. 
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抽象 积分 [ 英 abstract integral 法 intégrale 
abstraite Ë abstrakte Integral 4 aGcrpakrusñ 
интеграл A 抽象 积分 】 积 分 的 概念 可 从 不 同 
的 观点 出 发 向 各 种 不 同 的 方向 抽象 化 。 它 大 致 
可 以 分 为 两 个 方向 。 一 个 方向 是 对 取 值 于 局 部 
凸 拓扑 线性 空间 (不 一 定 是 数 空间 ) 的 函数 或 
测度 定义 积分 《简称 为 在 拓扑 线性 空间 上 的 积 
分 ), 另 外 一 个 方向 是 把 和 序 关系 有 关 的 积分 抽 
象 化 ， 我 们 对 各 方向 取 其 有 代表 性 的 两 三 个 积 
分 予以 叙述 . 

【拓扑 线性 空间 上 的 积分 】【Bochner Bi 
分 】 设 x(s) 为 定义 在 ro 有限 测度 空间 ' (5, 
6, п) 上, 取 值 于 Banach 空间 X 中 的 函数 ， 如 
果 在 使 

s= \)л, 
im 
的 互 不 相交 的 STWR A dress Ae Es 
xG) 分 别 取 常量 c(i 一 1,2, 7,0), RRE 
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为 阶梯 函数 (step function) 或 有 限 值 函数 (finite- 
valued function), 使 用 4, MUSE MBB Х (5), 
可 以 把 这 个 阶梯 函数 表示 为 


£6) = Уух, 


如 果 对 于 х (s) 能 选取 适当 的 阶梯 函数 序列 
(z,G)), ERES 上 对 几乎 一 切 s， 

lim llx,s) — хб) 0 
成 立 ， 则 称 x (;) 为 强 可 测 的 (strongly measu- 
rable), 当 х(ғ) 为 强 可 测 , B llr) 作为 S 上 
HKRX Lebesgue 可 积 ?时 ， 则 定义 x(s) 
% Bochner З] #1 Ё) (Bochner integrable) (由 
x Cs) 的 强 可 测 性 可 以 得 到 lle СП 的 可 测 性 ).。 
特别 当 x(s) 是 Bochner 可 积 的 阶梯 函数 


Sue 


时 ,其 Bochner 积分 定义 为 
КО, 一 Sul Aen 
= 
一 般 地 说 ,对 于 Bochner 可 积 函数 G), T 
证 明 ， 存 在 满足 下 列 条 件 的 Bochner 可 积 的 阶 
BBA (2,(65)}: 站 对 几乎 一 切 5， 
fim |z,G) — «(ЮЙ = 05 


i lim (e = Ән = 0. 

《例如 , 由 «GO ЗАНЕ Р, ЕЛЕН BRI 

П 00), 对 几乎 一 切 *。 CRF eG). 

对 此 aC), In FR BF BORO L.C) 

当 усо HERE z,G) = у.о) 

当 [уй ON 时, 令 eG) m0: 

MJ (5,60) WU ВЖЕ D, i0.) 从 而 对 于 

жн (z.G)),|<.G)2 ай, ICEL 

依赖 于 (5.09) 的 选择 方法 Ti «COR Bo 

chner #4} (Bochner integral), SEXX 
MO = lm | dn. 

为 了 和 其 他 积分 加 以 区 别 ; 有 时 招 Bochner P 

分 写作 (Bn) | (04и. Bochner ТАНЕ 


任意 的 S 可 测 集 上 都 是 Bochner BRAY, 除 此 
之 外 ， Lebesgue 积分 的 几乎 所 有 性 质 〈 线 性 ， 
完全 可 加 性 ,绝对 连续 ?性 ,Lebesgue 收敛 定理 '， 
Fubini 定理 ' 等 )， 把 绝对 值 换 以 范 数 之 后 都 照 
样 成 立 。 但 是 Radon-Nikodym 定理 + 不 成 立 . 当 
工 是 由 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的 连 
续 线性 算 子 ! 时 , 若 S 上 取 值 于 X 中 的 函数 =G) 
是 Bochner 可 积 的 , 则 T(x(:)》 作 为 S 上 取信 
于 Y 中 的 函数 是 Bochner 可 积 的 , 且 
fre conr || Can} 
成 立 ， 特 别 当 S JE n HE Euclid Zh, Bochner 
积分 具有 强 可 微 性 ([13], (21), 161). 
[Birkhoff 积分 】 Birkhoff 积分 是 关于 在 
с 有 限 测 度 空 间 (S55) 上 定义 的 ,在 Banach 
空间 X 中 取 值 的 函数 x(s), HE Lebesgue 积分 
的 构造 方法 定义 的 积分 ， 首 先 ， 对 于 X 的 元 的 


SIBI (=), 当 级 数 У) э) 在 其 各 项 的 次 序 任 


意 改变 之 后 仍然 强 收敛 时 ， 称 S x, 为 无 条 件 


Wea (unconditionally converge). 3 Ў) x, 无 条 
m= 

件 收敛 时 ,可 以 证 明 , 它 的 和 不 依赖 于 相 加 的 师 

序 ,总 是 一 定 的 .特别 当 X 是 数 空间 时 ,无 条 件 收 

你 和 绝对 收敛 的 概念 是 一 致 的 ;但 一 般 地 说 ,无 


条 件 收敛 的 级 数 并 不 一 定 绝 对 收 全 (绝对 收 得 
Bd D alka). 给 定 5 的 一 个 可 列 分 审 


ТА: 5= Ú ALANA) = BGI)» 


im 
: u( Aj) < +00, 
ZER xG) 在 每 个 4, LARE 
P n Casa G € A) 
ЕРА 则 称 x(s) 关于 全 可 求 和 ， 此 种 和 
的 全 体 


[È кобое 4) 


的 凸 闭 包 *，, 称 为 x(;) 对 于 A 的 积分 值 域 (ime- 
gral range), idfE /(х,А). 于 是 ,如 果 对 任意 
的 正 数 s， 可 选取 S 的 可 列 分 割 A, 使 x(s) 关 
于 A 可 求 和 ， 且 JO, A) 的 直径 + 小 于 c, WE 
x(s) 为 Birkhoff 可 积 的 (Birkhoff integrable). 
Ж xG) 关于 某 一 可 列 分 割 人 可 求 和 ,* 则 可 以 证 
骨 , 它 对 A 的 任 一 加 细 "* д’ 仍然 是 可 求 和 的 , 且 
JG, ACI, А). 从 而 当 x(s) 是 Birkhoff 


可 积 时 ， 
N I,a) 

成 为 只 含有 X 的 一 个 点 的 集合 .此 
N JG,4) 


定义 为 x(:) 的 Birkhoff 积分 (Birkhoff inte- 
gral)， 写 作 


(Bk) | «Gon 


或 简写 为 
| «Ои. 


Birkhoff 可 积 函数 在 任意 的 S 可 测 子 集 上 仍 为 
Birkhoff 可 积 函 数 , Bickhoff 积分 作为 集 函 数 具 
有 完全 可 加 性 和 绝对 连续 性 ， 对 于 被 积 函数 具 
有 线性 性 质 ， 但 Fubini 定理 不 成 立 。 又 对 于 
收敛 定 理 来 说 不 能 得 到 Bochner 积分 那样 好 的 
结果 ([4])。 Bochner 可 积 函数 必 是 Birkhoff 
可 积 的 ,但 其 逆 不 成 立 . 

以 此 Birkhoff 积分 的 构造 法 为 基础 ，G-. 
Birkhoff 和 R. S. Phillips 对 取 值 于 局 部 凸 拓 
扑 线性 空间 中 的 函数 的 积分 作 了 定义 〈l5]， 
(181). 用 此 种 积分 的 理论 ,使 得 Birkhoff 积分 
以 及 下 面 要 说 明 的 [erbdaan-Petris 积分 等 , 都 
成 为 这 种 积分 基于 在 Banach 空间 上 引入 拓 扯 
的 方法 ,不 同 而 得 到 的 特殊 情形 (例如 ， 引 入 弱 
拓扑 ! 时 就 变 成 了 Temp 中 ann-Pettis R4). Ж 
一 步 C. E. Rickart #9 Birkhoff 积分 推广 到 取 
值 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 的 子 集 的 函数 ， 并 求 
得 了 Radon-Nikodym 定理 ([20]). 

[Tensdana-Pettis 积分 】 Гельфанд-Рекіз S 
分 是 关于 定义 在 o 有 限 测度 空间 (5, Ө, a) 上 
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而 取 值 于 Banach 空间 X 中 的 函数 x(s) 的 积分 ， 
这 种 积分 较 之 Birkhoff 积分 更 为 一 般 。 设 X* 
是 xX 的 共 轿 空间 '， 如 果 对 于 任意 的 z*eX*， 
хе 《x(s)) 作 为 5s 上 的 实 值 函 数 是 S 可 测 的 , 则 
称 x(s) ATJ WGI (weakly measurable). 34 X 
是 可 分 空间 时 ， 弱 可 测 和 强 可 测 是 等 价 的 概 
Ф. 对 于 弱 可 测 函数 x(s), 所 谓 *(*) ES 9] 
WH 4 L% Гельфанд-Ренів WRAY (Ge'- 
fand -Pettis integrable) RBBTT ABS (weakly inte- 
grable), 是 指 对 任意 的 z* € X*, х* (x(s)) fE 
% 5 上 的 实 值 函 数 是 Lebesgue 可 积 ' 的 , 而 且 
存在 *4eX， 使 
GO = | toO» 

成 立 ， 我 们 称 z, H x) 在 4 上 的 Гельфанд. 
Pettis 积分 (Gel’fand-Pettis integral) А 
(weak integral)， 记 作 


Í Odu R (CP) | «би. 


在 任意 的 © AWM Fempann-Peris 可 积 时 ， 
简称 为 Гельфанд-Реніѕ AR. 此 积分 和 Birk- 
hoff 积分 的 性 质 大 体 上 是 相同 的 .但 是 Fubini 
定理 和 Radon-Nikodym 定理 对 此 积分 也 是 不 成 
Wé (L13), L17], [21]). Birkhoff 可 积 函 
数 必 定 [enb 中 ann-Pettis 可 积 ， 但 其 逆 不 成 立 
(118]). 

作为 比 Terb 中 ann-Pettis 积分 更 一 般 的 积 
分 概念 ,有 如 下 的 定义 : 对 任意 的 xtex*, 只 
BER x*(x(s)) Lebesgue 可 积 ， 以 此 定义 x) 
AOR TRE (weak integrability), 此 时 可 证 


| nec» 
是 x" 上 的 连续 线性 泛 函 , 而 «О 在 4 上 的 能 
积分 定义 为 X°" 的 元 AT: 
t= | Gee 


(91,011). 一 般 地 说 ， 即 使 X 是 局 部 凸 拓扑 
线性 空间 ,同样 能 定义 弱 可 积 性 ,但 此 时 以 X* 
上 的 代数 的 线性 泛 函 来 确定 积分 《[7]). 

实 值 函数 关于 定义 在 抽象 空间 s 的 完全 加 
те 上 且 取 值 于 拓扑 线性 空间 的 集 函 数 的 
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BAS}. К.С. Bartle, N. Dunford, J. Schwartz 
和 N. Bourbaki 等 考虑 过 ([3])。 这 些 结果 推 
广 到 向 量 值 被 积 函 数 的 情形 见 [23]. 

【基于 序 关系 的 抽象 积 分】 【Danicl-Stone 
积分 】 在 抽象 空间 S 上 定义 的 实 值 函数 f(s) 
的 集合 E， 按 函数 通常 的 序 ， 加 法 以 及 数 乘 构 
成 格 序 线性 空间 +, 再 在 € 上 定义 满足 下 面 三 个 
条 件 的 泛 函 EC): i) 加 法 性 , 即 

EC + g) = EQ) + E(g); 
ii) 正 值 性 , BI > 0 AR EG) > 0; ш) 25 
lf. E CCa = 1,2,++-), 


We 51, 
则 
EC) < Ў ЕСА). 


《其 中 Ifl =fU( 1. eA FRES. )i), ü) 
意味 着 EY) E € 上 的 正 线性 泛 函 。 di) 的 等 
价 条 件 是 证 ) 若 fh limfa 一 0, 则 
lim EQ) = 0.) 是 由 M. Н. Stone 给 出 的 ， 
ii’) Ж P. J. Daniel 给 出 的 . 以 下 对 于 在 S 上 
定义 的 取 实数 值 或 士 吧 值 的 函数 Ф, HET SUR 
Ж №): 


коө) = inf {> EOLIE e, 


lel < 51041), 
但 当 使 得 
lel < >) lhl 


1.66 REER, @ N (o) = to. 4 
N (g) 一 0 Bt, ФРА (null function), 
集合 4 的 定义 函数 是 零 函数 时 ， 称 4 为 零 集 
(null set), 因为 属于 Sy = (@|N(e) < +оо} 
的 函数 , 除 一 个 零 集 外 都 取 有 限 值 ,所 以 对 于 So 
的 函数 ,除了 一 个 零 集 外 ,能 规定 其 加 法 和 数 乘 
RA. "í Мф —4)— 0 时 ,就 定义 p~ ó, 
设 3 是 关于 这 个 等 价 关系 的 等 价 类 的 集 , 则 可 
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DGE S EUN AR AY Banach №". 这 里 
CGEE HME Е (17—21) = 0 的 1,8 看 作 
相同 ) 包 含 在 3 内. 4 为 E 关 于 范 数 NN 的 闭 
包 ， 称 属于 8 的 函数 Pp 为 Daniel-Stone 可 积 
(Daniel-Stone integrable) 函数 . Ф (fj Daniel- 
Stone #4} (Daniel-Stone integral) L(y) 定义 
为 
L(9) = М(ф*) — МОТ). 

其 中 , ф* = (|ф|+ф)/2,ф” = Clol—9)/2. 
LEE LWZRHS 上 的 扩张 。 对 于 这 种 积 
分 ， 容 易 证 明 Lebesgue 收敛 定理 成 立 ， 就 是 
关于 Fubini 定理 也 可 以 得 到 某 种 结果 ([19]). 
此 外 ,可 以 用 2 和 工 来 定义 可 测 函数 ,可 测 集 以 
及 测度 的 概念 ,由 这 种 测度 , 还 能 求 出 L 和 Le 
besgue 积分 的 关系 《[19]).。 由 于 8 满足 抽象 
工 空间 + 的 条 件 ， 因 而 适当 地 构造 测度 空间 ， 
Le) 就 能 用 e 在 所 构造 的 测度 空间 上 的 Le 
besgue 积分 表示 出 来 (一 有 序 线 狂 空间 )， 这 里 
所 介绍 的 Daniel-Stone 积分 .是 Stone 的 工作 
(119]). Daniel 则 从 五 出 发 定义 上 积分 IC), 
їй © Жын © = {ф|1(ф) 一 一 (一 p)} 求 得 的 
Banach 也 曾 对 于 E 的 条 件 iii) 换 以 
iii”) 着 imf, 0, Ital Say for ge @, Йй 
lim ECf。) = 0: Banach 用 此 条 件 构成 了 和 Da 


nie 积分 同样 的 积分 [11)， 进 一 步 ，Bourbaki 
(Stone [19]IV)1 E. J. McShane ([15]) f£ iii^) 
中 的 序列 换 以 用 一 般 的 有 向 集 作为 指标 集 的 函 
数 族 ! {j。} (ae 4)， 并 使 用 广义 极限 * 求 得 同 
样 条 件 ， 用 和 Daniel 同样 的 构造 法 把 Daniel: 
Stone 积分 更 一 般 化 了 . 

对 于 Daniel-Stone 积分 ， 特 别 当 5 为 局 部 
Э" Hausdorff 空间 ' 时 ， 取 具有 紧 支 集 ? 的 连续 
函数 的 全 体 作为 €, HE LZA EWE 
1), i， 则 可 以 证 明 它 也 满足 这 7), :由 EC) 能 
够 构造 Danicl-Stone 积分 L(y) (17), 一 测度 
[Randon 测度 ]). 

(Banach 积分 】 Banach 除 上 述 Daniel- 
Stone 流派 的 积分 之 外 ,对 于 10,1) 上 的 一 切实 
值 有 界 函 数 应 用 Hahn-Banach 扩张 定理 ?定义 


TRH (120). &S6[0,1) 上 实 值 有 界 函数 
的 全 体 , 把 这 样 的 函数 以 周期 1 开拓 到 (—co, 
00), FU HER AIRE < 一 (mm за.) 
HEK. HTF <zG)e S 及 es， 命 实 值 函数 
M(x,a) Ж: 
M(x,a) a (256 + во). 
FRET ЕН 
p(s) = inf M Gra) 


Ж Ж?Р p(s). 使 用 Hahn-Banach 扩张 定理 ， 
可 知 存在 一 定义 在 $ 上 的 满足 F (z) < p G) 
的 线性 泛 函 F). 把 这 个 F(x) 写 做 


joo. 


由 它 的 定义 方法 可 以 证 明 | cos 具有 下 列 性 
[3 
1) | + byG)Ms 


= a| eae + „|50, 
2) x) 20 япа | x(s)ds > 0, 


3) [e oss = Jes, 


4) =- 1, 
Khe, bo REEERE 再 者 , EAV 
要 , 令 


(FG) + F GU — 0)2 (cos, 
则 除 上 述 性 质 1) 一 4) 之 外 ,还 有 性 质 
5) ja =) = | x(s)ds, 


这 样 的 Fo" 称 为 x G) 的 Banach 积分 


(Banach integral). 

比 Daniel-Stone 积分 和 Banach 积分 等 更 
一 般 的 构造 法 ， 有 取 值 于 格 序 线性 空间 的 函数 
的 积分 ， 更 有 把 格 序 线性 空间 到 格 序 线性 空间 
的 变换 (或 是 由 有 序 集 到 有 序 集 的 变换 ) 作 为 积 
分 等 ， 由 序 关 系 产生 了 多 种 抽象 积分 〈[141， 
1161). 
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除 本 条 所 说 明 的 积分 之 外 ， 还 有 为 数 很 多 
的 积分 应 当 罗列 进去 ， 作 为 关于 这 些 积分 的 很 
好 的 综合 说 明 书 可 举 出 参 文 考 献 [12]. 


[£] (il S. Banach, The Lebesgue integral im 
abstract spaces, in S. Saks, Theory of the integral, War 
saw, 1937, p. 320—330, [2] S. Banach, Théorie des 
operations linéaires, Warsaw, 1932, p. 30—32 (Chelsea, 
1963); [3] R. ©. Bartle-N. Dunford-J. Schwartz, Weak 
compactness and vector measures, Сапай. J. Math, T 
(1955), 289—305; [4] G. Birkhoff, Integration of fanc 
tions with values in a Banach space, Trans. Amer, Math. 
Soc. 38 (1935), 357—378. [5] G. Birkhoff, Moore- 
Smith convergence in general topology, Ann. of Math., 
(2) 38 (1937), 39—56; [6] S. Bochner, Integration von 
Funktionen, deren Werte die Elemente eines Vektorraumes 
sind, Fund. Math., 20 (1933), 262—276; [7] N. Bour- 
baki, Elément de mathématique, Integration, ch. 1—9, 
Actualités Sci. Ind., Hermann: ch. 1—4, 115a, 第 
— 1965, ch. 5, 1244, SZR 1967; ch. 6, 128la, 
1959, ch. 7,9, 1306, 1963, ch. 9, 1343, 1969, [8] P. 
J. Daniel, A general form of integral, Ann. of Math., 
(2) 19 (1917—18), 279—294; P. J. Daniel, Further pro: 
pertes of the general integral, Ann. of Math., (2) 21 
(1919—20), 203—220, (9] N. Dunford, Integration of 
vector valued functions (abstract), Bull. Amer. Math. Soc., 
43 (1937), 24, [10] N. Dunford-J. T. Schwartz, Linear 
operators, part 1, Interscience, 1958, [11] H. Гельфанд, 
Abstrakte Funktionen und lineare Operatoren, Mar. c6., 
4 (46) (1938), 235—286, [12] Т. Н. Hildebrandt, (nte- 
gration in abstract spaces, Bull. Amer, Math. Soc., 50 
(1953), 111—139; (13) E. Hille-R. S. Phillips, Functio 
nal analysis and semi-groups, Amer. Math. Soc. Colloq. 
Publ., 31 (1957) p. 58—92 《中 译本 : E. HAR, R.S. dk 
PAM IA SEM, LARA RAL, 1964, 77— 
114 页 ); [14] S. lzumi-N. Matuyama-M. Nakamura-M, 
Orihara-G. Sunouchi (R (8 —, ult, ЕМНЕ, IBGE 
IL, #@2РИ#—), An abstract integral, Proc. Imp. Acad. 
Tokyo, 1—Ш, 16 (1940), 21—25, 87—89, 518—523 iw, 
17 (1941), 1—4, V—X, 18 (1942), 45—49, 50—52, 53— 
56, 535—538, 539—542, 543—547, (15) E.J. MtShane, 
Remark concerning integration, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 
35 (1949), 46—49, (16] E. J. McShane, Order-preserving 
maps and integration processes, Ann. of Math. Studies, 
Princeton Univ. Press 1953,07] В. J. Pettis, On integra 
tion in vector spaces, Trans. Amer, Math. Soc., 441938), 
277—304, [18] R. S. Phillips, Integration in a convex li 
near topological space, Trans. Amer. Math, Soc., 47 (1940), 
114—145, [19] M. H. Stone, Notes on integration, Proc. 
Nat. Acad. Sci. USA. 1, It, IIl, 34(1948), 336—342, 447— 
455, 483—490, IV, 35 (1949), 50—58; [20] C. E. Ric 
kart, An abstract Radon-Nikodym theorem, Trans. Amer. 
Math. Soc., 56 (1944), 50—66; [21] ”吉田 耕作 ， 位 相 解 
dg. BBE, 1951, p. 78—85; [22] K. Yosida 《吉田 耕作 )， 
Functional analysis, Springer, 1965, p. 131—136, [23] 
N. Dinculeanu, Vector measures, Pergamon, 1966. 


线性 算 子 1% linear operator 法 opérateur li- 


362 БЕЙТ 


méaire 4è linearer Operator (А линейный one- 
ратор 日 ЖЕЖ) 使 某 一 空间 关 的 某 
个 子 集 的 每 个 元 对 应 到 另 一 空间 思 的 元 у= Тх 
的 映射 了 , 在 泛 函 分 析 中 习惯 上 称 为 算 子 《ope 
rator). 在 泛 函 分 析 中 使 用 算 子 这 一 术语 的 场 
f. 其 定义 域 OT), HR AT) 是 什么 , A 
时 它们 又 是 什么 样 的 空间 的 子 集 ， 常 党 起 着 重 
要 的 作用 ， 当 9(T) 和 R(T) 同时 都 是 实 或 
复线 性 空间 ', 而 且 

T (ar + pz) = aT x, + BT x 
成 立时 ，7 称 为 线性 算 子 或 可 加 算 子 (additive 
operator) (线性 ”一 词 常 在 “具有 可 加 性 且 连 
续 ” 这 个 意义 下 使 用 )， 在 本 条 中 ， 我 们 讨论 
DCT) 和 RCT) 分 别 是 Banach 2zi8]* X, VA 
子 空间 且 OT) 在 关内 稠密 ?的 线性 算 子 . 

D(T) =x 
而 且 连 续 的 线性 算 子 的 全 体 所 成 的 集合 ， 用 
符号 B(X,D) 来 表示 ， 又 用 B(X) 表示 BX, 
X). 关于 属于 BCX, 9) 的 线性 算 子 (一 Banach 
空间 )， 线 性 算 子 的 例 在 本 条 的 末尾 总 的 写 出 
来 . 
【 算 子 的 运算 】 it T, Tj {ЭЁ X p| O 

内 的 线性 算 子 , 则 它们 的 和 T, + T, 由 

DCT: + T) = 9(T)09(7)), 

(T, + T)z= Ту + Ти 
жей. Xi TATA ODORERT, Т, 
是 由 名 到 3 的 线性 算 子 , 则 积 TT, 由 
9(TTD = {x € %(T)T= € (72), 
TiTyx = TAT) 
来 定义 . 和 、 积 都 是 线性 算 子 。 数 量 乘法 aT 的 
定义 也 类 似 ， 当 9(T)C9(T) 而 且 
Түк Tis, z€ D(T)) 

时 , 称 算 子 T, 为 算 子 T, 的 扩张 (extension), 在 
不 会 误解 为 集合 包含 关系 的 情形 下 ,写作 T.C 
T, GREAT T RRs e 0 蕴涵 Tx 天 
0”, WUT AMF (inverse operator) T7. T- 
是 以 R(T) 为 定义 域 ， 以 DCT) 为 值 域 的 线性 
算 子 ， 积 空间 x x 9 WTR 

r(T) = ((z,Tz)|z € 9(T)) 
称 为 算 子 T 的 图 象 〈graph). 


【 算 子 的 收敛 】 对 线性 空间 BO), E 
常用 的 是 下 述 三 种 拓扑 . 在 这 三 种 拓扑 下 ， 
B(X,9) BRA AMAT RES: (1)— 
致 算 子 拓扑 (uniform operator topology), (2) 38 
算 子 拓扑 (strong operator topology), (3) BM 
子 拓扑 《weak operator topology), 这 些 拓扑 依次 
由 0 的 三 种 基本 邻 域 系 所 决定 ， 而 这 三 种 基本 
BRA RRA ACM {TI ITI < e), (2) 
GT] <e,x€X}, (3) tTIIKT2I < s, 
zeX,fe Y) 的 集合 所 组 成 , rh e 取 遍 所 有 
正 数 ,X 取 遍 关 的 所 有 有 穷 子 集 而 Y НВ DA 
MASH Y 的 所 有 有 穷 子 集 . 这 样 ， 一 致 算 
子 拓扑 是 由 BCX, 9) 内 的 范 数 "一 Banach 空 
间 [ 线 性 算 子 和 线性 泛 函 ]) 所 确定 的 度量 拓扑 . 
算 子 序列 (T.) 关于 这 些 拓扑 收敛 于 工时 依次 
称 为 《1) 一 致 收敛 (uniform convergence),(2) 
强 收敛 (strong convergence), (3) ШЖ (weak 
convergence). — 我 们 有 这 三 种 收敛 ,依次 当 且 仅 
当 : (1) 17. — 71-0, (2) 对 每 个 EX, 

KT, — T)zl| +0, 
(3) 对 每 个 хєх MB fev 
ICT. — Tz)| — 0. 

【 闭 算 子 】 在 讨论 不 一 定 属于 B(X,9) 的 

线性 算 子 时 , 比 工 的 连续 性 

lm Tr, = Tr(n — 00) 

的 概念 更 为 一 般 的 闭 算 子 的 概念 是 重要 的 ， 当 
THARE XXY WARI re D(F), 
r.— z H Tx,— y M z€ p (T) Н Tz 一 
y 时 , 则 工 称 为 闭 算 子 《closed operator). ШЖ 
THERA 9(T) 是 闭 的 , 则 了 是 闭 算 子 。 又 
AT) 一 x 的 闭 算 子 是 连续 算 子 〈 闭 图 象 定理 
(closed graph theorem)). НХ #J 9 m g + T 
称 为 可 闭 算 子 《closable operator), Ж TA— 
个 闭 扩张 ,或 等 价 地 ,如 果 s, EDT), x。 一 0， 
Н Tz.—y HA ， 一 0， 当 工 是 由 关 到 田 的 
线性 算 子 且 OT) 在 关内 稠密 时 ,那么 了 的 对 
fH XE (dual operator) 或 伴随 算 子 (adjoint. 
operator) T” 定义 如 下 : T 是 由 时 到 关 的 一 
个 算 子 , 它 由 关系 3(T) 一 {je 中 | FH ge, 
使 对 所 有 z€ (Т), 有 g(x) =/(Тх)} 和 


Ti=g, fe 9(T) 来 决定 . Haz 
(DG) = Та) (Vz e 9(T)) 

(一 Banach 空间 ). ^T" 必 为 闭 算 子 , 但 9 (T^) 

不 一 定 在 中 Nil. 

[Hiber 空间 的 算 子 】 本 节 将 叙述 关 和 四 
都 是 复 Hilbert 空间 + 的 情形 ， 设 工 是 由 关 到 四 
的 笛 定 线性 算 子 。 此 时 常用 T* 代替 Tii T 
是 由 (z,T*y) = (Та, y) QENT) 所 决定 
的 由 田 到 关 的 算 子 ， 由 F. Riese 定理 + 确定 由 
X EX 上 的 一 个 反 线 性 映射 xs: Gn = (и, 
х), 给 出 了 关 和 关 之 间 的 一 个 同 构 对 应 ,用 
它 即 有 T* 一 T's xn Т" 称 为 了 的 伴 
MMF (adjoint operator), 对 应 了 一 六 是 
线性 的 ,而 对 应 T — T* ERRER. I(T) 
在 划 内 稠密 和 了 具有 闭 算 子 扩张 是 等 价 的 , 此 
时 7 的 最 小 闭 扩 张 了 和 тее 一 (7*)* E 
RU. T MOS T HOPED (closure), 

在 Hilbert 空间 中 ,和 伴随 算 子 这 一 概念 相 
联系 ,可 以 定义 各 种 类 型 的 算 子 ,它们 起 着 重要 
的 作用 .内 的 黎 定 线性 算 子 TO = x) 满足 
TET” h, TERARI (symmetric operator) 
或 Hermite WF (Hermitian operator), 特别 当 
T = T* 时 ，T 称 为 自 伴 算 子 (self-adjoint ope- 
rator) ВЖИ. NRA. 对 
称 算 子 工 称 为 本 质 自 伴 的 , ШЖ тш T 是 
自 伴 的 。 如 果 T e B(X, D) 在 关 的 子 空间 M 
EAGER (Tal = lel G e 0), Hk m 
的 正 交 补 空间 + 上 为 0, 则 了 称 为 以 N HAR, 
以 N= TM 为 终 集 的 部 分 等 距 算 子 《partially 
isometric operator), 这 一 性 质 等 价 于 T*T, 
TT* Ж эл 和 匈 上 的 射影 算 子 '。 x 
关 时 ， 工 称 为 等 距 算 子 《isomerric operator); М 
х9 MN, ТЮ З (unitary 
operator), ТЖ T = T 是 等 价 的 。 
当 тег 一 TT* 时 ,T 称 为 正规 算 子 〈normal 
operator). 自 伴 算 子 ， 西 算 于 都 是 正规 算 子 的 
特殊 情形 .' 正规 算 子 ,特别 是 自 伴 算 子 的 构造 ， 
通过 谱 分 解 定理 已 有 详细 研究 〈 一 特征 值 问 
BD. 对 任意 的 笛 定 闭 算 子 Y， 存 在 正 自 伴 算 
子 P( 这 里 “ 正 ” 是 指 (Px,x) > 0, хє®(Т)) 和 
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以 SP) = RCT*) (а 表示 闭 包 ) 为 始 集 的 部 
ЭЕТ, 使 得 T 一 WP. ATWA P HS 
上 述 要 求 唯一 确定 ， 这 称 为 了 的 标准 分 解 (ca 
nonical decomposition). 

关 的 一 个 闭 子 空间 M 称 为 算 于 Te BCX) 
的 一 个 不 变 子 空间 (invariant subspace), Au T 
BEM FM ARF Hilbert 空间 内 的 不 变 子 空 
间 的 问题 曾 由 许多 人 研究 过 ( 见 Helson (141, 
YL, 空间 或 所 谓 Hardy 空间 H) 内 单位 贺 
上 的 移 位 算 子 ,A. Beurling 的 一 条 定理 给 出 了 
它 的 所 有 闭 子 空 间 的 一 个 函数 论 的 特征 ， 一 个 
无 限 维 可 分 Hilber 空间 内 的 任 一 有 界线 性 算 
子 是 否 有 非 平凡 的 不 变 子 空 间 ， 这 一 问题 还 没 
有 解决. 

【 谱 、 预 解 式 】 命 了 为 复 Banach 空间 天 
上 的 闭 算 子 (O—3). 了 为 单位 算 子 ， 使 41 一 
TE BX) 内 有 一 个 逆 的 复数 的 全 体 ， 记 
作 o(T). e CT) 称 为 7 的 预 解 集 (resolvent 
жї). p(T) 的 补 集 c (T) KAT ME Gspec- 
trum), 当 4X€ p(T) В, 

RG; T) = (41 — T)! e B(X) 
称 为 了 的 预 解 式 算 子 或 简称 为 了 的 预 解 式 (re- 
solvent) (也 有 称 一 RC1; 7 ) 为 预 解 式 的 )， 如 果 
1€ (Т), Rl {alla — dol < ПЕ; Т) 
AT) A pCT) 是 开 集 , (CT) ЖЖ. T JE 
KF, 因而 o(T) @, (8 (Т) 是 空 集 的 情 
形 也 是 存在 的 (一 [线性 算 子 的 例 ] 例 2)， 对 于 
дує p(T)， 预 解 方程 (resolvent equation) 
CO ROST) = ВОТ) 
= G — URO T)RQa T) 

Hur. ROT) 在 p(T) 内 是 2 的 全 纯 函 数 . 
《关于 向 量 值 函数 的 解析 性 一 [向 量 值 函数 的 微 
R.) 当 Te BC) 时 , 谱 半 径 + 

r(T) = Ба || < [Т] (n — оо) 
存在 ,是 {21121 > r(T)}Co(T), 388 260 
(T), 满足 Ja] 一 (T). X eT) = (T), 
并 且 RQ;T’) = ROAST) RILE Hilbert 空 
间 的 情形 , 有 (T = p(T) (“表示 复数 的 
Jti), B. RG; T*) = ROS TF. 

【向 量 值 函数 的 微 积 分 】 在 域 2 的 每 个 点 
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* 处 有 定义 的 取 值 于 Banach 空间 关 的 函数 的 
微 积 分 ,在 算 子 理论 中 是 一 个 有 效 的 工具 .因为 
在 微分 积分 中 必然 包含 着 关内 的 极限 的 概念 ， 
所 以 就 有 用 关 的 什么 样 的 拓扑 的 问题 . 通常 既 
用 范 数 拓扑 , 也 用 弱 拓 扑 ', 而 当 关 是 由 算 子 形 
成 的 Banach 空间 时 ,也 用 强 算 子 拓扑 或 弱 算 子 
拓扑 。 对 于 一 种 拓扑 的 可 微 性 ,可 积 性 等 ,蕴涵 
对 于 较 弱 拓扑 的 同样 的 性 质 ， 相 反 的 陈述 有 时 
也 成 立 ,( 但 可 能 要 在 某 些 附加 条 件 之 下 .( 例 如 ， 
有 限 测度 空间 上 的 X 值 函 数 为 Bochner 可 积 +， 
当 且 仅 当 它 为 Tems<bann-Peuis 可 积 +, 且 殉 遍 分 
离 取 值 .) 当 然 ,拓扑 越 强 , 概 念 就 越 容易 使 用 . 

在 0 是 区 间 的 情形 ，x (о) 的 强 (98) 可 微 
性 ,可 用 范 数 拓扑 ( 弱 拓扑 ) 下 的 收敛 , 像 通常 那 
样 来 定义 ， 当 0 = [a,b], xG) 为 强 连续 

С) — хо) + 0€ — 2) 

fts +(e) 的 Riemann 积分 由 部 分 和 按 范 数 的 极 
限 来 定义 : 

[soa = im Dn — 0), 


微 积分 基本 定理 , 即 不 定 积分 的 强 可 微 性 定理 ， 
仍然 成 立 ， 在 算 子 理论 中 利用 积分 时 ， 多 数 情 
形 下 Riemann 积分 是 够 用 的 (一 算 子 半 群 和 发 
RGB). 作为 一 般 测度 空间 '9 上 的 x (O 的 
Lebesgue 积分 ， 相 当 于 弱 积 分 的 有 Гельфанд- 
Penis 积分 +， 相 当 于 强 积分 的 有 Bochner 积分 * 
《一 抽象 积分 )， 

设 0 是 复数 平面 上 的 一 个 域 , 是 复 Ba 
nach 空间 . 如 果 对 任意 的 fE 交 ,fx(?)) 在 0 
内 全 纯 ?+， 则 存在 2 上 的 取 值 于 X 中 的 函数 y, 
使 OGG + 8) — 86D 一 ?CO 一 0 (> 
0) RIZ (X= B(9,3) HWE, RE 0) 
而 写作 T(z)， 此 时 只 须 假设 g(TG)y)G € 9, 
g€ 3') 的 全 纯 性 即 可 )。 就 是 说 ,关于 全 纯 性 强 
与 弱 是 没有 区 别 的 。 对 于 这 样 的 rG), Cauchy 
积分 定理 * 


| о =0 
成 立 , 从 而 能 作 Laurent 展开 ?+ 
HOLD 


(a= 2.| 00-а) 
《积分 是 Riemann 积分 ), 这 样 就 能 和 复 函数 论 
平行 地 进行 讨论 .例如 ， 关 于 最 大 模 原理 以 及 
由 此 导出 的 定理 ， 相 类 似 的 定理 多 数 情 形 都 是 
成 立 的 (一 全 纯 函 数 ， 有 界 函数 )，( 关 于 本 节 ， 
[1] 的 第 3 章 ，[2] 的 第 3 章 有 详细 的 叙述 .) 

同样 可 定义 多 变量 的 全 纯 函 数 . 设 *(z) 是 
定义 在 复 (RE) 解析 流 形 ! 的 域 O 上 , 取 值 于 
Banach 空间 关中 的 函数 , 当 它 在 0 的 每 个 点 
的 一 个 邻 域内 能 够 展开 为 复 (或 实 ) 解 析 局 部 坐 
标的 强 收敛 的 寡 级 数 时 ， 就 称 为 2 上 取 值 于 X 
中 的 全 纯 函 数 或 ( 实 ) 解 析 函 数 ， 这 是 不 依赖 于 
所 用 的 局 部 坐标 的 概念 . 

当 f: 0 一 关 的 定义 域 0 是 复 Banach 空间 
和 的 开 集 时 ， 我 们 仍然 可 以 考虑 了 的 导数 ， 设 
对 每 个 *e 2 和 每 个 he 名, 极限 

Әх (43h) = s-lim(z(z + 84) — z(0))/8 
存在 ， 则 称 *(z) 在 2 内 是 Gâteaux 可 微 的 
(Gâteaux differentiable)， 且 称 8x (154) 为 > 在 
:处 的 Gateaux 微分 (Gâteaux differential), 
函数 sr(253 久 对 4 是 线 狂 的 ， 如 果 存 在 sx(?D)e 
B(9,3), teE O, 使 
lim. lG А) — G) — дао) АИША = o, 


则 称 x(t) 在 + 处 是 Fréchet 可 微 的 (Fréchet 
differentiable)、 且 称 8x(z) 为 x 在 :处 的 Frė- 
chet 导数 (Fréchet derivative). 于 是 x) 在 
2 内 Fréchet 可 微 , 当 且 仅 当 它 是 Gáteaux 可 微 
的 且 对 每 一 160, 8x (5 A) 在 (АПА = 1) 
上 有 界 ， 在 此 情形 下 3x(:;4) 可 以 写成 
8x(43h) = x(2)h, 

并 把 它 称 为 x 的 Fréchet 微分 (Fréchet diffe- 
tential), 24 Ж #19 23 Banach 空间 时 , 要 把 
Balt, h) 关于 为 线性 作为 定义 的 一 部 分 

【 算 子 演算 】 在 算 子 理论 中 , 算 子 演算 
(operational calculus) 一 般 是 指定 义 算 子 工 的 " 函 
数 "fK(T) 的 一 种 方法 ,使 之 能 在 复 值 函数 f 的 一 
个 集合 和 相应 的 算 子 九 T) 的 集合 之 间 建 立 某 种 
кан. HRT 和 + 的 范围 的 选择 方式 的 


不 同 ， 就 有 各 种 理论 .以 下 叙述 有 代表 性 的 两 
种 ，1) ЖТЖ Hiber 空间 关内 的 自 伴 算 子 ， 


ure 人 .iaEC2) 为 它 的 谱 分 解 :， 取 1C22 为 
R 上 的 复 值 Borel 可 测 函 数 时 , 若 对 于 满足 
[WE < 00 
的 rex, (Te 由 
(CDs у) = f rosis у) 


定义 时 (一 特征 值 问题 ), 则 (Т) 是 正规 算 子 ， 
且 下 列 诸 关系 成 立 : 

i) Caf + Bg)(T)Daf(T) + ВТ); 

3) Cig (TDK T)g(T)s 

ii) f(T)* = KC). 
特别 是 ， 例 如 当 AAR, i), iD 中 等 号 成 
її. 2) 取 关 为 复 Banach 空间 , 设 T € B (X), 
把 在 CT) 的 一 个 邻 域内 全 纯 的 函数 的 全 体 写 
fg HT). 对 于 FEST), H 


1 š 
1T) 7 d око ya 


定义 算 子 KT)e B®), хш C HE HARA T 
RK Jordan 弧 组 成 的 闭 曲线 ,包含 A(T) 在 其 
内 部 ， 且 C 及 其 内 部 完全 包含 在 了 为 全 纯 的 域 
之 内 ， 当 fog € S(T) B, ETIR i), ü) 中 ,等 
号 成 立 ， 代 替 iii), A iv)SCT) = S(T), B. 
ICT) Сту. 此 种 形式 的 积分 常常 称 为 
Dunford 积分 (Dunford integral), T € B(X)% 
自 伴 时 ,这 两 种 定义 是 一 致 的 。 在 1), 2) 两 种 
情形 下 ,说 映射 定理 (spectral mapping theorem) 
aC) = Ко(Т)) 都 成 立 . 

可 以 构造 其 他 种 类 的 算 子 演算 ， 例 如 了 为 
算 子 半 群 的 生成 算 于 的 情形 (一 算 于 半 群 和 发 
RAB). 

【 预 解 式 的 孤立 奇 点 】 设 工 为 上 的 闭 算 
子 , lo 为 СТ) 的 孤立 点 。 在 加 的 邻 域内 ， 取 
充分 小 的 图 C， 并 命 


E= if RQ3T) ak, 
2zi Je 


则 ROAST) 在 до BRAY Laurent 展开 是 
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RQ:T) = У) 4,0 — 0)", 
жер A, = (00 — T) 9? E(n < 0). 
下 是 属于 1 的 主子 空间 ! 上 的 射影 ,在 CE) 的 
SiC» < oo 的 情形 , je 成 为 ROAT) 的 极点 ， 
它 的 阶 数 不 超 过 v, H 加 是 的 一 个 特征 值 ， 
其 重 数 不 超 过 v. 

【对 称 算 子 的 扩张 】 对 Hilbert 空间 X 上 
的 闭 对 称 算 子 了 ， 在 应 用 上 常 有 必要 求 其 自 伴 
TK. 这 里 先 从 扩张 的 一 般 讨论 开始 ， 对 于 闭 
WHRAFT,T+il 是 一 对 一 的 ,其 值 域 %s 是 
HAFSA. h Re 到 R 的 算 子 

= (т шут + iD” 
是 等 距 的 ,而 且 (1 一 Vr)R+ 在 关内 是 稠密 的 . 
Vy 称 为 了 的 Cayley 变换 (Cayley transform), 
反之 ,如 果 V 是 由 关 的 闭 子 空间 9л 99—09 
空间 匈 上 的 等 距 算 子 ，(1 — V) m fE X A 
密 , 则 使 得 Vr 一 V 的 闭 对 称 算 子 了 能 由 
Dei V) — V? 

确定 . KH, VV, 的 对 应 是 一 对 一 的 ,了 C 
$ 和 VCV, 是 等 价 的 ， X T 是 自 伴 算 子 和 
Vr 是 关 的 西 算 子 是 等 价 的 。 当 把 士 ; 换 成 2， 
ACSA = 0) її, 这样 的 讨论 几乎 同样 成 立 ， 于 
空间 К, = (| T* x 一 tix} EM n, 称 
为 工 的 亏 指数 (deficiency index). 在 此 种 情 
形 , 设 о. (Т) ROSA П, 一 (sim 
0}， 则 下 列 结论 成 立 : 1) RAZ n+ > 0 0, 
有 [Co(T) 或 C p(T), 关于 n-, DL 也 有 
同样 结果 ; ü) T 具 有 自 伴 扩张 өл, 一 nsii) 
THA өл, = n- 一 0014Cp(T). ETH 
对 称 但 非 闭 的 情形 ， 可 以 把 上 面 的 讨论 用 于 了 
的 最 小 闭 扩张 T ,并 称 了 的 亏 指数 为 的 亏 指 
数 . 

T 具 有 自 伴 扩张 的 具体 条 件 是 : 1) 半 有 界 
RF, 即 当 存在 实数 Y， 使 (Tz，z) > rel? 
(reg(T)) 时 , 工 就 具有 满足 同样 不 等 式 (7 相 
同 ) 的 自 伴 扩张 。 2) 实 算 子 。 即 当 存在 关 到 关 
上 的 反 线性 映射 ), 满足 Jr, Ју) = O, z); 
P= i, JT = T] h, T 就 具有 自 伴 扩张 ( 参 
看 下 节 的 例 2). 
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【线性 算 子 的 例 】 1) 积分 算 子 . REE 
分 别 是 测度 空间 0,07 EAR RAI, kC s) 
为 2 x O 上 的 可 测 函数 .把 满足 下 列 条 件 的 
函数 xG) 的 全 体 记 为 OK): х(ғ) Е, H 


(KDW) = [AG Daal) 


作为 “的 函数 属于 Е 其 中 积分 假设 为 绝对 收 
SfE z e D(K) 对 应 到 Kz 的 映射 天 是 由 AK) 
BE 的 线性 算 子 .这 种 用 积分 定义 的 算 子 称 
为 积分 算 子 (integral operator). 定 义 这 种 算 子 的 
函数 ACs, s) 称 为 积分 核 integral kernel) 或 
简称 为 核 《kerncl)。 特别 是 当 E= L,(O), 
E =L,(Q') (1 < p < оо) 时 ,如果 存在 M， 
使 


fik laa < u, 


[kc otc) «M, 


HJ Emi LAF K J i. L,(O) 到 L, Co) 
的 有 界线 性 算 子 , 且 [К] < M 成 立 (此 外 一 紧 
算 子 [ 紧 算 子 的 例 ])。 

2) MORF. X= L(0,D, Ere C 
(0, 1) Æ =0. 1 的 邻 域内 取 值 为 0 的 * 的 全 
体 记 为 DCT), NIE z€ C(O, 1), x' Co) 绝对 
ЖЕН a" eX 的 хєх 的 全 体 记 为 9 (T). 
BHM To Ti»: 

(Tix)@) = 00), i= 0,1, 
xeg(Ti), 则 T; 一 Ti， 所 以 Te 是 对 称 算 子 . 
此 外 ,To 关于 对 合 * 一 * 为 实 算 子 。 因 为 

(T —u)z=0 
有 两 个 属于 的 独立 解 , 所 以 fT) = D, T. 
的 亏 指数 n, 都 是 2。 7s 的 自 伴 扩张 ， 可 以 由 
“边界 条 件 ” 限 制 下 的 定义 域 而 得 到 〈 一 微分 算 
ED 
3) Fourier 变换 '. 对 于 se LR) O < 
e<2), 


(Ux) (O lim (22) ^ d os exp (— ii) (sae 


在 L,QR) (à b q! m 1) 的 范 数 意义 下 收 
KARE MMB Ue B (L, L.). p= q= 
2 时 , U% L, HARF (151, 181). 


4) 奇异 积分 算 子 (singular integral opera- 
tor). fr kG) HER’ 上 定义 的 0 次 齐 次 有 界 
可 测 函数 ， 且 在 单位 球面 上 积分 等 于 零 ， 对 于 
x€ L,(R-) (1 < p < оо), 

(T2) (O = lim Ко) «ya, 


ero ie |z — s|" 


在 L, (R-) (О ЖСК Ж, KEL HRT 
Te B(L,). 这 种 算 子 称 为 Calderón-Zygmund 
奇异 积分 算 子 , 它 构 成 称 为 伪 微分 算 子 ?的 更 一 
般 的 一 类 算 子 的 子 类 。 Hilbert 变换 /是 它 的 特 
殊 情形 。 它们 为 研究 椭圆 型 偏 微分 方程 解 的 唯 
一 开拓 定理 ' 提供 了 有 力 的 手段 [10, 111C 
圆 型 偏 微分 方程 [ 解 的 唯一 开拓 定理 ]). 
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空间 ' X 到 Banach 空间 Y 的 线性 算 子 *T OR 
QW (compact) 或 完全 连续 的 ( 英 completely conti- 
nuous Ж vollstetig) 是 指 , 工 把 X 的 任意 有 界 集 
映射 为 Y 的 相对 紧 ' 集 , 换言之， 任意 的 有 界 点 
Al {xa} 的 象 {Tx,} 含有 强 收 敛 ' 的 子 序列 . 
紧 算 子 是 有 界 的 ， 从 而 也 是 连续 的 ， 且 把 弱 收 
敛 ! 点 列 映射 为 强 收敛 点 列 . 如 果 X 是 自 反 的 +， 
则 这 条 件 也 是 充分 的 ， 即 可 以 用 此 性 质 定义 紧 
算 子 . 

【 紧 算 子 的 例 】 1) 退化 算 子 (degenerate 
operator), 当 一 算 子 的 值 域 ，RC(T) WAR 
时 ， 就 称 此 算 子 为 退化 算 子 ， 这 样 的 算 子 是 紧 
W. x 一 Y 时 ， 恒 等 算 子 ?7 当 且 仅 当 此 空间 
为 有 限 维 时 是 紧 的 .2》 连续 核 积 分 算 子 . 设 E, 
为 Euclid 空 间 的 有 界 闭 域 ,， 一 (1,7) 为 F X 
5 上 的 连续 函数 GEF, € E)， 以 为 核 ' 的 
积分 算 子 (integral operator)， 即 由 


(THO = Cx), re 


定义 的 T, JE Banach 空间 C (E) 到 Banach 
空间 C (F) 的 紧 算 子 。 3) Hilbert-Schmidt 
型 积分 算 子 。 在 前 例 中 , 设 E,F 是 Lebesgue 可 
测 集 , RE LCF x 已 )， 则 积分 算 子 工 是 Hilbert 
空间 L,CE) 到 Hilber 空间 L,(F) 的 紧 算 
F. 4) ROR Euclid 空间 的 有 界 域 , 是 自 
然 数 ,由 HCO) 到 н'-\(0) (一 函数 空间 ) 的 
自然 单 射 是 紧 算 子 。 vo 

【 紧 算 子 的 性 质 】 紧 算 子 的 线性 组 合 仍 是 
紧 算 子 ，( 在 一 致 算 子 拓扑 下 ) 收敛 的 紧 算 子 
序列 的 极限 仍然 是 紧 算 子 。 即 ， 如 果 分 别 用 
B(x,Y) 和 BAX, Y) 表示 由 X 到 Y 的 有 界 
算 子 的 全 体 和 紧 算 子 的 全 体 , 则 ВО(Х,у) 是 
以 算 子 的 范 数 为 范 数 的 Banach 空间 BCX, Y) 
的 闭 子 空间 。 紧 算 子 和 有 界 算 子 的 积 是 紧 的 ， 
80, 4€ Bo(X,Y), Be B(Y,Z), Ce B(Z, 
X) 蕴涵 ває BO(X,Z), AC € B° (Z, Y). 
юй, BAX) 一 BO(X,X) 形成 

B(X) = B(X,X) 

的 一 个 闭 双 边 理想 '， 算 子 Te B(X, Y) BR 
的 当 且 仅 当 它 的 对 偶 算 子 ! T'e B(Y', 2') 是 
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ЖЮ. 紧 算 子 的 值 域 总 是 可 分 ?的 . RX. 
Hilbert 空间 , 则 对 任 一 TE B?(X, Y), {РЕ 
X 内 的 正规 正 交 集 ' Lo.) 和 Y 内 的 正规 正 交 集 
{bo} 以 及 满足 lime, = 0 的 非 负数 列 {ew}, 
使 得 
Tu= D) cal tra) bss «ЄХ. 


Ж, Hilbert 空间 X，Y 之 间 的 紧 算 子 可 以 用 
BMF APR, 当 Y 或 X 的 对 偶 X 是 
SABE Banach 空间 时 ,这 个 陈述 仍然 成 立 。 
但 是 ,存在 这 样 的 Banach 空间 X,Y, 对 于 它们 
上 述 论 断 不 再 成 立 [14，15]. 

【Riesz-Schauder 定理 】 考虑 对 于 紧 算 子 
T € BO(X) 的 线性 方程 
a) u— Tu — f, f€ Xx. 
4 AM mulum Tu}, A = {plp = T'o} 
X' 为 X 的 对 偶 空间 '，7 为 工 的 对 偶 算 子 , 则 下 
A D, xdg BUE MARY DM, M 
都 只 由 0 组 成 , 对 于 任意 的 LEX, ge X', (1) 
和 (1) 的 对 侦 方程 9 Т'ф = z 分 别 存在 唯 
一 的 解 * € X, pc X, ü) M, o 都 是 mm 
维 的 (1 < m < co)， 为 使 (1) 式 有 解 的 充分 
必要 条 件 是 1 与 -HN' 正 交 , 且 Pp 一 7'p 一 g 有 
解 的 充分 必要 条 件 是 & 与 -A 正 交 ， 以 上 事实 
称 为 Riesz-Schauder 定理 、 特 别 当 了 是 积分 
算 子 时 ， 这 一 定理 就 是 关于 积分 方程 (1) 的 
Fredholm 择 一 定理 (Fredholm’s alternative 
theorem). 

【 紧 算 子 的 谱 】 由 上 述 定理 ， 关 于 紧 算 子 
Te BO(X) 的 谱 ， 可 以 导出 下 列 事实 (一 特征 
值 问题 ). 了 的 非 零 的 谱 只 限于 是 特征 值 '. 5 x 
为 无 穷 维 时 , 0 是 属于 了 的 谱 o CT) 的 ,但 它 不 
一 定 是 了 的 特征 什 。 特 征 值 的 全 体 o,(T 了 ) 是 可 
列 集 ， 且 没有 0 以 外 的 极限 点 、 设 а 是 非 零 特 
征 值 , 则 特征 空间 * 

AMAT) = bond) Tu = du} 
是 有 限 维 的 ， 也 就 是 说 ,0 以 外 的 特征 值 的 ( 代 
数 ) 重 数 ' mi = dim. €, BARN. 当 4 是 了 
的 非 零 特征 值 时 , HREM зи T 
的 特征 值 ,并 且 具 有 相同 的 重 数 . 
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【 紧 算 子 的 谱 表示 】 在 Hilberr 空间 已 内 。 
对 于 正规 * 紧 算 子 了 ,可 以 作出 只 由 特征 元 组 成 
的 完备 正规 正 交 系 '。 生成 非 零 特征 值 ¿G= 
1,2,…) 的 特征 空间 -Ai 的 正视 正 交 系 {ФУ} 
由 m; = dm; 个 元 组 成 ， 把 这 些 元 收集 在 
一 起 ,重新 加 以 编号 ,得 到 {qp。}?-:。 若 0 为 特征 
值 , 则 在 {e。} 内 添加 与 0 相对 应 的 特征 空间 内 
的 一 个 完备 正规 正 交 系 .这 样 , 我 们 就 得 到 五 的 
一 个 完备 正规 正 交 系 。 如 果 把 对 应 于 o, 的 特 
征 值 写作 as, 则 数列 Gs bear 不 过 是 把 了 的 非 
零 特征 值 将 重 数 考虑 在 内 进行 了 编号 。 如果 用 
Фа» Hes 工 的 谱 表 示 可 写 出 如 下 : 

Tu — У) np. )gus w€ H. 


= 

【 紧 算 子 的 分 类 】 对 于 Hilbert 空间 的 紧 
算 子 的 分 类 ， 我 们 仅 叙述 基本 的 事实 为 简单 
起 见 , 设 空间 五 是 可 分 的 ， 设 Te BO(H), dr 
T* 为 工 的 伴随 算 子 ，4 — (T*T)^, а 为 
自 华 的 紧 算 子 。 又 4 是正 ( 非 负 ) 定 的 ， 设 其 特 
ПЕЕЛ «>a, > …， 而 且 按 其 
重 数 重复 予以 编号 ， 有 时 称 中 = aT) HT 
的 特性 数 ， 今 取 为 正 的 参数 ,满足 

ITI, = Coan”? < +00 

的 T€ BOCH) 的 全 体 , 用 B,(H) 来 表示 ,或 
简单 地 写作 B, 最 重要 的 是 一 1, 2 的 情 
Ж. В, 和 B, 分 别称 为 迹 族 《〈trace class) 和 Hil- 
bert-Schmidt 类 (Hilbert-Schmidt class), 又 
[IT ||, 称 为 工 的 迹 范 数 〈rrace norm), ITI 称 为 
т Hilbert-Schmidt yö $% (Hilbert-Schmidt 
norm), 也 常 称 B, 为 核 族 (nuclear class), 
T€ B, 为 核 型 算 子 ' (nuclear. operator). 

жтєВ,, WT*EB, 当 1< «o 
时 , В, 以 ITI, 为 范 数 形成 Banach 258], #Е 
Banach 空间 B, 内 ,退化 算 子 的 全 体 是 稠密 的 . 
另 一 方面 , B, 是 Banach 代数 B 内 的 双边 理想 
KEREN T EB, R € BRT I,< RI ITI, 
和 ITRI, < IRITI, 成 立 。 

# р<а Й B,CB, KHL, ITH, 
是 关于 ”的 递减 函数 。 当 参数 p. 4, 满足 

1/p + 1/4 = Vr 


at, TEB, S€ B, WM Т5Є В, W T € B, 
时 ， 设 对 的 特征 值 依 重 数 重复 进行 编号 得 到 
Guy. WA 


D lal’ < IT. 
= 


此 时 ,作为 重 数 取 其 代数 重 数 "也 是 可 以 的 . 
如 果 Te B, ЭВ) T 属于 Hilbert-Schmidt 
类 , 则 对 任意 的 完备 正规 正 交 系 (uha 


ITR = D IT 
[zd 


成 立 。 实际 上 可 以 定义 B, 为 使 上 式 右 端 为 有 
限 的 有 界 算 子 的 全 体 ， 又 В, 在 对 应 范 数 Th 
的 内 积 下 形成 Hilbert 空间 ,使 用 上 述 的 Gnd» 
HARG) 可 写 为 


(T,sy= D CS. 
м тєв, MAT RT DM, тй 
(trace) 由 


THT) = У) (Tupu) 


来 定义 , 右 端 绝 对 收敛 ,并 且 不 依赖 于 完备 正规 
正 交集 (a). 迹 是 B, 上 的 有 界线 性 泛 函 , 又 
HT € B, 时 ,能 够 定义 算 子 工 + 工 的 行列 式 .两 
个 Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 的 积 属于 迹 族 , 
其 逆 亦 成 立 ， 

【 非 线性 紧 算 子 】 由 Banach 空间 X fJ PR 
DD 到 Banach 空间 Y 内 的 非 线 性 算 子 F 为 紧 的 或 
全 连续 的 ,是 指 F 在 D 上 连续 ,并 把 D 内 的 有 界 
集 映射 为 相对 紧 集 。 对 这 样 的 F, 不 动 点 定理 ? 
成 立 ， 它 广泛 地 用 于 微分 方程 解 的 存在 证 明 等 
问题 上 。 
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微分 算 子 (Ж differential operator 法 opéra 
4k Differential operator АА диф- 
ференциальный оператор 8 微分 作用 素 ]【 定 
X) 设 4 为 由 某 一 函数 空间 下, 到 函数 空间 F, 
的 映射 ( 算 子 )，1 一 Aulu e Fi ЄР), In 
# f 在 每 个 点 = 处 的 值 PG) 由 原 象 * 和 有 限 
个 * 的 导数 在 x 点 处 的 值 所 决定 ， 则 称 4 为 微 
SRF, MR u 和 f 是 广义 函数 ', 则 微分 算 子 
的 定义 也 适用 于 广义 函数 意义 下 的 导数 《一 广 
义 函数 )。 本 条 只 限于 讨论 线性 微分 算 子 ,而 且 
只 考虑 下 列 形式 的 算 子 : 

a) P(z, D) = У) а.е). 


= 


teur différentiel 


右边 的 “表示 非 负 整数 组 (0505772), Ж 
为 多 重 指数 (multi-index), lal 3 o WE 
《length) Ja] =a 十 四 十 … + aç, 而 D° # 
示 微 分 算 子 D° 一 Овор ру, Em 
D, = (—:)8/8z;, 

有 时 也 略 去 系数 (一 门 。 这 里 系数 a。(*) HE 
义 在 #* 维 空间 某 一 开 集 0 上 的 函数 。 当 0 的 维 
数 即 独立 变量 的 个 数 = 21, Р(х, D) 称 为 
BRS WF (ordinary differential operator), i 
4 n > 2 BÍ PRS MF (partial differential 
operator), ЖЛ ЖЖЖ RTH VER @ 
然 不 同 之 处 。 

Щщ g = (1, ә, +E) R° 或 Ce 时 , 令 

eG. = У) аба) P = Eire Ese 


‘alam 


BART £e 


使 a, (2) 0 的 最 大 整数 lal, 称 为 P(x, D) 
的 阶 数 (order). ERRA (1) 中 设 m 等 于 阶 
数 , 这 时 


Р(х, D) = У) a (ж) D^ 


iue 
称 为 P(z,D) HEB (principal part)， 与 之 对 
应 的 5 的 多 项 式 P. (z, E). MARES TR 
(characteristic polynomial). 

常 系数 微分 算 子 PD) HE DWF 
(elliptic operator)， 如 果 P (D) 的 特征 多 项 式 
Pu(s) 除 二 0 以 外 没有 实 零 点 ;如 果 

PCE + m) = 0 
E |ë + in| — ° 蕴涵 131 — оо, H) P (D) 
称 为 准 椭 贺 型 算 子 (hypoclliptic operator). Ж 
贺 型 算 子 是 准 椭 贺 型 算 子 .例如 ，Laplace 算 子 
A= —(Di + +++ + 02), Cauchy-Riemann Ж 
$ 


8/02 = + (Ә/Әх + i8/8y), 


和 常 微分 算 子 等 ， 都 是 椭 贺 型 算 子 。 热 算 子 
iD.ack A ПЕНИЯ, BRERA WN 
+. 关于 其 他 类 型 的 算 子 ， 可 参看 有 关 的 条 目 
(例如 ， 关 于 双 曲 算 子 一 双 曲 型 偏 微分 方程 ). 

变 系数 的 微分 算 子 PD) ВШ 
《elliptic operator)， 是 指 对 任意 的 z€ 0, Р(х, 
D) 的 特征 多 项 式 Pals) BRE 一 0 以 外 没有 
实 零点 . 

微分 算 子 Р(х, D) 结合 着 线性 微分 方程 
о) P(x,D)u(s) = 162), z€ Q 
的 研究 很 早 就 开始 了 ,但 除了 常 微分 算 子 之 外 ， 
对 这 样 的 算 子 的 一 般 性 质 的 研究 是 最 近 才 进行 
RJ. 

以 下 把 常数 系数 微分 算 子 写作 P (D), 一 
ЮЖ, Р(х, D) 表示 以 C 类 函数 为 系数 的 线 
性 微分 算 子 。 而 在 C" 类 函数 为 系数 的 情形 成 
立 的 结果 ,多 数 在 系数 充分 可 微 的 情形 也 成 立 . 
以 下 用 到 的 函数 空间 2 (0). 2' (9). (0), 
4'(9), C(Q), C"(2)，C?(Q0),， L,CO) 的 性 
质 ,一 函数 空间 . 


【基本 解 】 如 果 以 200) 为 定义 域 的 微 
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BAF Р(х, D) 的 左 逆 算 子 P 存 在 , 且 它 可 以 
表示 为 具有 广义 函数 核 (在 DL, 内; 一 广义 
函数 [流动 形 的 例 ]) 的 积分 算 子 *， 则 称 这 个 核 * 
Ж Р(х, D) 的 基本 解 〈fundamcntal solution or 
elementary solution), ЕЗ Р P(x,D) 的 弱 扩 张 
《以 后 叙述 ) 通常 也 形成 右 逆 算 子 且 把 @ (0) 
映射 到 200) р. 它 的 象 由 P(x,D) RRE 
来 的 函数 。 但 它 不 是 真 右 逆 算 子 ， 因 此 即使 基 
本 解 存在 也 不 是 唯一 的 . 

在 常 系数 微分 算 子 PCD) 的 情形 , 满足 方 

程 
G) P(D)E(z) = 8x) 
的 广义 函数 E(x) 称 为 基本 解 . 这 里 5(*) 是 
Dirac 广义 函数 《3 函数 ?)。 当 EG) 是 这 种 
意义 下 的 基本 解 时 ,F(x, у) = E (x 一 y) 是 上 
述 意义 下 的 基本 解 . 

每 个 常 系数 微分 算 子 PO) 都 存在 (3) Ж 
义 下 的 基本 解 E (х) (Ehrenpreis-Malgrange 
定理 ) (证 明 参 看 L. Harmander [4]). 

一 般 的 变 系数 微分 算 子 POS D) 不 一 定 具 
有 基本 解 ， 但 当 Р(х, D) 为 下 列 古典 算 子 型 ， 
即 椭 贺 型 算 子 ， 强 双 曲 型 算 子 或 抛物 型 算 子 之 
一 时 ， 它 至 少 存在 局 部 的 基本 解 。 关 于 椭 贺 型 
算 子 参看 F，John [8]， 关 于 强 双 曲 型 算 子 参 
Ж J. Leray [13] ， 又 关于 抛物 型 算 子 参看 沟 烟 
Ж [14] 和 C. Д. Эйдельман [9], Leray 把 
John 的 方法 推广 到 强 双 曲 型 算 子 的 情形 , 进行 
了 大 量 的 研究 ([15]). 

【微分 算 子 的 值 域 〗 根据 Ehrenpreis-Mal- 
grange 定理 ,对 于 常 系数 微分 算 子 P (D), EE 
意 的 开 集 2 上 ，P(D)G7 (9) > 2 (0) 成 立 . 
然而 ,存在 变 系数 微分 算 子 P(x, D) ,使 得 不 论 
如 何 选择 О, HAT Р(х, D)D' (ODP). н. 
Lewy 首先 给 出 这 样 的 一 个 例子 : 

P(x, D) = —iD, + D, — 2(x + ix)D3. 
这 是 一 个 有 名 的 例子 . 
设 C;.-(z,D) 为 换 位 子 
P(x ,D) P(z,D) — P(x,D) P(z,D) 
的 2m 一 1 阶 的 齐 次 部 分 。 此 时 为 使 
P(x, DID (Q)ID(Q) 


成 立 ,必须 
Р„(х,Е) = 0>CayiCz E) = 0 

对 一 切 z€ O, £c R° 成 立 (Hórmander Ж 
38) (141). 对 不 满足 这 个 条 件 的 殖 分 算 子 , 例 
如 对 于 Lewy 微分 算 子 P(x,D) 来 说 , 如 果 取 
Ка) € Ф(0) 但 fG) KRF Р(х,0)2'(0), 
则 微分 方程 式 (2) 不 具有 任何 种 类 的 广义 函数 
W. P. Schapira 把 这 个 结果 推广 到 了 超 函 数 " 
的 情形 . 

关于 常 系数 的 微分 算 子 PCD) 的 值 域 , 由 
L. Ehrenpreis, B. Malgrange ([16]), Hérmander 
CD 得 到 下 述 的 详细 结果 . 

所 谓 开 集 2 对 于 微分 算 子 PO) ЖР 
的 《P-convex)， 是 指 对 一 切 紧 集 КСО, 存在 
KIR КСО, (ET pE C; (9) 和 supp P ( —D) 
ФСК 蕴涵 supppCK'。 ПЧ РИЧ. 所 
有 开 集 均 为 P 凸 的 充分 必要 条 件 是 P (D) 为 
MADRAS. 定理 : 下 列 各 条 件 是 相互 等 价 
的 : i) OX PALM; ü) (D)'(0)54 (2); 
ii) P(D) E (0) = Ф (0). Ж ii), 对 于 
P(D)u = 0 的 解 的 Mittag-Leffler 定理 ', 对 于 
P(D)u 一 0 的 解 的 Cousin 第 一 问题 + 的 可 解 
性 ,这 三 者 是 相互 等 价 的 《Ehrenpreis [17]), 

ЖЖ Ой 已 凸 的 (strongly P-convex), 是 
指 对 任 一 紧 集 KCO. 存在 紧 集 K'CO, (i 

иЄ &'(0). supp? ( CD)uCK-»suppaCK's 
ae &(Q), sing supp ( —D)uCK 
sing supp nC K's 
这 里 4 的 奇 性 支 集 〈singular support) sing supp 
a 是 使 广义 函数 « 不 能 成 为 C” 类 函数 的 点 
的 全 体 所 成 的 集 的 闭 包 。 u de gk P 
的 ， 强 P 凸 集 是 P 凸 的 ， 定 理 : 0 为 强 P 凸 的 
和 
P(D)@”(0) = @”(0) 

是 等 价 的 。 另 一 方面 ，R. Harvey 证 明了 每 个 
域 2 是 在 佐 萨 干 夫 超 函 数 意义 下 P 凸 的 ， 即 对 
2 上 的 任 一 超 函数 4, DE POW =} #0 1. 
恒 有 超 函 数 解 . 

【内 部 正则 性 】 微分 算 子 的 内 部 正则 性 
Cinterior regularity) 叙述 如 下 。 о RF 


把 Ct 类 (k > m) PBB BAH Chom 类 函数 
f, 但 其 逆 命 题 只 限于 常 微分 算 子 才能 成 立 。 例 
如 P = DD. FRE Pu = 0 的 解 * 可 能 
没有 任何 正则 性 、 但 对 微分 算 子 加 了 限制 时 ， 
在 弱 的 意义 下 其 逆 成 立 。 

关于 常 系数 微分 算 子 ,下 列 结果 成 立 : 1) 

P(D)u = 0 
的 解 全 为 实 解析 的 充分 必要 条 件 是 P(D) 2698 
GRIF (Петровский 定理 )([18])，2) 
P(D)u = 0 

的 解 全 是 C” 类 函数 的 充分 必要 条 件 是 PO) 
BAF (Hórmander 定理 ) ([19]). 
在 以 上 定理 中 ， 只 须 解 * 作为 广义 函数 满足 方 
程 即 可 。 如 果 RD) 是 椭圆 型 的 , 则 PCD)u—-0 
的 趣 函 数 解 也 是 实 解析 的 CR. Harvey, С. Ben- 
gel, МА = ЙБ), Laplace 方程 Au = 0 的 
广义 函数 解 是 С” 类 函数 ， 这 是 熟知 的 Weyl 
引 理 (Weyl's lemma), 

当 变 系数 微分 算 子 P(x, D) 为 m 阶 椭 贺 
型 算 子 时 ,如 果 f 在 一 个 开 集 上 在 L,GQ < p< 
со) 意义 下 为 K(0 < 六 万 o) 次 局 部 可 微 , 则 
P (x, D)u 一 /的 广义 函数 解 x 在 此 开 集 上 在 
L, 意义 下 为 m 十 此 次 局 部 可 微 (K. O. Frie- 
drichs, P. D. Lax), 这 里 所 说 f fE L, 意义 下 
RABE, ЖЛЕ XER 
导数 (一 广义 函数 ) Df (0 < la| <) 在 2 上 
可 测 ， 且 对 任意 的 点 *e2,， 存 在 = 的 邻 域 
Q, (CO), 使 得 D' e L, (0.) 成 立 。 如 果 
P(x,D) 的 系数 是 实 解析 的 , 则 在 f 为 实 解析 的 
开 集 上 ，* 也 是 实 解析 的 《H. Г. Петровский, 
C. B. Morrey-L. Nirenberg, P. Schapira, Ф 
夫 ) 更 精确 地 说 ,广义 函数 * 在 开 集 0 上 为 实 解 
析 的 充分 必要 条 件 是 .对 0 中 任 一 紧 集 K， {р 
在 常数 C, 使 得 Ptullx < Ct (mk): RI. 
这 里 | ile RK 上 的 L, HR ОА АБ, 
小 竹 武 -M。S，Narasimhan )， 

关于 准 椭圆 型 算 子 不 能 做 这 样 简单 的 推 
广 ， 即 使 对 每 个 固定 的 x, P(x,D) 是 准 椭 贺 型 
AT. Р(х, D)“ = 0 的 解 也 不 一 定 是 С” 类 函 
数 ， 对 于 常 系数 微分 算 子 PD), Ф 


HART £n 
BEY = > POE!) 
EI 
其 中 Ре (Б) = OP (E)/OEM-- BE, 对 于 
两 个 常 系数 微分 算 子 РС), ОЮ), $4 
DEPE) < С < оо, EER? 
成 立时 , 称 OCD) Lb PLD) 88 (weak), PCD) 
He O(D) 3 (strong), 当 Q(D) Њ P(D) SH 
同时 又 比 P(D) 强 时 ， 称 PCD) 和 0(D) 为 
同等 强度 (equally strong). 

EE Р(х, D) 中 任意 固定 * 时 , 它 总 是 与 
某 个 和 = 无 关 的 常 系数 准 往 圆 型 算 子 具有 同等 
强度 , 则 可 以 证 明 ，P(x,D)w = } 的 解 * 满 足 : 
如 果 f 在 一 个 开 集 上 为 C" 类 , 则 * 在 此 开 集 上 
也 是 С” 3505 (Malgrange, Hórmander, iff /fl- if 
田 雄 策 )， 此 外 ,为 使 广义 函数 “是 С" 类 的 充 
分 必要 条 件 是 ， 对 任意 的 《，PC*，D)tw EE 
数 . 

以 上 定理 有 两 种 证 明 方法 ， 一 种 是 由 基本 
解 导出 ; 另 一 种 是 用 如 下 的 称 为 Schauder f& 
it (Schauder estimate) 或 先 验 估计 (a priori 
estimate) 的 不 等 式 : 

lvl (Q5) < СЇРЇ „ж 

+ A + а-“Уйнй o), 
此 处 0, 是 由 开 集 O 中 到 边界 的 距离 大 于 о 的 
点 所 组 成 的 子 集 。， 当 P 为 椭圆 型 算 子 时 ， 可 以 
Ш c = m. 

[Banach 空间 中 的 微分 算 子 】 今后 把 定义 
在 域 O 上 的 微分 算 子 Р(х, р) 当 作 2 上 的 函 
数 空间 C(O) 或 L,(O) 中 的 算 于 来 考察 ， 阶 
数 m > 1 的 微分 算 子 在 这 些 Banach 空间 X 上 
总 是 无 界 算 子 。 通 常 作为 X 中 的 算 子 的 定义 域 
也 不 能 只 由 微分 算 子 P(x*，D)》 的 形式 唯一 地 
RE. 

Р(х, D) 是 把 CSCO) 映射 到 X 内 的 线性 
算 子 。 这 个 算 子 可 以 进行 闭 扩张 。 其 最 小 闭 扩 
张 Po RRA PCr, D) fE X 内 的 极 小 算 子 《minimal 
operator), 为 使 we D(Po),Pou 一 了 成 立 的 充 
分 必要 条 体 是 : 存在 序列 p ECI, ИФФ, 
u, P(x,D)g,— f. 又 把 在 广义 函数 意义 下 使 
P(x,D)ue X 的 ue X 的 全 体 作 为 定义 域 的 闭 
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线性 算 子 Pi MOS Р(х, D) 的 极 大 算 子 (mo 
ximal operator) BEBE 3É (weak extension), 29 
使 «€ 9(P), Ри=} 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 于 任意 的 ecco), 

(w 'P(z, D)o) = (Ф) 
RU. RE ‘P(x,D) 是 P(x,D) ШИТ 
(transposed operator); 
:P(x, D)p(s) = > C—7DYG.G)oG)). 
用 分 部 积分 可 以 证 明 , P, 是 Po 的 扩张 ， 同 时 当 
X 为 另 一 空间 Y HIVES, # x ABT 
3k P, E Y AAD ‘P(x, D) RNR FASE 
TY. & X—L,(0)1 <р< o), 0 为 有 界 
且 其 边界 为 光滑 , 又 POD) 的 系数 为 常数 的 情 
形 , P, 与 以 使 得 PLD)weX 的 全 体 uec) 
NX 作为 定义 域 的 算 子 P (D) 的 最 小 闭 扩 张 
是 一 致 的 。 后 面 这 个 闭 扩 张 称 为 P (D) 的 强 
扩张 (strong extension), 至 于 变 系数 的 情形 ， 
弱 扩 张 和 强 扩张 的 区 分 还 未 搞 清 楚 .。 

在 8 为 全 空间 ，P(x, D) 是 系数 为 常数 或 
接近 于 常数 的 椭圆 型 算 子 ，X 一 L, (0) 0< 
p<) 的 情形 ， HIP, 是 一 致 的 《J]. Peetre 
[20]， 池 部 昂 生 -加 茧 人 敏夫 [21])、 但 是 一 般 说 
PAP, 当 Р(х, D) 是 以 有 界 函 数 为 系数 的 
TEC CE. la G0] 207 0 ЖА OMAR 
KE (a, 5) 时 , P, 的 定义 域 与 满足 下 列 条 件 的 
函数 «的 全 体 所 成 的 集 是 一 致 的 ;，* 为 m 一 1 
次 连续 可 微 , 它 的 第 m — 1 阶 导数 绝对 连续 , 且 
P(x,D)we X。Po 的 定义 域 ,与 除 满足 上 述 条 件 
外 且 满 足下 面 边界 条 件 的 函数 * 的 全体 所 成 的 


集 是 一 致 的 : 
ula) — ua) 一 … — ша) = us) 
= (6) = "Nb)=0 


C4 X = C(a,b) 时 ,还 要 加 一 条 件 
"(ау = (b) = 0), 
їй GC Po), GCP CX x X) 分 别 是 Pos Р, 
的 图 象 ', 商 空间 B= G (P.)/G (Po) 称 为 边界 
值 空间 (boundary space), B MIRE B 
的 元 , 即 在 С(Р) 上 取 值 为 零 的 С(Р) 上 的 
连续 线性 泛 函 ， 称 为 关于 PG, D) 的 边界 值 


(boundary value). 在 上 面 讨论 的 常 微分 算 子 
的 情形 ,边界 值 空间 是 由 a 中 (a) 和 uR 
性 组 合 的 全 体 构成 的 。 WR Р(х, D) ЮК 
分 算 于 ,即使 在 区 间 (а,6) 为 无 限 的 情形 ， 系 
数 а (к) 为 无 界 的 情形 ,或 是 am(x) 一 0(z 一 
a,b) 的 情形 ， 总 能 具体 地 定 出 边界 值 的 形式 ， 
且 可 证 明 多 是 有 限 维 的 . 当 P(x,D) RAM 
ARTH, —R B EEREN, SRB’ 
的 元 的 具体 形式 还 不 知道 ,但 对 于 二 阶 椭圆 型 
算 子 的 边界 值 ,请 参看 M. H. Вишик [22]. 把 
GS J.-L. Lions-E. Magenes [23] 的 结果 结合 
起 来 ， 可 以 得 到 关于 高 阶 椭 贺 型 算 子 的 某 些 答 
R. 

【具有 边界 条 件 的 微分 算 子 】 处 于 极 小 算 
+ P。 和 极 大 算 子 Р, 之 间 的 闭 算 子 ,可 以 通过 指 
定 边界 值 空间 48 的 闭 子 空间 B 而 决定 。 此 种 
算 子 称 为 使 P(x, D) 具有 边界 条 件 B 的 算 子 
(operator with the boundary condition B). 特别 
重要 的 是 边界 条 件 具有 形式 
(4) Q(x,D)u(x) = 0, x€ д0, 11, esky 
的 情形 ,其 中 ,微分 算 子 OD) Gls, 
k) 定义 在 0 的 边界 02 上. 

在 有 限 区 间 上 定义 的 常 微分 算 子 的 情形 ， 
如 果 9, 的 阶 数 最 高 为 mw 一 1( 或 m), 则 (4) 式 
总 有 明确 的 意义 。 但 在 偏 微分 算 子 的 情形 ， 进 
一 步 对 (4) 式 作 适 当 的 解释 是 必要 的 , 仅 由 (4) 
式 不 一 定 唯一 地 确定 B 的 于 空间 B. 

以 {ue С” (DNXIQ, (z, 0) и (z) = 0, 
x600, Р(х, D)u€ X) 为 定义 域 的 Р(х, D) 
的 最 小 闭 扩张 已 ， 称 为 满足 边界 条 件 (4) 的 微 
分 算 子 PCz,D) 的 强 扩张 . 

另 一 方面 , 当 9, PHO, 满足 适当 条 件 时 
能 够 定义 具有 转 置 边界 算 子 

R(z,D) б=1, 41) 
的 转 置 微分 算 子 PD). 就 是 说 ,在 边界 上 
存在 微分 算 于 Ri (z, D)， 使 得 ve CD) W 
足 (4) 和 Pao) 一 /的 充分 必要 条 件 是 


OMM 
对 满足 边界 条 件 К = 0, <€ 00 的 所 有 vE 


C"(O) Yr. ERTS TBE (5) 的 函数 对 «GO, 
f(x) € X, H Puu (ж) = f(x) 所 定义 的 闭 算 子 
Ps, 称 为 满足 边界 条 件 CA) 的 微分 算 子 P(x,D) 
的 能 扩张 。 和 没有 边界 条 件 的 情形 相同 ， 弱 扩 
张 是 强 扩张 的 扩张 ,一 般 地 说 , 它 是 具有 转 置 边 
界 条 件 的 转 置 微分 算 子 在 共 轿 空间 X 内 的 强 
TROT. 

到 边界 的 正则 性 (regularity up to the bound- 
ary)， 具 有 齐 次 边界 条 件 (4) 的 微分 算 子 Pls 
D) 的 基本 问题 , 力 是 对 于 强 弱 两 种 扩张 ， 决 定 
齐 次 方程 Pu = 0 的 解 空间 及 值 域 , 这 些 问题 多 
数 归结 为 确定 何 时 强 弱 扩 张 一 致 的 问题 。 或 是 
包含 这 问题 在 内 , 归结 为 方程 Pou = f 的 解 * 
在 含有 边界 的 闭 域 O 上 的 正则 性 的 问题 . 

这 个 问题 在 (0) 内 具有 Dirichlet 边界 
条 件 

Ә'-\и(ж)/дт—\ == 0, j= 1, 2,---, m/2 
的 强 椭圆 型 算 子 的 情形 被 Nirenberg 解决 了 ,其 
后 由 F. Browder, М. Schechter ([241), S. Ag- 
mon, Lions 等 推广 到 了 L,(Q) 内 具有 某 种 强 
制 边界 条 件 ( 下 面 将 叙述 ) 的 椭 回 型 算 子 的 情 
*. 

由 此 结果 , 当 2 为 有 界 且 光滑 时 ,对 这 些 算 
FP. 和 已 相等 ,把 它 写 做 P 时 ，Px 一 0 的 解 空 
E NCP) 构成 有 限 维 空间 ， 其 值 域 R (T) 是 
有 限 余 维 的 闭 子 空间 。 从 而 特别 有 , P 的 指数 
(index) dim N(P)-codim R(P) 是 有 限 的 . 

【 强 椭 贺 型 算 子 】 ЖЭЙТ Р(х, D) ж 
为 强 粮 贺 型 算 子 (strongly elliptic operator), #1 
果 它 的 特征 多 项 式 满足 

ЕКеР„(х,Е) > С|Е|” > 0, E 0. 
EMM LW И Сп Laplace HF), 
多 数 是 强 椭 贺 型 的 .L. Girding 对 具有 Dirichlet 
条 件 的 强 椭 鲫 型 算 于 的 研究 ([25]) 是 微分 算 子 
最 近 研究 的 开端 . 其 理论 的 基础 是 Ghrding 不 
BA (Girding’s inequality), 即 下 面 的 不 等 式 : 


Петли, < c (Re ILE аах + luli), 
ue cz(O). 
【强制 边界 条 件 】 对 满足 (4) 式 的 


微分 算 子 873. 
ue c=(0), 
4 
(6) Пт”) < СОРА + tell) 
成 立时 ,就 称 边界 条 件 (4) 为 强制 的 《coercive)。 
为 使 微分 算 子 P 具有 强制 边界 条 件 ， 它 是 某 种 
构 圆 型 算 子 是 必要 的 。 此 时 使 (4) 成 为 强制 边 
界 条 件 的 条 件 为 Agmon, N. Aronszajn, Sche- 
chter 等 所 求 出 。 Agmon-A. Douglis-Nirenberg 
证 明 ， 在 适当 条 件 下 ,在 1,00) 和 Halder Ж 
续 函 数 所 成 的 赋 范 空间 等 空间 中 ， 不 等 式 (6) 
实际 上 是 成 立 的 〈[26])。 对 于 二 阶 椭圆 型 算 
F, 古典 边界 条 件 au + Фди/дп = 0 (a > 0, 
52:0) 是 强制 的 。 但 是 当 Os, D) 的 系数 
不 连续 时 问题 还 未 解决 . 
使 强 弱 两 种 扩张 的 一 致 性 或 达到 边界 的 正 
则 性 成 立 的 条 件 ，P 为 椭圆 型 或 边界 条 件 为 强 
制 未 必 是 必要 的 .但 是 这 些 条 件 可 以 减弱 到 什 
么 程度 还 未 进行 充分 的 研究 ， 现 在 主要 的 工作 
是 Hormander ([27]) 研究 了 常 系数 和 平坦 边 
ЗВОНИ, J. J. Kohn ([28]), Nirenberg, Hör- 
mander 等 研究 了 非 强制 边界 条 件 的 情形 。 后 
者 的 研究 和 多 复 变 量 函数 论 的 关系 是 引 人 注 目 
的 。 
【 自 伴 扩张 】 在 X= LX9) 的 情形 ， 基 
本 问题 之 一 是 极 小 算 子 Po 是 否 具有 自 伴 扩张 . 
使 Po 为 对 称 的 充分 必要 条 件 是 P(x, D) HH 
式 自 伴 的 〈formally self-adjoint), BI 
P(x, D) 一 'P(r,D). 
在 此 条 件 下 边界 值 空间 多 可 以 分 解 为 两 个 子 
空间 
Bs = ((z,P,z)|z € DP), 
Рух = tix} + GĦ) 
WAM, W n = dm, HH Po 的 亏 指数 
(deficiency index), Po 具有 自 伴 扩张 的 充分 必要 
条 件 是 n+ = n-. 
Н. Weyl 曾 给 出 对 Sturm-Liouville Ж 
F (Sturm-Liouville operator) 


PD) = (E o f+) + 4%, 


хє (4,6) 
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求 m4 的 方法 。 若 Р(х, D) ue) + lul) 一 0 
GQ e C) 的 解 ul) 在 边界 点 a (Б) 的 一 个 争 
域内 总 是 属于 L, BD (>) 称 为 有 限 型 或 极 
限 贺 型 (limit circle type), HRD u (а) 不 
满足 这 样 的 条 件 时 ，a (P) 称 为 无 限 型 或 极限 
点 型 (limit point type)， 这 种 区 别 不 依赖 于 
4є CHIEH, DR a, 5 都 是 极限 点 型 ,那么 
对 一 -一 0， 从 而 名 是 自 伴 的 。2) 如 果 “为 
极限 圆 型 ,为 极限 点 型 ， 那 么 n = п = 1, 
APRS SRE P 而 P. ЖЕН PE 
条 件 
р (a)u(a) cosa + и(а) sina = Q 
而 得 到 的 算 子 。 调换 *，“ 的 情形 也 有 同样 结 
JR. 3) (Ea, b 同时 都 是 极限 圆 型 的 情形 ， 
па = n- = 2 

成 立 ， 并 能 赋予 两 个 边界 条 件 以 得 到 自 伴 扩 
ES 

这 些 结果 可 以 推广 到 严 阶 常 微分 算 子 〈 小 
平 邦彦 [29],N. Dunford-J. Schwartz [2])， 存 
在 没有 自 伴 扩张 的 形式 自 伴 算 子 , 例 如 ，LxX0， 


оо) 内 的 算 于 一 ; -全 ， 它 虽 是 形式 自 伴 的 ， 但 


л 1 en 一 0， 所 以 不 具有 自 伴 扩张 ， 

在 偏 敏 分 算 子 的 情形 ,边界 值 空间 很 复杂 ， 
因而 对 给 定 的 形式 自 伴 微分 算 子 ， 具 体 地 求 出 
它 的 一 切 自 伴 扩张 是 困难 的 。 如 果 边 界 条 件 
《4) 是 形式 自 伴 的 和 强制 的 ， 则 依照 schechef 
等 的 结果 ,具有 边界 条 件 (4) 的 微分 算 子 是 自 
伴 的 。 此 外 ， 已 经 知道 使 P, 成 为 自 伴 的 条 件 ， 
或 具有 至 少 一 个 自 伴 扩 张 的 条 件 作为 属于 后 者 
的 命题 , 下面 的 定理 是 常用 到 的 ; 若 在 Hilbert 
空间 X 的 稠密 子 空间 上 定义 的 对 称 算 子 工 是 正 
定 的 : 

(Tx,2) 20, x€ (T), 

则 了 存在 一 个 正定 的 自 伴 扩 张 T (Friedrichs 
定理 )， 由 这 条 定理 得 到 的 自 伴 扩张 称 为 Frie- 
drichs 扩张 (Friedrichs extension), 

【 半 群 的 生成 算 子 】 W. Feller 从 概率 论 
的 角度 出 发 ， 对 C (a, b) 中 的 Laplace 算 子 
PP 以 及 与 它 相 类 似 的 算 子 ， 研 究 了 使 之 成 


为 正定 半 群 的 生成 算 子 的 最 小 算 子 的 扩张 ， 最 
近 , 在 把 这 一 结果 向 多 维 空间 的 推广 上 , 作 了 种 
种 探索 (一 扩散 过 程 ， 算 子 半 群 和 发 展 方程 ). 

P. D. Lax-A. N. Milgram 证 明 , 如 果 Р(х, 
D) 为 强 椭 贺 型 算 子 , 则 在 L,( O) 内 给 定 Diri- 
che 条 件 的 一 P(x,D》 形 成 一 个 半 群 的 生成 算 
子 ([1]). 

【边界 值 问题 】 非 齐 次 边界 值 问题 
P(x,D)u(x) = 10), хє О, 
Qi(x,D)u(x) = gC), 

r€0Q, i=l, tk 

的 求解 有 两 种 方法 ， 一 种 是 求 出 满足 

Qi(x,D)v(x) = glx) 
的 函数 vl), 再 归结 为 wma 一 v 的 齐 次 边 
界 值 问题 ; 另 一 种 是 把 Р(х, D) 和 9x, D) 
所 成 的 组 看 成 把 函数 “映射 为 函数 组 (Pu,Om) 
的 算 子 并 直接 求解 ， 后 一 方法 为 Peetre 和 Hor 
mander 所 试 过 ([4]). 

【加 权 空 间 内 的 估计 】 J. Е. Treves, Hor 
mander， 熊 7 ЕЛ, JH T In bo 3 E 
w(x)dr 8) L, 空间 代替 通常 的 L0) 空间 ， 
得 到 与 (6) 类 似 的 估计 ,并 应 用 于 变 系数 微分 方 
程 的 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 的 证 明 (— did fc 
分 方程 的 初 值 问题 )。 Harmader 把 类 似 的 不 等 
式 应 用 于 Stein 流 形 的 基本 定理 ?的 证 明 . 

【特征 函数 展开 】 在 定义 于 Hilbert 空间 
LAO) 内 的 自 伴 算 子 P 为 微分 算 子 P(x,D) 的 
自 伴 扩张 的 情形 ，P 的 谱 分 解 ， 能 用 任意 函数 
u(x) € L, (9) 对 P(x,D) 的 特征 函数 的 展开 
具体 表示 出 来 . 

车 Q 有 界 ,P(x,D) 是 如 的 邻 域 上 定义 的 椭 
圆 型 算 子 , 旦 边界 条 件 是 强制 的 , 则 疡 的 谱 只 由 
特征 值 组 成 ， 而 且 P 的 特征 向 量 是 PC D) 的 
古典 意义 下 的 特征 函数 ， 且 是 包括 边界 在 内 的 
с” 类 函数 . 

【特征 值 的 渐 近 分 布 】 P= 一 A 的 情形 ， 
不 管 其 定义 域 的 形状 如 何 ,边界 条 件 如 何 ,小 于 
等 于 1 的 特征 值 的 个 数 *(2)》 满足 


ae P 


se c. ko 
2771. 751 (2/2) 


这 样 的 渐 近 关系 .这 里 ”为 维 数 , 4 表示 2 的 体 
积 ([3]). 这 条 定理 最 初 是 由 Weyl 证 明 的 ， 而 
T. Caleman, Gárding 等 把 它 推广 到 了 高 阶 和 变 
系数 的 情形 . 

【Weyl-Stone- 小 平 -Titchmarsh 理论 】 40 
是 无 界 的 , 或 P(z,D) 的 系数 在 接近 边界 处 有 
奇异 性 态 时 , 的 谱 可 能 有 连续 部 分 . 

在 Р(х, D) 为 定义 在 区 间 (2,6) 内 的 常 
微分 算 子 的 情形 ,对 任意 的 Le C, 方程 

(P(2,D) — 3)g(9) = 0 
有 mm 个 线性 无 关 的 解 plr 2) R= 35, 2, 
т), 且 任 意 的 解 可 以 表示 为 此 m 个 解 的 线性 组 
Ф. Weyl 和 M. H. Stone( 对 二 阶 算 子 ) 对 P 
的 谱 分 解 得 到 下 列 形 式 : 


«G = S eG arden 


p 


qe. 
x аб) оа», 

pico = X | aeos Da G) 
2 


E 
x Fi «Dy. 


这 里 oí (2) 为 有 界 变 差 函数 , 且 其 变 差 表示 谱 
测度 。 这 个 公式 表明 ， 即 使 在 4 属于 连续 谱 
ORBE. «Сх, 2) 的 线性 组 合 也 构成 广义 的 特 
征 函数 ， 后 来 小 平和 E. C. Titchmarsh 以 给 出 
密度 矩阵 aA) 的 具体 公式 而 完成 了 这 一 理 
论 ( 小 平 [29], Titchmarsh [6], Dunford-Schwartz 
[2])， 这 一 展开 定理 使 得 许多 古典 的 特殊 函数 
展开 定理 得 到 了 统一 的 处 理 ， 包 括 Fourier 级 
数 展开 ， 按 Hermite 多 项 式 ，Laguerre 多 项 式 
的 展开 ，Fourier 积分 定理 , 按 Bessel 函数 的 展 
开 等 ([6], UD. 

微分 算 子 的 系数 和 P 的 谱 分 布 之 间 的 关系 
在 应 用 上 很 重要 ,这 方面 有 种 种 研究 ([6],[5]， 
(21). 

Blin, Р(х, D) 一 一 /dm + qC), 0 = 
(—00,00) 时 ， 如 果 当 || 一 oo B, g(x) 一 
co, RJ Р(х, D) 是 本 质 自 华 的 , 且 其 谱 完全 由 
点 谱 组 成 。 对 第 i 个 特征 值 a 能 得 出 详细 的 
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估计 ([6])， 如 果 当 |х| = оо 时 q(x) 急速 
WRF 0, W P(x,D) 是 本 质 自 伴 的 , 且 当 1 之 
0 时 仅 有 连续 谱 ， 当 和 < 0 时 具有 最 多 以 0 为 
聚 点 的 特征 值 . 如 果 qGO 为 的 周期 函数 ， 
则 Р(х,0) 仍 为 本 质 自 伴 的 , 且 其 谱 为 连续 谱 ， 
它 是 由 互 不 相交 的 区 间 序 列 组 成 的 。 给 定 谱 的 
测度 ， 反 过 来 决定 4(*)， 这 样 的 逆 问 题 曾 为 
И. М. Гельфанд-В. M. Jlesmran 所 研究 过 。 

【 偏 微分 算 子 的 情形 】 具有 连续 谱 的 偏 微 
分 算 子 的 特征 函数 展开 的 理论 未 能 象 常 微分 算 
子 情形 那样 地 完全 ， 引 起 困难 的 原因 是 微分 方 
# (Р(х, D) 一 Du = 0 的 解 应 当 是 广义 特征 
函数 ， 它 们 形成 一 个 无 穷 维 空间 ， 而 且 除 了 特 
殊 情形 又 不 能 在 其 中 引进 方便 的 参数 ， 关 于 对 
任意 的 自 伴 椭圆 型 算 子 ， 使 用 广义 特征 函数 
9; (z, 2), feli m 


= 
моо = (3 eundo) 


x [eG «000 


的 特征 函数 展开 的 抽象 理论 ， 已 经 知道 许多 这 
方面 的 证 明 ( 例 如 [10])， 但 是 ,已 具体 地 给 出 
ox, 2) 和 测度 ао (А) 的 构造 方法 的 算 子 则 
为 数 甚 少 。 在 常数 系数 的 情形 ，Fourier 变换 给 
出 了 上 述 展开 。 池 部 对 R 中 的 Schrodinger Ж 
$—2 + qG), tE qGO € L, HAY |z| оо 
BE) OCIx| 717) 的 条 件 下 ,用 Fourier 变换 的 
推广 形式 。 给 出 了 这 个 算 子 的 特征 函数 展开 
([301). 静 田 靖 ， 洲 烟 ，Lax-R，S，Philips，N- 
A. Shenk, W, A. К. bannees 等 对 定义 于 
高 维 Euclid 空间 ( 除 掉 有 界 集 的 外 部 域 ) 上 的 类 
似 算 子 ， 证 明了 同样 结果 成 立 ， 这 些 理论 与 伴 
BF AY Schrödinger 方程 
(—id/dt — P)u = 0 

或 波动 方程 (dz/az + Рун = 0 的 散射 理论 有 
很 深刻 的 关系 . 

量子 力学 的 多 数 问题 可 以 归结 为 求 自 伴 微 
分 算 子 的 谱 分 布 问题 ， 但 这 个 问题 的 数学 研究 
还 不 能 说 已 很 充分 . 

【 非 自 伴 算 子 的 展开 理论 ] 对 于 非 自 伴 的 
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微分 算 子 或 非 Hilbert 空间 的 情形 ,也 存在 某 种 
特征 函数 的 展开 .在 这 方面 ， 关 于 常 微分 算 子 
可 参阅 俄罗斯 学 派 的 论文 ， 关 于 偏 微分 方程 可 
参阅 Browder, Agmon 等 人 的 论文 . 

【微分 算 子 组 】 以 上 讨论 的 是 把 一 个 函数 
* 映射 为 一 个 函数 t 的 单个 线性 微分 算 子 ， 而 
把 p 个 函数 所 成 的 组 (wu,*… ,x。) ЁЁ 4 PB 
数 所 成 的 组 (及 ,… ,fs) 的 线性 微分 算 子 ,可 以 
用 以 单个 微分 算 子 为 元 的 矩阵 

Р(х,0) = (P,,(z,D)) 

写成 下 面 的 形式 : 


fi) 一 > PG. Dula), i= 1,5554. 
m= 


这 样 的 矩阵 称 为 微分 算 子 组 (system. of differen. 
tial operators), WFA PCr, D), *š p > q hj 
称 为 不 定 组 《underdetermined)，? = 4 时 称 为 
确定 组 (determined), P <q 时 称 为 超 定 组 
《overdetermined)。 对 于 单个 算 于 成 立 的 许多 命 
题 ,在 适当 的 假设 下 ,对 确定 组 也 成 立 . 
但 是 ,如 同 作为 典型 的 超 定 组 
0/02 = (8/82,) 

的 理论 的 多 复 变量 函数 论 所 表明 的 ， 超 (不 ) 定 
组 和 确定 组 之 间 有 根本 的 差别 ， 其 理论 非常 困 
难 ， 常 系数 的 超 定 组 和 不 定 组 的 一 般 理 论 ， 对 
于 С" 函数 和 广义 函数 的 情形 ,已 由 Ehren preis, 
Malgrange, B. TlapaMonoB，H5rmander 等 所 建 
її; 而 小 松 章 三 郎 则 把 它 推广 到 了 超 函 数 的 情 
ж. 

【一 阶 对 称 组 】 一 阶 确定 组 在 应 用 上 很 重 
要 ， 多 数 数学 物理 上 的 问题 能 用 一 阶 确定 组 表 
Ж. 又 对 单个 高 阶 方程 。 把 导数 看 做 未 知 函 
数 ,可 以 归结 为 关于 一 阶 确 定 组 的 方程 ,而 且 一 
阶 确定 组 与 高 阶 算 子 相 比 在 处 理 上 有 时 是 便利 
的 ， 特 别 是 , 形 如 

P(x,D) = X4,()8/0x, + B(z) 

的 算 子 组 ， 如 果 其 矩阵 4,00), Be) 使 得 
Аў = A,,B + B* + 2204,/0s, CE IE SE RS, 
则 这 样 的 微分 算 子 组 称 为 正 对 称 组 (symmetric 
positive system)， 正 对 称 组 由 Friedrichs([31])， 
Phillips ([32]), C. S. Morawetz, Lax 等 人 作 


过 详细 的 研究 - 

ARJAT] 伪 微 分 算 子 是 微分 算 子 的 
自然 的 推广 伪 微 分 算 子 的 研究 产生 于 奇异 
积分 算 子 + 的 研究 . 首先 对 此 作 系 统 探讨 的 是 
Kohn 和 Nirenberg [36]， 其 后 不 久 有 Hórman 
der 的 工作 [37]. 这 样 才 使 得 在 奇异 积分 算 子 
中 ,避免 对 奇 核 的 繁杂 处 理 成 为 可 能 ， 设 Р(х, 
D.) 是 一 个 形 如 (1) 的 微分 算 子 ，“ (x) 是 一 
个 Cf (O) 类 函数 ， 则 由 Fourier 反 演 公式 ， 
P(x,D:)u(x) 可 以 表示 为 
(7) PCr, D, Juls) 

7 ауан ор Gire) as, 
当 多 项 式 P (z, E) 推广 到 属于 更 广 的 函数 类 
时 ,由 (7) 定义 的 算 子 P(x,D:) 称 为 具有 符号 
《symbol)P(x,5) 的 伪 微 分 算 子 (pseudodifferential 
operator), 符号 类 由 不 同 的 目的 来 决定 , 但 
是 总 需要 对 应 的 算 子 有 一 些 本 质 的 性 质 
与 偏 微 分 算 子 是 共同 的 .。 Harmander [38] 
按 如 下 方式 对 任意 实数 m 定义 了 符号 类 
52,00), 0<p, 0 < 8: 设 P(x,5) 是 定义 在 
ох R° 中 的 С" 类 函数 ， 如 果 对 任意 重 指数 
a, BAUER RI KCR"， 存 在 常数 Corpus 使 
得 

ID:DËPP(x, E)| < Cape O + 11), 

z€ K, Ee Fh, 
则 称 P(z,E) 是 52.00) 309, 并且 由 (7) 定 
义 的 算 子 PC, D.) 称 为 (m 阶 的 ) Sz,( O) 类 的 
一 个 伪 微 分 算 子 ， 4 0 一 R" 且 常 数 
Cape = Сав 

不 依赖 于 K 时 我 们 简单 地 用 52, Ж SH 
(к), 并 令 


s- N sm(= N sz) 


-е<т<е -=<m<n 


S= U 52. 


具有 多 类 (一 函数 空间 ) 系数 的 微分 算 子 
MEF So 
Hasi $005 


= 


WERE O 一 A), 由 符号 (1 十 IEP) 
MA SIS 类 的 一 个 伪 微分 算 子 。 sr, RAF 
X 6 到 6 中 的 连续 映射 ,所 以 对 任意 实数 E 
+ (1 一 A) 可 由 关系 

(Cl — AY^u,v) = (и,(1 — АУ»), 

иє@ё', veS 

MEW TK S 8| 6° 中 的 一 个 映射 。 对 于 
任意 的 1< r < co 和 实数 s, Соболев 空间 Н” 
由 

HY = {иЄ ©'|(1 — A)"ue LC R*)} 
所 定义 。 赋予 范 数 Hal. = O — дулый, 
它 是 一 个 Banach ZE REIHE, H = He? 是 
具有 范 数 lull, 一 lulio 的 Hilbert 空间 ， 令 

H*te |) н", 


н (poe 


H-= = H-=2, н" = Неа, 

则 e&'2H-*54',H-*2L(R')»5H"(C #). 

伪 微 分 算 子 理论 主要 是 研究 H^" F) H” 
中 的 映射 。 这 里 选取 Oo <0о< 1 情形 的 
Hormander 类 52, 作为 典型 类 ,把 伪 微分 算 子 
的 七 个 主要 性 质 列举 于 下 (对 于 非 C” 类 函数 的 
符号 类 ， 见 Friedrichs [39]): (1) 伪 局 部 性 . 
一 般 地 说 ， Sz, 类 算 子 P 没 有 局 部 性 (local 
property); иЄ &’=>suppPuCsuppu, {Н E # th 
局 部 性 (pscudolocal property): u € "= зіп supp 
Puc sing suppu [38]. (2)H' 有 界 性 。 对 于 
PEST, 和 任意 实数 ，， 存在 常数 C,, 使 得 

Pull. < Сй, «Є H> 

(138, 401), (3)Garding 不 等 式 的 一 个 锋利 形 
XXE Р(х,&) 一 (QnG 55 7, k= 1,1) 
是 Р(х, E) € SZ, 的 一 个 Hermite 对 称 非 负 
矩阵 , 则 存在 常数 C， 使 得 

Re(P(x, О,)и, и) > —С|н„-„-››л› 

u= (myer 0) E€ H”, 

这 里 se H 意味 着 ue Hu =l, 1, 


' 
Па = >) lal 
140, 41, 421). (D 浙 近 展开 式 . E PCS D.) 
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€ SZ Pi(x, D) 575, = 1, 2, WEE Р" 
G,D.)€ Sz, 和 R (z, DDE ST, 使 对 4， 
veS, 有 (Р(х, Du,v) = (и, P*(z, D,)e), 
E R(x, D.) = Р(х, ОР, D.). 进而 如 
果 我 们 令 

P2(2,£) 一 DIGID PCE), 

R.(z, E) = GDO°P(z, ЕОР, £), 
那么 对 任意 正 整数 W， 有 
Р(х, D.) — Y, Lets, DE SIM, 


ааты OL 


R(x, D.)— У) i Е.(х, D.) € Sz mc OOM, 


a «Na! 
因此 , 算 子 类 52， 在 如 下 意义 上 是 一 个 代数 
PE SPa PiE Sp, i= 1, 2, 
PTE SZ o 
P, + P, € S75 (mo = max(m,, m)), 
РР, € SPEM, 
(5) 光滑 算 子 ， WTR 5-7 JE Sz, 类 中 的 一 
个 理想 而 S-” 的 元 在 下 述 意 义 下 是 光滑 算 子 
(smoothing operator); 18. H— € S->, 那么 对 任 
BW <r Lq < оо, P, W Н (ое) 
映射 到 HCB) 中 ,并 且 对 任意 实数 4, s 
存在 常数 Cogs 使 得 
ПР], < С.а,» uE H". 
(6) 在 坐标 变换 下 的 不 变性 ， 设 
0<1—p<b<pcl 
1381. & 2G) = (aly), n, G0) X R; 
到 Rz 上 的 C" 坐标 变换 ,使 得 
8x,(2/0y,€ B, 1, k= lt, 
且 对 于 某 个 常数 С> 0, 
C^ < |de(8,x(0)] < c, 
这 里 det(8,x(y)) 表示 Jacobi 和 矩阵 
(8,x(y)) = (Әх,(у)/ду,) 
的 行列 式 、 此 时 ,对 任意 的 P(z,D,)€ SZ, (在 
R; 中 ), 存 在 В; th 0(y,D,) € Sz, (EE R: th), 
使 得 
O, D,)w(y) = (Р(х, D.,)u)(z(y)), 
wly) éS, 
这 使 我 们 能 在 C" 流 形 上 定义 伪 微 分 算 子 . 
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(7) 氢 基本 解 . 算 子 E є 52, 称 为 对 于 PE SZ, 是 
一 个 左 ( 右 ) 拟 基本 解 (eft (right) Parametrix)， 
WR EP 一 1(PE — 1) 属于 577 类 .如 果 E 
同时 是 对 于 P 的 左 和 右 拟 基本 解 ， 则 称 它 是 对 
于 P 的 一 个 拟 基 本 解 .对 于 微分 算 子 P, 左 ( 右 ) 
拟 基 本 解 的 存在 性 是 为 使 P ЕЧ 
(hypoelliptic) (方程 Pu = f€ D ER T R 
的 ) 一 个 充分 条 件 ({38]). 

涉及 伪 微 分 算 子 理论 的 应 用 已 有 许多 工 
作 ， 例 如 Atiyah 和 Bot (Ann. of Math. 86 
(1967)) 关 于 Lefschetz 不 动 点 ?公式 ,Friedrichs 
和 Lax(Comm. Pure Appl. Math., 18 (1965)) 
关于 可 对 称 化 组 ,H5rmander ([41]) 0 HB 
型 算 子 ,Kumano-go (Ё 7 #608) (Comm. Pure Ap- 
pl.Math., 22 (1969)) 关于 Cauchy 问题 的 唯一 性 
以 及 Mizohata ( 沟 烟 茂 ) 和 Ohya《〈 大 拓 勇 次 郎 ) 
(Publ. Res. Inst. Math. Sci., (A) 4 (1968)) 
关于 强 双 有 曲 型 方程 的 工作 。 BEREE, Hör- 
mander([43]) 定 义 了 伪 微 分 算 子 的 一 个 更 广 的 
Z, KA Fourier R4} WF (Fourier integral 
operator)， 它 不 具有 伪 局 部 性 ,而 应 用 这 样 的 算 
子 ， 对 于 椭圆 算 子 的 谱 函 数 的 渐 近 性质 得 到 了 
一 个 最 好 可 能 的 结果 .关于 最 近 研 究 的 文献 见 
139] f [44]. 

[Fourier 积分 算 子 】 148,50, 55] Fou- 
rier 积分 算 子 B: CICR) > OR) 是 如 下 
类 型 的 线性 算 子 的 一 个 局 部 有 限 和 : 

(8) ANE) = Он) 9л 

x ИСТА 8, у)ехр (ip(x, Ө, у))105)4у40. 
这 里 alr, Ө, y) 是 C" ЖЖ, APIA 
的 m 和 p, 12 p > 1/2， 和 任意 的 重 指标 o, 
8，7， 满 足 不 等 式 

10204 Dyalx, Ө, у)! 

< CO + JO] meinem оинно 
而 (x, 8, у) 是 一 个 实 值 C" 类 函数 , 它 对 于 
edo > 1) 是 1 次 齐 次 的 。 函数 中 称 为 位 相 
函数 (phase function) if 称 为 振幅 函数 (ampli- 
tude function), 

it C, = ((z, Ө, yidop(x, 6, у) = 0, 


850), W = ((z, y) e R° x R30 = 0, f 
得 (z,0,y)€ С}. 如 果 对 于 6 = u, 
dos qx, Ө, y) v 0, 
那么 4 的 核 分 布 在 WW 之 外 是 С" 类 的 。 对 于 
d... (8ə(z, Ө, у)/ӘВ,) G = 1, 2,7 N) 
在 C* 的 每 个 点 处 是 线性 无 关 的 情形 ,已 经 有 了 
详细 的 研究 。 在 这 种 情形 ，Cv 是 RW 中 的 
光滑 流 形 , 并 且 映 射 
Ф: Cy? (xs 8, у) Gs ys £, n), 
£= dp(x, 0, y), п = d, (x, Ө, y) 

是 Cs 到 TUR x RN (BD А" x К" 的 余 
切 从 碱 去 它 的 零 截面 ) 的 一 个 温和 信 ， 像 Фс,= 
A, 是 一 个 园 锥 Lagrange 流 形 (conic Lagrange 
manifold)， 即 典范 二 次 微分 形式 

о = Xd; dz, — Уат Лау, 
在 A, 上 为 零 并 且 正 数 乘法 群 作 用 在 A, F. 设 
м» ast tty aw Ж Ay 中 的 一 个 局 部 坐标 系 , 它 
4155 89/86, 09/86,,---,09/00, 一 起 ， 构 
成 RN 在 С, 的 一 个 邻 域内 的 局 部 坐标 函 
MR. EJ 表示 Jacobi FAR 

on 


D (ha BBs BE 

7 DG» — 
函数 ww = V J aic, 97 0 A HOES (symbol ), 
这 里 ac, He 在 C。 上 的 限制 。 圆锥 Lagrange 
RE A, ACA) 和 符号 a, 一 au(4) ЖЖ 
上 决定 了 Fourier 积分 算 子 4 的 广义 函数 核 
k (xyy) 的 奇异 性 . 相反 地 ,在 T*(R" x К" )\о 
中 给 定 一 个 圆锥 Lagrange 流 形 人 及 其 上 的 一 
个 函数 as， 可 以 构造 一 个 Fourier RIAL A, 
使 得 A,(4) = A, B ал, (4) = а 其 关联 
的 圆锥 Lagrange 流 形 是 T*CR") 的 齐 次 典范 
变换 的 图 象 的 那些 Fourier 积分 算 子 ， 在 线性 
偏 微分 方程 论 中 经 常用 到 ， BAR Fourier 积 
分 算 子 、 使 得 ACA) 是 齐 次 典范 变换 X 的 图 
象 , 则 4 的 伴随 算 子 是 Fourier 积分 算 子 , 使 得 
关联 的 圆锥 Lagrange HERRER X 的 图 
@. A 是 另 一 个 这 洋 的 算 子 ， 如 果 ACA) 
Rex DAR, 那么 合成 算 子 4,4 也 是 Fourier 
积分 算 子 并 且 л, (4,4) 是 合成 齐 次 典范 变换 


хх 的 图 象 . 

Ski- (R°) 类 的 伪 微分 算 子 是 Fourier 积 
分 算 子 的 一 个 特殊 类 型 ， 事 实 上 ，Fcurier 积分 
MTA Sa- (R) 类 的 擅 微 分 算 子 , 当 且 仅 
当 A,CA) 是 T*(R°) 的 恒 等 映 射 的 图 象 . 因 
而 对 任意 Fourier 积分 算 子 A, A*A 和 AA* 
是 伪 微 分 算 子 . 

下 面 的 定理 属于 Егоров [51]; ik P(x,D) 
和 Olr, D) 是 Sz,-, CR") 类 的 伪 微分 算 子 ， 
分 别 具 有 符号 р(х, 5) 和 a(x, E), HAR 
Fourier 积分 算 子 ,使 得 关联 的 圆锥 Lagrange 流 
形 ACA) 是 TRY 的 一 个 齐 次 典范 变换 
X 的 图 象 。 如 果 等 式 P(x, D)4 = AQ(x, D) 
її, ЖА а(х, 8) — p (XC, §)) 属于 
SED) Ж. 

假设 m= 1, p= 1, ps E) Е ЕСЕ 
1) 的 一 次 齐 次 实 值 C” 类 函数 ， 使 得 Р(х, E) 
—p(z, Б) є Sia(R") HE Gh 59) Ж, 

dip (a, 89) % 0, 
这 里 p (25, E) 一 0， 那么 能 找到 一 个 Fourier 
积分 算 子 A, 使 得 Егоров 定理 中 的 函数 qr, 
E) 满足 关系 аб.) — B € i (R°). 

关于 Fourier 积分 算 子 在 空间 LAR") (或 
空间 H'(R°)) 中 的 有 界 性 ,对 有 些 情形 也 进行 
过 研究 ， 对 于 有 界 性 的 某 些 充分 条 件 可 在 [48， 
54, 57] 中 找到 . 

Fourier 积分 算 子 理论 在 波动 方程 解 的 渐 近 
表示 中 有 它 的 根源 〈 例 如 见 (55,58,59,60, 
611). Эскин (1541) — A Fourier 积分 算 
子 导 出 能 量 估计 并 对 严格 双 曲 型 算 子 构造 基本 
解 . Hormander([48]) 引 进 了 “Fourier 积分 算 子 ” 
这 一 名 词 并 应 用 这 种 算 子 对 椭 贺 型 算 子 的 谱 函 
数 导 出 了 一 个 高 度 精确 的 浙 近 公式 . Егоров 
应 用 上 面 提 到 的 他 的 定理 和 推论 来 研究 非 
退化 伪 微 分 算 子 的 准 椭圆 性 和 局 部 可 解 性 
《[52]). 应 用 Егоров 定理 和 同样 的 推论 ，Ni- 
renberg 和 Treves([531) 对 于 非 退 化 线性 伪 微 
分 方程 的 局 部 可 解 性 得 到 了 决定 性 的 结果 ， 这 
些 结果 由 Beals 和 Fefferman(163]) 加 以 完成 . 
Hórmander 和 Duistermaat (148]) 应 用 Маслов fff 
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理论 ([55]) (这 一 理论 最 初 发 表 于 1965 年 ), 构 
造 了 Fourier 积分 算 子 的 一 个 一 般 的 整体 理论 . 
由 于 这 些 研 究 工作 的 成 果 ， 人 们 终于 认识 到 ， 
Fourier 积分 算 子 是 线性 偏 微分 方程 论 中 的 一 个 
强 有 力 的 工具 . Fourier 积分 算 子 整体 理论 的 
一 个 有 趣 的 应 用 出 现 于 [56] 中 . 

Егоров, Nirenberg-Treves 和 Hórmander 的 
工作 推动 了 由 佐 茧 干 夫 发 展 的 超 函 数 的 理论 并 
引起 了 定量 化 的 切 触 变换 的 概念 ， 后 一 概念 与 
广义 函数 论 中 的 Fourier 积分 算 子 相对 应 ， 上 
IER] Егоров 的 变换 定理 ， 对 于 具有 解析 
系数 及 一 个 未 知 函数 的 伪 微 分 方程 组 ， 已 被 详 
细 地 加 以 研究 ([62]). 
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特征 值 问 题 [3X cigenvalue problem 法 prob- 
lame des valeurs principales Ж Eigenwertprob. 
lem {А задача о собственных значениях 日 


AP] 设 4 为 定义 于 (复数 域 上 的 ) 线 


性 空间 'X 的 子 空间 DA) 上 的 线性 算 子 "、 复 
数 2 为 4 的 特征 值 (eigenvalue) 是 指 ,存在 ze 
D(A) (x50), 满足 4z 一 Mr。 此 时 x 称 为 
属于 特征 值 4 的 特征 元 (cigenclement) 或 特征 
向 量 (cigenvector), 当 X 为 函数 空间 ?时 ,也 用 
特征 函数 (cigenfunction) 这 一 名 词 代替 特征 元 、 
对 于 特征 值 +:， 属 于 它 的 全 体 特 征 元 再 添加 一 
个 0 所 构成 的 子 空间 * 

а) MQ) = M(A3A) = {х|Ах = hx} 

称 为 属于 特征 值 * 的 特征 空间 (cigenspace). 
(2) m(A) = dimM (2) 

称 为 特征 值 * 的 几何 重 数 (geometric multi- 
plicity), 4x m (2) = 1 R m (2) 22, 分 别称 
特征 值 2 为 (几何 的 ) 8060 (simple) 或 退化 的 
(degenerate), 求 给 定 的 算 子 4 的 特征 值 及 特征 
元 的 问题 ,就 是 特征 值 问题 . 

当 X 为 拓扑 线性 空间 ! 时 , 可 以 把 特征 值 的 

概念 推广 为 如 下 的 谱 的 概念 。 设 2 为 任 一 复 
E, A= —A, Ri =A) SIA) 
(1 为 X 的 便 等 算 子 '), 这 时 ,用 oA) RAE R, 
存在 ,具有 黎 密 ' 的 定义 域 ' 且 连续 的 4 的 全 Ж, 
称 它 为 4 的 预 解 集 ', 用 o( A) 表示 不 属于 p( A) 
的 复数 的 全 体 , И а ВОМ". oA) 还 可 以 分 
WF NSM EAR FR: 点 谱 (point 
spectrum) or(4)， 连 续 谱 (continuous spectrum) 
осСл), MÆ (residual spectrum) cx(4)， 它 
们 的 定义 是 : 


ofA) 一 UR 不 存在 } 
一 人 1 为 4 的 特征 值 }， 


eA) = {21 Ry 存在 ， 其 定义 域 在 X 内 稠密 ， 

但 R, 不 连续 }， 

on A) = {AR FE, 但 其 定义 域 在 X ARA 

LAA 

特别 ， 如 果 X 29 Banach 空间 "'，4 为 闭 算 

ae oC) 这 个 条 件 , 与 Rie BIX) 这 

个 条 件 是 等 价 的 。 这 里 BUX) 表示 以 X 为 定 

SUR D(A) 且 映 于 X 中 的 有 界 算 子 '4 的 全 

tk, шй лє B[X1, 则 (A) ARR. 4 的 
EB (spectral radius) 定义 为 


特征 值 问题 эв 
TA) = sup lil. 
пса) SAP G =1,2,---), 
同时 ari — r(A) (n — 9) 成立. 

一 般 地 说 ， 与 谱 有 关 的 分 析 称 为 谱 分 析 
(spectral analysis), 关于 无 限 维 的 X, M x 为 
Hilbert 23/5)", 4 为 到 它 本 身 内 的 自 伴 算 子 * 时， 
其 理论 特别 有 了 进展 ， 而 且 在 应 用 上 很 重要 . 

USHA) EX YN (N<oo) 
维 复线 性 空间 ,4 为 定义 于 X 上 的 线性 算 子 , 当 
KRIE (фу, bw) 确定 之 后 , 4 可 以 用 N X 
МЕЛ. 4 没有 特征 值 以 外 的 谱 点 ， 即 
(A) 二 or(A4)，4 的 特征 值 是 特征 方程 ' 

dalal — 4) = 0 
(der 表示 行列 式 ) 的 根 。 Xe o(4) Bt, a 作为 
特征 方程 的 根 的 重 数 MA) 称 为 特征 值 2 的 代 
MR, LTH MB (multiplicity), 8) 对 
一 切 26004) MORAG М. REKA) 
或 AA) 2 2, 特征 值 A 称 为 (代数 的 ) 单 的 或 
退化 的 ， 当 Aco (A) 时 ,对 任意 的 自然 数 v» 
4 N,Q) 一 {x1(21 一 4)"x 一 0}， 则 它们 形 
成 一 个 单调 递增 的 子 空间 序列 

м) = NG)CN(Q)C:, 

当 ， 充 分 大 即 v> 8) 时 ，N,(1) 等 于 某 个 
固定 的 子 空间 Мол). MO) IP HE 
5 的 广义 特征 空间 或 主子 空间 (principa) sub- 
space), Фла) 一 (А) 成 立 ， 因 此 

т(1) < #0). 
当 4 为 正规 矩阵 "时 ,有 ma) = AA), 

MQ) = О). 
也 就 是 说 ,对 于 正规 矩阵 ,特征 值 的 几何 重 数 和 
代数 重 数 没有 区 别 . 

Бр А 和 有 相似 !, 即 存在 适当 的 可 逆 矩 
ВЕР, 使 B = РАР 成 立时 ,两 者 的 特征 值 包 
含 (几何 的 和 代数 的 ) 重 数 在 内 是 相同 的 对 于 
4 的 转 置 矩 隆 ! 4 也 有 同样 的 结论 。 设 4" 是 
ABUSE SERS ARE И 

a (A*) =A) = (4]2 € of AD}. 

4 1 一 (0) 是 任意 的 多 项 式 时 ， 
КА) = 09649) = (4G) la € CT 
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成 立 , 称 它 为 Frobenius 定理 .把 它 推广 到 4 
为 Banach 空间 的 有 界 算 子 , f 为 a(4) 的 邻 域 
内 的 全 纯 函 数 的 情形 所 得 到 的 定理 ， 就 是 谱 映 
射 定理 (一 线性 算 子 ). 

正规 矩阵 中 ，Hermite〈 对 称 ) 和 矩阵 ?的 特征 
值 是 实数 , 西 和 矩阵 ! 的 特征 值 的 绝对 值 为 1. 

正规 矩阵 4 的 不 同 的 特征 值 所 属 的 不 同 的 
特征 空间 相互 正 交 ， 且 4 的 特征 值 的 全 体 张 成 
X. 从 而 只 由 特征 向 量 构成 X 的 基 * (完备 正规 
正 交 系 0) 是 可 能 的 。 亦 即 , 对 正规 矩阵 A, 存在 
向 量 组 {ej}, 使 得 Аф; = nois 

(ois Фу) = bali, i= 1 2, s ND. 
这 里 (,) 表 示 内 积 ', 3u 表示 Kronecker 符号 '。 
使 用 基 (у), МЕЖ хєх, 


M 
G) Ar = >) (z, eio 
= 


= У) Pe 


„© 
成 立 。 其 中 右 端 的 P, 是 到 特征 值 4 所 属 的 特 
征 空间 上 的 正 射影 !. 

矩阵 化 为 对 角形 式 和 特征 值 问题 关系 密 
切 ， 例 如 ,如 果 以 上 述 的 p; 为 第 i 列 向 量 构成 
矩阵 U, 则 也 为 西 和 矩阵。 4 经 只 的 变换 U* AU 
ЖАД {шщ} 为 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 ， 对 Hermite 
AMY (Hermite 对 称 二 次 型 ) CO(*)， 使 用 适当 的 
Hermite 矩阵 4， 可 以 把 它 表示 为 

9G) = (Az, х), 
如 果 用 上 述 的 口 做 变量 变换 * — Uy ,就 能 得 到 
WED О = ау! + tawlywl BX 
为 实 线性 空间 , 4 HSA EM, И ЕЗЕЙ U Ж: 
正 交 和 矩阵 。 R" 内 的 二 次 曲面 OG) 一 1 经 变 
换 x Uy 可 表示 为 myi + 777 十 ay = 1 
的 形式 . ,这 个 正 交 变 换 + 一 Uy 称 为 曲面 
о =1 

的 主轴 变换 (transformation of principal axis). 

Hermite 矩阵 4 的 特征 值 问题 和 Rayleigh 
商 (Rayleigh's quotient) 

RG) = (Ax, z)/||z= 

的 变 分 问题 关系 也 很 密切 。 就 是 说 ,如 果 令 


m= min RG), 
zex 


则 最 小 值 m 是 4 的 最 小 特征 值 , 给 出 此 最 小 值 
的 非 零 的 x 一 p， 力 是 属于 m 的 特征 向 量 .此 
即 所 谓 Rayleigh 原理 ， 进 而 ，R(*) 在 与 Pp 
正 交 的 子 空间 内 的 最 小 值 m 力 是 4 的 次 小 特 
征 值 。 以 下 情形 类 似 。 结 果 得 到 

ш ttt < ass 
这 无 非 就 是 4 的 特征 值 按 递增 顺序 排 成 的 序 
列 , 当 有 退化 特征 值 对 , 依 其 重 数 重复 排列 ， 如 
果 考 虑 RG) 的 最 大 值 , 则 可 得 到 按 

BN» Bums" * * sf 

顺序 排列 的 特征 值 。 作 为 直接 求 中 间 的 特征 值 
mO <n < N) 的 方法 ,有 极 小 极 大 原理 (mi. 
nimax principle), HD 


(орава) 


在 非 正规 矩阵 中 ， 所 有 元 素 为 非 负 的 矩阵 
的 特征 值 问题 是 重要 的 。 设 4 天 0 为 这 样 的 答 
BE, 则 绝对 值 最 大 的 特征 值 是非 负 的 ， 且 在 
属于 的 特征 向 量 中 , 存在 po 使 它 的 所 有 分 
量 均 为 非 负 。 此 种 定理 称 为 关于 非 负 元 素 矩 
阵 的 Frobenius 定理 (特别 一 [4], 1171). 

【Hilber 空间 的 特征 值 问题 】 以 下 ,直到 
Banach 空间 的 特征 值 问题 为 止 ， 岂 讨论 的 空间 
均 为 Hilbert 空间 9, HABA G) dem. 9 
内 的 正规 算 子 !， 特 别 是 自 伴 算 子 ' 的 剩余 谱 А 
是 空 的 ， 属 于 不 同 的 特征 值 的 特征 空间 相互 正 
交 。 有 界 正规 算 子 的 谱 半径 等 于 它 的 范 数 ， 西 
ж т 包含 在 单位 圆周 内 ， 自 伴 算 子 的 " 包 
SEMA, 

今后 ,以 H 表 示 允 内 的 自 伴 算 子 .又 DC*) 
表示 算 子 * 的 定义 域 。 昌 的 数 域 (numerical 
range) W = {(Hx,x)|x€ D(H), xl = 11 & 
含 在 实 轴 内 , 它 的 闭 包 是 包含 c (H) 的 最 小 闭 
区 间 ( 有 限 或 无 穷 )， 关 于 HH 的 特征 值 问题 ， 最 
基本 的 是 作为 (3) 式 的 推广 的 谱 表示 成 立 ， 以 
下 叙述 与 此 有 关 的 事实 - 


【 谱 测度 】 设 ue 为 数 直 线 R 的 子 集 的 


一 个 完全 加 法 族 '。 在 S, 上 定义 的 , 取 值 为 
的 射影 算 子 ?的 加 性 集 函 数 * E EC). ME 
WERE ECR) 一 1 和 条 件 (完全 可 加 性 7) 


(4) a(U м.)= > ЕМ.) 


( 右 端 为 强 收敛 ') 

时 ,就 称 为 ( 实 ) 庶 测度 (real spectral measure); 
这 里 (4) RPH {M} 为 BMRB 
的 元 的 序列 。 此 时 对 于 多 1 的 任意 的 元 M SN, 
E (M NN) = E(M)E(N) = E(N)E (M) 成 
Xt. 使 E(G)=0 成 立 的 最 大 开 集 G 的 补 集 
ACE) 称 为 巨 的 支 集 ， 或 谱 ， 谱 测度 可 以 在 更 
一 般 的 测度 空间 ! 上 定义 。 例如 用 复 平面 C Wk 
fü R, 用 C 的 子 集 的 一 个 完全 加 法 族 多 ,代替 
By, ЖЛЕ XSL BE (complex spectral mea- 
在 谱 分 析 中 常用 到 的 是 定义 在 尺 或 C 
的 所 有 Borel 集 + 所 成 的 完全 可 加 集 族 上 的 谱 测 
度 ， 我 们 能 把 支 集 包含 在 实 轴 内 的 复 谱 测度 看 
作 与 实 谱 测度 等 同 . 

对 于 实 谱 测度 E, 2 
(5) E, = B(( 一 co,1])， 一 co < à < +оо, 
则 射影 算 子 族 (E) 满足 
(6) EE, = Essa, lim E= Е,» 


sure), 


Jim E, =0, jim Ea =l, 
lim 29388 Sic, 
一 般 说 ， 满 足 (6) 式 的 射影 算 子 族 {Es} 称 为 
恒 等 算 子 分 解 或 单位 分 解 (rcsolution of the iden- 
tity)， 单 位 分 解 和 实 谱 测 度 之 间 ， 由 (5) 式 的 
对 应 关系 形成 一 一 对 应 。 
设 巨 为 定义 于 民 的 Borel 集 族 B, 上 的 实 
谱 测度 ， 设 *，y 为 9 的 任意 元 , 则 集 函数 
M > (E(M)=z,z) = ПЕСМ =? 
是 通常 的 有 界 正则 测度 *, 且 集 函数 
M 一 (ECM)zyy) 
是 一 复 值 正 则 完全 加 性 集 函 数 '。 对 尽 上 每 一 
复 值 Borel 可 测 函数 f， 由 下 述 关系 定义 多 内 
WAF 500: 


o Ga»-(« | [T ORE, oe]. 
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z€ D(S(f)), y € 9. 
SQ) 是 稳定 的 闭 算 子 ,我 们 把 它 表 示 为 


sco = (7 аваа). 


对 应 1 一 SQ) 满足 所 谓 算 子 演算 的 公式 (一 线 
性 算 子 )。 特 别 有 SG) 一 SPD*，, 且 由 此 可 知 ， 
WR f 是 实 值 的 ,那么 50) 是 自 们 的， 如 果 t 
在 E 的 支 集 上 有 界 ， 那么 S) 在 多 内 处 处 有 
定义 且 为 有 界 算 子 。S(1) 有 时 称 为 1 关于 E 的 
WARD (spectral integral). 可 以 用 同样 方法 对 
Be (C 内 的 一 切 Borel 集 所 成 的 族 ) 上 的 一 个 
谱 测度 (或 对 更 一 般 的 谱 测度 ) 定义 算 子 
50Р). 

【 谱 表示 】 对 Hilbert 空间 9 内 每 个 自 伴 
算 子 万 ， 存 在 唯一 的 定义 于 R W) Borel Ж 
B, 上 的 谱 测度 E, 使 得 
(8) H= [f aea. 
换言之 ,H 和 E 依 下 述 关系 相互 对 应 : 


O) nan = «f sous 1) <x}, 


Quis, у) = | ACE) у), 

z€ D(H), y € 9. 
这 就 是 自 伴 算 子 万 的 谱 定 理 (special theorem), 
的 支 集 等 于 (0D, FLATS 


H= [os (a)= Pak PQ), 


其 中 x, 表示 M 的 定义 函数 !， 公 式 (8) 和 (10) 
有 时 也 称 作 互 的 谱 分 解 〈spectral resolution) 或 
MAR (spectral representation), RATER E 20H 
的 谱 测 度 ， 且 把 依 公式 (5) 与 对 应 的 {E，} 
《〈 有 时 也 把 巨 本 身 ) 称 作 妃 的 单位 分 解 ， 设 和 是 
一 实数 , 则 aeo O2) 当 且 仅 当 EC) 7 0, 
X r€0c(H) 当 且 仅 当 Ea) = 0 RA 
的 任 一 邻 域 V, E(V)= 0. 谱 测 度 E 可 用 五 
的 预 解 算 子 R(a;H) = (al —H) 用 下 述 公 
AKER: 对 任意 的 开 区 间 (a, b), 

EC(a, Б) = im lim у tno mem 


40640 2л] Jost 


(10) 
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一 Re + ci; H)Ma 
Сия). 

HI 内 的 每 一 正规 算 子 4, 存在 唯一 的 定 
义 于 复 平面 C 的 Bord WK B. LENEI 
E, 使 得 
an а= | sco. 


(10) 式 称 为 4 的 复 谱 分 解 (complex spectral re- 

solution) 或 复 谱 表示 (complex spectral represen- 

tation)， 而 五 称 为 4 的 复 谱 测度 忆 的 支 集 
ACE) = a( A). 

特别 当 4 是 西 算 子 U 时 ， 谱 测度 E 的 支 集 包含 

于 单位 圆周 T 内 .所 以 可 以 由 定义 于 T 上 的 

一 个 谱 测 度 F 表示 为 

a2) u= | ra. 


(12) 式 称 为 西 算 子 忌 的 谱 分 解 。 
【 自 伴 算 子 H 的 函数 】 设 


H= [ran 


是 多 内 的 一 个 自 伴 算 子 .对 尽 上 一 个 复 值 Borel 
可 测 函 数 /, 依 关 于 HH 的 单位 分 解 E 按 (7) 式 定 
义 的 算 子 S) E CH): 


кн) = P коа). 


对 应 f — (CH) 给 出 对 已 的 算 子 演算 (一 线性 算 
Ж. 
对 任 一 269, RMM Lie) 表示 关于 测 
E и и) = (EC:)a,a) B L, 2518), 换 
Wz, fe LXa) SAMH aE D (KH))。 对 
应 1 一 人 H)a 在 LLa) 和 多 的 子 空间 
M(a) = {fH)alfe LXa)) 
之 间 给 出 一 个 等 距 同 构 ( 特 别 , M Ca) 是 闭 的 ). 
HH 可 由 M(a) 约 化 ， 且 H 在 M(a) 内 的 部 分 
对 应 于 Lila) 内 的 乘法 算 子 JQ) АКА). 
对 于 给 定 的 自 伴 算 子 Н, FED 的 元 ао 
的 族 {ao}oee《 不 一 定 是 可 数 族 ), 使 得 


(13) d= >) M(oo)， 


D 
其 中 У 表示 相互 正 交 闭 子 空间 的 直 和 +。 从 而 
9 可 表示 为 L; 空间 的 直 和 Zoco L Xaa). 如 


Ж z€ D(H) 在 此 表示 中 被 表示 为 {fo}oee， H 
Z Hz 被 表示 为 {24fs}eee. 

【 西 等 价 和 谱 的 重 数 】 以 下 假定 多 是 可 分 
的 '。 WAZH H, (13) RHH (ао) 可 以 选取 
为 可 数 个 a。 的 序列 {a.}?-,， 且 满足 下 面 的 
要 求 : 

(14) ulan) 关于 ula.) 绝对 连续 '， 
n=1,2,---. 

在 (14) 式 中 以 及 在 后 面 , RIM иба) 表示 测 

BE ws(ee9)， 进一步 当 {4,} 为 满足 (13) 和 

(14) 式 的 另 一 序列 时 , 则 对 于 所 有 的 "，Hp(a,) 

和 p(a) 彼 此 关于 对 方 为 绝对 连续 (Hellinger- 

Hahn X38). 

对 于 两 个 自 伴 算 子 H. Hn FEART 
U, 使 得 H= U*HU, WER H, Н.Ф 
BY (unitary equivalent), 使 Hi, H, 为 西 等 价 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 H, WR (13) 8 (10 
式 的 序列 (а). G 一 1, 2), АЈА UJ n, 
ua?) 和 nla?) 彼此 关于 对 方 为 绝对 连续 . 

对 于 已 给 定 的 刀 ， 用 满足 (13) 和 (14) 式 
的 {anhs TIUA FEEN H RHH (spectral 
multiplicity) m,CH). 即 m (H) =n (а XA 
然 数 ) 是 指 , 作 为 2 轴 上 的 测度 ,有 
(15) lag) 0, kl 

ЖН. aas) = 0. 
当 这 样 的 n 不 存在 时 , 令 m(H) = +оо. 谱 
重 数 在 西 变 换 U 下 是 不 变 的 : 
mH) = m.(U*HU). 

实数 io 称 为 关于 oH) 具有 重 数 ”《〈 重 数 无 
穷 ), 如 果 (15) GE ula) # 0,5 m 1,2,...) 
在 如 的 一 个 邻 域内 成 立 。 这 时 oH) 称 为 在 
Ao 处 以 重 数 n (EUERE. PHRA MS 
(simple spectrum)， 如 果 m,(H) = 1; 而 它 等 价 
FED ARETE а, 使 M(e) = 9. ЖО а 
称 为 9 KF НЕЁ Ж (generating clement), 

RAM ERS HS Т Й Jacobi 
矩阵 密切 相关 ， 就 是 说 , 设 SRT HWA 
成 元 ,在 Lc) 内 取 完 备 正规 正 交 系 {Ca}; 
使 得 G6. 一 G,(1) 为 一 * — 1 KEMAH 1G, € 
Ха). 4 g.= G.(H)a(n = 1, 2,---), Mü 


lg,)2-. BRO 中 的 完备 正规 正 交 系 ， 由 这 个 
基 得 到 的 有 的 矩阵 元 素 ama = (НЕ, 8。) 满 足 : 

i) any = OC|m — n| 2 2); 

ü) amni = Gate 0; 

Hi) ao = 实数 . 
满足 1), ii), di) 的 无 限 矩 阵 4 (en) 称 为 
Jacobi 矩阵 (Jacobi matrix), 一 个 Jacobi 48 
阵 确定 一 个 亏 指数 ' 为 (0, 0) 或 (1, 1) 的 对 称 
RF 任 一 自 伴 扩 张 有 一 简单 谱 . (关于 Jacobi 
矩阵 的 详细 性 质 和 应 用 一 [11].) 

对 于 非 自 伴 的 对 称 算 子 ', 可 以 在 某 种 程度 
上 进行 与 谱 表示 类 似 的 表示 .在 日 本 对 于 Hil- 
ber SAWAT, AEREE, WALKA, H 
野 秀 五 郎 等 人 的 研究 。 在 [1] 中 给 出 的 Hañ- 
марк 的 理论 应 当 予 以 注意 . 

【Banach 空间 的 特征 值 问 题 】 对 Banach 空 
间 内 的 一 般 算 子 以 及 对 Hiber 空间 内 的 非 正 
规 算 子 来 说 , 谱 分 析 就 更 复杂 . 

对 紧 算 子 ' A, 0(A) 的 性 质 以 及 4 在 对 应 
于 非 零 特征 值 的 主子 空间 内 的 结构 是 熟知 的 
(一 紧 算 子 )， 然 而 ,如 果 没有 更 多 的 假定 ,一 个 
完全 的 谱 分 析 也 许 并 不 可 能 . 

对 一 个 具有 非 空 预 解 集 o (A) HARF 
根据 预 解 式 R= Cl — 4) € pe(4) RÀ 
AO BIX] 值 全 纯 函 数 这 一 事实 ,可 以 借助 函数 
论 的 方法 发 展 一 种 算 子 演算 ， 特 别 有 谱 映射 定 
理 成 立 ( 一 [13]; 线性 算 子 ). 

伴 有 谱 分 解 的 一 个 一 般 的 算 子 类 曾 由 N 
Dunford 引入 。 设 X 为 Banach 空间 , 算 子 E € 
BIX] Ю-В, MRE Е. 有 如 前 
面 一 样 ,我 们 能 够 在 有 .上 定义 一 个 (射影 值 完 
全 可 加 的 ) 谱 测度 ， 算 子 4e BLX] 称 为 谱 算 
+ (spectral operator), DRE B 上 存在 一 个 
ШШЕ E, 满足 下 述 性 质 : 

i) E(M)A = AE(M), M € Ba 
2(A| sanx)CM, M € Be 
是 4 在 Y LORE, Мм АИ: 
PEDO, GMA Medo 
1Е(м)1 < +. 
E 是 唯一 的 。 谱 算 子 4 可 以 表示 为 
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A=S+N. 
其 中 
s= | E), 


NES хит. MR N 一 0，4 称 为 旨 量 
WF (scalar operator), 无 界 谱 算 子 可 以 类 似 
地 定义 ,只 不 过 以 GYE(M)ACAE(M) 代替 
OME. 但 对 无 界 谱 算 子 4， 就 不 再 有 分 解 
4 一 3 + №. (关于 谱 算 子 的 细节 一 [181, 与 本 
节 讨 论 的 内 容 有 关 的 概念 一 紧 算 子 ; 特征 值 的 
数值 计算 法 和 线性 算 子 .) 
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мушение линейных операторов 8 (ЕЛУ 
OB) 我 们 在 两 个 线性 算 子 " А, В 在 某 种 
意义 下 “相近 "的 假定 下 ,考察 4,B 的 性 质 的 类 
似 性 ， 这 里 也 包含 这 样 的 问题 ， 即 研究 当 算 子 
A, BAR © 变化 时 , 算 子 所 固有 的 某 种 量 如 何 变 
动 ， 所谓 摄 动 ， 原 来 是 经 典 力学 以 及 量子 力学 
的 近似 方法 ， 就 是 用 关于 小 参数 e WRB 
式 求 问题 的 解 的 方法 ; 然而 在 算 子 理论 中 ， 现 
在 大 都 是 在 比 起 初 讲 的 稍为 广泛 (有 些 模糊 7 的 
意义 下 使 用 " 摄 动 "这 一 名 词 ， 考察 的 对 象 ， 有 
算 子 的 谱 的 解析 性 质 ， 以 受 摄 动 的 算 子 为 生成 
算 子 ! 的 发 展 方程 的 解 的 性 态 , 等 等 ， 本 条 只 限 
于 阐释 与 前 者 有 关 的 几 个 问题 ， 至 于 摄 动 论 的 
全 貌 一 特征 值 的 数值 计算 法 ， 常 微分 方程 的 数 
值 解法 ， 三 体 问题 ， 以 后 在 本 条 中 不 加 解释 地 
使 用 下 列 号 : B (X), СТ), RT), (Т), 
PCT), R (a; Т). 这 些 符号 的 定义 一 线性 算 子 
NE HRR]. 

【 闭 算 子 的 摄 动 】 命 do B% Banach 2 
间 * 关 到 Banach 空间 9 内 的 线性 算 子 ，4。 为 
ARF", Ж 9(B)29 (4o)， 又 令 4 一 如 十 
B. 1) 如 果 存 在 常数 < (0 a < 1) $852: 0, 
使 得 Bul] < all All + 2141 9С), 85 
么 4 是 闭 算 子 。 如 果 加 之 如 是 自 伴 的 ',， p 是 
对 称 的 !, 那 么 4 是 自 伴 的 . 

2) 对 闭 线性 算 子 7, 令 

nulT = dim R(T), 
其 中 NT) тА 25и) (BD T HR), HS 
defT = dimY/R(T), indT = nul T—detT Оң 
eulT 和 def7 之 一 为 有 限时 , ind T 即 有 定义 ). 
这 些 数 依次 称 为 了 的 零 化 度 (nullity), 5% 
(deficiency) 和 指数 (inde). 工 称 为 Fred- 
holm WF (Fredholm operator), dmg R(T) 是 
FAW, ашт < co B. defT < co. MR RCA) 
是 闭 的 , 且 《1) 中 的 不 等 式 对 满足 ap 6 < p 
的 常数 2,6 成 立 ,其 中 ?是 由 如 决定 的 某 一 正 
数 ,那么 这 时 RCA) 也 是 闭 的 .此 外 ， 
indd = indAo, nulA < nul do, 

E detA < deftdo。 如 果 我 们 在 (1) 的 不 等 式 中 ， 
换 成 B 是 紧 算 于 *〔 或 更 一 般 地 ,关于 4o 相 对 


紧 ' 一 [连续 谱 的 摄 动 ]) 这 一 要 求 , 则 除了 最 后 
这 两 个 包含 nul 4 和 def4 的 不 等 式 外 ,同样 
的 结论 仍然 成 立 ， 因 之 一 个 算 子 是 Fredholm 算 
子 这 一 性 质 在 徽 小 的 (或 相对 紧 的 ) 摄 动 下 是 稳 
定 的 ,指数 也 是 这 样 (一 [61, [11]). 

【特征 值 和 特征 空间 的 摄 动 】 1) 函 数论 的 
方法 可 应 用 于 作用 在 Banach 空间 关内 的 算 子 
的 孤立 特征 值 的 摄 动 . 设 2 是 复 平面 上 的 开 
Ж, Н 060. ix eeO 定义 了 4,€ B(X) 
且 它 在 Q 内 为 全 纯 。 此 外 设 如 是 oC) 的 一 
个 孤立 点 , 且 主子 空间 


во; ох = L. | RO; ix 
2xi Jc 


xi 
的 维 数 m 是 有 限 的 。 于 是 对 于 满足 
U Nal do) = {ro} 

的 à. 的 任 一 邻 域 , 存在 8 > 0, 使 得 下 述 陈 
述 在 {s1 le] < o) Pour: G) o( A.) 决 不 与 0 
的 边界 接触 ; Gi) UNa CA.) 由 特征 值 ha(e)， 
554.66) 所 组 成 ， 这 里 每 个 特征 值 按照 它 的 
《代数 ) 重 数列 举 ; Gi) де) 一 5, m) 可 
由 ev* 的 一 个 或 几 个 宕 级 数 表 示 。 其 中 是 一 
适当 的 自然 数 ;(iv) DEC, ;8) He 是 全 纯 
的 ,其 中 > 关于 所 有 不 同 的 特征 值 求 和 ， 而 
不 考虑 它们 的 重 数 。 即 使 A. 不 是 有 界 的 ,相似 
的 结果 在 假设 А, 的 预 解 式 * 关 于 е 的 正则 性 的 
情形 下 也 成 立 。 特别 ， 当 关 是 Hilbert 空间 且 
4,1%: e 为 自 伴 时 ,那么 在 КО; A) 对 某 些 
非 实 4 关于。 的 正则 铂 的 假设 下 ,{%(e)} 可 以 
表示 成 6 的 ( 即 "一 1) 一 个 或 几 个 寡 级 数 . 这 里 
讨论 的 摄 动 有 时 叫做 正则 (或 解析 ) 摄 动 (regular 
(or analytic) perturbation) ([1,455,11]). 

2) 设 Ho% Hilbert 空间 9 MART, 
220 Ho 的 重 数 为 1 的 孤立 特征 值 〈 即 成 为 o 
(Ho). 的 孤立 点 的 特征 值 ), wo 是 属于 入 的 正规 
特征 向 量 。 当 自 伴 算 子 H, 由 关于 е OBA 
级 数 H, = Hy + ен, + ён, + Une È 
实数 , Н, 是 对 称 算 子 ) 给 出 时 ， 则 在 до HB 
A, (H) 仅 由 重 数 为 1 的 孤立 特征 值 4 
Hk. HL. 以 及 属于 它 的 正规 特征 向 量 u, 分 
Яй тИ ЇН: 


A, = Ig + El, + OA, + ++, 
А и, = иу + Eu, + шу + -- +, 
这 就 是 所 谓 形式 的 摄 动 沦 ， 设 


а 
s | ЕКА)» 
m= (зав) 


(人 表示 除 掉 ловоров), s 


ws。 形式 上 由 下 列 式 子 给 出 : 
, à = (Huasa), 
М = (Has uo) — (Hus Hue), 7*5 
m = SHu ++. 
这 是 作为 近似 方法 的 摄 动 论 的 本 来 形式 之 一 ， 
而 这 个 级 数 收 化 性 等 的 研究 ， 力 是 线性 算 子 摄 
动 论 的 一 个 起 源 (F. Rellich, 1937). 如 果 摄 
动 项 H, 对 于 非 摄 动 项 Ho 为 相对 有 界 , 即 
D(H,) EDHo) 
并 且 存 在 常数 a, b, с, 使 得 
Iu] < Cn" Gal Bos] + 2111) 
对 所 有 «€ 9 (Но) RIL NH., ЕТЕ 
的 定义 在 lel 充分 小 的 范围 内 是 有 意义 的 ， 而 
且 问 题 可 归结 为 前 节 所 述 的 正则 摄 动 的 情形 . 
此 时 4。, и, ЖКТЕ © 一 0 的 邻近 收敛 ， 不 
能 归结 为 正则 摄 动 的 情形 ， 形 式 竹 级 数 的 系数 
从 某 一 下 标 起 甚至 可 能 计算 不 出 来 ; 即使 在 这 
种 情形 ,只 要 所 含 的 系数 能 合法 地 计算 , 则 形 如 
dy = lo + ne + o (6) 
的 渐 近 级 数 展开 成 立 ， 这 一 点 可 以 在 一 般 的 假 
定 下 予以 证 明 .这 个 证 明 是 基于 估计 特征 值 上 
下 界 的 变 分 法 ， 用 它 也 能 得 到 误差 。(s》 的 估 
计 ， 这 为 许多 实用 情形 的 摄 动 法 提供 了 理论 基 
础 。 特 证 值 ne 的 重 数 大 于 1 时 , 虽然 摄 动 引起 
特征 值 的 分 离 ， 但 与 上 面 类 似 地 进行 讨论 是 可 
能 的 ([4]，[11]). 
【连续 谱 的 摄 动 】 连续 谱 + 在 摄 动 中 呈现 
出 某 种 稳定 性 .以 下 HoH 都 表示 Hilbert 空间 
的 自 伴 算 子 , 兹 述 其 两 三 个 结果 E. 
H= | EQ) 


的 谱 中 除 掉 重 数 有 限 的 孤立 特征 值 后 所 剩 的 集 
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£, ICHE o, (Н), BH HAY Ж RB (essential 
spectrum), 使 函数 (E(l)u, u) 关于 Lebesgue 
测度 为 绝对 连续 的 «6 9 的 全 体 , 记 作 MCA), 
CHRI HAFS, LEH. 把 互 限 制 于 
MCH) 上 得 到 的 算 子 , 称 为 互 的 绝对 连续 部 分 ， 
它 的 谱 a. (H) 称 为 互 的 绝对 连续 谱 (absolutely 
continuous spectrum), 关于 它 的 稳定 性, 下 列 结 
RRX. 
1) # B= Ho 十 K， 且 是 紧 的 , 则 

он) = oH). 
把 假定 减弱 为 天 关于 H HMR (BH KR (r 
HON). RIS 

aH) = oH); 
则 存在 西 算 子 忆 和 紧 算 子 K， EH feo 

H=UHU"'+K 
《[10])， 特 别 对 于 任意 的 p> 1, RIME [I 
(一 紧 算 子 ) 任意 小 。 因 之 绝对 连续 谱 在 摄 动 
кєВ, (р> 1) 下 一 般 是 不 稳定 的 。 在 某 种 
程度 上 ,这 个 结果 可 以 推广 到 Banach 空间 +. 

2) жне н+к, В.к" (BD 
{кї < о), MU HoR H 的 绝对 连续 部 分 是 西 
等 价 的 (17])， 特别 о (Но) = о. (Н). 此 定 
理 曾 有 种 种 推广 ([8], [9])， 而 下 述 定理 可 概 
括 其 大 部 分 推广 (8],[11])， 对 某 一 2e pH) 
ПСН), i& RO; H) 一 RO; Ho) 属于 迹 族 ， 
此 时 ,对 于 在 R 上 连续 可 微 并 且 满足 fC) >0 
的 任意 的 实 值 函数 4), KH) 和 OT) 的 绝 
对 连续 部 分 是 西 等 价 的 ， 设 Po 为 
M(Ho) = MAH)) = M 
EMERY, 则 在 算 子 强 收敛 ' 的 意义 下 ， 极 限 
slim exp GrfCH)) exp (—isK HOP = W, 


存在 , W, BARAT 的 定常 算 子 ， 是 以 M 
为 始 集 而 以 M(H) 为 终 集 的 部 分 等 距 算 T. 
更 进而 W.JC(HOP = J(H)W., MIL, W. 给 
BERESI. S—Wwtw. 是 量子 力学 上 的 
散射 算 子 (scattering operator)( 又 相当 于 S E 
ВЕ (S-matrix)). 

3) 在 许多 实际 问题 中 , Ho 的 连续 谱 多 数 
只 由 绝对 连续 的 部 分 所 组 成 ， 此 时 在 很 多 情形 
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下 我 们 也 想 揭示 马 具 有 同 祥 的 性 质 ， 为 此 ， 单 
单 2) 中 所 述 的 那 类 条 件 是 不 充分 的 ， 而 摄 动 
“关于 于 为 光滑 "这 种 类 型 的 假设 是 必要 的 . 例 
如 Ho 为 LXa,56) 中 乘 以 坐标 的 算 子 , HK 
为 具有 光滑 核 的 积分 算 子 的 情形 ， 曾 由 K. O. 
Fricdrichs 所 研究 ， 这 是 连续 谱 摄 动 论 的 开端 
(12])， 对 于 Schrodinger 型 微分 算 子 ,这 种 问 
题 与 伴随 连续 谱 的 特征 函数 展开 相 结合 而 得 到 
解决 (一 微分 算 子 )、 关 于 这 种 问题 也 有 其 种 一 
般 理 论 ， 关于 特征 值 及 连续 谱 的 摄 动 ，[31 的 
解说 很 得 要 领 ,又 有 详细 的 文献 表 . 


[f] [1] N. Dunford.J. Schwartz, Linear opera 
tors d, Interscience, 1958; [2] K. O. Friedrichs, On 
the perturbation of continuous spectra, Comm, Pure Appl. 
Math. 1 (1948), 361—406; [3] K. O. Friedrich, Per 
turbation of spectra in Hilbert space, Lect. Appl. Mather 
vol. 3, Amer, Math. Soc., 1965; [4] Т. Kato (а 
X), On the convergence of the perturbation method, 
J. Fac. Sei. Univ. Tokyo, 6 (1951), 145—226; (5) 
T. Kato СЖ), On the perturbation theory of 
closed linear operators, J. Math. Soc. Japan, 4 (1952), 
323-337) [ 6】 T. Kato CIC), Perturbation theory 
for nullity, deficiency and other quantities of linear 
operators, J- Analyse Math, 6 (1958), 261—322; 171 
T. Kato (00). Perturbation of continuous spectra 
by trace class operators, Proc. Japan Acad., 33 (1957). 
260—264,8] Т. Kato (ИНЖ), Wave operators and 
unitary equivalence, Pacific J. Math., I$ (1965), 171— 
180, [9] S. T. Kuroda (MER), Perturbation of 
continuous spectra by unbounded operators 1, U, J. Ma 
th. Soc. Japan, 11 (1959), 247—262, 12 (1960), 243— 
257, {10} J. von Neumann, Charakterisierung des Spektr 
ums eines fntegraloperators, Actualités Sci. Tod., Herma. 
an, 1935, (HU T. Kato СІС), Perturbation theory 
of linear operators, Springer, 1966. 


算 子 半 群 和 发 展 方程 (Ж analytical theory of 
semi-groups, equation of evolution ik théorie ana- 
\ytique des semi-groupes, équation d’evolution Ф 
analytische Theorie der Halbgruppen, Evolutionsg- 
leichung {Ñ аналитическая теория полугрупп, 
диссипативное уравнение H #ЕШЖФ?ЁЁ,Ж 


EARS] 半 群 的 解析 理论 是 为 了 在 无 限 维 
函数 空间 定义 指数 函数 而 产生 的 (1948 年 前 
№). 


【吉田 -Hilte 定理 】 设 X HAT S 


线性 空间 ', 我 们 把 由 X 到 X 的 连续 线性 算 子 的 
全 体 写 作 L(X,X). MF 0 < < оо 的 : 确 
E T,€ L(X,X), 4 (T,l: > 0) 满足 下 列 两 
个 条 件 时 ,就 称 1T,jz > 0} 为 C 类 半 群 : 
1) T,T,= Ti, СЕЙФ), 
T,—1 SRF); 
2) im Tex = Tus € X, Va > 0). 
34 х ж Banach 空间 ! 时 ,2) 可 换 为 2) 
w-lim T = x(Vxe X) 
(ч. Dunford, 1938). 此 时 存在 常数 M > 0 和 
B>0, 使 3) 171 < Me" (We>0) 成 立 
(E. Hille, 1948). REREH Т, 而 考虑 。 "To 
我 们 假设 以 下 讨论 的 算 子 半 群 满足 1 )，2) 和 
{T,|¢>0} 的 等 度 连续 性 : 3) 对 于 X 上 的 任 
意 连 续 半 范 数 ' р, 存在 连续 半 范 数 q, ECW 
足 p(Tix) < qGY(Vx € X, Vi 之 0); 我 们 称 这 
样 的 (7,1: > 0} 为 X 上 的 C' 类 等 度 连 续 半 群 
(equicontinuous semi-group of class С?, 简称 为 < 
с. = g. (C)). 
Wl: 设 co >p > 1, X=L,(0,0), 
(Tx) = zG + O). 
12. Ж o0p2l, 
X = 1,0—9,9), 


(TH) = = f (e-z2») aula, 


£20, 
= (s) = 0. 
例 3: HA>0, a> 0, 
X = С(— 00,00), 


(00) е У) Q2 — u, 
vs 129, 
=), =o. 

(在 这 些 例 子 中 ,我 们 有 ITI <1, FA 3) 确 
ERY. ) 

以 下 假设 X 为 序列 完备 的 (sequentially com- 
plete), 即 如 果 X 的 点 列 (z.) 对 于 X 上 每 个 连 
续 半 范 数 p, 都 有 


lim p(z.— tm) = 0, 


Xu limp(z 一 x。) = 0 的 极限 元 +E X E 
一 存在 的 . 

с. с. s. g. (C) (7,162 0) 的 无 穷 小 生 
RAF infinitesimal generator, GA i. g.)4 
由 
a) Az = lim # (T, — Dx 


所 定义 ， 4 简称 为 生成 算 子 . 

i) 可 微 性 定理 ， 对 每 一 个 满足 %2 > 0 的 
AAi, 4 的 预 解 式 存在 : QI 一 4)"'eL 
«х, X), ЖЕ 
(2) Q1 ж = [eT ade (Vz € X); 


这 里 积分 为 Riemann 积分 . 

由 此 可 知 ,4 的 定义 域 D(4) EX РВЕ, 
BS (Q1 一 4)" 的 值 域 RI — лу!) 一 
致 ， 4 是 闭 算 子 ', 而 且 算 子 族 
G) (G4 — AJD" 2 0,5 = 0,1,2, } 
是 等 度 连续 的 . 

ii) 表示 定理 . 令 /一 (1 — aA)", Яў 
FT, 的 近似 算 子 


(4) Tie = e У) (mi) nt 


= 
Pree = ee, 

在 + 的 任意 紧 集 上 ，、 

(5) Tx = lim Tr = lim Fir, Wr eX 

一 致 成 立 . 

ii) MER. 设 4 是 以 X 的 稠密 子 空间 D 
(A) 为 定义 域 ,以 X 为 值 域 的 线性 算 子 ,假定 对 
Ton—3,2,---, WX (ol — AY! € L(X, 
X), 则 使 4 为 X 上 的 一 个 e. c. з. g. (С?) 的 i 
& 的 充分 必要 条 件 是 : 属于 L(X,x) ORF 
的 族 
(3) 4 — n Ayn = 1, 2,555 

m= 0,1,2,-..) 
是 等 度 连续 的 。 由 于 这 样 的 半 群 T, 是 由 4 唯 
一 决定 ,所 以 也 可 写 为 T,= exp(zA). 

上 面 三 个 定理 合 起 来 总 称 为 吉田 -Hile 
定理 , 有 时 也 称 为 Hile- 吉 田 -Feclicc-Phillips- 宫 
VER. 
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i. g. 的 例 : 在 例 1 中 为 4 = d/ds, (EPI 
2 中 为 4 一 24/d2， 在 例 3 中 为 

(42)(s) = Aas — u) — 3G»). 

[E] 2668 <. с. s e (CO ULT,] > 0] fil 

扩张 成 为 等 度 连续 的 C 类 群 

{Т,|—юо<г< +оо} 
《使 得 TiT, = Tao HE — 901, <ç 内 成 立 ) 
的 充分 必要 条 件 可 由 (3 ) 中 取 

пт 1,2,5 

П). 此 定理 包含 Stone LM (1932) (X 
25 Hilbert 空间 ,每 个 T, 都 是 西 算 子 ' 的 情形 作 
为 它 的 特殊 情形 ， 对 于 Banach 空间 ,这 个 条 件 
的 必要 性 较 早 地 由 И. M. Гельфанд ARE B: 
WF. 

【收缩 算 子 半 群 】 2 X % Banach 空间 ,为 

{E T, 为 收缩 算 子 (contraction. operator) 
(Tl <1), 
上 面 逆 定 理 中 4 应 满足 的 充分 必要 条 件 3 ) 成 
为 RCI 一 4) =X, НЕМАЕ F (dis- 
sipative operator)( 即 Rl Ax, z] < 0 RIL). № 
处 [z, y] 表示 X X X 上 满足 下 列 半数 量 积 
(semi-scalar product). 条 件 的 任 一 泛 函 : 
(6) lz+y,s] = [х,а] + yal, 
(ax, y] = Ах у) 

[z,z]) = fel Iyl! < lly 
(G. Lumer-R S. Phillips. 1961). 

【全 纯 半 群 】 对 于 X 上 的 е. с. з в. (С) 
(T, > 0}， 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 《吉田 耕 
f£, 1963), MAH (Tile > 0) RASH 
Ë (holomorphic semi-group); 1) 4 £27 0 B$, 

Tix = lim T. — T,)x(Wx € X) 
存在 ,并 且 对 于 某 正 数 C， 
(ССТ) |а = 0, 125 0 <: <1) 
为 等 度 连续 . 2) 对 于 满足 
larga | < arctan (Ce) 
的 复数 4, T x 总 有 局 部 地 由 
Ti = D A 0f QD? T 


给 出 的 收敛 展开 
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(Th = lim "Crit — T9), 
并 且 对 某 一 正 数 k, 
{e727 | larga | < arctan (27467) 
为 等 度 连 续 ，3) 对 某 正 数 Cu є, 
{СС — луу ln = 0, 1,2,---; 
>l + 8} 
为 等 度 连 续 ， 这 里 4 是 T, 的 i g. 
fl: 取 z" 的 这 样 的 分 枝 : Rz >o BF, 
AR 二 0。 对 于 0<a<1, 令 
€) tual) = nif" 
o>0, 1>0 14>0; 
=0, <0. 
按照 S. Bochner (1949), H Banach 空间 X 上 
Woe с. s. g. (CO {Ti > 0), fE 
(8) Per = Px = 人 -rzar 
` :>0, 


a 


= =, r= 0, 

W {全 ,lz > 0) 形成 全 弛 半 群 (吉田 、 加 苹 敏 
J.A. V. Balakrishnan, 1960). 可 以 把 个 ,。 的 
i. g. Á, 看 作 一 4 ОА fractional power) 
(一 4)" 的 一 1 倍 ， 例 如 , 若 0 <a + 8 < 1, А] 
(—A)'(— A) = (— AY (Vx € D(A)). 

【 半 群 的 收敛】 设 е. с. s. g (C) 的 序列 
{exp(t4,)|n 一 1,2,"……} 等 度 连续 ,为 使 存在 
с. с. s в. (C) 的 exp GA), 使 得 在 + 的 任意 
的 紧 集 上 一 致 地 有 

lim (exp(zA,))z = (exp (14))x 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 某 一 ¿(SU > 0) 和 
一 切 ze x, 
lim (al — 4,)^s = Jae 


存在 ,并 且 RU 一 X 成 立 (H. F Trotter, 
ini). 
COE) 设 x 和 它 的 对 偶 空 间 x’ 都 
是 序列 完备 的 .对 于 X 上 的 e c s. g. (C) 
{exp tAlt > 0}, te 
我 们 把 4 的 对 偶 算 子 4* 的 定义 域 DC4*) 在 X” 
内 的 闭 包 DA БХ. 当 T, 的 对 偶 算 
F T? 的 定义 域 限制 在 X* 上 时 ,把 它 记 作 TT 


则 (771/220) ÆR Xt 上 的 e. с. s р. (С), 
它 的 1. g 入 是 把 4* 的 定义 域 与 值 域 局 时 限 
于 X+ 内 时 4* 的 最 大 限制 (Phillips, 1955; 小 
HEER, 1964). 
【发 展 方程 】 i T,= exp GA) Hee 
s g. (C), i z€ D(A), WJ 
(9) Tix = АТ(=Т,Ах) 
成 立 ， 考 虑 适当 的 函数 空间 时 ， 不 仅 热 传导 方 
程 ! (4 = A,A 为 Laplace 算 子 ?) 和 Schrödinger 
方程 (4 = V 一 1(A + V GOD ETAGE 
示 的 波动 方程 ' 
(7) -()=(ao Xe) 
都 是 (9) 的 形式 ， 于 是 一 般 地 , W z, 对 每 个 固 
EN : 取 值 于 X 内 , 且 
ж == lim An Gras —x,) 
存在 并 有 
(9) x¿= Az, 1>0, lim x, = xo 
则 称 x, 是 发 展 方程 (9') 的 具有 初始 条 件 xo ftJ 
解 . 因 之 若 4 是 一 个 e. с.з. в. (CHT, lt RO) 
Wi. g. B. roe DCA), WY (9°) 的 解 为 
x, = (exp(14))xo. 
【发 展 方程 的 积分 】 把 (9) 式 中 的 4 换 以 
依赖 于 :的 A, 时 ,我 们 得 到 对 时 间 是 非 齐 次 的 
发 展 方程 
(9) x= Aa a<: < b. 
关于 (9”)， 下 列 结论 成 立 ОШ, 1953; 吉田 
1966)、 假 定 下 面 四 个 条 件 : D XUR DCA) 
不 依赖 于 + 并 且 在 Banach 空间 X 内 稠密 ; 当 
а> 08, (1 —a4,)1€ L(X, X) ЖН. 
IG —24)71 < 1. 
ii) Bi = (1 一 А,)(1 一 4) 的 范 数 在 
as, <ó 
i) 存在 与 [a, 6] 的 任意 分 割 
(а= nem <1, m) 


无 关 的 常数 N， 使 得 


ABR. 


3 в... 一 Ball < N. 


iv) B, 对 于 + 是 弱 可 微 的 ,其 导数 算 子 OB,,/ 


Dt 关于 + 是 强 连 续 的 。 在 这 些 假定 下 ， 如 果 
xo€ D(A。)， 那 么 


v(i, а)х 一 
n 
slim ， П (Seca — DA.) 
marl HI ‚шыт, 


s=: <ó 
是 (9”) 在 初始 条 件 U(a,a) = x。 下 的 唯一 的 
解 ， 如 果 设 v) A, BES * 无 关 的 复数 域 
largi] < arctan C 
上 全 纯 且 满足 sup [Тыс "| oon Ta KI 
igo MATERN s€ X, Q7) M z, 
G, = 0) 
由 下 式 给 出 : 
(10) x, = expC (t — а) A) 


+ |o = DADR, дхи, 


Em ва) = D Ral, 


Rats) | або, о) боз ть ms 
RiG 5) = CA, — A)exp(G = 5)4,)5 


<. 
=0, 528 
(HSUEH, 1959; П. E. Соболевский, 1961), 
这 相当 于 把 (9”) 改写 为 


x, = Ах + (A, — А„)х,, 
BR (exp(G — а)4,))хо 为 第 一 次 近似 ,用 逐次 
远近 法 求解 r。 为 了 减弱 i) 中 的 DCA) KK 
MUP c 的 条 件 , 可 以 用 A, 的 分 数 寡 或 从 第 一 次 
近似 〈exp((: 一 a)4,))xo RATT OME, 
mug). 
【应 用 于 非 线性 发 展 方程 】 以 
ж = Ах, + Кох) 
的 形式 含有 非 线性 项 f 的 方程 ， 使 用 齐 次 方程 
x, = Ax, 
的 当 о = s ВБИВ Э z, ВОВЕ z, = О(г), 可 
改写 为 Banach 空间 中 抽象 积分 方程 


s, UG, д. J'uG Has 
WER. 与 粘性 流体 有 关 的 Navier-Stokes 方 
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程 ' 可 以 作为 这 样 的 非 线 性 发 展 方程 来 研究 , 并 
能 讨论 解 的 存在 和 正则 性 (加 芯 - 茧 田 宏 ,Co0o- 
левский З, 1963—1966). 


[5) [1) E. Hille-R. S. Phillips, Founctional 
analysis and semi-groups, Amer. Math. Soc, 1957 (中 评 
Ж: F. Wem, R. S. BA ZAR AY SEREH ) L 
海 科学 技术 出 版 社 ，1964); [2] N. Dunford-J. Schwartz, 
Linear operators I, Interscience, 1958; [3] K. Yosida 
(SHE), Functional analysis, Springer, 1965; [41 P. 
L. Butzer-H. Berens, Semi-groups of operators and ap 
plications, Springer, 1967. 


遍历 理论 1% ergodic theory 
dique Ф Ergodentheotie 4А эргодическая тео. 
ps 日 工 儿 了 一 理论] 【一 般 性 说 明 】 ЖШ 
历 理论 (ergodic theory)， 起 源 于 所 谓 遍 历 性 
假设 (ergodic hypothesis)， 这 个 假设 是 作为 经 典 
统计 力学 的 基础 由 L. Boltzmann 和 J. Gibbs 
在 接近 十 九 世纪 末 时 提出 来 的 (一 统计 力学 ). 
许多 数学 家 企图 对 这 个 假设 给 一 个 严格 的 证 
明 , 其 结果 形成 了 H. Poincaré 和 C. Carathéo- 
богу 的 回归 定理 〈recurrence theorem) 以 及 С. 
D. Birkhoff 和 J. von Neumann f 5 E M 
(ergodic theorem), 这 些 定理 标志 着 如 今 所 说 的 
遍历 理论 的 出 发 点 。 Poincaré 是 4899 年 在 标 
题 为 Poisson 稳定 性 《Poisson’s stability) 的 论 
文中 证 明了 他 的 回归 定理 的 ;而 Carathéodory 在 
1919 年 对 这 条 定理 给 以 测度 论 的 一 定形 式 并 
加 以 证 明 。 随 着 理论 的 进一步 发 展 ， 它 与 其 他 
一 些 数学 分 支 , 例 如 ,动力 系统 理论 ,概率 论 , 泛 
函 分 析 , 数 论 , 微 分 拓扑 和 微分 几何 等 学 科 ， 取 
得 了 密切 的 联系 . 

现代 遍历 理论 的 主要 对 象 是 研究 可 测 变 
换 !+， 特 别 是 具有 一 个 不 变 测度 的 变换 的 性 质 . 
在 大 多 数 情 形 ， 所 研究 的 这 些 变换 定义 在 一 个 
具有 有 限 ( 或 " 有限) 测度 的 Lebesgue MES 
间 (Lebesgue measure space with a finite (or g- 
finite)measure) Е. 具有 一 个 有 限 测度 (c 有 限 
测度 ) 的 Lebesgue 测度 空间 是 一 个 测度 空间 '， 
它 在 测度 论 意义 下 同 构 于 具有 通常 Lebesgue R 
度 * 的 有 界 区 间 ( 实 直线 ) 可 能 具有 最 多 可 数 个 
原子 .人 们 已 知 ， 任 一 具有 完备 正则 Bord WE 
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率 测度 + 的 可 分 完备 度量 空间 ?是 具有 有 限 测度 
的 Lebesgue 测度 空间 。 如 无 特别 声明 ,我 们 假 
设 测度 空间 (X, B, m) H Lebesgue 测度 空 
闻 , 所 提 到 的 X 的 子 集 都 假设 是 可 测 的 ,并 且 两 
个 集合 或 两 个 函数 几乎 处 处 重合 时 认为 它们 是 
相等 的 ,我 们 也 用 缩写 “a. e.” Ж 表示 “几乎 处 
REUS. 

【遍历 定理 】 RX, B, m) 是 一 个 5 有 
限 的 测度 空间 ， 定 义 在 X 上 的 一 个 变换 9 RH 
可 测 的 (measurable)， 如 果 对 于 每 个 Be B.A 
w^ (B)€ 28. X 上 的 一 个 双 射 变换 四 称 为 双 
"IAE (bimeasurable), ШЖ e 和 p~ 都 是 可 测 
的 . 可 测 变 换 p 称 为 保 测 的 (measure-preserving) 
《或 者 等 价 地 ， 测 度 m 在 变换 e 下 是 不 变 的 
《invariant)), 如 果 m(g^ (B) = m( B) 对 于 每 个 
BRIL. 称 变换 中 是 非 奇异 的 (nonsingular), 
如 果 当 m (В) 一 0 В, m (g'(B)) = 0; F 
变换 9 是 遍历 的 〈ergodic)， 如 果 

„(Сф СВ) UB) 一 (p-(B)mnB)) 一 0 
HL m(B) 一 0 或 m(X 一 B) 一 0. 

von Neumann 的 平均 遍历 定理 (mean ergodic 
theorem) (1932) it, mR? (X, Bm) 上 
的 一 个 保 测 变 换 ， 那 么 对 于 属于 Hilbert 空间 ' 
LX) = L1(X, B, m) 的 每 个 函数 1 (一 函 
数 空间 ), 当 a 一 оо 时 ,序列 


а=} (= чә) 


按 LAX) WER Вас Р AER у", 这 个 函 
数 满足 f Сх) = f*(x) а. en Birkhoff 的 个 
体 (或 逐 点 ) 遍历 定理 (individual (or pointwise) 
ergodic theorem) (1932) 说 ,对 于 属于 函数 空间 ' 
LI(X) 的 每 个 f, PFP] A.G) а. е. KAF 
C 由 这 些 定理 中 的 任 一 个 均 可 推出 , 对 于 满 
Ж pg-《E) 一 E 和 m(E) < о 的 任意 的 集 
Е, 极限 函数 六 满足 


|== e 


特别 地 ,如 果 m(X) 一 1， 且 9 是 遍历 的 ,那么 
极限 人 # 等 于 常数 ffdma. e.， 因 而 这 个 事实 对 


遍历 性 假设 给 予 了 一 个 数学 的 解释 , 它 表 明 , 在 
一 段 充 分 长 的 时 间 里 ,可 观测 的 “时 间 平 均 ” 


к 

(ун) 
可 以 用 " 相 平均 ”jjam KRE. 
定理 和 Birkhoff 定理 在 不 同方 向 上 相继 为 许多 
作者 加 以 推广 . 

1. 平均 遍历 定理 涉及 其 个 Banach 空间 ?上 
的 一 个 有 界线 性 算 子 'T 的 迁 代 平均 

4.7 (X Tt y^ 

所 成 的 序列 的 强 收敛 性 '. von Neumann 定理 的 
一 个 推广 属于 F，Ricsz, 吉 田 耕 作 和 角 谷 静 夫 ， 
他 们 没有 假设 线性 算 子 工 是 由 一 个 保 测 变换 中 
所 诱导 以 及 工作 用 在 Hilbert 空间 L, (X) E. 
这 个 推广 的 一 种 说 法 可 叙述 如 下 : 如 果 定 义 
在 Banach 空间 A 上 的 线性 算 子 了 满足 条 件 


von Neumann 


© wp [2S rj < ө, 
? i-o 
Gi) lim L| «| — o, 


"n 


那么 对 于 一 个 元 1e . PY AJ 的 序列 强 
KAFE (A HAMMETT C 
ЖР" 的 于 序列 。 由 这 条 Riesz, RHE 
和 角 谷 静 夫 的 定理 可 以 推出 对 于 所 谓 Марков 
WE (Markov operator) 的 L, рза HL 
(1<р< оо): AR T 是 在 每 个 Banach 空间 
L, &p& co) 上 由 公式 
тк) = [IOP dy) 
定义 的 线性 算 子 。 这 里 P (z, B) 是 (X, 8) 
上 保持 测度 中 不 变 ( 即 对 于 每 个 BEB, 
ocx. Byam = ncs» 
的 一 个 Марков 过 程 "的 转移 概率 "(一 Mapxos 
过 程 ), 那 么 对 于 属于 LOCI < p < oo) 的 
SA f 序列 AR L, 范 数 收敛 于 一 个 极限 函 
ar. 
2. Birkhoff 的 遍历 定理 由 E. Hopf (1954) 
推广 为 下 面 的 个 体 遍历 定理 : WETER 


L, (X) 到 L, (X) PAB L.(X) 到 LX) 
中 的 正 线性 算 子 , 且 ITh <1, 10. < 1, 3 
么 对 于 LX) 中 的 每 个 1, 序列 Auf а. e 收 
伍 于 一 个 极限 六 . 如 果 工 是 Марков 算 子 ,那么 
TRE LX) 到 自身 中 且 对 于 每 个 p(1< 
p < оо) 满足 ITI,<1, 所 以 Hop 遍历 定 
理 可 应 用 于 这 样 的 算 子 .这 个 定理 的 特殊 情形 
在 早 些 时 候 曾 由 J. Dob 和 角 谷 静 夫 所 证 明 ， 
后 来 №. Dunford 和 J. Schwartz 指出 ,在 Hopf 
定理 中 算 子 T 的 正 性 的 假设 可 以 去 掉 . 对 于 
L(X) Enti ITI < 1 的 正 线性 算 子 T，R- 
Chacon 和 D. Ornstein (1960) 证 明了 比率 遍 
历 定理 (ratio ergodic theorem) 成 立 :对 于 L CX) 
中 的 每 两 个 函数 1 和 g, 其 中 zg 2 0a cen 
= = 
im D TNC) /È TeC) 
a. е. 存在 并 且 在 集 
Кто >} 
© 

上 асе. 有 限 ， 这 条 定理 推广 了 早 些 时 候 Hop 
和 W. Hurewicz 所 考虑 的 起 因 于 可 测 变换 的 
特殊 算 子 类 的 结果 . Hopt 的 遍历 定理 可 由 
Chacon-Omstein 定理 推出 ,同时 已 知 在 L.(X) 
上 存在 一 个 正 算 子 了 ,满足 Th < 1， 而 对 于 
(E. mA, RETE. fe Lie) 在 一 个 正 测度 


集 上 不 存在 这 表明 ,在 Hok 定理 中 ,假设 
121. <1 


SEK BENS. 

3. 正如 Birkhoff 在 他 的 遍历 定理 的 原始 证 
明 中 的 情形 一 样 ， 个 体 遍历 定理 的 已 知 的 每 一 
个 证 明 都 决定 性 地 依赖 于 所 谓 极 大 遍历 引 理 
(maximal ergodic lemma) (或 极 大 不 等 式 〈ma- 
ximal inequality)). 对 于 L(X) 上 满足 

| Iri «1 

的 正 线性 算 子 T 的 情形 ，Hopf 证 明了 有 关 的 
极 大 遍历 引 理 : 如 果 对 L((X)》 中 的 每 个 j, 以 
EQ) 表示 集 {xlsups>:4.f(x) > 0}， 那 么 


| fdm 2 0. 
кч› 


遍历 理论 вәз 
这 条 引 理 Hopf 原来 的 证 明 是 十 分 复杂 的 ， 其 
至 如 同 在 Birkhoff 定理 中 一 样 , 在 工 是 由 一 个 
保 测 变换 所 诱导 的 算 子 这 一 特殊 情形 ， 极 大 过 
历 引 理 的 证 明 也 需要 细致 复杂 的 论证 ,直到 А. 
Garsia (1965)。 才 成 功 地 给 出 了 Hopf 引 理 的 
一 个 极其 简单 而 巧妙 的 证 明 。 А. Brunel 进 一 
步 推广 了 Hopt 引 理 , 并 且 用 这 个 推广 对 Cha- 
con 和 Ornstein 的 比率 遍历 定理 给 出 了 一 个 精 
3580 ПЕ BH. D. Burkholder, E. Stein, S. Sawyer 
等 人 最 近 的 结果 表明 ， 某 种 类 型 的 极 大 不 等 式 
成 立 ， 对 于 许多 情形 下 函数 序列 的 几乎 处 处 收 
伍 性 ,包括 个 体 遍 历 定理 的 情形 在 内 ,不 仅 是 充 
分 的 ,同时 也 是 必要 的 . 
4. 设 (nemo) 是 有 界线 性 算 于 的 一 
个 连续 时 间 参 数 半 群 ,满足 
T,T,= TH(To 1), 
在 Т, AF * 的 一 个 适当 的 连续 性 的 假设 下 ,用 


(т), 


来 代替 离散 的 时 间 平 均 


fl 
(可 mA 
rl 
就 不 难 把 平均 和 个 体 遍历 定理 推广 到 这 样 的 半 
群 。 进 一 步 推广 到 ”参数 半 群 由 N. Wiener 和 
N. Dunford-A. Zygmund 作出 。 对 于 平均 遍历 
定理 ， 甚 至 可 能 进一步 推广 到 有 界线 性 算 子 的 
温和 半 群 .对 于 单 参数 半 群 ,平均 值 在 零点 的 性 
dm» :4 0 时 


(а) 
(局 部 遍历 定理 (local ergodic theorem)) 或 当 
240 R Ato 时 
a [ета 


(Abel MEM (Abelian ergodic theorem)) 的 
性 态 ,也 已 为 Wiener, О. Krengel, E. Hille, 吉 
田 耕 作 等 人 所 研究 。 Abd 遍历 定理 涉及 到 半 
群 (T) 的 预 解 式 ' 的 性 质 ( 一 算 子 半 群 和 发 展 
方程 ). 个体 遍历 定理 的 其 他 推广 以 及 极 X i 
历 引 理 的 进一步 的 推广 为 Chacon, М. Akcoglu 
等 人 得 到 . 


394 ”遍历 理论 

Garsia, Stein, Burkholder, R. Gundy 等 人 
研究 了 在 遍历 理论 , BHI, Fourier 级 数 和 奇 
异 积分 理论 中 遇 到 的 关于 函数 序列 几乎 处 处 收 
敛 性 的 更 为 广泛 的 问题 ， 他 们 得 到 了 若干 重要 
而 有 价值 的 结果 (13, 361. 

5. 所 谓 随机 遍历 定理 (random ergodic theo- 
rem) 最 初 是 由 von Neumann 和 S. Ulam 在 
1945 年 引进 的 ,他 们 的 结果 后 来 为 安西 永忠 , 角 
谷 静 夫 , А. Beck-J. Schwartz 和 S. Tsurumi( б 
网 茂 ) 等 人 推广 ,随机 遍历 定理 的 一 个 特殊 情形 
在 它 的 一 般 形 式 下 可 叙述 为 : t ТӘ, ТӘ 是 
正 线性 算 子 , 二 者 都 映 LX) Bl L (X) 中 , 映 
L«(X) 到 L.(X) 中 , 且 满 足 

{т®| <1, [Tle s 1, = 0, 1. 
考虑 单位 区 间 [0,1] 中 每 个 数 :的 二 进 小 数 展 
Жо, nt 那么 对 于 L (x) 中 的 每 个 f, 对 
于 几乎 所 有 元 偶 (C) PHRA 


BETO 


(5 TOOT") > oe 

m 
当 п» co 时 收敛. 

【回归 性 和 不 变 测度 】 Exh, RME 
设 测度 空间 (X, 28, m) 是 无 原子 的 。 定义 
E (X, 48, m) 上 的 一 个 非 奇 异 可 测 变换 中 称 
为 回归 的 《recurrent) (无 穷 回归 的 Cinfinitely 
recurrent))， 如 果 对 于 每 个 集 B 和 几乎 所 有 的 
x€ B, 存 在 一 个 n€ Zt (无 穷 多 个 ne ZO, 使 
48 q'(x)€ B. 集 色 称 为 在 ?下 是 徘徊 的 (wan 
dering under p)， 如 果 对 于 Z k, 8 

Фи) ПФ КИ) = 9. 
变换 称 为 保守 的 〈conservative)， 如 果 不 存 在 
在 9 下 徘徊 的 正 测度 集 ; 又 称 变换 为 不 可 压 
缩 的 〈incompresible)， 如 果 Be-'B ALG 
m( 卫 一 9-B) 一 0. 

对 于 一 个 非 奇 异 可 测 变换 p, 下面 的 陈述 是 等 
їй: G) e 是 回归 的 ; Gi) 9 是 无 穷 回 归 的 ; 
Gü) p 是 不 可 压缩 的 ; Go 是 保守 的 。 这 个 
结果 的 一 个 直接 推论 是 下 面 的 Poincaré 回归 
定理 (由 Carathéodory 提出 的 形式 ): AR 
度 空间 上 的 保 测 变换 是 无 穷 回归 的 . 事实 上 ， 


为 了 使 一 个 非 奇 异 可 测 变换 Pp 是 回归 的 《因而 
是 无 穷 回 归 的 ), 只 须 存在 一 个 在 下 不 变 的 且 
与 已 给 测度 m 等 价 的 《 即 与 m 相 互 绝 对 连续 ' 
的 ) 有 限 测度 a. 

不 变 测度 问题 (invariant measure problem) 
是 遍历 理论 中 的 基本 问题 之 一 ， 这 个 问题 可 表 
述 如 下 : 在 一 个 有 限 测 度 空间 (X, B, т) 
上 ,已 给 一 个 非 奇异 可 测 变换 p, 求 出 存在 一 个 
ARN (Ro 有 限 的 ) 在 9 下 不 变 的 且 与 严 等 
价 的 测度 的 充分 必要 条 件 ， 已 给 的 测度 严 仅 仅 
指定 等 价 的 测度 类 ,在 这 个 类 中 要 找 不 变 测度 . 
所 以 ,不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 m 是 一 个 有 限 
测度 ,在 本 节 的 其 余部 分 中 ， 凡 说 到 不 变 测度 ， 
总 是 指 与 m 等 价 的 不 变 测 度 . 

Poincaré 回归 定理 表明 , 9 是 回归 的 对 于 一 
个 有 限 不 变 测度 的 存在 性 是 必要 的 . 但 9 的 回 
归 性 却 不 是 充分 的 ， 因 为 一 个 具有 无 穷 的 但 " 
有 限 的 不 变 测度 的 遍历 变换 是 回归 的 但 没有 有 
限 不 变 测度 ， 对 于 有 限 不 变 测度 的 存在 性 的 充 
分 必要 条 件 由 А. Hajian 和 角 谷 静 夫 定 理 给 出 
《1964), 这 个 定理 说 : P 有 一 个 有 限 的 不 变 测度 
当 且 仅 当 四 没有 能 徘徊 集 (weakly wandering set) 
《 称 集 W 在 9 FRA MH (weakly wandering 
under p) WREE Zt 的 一 个 无 穷 子 集 {4}， 
tE pw Np-"tW = @, k j). Hajian Ж 
证 明 ， 一 个 双 可 测 变换 有 一 个 有 限 的 不 变 
测度 ， 当 且 仅 当 e 在 下 述 意义 下 是 强 回归 的 
(strongly recurrent); 对 于 每 个 使 得 m (Е) > 0 
的 集 已 ， 存 在 一 个 正 整数 《一 КСЕ), URDU 
ТЕТ neZ, 有 


max m(p™ ENE) > 0. 
ocice 


对 于 o, 一 个 有 限 不 变 测度 的 存在 性 与 遍历 
定理 ， 特 别 是 平均 遍历 定理 的 成 立 与 否 是 密切 
相关 的 。 例如 ， 对 于 每 个 满足 m(E)> 0 的 
ЖЕ, 

H * 

tin (3; mo к))/» 
存在 且 为 正 ， 是 对 于 双 可 测 的 9 存在 一 个 有 限 
的 不 变 测度 的 充分 必要 条 件 . 实际 上 , А. Cal 


derón 和 Y.Dowker 曾 指出 ,下 面条 件 的 每 一 个 
都 是 充分 必要 的 : 
G) m(E) > 0 dii 

im int(+ s> m(gtE)) > 9; 

n io 

Gi) mCE) > 0 蕴涵 

lim sP (+ > m(9tE)) > 0. 
这 些 结果 和 其 他 有 关 结 果 可 直接 从 Hajian 和 
角 谷 静 夫 定理 推出 . 

对 于 一 个 非 奇异 双 可 测 变换 р, RAAM 
B 称 为 在 9 下 是 可 数 等 价 的 (countably equivalent 
under pg)， 如 果 对 于 4 和 B， 分 别 存在 可 数 分 
W {Alke Zt} M {Bik EZH) 以 及 乙 的 一 
个 无 穷 子 集 {nk}， 使 得 对 于 每 个 人 4， 有 

QA, = Bas 

称 4 和 8B 在 9 下 是 有 限 等 价 的 《finicly equiva- 
lent under p)， 如 果 可 选取 有 限 分 解 【44} 和 
{By}. Нор WUER, Gi) Ф 是 回归 的 , 当 且 仅 当 
没有 正 测度 集 在 9 下 与 它 的 一 个 真子 集 是 有 限 
等 价 的 ; Gi) e 有 一 个 有 限 的 不 变 测 度 , 当 且 仅 
当 没 有 正 测 度 集 在 下 与 它 的 一 个 真子 集 是 可 
数 等 价 的 可 以 证 明 , 如 果 是 遍历 的 ,那么 9 
没有 o 有 限 不 变 测度 当 且 仅 当 每 个 正 测度 集 偶 
在 ?下 是 可 数 等 价 的 . 

KAH o 有 限 不 变 测 度 的 变换 的 第 一 个 例 
Fih Ornstein 在 1960 年 作出 。 后 来 ,一 些 较 简 
MPF H L. Arnold, Brunel 等 人 得 到 ，Armold 
还 得 到 了 有 限 不 变 测度 存在 性 的 一 个 有 用 的 
充分 必要 条 件 。 尽 管 不 具有 о 有 限 不 变 测度 的 
变换 的 例 是 很 难得 的 ,但 是 A.loncscu-Tulcea 证 
明 ， 在 所 有 非 奇 异 双 可 测 变 换 所 成 的 具有 一 个 
жа, RA o 有限 不 变 测度 的 变换 
构成 一 个 第 一 范畴 ' 的 子 集 . 

为 了 在 von Neumann 代数 理论 (von 
Neumann 代数 ) 中 构造 因子 * 的 例 ，von Ne- 
mann 考虑 了 在 一 个 有 限 测度 空间 上 的 双 可 测 
非 奇异 变换 的 种 种 遍历 群 。 这 里 ,一 个 变换 
的 群 多 = 10) 称 为 遍历 的 ,如 果 对 于 每 个 ge 
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€, m((g X B)U B) — (°C BN B) = 0 ñi 
& m(B)—0 或 m(X — В) = 0. BERE: 
HER G = (g) FEREN, mE PES 中 
的 每 个 变换 下 是 不 变 的 .von Neumann 的 构 
造 给 出 一 个 1, 型 因子 *， 如 果 群 具有 一 个 有 限 
不 变 测 度 ;给 出 一 个 VL. 型 因子 ,如 果 群 共有 一 
个 无 限 ( 但 有 限 ) 的 不 变 测度 ;给 出 一 个 W 型 
因子 ,如 果 它 没有 有 限 不 变 测度 . Hajian 和 
PERH T Haia 和 角 谷 静 夫 定理 并 证 明 ， 
双 可 测 非 奇异 变换 的 任意 群 A= (g) 具有 有 
限 的 不 变 测 度 当 且 仅 当 没有 在 多 下 是 弱 徘徊 
的 正 测度 集 〈 集 琴 称 为 在 群 多 FERHAN 
(weakly wandering under a group 多 )), 如 果 存 
dk 的 一 个 无 穷 子 集 {elne Zt), HY oe 
k, 有 p (OW) Tg (W) = Ø. L. Pukánszky 和 
C. Moore 研究 了 变换 的 遍历 群 的 一 个 特殊 类 并 
且 决定 了 何 时 这 些 群 有 有 限 的 或 " 有 限 的 不 变 
测度 或 者 没有 不 变 测度 。 D. Hill 和 W. Krie- 
ger 进一步 推广 了 这 些 结果 ,尤其 摘 清 了 Moore 
的 工作 和 上 面 提 到 的 Ornstein, Arnold 和 Brune] 
的 例子 之 间 的 联系 . 

对 于 双 可 测 非 奇 异 变换 p 定义 完全 群 
(full group) [9] 为 满足 下 述 条 件 的 所 有 双 可 
测 非 奇异 变换 山 的 集合 : 对 于 某 个 n= nlx), 
ФО) 一 e'GO 对 于 几乎 所 有 х 成 立 。 两 个 变 
换 p е, 称 为 弱 等 价 的 〈weakty equivalent), 
如 果 存 在 双 可 测 非 奇异 变换 6, 使 得 

Olp) = (gil. 

H. Dye 证 明 ,任何 两 个 遍历 的 有 限 保 测 变换 是 
弱 等 价 的 ， 另 一 方面 ，Kricger 指出 , 在 没有 了 
有 限 不 变 测度 的 遍历 变换 中 ， 存 在 不 可 数 多 个 
非 弱 等 价 的 . 应 用 弱 等 价 理论 ,使 得 Krieger 能 
够 作出 ш 型 因子 ， 它 们 与 前 面 已 知 例子 中 的 
任何 一 个 都 是 不 同 构 的 . Hajian、 伊 芯 和 角 谷 
静 夫 最 近 的 结果 表明 ， 轨 道 结构 和 完全 群 在 
有 限 不 变 测 度 问 题 中 起 重要 的 作用 . 

关于 非 奇 异 变 换 的 不 变 测度 问题 的 一 些 结 
果 被 伊藤 清 , J. Neveu, S. Foguel, S. Horowitz 
等 人 推广 到 非 奇 异 Марков 转移 函数 的 情形 
《所 论述 的 问题 也 可 用 类 似 的 方式 表达 )， 
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【遍历 假设 】 具有 不 变 测度 的 Марков $E 
的 遍历 性 (ergodicity)， 由 对 于 任意 的 fe L, 
(9) (p = 1, 2), 时 间 平 均 1*(w) = 相 空 间 平 
均 NO 《几乎 处 处 〉》 所 定形 化 。 上 面 所 


说 的 条 件 ， 等 价 于 Plo, A) 为 不 可 约 的 (irre 
ducible) 或 不 可 分 解 的 (indecomposable)， 在 
RIE, P(o, 4) 为 可 约 的 《reducible) 或 可 分 
解 的 (decomposable) 是 指 ， 能 把 2 分解 为 适当 
的 两 个 部 分 0, 0, HE 


j PLI! do > 0, 
а, 2. 


使 当 o€Q, 时 ,如 果 ise j, REA 

Pla, Qj) = 0. 
在 流 的 情形 ,上 述 等 价 性 为 Birkhoff-P. A. Smith 
(1928) 所 证 明 ， 他 们 不 用 不 可 约 性 这 个 名 词 ， 
而 称 为 流 的 度量 可 递 性 (metrical transitivity), 
遍历 性 还 等 价 于 下 述 条 件 : 在 LX9Q) 中 由 


(TH) = SoPCos dy)fCy) 


所 定义 的 了 以 1 为 单 特征 值 . 再 者 , Boltzmann, 
Gibbs, Poincaré 以 来 的 预见 (任意 的 力学 系统 ， 
适当 地 给 予 小 的 摄 动 ， 它 是 遍历 的 )， 也 由 J. 
Oxtoby-Ulam (1941) 和 P. R. Halmos (1944) 
俯 测 度 论 的 定形 化 加 以 证 明 - 

【 保 测 变换 的 例 和 构造 】 保 测 变 换 的 例 出 
现在 许多 不 同 的 范围 里 ， 我 们 描述 某 些 重要 的 
情形 . 

1. 设 6G 是 局 部 紧 交 换 群 ， 满 足 第 二 可 数 公 
ИСЕН). B EGH Bord 于 个 的 一 个 
0 代数 ,m 是 它 的 Haar 测度 !( 如 果 G 是 紧 的 ， 
mm 是 正规 化 的 ),， РЕ (G, B, m) 是 一 个 
Lebesgue 测度 空间 ， 对 于 固定 的 元 go€ G, Hi 
Pe(8) = z + p 定义 变换 pu:G 一 G， 则 Ф, 
Ж (С, B, m) 上 的 一 个 双 射 保 测 变 换 , RE 
为 群 G 上 按 元 go 的 旋转 《rotation)。 如 果 G 是 
紧 的 ,那么 ps, 是 遍历 的 当 且 仅 当 由 元 go 生成 
的 循环 子 群 在 G 中 是 稠密 的 . 如 果 后 者 成 立 ， 
元 go 称 为 G 的 拓扑 生成 元 (topological genera- 
tor)， 一 个 群 称 为 单一 生成 的 〈monothetic)， 如 


果 它 有 一 个 拓扑 生成 元 。 

2. 如果 9 是 紧 交 换 群 G 的 一 个 群 自 同 杰 '， 
那么 9 RH Haar 测度 m. 如 果 中 是 一 个 群 自 
Ai BACH (G, 48. m) 上 的 双 射 保 测 变 
É. 一 个 连续 的 群 自 同 构 o 诱导 特征 标 群 С" 
的 一 个 群 自 同 构 w*。， 保 测 变换 9 是 遍历 的 , 当 
且 仅 当 除 去 单位 元 之 外 ， 每 个 特征 标 在 诱导 自 
同 构 pg* 下 有 一 个 无 穷 轨 道 ， 当 群 G 是 + 维 环 
面 7" 时 ,一 个 连续 的 群 自 同 构 四 唯一 地 由 一 个 
元 素 为 整数 的 ,行列 式 为 土 1 的 "xn 矩阵 来 表 
示 . 在 这 种 情形 , 9 REORD 0934 AY RA 
阵 的 特征 值 ' 中 没有 单位 根 出 现 . 

3. 设 (Y, of) 是 一 个 可 测 空间 ， 对 于 每 
Л 62, Ф (Y...) = (Y, o), 并 定义 
(Ү*, of*) 是 乘积 可 测 空间 ? 


(Il v. II.) 


aiz xx 
TE (Y*, .of*) 上 由 
yt = (5555 уло yo узт) > Фу?) 
= Ceres Уа Yoo уот) 

GEBM FET ny, you) 所 定义 的 变换 中 称 
为 推移 变换 (shift transformation)。 设 4 是 (Y， 
.er ) 上 的 一 个 概率 测度 ,使 得 (Y，.er，Ap) 是 
一 个 Lebesgue 测度 空间 , 对 于 每 个 mn， aur 
и, HEX ре E (Yt, o *). БАЗ" 
П“ WA (Y*, wy *,p*) 是 一 个 Lebesgue 
测度 空间 、 并 且 推 移 变换 F 是 一 个 双 射 保 测 变 
ж. 当 连 同 乘积 测度 一 起 考虑 时 ,9 称 为 广义 
Bernoulli 推 欧 (generalized Bernoulli shift), “4 
集 Y 最 多 可 数 且 在 Y 上 的 测度 а 由 一 个 使 得 
Xp, 一 1 的 正 数 序列 {pi} 给 出 时 ， 称 9 为 Ber 
noulli # 3$ (Bernoulli shift). 假设 P(y, A) 
是 (Y, .ar) 上 的 一 个 Марков 转移 函数 ， = 
是 在 Ply, A) 下 不 变 的 一 个 概率 测度 ,对 于 柱 
集 

©-(Д +). Дз.) 


i tckeits 7 


ч 


э(к*у_( ... 

но |), |ә 

ХР(уо» ду )РСу» уг) *-PCy As ду,» 
然后 把 x* 扩张 到 整个 .er *, 这 样 , 我 们 可 以 在 
积 空间 (Yt. ) 上 定义 一 个 Марков 测度 
(Markov measure) &*. 推移 变换 Ф 保持 Map 
жов 测度 =". ФЕ (Y*, ovt. x*) 上 的 
保 测 变 换 ， 就 称 它 为 Марков fk $$ (Markov 
shift), 

广义 Bernoulli 推移 恒 为 遍历 的 ; Марков 推 
移 是 遍历 的 ， 当 且 仅 当 对 应 的 Марков 过 程 是 
不 可 约 的 '; 而 后 面 这 个 情形 成 立 ， 当 且 仅 当下 
面 的 性 质 满足 : 对 于 每 个 使 得 (4)<(B8) > 0 
WRR A, B, 存在 ne Zt, 使 得 


Í P*(y, B)dz > 0. 
4 


在 积 空间 CY", .er *) 上 ， 除 了 可 以 定义 
乘积 测度 和 Марков 测度 之 外 ， 还 可 以 定义 其 
他 的 测度 并 且 在 推移 变换 中 下 是 不 变 的 .例如 ， 
如 果 Y Ж R 的 一 个 Borel FIR, oy 是 Y 的 
Bore 子 集 的 o 代数 ,那么 取 值 于 Y 中 的 任意 平 
稳 随 机 过 程 \ 在 (Y*.er*) 上 就 诱导 这 样 的 一 个 
测度 , 当 连 同 这 种 类 型 的 一 个 测度 一 起 考虑 时 ， 
推移 变换 v 称 为 关联 平稳 过 程 的 推移 (shift 
associated with the stationary process). 与 平稳 
Gauss 过 程 + 关联 的 推移 的 性 质 曾 由 丸 山 仪 四 
AB, И. Tupcakoe， 十 时 东 生 等 人 加 以 研究 . 特 
别 地 ， 已 经 知道 推移 是 遍历 的 ， 当 且 仅 当 谱 测 
度 ' 对 于 关联 Gauss 过 程 的 协 方差 函数 ' 是 连续 
的 . 

4. 由 经 典 动力 系统 引起 的 保 测 变换 的 另外 
;的 重要 的 例 将 在 后 面 叙述 . 

5. 有 一 些 方法 可 以 从 已 给 的 保 测 变换 构造 
新 的 保 测 变换 、 我 们 讨论 某 些 重要 情形 . 

G) ROLE c 有 限 测 度 空 间 (X, Bm) 
上 的 一 个 非 奇 异 可 测 的 回归 变换 〈 不 必 是 保 测 
的 ), 4 是 一 个 正 测度 集 。 对 ze 4， 令 

n(x) = min{n € 2*|ф"(х)е 4). 
由 pale) = or (5) 定义 的 变换 p4: 4 一 4， 
是 测度 空间 CA, ANB, m.) 上 的 一 个 非 奇 
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异 可 测 变 换 , 这 里 m ,( B) = m( AD B)/m(A); 
如 果 9 是 保 测 的 ， 则 p4 也 是 保 测 的 。 我 们 称 
Ф.Е PEA Е SBM (transformation induc- 
ed by p on 4). 如 果 中 是 遍历 的 ， 则 它 也 是 
遍历 的 . 

Gi) ie c 有 限 测 度 空间 (X, B, m) 
上 的 一 个 非 奇异 可 测 变 换 ，{ 4。} 是 X 的 一 个 
可 数 (可 能 有 限 ) 分 割 .定义 一 个 函数 /: X 一 Zt 
如 下 : 对 于 r€ A. $ fan d 

R= (G, єх, 1«;«fG)l 
是 乘积 测度 空间 (X x Zt, dp X OC, m X u) 
的 一 个 子 空间 , 这 里 BZ 的 所 有 子 集 所 成 
Wo RM, л (Zt, €) 上 由 
ия) =1 

《对 于 每 个 ne Zt) жию. ЕЎ Е, 令 
FD = Gr + D, MRIS) < (G); 

ф(х, D = (ple), 1), 
如 果 у = С): 这 样 定义 的 变换 5 是 测度 空间 
(GG, XB x E), (m X p)r) 上 的 一 个 非 
奇异 可 测 变换 ,并 且 如 果 9 是 保 测 的 , 它 也 是 保 
BH. ROK $ 为 由 9p 及 高 度 函 数 了 建造 的 
变换 (transformation built from @ with theceiling 
function f) Ж Ф ENDA, B 3⁄4 "一 oo 时 
m(A.) 一 0， 那 么 ó 也 是 遍历 的 . 

Gü) OR (X, B, m) 上 的 保 测 变换 ; 
而 对 于 每 个 z€ X, p, Ж (Y, su) 上 的 保 
WAH. БӨЙӨН (=, у) +o. (y) 关于 a 
代数 BX sx 和 .wr 是 可 测 的 . 在 积 空间 
(X X Y, BX wf. m X a) 上 ,由 

Ox, y) = (GG), e. 02 
定义 的 变换 6 是 保 测 的 ， 称 它 为 和 eu) 的 
HER (skew produc). 如 果 对 于 所 有 的 +€ 
X; e. 一 Pp， 则 我 们 得 到 直 积 (direct product) Ж 
Ж Ө(х,у) = COGO o ()). 

Gv) Ж (Y, wor, n) 上 的 一 个 保 测 变换 
PH (X Bm) 上 的 保 测 变换 由 的 一 个 因子 
变换 (factor transformation) (或 同 态 像 (homo- 
morphic image))， 如 果 存在 X 到 Y 上 的 一 个 可 
测 变换 п, 使 得 тол" п, фп = пф. WR 
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Bik B Ke FRED RE B KE 
B'E’), WA Ф 在 测度 空间 (X, 
Bm) 上 诱导 一 个 因子 变换 Pp。 相反 地 ,如 果 
СУ, абз н) 上 保 测 变换 Pp 是 (X, 8, m) 上 
的 变换 少 的 通过 映像 7 实现 的 因子 变换 。 那 么 
PLE 是 B HAE b FRE o + 
代数 . 

6. 测度 空间 (X, Bom) 上 双 射 保 测 变换 
的 一 个 单 参数 族 {p,jze R) 称 为 一 个 流 (flow). 
称 一 个 流 是 连续 的 (continuous)， 如 果 映 射 > 
T, 是 弱 连 续 的 *'， 这 里 (T,) 是 由 流 (es) 在 
LXX) 上 诱导 的 西 算 子 ' 的 单 参数 族 。 一 个 流 
称 为 可 测 的 《measurable)， 如 果 映 射 G, z) 一 
ple) 是 R x x 到 X 中 的 一 个 可 测 变 换 。 可 
测 流 是 连续 的 。 А. Вершик 和 丸 山 证 明 ,对 于 
任意 的 连续 流 ， 存 在 (在 某 个 特定 意义 下 ) 唯 一 
的 可 测 流 ,使 得 它 空间 同 构 (在 下 节 给 出 的 特定 
意义 下 ) 于 已 给 的 流 . 

流 的 重要 的 例 由 经 典 动力 系统 ( 见 后 面 ) 和 
连续 时 间 平 稳 随机 过 程 给 出 . 

在 流 的 研究 中 ,一 个 重要 的 工具 由 下 述 W. 
Ambrose’ 和 角 谷 静 夫 定理 所 提供 : 每 个 没有 不 
动 点 的 可 测 遍 历 流 空间 同 构 于 一 个 流 ， 一 个 
"IN (e) 称 为 Sat G-flow) (特殊 流 (spe- 
cial flow) 或 建立 在 一 个 函数 上 的 流 (flow built 
under а function)), 如 果 存在 测度 空间 (X, Z, 
m) 上 的 一 个 保 测 变换 Pp 和 (X，52，m) 上 的 一 
个 RY MEM /， 使 得 每 个 p 是 乘积 测度 空间 
(XX Rt, 多 X 9, m X 2) 的 子 空间 


Ў = { (z, «)|x€X, 0 < < /(z)) 


上 由 eG. 0) 给 定 的 保 测 变换 ，9 由 下 式 给 
出 : 

olr, и) = (x, u + 1), 
ШЖ -u << —u + f(x); 


glan) = рО и + — Se)» 


如 果 — + S fto! Q2) 


zo 


< < —x + 21 I(@* GD); 


E 
plru) = (g”" (z), ur У) fi^ G)». 


a 


如 果 и Ўра) 


xau > Кеа): 21. 
Кес 
这 里 эл FE RAT Borel 子 集 所 成 的 o 代数 ,4 
是 通常 的 Lebesgue 测度 . 

【 同 构 问题 】 在 这 节 中 ， 我 们 假设 所 考虑 
的 Lebesgue 空间 是 概率 空间 .为 简单 起 见 , 采 
用 俄国 数学 家 们 的 习 屠 用 法 , 称 CX, Bom) 上 
的 保 测 变换 为 自 同 术 (endomorphism), HAM HL 
保 测 变换 为 自 同 构 (automorphism). 

称 (X, Bom) 上 的 自 同 构 p 55 (X, 
By m) 上 的 自 同 构 p; 是 空间 同 构 的 (spa- 
tially isomorphic) (或 度量 同 构 的 《metrically iso- 
morphic))， 如 果 存 在 集 N. 和 N 使 得 

m,(N,) = m(N2) = 0, 
并 存在 从 X, 一 N, 到 X, — N, 的 一 个 双 射 可 
测 变换 0, 使 得 m ° Ө — m, Op. 一 Фб. 

把 自 同 构 分 类 成 为 同 构 类 构成 现代 遍历 理 
论 的 中 心 问题 。 在 空间 同 构 下 保持 不 变 的 自 同 
构 的 性 质 称 为 同 构 不 变量 〈isomorphism inva- 
пам) 或 度量 不 变量 (metric invariant). 有 些 同 
构 不 变量 对 于 同 构 问题 的 研究 是 很 关键 的 . 

1. 谱 不 变量 . 两 个 自 同 构 p 和 p 称 为 谱 
同 构 的 (spectrally isomorphic), 如 果 由 Ф, 和 p» 分 
ifr Hilber 空间 L, X) LXX,) 上 所 诱导 
BERF Т, 和 7: 是 西 等 价 的 ( 即 , 存 在 LAX) 
到 Хх) БАЗАН 了 使 得 VT —T.V). 
在 谱 同 构 下 保持 的 性 质 称 为 谱 不 变量 (spectral 
invariant) (或 谱 性 HR (spectral property)). 如 
Ro Se 是 空间 同 构 的 ， 显 然 它 们 是 谱 同 构 , 
的 ,但 是 反之 一 般 地 说 是 不 对 的 . 

G) 9 是 遍历 的 这 个 性 质 是 谱 性 质 ,因为 中 
是 遍历 的 当 且 仅 当 数 1 是 诱导 西 算 子 了 的 一 个 


ME. 如 果 下 是 遍历 的 ， 那 么 诱导 算 子 工 
的 所 有 特征 值 的 集合 构成 圆 群 的 一 个 子 群 ， 每 
一 个 特征 值 是 单 的 , 每 个 特征 函数 ' 的 绝对 值 为 
常数 。 如 果 诱导 算 子 工 的 谱 * 完全 由 特征 值 组 
BR, WER v ABRG (discrete spectrum) (或 纯 
点 谱 (pure point spectrum)). 属于 von Neu- 
mann 和 P. Halmos 的 一 条 定理 一 一 这 是 关于 
同 构 问 题 的 第 一 条 定理 一 一 说 ， 两 个 具有 离散 
谱 的 遍历 自 同 构 p 和 p 是 空间 同 构 的 ， 当 且 
冯 当 它们 是 谱 同 构 的 ;而 后 者 成 立 , 当 且 仅 当 诱 
SAF T, R T, 有 相同 的 特征 值 集 ， 进而， 每 
个 具有 离散 谱 的 遍历 自 同 构 空间 同 构 于 某 个 紧 
交换 群 上 的 一 个 遍历 旋转 。 

对 于 自 同 构 的 一 个 更 大 的 类 ， 即 是 对 于 具 
有 所 谓 拟 离散 谱 〈quasidiscrete spectrum) 的 遍 
DARK, Жийен Л. Абрамов 得 到 - 

Gi) 一 个 自 同 构 是 遍历 的 ， 当 且 仅 当 对 
于 每 个 集 偶 4, B, 有 


dn (S meon ву) = m(A)m(B). 
= 


加 强 这 个 条 件 ， 我 们 可 以 定义 e RR ев 
(weakly miding)， 如 果 对 于 每 个 集 偶 4, В, 
im + (ln) NB) 


==а Niue 
= m(A)m(B)|) = 0 


还 可 以 定义 中 是 强 混合 的 (strongly mixing), 如 
果 对 于 每 个 集 偶 A, В, 
lim m(p*(4)N B) = m(4)m(B); 


PÈ RRB (k-fold mixing)， 如 果 对 于 任 
意 选 取 的 集 42/09, k, 
lim m( Aol p^ AN pAN Пеи) 

= m(Ao)m(A,)m(Ai)+ ++ Ag)» 
这 里 极限 是 当 

no n Os mmo Xm 
R 


min (n; 一 nj) — © 
i<i< 


时 取 的 .一 个 自 同 构 9 是 弱 混 合 的 或 是 强 混合 
的 这 一 性 质 是 谱 性 质 .例如 , 是 弱 混 合 的 当 且 
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仅 当 数 1 是 诱导 算 子 的 一 个 单 特征 值 且 是 仅 
有 的 特征 值 . 还 知道 ?是 弱 混 合 的 当 且 仅 当 直 
积 自 同 构 o X 是 遍历 的 . 所 有 弱 混 合 自 同 构 
的 集 ,在 具有 所 谓 弱 拓扑 ?的 (X , B, m) 上 的 所 
有 自 同 构 的 群 中 是 一 个 稠密 的 G, Ж' (Halmos 
定理 ), 另 一 方面 ，B. Рохлин 证 明 ,所 有 强 混合 
自 同 构 的 集 关 于 弱 拓扑 是 一 个 第 一 范畴 的 集 . 
然而 只 知道 很 少 的 自 同 构 的 例 ， 它 们 是 弱 混 合 
的 但 不 是 强 混合 的 . 

Gi) 一 个 自 同 构 P 称 为 有 可 数 Lebesgue 
Ў (countable Lebesgue spectrum), Am ARE Ф ga 
算 子 工 限制 在 LXO 中 常 值 函数 所 成 的 子 空 
间 的 正 交 补 空间 上 ,其 极 大 谱 型 等 价 于 Lebesgue 
测度 ,并 且 它 的 重 数 ?是 可 数 无 穷 的 . 

Gv) 一 个 自 同 构 e 称 为 K B® (K-au- 
tomorphism) (或 Колмогоров 自 同 #5 (Kolmo- 
gorov auromorphism))， 如 果 存 在 48 的 一 个 = 
FRE Bos 使 得 (a) PADB. Н р, A 
Bol) V azp Bo = # , (7 )A ze" = 
9. 

RAN 是 由 零 集 和 它们 的 余 集 组 成 的 B 的 一 
Мо. КААР КЕ k 
次 混合 的 并 且 有 可 数 Lebesgue ilf. 

所 有 广义 Bernoulli 推移 是 K 自 同 构 ， 一 个 
遍历 的 Марков 推移 是 KK 自 同 构 当 且 仅 当 它 是 
一 个 强 混合 的 .而 后 者 成 立 当 且 仅 当 对 应 的 
Марков 过 程 是 不 可 约 的 + 并 且 是 非 周期 ' 的 . 
紧 交 换 群 的 一 个 连续 的 群 自 同 构 是 K 自 同 构 ， 
当 且 仅 当 它 是 遍历 的 .特别 地 ,” 维 环 面 7" 的 
一 个 连续 的 群 自 同 构 是 KK 自 同 构 ， 当 且 仅 当 表 
示 和 矩阵 的 特征 值 中 没有 单位 根 出 现 。 由 经 典 动 
力 系统 引起 的 自 同 构 也 提供 了 K 自 同 构 的 
例子 。 特别 地 , 在 一 个 负 曲率 曲面 上 的 一 个 测 
地 流 + 的 每 个 自 同 构 〈 除 去 恒 等 同 构 之 外 ) 是 天 
自 同 构 。 对 于 与 一 个 平稳 Gaus 过 程 关联 的 推 
BER Ф, ШЕВ Ф (а) 弱 混合 的 , ЧА 
仅 当 它 是 遍历 的 ; (8) 强 混合 的 , 当 且 仅 当 关联 
Gauss 过 程 的 协 方差 函数 当 ”一 оо 时 趋 于 0; 
(rz)K 自 同 构 。 当 且 仅 当 协 方差 函数 的 谱 测度 ? 
关于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 . 
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G) 对 于 具有 种 种 谱 型 的 自 同 构 的 例子 由 
一 些 作者 应 用 平稳 Gauss 过 程 和 由 А. Каток 
和 А. Стёпин 发 展 的 逼近 理论 造 出 . 

Gi) 一 个 具有 所 离散 谱 的 遍历 自 同 构 有 混 
合 谱 ， 即 是 诱导 西 算 子 工 的 谱 有 一 个 连续 成 分 
和 1 之 外 的 特征 值 ,安西 (1951) 造 出 有 混合 谱 的 
斜 乘积 自 同 构 的 一 个 特殊 类 ,并 证 明 ,在 这 个 类 
中 存在 自 同 构 ， 它 们 是 谱 司 构 的 但 不 是 空间 同 
构 的 ,然而 ,在 具有 相同 的 纯 连 续 谱 的 自 同 构 中 
是 否 存在 两 个 非 空 间 同 构 的 自 同 构 ， 这 个 问题 
长 时 间 没 有 得 到 回答 ,直到 1958 4E Колмогоров 
448 —^4- 352038. Centropy) 的 新 的 同 构 不 变量 
才 正 面 解答 了 这 个 问题 

2 ля. G) 空间 x 的 一 个 分 割 
(partition) £ = (45) 指 的 是 集 4, 的 一 个 族 ， 
使 得 当 AA B AAA, = 9, FEU AEH 
X. 我 们 用 名 表示 X 分 为 单个 点 的 分 割 , 用 > 
表示 不 足 道 的 分 割 {X}。 分 为 有 限 (或 可 数 ) 个 
集 的 分 割 称 为 有 限 (或 可 数 ) 分 割 。 称 分 割 了 细 
于 另 一 个 分 割 “ GR Ç 粗 于 皇 ), 如 果 对 于 每 个 
MACE 存在 一 个 集 BEL, WH AC B. xf 
于 X 的 分 割 的 一 个 族 {5.}， 我 们 用 VE. 表示 
MPS EDM, FAS. 表示 粗 于 每 
个 5, 的 最 细 分 割 。 如 果 54 (Age) 是 可 数 
(或 有 限 ) 分 割 的 一 个 序列 ;那么 V L6, 恰好 是 X 
分 为 形 如 


n Aun 


的 非 空 交 的 分 割 ,其 中 对 于 每 个 A A... € See 
对 于 X 的 一 个 分 割 E EZA @ 的 一 个 6 于 
代数 BCS), 它 是 由 所 有 成 为 中 的 元 的 一 个 
并 的 多 可 测 集 所 成 的 o 代数 。 两 个 分 割 了 和 
CH ae ША, 如果 BE) = BE) a. e. 
《〈 即 对 于 每 个 A€ BE) FE BO) 中 的 集 
B， 使 得 m (AUB — АПВ) 一 0， 相反 地 对 
BE) 中 的 每 个 集 也 成 立 类 似 的 陈述 ). 

Gi) ROE (X, B, m) 的 一 个 自 同 态 ， 
вахи, RNA ФЕ 表示 分 割 

` 1e7(4)14 € £). 
如 果 Pp 是 一 个 自 同 构 ,我 们 还 定义 


ФЕ = (e(4)14€ š). 
称 分 割 为 对 于 自 同 态 9 的 一 个 生成 元 Lgenera- 
tor), ЖЖ 
V ФЕ = a. е. 


如 果 


V prem Ë a. e., 


KE 为 对 于 自 同 构 四 的 一 个 两 边 生成 元 (wo 
sided generator). 
称 自 同 态 хЄХ 是 周期 的 〈Periodic 
ata point xEX)， 如 果 存 在 正 整数 "， 使 得 
Ф"(х) = z; 
称 中 是 非 周期 的 (aperiodic)， 如 果 所 有 周期 性 
的 点 所 成 的 集 有 零 测 度 . 如 果 测 度 空间 (x, 
B, m) 是 无 原子 的 那么 其 上 每 个 遍历 自 同 
态 是 非 周期 的 。 Poxum 的 一 条 定理 说 ， 每 个 
非 辕 期 自 同 构 9 有 一 个 可 数 的 两 边 生 成 元 这 
列 涵 每 个 这 样 的 中 空间 同 构 于 具有 某 个 不 变 测 
BE ие 的 无 穷 乘积 空间 CY", .er“*) 上 的 推移 变 
换 , 这 里 每 个 坐标 空间 Уу = Y 最 多 有 可 数 个 
A. ЖӨЕ, Krieger 改进 了 这 个 结果 ,他 指出 ,如 
果 一 个 遍历 自 同 构 9 RAARO, WA eA 
一 个 有 限 的 两 边 生成 元 . 
(ш) 对 于 一 个 有 限 的 或 可 数 的 分 割 
m {4}, 
定义 分 割 的 痛 (entropy of the patition) H (E) 
H-LTam(A,) log (m(4,)) GEBRUF , WE 
都 是 自然 对 数 )、 我 们 用 2 表示 所 有 使 得 
H(E) 一 oo 
的 分 割 § 的 集合 ， 如 果 5e 空 ， 那 么 对 于 任意 
的 自 同 态 ,极限 
jc di VES 
Keim (Y et) 
存在 并 且 是 有 限 的 。 SBA em (entropy of 
the endomorphism ф) A(9) 定义 为 
sup (АСФ, 201862}, 
它 是 一 个 同 构 不 变量 . BTR Kon 
могоров 引进 之 后 ， 对 于 它 的 性 质 进行 过 深入 


前 研究 ， 我 们 列 出 其 中 一 些 结果 . 

G) MRA sex 对 于 自 同 同 态 ç E 
一 个 生成 元 或 者 对 于 自 同 构 9 是 一 个 两 边 生 成 
元 ,那么 hp) = Alp, E) (Синай 5138). (b) 
对 于 每 个 整数 n,h(g") = In|). (c) 如 果 
自 同 构 ? 是 周期 的 ,那么 Сф) 一 0. (d) 如 果 
p 是 ps 的 一 个 因子 变换 ,那么 Сф) ACD. 
(e) Аф." pi) = АСФ) + АС). OS FAR 
RAR MM, ECT Porm 的 更 复杂 
的 公式 .) (Ө me 是 回归 自 同 构 ，wp4 是 9 
在 m(4) > 0 的 子 集 4 上 诱导 的 自 同 构 ， 那 
A hlp) = M(e)/m(A). (g) 如 果 中 是 一 个 
具有 概率 分 布 {p。} 的 Bernoulli HEB, ABA 
(Фф) = —X.p.logpp. (h) MRP 是 基于 
Марков 转移 概率 p, (定义 在 一 个 可 数 的 或 
有 限 的 状态 空间 上 ) 和 不 变 测度 <， 上 的 一 个 
Марков 推移 ,那么 


Ap) = — >; У) «PulogPa. 


G) 如 果 四 是 遍历 的 旦 有 纯 点 谱 , 或 更 一 般 地 ， 
有 拟 离散 谱 ,那么 Alp) 一 0。 Gi) 对 于 ” 维 环 
面 上 的 一 个 遍历 的 群 自 同 构 p» 


Alp) = Zilog 121, 


ЗнО ATM > 1 RK GE GE 
ti On АН Ф AER BALE LOO 
中 存在 在 诱导 西 算 子 T 之 下 不 变 的 子 空间 ,使 
得 了 的 谱 限制 在 这 个 子 空 间 上 是 可 数 Lebes- 
gue 的 (Poxmm 定理 ). 由 (k) 推 出 ,具有 奇异 谱 ' 
或 有 限 重 数 溢 的 自 同 构 必 有 零 米 ， 在 断言 《8) 
的 证 明 中 ，Konoropoe 第 一 次 建立 了 这 样 的 事 
实 ,存在 不 可 数 多 个 非 空间 同 构 的 Bernoulli 扒 
в. 

(iv) ЖАНН P AAEN (comple- 
cely positive entropy), RA T4942 M Ey, 
有 Аф, Е) > 0. Рохлин 和 Я. Синай WEH, 
лаве нэа аца к 
BHS. M. Пинскер 证 明 , 对 于 每 个 自 同 构 
gp， 存在 一 个 分 割 , 称 为 mickep W (Pinsker 
paridon)， 它 在 四 下 是 不 变 的 且 使 得 关于 这 
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个 分 割 的 因子 变换 有 零 炉 并 且 它 是 在 ?的 具有 
TERES RT HE PRAKY. 
(v) Рохлин 指出 ,对 于 自 同 态 P» 
Ap) 一 0 
当 且 仅 当 它 的 所 有 因子 变换 是 自 同 构 。 自 同 态 
ФЕ (exact), MR 


A ge =». 
Рохлин 引进 一 种 方法 ， 使 得 对 于 每 个 自 同 态 
w， 可 以 关联 某 个 自 同 构 , 称 它 为 自然 扩张 (na- 
tural extension)， 它 反应 自 同 态 的 性 质 。 例如 ， 
一 个 自 同 态 和 它 的 自然 扩张 同时 为 遍历 的 或 为 
非 遍 历 的 ,为 相同 次 的 混合 以 及 有 相等 的 炉 . 正 
合 自 同 态 的 自然 扩张 是 K АНЫ. 

(vi) 自 同 构 p, 和 p: FRAY HAAS (weakly 
isomorphic), 如 果 它 们 中 的 每 一 个 是 另 一 个 的 因 
FRR. Синай 证 明 (1962)， 两 个 具有 相等 
POMEL Марков 推移 是 弱 同 构 的 。 1969 
$E, Ornstein 成 功 地 证 明了 下 面 的 值得 注意 的 
结果 : ”两 个 具有 相等 的 粮 的 Bernoulli 推移 是 
空间 同 构 的 。 在 这 个 方向 上 , 早 些 时 候 Jl. Me- 
шалкин. J. Blum 和 D. Hanson 曾 得 到 部 分 结 
JR. 在 Ornstein 定理 的 证 明 中 关键 的 一 点 是 应 
用 С. Shannon 和 B. McMillan 定理 ， 这 条 定 
理 在 信息 论 (一 信息 论 ) 中 起 着 基本 作用 .定理 
的 叙述 是 : ROR (X, Bm) 上 的 一 个 遍历 
自 同 态 ,$ 是 X 的 一 个 分 割 。 对 于 点 хєх, Ф 
A.G) BREDA 


中 含有 z 的 元 ,那么 对 于 几乎 所 有 z, 
tim (— + tog m(4.(4))) 


HEH BST Me, £). 
分 割 的 一 个 序列 (5.) 称 为 独立 的 (inde- 


pendent) ,如果 对 于 集 Ao А, A, 的 每 种 
选取 ,其 中 Ae Sap Moms merits n 全 不 
相同 时 ,有 
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„(П A)= II man. 

m fon 
Жа a> 0, MPD EME 称 为 5% 
立 的 《3-independent)、 如 果 

> f |m(4N B) — m( A)m( B)| < 8. 

分 割 称 为 对 于 自 同 构 P 的 一 个 Bernoulli 分 
$ (Bernoulli partition), 如 果 分 割 序列 ("5l 
n € 2Z} 是 独立 的 .分 割 $ 称 为 对 于 自 同 构 P 的 一 
^ 8$ Bernoulli 分 割 (weak Bernoulli partition), 
如 果 对 于 每 个 8 > 0 (EE К > 0, 使 得 对 于 所 
ж „20, 分 割 

m ] 
以 gt 5 M vtt 
是 # 独立 的 . Add 5 КОТАН е 0—71 
两 边 Bernoulli (88 Bernoulli) 生成 元 ， 如 果 它 
是 Bernoulli (88 Bernoulli) 分割 且 对 于 是 一 
个 两 边 生 成 元 ,有 一 个 两 边 Bernoulli 生成 元 的 
自 同 构 空间 同 构 于 一 个 广义 Bernoulli 推移 , 而 
后 者 又 同 构 于 一 个 具有 相等 的 炉 的 Bernoulli HE 
Ж. Ornstein 和 N. Friedman 改进 了 Ornstein 
定理 的 证 明 中 所 使 用 的 技巧 并 证 明了 ， 有 一 个 
两 边 弱 Bernoulli 生成 元 的 自 同 构 空间 同 构 于 一 
个 具有 相等 的 炉 的 Bernoulli 推移 . 强 混合 Map- 
ков 推移 具有 两 边 弱 Bernoulli 生成 元 ， 因 而 空 
TWF Bernoulli 推移 。 Ornstein 还 能 进而 证 
BA: (a) Bernoulli 推移 的 一 个 非 不 足 道 的 因子 
变换 是 Bernoulli HEB. (b) 存在 一 个 K 自 同 
构 它 不 空间 同 构 于 Bernoulli 推移 。 由 此 推出 
OUT K 自 同 构 不 是 一 个 完全 的 同 构 不 变量 . 
(c) 每 个 Bemoulli 推移 能 够 淡 人 到 一 个 流 中 。 
(4) 存在 一 个 自 同 构 ， 它 不 能 写作 一 个 K 自 同 
构 和 一 个 具有 零 米 的 自 同 构 的 直 积 。 这 个 例 表 
明 , 早 些 时 候 Tnncxep 的 一 个 猜测 是 错 的 . 

(vii) Y. Katznelson 指出 , = 维 环 面 上 的 每 

个 遍历 的 群 自 同 构 有 一 个 两 边 生成 元 ， 满 足 某 
个 比 弱 Bernoulli 条 件 更 弱 的 条 件 ( 他 称 之 为 几 
平 弱 Bernoulli 条 件 )， 应 用 Friedman 和 Orns- 
tein 定理 的 一 个 推广 , 我 们 可 以 证 明 , 有 一 个 几 


FPH Bernoulli 两 边 生成 元 的 自 间 构 也 空间 同 
构 于 一 个 Bernoulli 推移 由 此 推出 , » 维 环 面 
上 的 一 个 遍历 的 群 自 同 构 空间 同 构 于 一 个 具有 
FBSA Bernoulli HB. 在 早 些 时 候 ，R- 
Adler 和 B. Weiss 用 完全 不 同 的 方法 证 明了 ， 
ясир, ТАНАН 
同 构 是 空间 同 构 的 。 分割 三 称 为 对 于 自 同 构 P 
的 一 个 Марков 分 割 (Markow partition), ШЖ 
对 于 每 个 4€ BE), 


| "(41 У Ф Э) 
= т(А|ф 8) a. с. 

MRP A—* Марков 2), ВЛ НЕЕ 
一 个 两 边 生成 元 ,那么 F 空间 同 构 于 一 个 Map- 
ков 推移 。 称 一 个 分 割 是 一 个 两 边 Марков 生 
成 元 ， 如 果 它 是 Марков 分 割 并 且 是 一 个 两 边 
生成 元 ，Adler 和 Weiss 指出 ,二 维 环 面 的 每 个 
遍历 的 群 自 同 构 有 一 个 两 边 Марков 生成 元 - 
后 来 Cuad 证 明 ,这 个 结果 对 于 =” 维 环 面 的 一 
个 遍历 群 自 同 构 也 是 对 的 ， 如 果 这 个 群 自 同 构 
的 表示 和 矩阵 没有 模 为 1 的 特征 值 。 结 合 Fried 
man 和 Ornstein 定理 ， 这 个 结果 给 出 了 这 样 的 
一 个 群 自 同 构 空间 同 构 于 一 个 Bernoulli 推移 
的 另 一 不 同 的 证 明 . 

(ii) 与 数论 问题 有 关 而 引起 的 正 合 B FJ 
BOAT, 例如 ， 连 分 数 ?展开 和 8 展开， 现在 
已 经 知道 ， 与 连 分 数 展 开 和 8 展开 相关 联 的 正 
合 自 同 态 的 自然 扩张 空间 同 构 于 Bernoulli 推 
移 . 

【经 典 动力 系统 】 这 里 所 说 的 经 典 动力 系 
ff (classical dynamical system)， 指 的 是 由 某 个 
WAREM” 上 的 一 个 光滑 向 量 场 ' 所 生成 的 

个 微分 同 胚 ? 或 者 一 个 流 . 这 样 的 一 个 系统 
关于 在 М" 上 由 任意 的 Riemann 度量 + 所 定义 
的 测度 是 非 奇 异 的 。 对 于 一 个 固定 的 Riemann 
度量 , 我 们 称 测度 是 光滑 的 smooth)， 如 果 它 
们 关于 由 这 个 度量 给 出 的 测度 有 一 个 光滑 的 密 
BE. 

1. 在 经 典 动力 系统 中 ， 测 地 流 (gcodesic 


flows) 被 广泛 地 加 以 研究 。 令 JZ (M) 是 流 
ЖМ" 上 的 西 切 从 ', 点 (x，,e)E CM) 定义 
唯一 的 一 条 沿 方向 。 х BORDER. OM) 
上 的 测 地 流 是 由 p: (х, е) = (xo e) 定义 的 
eB x, 是 由 x 以 单位 速率 沿 着 由 (x，,。) 所 
决定 的 测 地 线 运动 经 时 间 z 之 后 所 达到 的 M* 
中 的 点 ，e, 是 在 х, 处 与 测 地 线 相 切 的 单位 向 
d. 关于 这 一 点 ,古典 Liouville ZAM, 在 
(M) 上 如 下 的 测度 给 出 对 于 测 地 流 的 一 个 
光滑 的 不 变 测度 ， 这 个 测度 是 M° 上 由 度量 所 
诱导 的 测度 和 (n 一 1) 维 球面 上 的 Lebesgue 
测度 的 乘积 。 由 力学 引起 的 广泛 的 一 类 系统 能 
够 作为 测 地 流 来 描述 . 

Hopf 和 G. Hedlund 证 明 , 如 果 流 形 M" 是 
紧 的 且 有 常 负 曲 率 ,那么 测 地 流 是 强 混合 的 .后 
来 ， 应 用 群 表示 论 '，H. М. Гельфанд 和 C. 
Фомин ЕНД» 紧 的 常 负 曲率 流 形 上 的 测 地 流 的 
谱 是 Lebesgue HY, 并且 在 流 形 是 二 维 的 情形 其 
至 是 可 数 Lebesgue 的 . Е. Mautner, 后 来 还 有 
L. Auslander, L. Green 和 F. Hahn 把 这 个 代 
数 方法 推广 到 在 一 个 Lie 群 (( 这 个 Lie 群 作用 在 
它 的 齐 性 空间 "上 ) 的 某 个 单 参数 子 群 的 作用 下 
得 到 的 流 并 且 对 于 寡 零 /和 某 些 可 解 Lie 群 ' 的 
情形 得 到 了 广泛 的 结果 . 

2. 在 ” 维 环 面 上 由 
pns xi tts z.) 

= (x, + юн» m + юн, xn 十 cot) 
定义 的 流 称 为 平移 流 Ceranslatienal flow). Ж 
om，"…，w。 称 为 频率 (frequency)。 (@,) 的 
每 一 个 轨道 在 环 面 中 是 稠密 的 ， 当 且 仅 当 频 率 
在 QZ 上 是 线性 无 关 的 .在 一 个 具有 无 关 频 率 的 
平移 流下 的 运动 称 为 拟 周 期 《quasiperiodic) 运 
动 .对 于 一 个 拟 周 期 运动 的 平移 流 具 有 离散 谱 . 
在 一 个 流 形 M” 上 ,由 一 个 可 积 的 Hamilton 向 
量 场 生成 的 一 个 流 之 下 ， 流 形 可 以 分 解 为 * 维 
子 流 形 +， 它 们 中 的 每 一 个 都 微分 同 胚 ?于 n 维 
环 面 且 对 于 流 是 不 变 的 ， 并 且 流 在 这 些 子 流 形 
的 每 一 个 上 的 限制 都 同 构 于 (事实 上 微分 同 是 
T) 一 个 平移 流 (Арнольд EH). Колмого- 
pos, B. И. Арнольд 和 J. Moser 研究 了 一 些 
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条 件 ， 在 这 些 条 件 下 ，Hamilton 函数 的 一 个 小 
摄 动 ! 在 流 形 的 一 个 很 大 的 部 分 中 保持 流 的 像 
状态 ， 使 得 在 这 个 部 分 中 分 为 若干 不 变 环 面 的 
分 解 (在 其 中 每 个 环 面 上 ， 运 动 是 拟 周期 的 ) 在 
受 拢 动 的 流下 仍然 发 生 . 

3. Синай 得 到 了 为 使 经 典 动力 系统 是 KK 系 
统 的 一 个 有 用 的 判别 准则 . 设 М" 是 紧 的 ， 
lo) 是 M” 上 的 由 一 个 光滑 向 量 场 定义 的 并 
且 保持 某 个 光滑 测度 声 的 流 ， 由 一 个 向 量 场 给 
出 的 空间 M 的 变换 的 一 个 单 参数 群 (Ó,) Fk 
为 对 于 流 {qe} ERY (transversal), 如果 G) 
空间 м" 分 为 流 {Фф} 的 轨道 的 分 解 在 (Фе) 
下 是 不 变 的 ; Gi) 对 于 函数 Wor), W, (s 
х) 定义 为 流 16.) 的 轨道 间隔 

UG. G)10 < и < г} 

的 时 间 长 度 ,极限 


lim lim (W,(z, x) — Р) = a(x) 


存在 . e 基本 定理 说 ， 如 果 一 个 流 (o 
是 遍历 的 , 并 且 有 一 个 模 截 的 遍历 流 (Ф, 对 
FE 


[so «o, 


BA (e) 是 一 个 K 流 。 MR a(x) <0, R 
们 甚至 可 以 去 掉 (p) 是 遍历 的 假设 。 如果 


aCe) du >, 


此 定理 对 于 流 《9-,} Ri. 

在 常 负 曲 率 二 维 流 形 上 的 一 ТТЕ 
ЕС, КОЗА PR BD Chorocycle flow), 
极限 圆 流 的 遍历 性 已 由 Hedlund 证 明 . 由 Синай 
的 基本 定理 推出 ， 在 常 负 曲率 曲面 上 的 测 地 流 
是 一 个 天 流 . Синай 甚至 还 证 明了 ,在 任意 负 
曲率 曲 酒 上 的 测 地 流 是 一 个 玉 流 ， 横 截流 这 一 
概念 有 一 个 到 高 维 情形 的 推广 ， 称 为 横 截 场 
(transversal field). 应 用 这 个 概念 ，Cakaf 证 
上 明了， 在 (任意 维 的 ) 常 负 曲 率 流 形 上 的 测 地 流 
是 一 个 K 流 . 

4. Д. Аносов 考虑 了 流 和 微分 同 征 的 一 个 
类 ， 这 个 类 满足 一 个 刻 划 如 同 负 曲率 流 形 上 的 
测 地 流 那 样 的 不 稳定 运动 的 条 件 ， 在 一 个 闭 连 
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Ж Riemann 流 形 M 上 的 流 {p} 称 为 一 个 Ano 
сов Ж (Anosov flow) (或 C 流 (C-flow)), 如 
Ri) 速度 向 量 dp,/de |, 不 等 于 0; Gi) 在 
= 处 的 切 空 间 FM, 分 成 直 和 MX. 
Y.QZ,, KHZ, 是 由 * 处 的 速度 向 量 生成 的 
一 维 空 间 且 对 于 每 个 +, dim(X,) = k #0, 
dim(Y,) = s #0; 

Gi) FERM a, b 和 《不 依赖 于 = & 0, (E 
得 对 于 任意 正 实数 :, 有 

Heal] > ae*llall, 1Ф-,41 < se 18115 

对 于 46 X,; 
bq!) < be llall, 1-90 > alal 
对 于 46Ү. 

这 里 《4,} 是 在 切 空间 上 由 {q,} 诱 导 的 流 . 对 
于 一 个 微分 同 胚 ,也 可 以 表述 类 似 于 GMG) 
的 条 件 , 由 此 可 以 定义 Аносов $5} FE CAno- 
sov diffeomorphism) (或 С БЕ ( C-diffeo- 
morphism)). Аносов 证 明 ， 如 果 一 个 Аносов 
流 有 一 个 光滑 的 不 变 测 度 , 那 么 它 是 遍历 的 ,并 
且 或 者 它 有 一 个 连续 的 非常 数 特 征 函 数 ， 或 者 
它 是 一 个 K 流 ， 具有 光滑 不 变 测度 的 Аносов 
微分 同 胚 是 K 自 同 构 ; 在 负 曲 率 流 形 上 的 测 地 
流 是 Аносов WAA. 由 此 ， 所 有 对 于 测 地 
流 及 其 推广 所 说 的 结果 可 以 从 Аносов 定理 推 
tH. Аносов 还 证 明 ， 他 的 系统 是 结构 稳定 的 
(structurally stable), 这 意味 着 , 与 已 给 的 微分 
同 胚 在 C' 拓扑 中 充分 接近 的 任意 的 微分 同 胚 ， 
通过 流 形 上 某 个 与 恒 等 映 射 接近 的 同 胚 ， 与 这 
个 已 给 的 微分 同 胚 是 共 罗 的 .结构 稳定 性 及 其 
他 有 关 性 质 已 由 S. Smale 等 人 ([1, 2, 35]) 对 
于 一 大 类 系统 深入 地 加 以 研究 . 

5. Синай 曾 研究 由 于 不 具有 光滑 性 而 不 
是 Аносов 系统 的 一 个 重要 的 例子 :属于 Bolz- 
mann 和 Gibbs 的 理想 气体 的 最 简单 的 力学 模 
型 可 以 描述 为 ， 在 一 个 矩形 的 盒子 里 ， 许 多 非 
常 小 的 刚性 圆 球 作 弹 性 碰撞 运动 所 产生 的 系 
fk. Синай 成 功 地 证 明 , 这 是 一 个 类 系统 , 由 
此 对 于 统计 力学 基本 模型 的 遍历 性 这 一 经 典 问 
题 给 出 了 一 个 肯定 的 回答 ([34]). 

【拓扑 动力 学 】 1. 设 X 是 紧 度 量 空 间 ，%: 


хх МА. H. Крылов 和 Н. Boro- 
любов 指出 ， 在 X 上 人 恒 存 在 一 个 Borel 概率 测 
E u, CHP FEREN. 设 多 表示 六 上 所 有 
Borel 概率 测度 的 集合 ， 多 。 表示 P 的 在 下 
不 变 的 测度 所 组 成 的 子 集 ， BAY 和 多, 二 
НЭР ж IVER. MRS, 
BDA, 中 所 有 端点 的 集合 ， 那 么 由 Крейн-Ми 
mua GERE, d, HEUS. P, 中 的 一 个 测 
ДР E, SEN PAF e RRN. 
KE, 由 单个 一 元 组 成 时 ， 就 称 9 是 唯一 遍历 
ffo (uniquely ergodic); Ж Ф 是 极 小 的 《minimal)、 
如 果 对 于 每 一 点 xE X,x 在 9 下 的 轨道 
=orby (x) = (e'(x) |n € Zt 

在 X 中 是 稠密 的 . MPP RMA (strictly 
ergodic)， 如 果 它 是 极 小 的 且 是 唯一 遍历 的 ， 了 
Oxtoby 的 一 条 定理 说 ，Pp 是 严格 遍历 的 ， 当 且 
仅 当 对 于 X 上 的 每 个 连续 实 值 函 数 f， 平均 


А 
(Ee) 
的 序列 一 至 收敛 于 一 个 常数 MO). HER 
的 或 唯一 遍历 的 同 旺 ， 但 它 不 是 严格 遍历 的 ， 


2. 如 果 对 于 每 个 ;< Z, X, = X 是 紧 度 量 
空间 ,那么 Descartes 乘积 


x= Пх 


ЗРЗЕ ВНЕ АОВ X* 上 的 推移 变换 Pp 
是 一 个 同 胚 .如 果 X 由 有 限 个 元 组 成 , (X*, p) 
称 为 一 个 符号 动力 系统 (symbolic dynamical sys- 
tem). 如 果 X 最 少 有 两 个 点 ,那么 OC 不 
是 极 小 的 .但 是 存在 X* 的 闭 的 中 不 变 子 集 Q, 
使 得 系统 (O, p) 是 极 小 的 或 者 是 严格 遍历 的 . 
对 于 X* 中 的 一 点 *、 已 经 知道 使 得 推移 动 
Jot Corb, (37). p) 是 极 小 的 或 是 严格 遍历 
的 充分 必要 条 件 。 例如 Morse 序列 x* 生成 一 
个 极 小 动力 系统 . 

3. R. Jewett 证 明 ， 在 一 个 Lebesgue 空间 
上 ， 任 何 弱 混合 保 测 变换 空间 同 构 于 一 个 唯 
一 遍历 变换 。 Krieger 推广 这 个 结果 指出 ， 如 
果 遍 历 变换 9 的 焙 是 有 限 的 ， 那 么 9 空间 同 构 
于 一 个 严 客 遍历 变换 . К. Jacobs 得 到 了 对 于 


流 的 类 似 的 结果 . 

+ 紧 度量 空间 X 上 的 一 个 同 胚 9 称 为 等 度 
连续 В (equicontinuous), ШЖ (@"|n € Z) 是 
X EASE) ЗЕ в. 一 个 等 度 连 续 
同 胚 是 极 小 的 并 且 等 距 同 构 于 一 个 紧 交换 群 上 
的 一 个 旋转 。 如 果 d(x, у) > 0 80 

inf dCo*G) , p"(y)) > 0, 


则 称 9 是 隔离 的 《distal).。 — 95 BE ЖЕНШ 
是 隔离 的 , 但 是 反之 一 般 说 不 真 。 H. Fürsten. 
berg 的 一 条 定理 说 ,每 个 极 小 的 隔离 变换 ,可 以 
通过 由 一 个 点 组 成 的 空间 上 的 不 足 道 的 同 胚 的 
жүк (TEARD 等 距 扩 张 得 到 . 关于 极 小 
动力 系统 ， 符 号 动力 系统 及 其 他 有 关 课题 ，R- 
Ellis, W. Gottschalk, Hedlund, Fürstenberg 等 
人 做 了 大 量 的 工作 (19, 14]). 

5. 粮 的 概念 的 一 个 拓扑 类 似 的 概念 称 为 拓 
FHM (topological entropy)， 它 是 由 Adler, A. 
Konheim 和 J. McAndrew 引进 的 ， 定 义 如 下 : 
对 于 紧 拓扑 空间 X 的 每 一 个 开 覆 盖 .or ,用 和 
Ca). 表示 .ex 的 极 小 子 夏 盖 中 集 的 数目 ， 对 
RESI of 8, Н .er VB RRA RR 
{AN BIA€ ef, BEB). 对 于 任意 的 开 履 
3 .er 和 X 上 的 一 个 连续 映射 p, 极限 
lim (log No V "a V Vp a ))/п 


= holp, of) 

HE. DERRER P holp) 定义 
Ж: holp) = sup {holp of )l of 是 X 的 
— FF 6). 

L. Goodwyn 指出 ， 对 于 任意 的 p 不 变 概 
率 测度 и, 有 АСФ) > Alp), KB OE 
把 9 考虑 作 一 个 4 保 测 变换 的 测度 论 精 . Т. 
Goodman 进而 成 功 地 证 明 ， 
оС) —sup (4,(9) | 是 ?不 变 的 概率 测度 }. 
这 个 结果 证 实 了 早 些 时 候 由 Adler, Konheim 
和 McAndrew 所 作 的 一 个 猜想 对 于 紧 交 换 群 
НОВЕ А фло (Ф) РА, (Ф). 
ЗХ т MAA Haar 测度 并且 Haar 
测度 是 唯一 的 具有 这 个 性 质 的 测度 (K. Berg 
和 К. Bowen). 
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6. Fürstenberg 引进 了 一 个 有 趣 而 有 用 的 概 
念 ， 称 作 不 连接 性 (disiointness).。 并 且 研 究 了 
这 个 概念 在 保 测 变换 和 动力 系统 的 研究 中 的 种 
种 成 果 ([12]).。 Ellis 开创 了 极 小 同 胚 的 一 个 
代数 理论 ， 并 且 成 功 而 系统 地 得 到 了 以 前 用 各 
种 不 同方 法 得 到 的 一 些 结果 ([91). 

【 杂 注 】 1. 任意 一 个 非 周 期 自 同 构 可 以 用 
一 个 周期 自 同 构 来 逼近 ， 精 确 地 说 ， 如 果 平 是 
一 个 非 周期 自 同 构 ， 那 么 对 于 任意 正 整数 ”和 
82 0， 存 在 一 个 周期 为 ”的 周期 自 同 构 ,使 
得 т({х|ф(ж) = 9G)D < (1/n) +8 (Hal- 
mos 和 Рохлин 定理 ). 如 何 更 快 的 实现 这 个 通 
近 等 这 类 问题 为 Karok, Стёпин 等 人 详细 地 加 
ЦЕНЗ. x ALAN ERE 5 EL] 3 НТН 
的 性 质 有 密切 的 关系 ， 应 用 这 种 相互 关系 构造 
了 种 种 具有 特殊 谱 性 质 的 自 同 构 的 例子 [201. 

2. 在 一 个 Lebesgue 测度 空间 (X, B, m) 
上 给 定 任 一 自 同 构 p， 存 在 X 的 一 个 唯一 的 分 
解 5 一 {A4}, 使 得 (i) 每 个 4, 在 P 下 是 不 变 的 ; 
Gi) 除去 4 的 一 个 可 忽略 集 (在 某 种 特殊 意义 
下 ), 每 个 4，《 在 自然 方式 下 ) 仍 为 一 个 Lebesgue 
测度 空间 ,并 且 『P 在 A, 上 的 限制 是 一 个 遍历 自 
则 构 。 这 时 称 这 个 分 解 为 X 的 关于 中 的 遍历 分 
解 (ergodic decomposition), 关于 一 个 流 有 相对 
应 的 分 解 。 还 有 一 个 公式 ， 使 我 们 能 用 Pp 的 遍 
Vo AY OR EVE (o). 

3. 遍历 理论 对 于 解析 数论 问题 的 应 用 曾 由 
一 些 作者 予以 研究 ， 与 种 种 数论 问题 相 联系 而 
引起 的 特殊 的 保 测 变 换 的 遍历 性 和 混合 性 ， 已 
被 用 来 给 这 些 问题 以 解答 。 遍历 理论 的 思想 
对 于 不 同类 型 数论 问题 的 新 的 和 更 为 显著 的 应 
用 已 由 Ю. Линник 和 Fürstenberg 开始 研究 
([12, 231). 
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Banach 代数 [Ж Banach algebra 法 algèbre 
de Banach £ Banachalgebra {Å нормированное 
кольцо 日 57 NR) 【定义 】 如 果实 或 复 
Banach 空间 + R 同时 又 是 实 或 复数 域 上 的 代 
数 +, 而 且 关于 积 的 连续 性 |zy| < 1 У ПАЗ, 
RIR% Banach fti (th AK HRA (normed 
ring). 通常 对 复 Banach 代数 考察 较为 容易 . 
SE Banach 代数 总 可 以 等 距 同 构 地 嵌入 到 复 
Banach 代数 内 .又 当 有 单位 元 “ 时 ， 不 失 一 般 
人 性， 我们 可 以 假定 lel = 1. 对 没有 单位 元 
的 Banach 代数 ,我 们 可 以 添加 一 个 单位 元 . 

(Banach 代数 的 例 】 例 1: 在 局 部 紧 Haus- 
dorff 空间 M 上 连续 并 且 在 无 穷 远 点 取 值 为 0 
的 函数 x($)《 即 对 作 一 。 > 0， 使 得 


ESI 


1815091 > е} 


是 DR ЖЕБЕ ЖОНО 2 Ж. 构成 Banach 
空间 CCM) (引进 范 数 
Nall = зир{1х(&)11Е e. 

在 这 个 空间 内 ,由 xy (5) = x(5)y(5) ELR. 
例 2: 在 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 ?的 
全 体 所 成 的 集合 BX) 内 ， 按 算 子 的 和 \ 积 等 
引进 运算 ,并 且 按 算 子 的 范 数 引进 范 数 . 

【 谱 】 对 于 z, y€ R， 引 进 运算 

qe mee A ays 
MÑ roy =yor= 0i, ЖУ 0 x MMT 
(quasiinverse), 当 单位 元 e 存在 时 ，< 一 y 就 
ees 的 逆 元 ， 当 复数 ) 满足 lal > lx 时 ， 
r 具有 拟 逆 元 *， 它 由 强 收敛 级 才 
Eee 
E 

给 出 ， 所 有 使 r 不 具有 拟 逆 元 的 所 成 的 
集合 ( 当 * 本 身 没有 逆 元 时 ,特别 当 尺 没 有 单位 
元 时 ， 设 这 个 集合 含有 0)， 称 为 = 的 谱 (spec- 
tram), JH SpGO 表示 ， 谱 是 非 空 有 界 闭 集 , 且 

sup (ТАТА € Sp(z)) = tim ||. 


在 例 2 的 情形 ,这 里 所 说 的 谱 就 是 算 子 * 的 谱 ， 
而 确定 谱 的 性 态 ,这 在 Banach 空间 论 和 Hilbert 
空间 论 中 是 一 个 重要 问题 . 

【交换 Banach ККУ Гельфанд 表示】 如 
ЖЯ Banach 代数 是 域 ,那么 它 必 是 复数 域 
(Гельфанд-Мажиг 定理 )， 设 RR 是 交换 Banach 
代数 ,M 是 RR 的 极 大 理想 *, 则 商 代数 ' R/M 或 
者 是 其 内 任意 两 个 元 的 积 恒 为 0 的 环 ， 或 者 是 
一 个 域 ( 此 时 MERKEA, R/M 同 构 于 
复数 域 )， 在 后 一 种 情形 ,M 称 为 正则 极 大 理想 
(regular maximal ideal), 《关于 理想 的 正则 性 、 
请 参阅 下 面 的 叙述 .) 此 时 ,由 于 R/M M Cis 
Kp. 所 以 ， 如 果 把 R/M 的 含有 = 的 陪 集 所 对 
应 的 复数 写 做 x (M )， 则 对 应 r— z (M) X 
ЮЕ БАЗЕ: (multiplicative) 线性 泛 函 : 

xy(M) = x(M)y(M). 
RZ HF R (Їй ЗЕКЕ $k ЕРУ PR IUE. КАЛЕ 
则 极 大 理想 与 之 对 应 ， 使 得 这 个 泛 函 与 所 对 应 
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的 正则 极 大 理想 的 关系 有 如 上 述 。 如 果 在 R 上 
的 乘 性 线性 泛 函 的 全 体 ЭЛ E iB RIAR 
(Гельфанд 拓扑 ), 则 WM 形成 局 部 紧 Hausdorff 
空间 ( 当 R 具 有 单位 元 时 形成 紧 空 间 ), R 的 元 
可 表示 为 钢 上 的 在 无 穷 远 点 取 值 为 0 的 连续 
函数 (参考 例 1). KKH RN Гельфанд 表示 
(Gelfand representation), 此 种 表示 有 下 列 性 
质 : 

1) max (|z (M)|M EM} = lim le, 


( 当 R 具 有 单位 元 时 ， 
{x(M)IM € M) = sp(2).) 
2) 使 Sp 《x) = 0 BP lim аии" 一 0 的 x> 


FAH NEET (generalized nilpotent element) , 
这 种 元 的 全 体 构 成 KR 的 Tengqann 表示 的 核 '. 
称 它 为 及 的 根基 (radical)， 根 基 只 含有 0 时 的 
下 称 为 半 单 的 〈scmi-simple). 

3) 如 果 尺 是 半 单 的 ， 并 且 对 每 个 ré R, 
存在 z*€ R， 使 得 对 一 切 Mem, 


rM) = OD 

成 立 , 则 按 Гельфанд 表示 , R 可 表示 为 CAM) 
内 的 一 个 稠密 子 代数 ,这 里 CS) 是 IM E 
在 无 穷 远 点 取 值 为 0 的 连续 函数 的 全 体 所 成 的 
Banach 代数 。 (这 是 Weierstrass-Stone 定理 + 的 
0. Гельфанд 表示 一 般 说 不 是 保 范 的 . 
请 参看 后 面 叙 述 的 交换 群 的 L, 代数 .) 

【一 般 Banach 代数 的 表示 】 给 定 Banach 
代数 R， 作 一 适当 的 Banach 空间 X， 使 得 对 
于 z€ R， 有 X 上 的 有 界线 性 算 子 T, 与 之 对 
应 ,而 * T. 是 代数 同 态 且 满 足 

IIT,I < 11. 

这 样 的 对 应 称 为 R 的 表示 (representation) , X ЁК 
为 表示 空间 。 Banach 代数 恒 有 等 距 同 构 表 示 . 
这 里 特别 不 可 约 表 示 (irreducible representation) 
是 重要 的 . 设 Y 是 表示 空间 X 的 子 空间 (可 以 是 
闭 的 ,也 可 以 不 是 闭 的 ), 如 果 对 一 切 x € R, f 
T,YCY, WEY 为 不 变 子 空间 。 如 果 除 X 和 
{0} 以 外 ,不 存在 其 他 的 不 变 子 空间 , 则 称 为 代 
数 的 不 可 约 表示 ;又 如 果 除 X 和 {0} 以 外 ,不 存 
在 其 他 的 闭 不 变 子 空间 ， 则 称 为 拓扑 的 不 可 约 
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表示 . 代数 的 不 可 约 表示 的 核 ? 1 称 为 原始 理 
ЗВ (primitive ideal), 原始 理想 亦 可 如 下 定义 : 
对 于 R 的 左 理想 (5200), 天 R)， 如 果 存 在 元 
we R 使 得 对 一 切 z€ К,х—хиє J RT WE 
理想 J 称 为 正则 的 〈regular). 对 于 正则 左 理 
想 , 存 在 包含 它 的 极 大 左 理想 , 它 必 是 正则 的 且 
是 闭 的 .现在 ,对 于 RR 的 双边 理想 + 1, 如 果 存 在 
正则 极 大 左 理想 J, (818 1 是 由 R 中 满足 a RC 
J 的 所 有 元 « 所 组 成 , 即 如 果 
1 — alaRC J), 

则 了 称 为 原始 理想 .如 果 R 是 交换 的 , 则 原始 理 
想 等 于 正则 极 大 理想 ， 所 有 原始 理想 的 交 ， 称 
为 R 的 根基 (radical), RER h 0 组 成 时 ， 
R 称 为 半 单 的 《semi-simple). 

原始 理想 的 全 体 S, 称 为 RR 的 结构 空间 
(structure space)， 在 其 内 引信 包 核 拓扑 《hull- 
kernel topology) ， 就 成 为 拓扑 空间 ，《〈 在 这 样 
的 拓扑 下 ， 字 的 子 集 3t 的 闭 包 ?是 所 有 这 样 的 
原始 理想 的 集合 ， 这 些 原始 理想 包含 于 外 内 的 
所 有 理想 的 交 (kernel), 这 种 拓扑 空间 的 性 
质 很 复杂 ， 即 使 在 交换 代数 的 情形 ， 一 般 说 和 
Гельфанд 拓扑 也 不 一 致 .) 

【Banach* 代 数 】 Banach 代数 尺 内 的 一 个 对 
Ф (involution) 是 满足 下 列 条 件 的 一 个 运算 
z— r°: 1) (z + у)* = z*° + y*, 

2) (lz)* = Ast, 

3) (zy) = у*х*, 

4) G9)* = <. 
在 其 内 定义 了 一 个 对 合 的 Banach 代数 ， 称 为 
Banach ж 代数 (Banach algebra). 对 于 Banach 
烤 代数 考 虑 表示 时 ,如 果 表 示 空 间 取 Hilbert 空 
S, MS 上 的 有 界线 性 算 子 作 表 示 : r7 Tu 
且 对 合 对 应 于 伴随 算 子 ', 即 Т,» == (Т,)*, 0 
此 种 表示 称 为 R 的 冰 表示 ( ж -representation), 

[C* 代数 】 当 Banach# 代数 的 范 数 满足 
条 件 Hz*z Р, С" 代数 (C*- 
algebra). C* 代数 实际 上 是 某 个 Hilbert 空间 
上 的 有 界线 性 算 子 的 一 个 Banach 代数 (参阅 例 
2)， 这 个 Banach 代数 具有 下 述 性 质 : BEA 
-有 某 个 算 子 时 ， 它 也 含有 这 个 算 子 的 伴随 算 子 


(Гельфанд-Наймарк 定理 )、 C* 代数 总 是 半 
单 的 ;按照 Гельфанд 表示 ,交换 C* 代数 与 取 
M 为 正则 极 大 理想 时 的 空间 C (97) (SHA 
1) 等 距 同 构 。 又 对 于 C* К ж 表示 来 说 ， 
拓扑 不 可 约 和 代数 不 可 约 是 一 致 的 ， 这 些 不 可 
уж 表示 的 西 等 价 类 所 成 的 集合 ， 称 为 尽 的 对 
偶 空间 (dual space). 因为 不 可 约 表示 的 核 是 原 
始 理想 ,所 以 在 此 对 偶 空间 上 ,考虑 每 个 元 所 对 
应 的 原始 理想 ， 引 入 包 核 拓扑 〈 参 看 上 面 的 叙 
述 ), 它 就 形成 拓扑 空间 ， 除 这 种 拓扑 外 ， 也 引 
入 另外 的 拓扑 。 此 外 , 对 于 研究 可 分 C* 代数 ， 
Borel 结构 是 一 个 非常 有 力 的 工具 (Mackey 理 
论 [71).C* 代 数 和 拓扑 群 的 西 表示 有 关 ( 参 看 下 
面 的 叙述 )， 对 于 重要 的 Banach 代数 ， 围 绕 着 
六 表 示 和 对 偶 空 间 , 有 很 多 研究 。 

Ж ж 表示 只 由 紧 算 子 "组 成 时 ,这 样 
的 C* 代数 称 为 OCR 代数 , 比 这 稍为 一 般 化 的 
代数 ， 可 考虑 GCR 代数 (l. Kaplansky [8]). 
例如 ， 可 分 C* 代数 尺 的 对 偶 空间 关于 包 核 拓 
扑 是 To 22 [3]* CT, 空间 ?) 的 充分 必要 条 件 是 R 
为 GCR 代数 (CCR fü8k)(J. Glimm) [9]). 

【对 于 拓扑 群 理论 的 应 用 】 Banach 代数 的 
理论 的 应 用 是 多 方面 的 ， 这 里 特别 叙述 对 于 拓 
扑 群 的 应 用 。 设 6 为 局 部 紧 Hausdorff 拓扑 群 
(一 拓扑 群 ), 4 为 其 左 不 变 测度 '。 此 时 存在 正 
定 连 续 函数 p, 使 对 任 一 Borel T E, 满足 

u(Eg) = eg) E). 

现在 ,作为 R 考 虑 G 关 于 4 的 L, (G), itu 
X z, Y 的 积 为 卷 积 


Сусв) = | Cady ван), 


定义 对 合 为 **(g) 一 CE) plg-'), 在 这 样 的 
SEX F. L,(G) FER Banach 代数 , MAG HY 
L, RH (Ly-algebra) 或 群 代数 《group algebra), 
і. 代数 不 是 С" 代数 ， 但 它 是 半 单 的 ， 考 虑 C 
的 西 表示 问题 等 价 于 考虑 G 的 L, RN CR 
示 问 题 。 把 LCG) 的 元 х 的 范 数 换 成 
lll] = supll T -ll 

其 中 sup 是 关于 所 有 站 表示 取 的 . 此 新 范 数 满 
是 作为 C* 代数 的 条 件 ，L,(G) 关于 这 个 范 数 


的 完备 化 所 得 到 的 C* 代数 ， 称 为 С" 群 代数 
(C*-group algebra), ЄЙ C* 群 代数 的 对 偶 空 
间 , 称 为 拓扑 群 G 的 对 偶 空间 , 它 对 研究 拓扑 群 
是 重要 的 ， G 的 西 表 示 +， 或 G 的 L, 代数 的 # 
表示 ,或 6 的 C* 群 代数 的 * ж, 都 由 G 上 的 
正定 函数 (positive definite function) 所 决定 . С 
上 的 正定 函数 是 G 上 的 可 测 函数 ple), WC 
上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 *(8)， 恒 满足 


ID анов) >0. 


Abel 群 的 情形 。 当 G 是 Abel 群 (一 拓扑 
Abel BERT, GAY L, 代数 RR 的 正则 极 大 理想 M 
和 G 的 特征 标 ' Y， 基 于 关系 


(М) = [<от Се) du(g) 


《re R) 是 一 一 对 应 的 (此 式 的 左 端 是 * 的 Te- 
льфанд 表示 在 M 处 的 值 )， 若 在 R 的 正则 极 大 
理想 的 集合 上 引入 Гельфанд 拓扑 ,在 G 的 特征 
标 所 成 的 集合 С 上 引入 Понтрягин 拓扑 〈 特 
征 标 群 +)， 则 这 两 个 拓扑 空间 基于 上 述 对 应 关 
系 是 同 胚 的 。 从 而 可 以 把 L, 代数 R 的 元 * 的 
Гельфанд 表示 ,看 作 由 上 式 右 端的 积分 所 定义 
的 特征 标 群 C 上 的 函数 4(Y)。 我 们 称 它 为 * 
的 Fourier 变换 (Fourier transform). 当然 对 
于 其 他 函数 空间 也 能 定义 Fourier 变换 《例如 ， 
取 G 上 的 L, 空间 时 ， 是 Plancherel 意义 下 的 
Fourier 变换 )， 由 此 可 以 对 古典 Fourier 级 数 ， 
Fourier 积分 ,调和 分 析 理 论 ( 一 调和 分 析 ) 从 更 
广泛 的 观点 上 进行 研究 .例如 , G 的 L, 代数 
的 元 x 的 Fourier 变换 是 在 无 穷 远 点 取 值 为 0 
的 连续 函数 (参看 上 述 Гелыранд 表示 )， 这 一 
命题 就 相当 于 古典 Riemann-Lebesgue 定理 '. 古 
典 Fourier 分 析 中 著名 的 ”Bochner 定理 可 表述 
如 下 : 对 于 Abel 群 G 上 的 有 界 连 续 正定 函数 
p (8)， 能 在 特征 标 群 C 上 唯一 地 确定 一 个 
Radon 测 座 + p( 即 对 任意 有 界 连续 函数 u(y), 
当 uly) 20 时 恒 有 


f «(т)арСт) > 0 


的 测度 ), 使 得 ple) 能 表示 为 
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基于 这 样 的 理论 的 展开 ， 能 导出 关于 Abel 群 
的 Понтрягин 对 偶 定理 + (H. Сапап-К. Gode- 
ment), 对 于 工 , 代数 的 闭 理想 1, 属于 I 的 
函数 x 的 Fourier 变换 的 共同 零点 的 全 体 定义 
了 @ 内 的 一 个 集合 ZO). га ZO) 刻 
Xj, 这 就 是 谱 综合 (spectral synthesis) 问题 ， 对 
此 有 很 多 讨论 。 特别 当 Z(1) 为 空 集 时 ， 有 
1 一 R， 这 是 №. Wiener 的 广义 Tauber 型 定 
I (generalized Tauberian theorem) 的 一 种 表达 
方式 ， 它 的 原来 的 证 明 ,用 Banach 代数 得 到 了 
简化 ,这 是 这 个 理论 的 最 初 引 人 注目 的 应 用 (H. 
М. Гельфанд). 

【函数 代数 】 设 X 为 一 紧 Hausdorff 空间 '， 
C(X) (C,(X)) 是 X 上 所 有 复 (X) 值 连续 函 
BOSE MERU LR, COO) 的 一 
个 闭 子 代数 4 称 为 X 上 一 个 函数 代数 〈func- 
tion algebra) 或 一 致 代数 (uniform algebra), 如 
果 它 含有 常数 且 可 分 离 X 的 点 ( 即 对 任意 的 z, 
y€X, x y, BEE f€ A, WH 

1) #1)). 

函数 代数 的 一 个 典型 例子 是 贺 盘 代数 (disk alge- 
bra) ， 即 复 平面 的 单位 贺 X 上 所 有 这 样 的 连续 
函数 所 成 的 代数 ， 这 些 连 续 函 数 可 以 连续 地 扩 
张 成 单位 开 圆 盘 内 的 解析 函数 . 如 果 取 X 为 
一 Riemann 面 * 内 的 解析 曲线 , 或 一 个 紧 Abel 
群 '( 例 如 一 个 环 面 '), 等 ,我 们 就 能 得 到 另外 的 
BUT. 又 如 果 取 X 为 * 维 复 空间 Ce 的 一 个 域 ， 
那么 X 上 的 函数 代数 与 多 复 变 量 函数 的 理论 就 
有 密切 的 联系 . 

设 4 是 紧 Hausdorff 空间 X 上 的 一 个 函数 
代数 ， 且 设 F 是 X 内 的 一 个 闭 子 集 . FF ROR 
对 称 集 (antisymmetric set), 如 果 当 f€ 4 在 F 
上 为 实时 ，f 在 F 上 必 为 常数 .。T. E. Шилов 
曾 提出 是 否 每 一 函数 代数 都 能 借助 反对 称 代数 
来 表示 .这 个 问题 已 由 E. Bishop([12]) 完 全 解 
决 ,存在 由 反对 称 集 {F，} 所 组 成 的 X 的 分 割 ,使 
得 X 上 的 连续 函数 了 属于 4， 只 要 对 每 个 4， 
Í|Fi€ 4|Fi. Bishop 的 结果 是 Stone-Weiers- 
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trass 定理 的 推广 . 

设 4 是 贺 盘 代数 ，F 是 单位 图 内 的 一 个 闭 
子 集 且 其 Lebesgue 测度 为 零 ， 那 么 我 们 可 以 
证 明 A|F == C(F) 128]. Ж Hausdorff 空间 
上 的 一 个 函数 代数 4，X 内 一 个 闭 子 集 F 称 
为 对 A 的 一 个 播 补 集 (interpolation set), ШЖ 
A|F = C(F). I，Glicksberg[18] 对 任 一 函数 代 
数 刻 划 了 插 补 集 而 且 对 它 证 明了 各 种 定理 . 

在 函数 代数 的 理论 中 ， 极 大 代数 起 着 重要 
作用 ， 4 称 为 极 大 代数 〈maximal algebra), im 
果 对 任 一 函数 代数 BDA, 都 有 В = COO 
BA, 圆 盘 代数 是 极 大 代数 . 这 一 事实 就 
是 Wermer 的 极 大 性 定理 (maximalig theo- 
cem)。[22] 在 抽象 的 函数 代数 和 复 变 函数 论 之 
间 存在 着 密切 的 联系 。 其 中 之 一 就 是 Gleason 
部 分 , 设 4 是 函数 代数 ，M 4， 是 4 的 极 大 理想 
空间 ， 对 а, bE M 4， 如 果 

sup{ 16а) — (C2) IFE A, H| <1) < 2, 
就 记 作 a b. 关系 ~ 是 一 个 等 价 关系 [17]. 
对 于 这 个 关系 的 等 价 类 称 为 对 4 的 Gleacon 88 
分 (Gleason parts) 在 某 些 条 件 下 ，Gleason 部 
分 具有 某 种 解析 性 。 特 别 ， 如 果 4 是 如 以 下 定 
义 的 Dirichlet 代数 , 那么 4 的 任 一 Gleason 部 
分 或 者 仅 由 一 点 所 组 成 ,或 者 具有 下 述 性质 : 
存在 单位 开 贺 盘 D 到 P 上 的 一 个 一 一 连续 映射 
r> 使 得 fo r(fe A) 是 D 上 的 全 纯 函 数 (Wer- 
mer [29])。 在 此 一 个 函数 代数 4 称 为 Diri- 
chlet 代数 《Dirichlet algebra), im Red 在 
Cr (X) WAE. 贺 盘 代数 是 Dirichle 代数 . 
一 个 函数 代数 4 称 为 对 数 模 代 数 《logmodular 
algebra)， 如 果 (log |f||f€ 47) 在 СХ) 
йшй. 其 中 a 表示 集合 (єл, fre A). 
若 4 是 对 数 模 代数 ， 则 可 以 建立 和 前 面 的 定理 
相同 的 结果 。 对 pe M4， 我 们 可 以 考虑 对 了 
的 一 个 表示 测度 u BOX 上 的 一 个 正 测度 us 
使 得 对 1e 4, 有 


io) = | tG04,G9. 


表示 测度 是 解析 函数 的 Poisson 积分 表示 t+ 的 推 
广 。 设 a, b 是 一 个 Gleason 部 分 内 的 任意 两 


点 , 则 对 a 的 任 一 表示 测度 p。， 存 在 一 个 对 
的 表示 测度 дь, BB а, < Си. RZ X o 
的 一 个 表示 测度 us 存在 一 个 对 a 的 表示 测度 
Her E nim us (1131). 此 外 ,我 们 可 以 把 
Gleason 部 分 的 概念 推广 到 CX) 内 线性 子 空 
间 的 情形 。 在 这 种 情形 下 ，Gleason 部 分 与 抽 
象 位 势 论 ! 相 联系 ,因为 对 Gleason 部 分 的 等 价 
关系 有 Harnack 不 等 式 ' 的 形式 ([11])。 作为 
应 用 ,有 许多 问题 与 函数 论 相 联 系 ,例如 在 复 平 
面 的 紧 集 上 用 有 理 函 数 来 一 致 逼近 ([19]) 和 4 
全 纯 函 数 的 理论 ， 后 者 推广 了 多 复 变量 全 纯 函 
数 的 理论 ([26]). 

在 函数 代数 理论 中 , 我 们 常用 所 谓 的 Rossi 
的 局 部 极 大 模 原 理 〈local maximum modulus 
principle)([27]): 设 U 是 M, 一 0, 内 的 一 个 
开 集 ， 则 Au 的 Шилов 边界 ' 含 于 UU 的 拓扑 边 
FAS Ay 表示 415 的 闭 包 . 

联系 到 函数 代数 的 理论 ， 我 们 可 以 考虑 广 
X Hardy (generalized Hardy class), 设 4 
是 函数 代数 ,m 是 4 上 的 一 个 乘法 正 测度 ， 对 
Ф 1<р< о, Hady 类 H,(m) 定义 为 4 
在 L,(m) 内 的 闭 包 , 而 对 р 一 co, Holm) 是 
4 在 L=(m) 内 的 弱 * 闭 包 .许多 对 古典 Hardy 类 
成 立 的 定理 可 以 推广 到 广义 Hardy 类 的 情形 
〈[16],[21],L22],[24],[25]). 在 古典 Hs 类 中 ， 
有 所 谓 的 Corona 问题 (Corona problem): ЖЖ 
BRA He 的 极 大 理想 空间 内 稠密 ? 这 个 问 
题 由 L. Carlson 作 了 肯定 的 回答 [15]。 它 等 
价 于 下 述 事实 : Bhs fotto fa JE He AMR 
3e WE Al 十 | 如 +--+ + ltl Se >o, 
WEE gest g€ HQ, E 

Ma + == + fuge = 1. 

其 次 ,我们 注意 到 “推移 不 变 子 空间 ”也 联系 到 
BAREK H 内 的 闭 子 空间 M 是 一 个 不 变 子 
空间 , 如 果 ZMCM. 事实 上 ,我 人 有 Beur 
ling 定理 《Beurling's theorem); 对 eH 内 任 一 
非 空 不 变 子 空间 ， 存 在 内 函数 f (BD fe H. E. 
If] — 1 几乎 处 处 成 立 ), 使 得 M — fh 有 
许多 关于 不 变 子 空间 的 定理 关联 到 另外 种 类 的 
空间 ， 例 如 L; 或 连续 函数 空间 [16]，[22]、 


311,132]. 
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von Neumann 代数 [Æ von Neumann alge- 
bra 法 algèbre de von Neumann Ж von New 
Җ алгебра фон Неймана H 
Z+ * 2478] 1D (PS) Hilbert 
空间 ', ED 上 定义 的 有 界线 性 算 子 + 的 全 体 的 
集合 , 用 209) 一 BBR. BARR 
FILLHF BOE А, B 等 ,定义 了 和 A+B 
( 算 子 之 和 ), 积 AB ( 算 子 之 积 )，4* СЕНЯ 
PA 

对 于 Hermite 算 子 ! А (BD 4 一 4*), 对 
一 切 z€ 9, (Ах,х) 全 为 实数 . 特别 对 一 切 
x€9 H (4x,2) 20 成 立时 ,A 称 为 正定 (po 
sitive definite) Hermite WT, 记 作 4220. 又 
关于 Hermite WT A, B, 4 4 一 8 为 正定 
算 子 时 ,就 写作 А > B. 这样 ,我 们 在 Hermite 
算 子 之 间 引 入 了 序 4 > B. 设 {4。} 为 正定 Her- 
mite 算 子 族 , 如 果 对 于 它 的 任意 两 个 元 Ao An 
存在 第 三 元 Ap 使 得 A, <A, A, < A, 成 
3L, WK {4。} 称 为 上 向 有 向 族 ; 对 于 这 样 的 上 
向 有 向 族 {4。}， 如 果 存 在 算 子 4, 使 得 

(Az, x) — supl Aon, 1) 

(关于 一 切 z€ 9) mar. 则 4 称 为 {4。} 的 上 
确 界 〈 这 等 价 于 在 强 算 子 拓扑 + 和 弱 算 子 拓扑 ? 
下 ，{4。} 收敛 ' 于 4)， 对 于 射影 算 子 * Е (ВП 
E = E*, E2— E), EX={Ex|x€ $) 构成 
9 的 闭 向 量子 空间 又 两 个 射影 算 子 E, E, 
满足 Е.Е, 一 0 时 ,就 称 E, E, 是 正 交 的 ,此 
时 E, + E: 仍 为 射影 算 子 . 

【多 的 拓扑 】 在 多 一 a) 上 可 以 引 
人 一 致 算 子 拓扑 , 强 算 子 拓扑 ， 弱 算 子 拓扑 (一 
线性 算 子 )， 这 三 种 拓扑 依 上 述 次 序 顺 次 减弱 . 
ш os 到 多 的 映射 4 一 4* (伴随 算 子 ) 关 
于 一 致 算 子 拓扑 和 弱 算 子 拓扑 是 连续 的 ， 但 关 
于 强 算 子 拓扑 不 是 连续 的 . Hx BHB 
的 映射 《4，B) AB 关于 一 致 算 子 拓扑 是 连 
续 的 ; 只 当 两 个 因子 之 一 限制 在 按 范 数 有 界 的 
集 上 时 ,这 个 映射 关于 强 算 子 拓扑 才 是 连续 的 ， 
一 般 情形 下 它 并 不 连续 ;又 关于 弱 算 子 拓扑 ,在 
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时 这 个 映射 是 连续 的 《 即 分 别 连续 
HU). 4 关于 一 致 算 子 拓扑 是 Banach 空间 , 进 
而 还 是 Banach 代数 ",C* 代数 '。 EXTRA 
子 拓扑 和 弱 算 子 拓扑 形成 局 部 凸 ?拓扑 线性 空 
间 . 

[von Neumann 代数 的 定义 】 设 -A 为 
BOER, 4. 形成 子 代数 ( 即 如 果 A.B € 
M, WA + BEM, ABEM, HAE 
Б AEM 时 , 就 称 м 为 * 子 代数 
( *-subalgebra). 设 .er 为 B 的 一 个 子 集 ， 
与 4 和 A* (对 一 切 4€ .er ) 可 交换 的 元 的 
全 体 ov^. RA of 的 可 换 子 (commutant). 
Jar FER FRB o" 一 .or RY. 

下 面 四 个 条 件 是 互相 等 价 的 : 1) A 是 
含有 7 的 # 子 代数 ， 关 于 弱 算 子 拓扑 是 闭 集 ; 
2) M 是 含有 工 的 * 子 代数 ,关于 强 算 子 拓扑 
EAM; 3) o 等 于 B 的 某 一 子 集 -ex 的 
可 换 子 y; 4) AH 是 含有 I 的 米子 代数 , 关 
于 一 致 算 子 拓扑 是 闭 集 ， 且 作为 Banach 空间 ， 
它 与 某 个 Banach 空间 的 共 斩 空 间 相 同 . 满足 
这 种 条 件 的 24. MOS von Neumann 代数 
(又 关于 一 致 算 子 拓扑 为 闭 的 太子 代数 力 是 C* 
代数 )，von Neumann 代数 也 称 为 算 子 环 Cope- 
rator cing) 或 W* Ф (W*-algebra). 

von Neumann 代数 的 研究 是 在 1929 年 由 
J. von Neumann 开创 的 , 他 首先 证 明了 上 述 条 
件 1), 2) 和 3) ЮЗИ, XU EET 
日 研究 的 基础 ([1]), 所 以 用 von Neumann 的 
各 字 来 命名 。 von Neumann 代数 可 以 认为 是 
有 限 维 空间 中 矩阵 代数 的 自然 推广 ， 这 也 是 这 
种 理论 重大 意义 之 所 在 . 上述 定义 的 第 四 个 条 
件 是 境 正 一 邹 给 出 的 . 

在 von Neumann 代数 的 讨论 中 ,通常 下 列 
定理 是 重要 的 (Kaplansky 定理 ): 当 SH 
FE .er 含有 1， 且 对 于 4 十 B,AB, 14, 
A* 的 运算 是 封闭 (RI .er Ro FRAO 时 ， 
-er 关于 弱 算 子 拓扑 《或 强 算 子 拓扑 ) 的 闭 包 
A Ж von Neumann 代数 ， 如 果 设 J, 和 
o. 分 别 是 .or 和 -A 中 范 数 <1 的 元 
的 全 体 , 则 A 是 .or， 关于 弱 算 子 拓扑 《或 


强 算 子 拓扑 ) 的 闭 包 . 

4 EET von Neumann 代数 -@ 的 射 
影 算 子 时 , EWE = (EAE|A € £) 对 于 和 ， 
积 ,复数 倍 ,伴随 算 子 的 运算 以 及 弱 算 子 拓扑 都 
是 封闭 的 ， 但 它 不 是 一 个 von Neumann 代数 ， 
因 它 不 包含 单位 算 子 /。 它 所 包含 的 算 子 由 
ЕЎ 映射 于 BE9, 从 而 如 果 只 在 ES 上 考虑 各 个 
RT, WJ EWE 构成 闭 子 空间 ED 上 的 von 
Neumann 代数 。 在 这 个 意义 下 把 EWE 看 作 
EX 上 的 von Neumann 代数 , 称 为 A 在 ED 
上 的 部 分 (part). XfT von Neumann 代数 Z, 
它 的 中 心 1 e = M Qo Ty PR SE von Neumann. 
RM. 关于 射影 算 子 ECL, EME = EA 
[av i 

GEJ dE 为 von Neumann (UK t 
为 属于 A 的 正定 Hermite 算 子 的 全 体 ， 在 
-+ 上 定义 的 , 取 值 于 [0,00] (0， 正 实数 及 
оо) 的 (不 恒 等 于 0) 的 泛 函 +《4)， 如 果 满足 
下 列 三 个 条 件 ,就 称 + 为 HL+ 上 的 这 (trace); 

1) (A + B)= (KA) + (В); 

2) 4 ADO hh, (GA) = (A); 

3) 对 于 A 内 任意 的 西 算 子 U, 
(UAU*) = 1(A)(A € on). 
若 对 一 切 4e +A (CA) oo AR ғ 为 有 限 
(Finite) 迹 , 若 对 使 得 :4) 一 oo 的 任 一 46 
Mt, 必 有 BEM, {Н AZ B= 0, HA 
1(B) < оо, ， 则 称 s 为 半 有 限 (semifinite) 迹 ; 
又 如 果 当 (4.) 为 H+ 的 上 向 有 向 族 ， 且 4 
为 此 族 的 上 确 界 时 ,总 有 (A) = sup +《(4。) 成 

立 , 则 : 称 为 正规 (normal) 迹 . 

【von Neumann 代数 的 分 类 】 当 von New 
mann 代数 HN 不 存在 半 有 限 正 规 迹 时 ， 就 称 
A HAF (purely infinite) von Neumann ft 
数 或 HI уоп Neumann 代数 ， 与 此 相反 , 当 
对 任 一 A€ HN?+，4 + 0， 存 在 半 有 限 正规 迹 
4 使 得 (A) #0, = оо 时 ,就 称 NH 为 半 有 
PR (semifinite) von Neumann 代数 ,特别 当 存在 
有 限 正规 迹 +, 使 得 (CA) 关 0 时 ,就 称 H 为 有 
限 (finite) von Neumann 代数 ， 交 换 von Neu- 
mann 代数 是 有 限 的 .以 下 设 ECE + 0) 为 属 


F A 的 射影 算 子 , 当 属于 EWE 的 任意 两 
PRT, ER Abel 射影 算 子 
(Abelian projection). 当 24 含有 一 个 Abel 
HERT E, BHRT € 的 中 心 过 的 射影 
ИТР, 只 限于 P= 1 才 满足 E <P 时 ,就 称 
A % 1B) von Neumann 代数 ”此 时 .A 是 
半 有 限 的 或 有 限 的 。 当 oe 为 有 限 或 半 有 限 ， 
且 不 含有 任 一 Abd 射影 算 子 时 ,就 称 -好 25 l 
型 von Neumann КК. 一 个 有 限 von Neu- 
mann 代数 还 可 以 用 这 样 的 von Neumann 代数 
来 刻 划 ， 即 在 其 内 取 伴随 算 子 的 运算 在 有 界 
球 上 关于 强 算 子 拓扑 是 连续 的 〈Sakai (ОПЕ) 
[9]). 

[von Neumann 代数 的 分 解 】 在 von Neu- 
mann 代数 .A 的 中 心 & 内 ,存在 互相 正 交 的 
射影 算 子 En En, Em, EE 

Ei + En + Em = 1, 

HA Er, En, Еш 分 别 是 ED, 
EnD, Ew 上 的 1 型, 1, Ш 型 von Меш 
mann 代数 ， 这 样 的 分 解 是 唯一 的 。 同时 也 
存在 唯一 的 属于 中 心 2 的 射影 算 子 E, È 
Е.м 是 Ej) 上 的 有 限 von Neumann 代数 ; 
且 当 射影 算 子 P 属 于 x. PA 在 PD 上 为 有 
限时 ,有 PEE, 

【因子 】 若 一 个 von Neumann 代数 € 
的 中 心 仅 由 恒 等 算 子 工 的 复数 倍 所 组 成 ， 我 们 
就 称 它 为 一 个 因子 (factor). von Neumann 的 
约 化 理论 (reduction theory) 是 把 任 一 von Neu- 
mann 代数 的 研究 归结 为 因子 的 研究 。 因子 分 
ЖК Т, BW (n оо, 1, 2,--+), h E (ВП 
型 且 有 限 ),Il- 型 ( 即 I 型 且 不 是 有 限 ) 和 II 型 . 
L, 型 因子 同 构 于 一 个 =” 维 Hilbert 空间 多 上 所 
有 有 界 算 子 的 代数 B (9). ВА Е. J. Murray 
和 von Neumann 发 现 两 个 不 同 构 的 I WA 
子 的 例子 (1943) 后 , 因子 的 分 类 成 了 von Neu- 
mann 代数 理论 的 中 心 问题 。 近 年 来 ,在 研究 因 
子 的 同 构 类 上 有 了 巨大 进展 . 我 们 有 th, u. 
和 ш 型 因子 的 不 可 数 多 的 不 同 构 的 例子 CD. 
McDuff, R. Powers， 境 正 )。 自 从 J. Schwartz 
(1963)( 第 三 个 例 )，W. Ching 《第 四 个 例 ), 境 
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正 (第 五 个 例 ), J. Dixmier 和 E. C. Lance( 第 
六 和 第 七 个 例 ) 和 G. Zeller-Meier (第 八 和 第 
九 个 例 ) 找 到 了 U, 型 因子 的 九 个 不 同 构 的 例子 
Ja, McDuff 证 明了 存在 可 数 多 Tl, 型 因子 的 不 
同 构 的 例子 。 最 后 McDuff 和 境 正 证 明了 存在 
不 可 数 多 U, 型 因子 的 不 同 构 的 例子 。 Powers 
(1967) 证 明了 存在 不 可 数 多 Ш 型 因子 的 不 同 
构 的 例子 . 

【积分 直 和 与 因子 分 解 】 本 节 所 考虑 的 
Hilbert 25 8] BEATIN, RDS, 4) 为 一 测 
EZE HETEM, 设 有 一 Hilbert 空间 
9(5) 与 之 对 应 . 我们 考虑 这 样 的 函数 C) Jt 
定义 域 含 于 9A MEARE 900) A. Ф 
为 这 样 的 向 量 值 函数 的 具有 下 述 三 性 质 的 一 
A: G) 对 х) € K, (АС) TN; Gia 
果 对 任意 x (0) ЄК 和 函数 у (0), 数值 函数 
CCE), y(5)) 可 测 , 则 yG) € K; Gi) FE K 
内 的 函数 的 可 数 族 (a(S) ne...) Ф 
XHS^ BER) TEM, W (=G), SQ), T 
在 9(5) AW. 这 时 K 是 一 个 向 量 空间 。 
我 们 把 K 内 的 每 个 函数 称 作 可 测 向 量 值 函数 
《measurable vector function)， 在 满足 


соран) < o 


的 可 测 向 量 值 函数 0) 的 集 内 定义 一 个 等 价 
关系 , 即 定义 x(5) 和 у) 为 等 价 的 ,如 果 


[о оро = o. 


这 样 我 们 就 得 到 一 个 等 价 类 的 空间 , 记 为 9. 如 
果 在 多 内 定义 内 积 


C259) = | ӨЮ, CDD» 


MS RA Hilbert ZE, 我们 称 久 为 积分 直 和 
(integral direct sum) 或 直 积分 (direct integral), 
冀 设 算 子 函数 AG) 对 每 一 《e 对 给 出 90) 
上 一 个 有 界线 性 算 子 AG). 我 们 称 这 个 算 子 
函数 为 可 测 的 ， 如 果 对 任 一 可 测 的 z (2), A 
(5)x(5) 也 是 可 测 的 ， 此 外 , 如 果 AI 有 
界 ,那么 4(5) 把 多 内 的 一 个 函数 变换 为 乡 内 
的 另 一 个 函数 ， 从 而 在 史 上 定义 了 一 个 有 界线 
性 算 子 . 这 个 算 子 称 为 4(5) 的 积分 直 和 或 直 积 
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分 .一 个 9 上 的 算 子 ,如 果 可 以 写成 这 种 形式 ， 
就 称 为 可 分 解 的 (decom posable). 

一 般 地 , 设 允 为 Hilbert 空间 , 我 们 考虑 多 
上 的 一 个 Abel-von Neumann 代数 её. 于 是 
我 们 构造 一 个 测度 空间 (M, 2, п), LÆ 
RRAN 土 有 界 可 测 函数 的 集 . 《这 可 以 有 几 
HAR, Гельфанд 表示 就 是 一 个 例子 ,尽管 它 
对 发 展 一 个 深入 的 理论 不 是 足够 精致 的 .) 由 
此 可 以 构造 一 个 Hilbert 空间 (2), HAD 
可 表示 为 OCC) MRAM. 这 时 -er 内 所 
有 算 子 都 是 可 分 解 的 并 称 为 可 对 角 化 算 子 (dia- 
gonalizable operator). $ 上 的 von Neumann ft 
жое 的 所 有 元 都 可 分 解 由 条 件 С.а" 
所 表征 .这 时 对 应 于 MN 内 算 子 4 的 分 解 而 出 
现 的 АСД) 在 9(5) 上 生成 一 个 von Neumann 
代数 О. # 为 € 的 中 心 Z, 
那么 几乎 所 有 o (Ç) 都 是 因子 (von Neu- 
mann), R .ar 为 包含 于 -HA” 内 的 一 个 极 
大 Abel von Neumann 代数 ， 那 么 几乎 所 有 
(0) 是 1 型 因 于 (F. 1. Mautner [3]). 

【 算 子 和 von Neumann 代数 】 Hilbert 空 
间 多 上 一 个 算 子 4 生 成 一 个 包含 4 的 von Neu- 
mann 代数 ， 即 含有 4 的 最 小 von Neumann ft 
数 KV， 这 里 就 发 生 了 一 个 问题 ， 在 多 大 程度 
上 4 的 性 质 反映 到 .A 的 性 质 上 ? 当 4 是 正规 
QUEM. oe 是 Abel 的 . 我 们 也 知道 存在 生 
成 各 种 类 型 的 因子 的 算 子 . 

《c* 代数 和 von Neuman 代数 】 考虑 
C* 代数 R 的 一 种 表示 x — T,, MAR 
有 T,(z € R) 全 体 的 最 小 von Neumann 代数 . 
如 果 . 为 1 型 , II 型 , III 型, 则 此 种 # 表示 
分 别称 为 1 型 ,II 型 , We AR. 一 个 C* 
代数 ,如 果 它 的 一 切 * 表 示 均 为 1 型 , 则 称 它 为 
178 C* RE FAW C* 代数 是 I 型 的 等 价 
FEE GCR 代数 〈 一 Banach 代数 )， 也 已 知 
ж, C* 代数 有 II ж 表示 当 且 仅 当 它 有 II 型 
ж ок (142). 

【拓扑 群 和 von Neumann 代数 】 考虑 局 
部 紧 Hausdorft 拓扑 群 ( 一 拓扑 群 )G 的 西 表示 
《一 西 表示 ) еШ, HEH Ugo) 的 全 


体 的 最 小 von Neumann 代数 A 为 1 型, П 
Æ, Ш 型 时 ， 相 应 地 分 别称 为 I 型 , IE 型 ，IIL 
型 西 表 示 ，、 其 西 表示 都 是 1 型 的 群 称 为 1 型 拓 
扑 群 ,例如 ,连通 半 单 Lie HRS Lie E 
(Lie 群 ) 等 都 是 1 WAY (171, [8])， 非 1 型 
的 拓扑 群 也 是 存在 的 。 为 得 到 一 个 群 是 1 型 的 
准则 ,正在 积极 进行 研究 ([10]) C PES). 

【富田 - 竹 崎 理论 】 由 于 证 明 张 量 积 的 交 
换 定理 CM (ADAY = MDA) 的 问 
题 一 一 这 个 问题 对 Ш 型 代数 直到 1967 年 还 没 
有 解决 一 一 的 推动 ,富田 经 过 多 年 的 努力 ,终于 
在 1967 年 成 功 地 推广 了 Hilbert 代数 的 理论 ， 
而 在 以 前 它 只 是 对 半 有 限 von Neumann 代数 
展开 的 。 这 个 理论 的 最 重要 的 部 分 在 于 关于 一 
个 von Neumann 代数 的 * 自 间 构 的 某 个 单 参 
数 群 , 这 些 # 自 同 构 称 为 模 自 同 构 , 每 一 模 自 同 
构 的 单 参 数 群 固有 地 结合 着 这 个 代数 的 一 个 确 
实 的 半 有 限 正规 权 ， 富 田 的 理论 由 竹 崎 ([13]) 
加 以 完善 了 ,他 还 指出 模 同 构 满足 一 个 条 件 (并 
且 由 此 条 件 所 刻 划 ), 而 此 条 件 原来 是 在 统计 力 
学 中 由 物理 学 家 R. Kubo, P. C. Martin 和 J. 
Schwinger 引入 的 ,从 而 称 为 KMS 条 件 ， 在 统 
计 力 学 的 数学 基础 里 ， 这 个 条 件 刻 划 了 一 个 物 
理 系统 的 平衡 态 ， 而 描述 这 个 系统 的 时 间 发 展 
是 一 个 给 定 的 (C* 代数 的 ) 自 同 构 的 单 参 数 群 . 
这 是 一 个 幸运 的 重合 ， 即 这 个 条 件 在 统计 力学 
的 所 谓 С" 代数 处 理 ([14]) 中 曾 由 R. Haag, N 
M. Hugenhokz 和 M. Winnink([15]) 在 差不多 
与 富田 的 工作 同时 于 1967 年 提出 ， 富 田 - 竹 崎 
理论 原来 的 证 明 由 М. Rieffel 和 A. Van Daele 
的 工作 而 得 到 很 大 的 简化 ([16])， 进 入 模 自 同 
构 意义 的 较 深 的 洞察 也 由 Connes([17]) 所 提供 ， 
他 指出 模 自 同 构 群 (不 计 内 自 同 构 ) 对 von Neu- 
mann 代数 是 固有 的 ( 即 不 依赖 于 权 》 而 且 属 于 
Out Æ 的 中 心 (Our-A 是 von Neumann 代数 
A 的 所 有 # AWE Аш. mod HAA ж 
自 同 构 所 成 的 子 群 ne УН 

富田 - 竹 崎 理论 的 某 些 基本 定义 和 结果 如 
F: 在 von Neumann 代数 € 上 的 一 个 权 9 
是 定义 在 M 的 正 元 素 上 , 取 正 实 值 或 无 穷 值 


的 一 个 可 加 且 齐 性 的 函数 ( 即 
ф(х + у) = ф(х) + e) 
a 
ex) = Аф(а), 
对 所 有 х,у. Rio, HME OO: oo 一 
0 Rota = 0). 它 称 为 确实 的 ,如 果 除去 
Ф(0) 一 0 
外 它 不 为 零 ; 它 称 为 正规 的 ,如 果 
Ф(ж) = sup ф(х.) 
Rh х, Ж 的 正 元 的 一 个 上 向 有 向 族 且 
= = supre; 
它 称 为 半 有 限 的 、 如 果 由 所 有 使 得 p(x*x) 为 
有 限 的 元 z€. 所 组 成 的 左 理想 N, ARE 
WHER: NN, 的 线性 包 A, 在 -A AM 
E. PE a, 的 正 元 素 上 的 限制 有 一 个 唯一 
的 HL。 上 的 线性 泛 函 扩张 ， 我 们 用 同一 文字 
FP 表示 它 ， 与 一 个 正规 半 有 限 权 Pp 典范 地 相伴 
的 是 ,存在 Hilbert 空间 9,, A 的 * 表示 ж, 
和 由 9t, 到 9。 的 一 个 稠密 子 集 的 映射 n, 使 
得 
GG)» n()) = 9G*:), 
A 
=e(z)n(y) = n(xy). 
HOR P ARC N =), BA 
9, = n(1) 
具有 性 质 
(ss G99,, 9,) = eG) 
A x,(—@)09, 在 9, RAE MROPE MA 
上 的 一 个 正规 半 有 限 确 实权 ,那么 由 关系 
$n) = n(z*) 
定义 在 9, 的 一 个 稠密 子 集 n (9) EAR 
HAT S。 是 准 闭 的 而 且 它 的 闭 包 的 极 分 解 
$,= 1м? 
定义 一 个 称 为 模 算 子 的 正 自 伴 算 子 A。 和 一 个 
BAHA Je 富田 - 竹 崎 理论 的 主要 结果 是 : 
(1) Ж EIS ， 那 么 对 所 有 实数 +, 变换 
of (x) 一 AgrAz Е.м, 
RET 4th ж 自 同 构 c8( 称 为 模 自 同 构 ) 的 单 
参数 群 .(2) 若 z€ o ,ЙЇ iG) m 86" 
Hi, 是 .到 o! iS dei HER, 
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-A《 上 一 个 权 9 称 为 相对 于 -A 的 * 自 同 构 的 
单 参数 群 o, {ЕР (一 个 实数 ) 处 满足 KMS 条 
件 ， 如 果 对 每 对 x, yEN,, 存在 复 变 量 = 

(0 <Imz <8) 
的 有 界 连 续 函 数 Fle), HA 

FO) = ф(хо,(у))› 
F(t + iB) = eo, G2). 

一 个 给 定 的 单 参 数 群 "和 一 个 模 自 同 构 群 or 
HA, 当 且 仅 当 相对 于 o, PE B= 一 1 处 满 
X KMS Же. (在 统计 力学 中 ， 

B= (GT), 
其 中 大 是 Boltzmann 常数 、 工 是 系统 的 绝对 温 
度 .) 

{ш 型 因子 的 结构 和 分 类 】 1967 年 在 
Baton Rouge 会 议 上 ，T. Powers 报告 了 他 关于 
HI 型 因子 的 单 参 数 族 的 非 同 构 性 的 结果 [18]， 
而 Ш 型 因子 在 1938 年 曾 由 von Neumann (if 
助 一 个 1 型 因子 的 无 穷 张 量 积 〈 简 记 为 JTPFI) 
构造 过 ， 在 Powers 的 工作 以 前 ,只 分 出 过 三 个 
不 同类 别 的 WI 型 因子 以 及 同样 数目 的 Ih 型 
因子 。 之 后 ITPFI й 98926 TE 
木 不 二 洋 和 E. J. Woods [19] 借助 两 个 不 变 
量 给 出 ， 这 两 个 不 变量 是 von Neumann 代数 
A 的 源 近 比 集 rC) fed prt). ШЗ 
富田 - 竹 崎 的 理论 ，Connes (20, 21] 引信 两 个 
不 变量 SC) 〈 所 有 模 算 子 的 谱 的 交 ) 和 T 
C) (所 有 使 得 模 自 同 构 or 是 内 自 同 构 的 实 
数 :的 集合 )， 而 且 当 o 是 一 个 ITPFI 时 、 
证 明了 等 式 SCM) 一 ral) 和 关系 

TC) = 2x|logp( HA)N™, 
在 一 可 分 Hilbert 空间 上 ,一 个 Ш 型 因子 的 5 
БС) RRA fa Sc en ЗСШ, W) 
RBH 1G 0< A < 1) HATA ROR 
和 OCI, 型 ), 或 者 是 集 (0, 1} (II 型), ЖЖ 
和 Woods 的 工作 指出 ,正如 对 4 = 1 的 情形 一 
样 ， 对 每 个 Xe 《0, 1)， 仅 存在 一 个 U 型 的 
ITPFI (Powers 的 例 )， 然 而 存在 连续 多 个 Mo 
型 的 ІТРЕІ. Woods [22] 指出 Ш, 78 ITPFI 
的 分 类 不 是 直接 了 当 的 . 1 

由 Connes [17], fff [23] 和 荒木 [241 
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各 自 独立 地 给 出 的 II 型 因子 的 一 个 结构 分 
析 一 一 表示 某 一 类 II 型 因子 为 半 有 限 von Neu- 
mann ”代数 与 它 的 单 射 自 同 态 的 一 种 又 积 一 一 
最 后 导致 竹 崎 证 明 von Neumann 代数 与 它 的 二 
自 同 构 的 局 部 紧 群 的 又 积 的 一 条 对 偶 性 定理 ， 
似 及 应 用 它 于 下 述 的 Ш 型 von Neumann ft 
数 的 结构 定理 。von Neumann 代数 € 与 模 自 
向 构 群 o? 的 又 积 是 一 个 Me 型 von Neumann 
代数 %， 具 有 对 偶 群 的 一 个 标准 作用 6, 作为 * 
自 同 构 的 一 个 单 参数 群 ,而 它 是 迹 数 标 度 的 , 即 
对 某 个 确实 正规 迹 r, го 0, = е". 如果 
A LENNY BANS Ө, RART A 
来 的 von Neumann К. FER EE— Ш Ж 
von Neumann 代数 HN 可 以 写成 一 个 П„ 型 
的 von Neumann 代数 N 和 一 个 迹 数 标 度 # A 
EH 0, 的 单 参数 群 的 又 积 。-A 的 同 构 类 由 只 
的 同 构 类 以 及 Ө, mod 3 El [s] fa 8 JE SG S Br ЖЕ 
ж. FER ML & 上 的 限制 6, 是 特别 重要 
WJ, A 是 一 个 因子 当 且 仅 当世 是 遍历 的 . 在 
这 种 情形 ，.A 是 Ur 型 的 ,如 果 贸 是 一 个 因 
as 是 HU; 型 的 ,0 < 2<1, ЗОЖ б, ЛЯ 
的 , 且 具 有 周期 一 log 1;-A 是 N 型 的 ,如 果 б, 
是 非 周期 的 且 不 同 构 于 由 实 直线 R 的 平移 诱 
导出 的 LOR) 的 单 参数 * 自 同 构 群 . 

可 分 Hilbert 空间 上 的 一 个 von Neumann 
代数 称 为 近似 有 限 维 的 ， 如 果 它 由 有 限 维 * 子 
代数 的 一 个 递增 序列 所 生成 .这 类 von Neumann 
代数 包括 许多 重要 的 例子 ， 诸 如 【TPFI， 以 及 
在 一 个 可 分 Hilbert 空间 上 的 典型 交换 (或 反 交 
换 ) 关 系 的 任 一 表示 所 生成 的 von Neumann ft 
数 ， 近 似 有 限 维 因子 的 分 类 几乎 是 完全 的 ， 事 
KE, U, 型 近似 有 限 维 因子 的 唯一 性 从 von 
Neumann 的 工作 开始 以 来 就 已 经 知道 ,von Neu- 
mann 把 它 称 作 超 有 限 因子 . 《无穷 型 的 近似 有 
限 维 von Neumann 代数 现在 也 称 为 超 有 限 的 .) 
ú. 型 和 UL (0 < — 1) 型 的 近似 有 限 维 因 
子 的 唯一 性 已 由 Connes (26] AER. Шо 型 
近似 有 限 维 因 子 恰好 由 交换 vor Neumann 代数 
ж б) ж 自 同 构 的 遍历 群 6 的 同 构 类 所 分 类 . 任 
何 这 样 一 个 因子 是 一 Krieger 因子 , 即 一 个 von 


Neumann 代数 与 单个 ж 自 同 构 的 叉 积 。 这 样 
的 因子 的 例子 曾 由 Krieger 充分 研究 过 、 他 也 
证 明了 [27] 一 个 Krieger 因子 的 同 构 等 价 于 标 
准 测度 空间 的 祖 伴 非 奇异 交换 的 弱 等 价 性 . 
[X8] 一 个 《作用 于 Hilbert 空间 9 上 
的 )von Neumann 代数 .A 和 一 个 局 部 紧 群 C 
相对 于 G 在 - 上 (基于 # 自 同 构 a g€ G) 
的 连续 作用 a 的 叉 积 .A @.G 是 一 个 von Neu 
mann 代数 9t, 它 由 以 下 定义 的 算 子 x(x), х6 
«€ 和 UA), AEG 所 生成 , 这 些 算 子 定义 在 
G 上 所 有 多 (HAY L, 函数 (关于 Haar 测度 ) 所 
成 的 Hiber 空间 L(G, 9) E: 
[x G)E1Cg) = а С) 8 Ср), 
LACANEN) = 8Q7'g). 
其 中 se LXG,9). ЖЕСЕ БЕ 
用 < 定义 为 : 对 ye% 和 pec, 
á,(y) = и(р)ун(р)®, 
其 中 aC 由 
[wu(p)5](8) = Сер) Се) 
所 定义 . 竹 崎 的 对 侦 性 定理 [25] 断 言 , l. @, 
G]9,6 同 构 于 e GO (LG), 其 中 в 
(LAG)) 是 LAG) 上 所 有 有 界线 性 算 子 的 代 
ж. 
【自然 正 锥 】 对 % 内 所 有 正 z, THE Аш 
(x) 所 成 的 集 的 闭 包 V° 反映 了 von Neumann 
代数 -A 的 某 些 性 质 128, 29], 特别 ，P 
称 作 自 然 正 锥 ， 它 是 自 对 侦 的 闭 凸 锥 ， 而 且 对 
von Neumann 代数 € 是 固有 的 ( 即 不 依赖 于 
Be). A 上 每 个 正规 正 线 性 泛 函 由 在 这 个 
锥 中 有 唯一 的 表示 EH) Bü 
P(x) = (а, (я) 8С), &(ф))› 
而 且 这 个 映射 £ 是 由 的 ,单调 的 双 射 则 胚 , 且 
是 齐 1/2 次 的 A 的 所 有 *# 自 同 构 群 有 一 个 
自然 的 西 表示 U(g)，g & Aum, HERR 
U(g)xU(g)* = g(x), 
U(g)&Co) = eee). 
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算 子 演算 [3 operational calculus 法 calcul 
symbolique ¿Ë Operatorenkalkül 4& оператор- 
ное исчисление 日 演算 子 法 ] 所 谓 算 子 演算 ， 


如 果 作 广义 的 解释 ， 乃 是 指 泛 函 分 析 中 整个 的 
线性 算 子 "理论 ,然而 通常 所 说 的 算 子 演算 ， 仅 
仅 是 指 基于 符号 地 或 者 代数 地 进行 微分 和 积分 
运算 的 解 线性 微分 方程 的 简单 方法 ， 这 种 想法 
很 早 就 有 了 ， 但 其 普及 则 始 于 十 九 世 纪 末 ，O-. 
Heaviside 把 这 种 方法 广泛 应 用 于 电工 学 的 各 种 
间 题 ， 可 是 他 的 理论 未 能 为 那些 爱好 严密 的 分 
析 学 者 所 承认 ， 其 后 ， 利 用 Laplace 变换 ' 建 
立 了 它 的 方法 的 基础 ， 直 到 最 近 这 还 被 当 作 最 
标准 的 方法 ， 而 近年 来 ， 则 有 了 其 他 种 种 理 
ЖЕН. 特别 是 对 下 面 叙 述 的 公式 (3), L. 
Schwartz, J. Korcvaar， 优 蔷 干 夫 ， 竹 内 外 史 和 
其 他 学 者 作 了 种 种 数学 的 解释 (一 广义 函数 , 公 
式 12 D. 

在 本 条 内 ， BATA ЖЖ J. С. Mikusiñski 
的 明确 而 适当 的 理论 基础 ([1]), 然 后 再 阐述 它 
与 原 有 的 基于 Laplace 变换 的 方法 的 联系 . 

[Mikosiáski 算 子 演算 】 41 >0 上 定义 
的 复 值 连续 函数 a 一 (000) ЕЖ е, diit 
通 的 加 法 及 数量 乘法 形成 线性 空间 ,由 卷 积 ? 

{face — 009024 

定义 乘法 a b 而 形成 交换 环 ， 这 个 环 不 含有 
零 因子 ' (Titchmarsh 定理 )， 此 定理 自 E. C. 
Titchmarsh 最 初 的 证 明 ([4]) 以 来 有 许多 别 的 
证 法 出 现 ,例如 , C. Ryll-Nardzewski(1952) 发 表 
过 一 个 极 简单 的 证 明 ([1] 的 日 译本 增补 了 新 的 
简单 证 明 )。 基于 这 条 定理 。 我 们 可 以 构造 儿 
的 商 域 ' 2. 2 WTA Mikusiiski WFR 
简称 为 算 子 (operator)， 对 多 的 元 {a (2) ) ШЖ 
34 z < 0 bj, aG) = 0, H| # E: Ф/ 的 子 环 ， 
KB OW 是 定义 在 一 <t < 十 oo 上 的 局 部 可 
ж (局 部 L) 且 具 有 左 方 有 界 支 集 7 的 函数 
《把 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 相同 ) 的 全 体 ,Bl 
的 商 域 仍然 是 2. 

Ф 的 乘法 单位 元 8=5/5(5 = 0) 为 Dirac 


эз PB 


3 函数 *， 亦 称 为 脉冲 函 教 impulse function), 
FT (= {1je @, FABRA 二 0 时 取 值 
Ж 0, 34 z > Om MH 1, 称 为 Heaviside i 
数 (Heaviside function)， 也 称 为 单位 函数 (unit 
function)， 写 做 160) 8 1. (100) 可 取 任意 值 ， 
但 大 都 取 为 左右 航 限 的 平均 值 /2. ) 算 子 ! 是 
积分 算 子 〈integril operator)， 因 为 ， 它 作为 算 
子 把 。 映 为 !，e， 有 


"S ffs] =a 在 [0,4] 的 积分 


X {а/г Q2) (Rea > 0), 给 出 4 阶 积分 。 
+= 8/1 是 1 的 逆 算 子 , 它 是 一 个 微分 算 子 (dif- 
ferential operator), #469 为 C' 类 ， 则 有 
О) s+ a = 2 + al 4008 
= + {a(+0)}/{1}. 
同样 地 ,对 于 C" 类 的 € ,有 
(2) st + a m af? 十 ao-0(0)8 
+ 4900): 十 … + (0). 

RF asa 能 用 于 通常 意义 下 不 可 微 的 函 
数 ,把 c 的 使 用 看 作 微分 运算 ,我 们 就 可 以 在 域 
2 内 代数 地 处 理 微分 算 子 。 特 别 是 ;* 1 一 5， 
这 一 关系 常常 用 如 下 写法 表示 : 
《3) dl(2)/d = 800). 

“的 有 理 函 数 ， 当 它 的 分 子 的 次 数 低 于 分 
母 的 次 数 时 ,能 用 。 的 初等 函数 "表示 ， 特 别 是 
下 列 公式 成 立 : 
《4) WG = a)" = {e/a — Dih 

MG + P) = Un sing), 

JP + B) = { cosp}. 

这 样 , 常 系数 线性 常 微分 方程 


ae) = IG) 


WED (0) = r (0 <i <n —1) 
的 解 ,通过 使 用 公式 (1);(2), 归 结 为 * 的 一 个 
方程 ， 再 通过 分 解 下 列 算 子 为 部分 分 式 而 得 以 
求 出 : 

O) (000) = б t Eh 


as bee — ' 
其 中 


В, == вто + выт b coo а, 


0 和 r<n 一 1. 
如 果 把 (5) 中 的 ve Tuc Tua (或 po pm， 
8.-0 看 作 参 数 任意 , 则 通 解 就 由 (5) don. 如 
RS) 式 右 端 的 有 理 函数 为 M(s)/D(s), 分 子 
的 次 数 低 于 分 母 的 次 数 , B DCX) 一 0 的 根 之 
H, 为 ! 重 根 , 而 sns hm《m = n — DH 
单 根 , 则 (5) 式 的 右 端 可 以 具体 地 写 为 


mn 


nS 
>= G =r m1r] 
(o MQ) А 
х 2» aya = m 
4$ MOD os, 
їл DG.) 


称 它 为 展开 定理 (expansion theorem). 

【 算 子 的 极限 】 对 于 算 子 序列 a。,， 如 果 存 
在 算 子 4(%®0), 使 得 q'a EE, MH: a, 
作为 函数 序列 广义 一 致 收 化 ?于 6， 则 称 算 于 序 
З] 4, 收敛 于 收 化 于 极限 a= 2/0. 极限。( 不 
依赖 于 а) 唯一 地 确定 。 在 这 个 极限 概念 的 基 
础 上 ， 我 们 可 以 同 通常 的 微 积分 学 相 平行 地 定 
义 算 子 级 数 和 变量 为 的 算 子 值 函数 的 微分 积 
分 的 概念 (一 级 数 ,微分 法 ,积分 法 )， 从 而 可 以 
展开 算 子 值 函数 的 微 积分 理论 。 关 于 两 个 变量 
的 函数 ples) 的 线性 偏 微分 方程 ， 特 别 是 初 
始 值 问题 ， 可 以 作为 变量 * 的 算 子 值 函数 的 线 
性 常 微分 方程 来 处 理 . 

对 于 给 定 的 算 子 w, MIHE 

9) = w pa) 

在 初始 条 件 p(0) = 8 下 的 解 ( 假 使 存在 ) Ж 
唯一 的 ,把 它 写 做 (2) = es 称 为 算 子 的 指 
数 函 数 (exponential function of an operator), # 
жишк f 
(6) PV 
收敛 , 则 它 的 极限 等 于 e. 然而 ， 即 使 级 数 
(6) Kido BATE e 的 若干 情形 。 特别 
是 对 于 w 一 一 V+， 有 
QD eF = {0/24 s) exp (0/4): 
对 于 w= —* 有 


(8) ен = hs (LG). 
这 里 AG) 当 :一 和 时 取 值 0, 当 20 时 
取 值 1, CE Y 中 的 函数 ， 称 为 在 2 处 的 跳 
REM (leap funcion). 对 于 (f(0)€ 26, A 
жт. 000) = (fG 一 2)}， 所 以 (8) 式 称 为 
BMF (translation operator), RF w = —s, 
级 数 (6) 不 收敛 ,但 把 它 形式 地 应 用 于 /G) 时 ， 
得 到 形式 Taylor 展开 : 
IG 0) = EPOS a/n. 
线性 差分 方程 的 解 可 以 表示 为 WAR 
BR. BRR Dah" ОЕ ЮКЕ ХТ) 
Е RB ERUR 
OIF. X ec, e? 分 别 对 波动 方程 * 
89/09 一 ego /8P, 
热传导 方程 ”Pp/8x? 一 à 09/0: 的 求解 起 着 
基本 的 作用 ， 当 1 一 0 时 , 算 子 O) 收敛 于 
58， 而 这 给 出 了 . Dirac 5 函数 的 一 个 正则 化 +， 
【Laplace 变换 】 对 于 (K0)e« 


(9) jim fea - F EA 


《在 上 述 算 子 的 极限 的 意义 下 ) 必 存在 ， 作 为 算 
子 来 说 ,与 原来 的 {f(r)} 是 相同 的 ， 从 而 ， 若 
作为 函数 帮 (1) 的 通常 的 Laplace 变换 (Lap 
lace 变换 ), (9) 式 收敛 ,， 且 表示 函数 gC), RI 
把 00) 看 作 微分 算 子 * 的 函数 时 ,， 它 与 еб) 
的 逆 变 换 函 数 f(z) 所 表示 的 算 子 相等 。 前 述 
的 公式 (4),(7) 是 这 个 关系 的 例子 ， 公 式 的 左 


算 子 演算 оо 


3204698800) Laplace 变换 ， 例 如 为 了 实际 计算 
(5) Ky 只 要 求 出 右 端的 Laplace BALAN AT, 
但 是 ,以 通常 的 Laplace 变换 作为 理论 基础 , 除 
了 繁杂 之 外 , 还 有 一 个 缺点 ， 就 是 由 于 Laplace 
变换 的 收敛 性 条 件 ,使 它 受 到 人 为 的 限制 ,其 适 
用 的 范围 有 局 限 性 . 

又 作为 算 子 演算 的 基础 , 有 时 不 是 用 Lap- 
lace 变换 本 身 (9), 而 采取 
GO G) =, | "Ой 
但 这 只 是 表示 上 的 差别 ,只 要 把 s 换 以 p, 把 变 
BERU р, 就 能 得 到 后 一 变换 . 

【和 和 广义 函数 的 关系 】 当 ee 时 ,可 以 
把 形 如 в. 的 算 子 看 作 与 具有 左 方 有 界 
支 集 的 Schwarz 广义 函数 相同 , 上 面 这 种 形式 
的 算 于 的 序列 {f} 当 Ын, +++ 在 区 间 (一 om) 
内 一 致 时, 我们 能 把 它 的 “极限 《或 这 种 序列 的 
适当 的 等 价 类 ) 看 作 与 Schwartz 广义 函数 相同 
Schwartz 广义 函数 和 Mikusitski Ж, {ШЕН 
不 包含 ,但 都 是 函数 (及 其 数 分 ) 的 概念 的 推广 。 


[$] O] J. Mikusiéski, Rachunek operatorów 
Warsaw, 1953 (中 译本 : 45 - 米 库 辛 斯 基 , 算 符 演算 ， 上 海 
科学 技术 出 版 社 ，1964); [2) B. van der Pol-H. Brem- 
mer, Operational calculus based on the two- 


culus with technic: 
1939, [4] Е.С. marsh, "The zeros of certai M 
gral functions, Proc. London Math. Sec., 25(1926) 283— 
302. 关于 算 子 演算 的 表 一 公式 12 n. 


十 三 、 微 分 方程 .积分 方程 和 函数 方程 


微分 方程 论 【 英 theory of differential equations 
ik théorie des équations différentielles Ф Theorie 
der Differentialgleichungen АА теория диффере- 
нциальных уравнений 日 WIDERA] 【 常 
微分 方程 】 G. Galilei 在 研究 落体 运动 时 发 
现 , 若 自由 落体 在 时 间 z 内 落下 距离 z, 则 加 速 
JE 2G) 是 一 常数 ， 作 为 微分 方程 (+) 一 g 的 


解 而 得 到 落体 运动 规律 C) 一 T gr 是 求解 


微分 方程 的 第 一 个 例子 ， 同 时 也 是 开创 微 积分 
学 的 先驱 性 工作 ，Newron 运动 方程 ! 也 是 二 阶 
微分 方程 。 当 把 这 样 的 自然 法则 写成 微分 方程 
的 形式 时 ， 很 多 都 可 以 简单 地 表示 出 来 ， 我 们 
把 用 微分 方程 的 形式 写成 的 自然 法 则 称 为 微分 
法 则 (differential law)， 这 样 ,微分 方程 论 就 与 
微 积分 学 同时 建立 了 。 

I. Newton 完全 地 和 解 出 了 二 体 问题 ' 的 微分 
Jj; G. W. Leibniz 也 解 出 了 很 多 简单 的 微 
分 方程 .而 在 十 八 世纪 前 半 叶 ，Bernoulli 家 族 的 
数学 家 们 ， 以 及 A. С. Clairaut, J. F. Riccati, 
L. Euler, J. L. Lagrange 等 ， 用 各 自 的 方法 解 
出 了 一 些 特殊 的 方程 ， 这 个 时 期 的 重点 在 于 : 
对 初等 函数 施行 有 限 次 代数 运算 、 变 量变 换 和 
不 定 积分 把 解 表示 出 来 ( 求 积 法 〈quadrature)) . 
到 了 十 八 世纪 后 半 叶 开始 讨论 其 他 方法 ， 特 别 
是 无 穷 级 数 的 解法 . Lagrange 于 1775 年 发 表 
了 求 线性 常 微分 方程 解 的 常数 变易 法 '。 在 十 
九 世 纪 初 出 现 了 С. Е. Gauss 关于 超 几 何 级 
BC 所 满足 的 微分 方程 的 研究 . 

最 早 研究 解 的 存在 问题 的 是 A. L. Cauchy 
(1820)。 他 的 证 明 方 法 由 R. Lipschitz 作 了 改 
进 (1869). 

C. A. A. Briot 以 及 J. C. Bouquet 研究 了 由 
常 微分 方程 定义 的 函数 的 奇 点 ， 从 而 成 为 用 函 
数论 方法 研究 常 微分 方程 的 先驱 。 B，Riemann 


对 微分 方程 提出 了 新 的 观点 (1857). 在 他 的 最 初 
的 论文 的 启发 下 ，R、Fuchs 创立 了 复 域 中 线性 
常 微分 方程 论 ,奠定 了 这 个 理论 的 基础 (1865)。 
A. M. Legendre 把 椭圆 函数 '， 晶 . Poincaré 把 
自 守 函数 '， 同 微分 方程 联系 起 来 进行 了 研 
3t. 

fk Cauchy-Lipschitz 之 后 ，G. Peano 首先 
对 于 只 在 y = tx, y) 的 右 端的 连续 性 的 假定 
下 其 解 是 否 存在 的 问题 作 了 研究 (1890)， 而 
О. Perron 在 更 广 的 条 件 下 作 了 证 明 (1915), 关 
于 初 值 问题 ! 的 解 的 唯一 性 ， 有 W. Р. Osgood 
(1898), ЖАХ Perron (1925) 及 日 本 的 学 者 
们 作 了 研究 ,并 且 得 到 一 个 充分 必要 条 件 (一 常 
微分 方程 的 初 值 问题 ). 

对 具有 周期 系数 的 线性 方程 的 研究 是 由 
Ch. Hermite (1877), E. Picard (1881), G. Flo- 
que (1883), С. W. Hill (1886) 等 进行 的 。 
Plin, А o 26 8 9A MWA y(z= +o) 
= 4y(x) 这 种 形式 的 解 。 系数 是 双 周 期 函数 ' 
的 情形 也 有 类 似 的 结果 .还 有 G. Frobenius 
(1873), E. Landau (1920) 等 把 常 微分 方程 形 
式 地 作 因 式 分 解 处 理 ，E. Picard 把 Galois 理 
论 * 引 进 线性 常 微分 方程 《1883)， 而 J. Drach 
(1898), E. Vessiot (1903, 1904) 继续 了 这 方 
面 的 工作 . 

为 了 把 微分 方程 的 解 近似 地 表示 出 来 ， 
Poincaré 引进 了 渐 近 级 数 + 的 概念 〈1886)， 而 
A. M. Ляпунов (1892), J. C. C. A. Kneser 
(1896), J. Horn (1897), C. E. Love (1914) 
等 对 此 作 了 研究 。 还 有 Poincaré 开创 了 微分 方 
程 解 的 拓扑 性 质 的 研究 ， I. Bendixson (1900), 
Perron (1922, 1923), С. D. Birkhoff 等 对 此 
也 作 了 研究 (一 常 微分 方程 定性 理论 )， 

1890 年 Picard S; E JOE REPE EBH AER 
存在 ， 后 来 许多 学 老 又 把 这 种 方法 应 用 到 其 他 


各 个 方面 . 

在 线性 常 微分 方程 的 解法 上 应 用 Lagrange 
关系 式 , 从 而 导致 Volterra 型 线性 积分 方程 的 
解法 ,也 有 人 对 此 进行 了 研究 . 

关于 在 物理 学 应 用 方面 所 出 现 的 边 值 问 
i, J. C. F. Sturm (1836), J. Liouville, L. 
Tonelli, Picard, M. Bócher (1898, 1921), Birk- 
hoff (1910，1911) 等 作 了 特征 值 问题 的 解 的 存 
在 和 唯一 性 等 的 研究 ， 在 这 方面 出 现 了 按照 作 
为 给 定 边 值 问题 的 特征 函数 ' 而 得 到 的 正 交 函 
数 系 ! 来 展开 给 定 函 数 的 问题 .D. HilbertC1904) 
在 他 的 积分 方程 论 中 以 统一 的 方式 处 理 了 这 些 
问题 。 继续 这 个 工作 的 很 多 学 者 论述 了 把 常 、 
偏 微分 方程 的 边 值 问题 化 为 积分 方程 问题 。 

此 外 ，Euler 和 Lagrange 创立 了 变 分 法 '， 
并 且 把 它 引 进 了 称 为 Euler 方程 "的 微分 方程 
问题 (一 变 分 法 ). 

【 偏 微分 方程 】 偏 微分 方程 是 J. d'Alem- 
bert (1744) 和 Euler 在 处 理 关于 流体 力学 的 
物理 问题 时 开始 研究 的 。 但是， 最 初 研究 一 般 
理论 的 是 Lagrange 和 P. S. Laplace, 其 后 在 十 
八 至 十 九 世 纪 主 要 是 G. Monge, A. M. Ampére, 
J. F. Pfaff, C. G. J. Jacobi, Cauchy, S. Lie 等 
所 进行 的 研究 ， 关 于 解 的 存在 的 Cauchy-Kosa- 
левская 存在 定理 是 С. В. Ковалевская 在 1875 
年 发 表 的 . 

在 偏 微分 方程 论 中 ， 由 于 同 物理 问题 的 密 
切 联系 ， 二 阶 线性 方程 从 十 八 世纪 以 来 就 成 为 
研究 的 主流 。 椭圆 型 双 曲 型 和 抛物 型 "三 个 
类 型 的 分 类 ， 以 及 关于 各 个 的 边 值 问题 、 初 什 
问题 + 的 解 的 研究 ,直到 十 九 世纪 都 是 研究 的 主 
要 对 象 . 

进入 二 十 世纪 以 来 ， 伴 随 粘性 流体 与 可 压 
缩 流体 的 研究 而 兴起 的 非 线性 问题 ', 同 超声 速 
流体 的 研究 相 联 系 的 上 述 三 个 类 型 混杂 在 一 起 
的 混合 型 + 偏 微分 方程 的 研究 等 等 ,使 得 问题 逐 
步 复杂 化 了 ,尤其 是 采用 近年 发 展 起 来 的 泛 函 
分 析 方法 ， 使 得 研究 方法 也 发 生 了 非常 大 的 变 
化 。 特 别 是 在 量子 力学 的 Schradinge 方程 以 
及 更 一 般 的 发 展 方程 的 研究 上 ,这 种 方法 都 被 
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有 效 地 利用 了 . 

还 有 ,近年 来 由 于 电子 计算 机 的 飞速 发 展 ， 
使 得 各 种 方程 都 可 以 用 数值 求解 ， 并 且 揭 示 了 
许多 重要 事实 ， 因 此 数值 解法 的 研究 也 正在 发 
展 成 为 一 个 新 的 方面 . 

(8) APRMA HH: 11] E. А. Coddington-N- 
Levinson, Theory of ordinary differential equations, Me- 
Graw-Hill, 1955, [2] M. A. Наймарк, Линейные anp- 
ференциальные операторы, Гостехиздат, 1954 《中 译本 > 
M. А. BOARS, КИЙЕ ИТ RAL, 1964); [3] 
L. Bieberbach, Theorie der gewöhnlichen Differentialg- 
leichungen, Springer, 1953; [4] G. Sansone, Equazioni 
differenziali nel campo reale 1, И, Zanichelli, 1948—49 
[5] P. Hartman, Ordinary differential equations, John 
Wiley, 1964, [6] MERAN RAIDER AREA, 
1950; [7] Л. C. Понтрягин, Обыкновенные диффе. 
ренциальные уравнения, Наука, Москва, 1961( 中 译本 : Л. 
C. AER, WATE, LIH RAMA, 1962). 
AF Ws BOY Ы: [3] E. Goursat, Cours d'analyse IB, 
Gauthier-Villars, 1927; [9] R. Courant-D. Hilbert, Me. 
thods of mathematical physics 1, Ш, Interscience, 1953, 
1962 (中 译本 : RM, D. HAMA, MAMMA 1, Me 
科学 出 版 社 ，1958，1977); [10] M. Г. Петровский, Jle- 
kunn об уравнениях с частными пронэводными, физмат- 
гиз, 第 二 版 1953《 中 译本 ; И. Г. 彼得 罗 夫 斯 基 , 偏 微分 方 
程 讲义 ,高 等 教育 出 版 社 ,1956); [I1] C. Miranda, Eq- 
uazioni alle derivate parziali di tipo elliptico, Erg. de 
Math., 1955 (Xj: Partial differential equations of 
elliptic type, Springer, WW: 1970); [12] L. Hör- 
mander, Linear partial differential operators, Springer. 
1963 Chik: L. ШӘТ, RELATE HANKE. 
1979); (13) WEB, ЖЛЕ ЯДА. ,1965; [14] 
吉田 耕作 ,微分 方程 式 D 解 法 , 岩 波 全 书 , 1954; [15] ИНЖ 
道夫 ,近代 的 伺 微 分 方程 式 篇, 现代 数学 约 座 ,共立 出 版 ,1957。 
其 他 一 常 微分 方程 , 偏 微分 方程 的 [ 参 ] . 


常 微分 方程 【 英 ordinary differential equation 
ik équation différentielle ordinaire ¿Ë gewóhali- 
che Differentialgleichung (А обыкновенное диф- 
ференциальное уравнение A 常数 分 方程 式 ] 
ik = 为 取 实 数值 或 者 复数 值 的 变量 ，? 为 与 * 
同样 地 取 实数 值 或 者 复数 值 的 = 的 函数 ， 设 7 
KF z n KKH, Фу X: HHA Br 
"SOS yyy ere. PR, z, y у» 
, Y? 之 间 ( 关 于 x 恒 等 地 ) 成 立 的 关系 式 

а) fxs ys y so Y) =O 

称 为 关于 函数 y GO) 的 常 微分 方程 ， 这 里 ,假定 
(1) 的 左 端的 了 是 ”十 2 个 实 变量 或 者 复 变量 
的 函数 ,并 且 定 义 在 r, y, y> oto y 的 所 考 
虑 的 取 值 范围 内 ， 通 常 假定 1 关于 各 变量 具有 
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“ 某 种 程度 的 正则 性 ”, 例如 为 C 类 (r 一 0, 1, 
te. 00) RRA (X) 解析 性 + 等。 我 们 把 满足 
(1) 的 函数 y(x) 称 为 (1) 的 解 (solution)， 求 解 
(1) 的 过 程 称 为 解 Golve) (1).“ 窜 ”微分 方程 
是 相对 于 偏 微分 方程 而 言 的 ， 当 y 是 两 个 以 上 
的 变量 n, zo …，zrs 的 函数 时 ,就 把 包含 偏 导 
数 ду/дху, 6y/8rm,，… 的 与 (1) 同 样 的 等 式 称 
为 偏 微分 方程 (partial differential equation) (— ffi 
微分 方程 ). 常 微分 方程 与 偏 微分 方程 统称 为 微 
分 方程 (differential equation) .因为 本 条 只 叙述 常 
微分 方程 ,所 以 下 面 我 们 略 去 " 常 " 字 。 当 (1) 的 


左 端 实际 含有 y 时 ， 即 当 отон, й 


说 (1) 的 阶 (order) 是 n, 28 f АЖР у, ys 
y? 的 有 理 整 式 ,并 且 关于 yO 是 m 次 的 ,就 说 
(1) 的 次 数 (degree) 是 m。 特 别 , 若 f 是 ys y's 
+++, y? 的 一 次 式 ,就 称 (1) 是 线性 的 《linear) ， 
不 是 线性 的 微分 方程 就 称 为 非 线性 的 (non- 
Jinear)( 一 线性 常 微分 方程 , 非 线性 问题 ). 

设 ф(х, ys e e.) ЖЕЖ DOR D EXE 
n + 2 个 变量 rys стс, 的 C RBM, 
Caos yor cb ++, 62) € D, 3E B. Plos yo et» 
te ch) = 0, @,(zo Yos ttt с) #0, F 
是 Ples у, ch tta сї) = 0 便 定义 一 个 C" 类 
的 隐 函 数 ук), 满足 条 件 y(xo) = у. ЖЕ 
Ф(х› у» Cis t Ca) m0 RIE cis ns с, Ж 
做 常数 ， 把 左 端 关 于 * 进行 ”次 微分 ， 则 得 到 
关于 ж, yoy acres Y e ttt Ca 的 个 方 
程 .从 这 ”个 方程 与 p= 0 ME etet с, E 
得 到 (1) 的 形式 的 一 个 =” 阶 微分 方程 。 反 之 ,一 
个 = 阶 微分 方程 的 解 通常 可 写成 
0) @G уз Ers ca) 一 0 
的 形式 , 它 包 含有 п 个 任意 常数 (arbitrary cons- 
tant)〔 也 称 为 积分 常数 (integral constant)) ¿y> 
tes cue 这样 含有 个 任意 常数 的 = 阶 微分 方 
程 的 解 称 为 通 解 (general solution), 在 通 解 中 对 
任意 常数 取 定 特殊 值 后 所 得 到 的 ф(х, y, n, 
se, 08) = b 形式 的 解 称 为 转 解 (particular 
solution). 此外， 在 微分 方程 中 也 还 有 不 属于 上 
述 那 几 种 的 解 (所 谓 奇 解 (singular solution)) (£l 


如 Clairaut 微分 方程 ', 一 公式 141). 

【微分 方程 组 】 考虑 关于 变量 * 的 函数 
yv tts y, 的 微分 方程 Сз (1) 同样 的 方程 ， 
但 左 端 同 时 含有 这 些 函 数 及 它们 的 导数 ) 的 组 ， 
我 们 称 之 为 (Ж) 微分 方程 组 (simultaneous. 
(ordinary) differential equations); ,满足 微分 方程 
组 的 x 的 函数 yu» у„› 称 为 它 的 解 . 它 的 左 
端 所 含 导数 中 的 最 高 阶 数 , 称 为 它 的 阶 (order). 

最 常 考虑 的 是 下 列 形式 的 一 阶 微 分 方程 
组 : 

G) Xi files yis ct s 
f= 1,2, зәл, 
对 于 形式 (1) 的 微分 方程 ,如 果 令 yon, у= 
ж» … 37? — y, 且 将 (1) 就 y RERS 
R yO my falas Yis ys)， 则 (1) 便 成 
XGA h= ye һ == yss tdem Ya 
的 特殊 情况 。 因 为 用 同样 的 方法 也 完全 可 以 把 
一 般 的 微分 方程 组 化 为 (3) 的 形式 ,所 以 (3) 称 
为 微分 方程 的 标准 型 (normal form). 

【几何 解释 】 对 于 实 变量 的 情况 ,(3) 具 有 
如 下 的 意义 ， 设 1 表示 开 区 间 a。<*<b,D 
表示 R° 内 某 区 域 . 设 
Oo Ji = ф(х с, ee 

i= 1,2, seen 

FER (x, сао tta 60€ 1 XD 定义 的 Ci 类 函 
数 ,对 s€1 H yi = @/(zo co se) G = 
1, 2,.…，n) 所 确定 的 \ 卫 在 7， …，)。) 空 
间 的 象 记 为 9(xo) ， 假 定 对 固定 的 z€ Ер 
上 有 lpr 1192/00. ++, 6) 0. 于 
是 ,对 x = хо 以 及 D(xo) 的 任意 点 Ot rns 
六 )，、c1…，c。 可 以 看 作为 在 (yb, t у) 的 
邻 域 中 定义 的 у rto у, ВАК, AA y= 
Giles cb Co) m fi os Ya) G= 1, 
2,-,2). BRE ics у. RBA AT 
分 方程 组 ， 另 一 方面 (4) 是 在 (x, ye 99 
的 空间 Rot 中 含有 个 参数 cv с, 的 CC 
类 曲线 族 ,而 yo coo 给 出 了 它 的 切线 向 量 
(物理 意义 就 是 ,给 出 了 在 RY 中 的 定常 流 的 
各 点 的 流向 与 速度 )。 求 解 G) 就 是 要 找 出 在 
RU 中 给 定 这 样 的 切线 向 量 的 C 类 曲线 ( 物 


理 意义 就 是 要 找 出 在 各 点 上 具有 给 定 的 流向 与 
速度 的 定常 流 )， 像 (4) 那 样 的 含有 个 参数 的 
解 称 为 (3) 的 通 解 ,参数 取 特殊 值 后 所 得 到 的 解 
称 为 (3) 的 转 解 . 

从 这 个 意义 推断 , 若 me 1, Cyto, 9€ 
S), USES (zo уї, +++, уз) 的 GO 的 特 解 
一 般 只 存在 一 个 ， 求 这 个 解 的 问题 ， 也 就 是 求 
对 z = хо EIE y,(zo) = 六 的 (3) 的 解 的 问题 、 
称 为 关于 (3) 的 初 值 问 题 (initial value problem) 
《一 常 微分 方程 的 初 值 问题 ). 

【解法 】 求解 微分 方程 有 着 各 种 方法 ， 而 
对 所 亩 "求解 "的 意义 也 有 多 种 解释 。 进行 有 限 
次 不 定 积分 来 求解 的 称 为 求 积 法 (quadrature), 
这 方法 对 某 些 特殊 形式 的 方程 是 有 效 的 〈 一 公 
式 14D)。S. Lie 使 用 Lie 变换 群 对 求 积 法 给 出 
了 理论 根据 (一 变换 群 ,公式 14 D. 还 有 许多 
其 它 的 方法 ,例如 ,对 于 (1) 假设 y 可 被 展 成 
的 震级 数 Ха, (х 一 a)" 的 形式 ,把 它 代 入 (1) 来 
确定 系数 a, 的 方法 (级 数 解法 ), 用 渐 近 级 数 ' 
的 方法 ， 利 用 Laplace 变换 '、Fourier 变换 + 等 
的 方法 , 摄 动 + 法 ,数值 解法 (一 常 微分 方程 的 数 
值 解 法 ) 等 等 . ` 

在 历史 上 对 微分 方程 的 解法 来 说 ， 象 这 样 
地 ， 对 不 管 什么 形式 的 方程 都 去 求解 的 明显 表 
达 式 , 曾 是 研究 的 重点 。 但 是 近来 ,对 解 的 性 质 
的 研究 ,特别 是 解 的 存在 定理 与 唯一 性 定理 ,其 
重要 性 已 被 认识 了 .例如 ,假设 已 求 得 具有 某 种 
性 质 4 的 解 ， 如 果 能 证 明 其 解 的 唯一 性 以 及 具 
有 性 质 A, B 的 解 的 存在 性 , 那 末 便 知 所 求 的 解 
必须 具有 性 质 B。 这 样 一 来 ， 微 分 方程 的 解析 
性 或 者 拓扑 性 的 研究 ， 将 有 效 地 应 用 在 解法 上 
《一 常 微分 方程 的 初 值 问题 , 常 微分 方程 的 边 值 
问题 , 常 微 分 方程 的 渐 近 性 质 , 常 微分 方程 定性 
理论 ). 


[$) Ш ”福原 满 州 雄 , 常 微分 方程 式 , BRS, 1950; 
[2] К. O. Friedrichs, Lectures on advanced ordinary 
differential equations, Gordon and Breach, 1965; [3] 
E. Hille, Lectures on ordinary differential equations, 
‘Addison-Wesley, 1968. Stih Ry 35 ERES W 4 (| Ш t5 
(8). 


常 微分 方程 的 初 值 问题 (Ж initial value prob- 
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lem of ordinary differential equation 法 probléme 
de Cauchy d'équation différentielle ordinaire Ж 
Anfangswertproblem der gewóhnlichen Differential- 
gleichungen А начальная задача обыкновен- 
ного дифференциального уравнения A 常 微 
分 方程 式 D 初 期 值 问题 ] 考虑 常 微分 方程 组 
(CD dyi/dr = f(x» Yis 775 Y» 

i=l, -+n 
A. L. Cauchy 首先 证 明了 : 如 果 和 0f/8y, 
都 是 连续 的 , 那 末 (1) 的 满足 % (а) 5; G=1, 
+++, п) 的 解 是 唯一 存在 的 。 Ж уба) = b, 
G=1, …,n) 称 为 初始 条 件 (initial condition), 
а, bis 777, b, ОЗИ (initial values). RC) 
的 满足 初始 条 件 的 解 的 问题 称 为 初 值 问 题 或 
Cauchy 问题 (Cauchy's problem)， 如 果 把 (*， 
yo tts y) 看 作为 ”+ 1 维 空间 中 的 点 , 那 末 
(1) 的 解 可 以 表 为 ”+ 1 维 空间 中 的 曲线 ，(1) 
的 解 所 表示 的 曲线 称 为 解 曲线 (solution curve) 
或 积分 曲线 (integral curve)， 一 个 解 满足 初始 
条 件 这 种 说 法 和 积分 曲线 通过 点 (a, А, s 
b) 这 种 说 法 是 一 个 意思 . 

由 于 一 般 的 高 阶 常 微分 方程 可 以 用 增加 应 
变量 的 个 数 的 办 法 ,将 它 化 为 (1) 的 形式 的 方程 
组 ， 因 此 关于 (1) 的 定义 和 定理 等 可 以 直接 搬 
到 高 阶 方程 的 情形 .例如 ， 对 于 常 微分 方程 
y=) & уба) m b, 
y (a) mB yee ya) = BEY Rides 
a, b, E, E07? ДИН, WOR 18101/0y 
都 是 连续 的 ， 那 末 满 足 初始 条 件 的 解 是 唯一 存 
在 的 . 

如 果 (1) 的 右 端 f, 是 连续 的 , 那 末 满足 初 
始 条 件 y (a) = bi 的 解 就 满足 


pC) =» + бб у, 4s 


iml, зуп, 
其 逆 亦 成 立 。 在 fi 不 是 连续 的 情形 ,我们 把 满 
足 这 个 积分 方程 的 连续 函数 y,(*) 定 义 为 (1) 的 
初 值 问题 的 解 . 
为 了 简单 起 见 , 我 们 用 向 量 记号 : у= (у, 
ty» Fh 并 用 lyi? = yi 
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Uc yw Fe EC ) 简 单 地 写成 y = f(x, 
>). 

【 实 变量 情形 】 首先 叙述 在 实 变量 范围 内 
的 主要 定理 . 

【存在 定理 】 存在 定理 (cxistence theorem) : 
it f(z,y) fE |x — a| <r, ly — Bl < o h 
连续 , MAAR <M, RI, O) 的 满足 
初始 条 件 y(a) = b 的 解 在 区 间 lx 一 a| < 
min(7,p/M) 中 存在 .这 个 定理 的 证 明 方法 有 两 
个 :一 个 是 用 Cauchy 折线 法 (Cauchy polygon), 
另 一 个 是 用 关于 函数 空间 的 不 动 点 定理 '. 从 这 
个 存在 定理 可 以 推出 : dn5R f 在 ”二 1 维 空间 
的 一 个 域 D 中 连续 , 那 末 通过 D 的 任意 点 (a,6) 
的 解 在 x = a 的 附近 存在 。 如 果 y = ф(х), 
у= ots) 分 别 为 在 区 间 h 1; PR, nc 
1; Ë ф(х) = eG) € 1), BARK e GO 
为 p(x) 的 开拓 《prolongation)， 由 于 所 给 出 的 
解 可 以 尽 可 能 地 开拓 ,直到 不 能 再 开拓 时 为 止 ， 
我 们 就 得 到 一 个 解 。 对 于 这 样 一 个 解 ， 当 = 趋 
近 于 它 的 定义 区 间 的 任 一 端点 时 ， 解 曲线 就 趋 
WEF D NWA, 

【唯一 性 定理 】 只 是 由 f 的 连续 性 ,并 不 
能 导出 初 值 问 题 的 解 的 唯一 性 。 使 得 解 至 多 只 
有 一 个 的 充分 条 件 称 为 唯一 性 条 件 (uniqueness 
condition), 给 出 这 种 条 件 的 唯一 性 定理 《uni- 
queness theorem) 已 知 有 很 多 种 . 

Lipschitz 条 件 (Lipschitz’s condition); 
ПС y) — f(x, 2) < Lily — zll, 
(L>0 ARR) 

是 最 简单 的 唯一 性 条 件 之 一 。 在 f 是 连续 的 且 
满足 Lipschitz 条 件 的 情形 下 ,经 常用 首先 由 
C. E. Picard 所 考虑 的 逐次 通 近 法 《method of 
successive approximation) 来 证 明 解 的 存在 性 .这 
个 方法 是 这 样 的 ， 取 yolx) 为 适当 的 连续 函数 ， 
例如 ， 取 yo (ж) = Б, ЕХ y,(z)G& = 1, 2, 


2380 = b + |, Ke ners 于 


K, 4 k — co If, yu C) 是 一 致 收敛 的 ,而 且 它 
的 极限 函数 y(s) 就 是 (1) 的 满足 y(a) — b 的 


当 f 连续 时 ， 疼 村 博 给 出 了 使 初 值 问题 的 
解 是 唯一 的 充分 必要 条 件 〈[2]). 当 EDP 
连续 时 ,对 DD 的 任意 一 点 ,为 了 使 从 这 点 向 右 走 
出 的 解 曲线 是 唯一 的 ， 其 充分 必要 条 件 是 : d 
TEX FER ERE OC, у, z):9(x,y,z) 是 对 (x， 
x) € D, (х, z) € D WEN (z, y, z) 所 定义 的 
C RRM, 4 y= zh (х,у, д) = 0, 4 
у= hf O(c, у, 2) > 0, 而 且 


Zoey, 2) + > ate» Zz) he у) 


+> x Olx, у, Dh G, z) < 0. 


(Perron 定理 】 对 于 一 个 一 阶 方程 y = 
Isy), FEDWEN (Perron 定理 ) 成 立 ， 设 
Ф(х), o(x) fE а < x < 8 中 是 有 右 导数 的 连 
RER, H ol) < ole). Mx, у) Ж Dias 
x8, ol) < y Sol) 中 连续 , MAA 
D*w(x) < fx, e(), Dol) 2 f(x, @(z)) 
(D* REMI), FÆ, 对 于 任意 的 (a, b) € D, 
Жах < в Е Ж (а, b) 向 右 走出 的 
解 曲线 ， 事 实 上 ,如 果 令 0 ЖЭР Occ 
#›|у| < оо, Жр OHEAN, НАЕМ 
DD 的 各 点 向 右 走出 的 解 曲线 中 存在 一 条 可 以 到 
ж 0 的 边界 的 解 曲线 , 

Perron 定理 由 福原 满洲 雄 和 南 嘉 道夫 作 了 
如 下 的 推广 . 设 忆 在 开 集 2 中 是 闭 的 , 当 8 ED 
中 连续 时 , 使 得 从 DD 的 各 点 (a, b) 向 右 走 出 的 
(1) 的 解 存在 的 充分 必要 条 件 是 : TED 中 存在 
ARI (Gs by) } HIE a, La fü (b, — B)/ 
(а, — а) > Ка, 8)， 这 时 ,每 一 个 解 都 可 以 向 
右 开 拓 到 9 的 边界 . 设 SQ) 是 在 =” 维 空间 中 
定义 的 正 齐 次 的 次 加 性 函数 ，w(*) 是 在 区 间 
a< r < 8 中 定义 的 有 右 导 数 的 连续 函数 ， 为 
了 对 S(y) <0) 给 出 具有 上 述 性 质 的 D, 只 
要 对 [у o) 有 Рок) > S(f(z, y)). 

对 (1) 的 任意 解 eG), ЧЫ S(e(a)) < 
a(a) 可 以 导出 S(eG)) < w(x)(x > a) (假设 
两 端的 函数 都 已 定义 ) 时 ,就 称 oC) 为 (1) 的 右 
的 长 函数 (superior function). x) 成 为 (1) 的 
右 的 长 函数 的 充分 条 件 是 不 等 式 D'uQ) > 


S(f(z, y)) (对 [уй = w(x)) 成 立 (两 边 的 函 
数 都 有 意义 )、 如 果 对 函数 F(z,y), FG, 
SO)) > Sle, у)) 成 立 ( 两 端 都 有 意义 ), W 
Жу = F(x, у) 的 任 一 解 是 (1) 的 右 的 长 函 
数 .根据 这 个 事实 ,(1) 的 解 9(x) 的 性 状 可 以 从 
E S(we(z)), w(x) 作 比 较 而 大 概 地 知道 。 这 
样 形式 的 定理 称 为 比较 定理 (comparison theo- 
rem). 

如 果 已 知 (1) 的 解 是 唯一 的 ， 那 末 满 足 
D* oe) > S(F(x, WR SQ) = o) oG) 
是 (1) 的 右 的 长 函数 ， 反 之 ,从 比较 定理 可 以 导 
出 非常 一 般 的 唯一 性 条 件 . 我 们 叙述 其 中 之 
一 . G(x, y) £a r < p, 0 < y < (ж) 
中 连续 而 且 G(x, 0) = 0, 假设 满足 y = ofr 
(x) (x —a + 0) 的 y = С(х, y) 的 解 只 限 
Fy =0, 而 且 不 等 式 

S(f(x, y) — Fes y)) < G(x, SQA — 2) 

RY. FÆ, (1) 的 满足 SGC) -eae 
o(r G2) (x 一 a 十 0) 的 解 gn(x) 和 a(x) 是 恒 
等 的 ， 特 别 是 ,如 果 Fes y) dk (а, b) 上 是 连 
续 的 , 取 G(z,y) = y/(x — a), 就 得 到 南 去 的 
RE (x — a)S(f(z, y) — #(х,у„)) < SQA — 
»). 

19 Ces y), (а), oC) 满足 和 Perron 定 
理 中 一 样 的 条 件 。G. Peano 证 明了 : WE у(а) 
=b (gla) < b < a(a)) 的 解 中 存在 一 个 最 
Ж (maximum solution) ф(х) 和 一 个 最 小 解 
(minimum solution) ф(х), 而 且 对 a < z < p, 
фб) < y © ф(«) 中 的 任意 一 点 ,有 满足 同样 
初始 条 件 的 解 曲线 通过 。 这 个 定理 被 福原 推广 
如 下 : 设 f(z,y) € Dia < x «p, llyl < oo 
上 连续 而 且 有 界 。 设 C 是 DD 中 的 一 个 连续 统 ， 
如 果 令 SCC) 表示 从 C 的 各 点 出 发 的 解 的 全 
fk, TBR SCC) 是 函数 空间 Cla, 81) 的 连续 
Ж. 从 这 里 就 导出 了 所 谓 Kneser- 南 去 定理 ， 
这 个 定理 是 这 样 的 : S(C) 所 充满 的 D 内 的 集 
合 和 超 平面 * 一 的 交 是 一 个 连续 统 . RC 
是 在 超 平面 z “内 ， 那 末 存 在 一 个 解 曲线 连 
接 超 平面 * 一 < 和 x 一 p, ЕН S(C) 所 
充满 的 集合 的 边界 点 ， 这 相当 于 Perron 定理 中 
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的 最 大 解 和 最 小 解 . 
【 含 参 数 的 方程 】 考虑 含有 参数 的 方程 
Q) = х,у, А), А = (hh), 
CHAN f AF (z, y, А) 是 连续 的 , 设 解 的 唯 
一 性 成 立 。 如 果 满 足 初 始 条 件 уба) = b 的 解 
Жу = ф(х, a, b 3), BK p(x, a, b, 1) 在 
它 的 定义 域 中 是 连续 的 . 如果 Of/0y, (k = 1, 
++, n) 是 连续 的 , BA ф(х, а, Б, A) 关于 b 
是 连续 可 微 函数 。 Ф Oy,/0b, = z zit 就 满 
足 线性 微分 方程 组 和 初始 条 件 : 
E => i2) zo za(2) = ёд» 


m 


这 里 (01,/0y1) 是 指 o. (x, eG a,b, 3),3. 
Я 


当然 , xi = 0y,/0a 满足 同样 的 微分 方程 和 初始 
条 件 zla) 一 一 f(a, b, А). 此外, Ж F/d 
也 是 连续 的 , 那 末 Cx, а, b, DKF A 也 是 连 
续 可 微 的 , 若 令 0y,/01, = wi WAH wi 就 是 
4 57 (9, 8 
elt = 2 Gh) wa + (21), 
ааба) = 0 
的 解 。 这 些 线性 方程 组 被 称 为 《1) 的 变 分 方程 
(variation equation), 

ЖЖ, C. Carathéodory 证 明了 , 如 果 (1) 的 
THEE x 时 关于 yy 是 连续 的 ， 固 定 y 时 关于 
x 是 可 测 的 , 那 末 解 就 存在 . 

设 f 是 连续 的 且 满 足 Lipschitz 条 件 , 如 果 
z(a) liie z(a) = b 和 


Ў) — fxs 2609016600), 
那 未 对 于 满足 y(a) 一 6 的 (1) 的 解 y(*)， 有 
Xisc от coma 


成 立 。 这 个 式 于 给 出 了 (1) 的 近似 解 的 估计 . 
【 复 变量 情形 】 15 х,у, е ya 都 是 复 
变量 。 如果 F(z, у) fE (a, b) 的 邻 域 中 关于 
(x,y) 是 全 纯 的 , 那 末 存在 唯一 的 解 y(*), 在 
z = a 为 全 纯 的 , 且 满足 y(4) 一 b. 这 个 定理 可 
以 用 逐次 通 近 法 或 不 动 点 定理 来 证 明 。 Cauchy 
利用 强 级 数 (majorant series) 证 明 这 个 定理 ,这 
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个 方法 称 为 强 级 数 法 (method of majoran). Ж 
Ж y = (х,у), # К, y) = Ean (z — а) 
G — bt, RBM y = Deals — а) Фа, 
将 它 代 人 方程 两 端 ， 根 据 待定 系数 法 可 以 逐步 
求 出 “。 假定 对 |x 一 el <r, ly— bl o 
f 是 全 纯 的 ,1f| < M ,考虑 方程 

ay _ M 

dx (1 一 (r 一 a)/r)(I — (Y—6)/p) 
的 满足 Y(a) = b SE Y (s) = EC, — а)", 
于 是 有 C.2 1,1, B EC. — а)" 是 Xe. 
(e—a) ORRE, 

设 f(z, у) Æ (a, b) 内 是 全 纯 的 , 对 于 当 
xa 时 у(х) — b 的 解 ， 下 面 的 定理 成 立 . 
设 C 是 以 a 为 端点 的 曲线 , 并 设 (1) 的 解 p) 
在 C 上 除 a 外 是 全 纯 的 ， 如 果 在 C 上 存在 一 个 
点 列 {ay}, 4 a — a 时 有 (n) — b, BH 
e) Ea 也 是 全 纯 的 . 

根据 复 解析 函数 的 一 致 性 定理 +, 当 / 没有 

奇 点 时 可 以 保证 (1) 的 解 的 解析 开拓 仍然 是 (1) 
的 解 。 设 g(x) 是 (1) 的 在 以 « 为 端点 的 光滑 曲 
R += XG) (0 之 :< X0) =a) 上 满足 
уба) 一 0 的 全 纯 解 ,于 是 > 一 p(X(D) WF 0 < 
tink 
G) y = X GG), y) 
的 解 , 且 满 足 yO) =b. Rz, 如 果 对 于 0 < 
+<, 存在 (3) 的 满足 y(0) = b ЮЖ у= 
GB f(z, DEA, $G0) EXE б, 
末 (3) 的 满足 y(a) = b 的 解 p(x) 在 C 上 是 全 
纯 的 ,而 且 有 dC) = 9(X(2)) (0 <<). 

Gy) = h(z, y)/fGz, у), Kd f. 
h ЖЕ (a, ó) 上 是 全 纯 的 。 如 果 f(a, b) #0, 
hla, у) #0, f(a, 6)=0, BA y =f, A 
唯一 的 解 ,使 得 当 x a hf y b, 而 且 在 x 一 

а 的 邻 域 中 这 个 解 可 以 展开 成 收敛 的 Puiseux 


级 数 ' y 一 Sele а)". 
— 


设 (1) 的 满足 初始 条 件 y) 一 уо 的 解 为 
ye хо, у), ШЖ f 在 (4, b) 上 是 全 纯 
的 , 那 末 在 + 一 а, хә = a, yo = b UBRE, p 
是 (z, яо, ж) HSMM, MRA y, 2) 在 


(a, b, м) 是 全 纯 的 , 那 末 (2) 的 解 了 一 9 (z, 
хо уо, А) 在 ха, m= а, y= b, à= Йо 
是 全 纯 的 。 当 = 是 实 变量 , y 是 复 变 量 时 ,如 果 
f 关于 Go у) 是 连续 的 ,关于 是 全 纯 的 , 那 末 
eG» хо, yo) 关于 ж 是 全 纯 的 。 MRF 关于 
(z, y, А) 是 连续 的 ,关于 (y, А) 是 全 纯 的 , 那 
K ф(х, zo yo 4) 关于 Oo А) 是 全 纯 的 . 
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常 微分 方程 的 边 值 问题 (Ж boundary value 
problem of ordinary differential equations 法 
probléme aux limites des équations différentielles 
ordinaires “f Randwertaufgabe der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 4A граничная задача 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
日 常 微分 方程 式 四 境界 值 问 题 ] 考虑 常 微分 
方程 
a) fo ys y 7 y?) = 05 
对 于 属于 区 间 工 及 了 的 点 atts a 以 及 nk 
个 值 уба), (aero(e0G 一 1 
Юю 已 给 出 了 一 些 条 件 。 求 在 区 间 工 上 的 (1) 的 
满足 这 些 条 件 的 解 的 问题 称 为 常 微 分 方程 (1) 
的 边 值 问题 ， 解 所 满足 的 这 些 条 件 称 为 边界 条 
件 (boundary conditions). 1E k = 2, а, а 是 
区 间 了 的 端点 的 情形 , 称 为 两 点 边 值 问题 〈two 
points boundary value problem) ,这 是 研究 的 主要 
对 象 。 对 于 常 微分 方程 组 ， 可 以 同样 定义 边 值 
问题 . 

【线性 情形 】 对 于 

Lly] = pol2)y + py 7? 

toe», 

系数 pG) 是 在 有 界 闭 区 间 2 < z< ЕЮ 
Crk 类 复 值 函数 ,特别 是 在 [a, 6] 上 pb(*) = 


° 我 们 用 


олу = Уу May G) + È N70), 

J še 1„ + 
定义 了 mm 个 线性 边缘 算 子 (linear boundary oper- 
sos) Uo «s UL. BERR IGO 和 复 常数 
Yis 线性 边 值 问题 
0) Liy) =i), Uy] = v5 

i=l, -e,m 
是 一 个 两 点 边 值 问题 ， 当 1 一 0, r, 一 0 时 (2) 
称 为 齐 次 的 ,否则 称 为 非 齐 次 的 ， 设 L*[y] 是 
LI] ЖИЕК”, ИМУ m 1, m 
是 me 个 边缘 算 子 ， 对 于 清 足 边界 条 件 Ul] 
= G m, cns m) 的 任意 的 C" 类 函数 y() 
和 清 足 边界 条 件 Ut] 一 0 G= 1pm) 
的 任意 的 c° ана утса), мара |у Lbs" 


dx = | y ETlar 成 立时 ,就 称 игу) — o 


G1, m*) X Uly] = 0 G= l, 

m) 的 伴随 边界 条 件 (adioint boundary condition), 

并 称 

(3) L*[y] = 0, Оу] = 0; 
ied, m* 

为 

G) Шу] 一 0，Ui[y] 20; i= Lm 

的 伴随 边 值 问题 (adioint boundary value prob- 

дет). 当 L[y] = L*ly] ВЖ Usly] 一 0 

等 价 于 条 件 UX[y] 一 0 时 , 就 称 边 值 问题 (3) 

为 自 伴 的 《self-adjoint)。 

含有 复 参数 4 的 边 值 问题 

(5) L[y] = ày, ОДУ] = 0, 

只 有 当 2 取 特定 的 值 时 , 才 有 不 恒 等 于 0 的 解 . 

使 得 具有 非 零 解 的 2 的 值 称 为 (5) 的 特征 值 

(proper value，eigenvalue)， 所 对 应 的 解 称 为 特 

EBM (proper function). 如果 1 不 是 特征 值 ， 

那 末 存在 唯一 的 函数 G(x, 8, 2), 使 得 L[y] = 


ty +) M Uly) mo 等 价 于 ) = |, сов) 


1(5)45。 这样 的 函数 G(x, £, 2) 称 为 (5) 的 
Green 函数 (Green function). 如 果 à = 0 £ 
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是 特征 值 , 那 末 令 Clr, š) = G(x, E, 0), Y 
就 和 积分 方程 


›@ю = i GG, Dy (eee 


等 价 . (5) 的 Green 函数 G(x, 8, А) 和 对 应 
于 (3) 的 Green 函数 G*(x, 5, А) ZAFER 
RK G(z, E, 2) = G*(5, x, 1). imm (4) 是 
自 伴 的 , 那 末 就 有 下 面 四 个 结论 : D 特征 值 全 
是 实数 ， 特 征 值 的 集合 不 是 有 限 的 就 是 可 数 的 
离散 集 。 i 对 应 于 不 同 的 特征 值 的 特征 函数 
EZA. ii) ШЖ (q.) 是 由 特征 函数 所 作 
的 一 个 正规 正 交 系 ', 而 且 不 再 有 和 它 线性 无 关 
的 特征 函数 ， 那 末 (Фф) 就 是 在 [a, b] 上 由 平 
方 可 积 函 数 所 做 成 的 _Hilbert 空间 中 的 一 个 完 
备 的 正规 正 交 系 ， 因 此 ， 对 于 fe L(a, 0) 的 : 
Fourier 级 数 ' 展开 f= аф target ++, 
Parseval FA'I. iv) 如 果 f 是 满足 U,[1] 一 
0 的 С" 类 函数 , 那 林 f 的 Fourier 展开 在 la, bY 
上 一 致 收敛 于 f. 
特别 是 ,对 二 阶 微分 方程 的 边 值 问题 
PEY + (4G) + ar@))y = 05 

уба) + ву (а) = 0, vy) + ду) = 0, 
#0 Sturm-Liouville 问题 (Sturm-Liouville 
problem), 如果 p(x), g(s), r(x) 在 [a, ó] 上 
是 连续 的 ,而 且 p) > 0, rC) > 0, а p, 7, 
8 均 为 实 常 数 ， 那 末 i) 特征 值 组 成 一 个 发 散 
到 十 oo 的 序列 asa < 2, < e. 让 对 应 于 
1。 的 特征 函数 o. (6) 在 a < * < 中 恰好 有 
# 个 零点 ， 而 且 在 Ф, (ж) 的 相 邻 两 个 零点 之 间 ， 
存在 有 e. G) 的 一 个 零点 ，ii) (e) 在 
а<х<ь 上 组 成 具有 权 函 数 r(x) 的 一 个 正 


REA: |, р CO. Cd 0(m = п), 


当 系数 роя), 0s pe C) 是 定义 在 开 区 间 ) 
—co<a < x «b < +oo 中 的 C" RRR, 
工 是 定义 在 “< z < b 中 的 平方 可 积 函 数 所 - 
构成 的 Hilbert 空间 中 的 算 子 。 关于 这 方面 的 、 
理论 也 已 建立 (一 特征 值 问题 ). 

【 非 线性 情形 】 非 线性 方程 的 边 值 问题 的 
研究 比 起 线性 情形 要 困难 得 多 。 没 有 一 般 的 理 : 
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论 , 只 对 特殊 形式 的 方程 得 到 一 些 结果 ， 例 如 ， 
对 于 二 阶 方程 

(6) у= JG ys y) 

和 边界 条 件 у(а) = A, yG) = В 的 边 值 问 
题 , 证 明了 下 述 定理 : 假设 f(x, у, у) Has 
z< b, wlr) Ky <ale), —o < y < +оо 
是 连续 的 , Н l yy] < MO + y2), 
v" (0) > f(x, e(z), o G0), @” < iala), 
a(x), e(a) < 4A < a(a), Wb) < B < 
Dl). 于 是 (6) 存在 一 个 解 ,满足 уба) = 4, 
у0) = B HE а<х<5 Ef eG) < y < 
al). 如果 f(x, y, у) 是 关于 y 的 单调 增加 
函数 ， 那 末 解 是 唯一 的 、 而 且 ， 在 适当 的 条 件 
Fo MAD ижи. 

在 流体 力学 中 出 现 的 边 值 问 题 
y” + 2yy” + 2A — y?) = 0, 

y(0) = y'(0) = 0, y'G) +k (z 90), 
HAD Om MATER, ROSA, JEK 
解 是 唯一 的 ， 这 里 人 > 0, 1S 0 是 常数 . 

对 于 微分 方程 组 
fr yo tts ys GPAs tree 
求 满足 y, (ai) = b, 的 解 的 问题 称 为 福原 问题 
(Houkuhara’s problem)。 特 别 是 , 当 所 有 a, 都 相 
同时 ,就 成 为 初 值 问题 。 关 于 * 阶 方程 
y? = flay ys y> ters ym, 
求 满足 (ai) = b; 的 解 的 问题 , 经 适当 变换 后 
可 化 为 福原 问题 ， 相 当 于 关于 初 值 问题 的 
, Perron 定理 +， 有 下 面 的 存在 定理 。 设 wl), 
al) 在 а<а <В 上 是 右 的 和 左 的 可 微 函 
Bo B w) < о (я). Вб yo ct Ya) 对 
a < zr < B, wos) < у, < @,(z) 是 连续 的 ; 当 
у == G (z), w(x) < y, < 0,2) (> j) BP, 
(x = а) (Оа (ж) — files yis 7 22 > 0; 
Щ y= we), eG) < y, ov) o j) 
Wt, 有 (z a) (Dt e — fi Ces ys t» 
Ya)) <0; 而 且 ea) < «o, (а); FR 
对 a< z <8 存在 一 组 解 yv». 满足 
yila) = 5; 和 wl) < yl) < Ф,(х). 这 个 
Фара rH sb W HI ETS BOS b ER А 
的 研究 . 


Ге) [1] 南 委 道夫 , 写 像 度 上 存在 定理 , 河 出 , 1948; 
[2] 吉田 耕作 ,积分 方程 式 , 岩 波 ，1950; [3] F. A. Cod- 
dington-N. Levinson, Theory of ordinary differential e- 
quations, McGraw-Hill, 1955; (4] M. А. Наймарк, Ли- 
нейные дифференциальные операторы, Гостехиздат, 1954 
《中 译本 : MA、 那 依 马尔 克 ， 线 性 天 分 算 子 ， 科 学 出 版 社 ， 
1964); [5] K. O. Friedrichs, Lectures on advanced or- 
dinary differential equations, Gordon and Breach, 1965; 
16) E. Hille, Lectures on ordinary differential equa- 
tions, Addison-Wesley, 1968. 


常 微 分 方程 定性 理论 [F qualitative theory 
of ordinary differential equations 法 théorie qual- 
itative des équations différentielles ordinaices (Ë 
qualitative Theorie der gewöhnlichen Differea- 
4% качественная теория обык- 
новенных дифференциальных уравнений 日 党 
微分 方程 式 D 定 性 的 理论 】 VERG sm, 
f(x， nm) EE Rh SIR х 上 单 值 连 
续 函 数 。 考虑 关于 自 变 量 *( 称 为 时 间 参 数 ) 的 
常 微分 方程 的 自治 系统 ' (一 非 线性 振动 》 

a) dx!/de = fil, ++, x"), 

i=l,2, n, 

《1) 的 不 可 能 开拓 (不 能 继续 开拓 ) 的 解 (一 常 微 
分 方程 的 初 值 问题 ) 定 义 X 中 一 条 曲线 (或 弧 ). 
我 们 称 它 为 (1) 的 轨道 《orbit，trajectory)， 解 曲 
线 (solution curve)， 积 分 曲线 (integral curve), 
特征 曲线 (characteristic curve) 等 。 在 由 这 种 曲 
线 的 全 体 或 一 部 分 所 组 成 的 族 具有 的 性 质 中 ， 
如 果 有 这 样 的 性 质 : 在 把 X 变 到 自身 的 i) А 
胚 映 射 ,i) 保 测 变换 +, iii) С' 类 的 变换 或 iv) 
解析 变换 之 下 是 不 变 的 ， 那 末 这 样 的 性 质 称 为 
(1) 的 定性 性 质 (qualitative property)， 例 如 ,如 
NE fi ЈА Lipschitz 条 件 + 那 样 的 适当 条 件 ， 那 
末 在 给 定时 间 to 通过 X 的 给 定点 ma 的 轨道 只 
有 一 个 . 一 般 , 我 们 假定 了 这 个 唯一 性 条 
件 '， 不 可 能 开拓 的 解 不 一 定 是 对 R = (—co, 
co) 全 体 定义 的 ， 但 是 已 知 可 以 适当 地 取 参 数 
+ 来 修正 ， 因 而 并 不 妨碍 对 许多 问题 可 以 这 样 
来 考虑 ， 所 以 不 失 一 般 修 , 可 以 假定 ,所 有 不 可 
能 开拓 的 解 都 定义 在 (一 ,co) 上 . 这 时 ,我 们 
称 (1) 在 X 上 定义 了 一 个 流 (How), MARK 
(dynamical system) 或 作用 (action), H. Poincaré 


tialgleichungen 


最 早 指出 了 在 研究 这 样 的 微分 方程 组 的 轨道 的 
性 质 时 ， 首 先 运用 拓扑 方法 考查 解 曲 线 的 定性 
性 质 的 重要 性 . Poincaré 主要 研究 了 二 维 情形 
的 方程 组 ,得 到 了 许多 重要 的 结果 . 这 可 以 说 
是 定性 理论 的 开始 . 对 于 这 样 的 定性 性 质 的 研 
究 ， 最 好 脱离 微分 方程 组 重新 给 予 流 以 一 个 纯 
粹 拓扑 的 定义 . 

【拓扑 动力 学 】 一 般 令 X 是 一 拓扑 空间 ' , 
Ink jz: X x R—X 满足 下 面 一 组 公理 , 则 称 
(X, =) 在 X 上 定义 了 一 个 连续 流 (continuous 
flow)( 简 称 为 流 ), 动 力 系统 或 作用 . 0) 恒 等 公 
理 :x(x,0) 一 x; ü) 加 法 公理 :x(x(x, л), = 
w(zn+n); di) 连续 性 公理 : < 在 XXR 上 
是 连续 的 . 由 (1) 所 定义 的 流 , 是 满足 这 一 组 公 
理 的 ,因而 是 关于 这 个 抽象 组 的 一 个 说 明 , 如 果 
在 上 面 公理 组 中 将 加 法 群 R 换 为 任意 的 拓扑 
BÉ G(n + n RH n'n), DERIUROG С, 
x) 定义 了 一 个 (拓扑 ) 变换 群 (topological) 
transformation group). X Ж 26 38 B [B] (phase 
space), С #548 8 (рћазе group)。 对 变换 群 的 
研究 称 为 拓扑 动力 学 (topological dynamics) 
《13])， 对 两 个 流 (X1 оа) M (Xo m) WRF 
在 一 个 同 胚 4:X, — X, 和 一 个 拓扑 加 群 的 同 
构 g:R 一 RR, tE halas 1) = (h(x), G0) 
恒 等 地 成 立 , 那 末 称 (Xi, =) M (Xo 028 EIS 
的 (ізотогрћіс). 

下 面 我 们 假定 已 给 了 一 个 流 (X, =), XB 
Hausdorff 空间 . 

[HA] 当 固定 实数 oH, x(x, к) 是 
X—X 的 同 胚 映 射 ， 当 固定 EX BF, =(zo 
Ож R— x 的 连续 映射 ， 因 此 定义 了 X 中 一 
条 连续 曲线 ， 如 果 流 是 由 (1) 所 定义 的 , 那 末 这 
条 曲线 就 是 通过 xo 的 轨道 。 即 使 是 抽象 组 我 们 
也 使 用 同样 的 名 称 , 用 С) 或 Об) 等 记号 
来 表达 . y (xy £) = C* (9) Ж zo H 

rew) 
发 的 正 的 半 轨 道 (Positive half trajectory). GEA 
C(x) = (z) 的 点 = RHA (singular point), 
平衡 点 (equilibrium point), ЗЕ (critical po- 
im), ， 体 止 点 或 静止 点 (rest point) (一 非 线性 振 
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动 ), 不 动 点 (fixed point) 等 。 奇 点 全 体 的 集合 
S 是 一 个 闭 集 ， 不 是 奇 点 的 点 称 作 正 常 点 或 
正则 点 (cegular point), 

4 XDM + Ø tjak U 


ew 
C*(M)CM (<> C*(M) = M), 则 称 M 是 正 
向 不 变 的 (invariant in the positive direction), 或 简 
称 为 十 不 变 的 〈plus invariant), 当 X 的 一 个 子 
集 M 既 是 十 不 变 的 又 是 一 不 变 的 时 ， 就 称 为 不 
变 的 (invarianb). S 的 任意 子 集 以 及 X 本 身 都 
ERER. 包含 z€ X 的 最 小 的 十 不 变 集 是 
C+(z)， 最 小 的 不 变 集 是 Cle). 包含 它 的 闭 
集 分 别 是 CG), Co). 根据 以 (La, oo)! 
a € R) 为 基 的 滤 子 + 的 映射 <(xo, 2) R — X fJ 
闭 包 +， 称 为 wo 或 轨道 C(xo) 的 正 向 极限 集 
(limiting set in the positive direction) 或 w 极限 
Ж (co-limiting set), 1326 L*( xo) R OC xo) (141, 
[10])、 我 们 可 以 类 似 地 定义 C7 G9) 5 LG) 
( 负 向 极限 集 或 称 为 «极限 集 )， 如 果 X 满 足 第 
一 可 数 性 公理 , 那 末 L* (e) Э x 是 和 存在 1,100 
使 得 «(хо 1.) — x 等 价 的 ([5],[6])， 由 定义 
L*(x) 是 一 个 闭 集 , 但 是 不 一 定 是 紧 的 ， 如 果 
ТА) 6 Ø, WBA L*(xo) BAER, fA 
有 С) = С (ха) UL*(xo)〔 称 为 ( 正 ) 轨 道 
EB (orbit closure) ([31)) . wR LC) o] 
ЖЖ yo JI A» HAT lim Gr) = yo， 闭 的 (或 


紧 的 ) 不 变 集 , 当 它 没有 具有 同样 性 质 的 真子 集 
时 , 称 为 极 小 集 (minimal set) 或 极 小 轨道 闭 包 
(minimal orbit closure)([3])。 紧 的 不 变 集 是 包 
含 极 小 集 的 。 只 由 一 个 奇 点 所 成 的 集合 是 紧 极 
ANS. 如 果 Lt(xo) = Ø, ABA z AEGNA 
离 的 ， 或 简称 为 十 偏离 的 《plus departing, plus 
receding), MRL*t (а) Ø, B Lt (x) П 
C(xo) 一 DWBA xo 称 为 正 向 渐 近 的 ,或 简称 为 
十 渐 近 的 (plus asymptotic), WR C* Gu) Ø) 
是 紧 的 , 那 末 mm 称 为 正 向 Lagrange 稳定 的 ， 
或 简称 为 十 La 稳定 的 (plus Lagrange stable), 
如 是 二 La 稳定 的 充分 必要 条 件 是 : С) 是 
相对 紧 的 ,在 xC R° WH, 即 为 : C+(xo) RAR 
的 。 如果 zo 是 十 偏离 的 , 那 未 mm 不 是 + La 稳 


€* @= 
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定 的 ,但 其 逆 不 真 . 

【稳定 性 】 如 果 有 一 个 了 > 0, 使 得 «(ао 
t + T) 一 no 0) 对 所 有 实数 * 都 成 立 , 那 末 
点 吉 或 轨道 C (zo) 称 为 是 周期 的 (Periodic)， 了 7 
称 为 它 的 周期 (period)。zxo 是 周期 的 充分 必要 
条 件 是 :对 于 某 些 n 存在 T > 0， 使 得 «(хо 
t + T) 一 (о, £), 特别 是 (хо, Т) = (ко). 
于 是 有 C+(xo) = C(x) 一 x(xo,[0,T)), 如 果 
如 不 是 奇 点 , 那 末 C(xo) 是 Jordan 闭 曲 线 ， 奇 
点 是 周期 的 。 局 期 的 轨道 通常 是 紧 的 极 小 集 。 
当 XC F 时 其 逆 也 成 立 , 即 紧 的 极 小 集 只 能 是 
周期 的 轨道 (也 包含 奇 点 ). 

如 果 对 С+ (ха) 的 任意 邻 域 已, 存在 一 个 xo 


的 邻 域 7， 使 得 C*(V) 一 U cts) CU, 3B 
ВЯ 


AK x。 为 正 向 轨道 稳定 , 或 简称 为 十 轨道 稳定 
(plus orbitally stable) (一 稳定 性 )， 当 MCX 是 
十 不 变 时 ,如 果 对 M 的 任意 邻 域 U, 存 在 一 个 M 
的 邻 域 了 使 得 C*CV) CU, 那 末 称 M 为 正 向 稳 
定 的 ,或 简称 为 十 稳定 的 (plus sable)。 如 果 M 
是 十 稳定 的 ， 而 且 有 一 个 M 的 邻 域 W, E4 
L*(W)CM , 那 末 称 M 为 正 向 渐 近 稳定 的 ,或 简 
称 为 十 渐 近 稳定 的 〈plus asymptotically stable) .又 
Ti L+(X)CM， 则 称 M 为 大 范围 的 十 渐 近 稳定 
ff) (globally plus asymptotically stable), 开 的 十 
不 变 集 通常 是 十 渐 近 稳定 的 。 取 MCX 的 充 
分 小 的 邻 域 ,如 果 其 中 的 不 变 集 只 包含 在 M 中 ， 
那 末 称 M 为 与 不 变 集 相隔 离 的 ， 假 设 X 是 局 部 
紧 的 ,如 果 M 是 十 稳定 的 十 不 变 集 , 那 末 使 M 是 
渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 : M 是 与 不 变 集 相 
隔 窝 的、 如 果 非 开 的 紧 的 不 变 集 M 是 正 负 两 向 
稳定 的 , 那 末 M 不 能 与 不 变 集 相隔 离 ; 因 此 MM 不 
论 在 哪个 方向 都 不 是 渐 近 稳定 的 ([10]). 

如 果 me ГА (хо), ЯВЖ х, HIER) Pois- 
son 稳定 的 ,或 简称 为 十 P 稳定 的 (plus Poisson 
stablc)。 于 是 ,所 有 的 x € C(xo) 都 是 + P 稳定 
的 , 即 А (аа) = L'O) DC), AEA LC) 
= CG) DL-(n). BL, AR mm 是 两 向 P 稳 
定 的 , 那 末 有 L'() = ао) = CG); HE 
逆 亦 真 ， 一 个 周期 的 点 ma 是 两 向 了 稳定 的 和 两 


向 La 稳定 的 , 且 有 CCro) 一 C(xo)( 一 C*(zo)- 
在 流 是 由 (1) 给 出 的 情形 ,其 逆 亦 成 立 , 即 如 果 
ze 是 十 La 稳定 的 而 且 CHG) 一 Сео), Ж 
zo 是 周期 的 . 

如 果 存 在 xo 的 一 个 邻 域 U 和 一 个 T — 0, 
使 得 对 所 有 的 £2 T, UNU, = HW 
AES хо 为 游荡 的 (wandering), 否则 称 为 非 游荡 
的 (non-wandering)、 非 游荡 性 的 概念 是 不 依赖 
于 正 负 向 的 ， 如 果 一 个 流 所 有 的 点 都 是 游荡 
的 , 那 末 称 此 流 为 完全 不 稳定 的 (completely uns- 
tablc)。 如 果 一 个 流 所 有 的 点 都 是 非 游荡 的 , 那 
末 称 此 流 为 区 域 循环 的 (regionally recurrent), 
设 M 是 不 变 集 , 如 果 把 (X, х) 限制 在 M 上 所 得 
到 的 流 是 区 域 循 环 的 , 那 末 称 (X, x) 关于 M 为 
区 域 循环 的 ， 如果 LC) = @, WAR LC) 
的 各 点 是 非 游 功 的 。 令 非 游 荡 点 的 全 体 所 组 成 
的 集合 为 Mu 于 是 м, AMR. 如 果 它 是 非 
空 的 , 那 末 是 一 不 变 集 。 为 了 使 Mi 是非 空 的 > 
MM 至 少 要 有 一 个 +La 或 一 La BË). М. Ø 
DE = 是 = 对 Mi X RAVER, FEM m) 
定义 了 M, 上 的 一 个 流 . 令 这 个 流 的 非 游荡 点 
的 全 体 所 组 成 的 集合 为 M;。 以 下 按 同样 做 法 ， 
可 得 一 个 闭 集 的 序列 : MDM: D M.D 
+... Q M。 为 它 的 极限 ， 对 M .继续 同样 的 做 
法 , 可 得 Mon 等 等 ， 如 果 存 在 一 个 7， 使 得 
M, = Мы = +++ 9, BAR M, офф 
3b (central motion) 的 集合 。 М, 的 流 是 区 域 特 
环 的 ， 其 逆 亦 真 ， 即 在 其 中 流 是 区 域 循环 的 不 
变 集 必 定 包 含 在 M, H. 设 X 是 具有 可 数 基 的 
度量 空间 ,如 果 M' ERU, BKE M, 存在 的 
最 小 的 7 至 多 是 一 个 第 二 类 的 序数 '。 

【度量 空间 情形 】 dE p(x, y) 25 z, у Й. 
FERS. WRH e > 0 存在 8 0, 使 得 当 p(x， 
хо) 二 8 时 对 所 有 的 +: 宇 0 有 plela, 0), (ао 
2) < е, ЭЖИК хо 为 正 向 Ляпунов 稳定 的 、 
或 简称 为 十 Lj 稳定 的 《plus Ljapunov stable), 
对 Сох) 的 每 一 个 点 ,如 果 存 在 与 无 关 的 
8, 使 得 是 +Li BEN, BAK 所 为 一 致 二 
Lj 稳定 的 (uniformly plus Ljapunov stable). 一 
致 +Li 稳 定 => +Li 稳定 一 > + 轨道 稳定 


(ө + Eug) 对 奇 点 说 来 ,一 致 +L 稳定 ， 
+Li 稳定 , 二 轨道 稳定 和 十 稳定 的 概念 是 等 价 
的 ,对 周期 的 点 (周期 轨道 ) 说 来 ,十 轨道 稳定 和 
十 稳定 的 概念 是 等 价 的 . 

对 e > 0, 如 果 存 在 T > 0, 使 得 对 所 有 的 
实数 г, C(xo) PAE а(х, L5 + TD йе % 
域内 , 那 末 称 ro 是 循环 的 《recurrent)。 循环 性 
不 依赖 于 正 负 的 方向 。 紧 的 极 小 集 的 所 有 的 点 
都 是 循环 的 ,反之 ,如 果 X 是 完备 空间 且 xo 是 循 
环 的 , 那 末 CG) 是 紧 的 极 小 集 (G. D. Birk- 
hoff). ZE H. Bohr BX FAVA PE 
点 是 循环 的 ， 其 逆 不 真 ,但 是 ,如 果 xo EAN 
而 且 关 于 Cleo) 的 诱导 拓扑 是 十 Li 稳定 的 , 那 
X хо АЈНА. А. Марков). Э, 
如是 一 致 +Li 稳定 的 ,而 且 十 La 稳定 的 , 那 末 
xo 330 AIA. 

如 果 存 在 X 的 收敛 点 列 x。 和 两 个 实数 序列 
fas Falta > r, > 0, r,too), 8 unes г.) ik 
90, 但 是 «(ха r.) 的 任 一 子 序列 都 没有 极限 ， 
那 末 称 流 在 无 穷 远 点 具有 难点 (B. B. Немыц- 
жий). 用 Xo=Y X К, xo 0), s) = (z, 
t+s) (z€ Y, t s€ R) 所 定义 的 流 (Xos жо) 
称 为 在 X。 上 的 平行 流 或 正常 流 (regular flow), 
ЖЕ СХ, =) 和 某 个 平行 流 是 同 构 的 , 那 
ЖЖК (X, x) 是 可 平行 化 的 《parallelizable)。 当 
X 是 度量 空间 时 ，, 因为 对 于 正常 点 am 的 充分 小 
ОФБУ V 存在 局 部 截面 (M，Ee6yroe, H. Whit- 
ncy)， 因 此 在 和 的 邻 域 中 流通 常 是 局 部 地 可 
平行 化 的 . 这 里 ,所 谓 对 于 M(C X) 89 8 8680 


local section) 定 义 为 有 限 柱 9 = |J = (M, 


-r<r<r 
г) 的 相对 闭 集 FE， 就 是 对 所 有 的 reo, RE 
在 一 个 to ER << 27, MEWE <(z, 
дє F。 如 果 流 是 由 (1) 所 定义 的 , 那 末 在 正常 
点 和 的 充分 小 的 邻 域内 ,在 хо BY ССхо) 的 法 平 
面 给 出 了 局 部 截面 。 这 是 Poincaré 的 “surface 
sans contact" ([6]), Birkhoff [f] "surface of sec- 
tion”([2]) 的 局 部 性 质 的 一 般 化 .如 果 X 是 局 部 
紧 的 可 分 的 * 度量 空间 , 那 末 使 (X, =) 是 可 平行 
化 的 充分 必要 条 件 是 : 流 是 完全 不 稳定 的 , 而 
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且 在 无 穷 远 处 没有 鞍点 (Немыцкий), 

【具有 不 变 测度 的 情形 】 设 相 空 间 X 是 测 
度 为 # 的 测度 空间 ， 如 果 对 XX 的 任 一 可 济 集 M 
及 所 有 实数 :，x(M ,+) 是 可 测 的 ,而 且 有 == 
(M, 人) 二 pM , 那 末 称 流 具 有 不 变 测度 (invariant 
measure) p, ZENER (1) 所 定义 的 情形 ,具有 
不 变 测度 的 充分 条 件 是 存在 一 个 非 负 的 积分 不 
变 式 '， 不 可 压缩 的 定常 流 具 有 一 个 不 变 测度 . 
下 面 我 们 假定 X 是 具有 不 变 的 Carathéodory 测 
度 ' 的 局 部 紧 的 度量 空间 . 

在 aX < oo 的 情形 , 下 面 的 循环 定理 
(recurrence theorem) 成 立 ， 在 测度 上 的 意义 下 ， 
几乎 所 有 的 点 都 是 两 向 Poisson 稳定 的 (Poin: 
carb), 如 果 M 是 使 xM = m > 0 的 可 测 集 , 那 
末 对 所 有 满足 0 < 1 一 1 的 1, 使 上 Mnz= 
(M, D) > Um W t 的 集合 在 尽 EMEY 
(A.A. Xman), dhs FERM E ergodic 
theorem) (一 遍历 理论 ) 成 立 ， 如 果 ф(х) 是 可 
ЗН ЯВЖ tim [^ «(e D) 4/7 = G) 
对 几乎 所 有 的 x 存在， 如 果 流 还 是 不 可 约 的 ， 
那 未 对 几乎 所 有 的 z, HC) 是 一 常数 《Birkhoff 
定理 )， 在 这 里 ,所 谓 流 是 不 可 约 的 (irreducible) 
(或 度量 可 迁 的 《metrically transitive) Af; 如 
果 M 是 使 AM > 0 的 可 测 不 变 集 , 那 未 有 aX 
一 M) 一 0。 如 果 Birkhoff 定理 的 前 半 部 分 的 


oe 
BERLE im | |” ee aT 


Фо) | du 一 0 对 所 有 的 实数 。 一 致 地 成 立 (E. 
Hopf)， 在 同样 的 假定 下 ,如 果 we Ly, BAX 
ETMEM, tim | (со DaT 


OG) ae 一 0 对 所 有 的 实数 。 一 至 地 成 立 《]. 
von Neumann). 

TE uX = оо 的 情形 ,这 些 定理 可 以 推广 如 
下 . 设 Xx 满足 第 二 可 数 公理 '， 如 果 对 所 有 的 
紧 集 PCX 有 pF < co, 那 末 所 有 的 z€ X 是 
-+P 稳定 的 或 二 偏离 的 . 此 外 ,几乎 所 有 的 +Р 
稳定 的 点 及 十 偏离 的 点 在 负 向 也 名 具有 同 料 的 
性 质 (Hopf 定理 )， 在 Нор! 定理 的 同样 假定 
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下 ， 如 果 g(x) 是 有 界 连续 ,可 积 的 正 函 数 ， 那 
末 对 几乎 所 有 的 +P 稳 定 的 点 r，, 存在 lim 


(foc. Da / Ween дуа) (Biekhoff) 
(一 遍历 理论 ). 

【平面 流 的 情形 】 设 X 是 让 的 开 子 空间 . 
WR Ltr) 是 只 由 正常 点 所 组 成 的 。 且 z JE 
十 La 稳定 的 , WBA L+(xo) 是 一 个 周期 轨道 ,而 
且 作 成 一 条 Jordan ЙЯ. 如 果 xo 还 是 +P 
稳定 的 , 即 хє [+ (хо), HEX CCo) = L* (хо). 
如 果 不 是 这 样 , 那 末 由 L*(xo) 所 分 成 的 两 部 分 
中 ,在 xo 所 属 的 部 分 ， 对 接近 L+t(zo) 的 x 有 
С) = L+(xo0)， 在 此 情形 , 称 L*(xo) 为 zo 的 
极限 周期 轨道 (或 极限 环 ) (limit cycle). ШЖ 
ЖЖ 十 La 稳定 的 又 不 是 偏离 的 , 那 末 流 在 
无 穷 远 处 有 鞍点 ， 当 流 只 有 有 限 个 奇 点 时 ， 如 
JR xo RE 十 La 稳定 的 , Н L*(xo) 具有 正常 点 和 
奇 点 ， 那 末 存 在 一 个 包含 wo 的 开 的 二 维 胞 腔 、 
使 得 L*(xo) 是 成 的 边界 ,而 它 是 由 奇 点 所 连结 
的 有 限 多 个 正常 轨道 所 组 成 的 〔 称 为 轨道 多 边 
W (path-polygon))， 这 时 ,对 充分 接近 Со) 
的 本 的 点 x 和 充分 接近 zo 的 点 x, 有 LG) 
L+(xo) (Poincaré-Bendixson 定理 )([4])， 一 般 
说 来 ，L*L*(xo) 是 一 个 奇 点 ， 或 是 一 个 空 集 
(〈 即 X 的 边界 或 无 穷 远 点 )， 或 是 非 奇 点 的 周期 
轨道 ， 为 了 使 得 有 最 后 的 情形 、 其 充分 必要 条 
件 是 ，L+(xo) 是 非 奇 点 的 周期 轨道 , 这 时 L+ 
(za) = ШУА (20). 反之 ,如 果 C(xo) 是 一 个 非 
奇 点 的 周期 轨道 ， 那 末 或 者 关于 它 的 内 侧 和 外 
00, Clo) 分 别 是 某 一 点 x 的 正 向 或 负 向 的 
极限 周期 轨道 ,或 者 是 在 任意 接近 C(xo) 的 邻 
域 中 有 无 穷 多 个 周期 轨道 .同时 ,在 CC) 的 
内 侧 和 外 侧 有 奇 点 或 X 的 边界 点 (或 RP HEN 
远 点 ) (Bendixson 定理 )([1],[4],[5]). 

【孤立 奇 点 的 分 类 】〗 设 хо 是 一 个 孤立 奇 
点 ,于 是 ,或 者 D 至少 有 一 个 点 1+ z 使 得 
L*(z) = (za) R LG) = (xo), RE ü) 在 
nEph, 围绕 xo 的 周期 轨道 有 无 限 多 
^v. 而 且 i) 和 ü) 是 互相 排斥 的 《Bendixson 
EM). 在 ü) 的 情形 , 称 ro 是 Bendixson 中 心 


点 (centre)， 这 情形 是 使 x 在 正 负 两 向 都 稳定 
的 充分 必要 条 件 . 

4 Nb (ro) = (z|C* G) C U, Lt(z) = 
(za), z = ro), MARU xç HFS NAN 
PR, ABA Nó) U (хо) 是 一 个 闭 集 .如 果 Nitzo) 
U {ro} 不 是 хо HGR ABA Моб) = DRM 
AH). М(х) 一 N5(x) 的 连结 成 分 被 称 为 正 
向 的 开 结 点 状 区 域 (open nodal region) 或 抛物 区 
域 (parabolic region)， 特 别 是 ， 如 果 Nš (zo) N 
М(х) = Ø, Ni(xo) ** Ø 和 Nalt) * Ø, 
ЖЖ NE(xo) 和 NEC) 的 连结 成 分 的 个 数 相 
等 因此， 这 时 如 果 NGG). No(s) 都 是 由 
有 限 个 轨道 所 组 成 的 ， 那 末 它 们 的 轨道 个 数 相 
等 ,而 且 称 xo 为 广义 鞍点 (generalized saddle 
point)。 特 别 是 , 当 轨 道 个 数 是 1 时 ， 称 为 退化 
鞍点 (degenerated saddle point)， 个 数 是 2 时， 
称 为 Poincare 鞍点 或 简称 为 鞍点 (saddle 
point), ЖЖ М Ско) ПМ (хо) 9 B, MAPLE 
交集 的 连结 成 分 为 闭 结 点 状 区 域 (closed nodal 
region BX IB DX tg (elliptic region), U 一 NÈ (xo) 
UNi(zxo) — {xo} HOMES RR ЮВА oe 
(saddle region) 或 双 曲 区 域 (hyperbolic region), 

在 流 由 (1) 所 给 出 的 情形 , 如果 加 hE C's 
而 且 fo fs fE xo KF r — xi, — RAK 
的 一 次 系数 的 矩阵 D (Jacobi 行列 式 ) 不 具有 特 
征 值 0, BAH хо 为 第 一 类 《法 première espèce). 
奇 点 ([6]). 如果 л, pe С, К RAA 
又 可 分 为 下 面 四 类 (一 非 线性 振动 )， i) 结 点 
(Ж node 法 noeud). 存在 和 的 一 个 邻 域 U, 
使 得 N5(xo) = U,No(xo) = Ø (或 土 相反 , 即 
Ni(x)- Ø, No(s) = U), HM :一 oo 时 
趋 近 4 的 轨道 的 切线 具有 极限 。 这 种 情形 , 奇 
点 的 指数 是 +1, 是 十 渐 近 稳定 的 ,一 不 稳定 的 
(REPR). i) BARGE saddle point， 法 col), 
对 于 充分 小 的 邻 域 U，N$(xo)，N5(x0) 各 由 二 
个 轨道 所 组 成 、 在 此 之 外 的 U — АС) ОМ 
(x) — {xo} 的 点 组 成 四 个 鞍 状 区 域 . 指数 是 
一 1， 在 正 负 向 都 是 不 稳定 的 。 证 ) MA (X 
focus, ik foyer), 情况 和 i) 一 样 ,但 是 ， 当 
100 时 趋 近 хо 的 轨道 的 切线 没有 极限 , S 


道 是 围绕 x 的 螺旋 线 . 指数 及 稳定 性 和 i) 一 
FE. iv) Poincaré pù A (centre). FENT mo 的 轨 
道 都 是 围绕 xo 的 周期 轨道 。 指数 是 +1, Ef 
两 向 都 是 稳定 的 。 这 是 Bendixson 中 心 点 的 特 
殊 情 形 , 不 是 Poincaré 中 心 点 的 Bendixson 中 心 
点 称 作 焦 心 点 (focuscentre). 令 忆 的 特征 值 为 
à às WERU MRAZ, 那 末 当 34 一 0 
时 就 得 iD, 491450 时 就 得 i); ШЖ Rr 
FUR 1, HS WA ii) MR % 2, = % 2, = 0, 
那 末 得 ii) 或 iv). MRA. hé С, 那 末 亦 已 
知 有 几 个 判定 条 件 ( 一 非 线性 振动 )， 如 果 流 具 
有 正 的 积分 不 变 式 ， 那 末 孤 立 奇 点 是 Poincaré 
中 心 点 或 广义 带 点 ([111). 

【微分 流 形 的 情形 】 在 微分 流 形 * Эл 上 的 
可 微 向 量 场 是 和 根据 在 各 点 邻 域 使 用 局 部 坐标 
所 给 出 的 方程 组 (1) 是 等 价 的 ,因此 在 馆 上 定义 
了 一 个 流 . 特别 是 ,如 果 吧 是 紧 的 , 那 末 所 有 不 
能 开拓 的 大 范围 解 都 是 在 尽 上 定义 的 ， 在 此 情 
形 ,如 果 奇 点 个 数 是 有 限 的 ， 那 末 奇 点 的 指数 ? 
(5 FAS T9 Euler WHER (161,171). 因此 ， 
一 个 二 维 紧 微分 流 形 ， 如 果 在 它 上 面具 有 没有 
奇 点 的 流 , 那 末 它 必定 是 一 个 环 面 '。 对 在 环 面 
上 没有 奇 点 的 流 , 如 果 fr fe СЇ, ЖАЯ 
少 存在 一 个 周期 轨道 ， 或 者 所 有 的 轨道 闭 包 都 
和 环 面相 重合 。 这 时 称 流 是 遍历 的 〈ergodic). 
环 面 全 体 是 一 极 小 集 (Poincaré-A. Denjoy-C. L. 
Sicgel)， 同 样 情形 ,如 果 л, e C'， 且 流 具 有 
不 变 测度 , BAY fo h hY Fourier 展开 的 常数 
项 的 比 是 有 理 数 时 ,所 有 轨道 都 是 周期 轨道 , 当 
这 个 比 是 无 理 数 时 , 流 是 遍历 的 ([81])， 在 ” 维 
环 面 的 情形 ,对 于 + Lj 稳定 的 流 , 也 有 同样 的 
结果 ([9]). 

[5] 没有 特别 写 在 这 里 的 文献 ,在 [4] ，[5] 中 有 概要 地 
叙述 。 在 [5] 中 有 直到 五 十 年 代 的 洋 细 的 《特别 以 苏联 为 中 心 
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常 微分 方程 的 渐 近 性 质 [HK asymptotic proper- 
ties of ordinary differential equations 法 proprié- 
tés asymptotiques d'équations différentielles ordin- 
aires Ж asymptotische Naturen der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 44 асимптотические CBO- 
йства обыкновенных дифференциальных урав- 
нений BRUT RO ME H kE FL) UR 
性 方程 】 考虑 线性 微分 方程 

(1) dx/dt = A(e)x, 

x= (ctn) En HMMM, AG) E e 
Е. MRA) 在 开 区 间 工 中 是 连续 的 ， 
ABA (1) 的 任 一 解 在 工 中 也 是 连续 的 ， 自 然 提 
出 问题 : 当 + 接近 了 的 端点 时 , 解 的 性 状 如 何 ， 
亦 即 解 的 渐 近 性 质 的 问题 ， 当 需要 时 可 以 对 自 
变量 : 进行 适当 的 变换 ， 因 此 我 们 总 可 以 假定 
所 考虑 的 区 间 为 0 <, < оо. 在 系数 是 : 的 解 
PRA, Н. Poincaré (1880) 首先 研究 
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解 的 断 近 展开 ， ZF» J. Hom, J. C. C. A. 
Kneser 等 继续 研究 ,由 于 W. J. Trjitzinsky, J. 
Malmquist， 福 原 潇 洲 谁 的 研究 而 得 到 了 发 展 
《一 线性 常 微 分 方程 的 奇 点 )， 另 一 方面 ,0O. 
Perron (1928) 在 降低 对 系数 的 光滑 性 的 假定 
方面 开辟 了 一 个 新 的 研究 方向 。 这 个 研究 由 
F，Lettenmeyer，R，A，Spath， 福 原 等 加 以 精确 
化 . 这 两 个 方向 ， 开 始 进行 时 所 用 的 方法 是 互 
不 相同 的 ， 但 是 福原 用 同样 的 方法 对 它们 进行 
了 研究 ,把 两 方面 的 研究 密切 地 结合 在 一 起 ,成 
功 地 使 结果 精确 化 了 ， 在 这 里 ， 我 们 主要 氢 述 
关于 后 一 方面 的 研究 . 

我 们 考虑 当 + 一 co 时 解 x(z) 的 渐 近 性 
Mi: i) limsupz"'log |x(z) | 的 有 限 性 ,i) 解 的 有 
界 性 :limsup|x(s)| < co, iii) 解 的 收敛 性 : 


im xC) 存在 ,iv) 可 积 性 ;| Lx Irae 


< о 等 。 由 A. M. Ляпунов 首先 引进 
的 X (x) = lim sup log |x (e)l, BANE 
x(¢) 的 示 性 数 (Lijapunov'"s characteristic number, 
type number)， 如 果 AC) 是 有 界 的 ， 那 末 对 记 
有 的 xG), Ж X(x()) < о. 互相 不 同 的 示 
性 数 的 个 数 不 超 过 = 个 .所 有 的 解 是 有 界 的 ， 


与 解 x 0 的 稳定 性 是 等 价 的 .使 人 lz (DP 


dt < oo 的 线性 无 关 的 解 的 个 数 ,在 特征 值 问 
题 中 起 着 重要 的 作用 , 

【接近 常 系数 的 情形 】 首先 考虑 当 : — co 
时 ACs) 趋 于 常数 矩阵 4 的 情形 ， 设 4 的 特征 
AA dis М» rts Ans "ERIS CAS n < 
te 和 上， 于 是 ,对 (1) 的 基本 解 组 xs. 
xG) 和 0,750 有 
log [еа + +++ euo G)] = pt + o(1). 
福原 给 出 了 。(1) 的 精确 估计 .为 了 简单 起 见 ， 
BE ho ++, 是 互 不 相同 的 ， 我 们 叙述 它 的 
概要 ， 适 当选 择 常数 矩阵 P, 由 x = Py 把 (1) 
变 为 : 
dyj/dt = Ly; + E bi ys. 
再 由 у, = e z, 把 它 化 为 


dz; dt = X) сае risa 


SEK miom BE FEAR. 定义 初 值 гїп 
F: 对 一 0, 对 z< ру О 5 27 = ERM 对 
a> шій i. 设 * 是 有 限 值 ,4 满足 <b < 
о, Ф 

©, ш> и, 

t=ļh, щн 

т, ш <. 
FZ шя т, h, с 及 函数 o, (O), 
那 末 满足 

0) = z$; la) — 29] < сое, 
r<: < 
的 解 唯一 存在 。 如 果 假定 ca (e) > 0G > 0), 
适当 选取 函数 wj(?), 于 是 就 可 从 最 后 的 不 等 式 
导出 上 式 中 о(1) 的 估计 . 这 个 方法 可 用 于 对 
非 齐 次 方程 
dx/di = A()x + b). 
T. Peyovitch 还 求 得 当 : — co 时 x(z) 一 0 的 解 
存在 的 充分 条 件 . 
其 次 ,考虑 方程 
dx/dt = (A + BU) + CU))x, 


A ERBER, BO — об — eo), | ICONA 


< о. 4 д, cts 4„ BAW GEM, а)» 
ne, AG) 是 4 + BG) 的 特征 值 , B. a0) > 
ц оо), FÆ, D Hares, BER 
RAY, BO) 在 任意 的 有 界 区 间 中 是 绝对 连续 
es вола < =, ao = E aio 
一 (有 ))dz， 如 果 Маб) 满足 下 列 条 件 之 一 : 
Milt) — оо (3$ z— co) ifi MaG) — Маб) 
> —K (t n < t), R Mal) 一 一 c (对 :一 
оо) 而 Ma (5) — Ma G) < K Gia < n), 
R |M aC) 一 MaG0I < КОК 是 正 的 常数 )， 
那 末 方 程 具有 下 面 那 样 的 解 的 基本 组 : 
xG = eo (|а) (е, + a» 
i= 1, 9. 

其 中 e, 是 4 的 对 应 于 u HEAR. ii) ER 
00) < 009,2 а), BRI 一 0 时 , 4; 是 单 
H, ШЖ BG) 在 0 < : < co 中 是 有 界 变 差 函 
数 ， 那 末 所 有 的 解 是 有 界 的 ，i) 的 定理 是 N. 


Levinson 证 明 的 , 问 的 定理 是 L. Cesari 对 
Dini- 往 原 定理 的 推广 . 

[稳定 性 】 利用 Lettenmeyer, Späth, Peyo` 
vich 等 的 结果 , 给 出 使 (1) 的 解 x — 0 是 稳定 
的 充分 条 件 . 设 А (б) = (an CO) Ene < 
+ co 中 是 连续 的 可 测 函 数 ，lim AC) = 4 存 
在 ,和 矩阵 4 = (au) 的 所 有 特征 值 的 实 部 是 负 
的 或 为 0, 其 中 实 部 为 0 的 是 单 根 , 如 果 对 充分 
大 的 ,有 


а) feto ald oco 


ЮЖ x 一 0 是 稳定 的 。 这 个 定理 的 研究 ,是 从 
P. Faou 死 后 发 表 的 关于 z” + f0) = 0 的 
论文 (1929) 开 始 的 ，Fatou WAT HEF O 
条 件 。 这 个 错误 被 R. Caccioppoli, Perron, A. 
Wintner 所 指出 ,并 由 Caccioppoli 证 明了 正确 的 


提 法 : 如 果 KO) -<> oi. io — eld 


< + co, BA x) = 0 是 稳定 的 ， 福 原 - 南 去 
道夫 证 明了 ,实际 上 1G) 一 e 的 存在 不 是 本 质 
的 ,福原 进一步 把 它 推广 到 了 方程 组 的 情形 
(151). 

ц rom +00 时 AG) — A, 如果 存 在 连 
续 的 可 测 函 数 А, (о), 使 得 对 充分 大 的 6， 有 


feno — Aa Olde oco» 
alt) 一 An) = о(1), 
lele = оо), ао = e(D, 


i B EBE 4 = (an) 的 特征 值 是 互 不 相同 的 ， 
不 为 0， 且 有 负 或 0 的 实 部 ， 那 末 x 一 0 是 稳 
定 的 ， 这 一 类 型 的 定理 有 很 多 人 进行 过 研究 ， 
Cesari 把 上 面 这 个 特殊 的 结果 称 为 ”Dini- 福 原 
定理 ([2]). 

【振动 的 情形 】 如 果 AG) 是 具有 周期 。 
的 和 矩阵， 适当 选取 具 有 周期 o 的 矩阵 PG) 
(det P(t) #0), ЖУ 
G) x = Ax, 
通过 变换 x 一 P(z)y, 可 以 变 为 常 系数 的 方程 . 
因此 ,如果 把 AGO 写成 AG) — Al) + BE) 
+ CQ), 就 可 以 利用 上 面 的 结果 . 例如 , 当 


窜 再 分 方程 的 渐 近 性 质 935 
BG) = o reci < oo 时 , 如 果 (3) 的 所 


有 解 都 是 有 界 的 , 那 末 (1) 的 解 也 是 有 界 的 . 
如 果 AG) 不 是 周期 矩阵 ， 设 AG) 一 


ао + со), (сда < о, SERICO 


的 所 有 解 者 是 有 界 的 (1) 的 所 有 解 不 一 定 都 是 
有 界 的 ， 但 是 。 如 果 加 上 这 样 的 条 件 ， A| ү 


Ads) dt > mG < + eo), BAM G) 的 解 的 有 
界 性 就 可 推出 (1) 的 解 的 有 界 性 . 

上 面 的 结果 也 适用 于 单个 的 高 阶 线性 方 
程 ,而 且 可 以 更 加 精确 化 .特别 是 ,对 二 阶 方程 
(4) PAY + qr = 0 
得 到 了 非常 详细 的 结果 。 例如， 对 Mathieu Jy 
程 * 的 结果 等 就 是 . 

当 (4) 的 所 有 解 在 10,0) 中 具有 无 穷 个 零 
点 时 , (4) 被 称 为 是 振动 的 《oscillatory)。 如 果 
(4) 是 振动 的 , iC) > pe) > 0, ale) > 400)» 
BBA (pG) z”) + x — 0 也 是 振动 的 ， 如 
Ж pG) = 1, ge) > (1 + e)/4P (6 > 0), W 
Ж (4) 是 振动 的 但 是 z” + x/An 一 0 不 是 振 
动 的 . 

【福原 的 边 值 问题 】 考虑 一 阶 线性 方程 组 
G) 4% У сечу + Dems 

am 

j=l, 255-515 
Bs ш ERW, cule), cile) 在 0 <: < co 中 是 
连续 而 且 可 测 的 函数 ,满足 
Уе < та), lei] Ser Ge", 
rC) = о(1). 
这 里 >(9) 在 0 < < + оо 中 是 连续 而 且 可 测 
的 函数 ， 对 pj > ий], # = 05 对 pj BJ 
УНЖИЖ. ЖХ 
+o, py > и, 
= h, ша 
h, uy u, h< M < +оо, 
HOUR ERM с (> 1), 充 分 大 * 那 末 (5) 有 
唯一 的 解 满足 ， 
(6) yG) = y sm at 


936 常 微分 方程 的 渐 近 性 质 
о < бане [rd + 00). 


R | (Ой = +e, BK < +00, 一 般 


地 ,在 (6) 的 第 一 个 条 件 下 , 求 常 微分 方程 的 解 
的 问题 称 为 福原 的 边 值 问 题 (Hukuhara's boun- 
dary value problem) (福原 [1]; 这 个 定理 也 可 以 
推广 到 非 线性 情形 )， 而 且 , 在 ci(z) = 0 的 情 
形 , 设 满足 条 件 (6) 的 (5) 的 解 表 为 y, = p) 
如 果 令 
+°, p> р, 
y= r, шеи 
r, шеит т < +e, 
М (т, т) = ma ler) lei "ior; r), 


aot) 一 max (oC), 
那 末 下 面 三 个 不 等 式 成 立 : 


@ loc) — у(х! 
<+ naues 
— 09 
P=, 2, +6, 2, r<¿:< + 00, 
( b)< Tug eG! M G^; 


Bj < 
(9) lee’) — el 


< 1405 eon)" M (Y, т); 


1—a() 
j71052,:,m 
Т, e 
er 
900) = M PIS 


A ole) > 0 AREA A AWA EIR 函数 
《福原 [1]). 

【 非 线性 方程 】 考虑 非 线性 微分 方程 
(10) x = FG, x). 
这 里 变数 都 是 实数 , F(z, x) (E120, |х| А 
中 假定 是 连续 的 ， 把 它 写成 

F(t, х) = Ax + Қа, x), 

A 是 具有 实 部 为 负 的 特征 值 的 实 和 矩阵，f 满足 

IFC, х) <kl x], 72 9,1xl < A, 
且 对 任意 的 es > 0 存在 8, T > 0 使 得 

160. x)| <elxl, £2 T,|x| <a, 
于 是 存在 一 个 常数 上 > 0, 使 得 对 (10) 的 任意 


ExOR 
lim sup log 102) < — a. 

如 果 对 f 的 条 件 换 成 下 面 的 条 件 ， 那 末 对 E 
意 解 x(O 就 可 以 有 хб) 一 0 G — оо), 条 
件 是 这 样 的 : 存在 常数 “> 0,6, К, EE 
FG, x) | < &1xl А (> 0, Ix] <a), 
而 且 对 任意 的 e > 0, 存在 常数 5,7 > 0, 使 得 
|fG,x)| < elx + jætte > АНЕ) 
成 立 . 

在 (10) 中 , 设 F(1,x) 是 关于 + 具有 周期 0、 
KF х, 有 连续 偏 微 高 的 函数 ， 又 设 (10) 具有 
周期 w 的 周期 解 p(r)， 于 是 ,如 果 关于 р) 的 
(10) 的 变 分 方程 у = F.C, PO) (F, = 
《8F;/8x4)》 的 特征 指数 ' 的 实 部 全 是 负 的 , 那 
XpO 是 浙 近 稳定 的 *， 如 果 一 个 自治 方程 
x = F(x) 具有 周期 解 pU), 而 且 对 应 的 变 分 
方程 y = F.(p(0)y 的 一 工人 个 特征 指数 的 
实 部 都 是 负 的 , 那 末 存在 一 个 正 数 。， 使 得 对 满 
BB |х(а) — p(t)! < © CHIE n: n) 的 任 一 
We x(t), fii |x) — pG + c)| 一 0 (1700) 
成 立 的 < FE. 

在 方程 

x = Ax + f(x) 

中 ， 设 实 常数 矩阵 4 RH 个 实 部 为 负 的 特征 
值 和 ”一 个 实 部 为 正 的 特征 值 ,F 是 实 的 、 
# > 0, |x| < A REER, H /(,0)=0, 
又 设 对 任意 的 8 > 0 有 8, T > 0, 使 得 IAG, 

— f(x) < #|# —x| HAST, ||, 11 
<o RW. 于 是 , 在 空间 x 中 存在 一 个 包含 原 
ЖЮК ФЕ 5, 具有 下 列 性 质 : 对 充分 大 的 
tos 如果 (to) XE S 上 , 那 末 当 一 "oo Bf , W x(z) 
Ато. ШЖ (о) RES Е, ЖЖ хб) 
如 何 接近 原点 。x(+) 也 不 会 停留 在 原点 附近 . 
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tions différentielles linéaires domaine réel, J. Fac. Sci. 


Hokkaido Imp. Univ., 1, 2 (1936), 13—38. 


线性 常 微分 方程 


equation 


[ЗЕ linear ordinary differential 
ik équation différentielle linéaire ordi- 
naire Ж lineare gewohnliche Differentialgleichung 
ЖА линейное обыкновенное дифференциальное 
уравнение Н 077850] ik a(x), 
sty pale), q(x) 是 实 变量 (或 复 变量 ) x 的 已 
知 函 数 ， 对 于 未 知 函 数 y 和 它 的 直到 z 阶 的 导 
Boy sons y 的 常 微分 方程 
@) y"  pG)y "7? e pu Gy = 4G 
称 为 * 阶 线性 常 微分 方程 .特别 是 , 当 9(*) = 
0 时, 线性 常 微分 方程 
A) y? + p(s)y%" eo p.G)y= 0 
就 称 为 齐 次 的 (homogeneous) , 而 当 q (xz) #0 时 
《1) 就 称 为 非 齐 次 的 Gnhomogeneous), (1) 898€ 
的 奇 点 ?除了 系数 pr(x), 4(*) 的 间断 点 (或 奇 
A) 以 外 不 会 再 存在 (一 线性 常 微分 方程 的 奇 
点 )， 也 就 是 说 ,下 面 的 解 的 存在 唯一 性 定理 
(unique existence theorem) ARIZ: 

设 系数 p. GO 4G) 在 实数 域 D 中 是 连续 
的 ， 则 对 于 实数 域 D 内 任意 一 点 x 及 一 组 ” 
个 任意 数 n. rs n7, 存在 一 个 而 且 只 存 
在 一 个 (1) 的 解 y(*), 满足 初始 条 件 : 
Q) yao) =n yC) = 0» 

y" (x) = a), 

Нуб) Y (z), ` > Y G2 在 D 中 都 是 连续 
的 .如 果 忆 为 复数 域 ( 不 包含 无 穷 远 点 ), 且 复 函 
数 p), qa) 在 DD 内 全 纯 ', WA (1) 的 满足 
《2) 的 在 刀 中 是 全 纯 的 复 函数 解 y(z) 存在 而 且 
唯一 . 
【基本 解 组 】 齐 次 线性 常 微分 方程 的 解 
构成 一 个 《实数 域 或 复数 域 上 的 ) 线性 空间 ， 
即 由 任意 常数 C, Ян (17) AIRE yis yn tty 所 


组 成 的 线性 组 合 y) = > Ciy) DAA) 
m 


之 解 。 这 称 为 驮 加 原理 (principle of superposi- 
on). (1) 的 = + 工 个 以 上 的 解 是 线性 相关 
M. DË m > n + 1, 可 以 适当 地 选取 不 全 为 


ош» ЕК Ci Cos Cas HBS Cir CO 
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=0, (D) 有 = 个 线性 无 关 的 解 ， 例如， 由 初 
始 条 件 : 

yao) =1, y) —0, 77 5 yf (x9) —0, 

> уко) = 1,7 


G) 169-9 

y) —0, y, Gg) 
FEXR n ARR yis yoo Va 是 线性 无 关 的 . 
这 样 的 (! 7 的 = 个 线性 无 关 的 解 的 组 称 为 (1) 
的 基本 解 组 (fundamental system of solutions), 
(1) 的 任意 解 y 可 以 用 基本 解 组 yis t ya K 
表达 : ， 

x9 = 2, 6»0. 

【Liouville AR) 使 (1) 的 # 个 解 yo y>. 
+++, ya 是 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 ，Wron- 
ski 行列 式 ! Wo yo t y) EDA # 0. 
QU) 的 系数 pu GO) 可 以 用 任意 的 基本 解 组 yy 
у» c y ВИТЕ. WREN H 
«) (HD Wai), iG 3.002: 

[IC ONTOMEE OD 
BUR CAI y "7 PRO BCE D HE ST pu GO 
特别 是 , 求 p(x), 可 以 得 到 Liouville 公式 
G) WGG) 002 
= (уб), oen (f одаг). 


(Lagrange 常数 变易 法 】 非 齐 次 方程 1》 
的 两 个 解 的 差 是 齐 次 方程 (1) 的 解 ， 因 此 ，(1) 
的 通 解 ' 可 以 表达 为 (1) 的 一 个 特 解 * 和 (1 ) 的 
通 解 之 和 .由 于 (1) 的 一 个 特 解 可 以 从 (1') 的 
任意 基本 解 组 yo эу co у, 用 下 面 的 方法 求 
得 ， 因 此 ， 如 果 求 得 (1 ) 的 基本 解 组 , WAC) 


也 就 可 解 了 .在 у= У) 6» CO m, 我们 把 
= 


Cy Cay …，C。 考 起 作 不 是 常数 而 是 z 的 函 ， 
数 ,如 果 它 们 是 由 满足 
p(x) C(x) + у (9) Cx) +++ 

+ у, GC) = 0, 
HECE) + уа) CV) + 55 

+ yala) CC) = 0, 


e 
po arme + = 
+ PGC) = 4) 


эз 线性 常 微分 方程 


所 决定 的 , 那 末 уб 一 У) 6G) y,G) 就 是 


《1) 的 解 。 从 (6) 得 
ac, 

i лкт 
其 中 W(x) 是 对 应 于 行列 式 W iG), y. 
《x)) 中 yr7G) 的 余子 式 ， 这 就 称 为 Lag- 
range 常数 变易 法 (Lagrange”s method of variation 
‘of constants). 

【 常 系数 线性 常 微分 方程 】 ha, 是 常数 ， 
对 # 阶 线性 常 微分 方程 
(8) y? $ ay n7 “ra any" +ay=0, 
如 果 常 数 r 是 代数 方程 
《9) Ки) а 66 Ба, уе а, =0 
的 根 , 那 末 y = expre 即 为 它 的 解 ， 我 们 称 (9) 
26 (8) 的 特征 方程 (characteristic equation), i 
《9) 的 不 同 的 根 为 roro res rms H n 
重 根 , 于 是 
eu ш 

etm, xem", 

为 (8) 的 基本 解 组 . 

【d'Alember 降 阶 法 】 it yC) 是 齐 次 方 
程 (1 ) 的 不 恒 等 于 0 的 解 , 如 果 将 y = уш 代入 
(U), BREI z 就 满足 ” 一 工 阶 的 线性 常 微 
分 方程 ， 这 就 称 为 d'Alembert 降 阶 法 (d'Alc- 
‘mbert’s method of reduction of order)。 因 为 一 
界线 性 常 微 分 方程 可 以 用 积分 来 求解 (二 公式 
14 了 )， 所 以 齐 次 二 阶 线性 常 微分 方程 只 要 求 出 
一 个 不 便 等 于 0 的 解 ,就 完全 可 解 了 . 

上 面 讲 的 是 (1) 的 解 在 一 个 域 中 是 连续 或 
全 纯 的 一 般 理论 . 为 了 掌握 解 的 全 貌 ， 还 必须 
研究 在 奇 点 (系数 的 间断 点 或 非 正 则 点 ) 附 近 的 
解 的 性 质 (一 线性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 , 线 
性 常 微分 方程 的 奇 点 )。 此 外 , 除 上 述 的 初 值 问 
题 外 , 边 值 问题 ,特别 是 和 数学 物理 有 关系 的 二 
阶 情形 ,也 是 重要 的 (例如 [4])， 关 于 这 些 一 常 
微分 方程 的 边 值 问 题 ,特征 值 问题 . 

【一 阶 线性 常 微分 方程 组 】. 设 46) 为 已 
知 函 数 ,关于 PARR yos yo ttt» y. 的 一 
阶 线性 常 微分 方程 组 (system of linear ordinary 


te 


"m 


differential equations}; 
dy/dx = fule)y + +++ 

+ fels)y, + iG. 
dy,/dx = Һб)у + ++ 

+ b.G)y, + gG), 


dy,/dx = „бду + 7 
+ Соу + gna) 
如 果 考察 y = у, у = y> coo YO = y, BB 
末 显 见 它 是 把 (1) 作为 特别 情形 包含 在 内 的 . 
E g, GO) 都 恒 等 于 0 的 情形 , 即 
ау ёх == Һу + + f GO yes 
ду Шх = fale) ys + tti de Gy 
称 为 是 齐 次 的 ,而 (11) 则 称 为 是 非 齐 次 的 ， 使 
(11) 的 解 Qo yo 8+ Ya) 的 函数 中 至 少 一 个 
成 为 间断 〈 奇 异 ) 的 点 ， 必 定 是 系数 fi) 或 
GO 的 间断 点 ( 奇 点 )， 设 在 实数 域 D 中 (x) 
及 g(x) 是 连续 的 ， 这 时 ,下 面 的 解 的 存在 唯 
一 性 定理 成 立 : 
对 于 DD 内 任意 一 点 m， 如 果 给 定 了 任意 的 
初始 条 件 
Xi) = bo узб) 一 bos tt Yate) = bar 
那 末 相 应 地 ， 在 D 内 可 以 确定 一 个 也 只 能 确定 
一 个 连续 的 解 OGE) 7». E СКЕ 
含 无 穷 远 点 的 ) 复 数 域 D 中 ,如 果 加 ， e 是 全 纯 
的 , 那 末 解 y,(x) 在 D 中 也 是 全 纯 的 . 
(EA) (11) RO m AME Qnis yao 
ees y) G= 1,2, +++, т), Ж mS n+ 1, 
那 末 它 们 是 线性 相关 的 . 也 就 是 说 ， 可 以 适当 
选取 mn 个 不 全 为 0 的 常数 Crs C2,"…，Cm， 使 


得 在 D 内 有 Ў) CG) 一 DO 二 12， 


2). fhifi, (11) 具有 = 个 线性 无 关 的 解 《yu， 
yus sys G= 1,2,-.., n). 例如 ,可 以 选 
取 这 样 的 初始 条 件 : 

Lit 


md = 2a = { 0, ik. 


这 样 的 = 个 线性 无 关 解 (yu， Yas» Yai) 
G= 1,2,-:, n) 就 称 为 (11) 的 基本 解 组 . 


ap 


ODER Qr oes y), FARA NAR OL 
MEHR ACD = Ў) Cou la2. ees 


n). 

Brio AE Qui ns Ot 
Yos) 是 线性 无 关 的 , 它 是 和 这 样 的 事实 等 价 的 : 
即 , 由 此 作 行 列 式 

уп(®) yula) +++ у(х)! 


Ate = уп(®) Yala) -+ ganl) , 


ICE) yu) y, 
它 在 D 内 0. HAF Liouville 公式 (5) 的 是 


AC) = AG) exp (> fit Qa). 


【常数 变易 法 】 非 齐 次 方程 (11) 的 通 解 
(Yo Y> 777 Y.) ЖН (11) WAR (yo yo 
ts y.) 和 (11) 的 一 个 特 解 (Yio У Yu) 
加 起 来 而 给 出 的 : 

Oi Yw уз + Ys ° ys + Yu). 

为 了 求 这 个 特 解 (Yo Yo …… Ум), (ПӘ 

的 任意 的 基本 解 组 

У = Фія), уз = Palë) ts Ya = e, 
k-12,,2, 


жанаа 
UD и Ў табды im nsn 
& 


中 的 常数 “考虑 作 z 的 函数 ,如 果 根据 (12) 把 
(1D 变 换 成 关于 的 微分 方程 , 则 得 


аз) Уа (0 = =G), 
e 


i-13,2,« n. 
因为 px (к) 是 基本 解 组 ,所 以 用 它们 作 的 行列 
式 不 会 是 0， 因此， 从 (13) 可 以 解 出 s Qn) 
m) = Gil), k= 1,2,-... n, 

积分 之 ,就 求 得 « G). ТЖ, (O1) 的 特 解 , B 
见 就 是 用 这 个 a, (z) 按 (12) 的 形式 给 出 的 .这 
个 方法 也 称 为 常数 变易 法 . 

【 常 系数 线性 常 微分 方程 组 】 MRC) 
的 系数 了 都 是 常数 , 那 末 通 解 具 有 下 列 形 式 : 


线性 常 微分 方程 939 


у= У) Pa Ge, j= 1,2, tn 
а 


在 这 里 , А, dae +++ А„ 是 特征 方程 (characteristic 


equation) 


WK Р(х), 包含 有 e, 个 任意 常数 , 顶 多 是 ey 
一 1 次 多 项 式 . 

ШЖ O17) 的 系数 fa C). 都 是 关于 = 具有 
同一 周期 o 的 周期 函数 ， 那 末 存 在 一 个 线性 变 
ES 

y, = X яах) зь, qir 都 是 周期 0 的 周期 函数 
能 把 方程 组 变换 成 
dij/dx = У) силь, Cin 都 是 常数 , 
因此 ,如 果 能 够 找到 这 个 线性 变换 , 那 末 方程 就 
可 以 解 出 了 . 
【伴随 微分 方程 】 对 线性 微分 方程 
F(y) = poy + pry? +++ pay = 05 
关于 了 5F(y)dx 应 用 分 部 积分 ,就 可 以 得 到 
(14) ғЕ(у) — УСС) = 4[R(y, z)]/4z, 


воз = SS rye, n). 


E es 
GG) = (7 0C 

— (фи) + ++ + CTI). 
我 们 称 GG — 0 为 FO) = 0 的 伴随 微分 方 
38 (adjoint differential equation), F(y) = 0 的 
伴随 微分 方程 的 伴随 微分 方程 就 是 F(y) = 0. 
inf > Ж FG) 一 0 的 一 个 解 ， 那 末 伴随 微分 
方程 的 解 = 就 满足 ” 一 1 阶 微分 方程 RU, =) 
一 常数. 在 CO) 一 FO) 的 情形 ,就 称 FO) 
一 0 为 自 伴 微分 方程 (sclf-adjoint differential 
equation), 在 二 阶 实 系数 的 情形 , 它 的 一 般 形式 
是 
(15) Еу) = d(pdy/dx)/dx + ду = 0. 
在 方程 组 的 情形 ,(11 7 的 伴随 微分 方程 组 
定义 为 


940 线性 常 微分 方程 的 奇 点 

(16) daj/dx = 一 和 —him 一 … 
j=1,2,---, n. 

(16) 的 伴随 微分 方程 组 就 是 CU), Ru Gs 

PE Sy Grtn eni FE 

(16) 的 解 , 那 未 有 У) уг, ЖЖ. QUID RU) 


一 数 的 情形 ， 即 当 J.G) = 一 fw(x) 的 情形 ， 

《11 ) 称 为 自 伴 微分 方程 组 (一 伴随 微分 方程 )。 
【Laplace 变换 】 在 (1 ) 的 系数 pl) G = 

1,2, +++, л) 是 有 理 函 数 的 情形 , TURFA 

形式 的 解 

a7) x9 = Poena. 


也 就 是 说 ， 如 果 选 取 适 当 的 (e), 则 eG) 的 
Laplace 变换 '(17) 就 成 为 (1) 的 解 ， 同 样 可 以 
用 v) 的 Euler 变换 的 形式 ; 


мв) ye) = «00-7274 


来 求 (1) 的 解 。 这 些 变换 都 可 以 用 来 作 特殊 函 
BORD BA. 

【线性 常 微分 方程 和 特殊 函数 】 很 多 超越 
函数 ,例如 超 几 何 函 数 '，Bessel PAK". Legendre 
函数 ! 等 等 ,还 有 Hermite 多 项 式 ，Laguerre 多 
项 式 ，Jacobi 多 项 式 等 等 都 可 以 用 二 阶 线性 党 
微分 方程 来 定义 (一 特殊 函数 ). 

(8) [1] BAKED, BATH RAR, S 
1930; [2] 福原 满洲 堆 , 常 微 分 方程 式 , 岩 波 全 书 ，1951; 
[3] 吉 江 琶 见 ， 初 等 常 微 分 方程 式 , BMG, 1937 ; [4] 
HERE, MODERA, BRAM, 1951; [5] А 
ME TERUDOG EO MET MEDR, HR. 1941: [6] 
小 松 勇 作 ， 常 微分 方程 式 疹 ,让 川 书店 ，1965; [7] L. 
Bieberbach, Theorie der gewöhnlichen Differentialgleic- 
hungen, Springer, 1953, 第 二 版 1965; [8] E. Picard, 
Traité d'analyse (H, Gauthier-Villars, 1908: [9] G. San- 
sone, Equazioni differenziali nel campo reale 1, П, 2апі. 
chelli; Bologna, 1948—1949. [10] К.О. Friedrichs, Lec- 
tures on advanced ordinary differential equations, Gordon 
and Breach, 1965, [11] E. Hille, Lectures on ordinary 
differential equations, Addison-Wesley, 1968, 
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线性 常 微 分 方程 的 奇 点 1% singular points of 
linear ordinary differential equations 
singuliers des équations différentielles linéaires or- 
dinaires Á Singularititen der lineare gewöhnliche 
Differentialgleichungen — 4& особые точки линей- 


ik points 


ных обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний 日 REBRDHRAORRAl 考虑 
线性 常 微 分 方程 组 

а) dy/dx = А(хуу, 

自 变 量 * 取 自 复 数 域 D (BR Riemann [Ш'), 
y = OE), trs yaa) 是 = 维 复 的 列 向 量 、 
AGO 是 以 x 的 复 解析 函数 为 元 素 的 = 阶 方 阵 . 
AQ) 的 奇 点 x = a 称 为 (1) 的 奇 点 《singular 


point), 3: 一 一 为 自 变量 时 , 如果 £ = o 


x 


是 变换 后 方程 的 奇 点 , 那 未 * 一 oo 就 是 (1) 的 奇 
点 ， 通 过 取 — a, + 为 自 变量 , 不 失 一 般 性 ， 


* 
可 以 认为 * = 0 是 奇 点 . 

【正则 奇 点 】 如 果 AG) 在 0<lz| < R 
中 是 单 值 全 纯 的 ， 那 末 解 在 0 «|| 二 中 也 
是 全 纯 的 ,但 不 一 定 是 单 值 的 ， 如 果 所 有 的 解 
都 以 x — 0 为 解析 点 或 极点 ， 那 末 就 称 x 一 0 
25 C ROBRRLÉE AL (apparent singular point). Ж 
《1) 的 基本 解 组 y, +++ Ya 构成 的 矩阵 为 Y(x》 
一 Qus уд» P GEI TZ 0 一 周 时 ， 
如 果 Y (z) EWEBE Y (xe), 那 末 存在 一 个 
常数 矩 隆 M， 使 得 Ye) = YG)M. RAI 
称 M 为 YO 的 关于 z = 0 的 单 值 矩阵 或 线路 
矩阵 (monodromy matrix, circuit matrix). Hii 
足 M = e ERS, 于 是 YG) 可 以 用 在 
0 <|=z| < R 中 单 值 全 纯 的 矩阵 PG) 和 3 Ж 
为 YG) = PG). 

对 于 (1) AR MON 给 定 任意 的 角 范 转 
a < args < 6, 如果 存 在 一 个 正 数 "使 得 lz 
ly(z)| 一 0 (x0, a arg x < 8), BAK 
x= 0 为 у(х) 的 正则 奇 点 (regular singular 
point), 如 果 不 存在 这 样 一 个 数 , 那 末 称 z 一 0 为 
y) 的 非 正则 奇 点 (irregular singular point) ,如 
果 * = 0 是 (1) 的 所 有 解 的 正则 奇 点 , 那 末 就 称 
x 二 0 为 (1) 的 正则 奇 点 ， 如 果 = 0 是 某 个 
解 的 非 正则 奇 点 , 那 末 就 称 它 为 (1) 的 非 正则 奇 
点 ，* 一 0 是 (1) 的 正则 奇 点 的 充分 必要 条 件 
是 : 当 (1) 的 任意 的 基本 短 阵 解 Y(z) 写成 上 
面 那样 的 形式 Y GO = P(z)z° 时 ,x = 0 顶 多 


Ж P(x) 的 一 个 极点 ， 这 时 ， 适 当地 改变 5, 可 
使 P(x) 在 * 一 0 是 全 纯 的 ,而 且 有 detP(0) > 0, 

下 面 考虑 一 个 以 * = 0 为 它 的 系数 的 > 阶 
极点 的 方程 
《2) x (dy/dx) = AGOy. 
这 里 AC) {Ех = 0 是 全 纯 的 , 且 4(0) 9 0, п 
次 代数 方程 det(4(0) — 01) = 0 HA O) 在 
x 一 0 的 指数 方程 (indicial equation). 

首先 ,考虑 r = 1 的 情形 。 这 时 x 一 0 是 
(2) 的 正则 奇 点 ， 令 指数 方程 的 根 为 psp …， 
Pn， 假定 一 组 根 p1,-…， рь 是 这 样 的: 任意 二 
者 之 差 wm 一 pi 都 是 整数 , 目 Ro, < Жо Les 
三 中 ps, 于 是 (2) 具 有 下 面 形 式 的 解 : 

y; = x" p(x, loge), j= bots p. 
这 里 向 量 pj(x， 2) 的 各 分 量 是 关于 4 的 至 多 
?一 i 次 的 多 项 式 ,系数 是 * 的 单 值 全 纯 函 数 ， 
Н х = 0 处 不 同时 为 0。 特别 是 , 当 pu cs 
о, 的 任何 二 者 之 差 都 不 是 整数 时 ,于 是 就 有 这 
样 形式 的 解 : 

ym ips) G m lten), 

【 渐 近 展开 】 Kee. Bir > 1 的 情形 ， 根 
据 以 形式 寡 级 数 作 系数 的 变换 
G) y = Р(х)уз = (УР), 
把 (2) 变 换 成 下 面 形式 的 方程: 
(4) £&(dz/dE) = (ACE) + JETZ, = x^, 
这 里 4 是 一 适当 的 正 整数 , ACE) 是 以 p (8) 一 
ой + png + + piu ECT FARR i MR 
角 元 素 的 对 角 矩 阵 , J 是 Jordan 标准 型 ' 中 的 
常数 矩阵 ， 特 别 是 ，pw 等 于 指数 方程 的 根 p;. 
对 Р(х) 形式 地 有 de P(x) #0, MR :一 0， 
那 末 有 oG = 0G 一 bz)， 将 (4) 解 出 
代入 (3), 就 得 到 (2) 的 形式 解 。 然 而 ,形式 宕 级 
数 P(x) 一 般 并 不 收敛 。 H. Poincaré 引进 渐 近 
展开 + 的 概念 ,在 强 的 限制 假定 下 证 明了 : 形式 
解 虽然 不 收敛 ， 但 这 个 形式 解 在 适当 的 角 域 内 
表示 了 解 的 渐 近 展 开 。 之 后 ， 有 很 多 学 者 对 这 
个 问题 进行 了 研究 ,经 过 W. J. Trjitzinski 和 
J. Malmquist 等 ， 最 后 福原 满洲 雄 得 到 了 决定 
性 的 结果 ， 福 原 的 方法 亦 可 用 于 正则 奇 点 的 研 
F 
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个 形式 解 在 某 个 角 域 D, 内 渐 近 地 表示 
的 基本 和 矩阵 解 OG), 与 在 另 一 角 域 D: 内 表示 
HOECKASEERE B(x) ， 一 般 说 来 是 不 同 的 ， 这 
称 为 Stokes HLF (Stokes’ phenomenon). 线性 
变换 B(x) 一 ga(s)C 的 矩阵 C 的 元 素 称 为 
Stokes SEF (Stokes multiplier), Ж Stokes Ж 
子 的 问题 称 作 衡 接 问 题 (connection problem), 
G. D. Birkhoff 证 明了 : 当 关 于 x 一 0 的 单 值 
甜 阵 可 以 化 为 对 角 和 矩阵 时 ， 存 在 一 个 在 x = 0 
是 非 退 化 的 矩阵 P(x) (det P(0) 关 0)， 用 它 做 
系数 的 变换 y 一 PG) z 可 以 将 (2) 变 为 

En 
РА p - (Eine) z. 

【Fuchs 型 常 微分 方程 】 考虑 一 个 * 阶 方 
程 
G) — y"pG)y 77 + pale) y=0, 
x = 0% (5) 的 正则 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 : 
P.G) 在 x 二 0 具有 至 多 《 阶 的 极点 ， 所 以 ， 
这 时 (5) 可 以 写成 
(6) any? + arp) ym 

o BG) = 0. 

这 里 PG) Ex = 0 是 全 纯 的 ，(6) 具有 "个 
形 如 y = x^P (x, log *) 的 互相 线性 独立 的 解 ， 
其 中 pk 是 (6) 关 于 x* = 0 的 指数 方程 
plp— 1)---(о— п + 1) + PO) pl) 
eo 一 "十 2) 十 十 Po-i(0)o + Р„(0) = 0 
的 mn 个 根 ; P,(z, AEA 的 多 项 式 , 它 的 系数 在 
r= 0 是 全 纯 函数 ， 它 关于 2 的 次 数 是 不 超过 
使 得 p; 一 Pp 为 0 或 正 整 数 的 pi 的 个 数 ， 特 别 
是 , 当 指 数 方程 的 根 两 两 都 不 相差 一 个 整数 时 ， 
就 不 出 现 对 数 项 ; 而且 对 应 于 在 具有 整数 差 的 
根 中 实 部 最 大 的 p， 也 不 含有 对 数 项 ， 为 了 求 
这 些 解 ,用 Frobenius 法 是 方便 的 (一 公式 14). 

关于 (5) ,如果 pi(x),"…， p. GO) 都 是 有 理 
函数 , 且 除 了 包含 * = o 在 内 的 正则 奇 点 以 外 
没有 其 他 奇 点 , 则 称 (5) 为 Fuchs 型 (Fuchsian 
type) 常 微分 方程 。 这 时 , 若 令 х= at ams 
amal = 00) 是 (5) WEMA A Piso Pie 
G1, m + 1) 是 关于 z = a 的 指数 方 
程 的 根 , 则 有 
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Elige ина, 
它 称 为 Fuchs 关系 式 (Fuchsian relation). 

【 非 正 则 奇 点 】 如 果 在 方程 (5) 中 至 少 有 
一 个 户 (s) 在 x 一 0 具有 至 少 是 + 1 阶 的 极 
点 ， 那 末 < = 0 就 成 为 非 正则 奇 点 . Ф mi 是 
pis) 在 极点 x = 0 的 阶 数 ， 而 且 在 户 (*) = 0 
的 情形 , 令 mi 一 оо. 为 了 简单 起 见 , 假 定 mo 一 
0. 设 4,(v 一 0，1;……，m) 是 在 平面 上 具有 直 
ЖА О, m.) 的 点 ,包含 所 有 A, 的 最 小 的 凸 
多 角形 ,被 称 作 (5) 的 Newton 多 角形 《Newton 
diagram), 这 个 多 角形 的 向 上 凸 的 部 分 П ЖН 
Hx > (>= 0,1, п) 的 交点 坐标 用 O, 
п) ЖЖ, Ф c, = r, — re (ra = 0), 由 的 
作法 , (o) 是 非 增 数 列 ， 因 此 可 以 假定 m > 0, 
meemeQm1i6meamume 

对 应 于 ol 1 的 各 边 的 是 下 面 的 + 个 线 
性 无 关 的 形式 解 : 

y = (exp A,(z))z*iP,(z, log z) 
G= 1,2,-.., в). 

其 中 ЛС x7 OED RRS TX, 
P(x, A) JE A 的 多 项 式 , 它 的 系数 是 = 的 分 数 
HERRER. HEF o < 1 的 各 边 的 
是 剩 下 的 = 一 4 个 同样 形式 的 不 包含 指数 函数 
的 线性 无 关 的 形式 解 ， 这 些 形 式 解 的 集合 ， 

z 平面 上 适当 的 角 域 内 ， 成 为 某 个 基本 解 组 的 
浙 近 展开 . 

在 非 正则 奇 点 处 存在 全 纯 解 ， 亦 即 存在 形 
式 级 数 实际 上 收敛 的 解 ,这 首先 是 由 O. Perron 
对 于 一 个 方程 (5) 所 证 明 的 ,而 F. Lettenmeyer 
〈[3]) 和 岩 野 正 宏 -福原 满洲 雁 ([8]) 把 这 个 结 
果 推 广 到 方程 组 的 情形 . 

特别 是 关于 二 阶 方程 + pGOy 十 4G) 
y 一 0， 当 ple), ge) 分 别 以 = 一 oo 为 其 p, 
q 阶 的 极点 时 ,如 果 > = max (р, 4/2) > 一 1， 
BK z =co 是 一 个 非 正则 奇 点 ， 这 时 ，* =00 
称 为 > 十 1 阶 (of class r + 1) 的 非 正则 奇 点 . 
正则 奇 点 在 形式 上 可 以 看 作 是 0 阶 的 非 正则 奇 
ж. 

【关于 参数 的 奇异 性 】 对 于 含有 小 的 复 参 


数 的 一 阶 常 徽 分 方程 组 
0) on = AG; ey: 


аб в) = SA et, в 是正 整数 ， 
ё 


可 以 得 到 大 致 类 似 于 非 正 则 奇 点 的 同样 理论 . 
这 里 AG) (4 = 0, 1,…) 是 以 在 * 一 0 的 邻 
域 了 中 的 单 值 全 纯 函 数 为 元 素 的 n x n BE, 
其 渐 近 展开 在 e 属于 某 个 角 域 了 中 当 s ORT 
成 立 ， 现 在 如 果 4000) 的 特征 值 都 是 不 同 的 ， 
那 末 具 有 形 如 Olr, e) = P(x, e)e RER 
解 的 矩阵 ， 这 里 Р(х, в) 是 和 A(x, к) 同样 形 
式 的 矩阵 , Q (z, в) 是 6 的 次 多 项 式 , 它 的 
系数 是 以 在 DCD) 中 单 值 全 纯 函 数 为 元 素 
PORTER, 特别 是 ， 当 dole) 的 特征 值 是 
nG) G = 1, 2,7, 7) 时 ,最 高 次 的 系数 短 阵 
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JUR 2", BK O(a, s) RURAL RA LAF 
近 展开 ， 一 般 说 来 , 当 AQ) 的 特征 值 为 多 重 
时 ,如 果 不 出 现下 面 将 叙述 的 转向 点 , 那 未 只 要 
BLA = 的 分 数 室 ， 总 可 以 构造 解 的 渐 近 展开 - 
关于 包含 二 个 以 上 的 参数 的 情形 ， 也 有 解 的 源 
近 展开 的 理论 ， 

[转向 点 】 在 方程 组 O) 中, 特别 考虑 
ned, bet, ac = (2 Time м 
一 0 时 ло) 的 特征 值 为 生根 0; nn 


时 特征 值 是 二 个 单 根 土 Vz 。 这样 ， 当 = 一 0 
Ble O Rt, Ах) 的 Jordan 标准 型 是 不 同 
的 ,因而 将 形式 解 用 © 展开 时 , 它 的 系数 不 是 = 
的 单 值 全 纯 函数 。 展 开 的 头 几 项 关于 x 的 次 数 
越 高 , 越 显示 出 奇异 性 ,因此 在 * = 0 的 附近 不 
能 作 浙 近 展开 .这 样 的 点 称 作 转 向 点 (tuming 
point, transition point), 

如 果 存 在 非 奇异 形式 变换 y= T (z, e)z 
(re 0) = PTA)et, det TE) = 中 ,其 

= 


逆 变 换 和 Alr, e) 具有 同样 的 解析 性 质 , 那 末 根 
据 这 个 变换 :方程 组 (7) 可 以 转换 到 解 的 性 质 已 


很 好 了 解 的 方程 组 e^(4z/dz) = B(x, e)z. 这 
时 ,关于 z 的 方程 组 就 称 为 (7) 的 相关 微分 方 
程 (related differential cquation)。 例如， 在 上 面 
所 举 的 例 中 ，B = 4o《x)， 方程 组 的 解 完 全 可 
以 写成 Besel 函数 。 在 这 里 ,所 谓 解 的 性 质 已 
很 好 了 解 是 指 ， 当 。 固 定时， 在 = 的 整个 复 平 
面 上 所 有 解 的 性 质 是 已 知 的 . 根据 这 个 方法 ， 
在 包含 z = o RU, T(x, ©) 的 解析 性 质 
是 可 以 给 出 的 ， 但 是 要 找 出 适当 的 相关 微分 方 
程 ,在 很 多 时 候 却 是 困难 的 ([4]). 
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线性 常 微 分 方程 的 大 范围 理论 (5 global the- 
огу of linear ordinary differential equations 法 
théorie globale des équations différentielles linéaires 
4k Theorie der linearen gewóhnlichen 
Differentialgleichungen im Grossen — 4A теория 
линейных обыкновенных дифференциальных. 
уравнений в целом 日 ЭОЖ 
Бн) 给 定 一 个 =” 阶 线性 常 微分 方程 7 
а) y? py 7? + --- py 0, 
或 一 阶 线性 微分 方程 组 * 


ordinaires 


《2) у = А()у 

或 写成 分 量 形 式 

Q» у = Danley i= bun, 
= 


系数 р(х) R au C) 都 是 在 复数 域 D 中 的 + 的 


线性 常 敏 分 方程 的 大 范围 理论 £e 


复 解析 函数 .〈1) 或 (2) 的 解 在 它 的 系数 的 解析 
点 上 是 全 纯 的 ,但 是 ,在 系数 的 奇 点 上 一 般 具 有 
分 枝 点 ', 因 此 , 它 一 般 是 x 的 多 值 解析 函数 . 线 
性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 的 对 象 ， 就 是 对 所 
有 = 值 研究 这 个 函数 的 函数 论 的 特征 ， 即 研究 
解 的 Riemann 面 ?的 确定 ， 以 及 在 此 Riemann 
面 上 解 的 性 质 . 

在 已 给 方程 的 系数 的 解析 点 附近 ， 经 常 可 
以 求 得 解 的 Taylor EF. 如 果 方程 是 Fuchs 
型 的 ， 那 末 即 使 在 它 的 奇 点 处 ， 解 也 可 以 明显 
地 展开 。 更 确切 地 说 ,以 奇 点 为 中 心 , 它 到 另 一 
最 近 的 奇 点 的 距离 为 半径 作 圆 ， 可 以 求 得 在 此 
圆 内 收敛 的 解 的 级 数 展 开 ( 一 线性 常 微分 方程 
的 奇 点 )。 在 有 非 正则 奇 点 ! 的 情形 ， 可 以 求 出 
在 以 它 为 顶点 的 角 域 内 部 有 效 的 渐 近 展开 '。 
一 旦 这 样 的 表达 式 已 经 得 到 ， 那 末 求 这 些 局 部 
有 效 的 展开 式 之 间 的 相互 连接 的 关系 ， 即 连接 
公式 (connection formula), 就 成 为 大 范围 理论 
的 重要 而 又 最 困难 的 课题 . 

CHARI 设 方程 (2) 的 系数 定义 在 某 个 
Riemann 面 了 上 ,它们 的 奇 点 为 asantet, 从 
ЭЖ а, аз, oto 得 到 另 一 个 Riemann 面 S, 
4YG) 是 (2) 的 基本 解 组 ' 中 的 一 个 。T 是 S' 
上 的 任意 闭 曲 线 , 从 * 出 发 沿 着 又 回 到 *, 对 
Y(x) 进行 解析 开拓 ,得 到 Y(xT)， 这 时 ,存在 
一 个 = 阶 常数 矩阵 Cr 使 得 Y(xT) = YG)Cr, 
而 且 如 果 T RIT, ES ERA, BA Cr 
= Cn. TÀ4 GS WEAR. 对 于 G3 
т» 因为 Y(xT) (T € 7) 与 T 的 取 法 无 关 而 具 
有 同样 的 值 , 所 以 可 以 把 它 写 作 Y(*y), 有 这 样 
的 关系 式 成 立 : Yr) 一 Y(*)Cr。 在 这 里 当 
WA С, = Cr(Te т). 现在 如 果 g= {Clr 
єс), 8 ВСЕЖЕ, Ж у — С, 
义 了 G 的 一 个 表示 。 称 8 为 方程 (2) 的 单 值 群 
(monodromy group)。 对 方程 (1) 的 情形 , 假设 
它 的 独立 解 为 j，**…，y。， 如 果 存 在 常数 矩阵 
C,, 使 得 Qus s G0», 
+++, ys C， 那 末 也 可 以 同样 定义 它 的 单 
值 群 为 {C,17 € G). 在 方程 是 Fuchs 型 的 情 
形 , 如 果 单 值 群 可 以 完全 决定 , 那 末 大 范围 问题 


944 ”线性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 
可 以 大 体 解 决 . 

设 季 是 复 球面 ,如 果 方 程 是 Fuchs 型 的 , 因 
为 系数 的 奇 点 个 数 亚 是 有 限 的 ， 如 果 令 它们 为 
DID IBR E Æ Cro ++, Cr, 所 生成 
的 群 。 2E, 7, 是 由 内 部 只 含 奇 点 a4 而 不 含 
其 他 奇 点 的 闭 曲线 T, 所 决定 的 F 的 同 伦 类 ?. 
而 且 这 些 Cy, 不 一 定 是 独立 的 ， 至少 有 一 个 关 
RC + С, = 1(1 是 单位 矩阵 ) 成 立 。 在 此 
WIE, Crotts Cr, 的 Jordan 标准 型 * 是 由 求 
奇 点 附近 解 的 收敛 展开 的 Frobenius 方法 ?所 决 
EW. 但是， 这 些 和 矩阵 C, 本 身 一 般 是 不 能 定 
出 来 的 。 

特别 是 ,对 于 n= 2, m 一 3， 而 系数 是 = 
的 有 理 函 数 的 情形 ,如 果 给 出 了 在 每 一 个 a L 
的 指数 方程 + 的 根 , 那 末 方 程 (1) 或 (2) 是 完全 确 
定 的 ,因此 , 单 值 群 也 是 完全 确定 的 。 另 一 方 
面 , 对 Fuchs 型 方程 ,由 于 指数 方程 的 根 是 可 以 
纯粹 地 用 代数 方法 求 出 , 因此 在 此 情形 , 单 值 
群 也 可 以 用 代数 的 运算 来 确定 ([12]). 

QUH ”一 2，m 一 3， 系 数 的 奇 点 取 为 a， 
b, c， 设 在 这 些 点 上 指数 方程 的 根 分 别 是 2,X; 
n» rs wy 内 ， 根 据 这 些 ， 微 分 方程 是 唯一 地 确 
定 的 ， 因 此 它 的 解 的 全 体 所 组 成 的 函数 族 也 是 
唯一 确定 的 。 这 一 族 通常 用 记号 


abe 
| A Аъ * | 

来 表示 , 称 为 Riemann 的 已 函 数 (P-function 
of Riemann) ((1],(61,(7]). 利用 简单 的 变换 
可 以 将 Riemann 的 了 函数 化 为 Gaws 超 几何 
微分 方程 (Gauss' hypergeometric differential equa- 
tion) 
G) x0 — x” + (т — (a + 8 + Dy 

— аву = 0 
的 解 . 这 个 解 可 以 用 超 几何 积分 (hyPergeometric 
integral) 


Lec — aye — stat 


来 表示 (1121, 一 超 几 何 函数 ). 
B s 二 2 或 m 二 3 的 情形 和 上 述 的 "一 


2, m = 3 的 情形 以 外 , 确定 方程 的 单 值 群 的 问 
题 (非常 例外 的 情形 除外 ) 还 没有 解决 . 

【具有 非 正则 奇 点 的 方程 】 当 方 程 含有 非 
正则 奇 点 时 ， 仅 仅 决定 单 值 群 ， 还 不 能 解决 问 
题 . 由 单 值 群 只 能 知道 解 的 Riemann 面 的 构造 ， 
另 一 方面 还 必须 研究 当 x 从 确定 方向 接近 非 正 
则 奇 点 时 解 的 性 质 .这 时 ,发 生 Stokes 现象 (一 
线性 常 微分 方程 的 奇 点 ), 为 了 完全 地 了 解 解 的 
大 范围 性 质 ， 就 必须 求 出 决定 这 个 变化 方式 的 
ERAR. 

对 于 "一 2, m 一 2, 一 个 著名 的 问题 是 一 
个 奇 点 是 正则 奇 点 ， 另 一 个 奇 点 是 一 阶 的 非 正 
则 奇 点 的 情形 ,这 个 问题 已 经 完全 解决 了 .这 时 
微分 方程 可 以 化 为 合流 型 超 几 何 微分 方程 * 
《[3],17], 一 合流 型 函数 )。 

对 其 他 情形 ,问题 已 解决 的 ， 只 是 m = 2, 
一 个 奇 点 是 正则 奇 点 ， 另 一 个 是 非 正则 奇 点 的 
情形 ,然而 ,对 这 种 情形 也 不 是 所 有 的 问题 都 已 
经 完全 解决 了 。 由 于 单 值 群 容易 定 出 ， 所 以 问 
题 归结 为 求 渐 近 展开 的 连接 公式 ， 研 究 就 变 得 
比较 容易 (L[8],[11],[17]). 

对 于 m = 2， 了 两 个 奇 点 都 是 非 正则 奇 点 的 
情形 ， 这 时 甚至 连 单 值 群 也 不 能 求 出 ， 对 这 种 
情形 ，G. D. Birkboff 作 了 尝试 ,用 适当 的 变换 
将 一 个 奇 点 变 为 正则 奇 点 ([2],[181)。 

【Riemann 问题 】 对 形 如 (1) 的 Fuchs 型 方 
程 , 当 系数 是 x 的 代数 函数 时 ,关于 这 方面 的 大 
范围 的 研究 , 值得 注意 的 成 果 有 Poincar 的 理 
ib. 根据 这 个 理论 ,方程 (1) 的 解 可 以 用 另 一 个 
BM = Me BIRR A y m f(z), z = gle) 
的 参数 方程 形式 ， 这 里 1, g 是 = 的 单 值 解析 函 
ж. 虽然, 一般 已 经 知道 ,任意 的 解析 函数 可 以 
用 这 种 形式 单 值 化 (一 Riemann 面 ), 而 Poincaré 
的 理论 却 甚至 连 更 具体 地 求 参数 = 的 方法 也 给 
出 了 。 也 就 是 说 ,作为 单 值 化 参数 , 只 要 取 由 
(D 决定 的 某 个 二 阶 Fuchs 型 线性 常 微分 方程 
的 二 个 独立 解 之 比 就 可 以 了 . 于是， 在 少数 例 
外 情形 ,1,# 是 = 的 有 理 函 数 或 椭 贺 函数 , 除 此 
以 外 ,fg 常常 是 对 某 个 Fuchs BAY El F 8 
数 ', 即 Fuchs 函数 '([13])。 


和 线性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 密切 有 关 
的 问题 是 所 谓 Riemann 问题 (Ricmann's prob- 
这 个 问题 也 称 为 Riemann-Hilbert 问 
Æ (Ricmann-Hilbert problem), 是 Hilbert 的 第 
二 十 一 个 问题 。 这 个 问题 是 这 样 的 : 假设 已 给 
一 个 Riemann ii 9, 在 它 上 面 的 点 a а," 
以 及 一 个 用 wm 阶 方 阵 表示 的 和 3 一 (4, an 
… "的 基本 群 表示 + 同 态 的 群 g。 于 是 , 求 一 形 
如 (2) 的 线性 微分 方程 ,使 得 i) 系数 AG) BS 
上 的 单 值 亚 纯 函 数 ，i 在 a, а, e 有 正则 
BA. d) 方程 的 单 值 群 和 & 一 致 。 关于 这 方 
面 ,已 做 了 很 多 的 研究 ， 最 后 ，H. Rahrl 成 功 
地 解决 了 这 个 问题 ([51,[9],[10],[14]). 

线性 微分 方程 的 单 值 群 ， 一 般 按照 奇 点 位 
Ж ao ar, co 的 变化 而 变化 。 可 是 ,在 a, аз» 
…' 变 动 的 同时 ,使 方程 的 其 他 系数 也 随 着 作 适 
当地 变化 ,可 以 使 得 单 值 群 保持 不 变 . 为 此 , 提 
出 了 这 样 的 问题 : 必须 选择 方程 的 系数 是 a, 
a2，"…* 的 怎样 的 函数 ? 这 个 问题 是 由 Schlesinger 
考虑 的 。 据 此 ,假设 (2) 的 奇 点 是 0 …，an- 
оо, 又 设 Alr) 只 限于 下 面 的 情形 : 

maa 
AG) = >) —1—, TH 


LI 
为 了 使 得 上 面 的 条 件 成 立 ,4i 必须 是 满足 
(4) 84 m dedi — Aids | 
да, 4j — ay 
1+ k 


lem). 


的 ary tt dmm 的 函数 ([15],[16]). 

(4) 是 和 不 具有 可 移 分 枝 点 + 的 非 线性 方 
程 的 研究 密切 有 关 的 。 例如, n= 2, m = 4 
的 情形 ;如果 a = 0, а, == 1, а, = 1 (a=), 
ЯЖ A, 只 是 + 的 函数 ,(47 就 成 为 常 微分 方程 ， 
在 此 情形 ， 关 于 不 具有 可 移 分 枝 点 的 二 阶 非 线 
性 方程 ,本 质 上 是 和 P. Painlevé 所 给 的 标准 型 
(VD (一 非 线性 常 微 分 方程 的 大 范围 理论 ) 一 
FERI. R. Garnier 详细 地 研究 了 《4), 利用 它 
解决 了 在 Riemann 面 3 是 复 球面 的 情形 下 的 
Riemann 问题 (4])。 
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非 线性 常 微分 方程 的 奇 点 
of non-linear ordinary differential equations 法 
points singuliers des équations différentielles ordin- 
aires non-linéaires Ж singuläritäten det nichtline- 
aren gewöhnlichen  Differentialglichungen А 
особые точки нелинейных обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений Н JEER КТГ 
RORRA 考虑 常 微分 方程 组 

(D) dyj/dx = f(x уос оу) = lotto. 
fi Ж xs yo 7775 ys 的 解析 函数 。 为 简单 起 见 > 
用 y ЖЖ (у, to y). ERE (a, Б), 如 
果 方 是 全 纯 的 , 则 只 存在 一 个 解 Xzr), 当 一 4 


LÆ singular points 
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时 y 一 6, 且 在 x 一 a 是 全 纯 的 . 当 (а, b) E 
(o …， 加 ) 的 奇 点 时 ,就 称 (a, 6) 为 (1) 的 奇 点 
(singular point). 对 于 (1) 的 奇 点 (a, b), 因为 
‘Cauchy 存在 定理 + 不 能 适用 ， 所 以 对 于 当 x 一 
4 时 yb 的 解 的 存在 唯一 性 ， 必 须 用 别 的 
方法 来 研究 ， 于 是 就 提出 下 面 三 个 问题 : i) 
zx 一 4 时 yb 的 解 是 否 存在 , WREE, C 
有 多 少 . ii) WR r>a 时 有 yb 的 解 , 那 
末 求 出 它 的 解析 表达 式 .。 更 一 般 地 , 求 出 在 (a， 
$) 邻近 的 所 有 解 的 表达 式 。 ii) 研究 这 样 的 解 
WHE. 因为 这 些 问 题 只 在 点 (a,b) 的 附近 考 
虚 , 因 此 称 为 局 部 问题 (local problem). 但是， 
HEY n = 1 时 ,在 (a, 6) 是 一 般 奇 点 的 情形 ， 
这 个 研究 也 是 极其 困难 的 ,因此 ,主要 研究 f 在 
Ca, b) 是 亚 纯 函 数 的 情形 ， 对 ”> 1 的 情形 的 
研究 比 起 ”= 1 的 情形 来 进展 很 少 . 由 于 可 取 
х—а, 一 上 为 变量 ， 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 
a=0, b=0, 

【一 个 方程 的 情形 】 36 18 a = 1894836. 
对 于 
(2) dy/dx = Y(z, y)/X(x, y), 
їй X, Y 在 (0, 0) 是 全 纯 的 。 若 当 X(0, 0) 
二 0 时 Y(0,0) # 0, 则 可 考虑 dx/dy = X/Y, 
我 们 看 到 : D ШЖ ХО, у) #0, WK (2) 
只 存在 一 个 解 y, 当 x 一 0 时 , y 一 0, 它 在 + 二 
0 是 代数 型 的 ; п) 如 果 X (0, y) 0, BAA 
存在 使 得 当 x* 一 0 时 y 一 0 的 解 . 

其 次 ,考虑 X(0, 0) = Y(0, 0) = 0 的 情 
Ж. 这 是 首先 由 C. A. A. Briot 和 J. C. Bou- 
quet 所 研究 的 .为 了 求 代数 的 解 , 他 们 引进 了 和 
求 代数 函数 的 Puiseux 展开 相 类 似 的 方法 .A. R. 
Forsyth, J. Malmquist 利用 这 个 方法 ， 研 究 了 
《2) 的 简化 ,而 由 福原 满洲 雄 所 完成 .福原 把 (0， 
о) 的 邻 域 |z| < 8, ly] <A 适当 地 分 成 几 个 
部 分 域 ,在 各 部 分 域 中 直接 把 (2) 写 成 标准 型 的 
方程 ， 然 后 详细 地 研究 了 这 些 方程 ， 这 些 标准 
型 中 有 代表 性 的 是 
G) xdy/dx = Кх, y), 0,0) = 0, 
e x°Mdy/dx = f(x, y), 

K0,0)—0, c 是 正 整数 . 


(3) 称 为 Briot-Bouquet 微分 方程 (Briot-Bou- 
quet differential equation), 

【方程 组 的 情形 】 对 应 于 (3),(4) 的 方程 
组 是 
G) xdyi/dr = fs et Ys 


i= 


»tt*, m 
(6) — ауа = filas yet ys 
jeden 
这 些 方程 是 继 Briot-Bouquet 2 J, Н. Poincaré, 
M. H. Dulac, Malmquist, W. J. Trjitzinski, 福 
原 等 很 多 学 者 研究 过 的 . 为 了 求 这 些 方 程 的 
解 ,首先 根据 形式 变换 
(7) y= D ры zt z, 
或 
(8) yj 7 Xii ia, sm безл, 
jeden 

求 出 尽 可 能 简单 的 关于 = 或 eG m 1, +++ n) 
的 方程 .然后 , 将 = 或 s; 的 方程 解 出 ， 把 它们 
的 通 解 代 人 形式 变换 , 就 求 出 了 形式 解 (formal 
solution)。 研 究 这 样 所 得 的 形式 解 《 即 变换 (7) 
和 (8)) 的 收敛 性 或 渐 近 展开 性 , 最后， 从 这 个 
解 的 表示 , 解 的 性 质 就 清楚 了 . 

[Briot- Bouquet 微分 方程 的 解 的 性 质 】 27 
Ë (з) 根据 2 = 1,00, 0) 的 值 ， 可 以 分 为 下 
面 四 种 情形 : i) à 0 或 负 实 数 。 在 此 情形 ， 
作 适 当 的 变换 (7), 可 将 (3) 变 换 为 

xde/dx = Аз + bx}, 

如 果 ) 不 是 正 整数 ， 那 林 有 上 一 0， 这 时 变换 
CO x 和 = 的 收敛 级 数 ， 因 此 ,存在 r*,* 的 全 
纯 函数 p(x, z), 使》 一 ens x*(blogx + C) 
是 通 解 . i) 2 一 0 的 情形 ,根据 变换 (7), 可 变 
为 ¿ 

xdz/dx = 2" (b + Уз"), m > 0, 
Ж 6=0,K8 = 0, 这 时 x 一 0 是 方程 (3) 的 
正则 点 。 当 上 = 0, 峭 一 0 时 ,关于 = 的 方程 的 
TRY z= (C 一 торх)", 4 bP = 01}, 


x oo (Z (а с) ”这 里 ,5 一 


аб) 是 — log 一 + 的 反 函 数 .于 是 ,对 |z| 
< 8, [тарг + arg ó| < 3/2 — e, |z| <A, 


存在 一 个 全 纯 函 数 p(x, z), 将 所 得 解 代 人 z, 
就 得 到 (3) КОЯМ. №) а= —u/» 是 负 的 有 
理 数 的 情形 . = 的 方程 可 以 变 为 
vxdz/dx = z(— и + b(x"2”)” 
+ B(xt2”"), 

XP EATS 4 = OR Es = (C 一 
mvb орх) 0", 4 bb’ 关 0 时 ,是 2 = =: (z 
xa( 22E og Le c)) ЕА 
mvatgz + argh F zl 一 =*|z| 一 5,|z| <A, 


存在 一 个 适当 的 全 纯 函 数 plr, z), 将 此 解 代 
和 = ,就 得 到 (3) 的 通 解 。 特 别 是 , 当 b=6 一 0 
М, q(x， z) Æ (0, 0) 是 全 纯 函数 ，iv) 4 是 负 
的 无 理 数 的 情形 . = 的 方程 变 为 
xa’ = д8. 

在 此 情形 ,变换 (7) 可 以 是 收敛 的 也 可 以 是 发 散 
的 。Dulac 证 明了 : 如 果 (7) 发 散 , 且 存 在 一 个 
解 (x)， 使 得 沿 适当 的 路 线 L, 当 * 一 0 时 有 
у #0, 那 末 当 xE 工 ，x 一 0 时 对 任意 常数 o, 
B > 0 d$ |a” y'arg z| — 00, |z° y^ arg y| — оо, 
但 是 ,这 样 的 解 的 存在 还 没有 得 到 证 明 . C. L. 
Siegel 证 明了 : mE A 满足 基 个 不 等 式 ， 那 末 
(7) 是 收敛 的 . (7) 是 发 散 的 例子 ， 首 先是 由 
Dulac 给 出 的 。 波 谷 泰隆 给 出 了 《7) 是 发 散 的 
简单 的 例子 . 

ЖС) Ж 100,0) = 0,2=7,(0,0) #0 
的 情形 。 最 圆满 的 结果 是 由 福原 得 到 的 .也 就 
是 说 ,根据 适当 的 变换 (7), 把 (4) 变 为 

xde/dx—=s У) арз", а= А. 
= 


它 的 通 解 是 * 一 Cx 9， 这 里 AGO JE 1% 


0 次 多 项 式 . H2 pas @— 0,1, ER 


个 角 域 中 是 某 个 函数 aC) 的 渐 近 展开 时 ， 
XieGOs RR = RRR, 

对 方程 (5) 假 定 00, +++, 0) = 0. Фа 
一 6fi/8yr (0，,*…，0). 设 由 Cut) 所 组 成 的 
MERERI TEE 29 lis +++, А. 1) 如 果 选 取 o, 
使 得 |ol ,1arg2 一 ol +++, larga, 一 | 都 小 于 
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zx/2， 那 末 (5) 存在 这 样 的 解 , 它 可 以 展开 成 x 
和 xx 的 四 十 1 个 变量 的 收敛 寡 级 数 yj 一 
Ура teat теа". n 是 按 下 列 形式 给 出 
AIC 和 logx 的 多 项 式 : 

z= (CHCC Cus log x 5 GRO). 

R=1,2, ++, m. 

i) Hú B ORM FH 一 m 个 特征 值 中 等 于 0 
的 只 有 一 个 , 那 末 i) 的 结果 可 以 扩展 如 下 : (5) 
存在 这 样 的 解 , 它 可 以 展开 成 含有 m 十 1 ME 
意 常数 的 m 十 1 个 变量 的 收敛 寡 级 数 yj 一 
Урааа" Сен) бо sh … im, GRAM: 
ЛУНАН FY A PS RIF es IER 
数 的 函数 . 一般 ,> 不 能 表 为 情形 i) 时 那样 的 
具体 形式 ,但 是 ,如 果 zmt — 0, 那 末 这 个 展开 
RRM i) 的 展开 式 一 致 ( 岩 野 正 宏 ). 

设 (6) 的 右边 的 函数 和 (3) 的 一 样 ，Tji- 
tzinski(1939) 证 明了 :存在 一 个 可 以 渐 近 展开 成 
n 个 任意 常数 的 宕 级 数 的 解 ， 之 后 ，Malmquis 
《1940 一 41) 在 强 的 限制 条 件 下 证 明了 : 存在 一 
个 解 ,可 以 展开 成 z DEBBY = Ури „а, 
Gat «ni > za 是 任意 常数 C 和 log x 的 多 项 
式 , 具 有 下 列 形式 : 

za = Сехр (х) (Су + (Castes 
Ca, log x 的 多 项 式 )). 

Triitzinski 的 结果 是 Malmquist 的 结果 的 特殊 
情形 。 另 一 方面 ,福原 得 到 了 关于 (4) 的 形式 解 
的 基本 结果 。 这 个 结果 后 来 又 被 岩 野 改进 了 ， 
他 在 弱 的 条 件 下 ， 讨 论 了 这 样 得 到 的 形式 解 的 
收敛 性 ,所 得 到 的 结果 包含 了 以 前 的 结果 ( 兰 野 ， 
Ann. Mat. Pura Appl, 1957, 1959). р, 
GO 是 在 其 个 角 域内 全 纯 的 ， 而 且 当 * 一 0 时 
是 可 以 渐 近 展开 成 x 的 短 级 数 的 函数 。 由 涯 野 
所 给 出 的 这 个 角 域 是 最 大 的 . 

在 非 线性 的 情形 ， 也 还 得 到 了 类 似 于 o. 
Petron, Е. Lettenmeyer， 福 原 和 岩 野 在 线性 情 
形 中 所 得 到 的 结果 (一 线性 常 微分 方程 的 奇 
点 ): 关于 

«Чу, == б, ists ts Ya)s j= ls 2 n, 
如 果 己 wm 一”， 那 未 存在 至 少 " — Xo, 个 在 
x 一 0 ZARIN (К. W. Bas, Amer. J. Math., 
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77(1955)), 

【奇异 摄 动 】 关于 含有 参 变量 的 微分 方程 
(9) ey = f(z, yese)， 

GoM, 250, 720, 

当 其 右边 满足 下 述 条 件 时 ，W. R. Wasow, W. 
A. Harris, RA, AR MAMAS YT Eis 
含有 几 个 任意 常数 的 解 的 渐 近 展开 或 收敛 展开 
的 问题 进行 了 各 种 各 样 的 研究 ， 这 里 ,fi(*， 
у» 6) 是 关于 |z| < а, ly] <b, large] < с, 
D< jel <4 BJ (z, у, в) 的 全 纯 函 数 , 当 展开 
Ж э 的 徊 级 数 时 ， 其 系数 在 8 一 0 时 可 以 一 致 
地 渐 近 展开 成 6 WEAR. 

在 (9) 中 ,fi 和 8f/0y, KF —c < x < 
оо, |у| <b, jel < с Æ (x,y, в) 的 连续 函 
数 ,对 于 * RAMT. 在 (9) 中 令 e 一 0, 得 
到 代数 方程 
(10) 0= fr, Yis tty» D> 

fmt Bj cream, 
假定 这 个 方程 有 周期 为 了 的 周期 解 y; = pC). 
这 时 ,如 果 (9) 有 周期 为 的 周期 解 y = p, Сх, 
6), 使 得 当 e 一 0 时 ,yi 一 р(х); 那 末 称 Рх, 
в) 为 关于 《9) 的 pC) 的 奇异 摄 动 (singular 
perturbation) ,关于 这 方面 有 Vl. М. Волк(Прикл. 
Матем. Мех. CCCP, 10 (1946)) 的 研究 。 X 
于 一 个 方程 
(її) ety = fy y ye), 
o>0,2>m>0, 

有 Wasow (1950 RMT. BA SPR 
闵 一 的 工作 的 详细 报告 (函数 方程 , 8 (1956)). 
也 有 和 线性 情形 类 似 的 关于 边 值 问题 的 奇异 摄 
动 的 研究 СУ. А. Harris, МЕС Tech. Sum. 
Rep., 229 (1961)). 

(#) (11 M. H. Dulac, Points singuliers des équa- 
tions différentielles, Mémor. Sci. Math., 61 (1934); [2] 


E. Picard, Traité d'analyse MI, Gauthier-Villars, Ж 
1960, 


非 线性 常 微 分 方程 的 大 范围 理论 [XE global 
theory of non-linear ordinary differential equations 
ik théorie globale des équations différentielles or- 
dinaires non-linéaires £ Theorie der nichtlinearen 


gewöhnlichen Differentialgleichungen im Grossen 
fÑ теория нелинейных обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений в целом 8 FERIA 
BAABROARN Ha] 许多 熟知 的 函数 ， 
例如 指数 函数 、 三 角 函 数 、 实 圆 函数 、 自 守 函 数 ? 
等 ， 除 T 函数 外 ， 都 满足 简单 的 微分 方程 ，P. 
Painlevé 反 过 来 以 发 现 新 的 超越 函数 为 目的 , 开 
始 在 复 域 中 系统 地 研究 微分 方程 
а) F(s,y, y» y) -0. 
为 了 在 解 的 整个 存在 域 中 研究 解 ， 即 研究 解 的 
整体 性 质 ， 他 假定 F 是 以 = 的 解析 函数 为 系数 
8) ys y o y 的 多 项 式 、 这 样 的 方程 称 为 
代数 的 微分 方程 (algebraic differential equation), 
MRE RF y 是 一 次 的 , 那 末 (1) 可 以 写成 
tn) wx Py o, ym) 

e ? QGysy sts ym 
其 中 Р(х, ys y tS y, Об у, Y n 
yO) FE ys y s y AY ARR, 这 时 , 称 
(2) 为 有 理 的 微分 方程 (rational differential equa- 
tion). 

BR (1) th FR у, ys c y 都 是 一 次 
的 , 即 是 线性 微分 方程 , 那 末 (1) 的 解 的 奇 点 必 
定 是 系数 的 奇 点 (y 的 系数 是 1) (一 线性 党 
微分 方程 的 奇 点 )。 在 (1) 是 非 线性 的 情形 ,(17 
的 解 的 奇 点 可 以 分 为 二 类 : 一 类 奇 点 是 由 方程 
本 身 所 决定 ， 即 它 与 个 别 的 解 无 关 ， 另 一 类 奇 
点 , 它 的 位 置 依赖 于 特 解 的 选择 ， 换 言 之 ,一 类 
奇 点 的 位 置 与 通 解 中 所 包含 的 任意 常数 无 关 ， 
另 一 类 则 和 任意 常数 一 起 变动 。 前 者 称 为 固定 
奇 点 (fixed singular point), 后 者 称 为 可 移 奇 点 
(movable singular point)， 线 性 方程 只 有 固定 奇 
点 ， 它 是 系数 的 奇 点 。 如 果 解 的 奇 点 是 分 村 
点 +, 那 未 同样 可 以 分 为 固定 分 枝 点 (fixed branch 
point) 和 可 移 分 枝 点 (movable branch point). 

【一 阶 代数 的 常 微 分 方程 】 考虑 一 阶 的 有 
理 的 微分 方程 
G) y = Р(х y)/0(z, у), 
如 果 P(z,y), OC, )) 是 互 素 的 *, y 的 多 项 式 ， 
那 未 (3) 的 固定 奇 点 就 是 具有 下 列 性 质 的 点 £> 
Е. 1) ОСЕ, y) = 0; 2) 0(#,y) #0, PE, 


5) = 00, у) = 0 АЯЙ y— x. 但 是 ,对 于 
以 :一 二 作为 自 变量 的 方程 ,如 果 1) 或 2) 在 


t 一 0 成 立 , 那 未 把 一 oo AI (E E ЕЕЕ 
于 = 一 二 的 方程 , 使 ?) 在 = 一 0 成 立 的 = 什 


应 预先 当 作 上。 这 时 , (3) 的 解 ,一 般 在 x = E, 
Р 具有 超越 奇 点 '。 而且, х= 2 不 能 是 解 的 本 
A. 一 般 是 寻常 奇 点 '。 除 x =, Е И 
所 出 现 的 (3) 的 解 的 奇 点 必定 是 代数 奇 点 ', 于 
是 对 于 具有 ,5 以 外 任意 一 点 作为 代数 奇 点 
的 解 是 存在 的 。(3) 没有 可 移 分 枝 点 的 充 要 条 
件 是 : (3) 是 一 个 Riccati 微分 方程 . 

对 于 一 阶 代数 的 微分 方程 
(4) F(x, y, y) = 0, 
决定 CO 的 固定 奇 点 E E R (4) 所 定义 的 
x» y 的 代数 函数 具有 奇 性 之 处 ,然后 Painiev 证 
明了 下 面 的 定理 : (4) 的 解 的 可 移 奇 点 是 代数 
奇 点 ,在 Painlevé 之 前 , L. Fuchs 求 出 了 (4) 不 
具有 可 移 分 校 点 的 条 件 。 随 后 , H. Poincaré 证 
上 明了: 当 这 个 条 件 满足 时 , 把 y 考虑 作 ? 的 代 
数 函 数 ,于 是 ,代数 曲线 的 亏 格 + (genus) £ 对 于 
KAF 8.5 х 是 一 定 的 ; MR e 0, BR 
《4) 可 化 为 Riccati 方程 ;如果 = 1, 那 末 利 用 
椭 贺 函数 (4) 是 可 积 的 ,如 果 g > 1, 那 末 (4) 是 
代数 地 可 积 的 。Painleve 发 现 ,在 Fuchs 和 Po- 
incaré 的 推论 中 有 不 完备 之 处 ， 他 证 明了 上 面 
他 的 定理 和 下 面 的 定理 ， 补 充 了 这 个 不 足 . WE 
Gr yos xo) 是 满足 初始 条 件 y(zo) = yo RIC) 
ЮЕ. Ф, DERAT Е WIA, > 
LAER zo 和 三 且 不 通过 5.5 的 一 条 曲线 ， 
p(x; yos Fo) 在 工 的 充分 小 的 邻 域内 解析 拓展 
到 所 得 的 值 为 PLE; yo 和 )， 如 果 我 们 把 它 
BBA y 的 函数 , 那 末 在 任意 点 yo = b HBR 
内 pe (S; yos ж) 和 知 的 一 个 代数 体 函数 的 几 
个 分 枝 相 符合 。Painlevé 还 将 ф(х; yos xo) 作 为 
% 的 函数 来 考查 ,研究 了 解 是 有 限 多 值 的 情形 . 
而 且 ， 还 求 出 了 Plr; yos хо) 成 为 yo 的 代数 函 
ROR. 

在 (4) 不 含 * 的 情形 ,不 存在 可 移 分 枝 点 这 
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件 事 和 (4) 的 解 全 是 单 值 的 这 件 事 是 等 价 的 ,于 
是 , 解 可 以 用 有 理 函 数 、 指 数 函数 、 椭圆 函 数 来 
ЖК. 这样 的 方程 称 为 Briot-Bouquet 微分 
方程 Briot- Bouquet differential equation), 

J. Malmquist 利用 P. Boutroux 的 方法 ,在 
国定 奇 点 的 附近 ,研究 了 (3) 的 解 的 性 质 ,得 到 了 
下 面 的 结果 。 如 果 (4) 至 少 有 一 个 解 , 它 有 本 性 
奇 点 ,在 此 奇 点 附近 是 有 限 多 值 的 ,并 且 没 有 可 
移 分 枝 点 , 那 末 (4) 是 一 个 不 具有 可 移 分 枝 点 的 
方程 。 如 果 (4) 具 有 一 个 有 限 多 值 的 超越 解 , 那 
末 利 用 代数 变换 可 以 将 (4) 化 为 不 具有 可 移 分 
枝 点 的 方程 。 作 为 一 个 特别 情形 ,如 果 (3) 的 一 
个 解 ,在 它 的 本 性 奇 点 周围 , 是 有 限 多 值 的 , 而 
且 没有 可 移 分 枝 点 , 那 末 (3) 是 一 个 Riccati MH 
分 方程 、 

之 后 ,福原 满洲 雄 、 吉 田 耕 作 、 佐 茧 德 意 、 
木村 俊 丽 和 松田 干 帘子 研究 了 方程 《3)。 木 村 
去 掉 了 解 在 本 性 奇 点 周围 是 有 限 多 值 的 假定 > 
得 到 了 下 面 的 结果 .如 果 解 p(x) 具 有 本 性 奇 点 
r= Е, 那 末 在 x 一 的 任意 邻 域内 ， 除 PG 
y) = 二 0 的 根 以 外 p(x) 取 所 有 值 无 限 次 . 当 
《3) 不 是 Riccati 微分 方程 时 ,可 以 利用 有 限 次 
的 代数 运算 来 判定 : ”在 本 性 奇 点 一 周围 
G) 是 否 存在 不 具有 可 移 分 枝 点 的 解 。 如 果 有 
这 样 的 解 , IBA * 一 是 它 的 一 个 对 数 分 枝 点 '。 
福原 和 木村 研究 了 关于 具有 本 性 奇 点 x = ED 
ME х = Е 的 Julia 方向 '。 松田 详细 地 研究 
了 , 当 x 沿 直线 趋 近 固定 奇 点 x = E 时 解 的 性 
质 ,并 证 明了 , 除 特殊 情形 外 , 解 收敛 于 某 个 值 . 
为 了 求 (3) 的 代数 解 ，Ch. Briot 和 J. C. Bouquet 
考虑 了 类 似 于 把 代数 函数 展开 成 Puiseux 级 数 * 
的 方法 .福原 改进 了 这 个 方法 ,成 功 地 在 х=Е 
的 邻 域内 将 G) 分 解 成 几 个 标准 型 的 方程 。 于 
是 ,就 可 以 应 用 局 部 理论 来 研究 方程 (3)。 木 村 
和 松田 利用 这 个 方法 得 到 了 上 述 结果 . 

【二 阶 代数 的 常 微分 方程 】 对 二 阶 方程 可 
以 和 对 一 阶 方程 一 样 提 辣 样 的 问题 ， 不 具有 可 
移 奇 点 的 方程 是 怎样 的 方程 ?在 这 样 的 方程 中 
使 通 解 是 单 值 的 或 有 限 多 值 的 是 怎样 的 方程 4 
为 了 积分 这 样 的 方程 ， 除 了 作为 一 阶 方程 或 线 
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性 方程 的 解 所 得 的 函数 外 需要 怎样 的 新 的 超越 
函数 ?这 些 问题 是 由 E. Picard, Painlevé 所 研究 
的 ， 由 于 在 二 阶 方程 出 现 可 移 超越 奇 点 ， 因 此 
研究 是 极其 困难 的 . 但 是 Painlevé 根据 自己 的 
方法 确定 了 不 具有 可 移 分 枝 点 的 二 阶 有 理 微分 
方程 的 标准 型 。 这 样 的 方程 ， 除 了 可 以 利用 由 
一 阶 方程 或 线性 方程 所 定义 的 函数 来 积分 以 
外 ,可 以 利用 有 理 变换 化 为 下 列 六 个 方程 之 一 : 


а) y" = by + х, 

(D y= 2у + zy + а, 

(ш) y" == уу — y /x + (ау? + Bx 
+ ry + 8/y, 


ау) у” == y" /2y + 3y°/2 + 4xy? 
+ 2G — a)y + в/у, 


e garde)? 


OS ay + 2) + т> 4 yt), 
y Н y-1 


1 
T 
ш =. 
бк 1) , dx(x— D], 
Gry i 
这 里 a, й, 7,8 都 是 常数 。 这 些 方程 的 解 称 为 
Painlevé 超越 函数 《wanscendental function of 
Painlevé), 方程 (V1) Ж В. Gambier 发 现 的 ,他 
发 现在 Painlew 的 计算 中 有 一 个 疏忽 .方程 
《1) 的 解 是 单 值 的 , 它 的 性 质 由 Boutroux 所 研 
Ж. (VI) 的 解 一 般 以 x — 0, 1, co 为 其 对 数 
分 枝 点 , 它 的 性 质 由 R. Garnier 所 研究 。 

关于 у” 是 二 次 的 情形 ,是 由 Malmquist 和 
F. Tricomi 所 研究 的 。 

关于 一 般 二 险 有 理 微分 方程 的 解 的 可 移 超 
越 奇 点 ,有 下 面 的 结果 (木村 ) HPCs, у, у), 
Qr, y» у) ET y RMD BE p, q. ШЖ 
p>a+2, BRR plr) RATER HE A. 
但 是 ф(х) UARRA. MR p >g 十 


# 


2 BOCs, у, y) REDER О, y) Ox, 
Y) ERE GO 和 9'(z) 都 不 能 具有 可 移 本 性 
奇 点 。 如果 p 三 9 十 2， 那 末 ф(х), eG) 9I 
以 具有 可 移 本 性 奇 点 . 但 是 ,在 p 三 9 十 2 时 ， 
如 果 Q 不 能 分 解 成 OC, y) Ох, ys y), AB 
Ж ф(х) 不 能 有 可 移 本 性 奇 点 ,如果 х= а 是 
解 p(x) 或 p(x) 的 可 移 本 性 奇 点 , 那 末 在 х= 
а 的 任意 邻 域 中 ，qp(x) 或 ф(х) 除 有 限 个 值 
外 , 取 所 有 值 无 限 次 .如果 p o q+ 2, ARB 
一 个 解 都 具有 Iversen HR, 因此 可 移 奇 点 不 
组 成 连续 统 '. 

【高 阶 的 及 其 他 的 常 微分 方程 】 对 二 阶 方 
程 的 Painlevé 方法 亦 可 应 用 于 高 阶 方程 。 利 用 
XMH Painlevé, J. Chazy, Garnier 研究 了 没 
有 可 移 分 枝 点 的 三 阶 方程 ,但 是 还 没有 完成 . 
Chazy 详细 地 研究 了 下 列 形式 的 方程 

y" =G — 1/2)y"[y + &QXy Y" 
+ e)”, 
证 明了 ,在 * = —2, &(y) = 0 的 情形 ， 可 以 得 
到 Fuchs 函数 和 Klein 函数 (一 自 守 函数 )。 

和 Gambier 几乎 同时 ，R. Fuchs (L. Fuchs 
之 子 ) 从 线性 方程 的 单 值 群 ?的 研究 中 导出 了 方 
# (VD. 他 证 明了 ,对 于 线性 方程 

d а Y 

К мк СШ а G — x» 


taD G 


a b 
һа асе) 

РРР 
条 件 是 : a, Bo v, 8 Н, y IU AY, 
它 作 为 * 的 函数 时 , BE CVD, ME a, b 都 是 
х,у» Y 的 有 理 函数 。Gamnier FRA EMA 
点 0 15 оо, z ++ z BEBO BLE B A ys 
es) 的 二 阶 线性 微分 方程 ,在 当 st re 
变动 时 它 的 单 值 群 不 变 的 条 件 下 ， 导 出 了 对 于 
yo" v 完全 可 和 的 * 偏 微分 方程 组 ,证 明了 : 
SB yo oya RIKERE z, 之 中 任 一 
个 的 函数 时 , 它 是 没有 可 移 分 校 点 的 方程 . 

如 果 方 程 不 是 代数 的 , 那 未 即使 是 一 阶 的 ， 


也 会 出 现 可 移 超越 奇 点 。 对 于 F(z,y,y)=0, 
假设 F 是 关于 у 的 多 项 式 , 它 的 系数 在 域 了 中 
Ж x, у 的 亚 纯 函数 ， 木 村 对 于 9 求 得 了 一 
个 充分 条 件 ， 使 得 每 一 个 解 在 x 平面 的 域 刀 
中 都 具有 Iversen ВЕД. 

О. Holder 证 明了 ,函数 不 能 满足 代数 的 
微分 方程 而且， 如 果 一 个 在 单位 圆 内 的 亚 纯 
函数 的 阶 ' 是 co, 那 末 这 个 函数 也 不 能 是 代数 
的 微分 方程 的 解 。 

(#) (1) жию 96,9 EL LT EI 
12] NANE, RANER, ARE, 1950; 
[3] P. Painlevé, Leçons sur la théorie analytique des 
équations différentielles, professes à Stockholm, Paris, 
1897; [4] P. Boutroux, Lecons sur les fonctions défi- 
nies par les équations différentielles du premier ordre, Gau. 
thier-Villars, 1908, [5] Е. L. face, Ordinary differen. 
tial equations, Longmans-Green, 1927; [6] L. Bieber- 
bach, Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen. 
auf funktionen theoretische Grundlagen darstellt, Sprin- 
ger, 1964, [7] M. Hukuhara CIRUNIAE)- T. Kimura 
(本 村 俊 房 )-Mme。T。 Matuda (Kt BFF), Equations dif 
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complexe, J. Math. Soc. Japan, 1961; [8] J. Malmq- 
uist, Sur les tonctions d'un nombre fini de branches déf- 
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Acta Math., 36 (1913), 297—343, 74 (1941), 175—196, 
(9] P. Painlevé, Mémoire sur les équations différentiel. 
les du second ordre et d'ordre supérieur dont l'intégrale 
générale est uniforme, Bull. Soc. Math. France, 28(1900), 
201—261, Acta Math., 25 (1902), 1—86. 


非 线 性 振动 【 英 non-linear oscillations 法 vibra- 
tions non-linéaires 4È nicht-lineare Schwingungen 
4k нелинейные колебания E 非 穆 形 振动 】 Ж 
常 所 说 的 非 线性 振动 是 指 可 用 非 线性 常 微分 方 
程 的 解 所 表达 的 振动 ， 非 线性 振动 理论 有 时 
也 称 为 非 线性 力学 (non-linear. mechanics). 大 约 
从 1930 年 以 来 ， 在 苏联 在 H. М. Крылов 和 
H. H. Боголюбов 的 领导 下 ， 联 系 着 动力 系统 
和 电路 的 振动 ,积极 地 开展 了 研究 , 战 后 , 西欧 
各 国 也 变 得 活跃 起 来 . 

在 非 线 性 振动 理论 中 ,微分 方程 可 以 写成 
下 面 两 种 形式 的 一 阶 方程 组 : 
‹) 4х/й = Х(=) 
Q) dz/dt = X(z, t) 
G 是 向 量 , ERE). 形式 (1) 的 方程 称 为 自 
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治 系统 (autonomous system)。 在 形式 (2) 的 方程 
中 ,通常 X(x, 关于 + 是 周期 的 或 列 周 期 + 
的 .前 一 情形 被 称 为 周期 系统 (periodic system), 
后 一 情形 被 称 为 殖 周 期 系统 (almost periodic 
system)， 物 理 中 的 振动 ， 通 常 是 这 些 方程 的 周 
期 解 或 殉 周 期 解 所 表示 的 运动 因此， 非 线 性 
振动 理论 的 主要 问题 是 求 这 些 方程 的 周期 解 或 
至 周 期 解 。 但 是 要 这 些 解 所 表达 的 振动 能 在 
实际 中 出 现 ， 必 须要 对 初 值 的 微小 变化 ， 解 是 
稳定 的 + (一 稳定 性 )。 因此 ， 研 究 上 述 周期 解 
或 殖 局 期 解 的 稳定 性 ， 就 成 为 一 个 重要 问题 , 
由 于 表示 运动 的 方程 组 本 身 是 近似 的 情形 ， 因 
此 进一步 提出 了 关于 稳定 性 的 问题 . 这 就 是 ， 
表达 实际 出 现 的 振动 的 方程 的 周期 解 或 至 周期 
解 ,对 于 方程 自身 的 微小 变化 也 必须 是 稳定 的 - 
这 样 的 稳定 性 称 为 构造 稳定 性 《structural srabi- 
lity). 研究 这 个 问题 ,在 非 线性 振动 理论 中 也 是 
重要 的 . 

可 以 有 这 样 的 情形 ， 昌 然 微分 方程 不 具有 
周期 解 和 至 周 期 解 ， 但 可 以 有 周期 的 或 至 周 期 
的 积分 流 形 +。 也 就 是 说 ,在 +, x 空间 中 这 样 的 
流 形 * 一 1(z, Ө), CAF BAM RAI 
的 ,关于 参数 9 是 周期 的 , 且 通 过 这 个 流 形 上 的 
任意 一 点 的 微分 方程 的 解 曲线 总 是 包含 在 流 形 
上 .在 此 情形 ， 对 应 于 包含 在 这 个 流 形 上 的 解 
曲线 的 一 个 解 ， 我 们 仍然 可 以 认为 它 表示 一 个 
振动 ， 因 此 ,在 非 线性 振动 理论 中 ,去 求 这 样 的 
流 形 , 并 研究 它 的 稳定 性 ,是 非常 重要 的 . 

在 非 线性 振动 的 研究 中 ， 现 在 最 常用 的 方 
法 是 下 列 三 种 : 1) 几何 方法 ，2) 分析 方 法 , 3) 
数值 方法 . 

【几何 方法 】 几何 方法 是 常用 来 求 自治 系 
统 、 周 期 系统 的 周期 解 的 ， 对 于 自治 系统 ,因为 
周期 解 在 * 空间 (通常 称 为 相 空间 (Phase space) 
中 表示 为 一 个 闭 轨道 "以 z 作为 参数 ), 所 以 几 
何方 法 也 就 是 几何 地 研究 轨道 在 相 空间 的 性 
质 , 用 来 证 明 闭 轨道 的 存在 性 和 稳定 性 的 方法 . 
这 时 , 可 以 利用 临界 点 +、 极 限 集 !( 一 常 微分 方 
程 定性 理论 ) 等 性 质 ， 在 周期 系统 (2) 的 情形 ， 
& XG,0 XT + HABE o(S0), WF :一 
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0 时 使 + = айо (2) 的 解 是 x 一 eG a), BA 
周期 解 由 x = pC, a) 给 出 ,这 里 oo 满足 p(w， 
ао) = mm。 因此 ,在 相 空 间 考虑 由 x = plo, х) 
所 定义 的 映射 x — х', 研究 它 的 不 动 点 的 存在 
许 , 就 可 以 得 知 周期 解 的 存在 性 .在 这 里 经 常用 
的 是 Brouwer 不 动 点 定理 ?+， 在 上 面 的 映射 中 ， 
可 以 不 存在 不 动 点 ， 但 是 存在 一 个 闭 的 不 变 流 
形 ， 这 时 ， 我 们 得 到 一 个 局 期 的 积分 流 形 。 用 
几何 方法 所 得 的 有 代表 性 结果 是 下 列 这 些 : 

i) Liénard 方程 (Litnard's equation) #+ 
1) 2+ g(x) = 0 (- = d/de) (S. Lefschetz 
Тат: 885 5 RS [15]), 当 f(x), g(x) 满足 
下 列 条 件 时 ， 只 有 一 个 轨道 稳定 的 周期 解 。!) 
在 lx| < oo 时 ,1(*) 是 连续 的 , e GO) Fo Hb 
JÈ Lipschitz 条 件 ; 2) f(x) = i~ x) BY f(0) < 
0, g(x) = —g(—x) Bf xg(x) > 0;3)х — oo 


MFG) = (а) да е 4) FGO 在 0< 


x < a д, Е x > a 中 是 单调 递增 的 , B. 
Е(а) = 0. 著名 的 тап der Pol 方程 (van 
der Pol's equation) # — А (1 — х2) $ x = 0 
(a> 0) 是 它 的 特殊 情形 . 

ü) ë + (22 + g (z) = e (0) (Lefschetz 
(41), 4 fe), gG), eC) 满足 下 列 条 件 时 ， 
至 少 有 一 个 周期 为 上 的 周期 解 ，1) (6) 是 周期 
为 的 连续 周期 函数 ; 2) lel < оо 时 у(х) 
是 连续 的 , glx) 局 部 地 满足 Lipschitz 条 件 ; 3) 
[x] — оо Bf, g(x)/x 一 00; 4) 存 在 正 数 B 和 


с, 使 得 IFG) — С,б)| < Bis (РС= 


ora. 

几何 方法 只 能 给 出 定性 的 结果 ， 而 像 局 期 
解 的 形状 等 那样 的 定量 结果 通常 不 能 知道 ， 因 
此 ,应 用 于 实际 问题 时 , 仅 是 几何 方法 还 不 能 得 
到 充分 的 结果 . 

【分 析 方 法 】 因为 分 析 方法 和 上 述 的 几何 
方法 相 比 可 以 使 我 们 得 到 许多 定量 的 结果 ， 因 
此 现在 也 是 最 常用 的 。 但 是 这 个 方法 的 适用 范 
围 , 主 要 是 弱 非 线性 系统 (weakiy non-linear sys- 
eem)， 即 同 线性 相差 很 少 的 非 线性 系统 ， 与 此 


相对 ， 一 般 的 非 线性 系统 称 为 强 非 线性 系统 
(strongly nonlinear system)。 因 此 ， 这 个 方法 完 
全 是 广义 的 摄 动 + 法 , 它 的 差别 仅 在 于 扰动 的 取 
法 和 计算 的 方法 .利用 这 种 方法 可 以 将 已 给 的 
方程 完全 变 成 下 列 形式 的 方程: 
G) £= Ax + s Х(х, ng) 
X e 是 绝对 值 很 小 的 一 个 参数 ，4 是 形 如 4 
= diag (О,, В) 的 矩阵 (O, 是 P БРЕ, B 
是 特征 值 的 实 部 均 不 为 0 WM), X, г, е) 
对 + 是 周期 的 或 到 周期 的 i) Ж XQ rs e) 
t 是 周期 的 , 则 常常 使 用 Poincaré 的 摄 动 法 .ii) 
在 实际 问题 中 经 常 碰 到 4 = 0, 即 (3) 变 为 
O z= EX(x, n8). 
在 这 种 情形 经 常 使 用 平均 法 (method of avera- 
ging). 方程 
G) # + wx = ef(x, 2, 1,8) 
是 可 以 化 为 这 种 方程 的 一 例 。 因 为 形 如 (5) 的 
方程 在 实际 问题 中 经 常 出 现 , 所 以 直接 对 (5) 使 
用 平均 法 的 各 种 方便 的 计算 方法 被 想 出 来 了 ， 
诸如 线性 化 法 (method of linearization), 渐 近 法 
(asymptotic method), 调 和 平衡 法 (method of har- 
monic balance) % (Н.Н.Боголюбов-Ю. A. Mut- 
ропольский [1]), ій) 4 X(x, 5 6) 关于 + 
是 殖 周 期 的 且 4 的 特征 值 的 实 部 全 不 为 0 时 ， 
可 以 有 效 地 使 用 以 常数 变易 法 为 基础 的 逐次 通 
近 法 ( 即 由 зан = Ахы 十 EACx4， 1, в) 定 出 
歼 周 期 函数 {x4} 的 方法 《十 明 [2], J. K. Hale 
GB). i) 对 于 形 如 《3) 的 一 般 方程 可 以 有 效 
地 使 用 把 平均 法 的 原理 一 般 化 了 的 方法 〈Hale 
(31). 

我 们 举 出 由 Боголюбов-Митропольский 所 
证 明 的 《{11) 已 成 为 平均 法 的 原理 的 定理 .这 
个 定理 是 关于 微分 方程 
(6) #= EX(x,1) 
WRA, X(x, 0) 是 定义 在 域 D x L(L 是 实 直 
线 ) 中 的 关于 x 一 致 的 ( 即 歼 周期 与 x 无 关 ) ‹ 


BARMEN $ im LU xG.) = xD. 


平均 法 的 定理 1: 假设 存在 s= Єр, 
使 得 Xo《5) = 0, 而 XKE) KTF ERI Jacobi 


ЖИЕ EMMA E = 时 都 不 为 0. 
Mik X(*, 1) 及 它 的 关于 < 的 导数 在 D, x L 
中 有 界 且 关于 * 是 一 致 连续 的 ,而 D, 是 包含 在 
DAW £= s We 邻 域 。 于 是 ,对 充分 小 的 
e(>0), € r = p HERH, 存在 一 个 而 且 只 
有 一 个 (6) 的 殉 周 期 解 x = x0), EAI X(x, 0 
有 同样 的 频率 基底 ,而 且 当 。 一 0 时 , r) 一 
BURR fo. TA AIR Xol5) 关 于 5 的 Jacobi 
矩阵 的 特征 值 的 实 部 , 当 E <= 名 时 全 是 负 的 , 那 
末 * = x,() 是 渐 近 稳定 的 + 

4X, ORT t 具有 周期 中 时 ， 于 是 可 


以 定义 X) | xc, de, 这 时 上 面 的 定 


理 就 给 出 了 N. Minorsky 的 频 闪 观测 法 (strobo- 
scopic method) ([61) 的 原理 

平均 法 的 定理 2 : 设 微分 方程 
o) È = e XE) 
AGW s= 060) 6 了 ,关于 这 个 周期 解 的 
《7) 的 第 一 变 分 方程 的 特征 指数 ,它们 的 实 部 除 
一 个 外 全 不 为 0，X(x, 1) 及 其 关于 * 的 直到 
二 阶 的 导数 ， 在 U。x L 中 是 有 界 的 且 关 于 = 
是 一 致 连续 的 ， 这 里 U, 是 包含 在 D 中 的 š — 
БО) 0—0 e BR 于 是 ， 如 果 e( > 0) 充分 
小 , 那 末 在 * 一 5(9) 的 附近 只 存在 (6) 的 一 个 
至 周期 的 积分 流 形 * = f,G, 0), CRI Х(х,!) 
有 同样 的 关于 * 的 频率 基底 ， 且 当 一 0 时 
10,0) 一 致 收敛 于 ECO). 而且 ,如 果 关于 5 一 
&(er) 的 (7) 的 第 一 变 分 方程 的 特征 指数 ,它们 
的 实 部 除 一 个 外 金 是 负 的 , 那 末 积分 流 形 x 一 
10, 0) 是 渐 近 稳定 的 . 

【数值 方法 】 数值 方法 可 以 用 来 给 出 振动 
的 具体 形式 。 因 为 一 般 不 管 非 线性 的 强 弱 ， 这 
种 方法 都 能 使 用 ， 所 以 在 实际 问题 中 应 用 起 来 
是 很 方便 的 。 虽 然 这 个 方法 从 很 久 以 来 一 直 使 
用 ， 但 是 ， 从 数学 的 观点 看 并 不 令 人 满意 ， 然 
而 , 随 着 计算 机 的 发 展 ,在 数学 上 满意 的 方法 逐 
渐 地 提 了 出 来 . 为 了 计算 自治 系统 的 周期 解 ， 
占 部 提出 了 以 Newton 迭代 法 为 基础 计算 相 空 
闻 的 闭 轨 道 的 方法 《[12])。 他 利用 这 个 方法 ， 
对 а == 0-10, 20 计算 了 van der Pol 方程 的 
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周期 解 〈[13])， 为 了 计算 周期 系统 的 周期 解 ， 
即使 在 强 非 线 性 系统 的 情形 ，Fangpkn 法 
(Galerkin’s procedure) (将 三 角 多 项 式 代 人 已 给 
的 方程 ,比较 和 未 知 系数 同样 多 个 调和 项 , 定 出 
多 项 式 系数 的 方法 ) 也 是 非常 有 效 的 (关于 近似 
三 角 多 项 式 的 收敛 性 及 它 的 数值 计算 法 , W 
[14], 【16])。 对 弱 非 线性 系统 来 说 , 虽然 分 析 
方法 ( 报 动 法 ) 是 非常 有 效 的 方法 ,但 是 , 当 在 方 
程 中 所 含 的 参数 值 一 固定 ， 对 这 个 值 用 分 析 方 
法 所 得 的 结论 正确 与 否 ,一 般 是 不 容易 判断 的 . 
而 且 , 对 强 非 线 性 系统 来 说 ,用 分 析 方法 去 分 析 
问题 是 非常 困难 的 ， 现 在 任何 有 效 的 方法 大 概 
还 没有 发 现 . 

对 非 线性 振动 的 研究 ， 除 上 列 的 三 种 方法 
以 外 ， 有 时 也 常 使 用 下 面 的 实用 的 近似 方法 : 
对 非 线性 项 用 折线 进行 近似 ， 化 为 解 线性 方程 
的 方法 《模拟 计算 机 ' 主要 就 是 根据 这 个 原理 ) 
和 图 解法 等 . 

从 物理 观点 来 说 ， 振 动 是 一 种 定常 状态 . 
但 是 ， 当 方程 组 包含 一 个 随 着 时 间 变 化 的 参数 
时 (例如 ,长 度 随时 间 惕 慢 地 变化 的 钟 摆 等 ), 振 
动 也 随时 间 变化 (例如 ,振幅 随时 间 的 变化 等 )， 
这 也 是 一 个 重要 问题 .这 个 问题 由 Митрополь- 
ский 以 非 定常 振动 (non-stationary oscillations) 
为 题 首先 在 数学 上 进行 了 深入 的 研究 ([1]， 
[7])。 他 的 方法 是 :把 随 着 时 间 变 化 的 参数 看 
fE r= s (e 是 正 的 小 参数 ) 的 函数 , 开始 时 
把 上 当 作 与 时 间 无 关 的 参数 来 进行 分 析 , 以 后 ， 
令 = er, 研究 振动 随时 间 的 变化 ， 根 据 这 个 
Jjik, Митропольский 从 数学 上 阐明 了 滞后 现 
25. 
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非 线性 问题 [Ж non-linear problem 法 prob- 
ёте non-linéaire ^ 4 nichtlineare Aufgabe Ж 
нелинейная проблема Н ЭЕ ФИ] 能 
被 归结 为 研究 线性 空间 的 线性 映射 性 质 的 问题 
称 为 线性 问题 .与 此 相反 , 非 线性 问题 ,一 般 说 
来 ， 是 归结 为 研究 不 一 定 是 线性 映射 的 性 质 的 
问题 。 近 年 来 , 在 物理 学 、 工 程 和 其 他 领域 中 ， 
研究 具体 的 非 线性 问题 ,具有 重要 的 意义 , 受 它 
的 影响 ,作为 数学 理论 的 非 线性 振动 (一 非 线性 
振动 )\ 非 线性 规划 (一 非 线 性 规划 )、 非 线性 控 
制 等 带 有 非 线性 名 称 的 理论 得 到 了 发 展 . 
首先 ， 讲 述 非 线性 泛 函 方程 ， 在 自 变量 为 
*， 应 变量 为 ?的 常 微分 方程 
а) Кє, ууз) = 0 
Су = dy/dx, +++) rh, f RT ys y BR 
式 的 情形 , 称 常 微分 方程 (0) 为 线性 的 ,不 是 这 
种 情形 , 称 为 非 线性 的 。 关 于 以 x, y 为 自 变量 、 
“ 为 应 变量 的 偏 微 分 方程 ”F(x，, у, и, wes uy, 
assays tt) = 0 би, = 9u/8r,……) 或 者 关于 
未 知 函 数 у(х) 的 积分 方程 + 


y@) + | FCs yO) = Ы), 


BEF XT, uo 4w,,"…… 或 者 关于 是 否 是 一 
次 式 , 来 区 分 线性 还 是 非 线性 的 ( 自 变量 和 未 知 
函数 的 个 数 增加 时 也 一 样 )。 若 是 线性 的 ,这 
样 的 泛 函 方程 称 为 线性 的 ， 不 含有 关于 未 知 函 
数 的 0 阶 项 的 称 为 齐 次 的 1 ,含有 这 种 项 的 称 为 
非 齐 次 的 +， 像 微分 方程 .积分 方程 理论 中 所 说 
明 的 那样 ,对 线性 的 泛 函 方程 来 说 , 解 也 是 可 以 
BMA. 也 就 是 说 ， 非 齐 次 方程 的 通 解 是 可 表 
为 一 个 特 解 和 齐 次 方程 的 一 个 通 解 之 和 ， 而 
且 , 如 果 齐 次 方程 的 任意 二 个 解 为 yo уь Ж 
它 的 线性 组 合 ау + ay (ar, аз 是 常数 ) 也 是 
解 .对 非 线 性 泛 函 方程 来 说 ， 这 种 俐 加 性 质 就 
失去 了 ， 这 是 比 线性 的 情形 处 理 困 难 的 一 个 原 
因 . 

描绘 自然 现象 的 微分 方程 ， 如 关于 电磁 场 
的 Maxwell 方程 和 量子 力学 中 的 Schrodinger 
方程 + 都 是 线性 的 例子 ,但 是 质点 和 刚体 以 及 流 
体 和 弹性 体 的 运动 方程 等 很 多 情形 是 非 线性 
的 .过 去 对 数学 物理 来 说 主要 考虑 线性 方程 . 
只 有 当 所 考虑 的 物理 量 的 变化 在 任何 意义 下 都 
可 以 看 作 是 向 小 的 情形 ， 放 能 用 线性 方程 来 措 
述 实际 现象 ， 当 不 容许 有 这 样 的 假定 时 ,例如 ， 
像 有 限 振幅 的 振动 ,弹性 体 的 有 限 变形 那样 , 非 
线性 问题 就 成 为 重要 的 了 . 

【 非 线性 泛 函 方程 】 处 理 非 线 性 泛 函 方 
E, 对 应 于 各 自 的 问题 , 大 多 采用 特殊 的 方法 . 
但 是 ,我 们 也 举 出 几 个 一 般 的 处 理 方法 ，i) 用 
已 知 函 数 表示 解 ; н) 假定 与 已 知 其 解 的 情形 
的 偏离 是 繁 小 的 , 则 可 用 迭代 法 、 摄 动 法 或 平均 
法 等 ; ш) 用 适当 的 方法 将 问题 线性 化 ; iv) 
几何 学 方法 ; v) 拓扑 分 析 法 ; vi) 数值 方法 ; 
vi) 上 述 几 个 方法 组 合 起 来 的 方法 等 . 

iD 只 限于 非常 特殊 的 情形 .但 是 , 将 原 方 
程 进 行 适当 变形 ， 作 出 可 用 已 知 函 数 表达 解 的 
新 的 方程 比较 这 二 个 方程 的 解 就 可 以 知道 原 
方程 的 解 的 性 质 . 

i 是 广泛 利用 的 。 AUT Newton 迭代 
法 〈 一 代数 方程 的 数值 解法 ) 的 迁 代 方法 是 有 


效 的 ， 下 面 举 一 个 摄 动 法 的 例 ， 以 > 为 未 知 函 
数 的 泛 函 方程 F[y] = 0, 利用 某 个 小 参数 。 
可 写成 
о) Fly] = Foly] + в Fily, £]. 
这 里 Poly] = 0 是 齐 次 线性 方程 .在 此 情形 ， 
原先 的 泛 函 方程 可 以 写成 
G) Foly] = —eF Ly, £]. 
先 令 右 端 为 0, M Poly] = 0, BEM уо, 然后 
将 为 代入 (3) 的 右 端 ,得 非 齐 次 线性 方程 Fefy] 
= 一 gFi[yos8] .假设 它 的 解 为 nn, BERE yi КА 
《3) 的 右 端 ,…。 这 样 继续 进行 ,得 到 解 yo yo 
yn» 分 别称 为 0 级 近似 ,一 级 近似 ,二 级 近似 ， 
tes WOR yo yo yn o KATEA y BBA у 
SRE Fly] = 0 的 解 ， 用 这 个 方法 应 该 注意 的 
Ж: 令 参数 8 为 0 的 0 级 近似 方程 Ру] 一 0 
的 阶 数 可 以 比 原 方程 Fly] 一 0 的 阶 数 低 ， 在 
此 情形 ，Fe[y] 一 0 的 全 部 满足 所 给 边界 条 件 的 
解 一 般 是 不 存在 的 、 这 是 因为 对 > 0 HRT 
使 得 Fily] — со 的 域 Di。 在 那里 是 不 能 忽视 
eFi[y] 的 。 因为 D, 和 通常 的 e 都 是 很 小 的 ， 
所 以 问题 的 域 可 以 分 为 二 部 分 D = Do + Di, 
D, 是 使 Foly] = 0 的 ，D 是 考虑 域 的 狭小 
部 分 , 使 得 原来 的 方程 FIy] 一 0 可 以 简化 .这 
个 方法 在 处 理 边 界 层 *, 冲击 法 ， 薄 板 的 有 限 变 
有 形 等 问题 时 常常 使 用 . 

iii) 是 各 种 各 样 的 。 在 ü) 中 所 讲 的 摄 动 
法 也 是 一 种 线性 化 方法 ， 现 在 举 出 另 一 个 线性 
化 方法 的 例子 ， 考 虑 关于 自 变量 r, y, 应 变量 
u, "的 偏 微分 方程 组 

Ам, + Bu, + Cio, + Dio, = 0, i= 1,2, 
其 中 A,, В, С Di ЯЖ и, ”的 函数 ， 虽 然 这 
个 方程 组 关于 u, v 是 非 线性 的 , 但 是 ， 如 果 函 
数 行列 式 J 一 uuo, 一 муо, 不 等 于 0, 那 末 可 以 
JO v, v 取 为 自 变 量 ,将 方程 变 为 
Aiye — Bz, — Сау, + Dis, = 0, š = 1,2, 

从 此 ， 就 将 它 线性 化 了 .我 们 称 这 个 变换 为 速 
端 曲线 变换 (hodograph transformation)。 速 端 曲 
线 法 (一 流体 力学 ) 就 是 利用 这 个 事实 ， 它 可 用 
于 气体 的 一 维 非 定常 流 ， 二 维 定常 无 旋 流 的 问 
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iv) 是 ,例如 , 当 从 几何 上 研究 常 微分 方程 
的 解 所 表示 的 轨道 的 性 质 来 了 解 解 的 性 质 时 利 
用 的 .此 外 ，Brouwer 的 不 动 点 定理 (一 不 动 点 
定理 ) 是 证 明 存 在 周期 解 的 有 力 工具 ， 另 外 ,在 
常 微分 方程 中 利用 适当 的 Ляпунов 函数 的 方 
法 也 可 看 作 是 一 种 几何 方法 . 

v) 是 在 证 明 非 线性 偏 微 分 方程 的 解 的 存 
在 时 ， 导 人 适合 问题 的 函数 空间 ， 引 用 关于 
Banach 空间 ! 论 等 的 抽象 空间 的 非 线性 映射 的 
一 般 理论 那样 的 观点 ， 和 ü), iv) 等 并 不 是 有 
截然 的 区 别 的 . Tanspka 法 ' 等 变 分 法 的 手段 也 
可 以 看 作 是 拓扑 分 析 方法 ， 虽然 如 此 ， 从 一 般 
的 观点 看 来 ,关于 方程 

х= F(x) 

的 解 的 存在 定理 , 即 关于 映射 下 的 不 动 点 定理 * 
是 最 最 基本 的 . 它 的 朴素 的 基础 就 是 所 谓 的 压 
缩 映 射 原理 。 这 个 定理 是 这 样 的 ; 设 F 定 义 在 
整个 Banach 空间 X 中 ,如 果 对 常数 o:0 < a< 
1, 它 是 满足 F(x) 一 FO) < als — yl (z, 
y € X) 的 映射 XX 一 六, 那 末 从 任意 的 出 发 点 
ж = a € X 所 开始 的 逐次 迭代 х„ы 一 FG) Ж 
收敛 的 , (z.) 的 极限 z< 就 给 出 了 x = F(s) 的 
唯一 解 ， 反 过 来 ,上述 Brouwer 不 动 点 定理 的 
发 展 是 Schauder 不 动 点 定理 和 Leray-Schauder 
不 动 点 定理 ,它们 也 是 经 常 被 有 效 地 利用 的 (一 
不 动 点 定理 ). 

和 不 动 点 定理 不 同 的 一 般 性 定理 之 中 值得 
注意 的 该 是 不 久 前 由 G. J. Minty 发 现 的 关于 
非 线性 单调 算 子 《monotone operator) 的 定理 . 
虽然 对 定理 的 各 种 改进 和 精确 化 方法 也 已 经 提 
了 出 来 ,我 们 只 用 整理 过 的 形式 讲 一 讲 基本 的 
情形 。 首 先 , 设 互 是 Hilbert 空间 , 它 的 内 积 表 “ 
Gs). Bri H — H 的 映射 F 是 单调 的 (mono- 
tonc)， 就 是 对 所 有 的 z, у, AR (FG) 一 
F(y), x 一 y) 20. 而且， 所 谓 F 是 在 强 的 意 
义 下 单调 的 (strongly monotone)， 就 是 存在 一 个 
正 的 常数 “<， 使 得 
X(FG)—FG), z—y) > els — У, z, y €H 
成 立 ， 于 是 ,下 面 的 定理 成 立 〈 一 [11]). 

定理 . 如 果 映 射 F:H — H RPT BE 
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续 的 , 那 末 对 任意 的 «€ H, 方程 x + F (z) 
= = 具有 唯一 的 解 x € H. 
这 个 定理 和 下 面 的 定理 是 等 价 的 (一 [12]). 
定理 。 如 果 映 射 F;H 一 日 是 连续 而 且 是 
在 强 意义 下 单调 的 , 那 末 对 任意 的 we H, 方程 
F(x) = и 具有 唯一 的 解 z. 
关于 这 些 定理 的 一 般 化 及 对 偏 微分 方程 的 
应 用 例子 ， 可 以 参阅 F. E. Browder ([12])， 
关于 对 发 展 方程 的 推广 ,可 以 参阅 T. Kato (加 
WRK). 
vi) 是 实用 的 方法 。 数值 方法 和 上 述 的 理 
论 方法 结合 起 来 使 用 是 很 多 的 。 虽然 数 值 方法 
的 理论 上 的 根据 有 许多 是 还 不 十 分 充分 的 ， 但 
是 ,由 于 最 近 计 算 机 的 迅速 发 展 ,数值 方法 的 实 
际 应 用 范围 变 得 更 广泛 了 。 即 使 上 述 让 一 v) 的 
方法 很 难 适用 的 情形 ， 也 可 以 在 固定 问题 中 所 
含 的 参数 的 值 后 求 它 的 数值 解 . 
【控制 系统 的 非 线 性 问题 】 下 面 考虑 控制 
系统 的 一 个 非 线 性 问题 (一 [7])， 用 " 维 向 量 
表示 控制 对 象 的 状态 的 某 个 控制 系统 的 基本 方 
程 可 以 表示 为 下 列 微分 方程 组 : 
(4) edz — po)b, š = qo), 
o= c'x — y£, £= dx/di, Ë = 18/00. 
这 里 , x 是 ” 维 向 量 (表示 控制 对 象 的 状态 )， 4 
是 ”= 阶 常数 矩阵 , 它 的 特征 值 的 实 部 是 负 的 (不 
加 控制 时 < 满足 + 一 Az), 是 一 标量 ,表示 
控制 量 , 5. c 是 ” 维 常数 向 量 , Y 是 常数 . 所 有 
这 些 都 假定 是 实数 。 又 he 的 转 置 向 量 ( 行 
向 量 ). 
eo) 是 控制 机 构 的 特征 函数 ,一 般 不 表 为 
的 一 次 函数 控制 系统 的 非 线性 性 质 是 根据 
` 这 个 特征 函数 的 福 质 的 。 9(c) 一 般 具有 下 列 
性 质 ， 1) ol) 是 定义 在 (一 co , оо) 中 的 实 值 
连续 函数 ; 2) Ф(0) = 0, що 关 0 时 oplo) 
013) f еб) = +0. 不论 怎样 选取 
WED. 2), 3) 的 e. 只 楼 对 方程 组 (4) 的 
任意 解 10), SG), Ж 1> + HA) = 
0, £ G) 一 0， 那 末 我 们 就 称 (外 为 绝对 稳定 的 
(absolutely stable). 


对 控制 系统 的 问题 来 说 ， 虽 然 求 出 使 系统 
是 绝对 稳定 的 充分 必要 条 件 是 重要 的 ,但 是 ,对 
上 述 的 方程 组 (4) 来 说 ,有 下 面 的 结果 (M. В. 
Donos).i 对 某 个 非 负 的 数 4 及 所 有 的 实数 o, 
如 果 有 
G) RCA + год) СС GoE — 4)5)) 

+qvy 2 0, 

DBA (4) 是 绝对 稳定 的 ， 这 里 假设 互 是 =” 阶 单 
БРЕ, н) 如 果 根 据 Ляпунов 函数 


V(x,0) = Bz + ао? + ох + В IC 


〈(f 是 = 维 常数 向 量 ) 证 明了 (4) 是 绝对 稳定 的 > 
那 末 对 所 有 的 实数 wo。， 满 足 (5) 的 4 > 0 是 存 
在 的 . 

【各 种 非 线 性 问题 】 因为 有 关 流 体力 学 和 
振动 论 的 非 线性 问题 在 前 面 几 节 中 已 经 讲 了 ，、 
所 以 这 里 举 几 个 别 的 非 线 性 问题 的 例子 . 

1) 下 列 非 线 性 差分 微分 方程 : 

du(s)/de = (a — u(t — 1))u(), 
#5% Cherwell-Wright F#2 (Cherwell-Wright 
equation) (一 [10])， 设 已 给 初始 条 件 u(t) = 
g() (0 <: <1) (gG) 是 连续 函数 )， 则 在 
0<r< % 中 解 是 唯一 确定 的 ， 如 果 a <0, 
g(1) > 0, ABA ule) — 0 (r — co); WR a = 
0, g(1) < 0, ЯЖ ule) — —00 (¿ — оо). Ж 
次 ,假设 a 0. 如果 gC) < 0, Ж G) 一 
— 90 (z — 00); Ж gC) > 0, WAY z — co 
Bis ule) 或 者 单调 地 趋 近 a, 或 者 围绕 a 振动 


(有 界 )， 当 0 <。< 士 时 不 引起 振动 ,但 是 


X > 1/e 时 却 引起 振动 ， 当 a < 3/2 时 振动 
衰减 ， 而 当 a > =/2 时 就 出 现 振动 不 衰减 的 振 
动 解 . 

2) 如 果 我 们 把 恒星 看 作 是 一 个 气体 球 ,并 
假定 它 的 各 点 的 压力 p 和 密度 e 之 间 有 所 谓 的 
多 方 指数 (polytrope) 关系 p = Kp! (K, 7 ЖЖ 
数 ), 那 末 我 们 得 到 一 个 决定 密度 分 布 的 二 阶 微 
分 方程 , 称 为 Emden 方程 (Emden'。 equation) 
或 多 方 指数 微分 方程 (polytropic differential equa- 
tion)。 这 是 构成 恒星 内 部 构造 的 经 典 理 论 基础 


的 方程 。 设 是 离 中 心 的 距离 ，G 是 万 有 引力 
常数 , 是 任意 常数 ， 如 果 令 >= 1-+ n, 
e= А0", r= ak, a= ((n +1) Kir2/(4= 
:G))'2, 那 未 方程 可 以 写成 下 列 形 式 : 
(1/#?)d(8'd0/de)/dE = — 9". 
我 们 称 在 上 一 0 满足 9 一 1,40/4s = 1 的 解 为 
指数 ”的 Lane-Emden 函数 (Lanc-Emden func- 
Чол). 由 于 方程 对 变换 E> AE, 0— Amon? 
CA 是 任意 常数 ) 是 不 变 的 ， 因 此 它 本 质 上 可 以 
化 为 一 阶 方程 ， 但 是 除 n = 0, 1 及 5 外 , Ë+ 
能 解析 地 求解 ，Emden xf л 从 0.5 到 6 之 闻 的 
几 个 值 给 出 了 数值 解 ,并 由 Green, D. H. Sadler 
及 Miller 等 把 它 精确 化 了 ， Lane-Emden 函数 
一 般 直 到 头 一 个 零点 止 是 单调 碱 少 的 ， 这 个 点 
成 为 " 星 " 的 边界 ， 对 n2>5 来 说 ,这 个 边界 变 成 
无 穷 远 ,但 是 "一 eo 的 情形 由 于 相当 于 一 个 等 
温 气体 球 而 正 得 到 很 好 地 研究 , 这 时 利用 p = 
det, a = (K/4 461), 方程 可 化 为 
Q/2)4(2?49/42)/45 = c”, 
3) 描述 作为 神经 网 络 模型 的 神经 细胞 的 
状态 的 Caianiello 方程 (Caianicllo's equation) 
《一 [8]) Æ: 


аа) 1 [= Уан) в], 


这 里 обе) 表示 第 i 1-1% ИНЕЛЕР ЭП : 的 状 
态 , 取 值 0 或 1 , 考虑 的 时 间 是 离散 的 , 都 是 + 
的 倍数 : 0,r， 2 r，…。 实 系数 a? 表示 从 细 
Wa i 到 细胞 i 的 结合 过 程 中 过 去 历史 的 影响 的 
权重 , 非 负 整数 9; 表示 细胞 ; 的 阔 值 .1 [x] 是 
这 样 的 函数 , 当 x 过 0 时 是 1, 当 * 天 0 时 是 0. 
4) 考虑 关于 神经 的 兴奋 和 传导 的 Hod- 
gkin-Huxley 方程 (Hodgkin-Huxley equation) 
(91): 
ӘУ /0x! = (2r/ R)CCoBV /д+ gm (V — V) 
+ gn'(V — V2) + g(V — V3). 
8m/8: = — (aV) + &())m + aC), 
94/01 = —(a(V) + PV ))h + aV), 
Әп/Ә = --Ca(V) + BXV))n + (V), 
这 里 , o, AOKI) REIS HBR, ro 
Ro Cos gi Vi 1 & i 3) BERK. WHA 
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件 是 : 在 :一 0 给 定 7,m,hisn, 在 z 一 0 给 
定 V。 在 此 情形 ,是 在 0<x<%, 0 << оо 
tB V (2,2) 的 问题 . 

5) KdV 微分 方程 (Kortewcg-de Vries dif- 
ferential equation) 

u, + uu, + и = 0 

在 水 波 理论 和 等 离子 体 物 理 中 都 有 应 用 ， 最 
Xt, P. D. Lax 和 其 他 人 给 出 了 存在 层 立 子 
(soliton) 解 的 证 明 [14] .这 方面 约 发 展 一 [20} 
—[24].) 

上 面倒 述 的 主要 是 与 泛 函 方程 有 关 的 问 
Bi. 但 是 也 有 其 他 的 重要 的 非 线性 问题 ， P| 
如 , 非 线 性 规划 (一 非 线 性 规划 法 )，N，Wiener 
的 非 线性 统 计 理论 (一 [4]》 等 . 
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伴随 微分 方程 1% adjoint differential equation 
ik équation différentielle adjointe 4È adjungierte 
Differentialgleichung 4% сопряжённое дифферен- 
циальное уравнение Б 随 伴 微分 方程 式 ] 
【 常 微分 方程 】 对 于 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 


© LDl= Dy =o, 
= 

我 们 称 

Ө) M[y] = > (-1)*Giy) = 0 
= 


为 原来 方程 的 伴随 微分 方程 , 称 M [y] >% Lly] 
的 伴随 微分 式 (adjoint differential expression), 反 
Z, Liy) 也 是 M [y] 的 伴随 微分 式 .在 伴随 
微分 式 之 间 有 Lagrange 恒等式 《Lagrange’s 
identity) 

G) aL[y] — yMTz] = Му» 21/4x 
PIL. ZE Niy z] Жу, 2 Q = 0, 1, 2, 
++, n D 的 双 线性 型 

G) м», z] 


fici 


= 2 31 Comet, 


©з = 
称 为 伴随 双 线 性 《bilinear concomitant) MAR. 
根据 这 种 关系 ， 如 果 能 得 到 M [y] — 0 的 ?个 
独立 的 解 , 那 末 就 能 把 原来 方程 [у] = 0 的 
PRR PE. 当 M [y] = Liy] 时 ,就 称 L 
[y] 一 0 WHPR (self-adjoint). 

如 果 p, 为 实 函数 , 那 末 要 使 (1) 是 自 伴 的 ， 
它 的 阶 数 ” 必须 是 偶数 ， 设 "一 2m， 则 Ly] 


可 以 表达 为 LIy] = Ў) (py 979. 这 时 
= 


《就 成 为 变 分 问题 | D pof as 一 0 的 
Eue 方程 !， 现 在 取 任意 的 a 个 函数 zo oo 


0, Z gat? 0, 
X gat? = (—1)°р' 
SEW go os gas ЙИШ Lagrange 恒等式 可 以 导 


у= У) ci 一 >= [rte 


+ Xa ntu 
ви), 


(ei 为 常数 )， 由 此 可 知 ,微分 方程 L[y] 一 /可 
以 化 为 Volterra 型 积分 方程 ' (Dini Ж (Dini's 
method))， 特 别 是 ,如 果 已 知 M[z]=0 的 若干 
个 解 ,把 它们 取 为 z, 则 可 使 方程 简化 . 

下 面 假定 已 给 对 "个 应 变量 y(i — 1,2, 
++, п) 的 一 阶 线性 齐 次 微分 方程 组 


G) ty i в 
于 是 称 


O s Ў Бі, 2 n 


= 
为 (5) 的 伴随 微分 方程 组 (adjoint system of differ- 
ential equations), 这 种 关系 显然 是 相互 的 ， 因 


ЕРЕ 
为 对 (5) 及 юн (Уа) m 0, 即 


> yi, 一 常数 成 立 , 所 以 如 果 已 知 (6) 的 ?组 


m 


解 , 则 (5) 的 未 知 变数 的 个 数 就 能 减少 ?个 .使 
(5) 成 为 自 伴 的 充分 必要 条 件 是 , p= — PG, 
ў 1,2, 5775 n), FÆR R pu = 0. 
【 偏 微分 方程 】 对 于 偏 敏 分 方程 
Ци] = Xi a GOD = 0 
(p= (pio т-р), Dr 9 Әле" Oxf) 
我 们 称 
L*[u] = 3j (0+ (3, (ш) 一 0 
为 Liu) 一 0 的 伴随 偏 微 分 方程 (adjoint partial 
differential equation). Pim, 对 于 实 系数 的 二 阶 


线性 齐 次 偏 微 分 方程 
G) Ци = Ура + Ури + pu = 0, 
Pa = Pai 


(uj, = tu /8zí8z,, uj = Әи/Әх;), 
М[е] = X Cpe dig — X (pir); — pe = 0 
就 是 它 的 伴随 偏 微分 方程 .这 里 假定 pus рь 
PME zx ++ ‚›х„ 的 函数 .当然 ,， 工 与 M 的 关系 
是 相互 的 。 根 据 恒等式 
vL[u] — uM [v] = 20N;/0x;, 


N= > {рань — Срат) ш) + pines 
我 们 有 广义 Green 公式 
|, OLU — Lean -dra 


-— >| senos zi)4S. 
右 端 是 在 域 D 的 边界 OD 上 的 » 一 1 维 曲 面积 
fv 表示 内 向 法 线 . (7) 是 自 伴 的 充分 必要 条 


件 是 py 一 > Opu/0x.. EMF (7) 可 以 从 


变 分 问题 af X pa dne de, = 0 导出 。 
[5] [1] MEOR, BRODERA, HARE 
数学 ，1933; [2] MERNE, (#7 8 R, vim 
MERR, 1935. TCM EAE NED [B]. 
稳定 性 [3 stability 法 stabilité 4è Stabilitat 
4 устойчивость Н 安定 性 ] 一 般 说 来 ， 当 
给 与 某 个 状态 以 非常 小 的 扰动 时 ， 如 果 这 个 抗 
动 永远 保持 是 小 的 ， 那 末 称 这 个 状态 是 稳定 的 
(stable), 反之 ,如 果 这 个 扰动 逐渐 变 大 使 得 越 来 
越 陪 离 原来 的 状态 ， 那 末 称 这 个 状态 是 不 稳定 
的 (unstable，instable). 这 本 来 是 对 物理 上 的 定常 
状态 所 考虑 的 概念 例如， 一端 固定 的 棒 处 于 
重力 场 中 时 〈 它 可 绕 支点 转动 ), 棒 从 支点 垂直 
向 下 悬 吊 的 状态 和 垂直 向 上 站 立 的 状态 ， 都 是 
定常 状态 , 但 是 , 很 明显 前 者 是 稳定 的 状态 ,后 
者 是 不 稳定 的 状态 .在 物理 上 只 有 稳定 状态 才 
认为 是 可 能 实现 的 ,因此 ,这 个 区 别 是 重要 的 . 
稳定 性 的 概念 在 今天 已 不 限于 物理 的 状 
Ж, 而 在 各 种 领域 中 被 广泛 地 利用 ， 在 这 里 我 
们 将 只 限于 讲 微 分 方程 的 解 的 稳定 性 。 在 此 情 
形 ,所 谓 稳定 性 是 指 当 初 值 ?稍微 变动 一 些 时 ， 
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解 也 只 是 变动 很 小 一 点 ， 不 言 而 喻 ， 如 果 自 变 
量 只 限于 在 有 限 的 范围 内 变动 ， 那 未 由 于 解 对 
初 值 的 连续 性 (一 常 微分 方程 的 初 值 问题 ), 稳 
定性 一 般 是 得 到 保证 的 。 在 讨论 稳定 性 的 情形 
时 ， 提 出 这 样 的 问题 : 当 自 变 量 不 是 在 有 界 范 
转 内 变动 时 将 会 怎样? 

Hn Me Eudid 空间 的 点 表 为 (cj sn) 
CONROE ON GIO, ， 
x) = w G) CERF :的 微分 ), 令 |x| = 
Dial. 对 于 微分 方程 


= 
qa) x =F (1, х), 
PAM BORER (AMEDD 
的 初 值 问题 ) ,在 le] < со, || < 00 时 是 被 保 
证 的 . 

Ф х= ф(0) 是 (1) 的 解 ， 如 果 对 于 任意 的 
s > 0, 可 以 定 出 一 个 8 > 0, 使 得 当 |x(0 ) 一 
#(0)| 二 5 时 ,对 (1) 的 所 有 的 解 x(z), 有 |x(s) 
—e()| < s, 0 < < co(—ceo < : <0), Hh 
末 我 们 称 解 x = gE (Æ Ляпунов 意义 下 ) 
正 向 ( 负 向 ) 稳 定 的 (positively (negatively) stable 
(in the sense of Ljapunov))。 如 果 正 向 和 人 负 向 
都 是 稳定 的 , 那 末 称 为 两 向 稳定 的 (stable in both 
directions). 

【 渐 近 稳 定性 】 Ux 一 eG) 是 正 向 ( 负 
向 ) 稳定 的 , 如 果 对 于 它 附近 的 任意 解 x) 在 
z 一 十 co (—00) М |xG) 一 ФС) | 一 0, 则 称 
Ж х= eG) 是 正 向 ( 负 向 ) 渐 近 稳 定 的 (Positivey 
(negatively) asymptotically stable)。 今 后 ,凡是 讲 
述 只 关于 正 向 稳定 情形 的 定理 ， 就 简单 地 称 渐 
近 稳 定 的 (asymptotically stable). 

当 讨 论 x 一 eG) 的 稳定 性 时 ,如 果 作 变换 
x= y + (2), SUIT (1) EH 
Q) у= у + @(9) — foe) 

= FG,y), 
FG, 0) = 0, 

因此 ， 只 要 讨论 这 个 方程 的 解 y = 0 的 稳定 性 
REAT. WREE F AT y 是 连续 可 微 的 , 那 
RA 
y = Е,(!, Oy + gy), ey) = «CI»D. 
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从 这 个 方程 去 掉 8(:, y) 这 一 项 ,得 到 线性 方程 
y =F,(, 0)y, 
称 之 为 对 (1) 的 变 分 方程 (variational equation), 

已 知 的 稳定 性 的 判别 条 件 ， 几 乎 全 是 关于 
渐 近 稳定 性 的 ,它们 都 是 利用 变 分 方程 的 解 的 . 
这 里 列举 几 个 基本 的 判别 条 件 : 

D 对 于 O), 如 果 存 在 具有 下 列 性 质 的 函 
数 ( 称 之 为 Ляпунов 函数 (Ljapunov function)) 
Vey) IR у= 0 是 渐 近 稳定 的 . i) V 对 
1>0, |y] <p RAW, ü) V 2 0, dV /de 
<0, ü) 当 y 一 0 时 关于 “一 致 地 有 了 一 0 
(141,051). 

D 是 非常 一 般 的 条 件 ,下面 讲 的 ID, Ш), 
У) 等 可 以 看 作 具 体 地 构造 Ляпунов 函数 的 例 
T 

ID 把 (2) 写 成 下 列 形式 : 

《3) y = Py gn», 

这 里 gU, y) Sy 一 0 时 是 连续 的 ， 关 于 “一 
BabA ey) 一 o(|y|)， 于是， 下 面 的 定理 
是 基本 的 。 如 果 PC) 是 常数 矩阵 , 它 的 所 有 特 
征 值 的 实 部 全 是 负 的 , 那 末 y = 0 是 渐 近 稳定 


的 ([3],[4])。 

HI) 设 PG) 是 关于 :的 连续 周期 函数 . 如 
果 令 变 分 方程 
(4) z = PU) 


的 基本 解 组 ?为 Z， 令 PC) 的 周期 为 了, ЯЖ 
存在 一 个 常数 矩阵 C, 使 得 ZUFT)=ZG)C, 
设 c 的 特征 值 为 nee à. Ф „= 
Clog MXT， 则 称 piss ps 为 (4) 的 特征 指数 
(characteristic exponent), 显然 ,特征 指数 确定 到 
2 xi/T 的 整数 倍 。 如 果 (4) 的 特征 指数 的 实 部 
全 是 负 的 , 那 末 (3) 的 解 y = 0 是 渐 近 稳定 的 
《[3],[4]).。 

IV) 设 在 (1) 中 К, x) 是 关于 + 具有 周 
期 工 的 周期 函数 ， 而 且 〈1) RAAME x= 
eG, PU+T) = eG) MRS х = y+ eH), 
将 (1) 化 为 (3) 的 形式 , 那 末 PG), gG, y) HA 
有 周期 7， 因此 ,在 研究 周期 解 x = e) 的 稳 
定性 时 可 以 利用 ID。 这 是 非 线性 振动 的 周期 
解 的 稳定 性 问题 .关于 这 方面 ,对 各 种 特殊 形式 


的 微分 方程 还 得 到 了 ш) 以 外 的 许多 结果 (一 
非 线 性 振动 )、 特 别 是 ,fl(1:, x) 是 不 包含 :的 
所 谓 自治 系统 ?的 情形 ， 和 所 7，x) = р(х) + 
902), qG + T) = qG) 的 情形 , 即 自治 系统 加 
上 强迫 振动 的 情形 ,关于 这 些 方面 ,很 久 以 来 就 
有 很 多 的 研究 . 

V) 在 (3) 中 令 gG, y) 具有 和 Ш) 同样 的 
性 质 , 设 PG Ne > 0 是 连续 而 且 有 界 的 ,可 以 
根据 一 个 适当 的 线性 变换 y = AG)z, E (3) 
变 为 

也 一 0OCD)z + hz), 
其 中 OG) 是 一 个 三 角 和 矩阵 ， 它 的 元 素 对 : > 0 
都 是 连续 而 且 有 界 的 ([4],[7])， 因 此 ,不 失 一 
般 性 , 在 这 里 从 一 开始 就 把 PC) 考虑 作 一 个 三 
ЖИБЕРЕ. 4 PC) 的 对 角 元 素 所 组 成 的 对 Л Н 


BE Pole), GC) = «р Ë мй HG) m GG) 


f G^ (dr, WIRY 1 — oo 时 GG) fa HC) 都 


RAR BA y=0 是 浙 近 稳定 的 (14],[8])。 
关于 渐 近 稳定 性 的 问题 ， 有 非常 多 的 研究 
《例如 [2])( 一 常 微 分 方程 的 渐 近 性 质 ), 
【条 件 稳定 性 】 令 eG) 是 (1) 的 解 , $ 是 
(1) 的 解 的 族 。 如 果 对 e> 0 可 以 定 出 一 个 
8 > 0, 使 得 对 任意 的 解 xG) ES, 当 |x(0) 一 
9(0)| <8 时 有 Ix) — Ф) < 6,06 < 
co, BARI eG) 关于 3 是 稳定 的 ， 在 不 
是 稳定 的 情形 ,如 果 能 适当 选取 一 个 解 族 3, 使 
得 解 关 于 它 是 稳定 的 ， 那 末 就 称 这 个 解 具有 条 
件 稳 定性 (conditional stability). 例如 ,在 (3) 中 
令 PG) 是 常数 矩阵 , 它 的 特征 值 中 有 些 具有 负 
的 实 部 ,有 些 具有 正 的 实 部 , 而且 gG, y) 关于 
y 是 可 微 的 ,如 果 当 y 一 0 时 g,G, y) = o (1) 
关于 :一致 地 成 立 , BK y = 0 具有 条 件 稳定 
性 . 
比 稳定 性 强 的 性 质 是 轨道 稳定 性 .如 果 对 
e > 0 可 以 定 出 一 个 8 > 0, 使 得 对 (1) 的 满足 
|x(0) — e(0)| < SWERE), U xG) 


属于 U e(O) 的 = 455. ВЖИ eG) 具有 


[E 


轨道 稳定 性 (orbital stability), 

当 (0) 的 右 端 不 包含 :时 ,常常 称 (1) 为 动 
力 系统 .在 动力 系统 的 理论 中 ,在 考虑 解 的 稳定 
性 的 同时 ， 闭 不 变 集 的 稳定 性 也 是 一 个 重要 问 
题 (一 常 微分 方程 定性 理论 ,[5]). 

除 上 述 那样 的 解 的 稳定 性 外 ,研究 当 (1) 的 
有 端 稍微 变化 一 下 时 解 的 变化 情况 的 问题 ， 也 
是 微分 方程 的 一 个 重要 问题 ， 例 如 ,假设 (1) 的 
Aidit F(t, z) 连续 依赖 于 一 个 参数 6, 对 s 的 微 
小 变化 ,讨论 解 的 变化 情况 的 问题 ， 是 所 谓 摄 
动 + 理 论 的 问题 .假设 

x —f(nx,£) 

对 e= 0 具有 一 个 周期 解 x 一 eG), fuk 
8 天 0 在 eG) 附近 总 会 出 现 一 个 周期 解 ， 那 
ЖЖ x = eG) 对 摄 动 是 稳定 的 。 对 于 摄 动 
的 周期 解 的 稳定 性 ， 在 天 体力 学 和 非 线 性 振动 
等 理论 中 是 一 个 重要 问题 ([4],[6]). 

{&] [1] R. Bellman, Stability theory of differea. 
"tial equations, McGraw-Hill, 1953(h RAR. ДУГАР, RUP 
方程 的 解 的 稳定 性 理论 ,科学 出 版 社 , 1957): [21 L. Cesari, 
Asymptotic behavior and stability problem in ordinary 
differential equations, Springer, 1963; [3] Е. A. Cod- 
dington-N.Levinson, Theory of ordinary differential equa- 
tions, McGraw-Hill, 1955; [4] S. Lefschetz, Differen- 


ial equations: geometric theory, Interscience, 1957 (hit 
Ж: S. RAW, WTC, 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1965); (5] A. Ляпунов, Probléme général de la stabil 
dté du mouvement, Princeton, 1947, [6] B. B. Heats 
цкий-В. B. Степанов, Качественная теория дифферен- 
инальных уравнеңин, ОГИЗ, 1947.( 中 译本 : B. В. miZ 
ж, B. B. 斯 捷 巴 庄 夫 ，, 敏 分 方程 定性 论 ,科学 出 版 社 ,1959); 
[7] О. Perron, Uber eine Matrixtransformation, Math. 
Z., 32 (1930), 465—473; [8] O. Perron, Die Stabilitáts. 
frage bei Differentialgleichungen, Math. Z., 32 (1930), 
703—728, [9] A. Halanay, Differential equations, sta- 
bility, Oscillations, time lags, Academic Press, 1966; (10] 
T. Yoshizawa (SUBE). Stability theory by Ljapunov's 
second method, Publ. Math, Soc. Japan. 1966. 
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积分 不 变 式 [integral invariant 
intégral Ë invariantes Integral {А интегральный 


инвариант Б 积分 不 变 式 ] 考虑 表示 ”= 维 空 
їй} К" 的 点 x = (zo ct xs) 的 运动 的 微分 方 


程 组 dxi/ dt = X, (zu 5 t) G= L, 2, 
++, я), Spe AW. + K E: R° 中 的 一 个 
Р ЕШШ (1 < p < n), 在 时 间 :, 属于 K 的 点 
移动 到 К, НЕШО К, 如 果 积 分 


积分 不 变 式 961 
а) j. res die 
与 + 无关 ， 则 称 之 为 上 述 方程 组 的 ? 次 积分 不 
BA. 特别 是 ,使 | M(x Disi, 成 为 


> Tas Daw 


次 积分 不 变 式 的 充分 必要 条 件 是 : C + 


Sa d =0, Мм (x, г) EIS TIC Clan 


= 


multiplier). T MG, Ddx, 成 为 一 次 


i 


积分 不 变 式 的 充分 必要 条 件 是 : OM 
2G + My) = 0, 特别 是 ,着 对 任 
每 pC1 a 一 "уршык. 积分 (1) 与 + 
无 关 , 则 称 (1) 为 ?次 相对 积分 不 变 式 (relative 
integral invariant), 对 应 于 此 ， 称 前 面倒 述 的 
积分 不 变 式 为 绝对 积分 不 变 式 absolute integral 
invariant). 

如 果 | ма 是 一 次 相对 积分 不 变 式 ， 

z 


根据 Stokes xx [x (Bh - PMi) ade, 


是 二 次 绝对 积分 不 变 式 .同样 ,一 般 从 次 相对 
积分 不 变 式 可 以 构造 pH 次 绝对 积分 不 变 式 ， 
偶数 阶 方程 组 dps/ dt = P, (ps pm 
qo 7115 Gms Ds dqi/ dt = Q, (po `" "5 Pms ds 
+e qa t)G=1,+++,m) 写成 Hamilton 
X9 (Hamiltonian type)， 即 写成 
P, = —ӘН/Ә4:, О, = 0H/0p,, 
H = H(Ps +t y Pms qu 111 de D 


的 充分 必要 条 件 是 ，| DY pda 是 一 次 相对 积 
分 不 变 式 .而 且 ,如 果 方程 组 是 Hamilton 型 的 ， 
3o ++ | dod pnd: -dgn EBAREN, 
亦 即 : 如 果 在 :一 0 时 满足 p 一 p, qi 一 用 
icm) 的 解 是 a=, р, q), qi = 
#4 G, Pig) Q < i < m), 那 末 函数 行列 式 


e apa E A, 
DCPs +++, Phs dis tt dm) 


换言之 ,在 (pi，… ， pur o 49m) 空 间 中 的 一 
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个 2m 维 图 形 ， 随 着 各 点 的 运动 ， 形 状 虽然 变 
化 ,但 它 的 体积 不 变 (Liouville 定理 )、 这 个 事 
实在 统计 力学 ' 中 具有 重要 意义 . 

H. Poincaré 发 展 了 上 面 所 定义 的 积分 不 变 
式 的 理论 ， 并 应 用 到 三 体 问题 ' 和 稳定 性 ' 问 题 
上 去 ([2]). 

CE. Cartan 的 扩展 】 Poincaré (х1, -…， 
Xm) 和 t 是 分 别处 理 的 ，E，Caran 由 于 把 它们 
一 起 处 理 而 扩展 了 Poincaré 的 理论 . 通过” 维 
空间 (zu +++, х„) 中 的 ? 维 曲面 K 的 各 点 , ME 
绘 了 方程 组 dxi/ az = X, G = 1, +-+, п) 的 解 
曲线 RZA p EH Ki, К, 它们 和 n + 1 
维 空间 (аз, +++, te 2) 中 的 所 有 这 些 解 曲线 
只 交 于 一 点 。 对 Poincaré 的 ?次 积分 不 变 式 


| Faw, 如果 在 外 微分 形式 * 


Faw = У) deas es 


„4, 
2,50) dx, Л Ndz, 

中 分 别 用 dx, Хуг, +++, dr, — Х„й 代替 
dzis *** dxw， 设 所 得 的 外 微分 形式 为 @ , 那 末 
al, o= f. Conan #|Ф 为 p 次 积分 
ARB (integral invariant of p-th order)， 相 对 
积分 不 变 式 也 可 以 同样 推广 . 

特别 是 ,考虑 Hamilton 型 方程 组 ,通过 2m 
+1} ICs ++ > Ре» dis `" "> но +) ARID 
曲线 C 上 的 各 点 ,描绘 了 这 个 方程 组 的 解 曲线 。 
如 果 在 这 些 曲线 所 作成 的 管子 上 把 包围 这 管子 


的 任意 闭 曲线 取 为 Co 那 末 有 |。 > реа ан 


=], È pda — an, j> ndn—4H 是 
= = 

Cartan 的 一 次 相对 积分 不 变 式 . 反之 ， 如 果 一 
个 2m 阶 方程 组 dp,/dt = Pp. q, t), dqi/dt= 
Ops qs DG = 1,5, m) HAH = НО, 
+ D Arii purs: |$ nanc Har, 


那 末 可 以 写成 P = —8H/0q. 9, 一 0H/0p.. 
Catan 称 一 次 微分 形式 一 Ý) ман 一 Ba 为 


动量 能 量 张 量 (法 tenseur de quantité de mouve- 
ment tncrgic)， 如 果 曲 线 C 是 在 :一 常数 上 , 屠 


[o 是 Poincaré 的 相对 积分 不 变 式 . 如 果 C 


是 方程 组 的 解 曲线 , 那 末 | 表示 Hamilton 的 


作用 积分 (action integral), 
此 外 ， 也 可 以 定义 关于 连续 变换 群 的 积分 
REX. 


[#) [1] Е. Cartan, Leçons sur les invariants in. 
tégraux, Gauthier-Villars, 1933 (日 译本 : ОН, 
自 水 社 ，1964); [2] H. Poincaré, Les méthodes nouvel. 
les de la mécanique céleste Ш, Gauthier-Villars, 1899. 


MESSE [Æ calculus of finite differences 法 
calcul aux différences finies 4 Differenzenrech- 
nung f разностное исчисление 日 差分 法 ] 
【差分 】 设 * 是 在 域 D 变动 的 实 变数 , y 是 定 
RED ERJ x BM. 设 Ax 为 有 限 的 固定 值 ， 
a 及 a 十 Ax 在 D 内 . дуба) = уба + Ах)— 
y(a) Ж > 1E а RED (difference), Ax 是 
z 的 差分 .在 Ах 不 等 于 1 的 情形 ,我 们 可 以 
将 = 换 为 bx (6 是 某 个 常数 )， 使 它 成 为 1, A 
此 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假定 Ax 一 1 今后 , 若 不 
作 特 别 说 明 , 总 令 Ax 一 1。 因 此 ,站 商 (differ- 
ence quotient) Ay(x)/Ax 和 差分 的 值 相等 . 

Ayla) = A(Ay(*x)) 称 作 二 阶 冯 分 (second 
difference). GHJE Azy(x) = Ау(х + 1) 一 
Ay(z) 一 xz 十 2) 一 27(* 十 1) 十 ys)， 一 
般 地 , m 阶 亲 分 (difference of n-th order) 定 义 为 
Aty@) 一 A(A" yy(z))。 ETA yl), yat 
D, y(z + n) BH 


anc = DDG) + p. 
EZ, у(х + n) 可 以 用 差分 写成 
х +) = > (7) гос 
(tHe). 
[ 求 和 】 RAEN Ar RAE AIM (=), 
WE Ay(z)/Az 一 g(x) 的 函数 y(z) 称 为 gC*) 


的 和 (sum), Ж у(х) 的 过 程 称 为 g(z) 的 求 和 
(summation). WẸ Ax = 1, 那 末 也 就 是 求 满 


A у(х + 1) — yG) = g(x) 的 函数 y(x).g(x) 
的 和 一 般 可 写成 Sg(z)Ax。 对 于 8(z) 的 一 个 
(特殊 ) 和 ?(z) (BDM SgG)As 由 уб) + 
с) 给 出 ,这 里 с(х) 是 以 Ах 为 周期 的 函数 ， 
它 相 当 于 求 不 定 积分 时 的 任意 常数 ， 同 积分 时 
一 样 ， 在 很 多 情形 中 把 G) BET. 特别 是 ， 
对 Ах = 1, g(x) 一 nz" 一 的 和 是 ”次 Bernoulli 
多 项 式 ? B.G) .二 的 和 是 由 6C) md log TG/ 


dx 定义 的 由 函数 (一 T 函数 )， 如 果 
RR > g(x + Ах) 
< 
或 
Ar У) g(x — kAx) 


= 
是 收敛 的 ,它们 都 可 能 是 Cn) 的 和 , 但 是 为 了 
使 它们 收敛, 则 对 g(x) 所 要 求 的 条 件 太 强 .为 
了 减弱 这 个 条 件 ，N. E. Nedund 得 到 了 下 面 
的 结果 : 假设 在 AF(*)/Ax = gla) th x BK 
变数 , g(x) Mx 之 4 时 是 x 的 连续 函数 .7 是 
任意 的 正 数 , 令 1) 一 z”(logz)* (p > 1,42 
0), 如 果 _ 
F(z, Ar, n) = n gle dz 


— ar Ў бе + Аден 
= 


a> b 是 收敛 的 ， 那 末 F 满 足 АР(х, Az, 
лр) Ах = g(x)exp( 一 02(z)). 如 果 当 习 一 0 时 
Р(х, Ах, л) 的 极限 值 存在 ， 那 末 它 就 是 
AF(x)/Ax = g(x) 的 解 . 这 个 极限 值 写成 


(Юл, EROS AFGO/As — eG) 的 主角 


(principal solution). 
$478) 4 Ar=1, 含 未 知 函 数 y) 
的 差分 的 方程 Р(х, у(х), Дуж), c5 
A"y(x) ) 一 0 称 为 楚 分 方程 (difference equation), 
Fy = p(*)。 如 果 它 对 某 个 域 中 的 所 有 z, W 
， 足 方程 ， 则 称 ф(х) 是 这 个 方程 的 解 (solu- 
tion) ,求解 也 就 是 解 闲 分 方程 。 由 差分 和 y(x)、 
убх + 1), cs у(х + n) 的 关系 式 , 原来 的 方 
程 可 变 成 形式 为 G(z, yG). yl + a))= 
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0 的 方程 .在 应 用 上 往往 是 以 这 一 种 形式 给 出 
的 , 称 为 差分 方程 的 基本 形 (或 标准 形 ). 当 方程 
关于 уб), у(х D, 555, у(х + BRK 


Hs HOS PONCE D = G) B RR 


个 方程 是 线性 的 (linear)， 当 4(*) 一 0 时 ， 称 
这 线性 方程 为 齐 次 的 (homogencous), 当 g #0 
时 , 称 为 非 齐 次 的 (inhomogeneous)， 下 面 假设 
робя), PCE), +t P.G) 在 某 个 复数 域 中 是 单 
值 解析 函数 ,而 且 假定 p,(*) 不 存在 极点 和 公共 
零点 . 

【线性 差分 方程 】 考虑 线性 差分 方程 


O) Ўн + i) = 0. 
= 
BOR pila), ei), `: Pm GO 是 (1) 的 解 ， 那 


末 由 它们 并 以 周期 为 1 的 函数 a1(*), G0. 
+++, anla) 作 系数 所 组 成 的 线性 组 合 a1(*) 
aCe) + +++ 十 am Се) (ж) 也 是 (1) 的 解 . 

WAS Bos ++ Ж pile), pals), t Рие) 
之 一 的 奇 点 ，ab о "75 为 pols) MBA, ro 
Toc 为 ps — n) WER. FTE oo В 
vi 全 都 称 为 线性 差分 方程 (1) 的 奇 点 (singular 
point). : 

BUR m PBR eG gil), 5755 Pml) 
如 果 不 存在 ala), a), +++, анж) 使 得 
Ф.С) = a (ж) (z) + аз (к) Ф) +++ + 
am-i(x)pm-i(*)， 那 末 就 称 pn(x) 对 pl), 
Pla), ++ ,pm-i(x) 在 差分 方程 的 意义 下 是 线 
性 无 关 的 (下 面 简 称 为 “无 关 的 ”), 这 里 ，a,(*) 
是 周期 为 1 的 函数 ,至 少 在 一 个 不 和 方程 (1) 的 
任何 奇 点 同 余 (mod Z, Z 是 整数 加 群 ) 的 点 上 ， 
每 一 个 a(x) 都 取 非 零 的 有 限 值 。 设 已 给 m 个 
函数 , 如 果 其 中 任 一 函数 都 与 其 余 m 一 1 个 函 
数 是 无 关 的 , 那 末 就 称 这 样 亚 个 函数 是 "相互 无 
жа”. 如 果 (1) 的 = 个 解 是 相互 无 关 的 , 那 末 
称 这 组 解 为 《1) ФАА (fundamental sys- 
tem of solutions), (1) 的 任意 一 个 解 可 以 用 由 
а) 的 任意 基本 解 组 的 = 个 解 以 周期 为 1 А 
数 作 系数 所 组 成 的 线性 组 合 来 表达 . 

一 般 , 由 = 个 函数 所 构成 的 行列 式 : 
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Фб) iG) ` Ф.) 
Ф(х+1) ф(х +1) e. + 1) | 
КОШ еф(х+п—1) +++ ф„(х+п—1) 


称 为 Casorati 行列 式 (Casorati's determinant), 
WRA (фб), ei. s 9G. 为 
了 要 使 差分 方程 (1) 的 ”个 解 是 相互 无 关 的 ,其 
充分 必要 条 件 是 : Casorati 行列 式 除 在 (1) 的 奇 
点 及 与 其 同 余 的 点 外 不 等 于 0. 因此 , 解 是 否 
是 无 关 的 ,可 用 Casorati 行列 式 来 判别 . 

其 次 , 令 Cx) 是非 齐 次 线性 方程 


о) Рр) = X p(x + i) = qla) 


的 一 个 解 ,如 果 (17 rr 个 无 关 的 解 是 oG), 
Pala), +++ › Pala), Ж (2) 的 所 有 解 由 = 
а (ж) p(x) + а (ж) ФС) a Ge. (к) 
+ 9) 给 出 . Ж a(x) G= 1, 2, 9) 
是 以 1 为 周期 的 函数 。 a, (ж) 看 作 是 周期 为 
1 的 任意 函数 时 ,就 称 这 种 形式 的 解 为 通 解 (gen- 
eral solution), i р„(х) = 1， 并 令 基 本 解 组 
pu Фаз" +> Pa ЙО Casorati 行列 式 为 D(x), 如 
Ж qz + n) 关于 Р(х + 1) 的 余 因子 除 以 
D(x +1) 18 n) 那 末 我 们 就 有 
4) 一 > eG) $ 4ш) ni Gs, 


= 
这 里 右 端的 和 S 假定 是 已 知 的 。 这 相当 于 线 
性 常 微分 方程 理论 中 的 Lagrange 常数 变易 法 +. 
【 常 系数 的 线性 差分 方程 】 如 果 差 分 方程 
G) Dip D —9, 0, р, 7-0 
D 


中 的 所 有 系数 都 是 常数 。 那 未 容易 求 得 "个 天 
关 的 解 ， 事实 上 ， 如 果 1 是 代数 方程 r0) 一 


So pix 一 0 的 根 , 那 未 1z 是 (3) 的 解 ， 这 个 代 


数 方程 称 为 (3) 的 特征 方程 〈characterisic equa- 
tion)， 如 果 它 有 ”个 互 不 相同 的 根 ， 那 末 и, 
М, з, М 是 = 个 互相 无 关 的 解 。 一 般 说 来 ， 
An 是 特征 方程 的 普 重 根 , 那 末 1:zi 6, 
377a! ЕСН. 因此 ,和 如果 个 2 中 的 


ERE mCi m 1,2, 5 У) mi = n), BK 
in 


Ate eae G= 1, eee 
?个 无 关 的 解 . 

即使 p; 都 是 实数 , 特征 方程 的 根 也 不 一 定 
都 是 实 的 . 求实 函数 解 可 按 下 述 方式 进行 : 如 
Жа р + iv НЕЕ m ERIKA 一 
пі Ет, MRS о= Ve + w, 
tang = э/н, Ж p" cospr, +++, х"! p" cos xs 
p'singz, +++, x" Ip" sin px 是 2m 个 实 函数 的 
无 关 的 解 . 具有 常 系数 的 非 齐 次 方程 一 般 可 以 
由 这 些 解 用 上 述 的 Lagrange 常数 变易 法 求解 。 
但 是 , 当 非 齐 次 方程 具有 特殊 的 右 端 时 , 即 

D ene + i) = pa, 

p(x) 是 下 次 多 项 式 , 如 果 2 是 特征 方程 的 m 重 
根 , 那 未 这 个 方程 具有 ? = (As + Aw tees t+ 
Ао) хта" 的 形式 的 解 。 将 它 代入 方程 ， 定 出 
待定 系数 Л Ar, +++, Aa, RAM. 

【差分 方程 和 微分 方程 】 由 于 对 应 于 微分 
算 子 a/ax 和 函数 族 (z”|m = 0, 土 ], …} 之 
闻 的 关系 dx"/dx = ma", 存在 差分 算 子 人 和 
ЮЖ (xP = r(z + 1)/T (x 一 m 十 1)= 
x(r— Dee — m+1)} 之 间 的 关系 ах = 
mx, Fi] FBT SERB (Factorial series) Za, r, 
关于 差分 方程 也 可 以 得 到 和 微分 方程 类 似 的 理 
ie. 例如 , 对 正则 奇 点 的 Frobenius 法 1 可 以 照 
样 应 用 于 差 分 方程 组 : (z— Da.) = 
> ay) ш (z) (k = 1, 2, 55, n) 的 解 的 阶 


乘 级 数 展开 ([5]). 但 是 ,微分 方程 解 的 性 质 和 
差分 方程 解 的 性 质 之 间 是 有 着 本 质 差别 的 ， 例 
如 ，Halder 定理 : 差分 方程 y 十 1) 一 
y(x) 一 x7! 的 解 不 满足 任何 的 代数 的 微分 方程 
由 于 中 函数 ': p) = dlogT(x)/dx 是 上 面 这 
个 差分 方程 的 解 , 因 此 T(x) 函数 也 不 能 是 任 一 
代数 的 微分 方程 的 解 . 

一 般 ， 关 于 复数 4 的 y(qz) = f(x, y(*)) 
形式 的 方程 称 为 几何 的 楚 分 方程 (geometric dif- 
ference equation)。 例 如 ,用 变换 = 一 4" 可 将 (1)》 
变 为 
ay 


з) 就 组 成 (1) 的 


> Px(2)U(2q*) = BG). 


i-o 


虽然 , 反 过 来 (1 也 可 变 为 (1), 由 于 变换 后 的 
系数 变 得 更 复杂 ， 因 此 也 有 考虑 这 个 方程 的 专 
门 的 理论 〈[3]). 还 有 关于 微分 方程 用 差分 近 
似 的 数值 解法 一 常 微分 方程 的 数值 解法 - 

[5] [1] ZA, BA GBA. GM, 1962: 
£2] L. M. Milae-Thomson, The calculus of finite dif- 
ferences, Macmillan, 1951; [3] H. Meschkowski, Dif 
ferenzengleichungen, Vandenhoeck & Ruprecht, 1959; 
[4] А. О. Гелыфонд, Исчисление конечных разностей, 
ТГостехиздат, 1952, [5] М. A. Harris, Linear systems 
of difference equations, Contributions to differential equa- 
tions 1, 1963, p. 489—518; [6] N. E. Norlund, Dif- 
ferenzenrechnung, Springer, 1924, [7] N. E. Nórlund, 
Legons sur les équations linéaires aux différences f 
Gauthier-Villars, 1929; [8] K. S. Miller, Linear ditfsr- 
ence equations, Benjamin, 1968. 


总 分 微分 方程 [R differential-difference equ 
法 equation différentielle-diffécence & 
Ж. дифферен- 
циальное уравнение C отклоняющимся аргумен- 
TOM, разностно-дифференциальное уравнение. 
日 差分 微分 方程 式 ] 所 谓 差分 微分 方程 是 包 
含 未 知 函数 的 微分 和 差分 的 函数 方程 。 正 如 在 
下 面 将 要 说 明 的 那样 ， 它 常常 在 时 湛 现 象 中 出 
BL. Bis E, 自从 1732 年 Johann Bernoulli 最 
先 研究 关于 弦 的 问题 以 来 ， 已 经 发 表 了 很 多 研 
究 工 作 ， 直 到 1960 年 的 概况 在 [1] 中 介绍 ,之 
后 到 1962 年 的 一 段 时 间 的 工作 在 [2] 中 介绍 ， 
并 附 有 详细 的 参考 文献 。 另外， 包括 T 函数 在 
内 的 特殊 函数 ， 也 试 着 用 差分 微分 方程 来 统一 
地 处 理 ( 一 特殊 函数 ). 

一 般 说 来 , 当 某 个 现象 eC) 对 时 间 的 变化 
dx(s)/ds 不 仅 同 现在 有 关 而 且 同 过 去 的 状态 
也 有 关 时 ,就 表 为 4x(5)/az = 10,0) G0). 
这 里 * 在 小 于 z 的 值 的 集合 中 变动 .在 这 种 形 
式 的 方程 中 最 简单 的 是 
(1) dx()/dt = Ка, (0), (0) 

502—6) 
(A ++, hm 是 正 的 常数 ,加 二 … < ha). 我 
们 称 它 为 差分 微分 方程 或 具有 时 灌 (span,rerar- 
dation, retarded argument, time lag) 的 微分 方 
E. diCO/dt = Ко, хш), х т), ns 
xG + hm)), dxCO/de = ft, xG Б), s 


ation 
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x(t — ba), xG Hh), xt BARS 
“二 0) 那样 的 方程 ,前 者 只 包含 超 
前 的 时 间 ， 后 者 同时 包含 迟 后 和 超前 时 间 的 方 
程 ,也 称 作 “ 差 分 微分 方程 ”， 形 如 4хб)/й 一 
Hey xG), zG — b), tts хб m As x — 
А) ts x GI hu) AID FERS ФГ) (neutral 
type), (1) 的 形式 称 为 迟 后 型 (retarded type), 
只 包含 超前 时 间 的 形式 称 为 超前 型 (advanced 
gpe)。 在 上 面 的 定义 中 ，* 可 以 全 部 表示 向 
量 ,但 是 在 表示 标量 时 ,例如 中 立 型 的 方程 , 可 
写成 JG, ule), u(i h), tns uU — As 
we), w(i — M), ++, I m hus он), 
ui (i — h), um А) = 0. 
【 初 值 问题 】 对 退 后 型 差分 微分 方程 (1)， 
当 已 给 初始 条 件 : 4) = eG). < <0), 
xO) = att, RE +> 0 RRM, KD 
值 问题 (initial value problem). i fr, z, yo 
t ym) TE 0 <: < n, |x — xol < а, |у 
wo] Sa (k= l,e m) 中 是 连续 的 ,而 且 1/1 
<M. M eC) 是 在 一 hm « < 0 PER, lim, 
eG) FE, HWE lpU) — | < a WERE 
数 . 这 时 (1) 的 满足 初始 条 件 xG) = Ф) (一 
k. <: < 0), x(0) = z 的 连续 解 在 0 <, < 
min (4, a/M ) 中 是 存在 的 。 它 的 证 明 可 以 利 
用 不 动 点 定理 '， 但 是 也 可 以 利用 这 样 的 方法 : 
将 区 间 划 分 为 小 区 间 [0,1],[1,2],"… ,考虑 在 
各 小 区 间 上 的 常 第 分 方程 的 初 值 问 题 ， 然 后 将 
各 小 区 间 顺 次 连接 起 来 ， 后 一 方法 对 中 立 型 也 
A. 仅 从 + 的 连续 性 还 不 能 保证 解 的 唯一 
性 . 当 1 满足 Lipschitz 条 件 ?: [FG zo yo 
ttt, Ym) — fs mtt Em) | < L|n — nl 
+ Ln nl + ++ + Lalyn 26 CL Lis 
esL ER RO WS ЛОО A PI DEA 
解 的 唯一 性 。 而且, 同 微分 方程 的 情形 一 样 , 还 
可 得 到 Osgood 型 的 判别 条 件 和 利用 Ляпунов 
函数 + 的 唯一 性 判别 条 件 . ETA Ляпунов 
函数 来 研究 关于 解 对 于 zo PG), his tts hm 
以 及 参数 的 依赖 性 的 问题 
另 一 方面 ,代替 (1) 我 们 考虑 差分 微分 不 等 


hmi hs 


x 
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o |20,0), a K) 


2G — 49» | <e@, i= 1.2, 


假设 满足 (2) 及 初 值 条 件 : x) = б), —52 
<: <0 MRR nG) G = 1, 2), 于 是 可 以 
利用 Ляпунов 函数 来 估计 差 1m G) 一 (2)|， 
在 这 个 结果 中 如 果 令 el) = 0, 那 末 就 得 到 了 
(1) 的 结果 ,因此 ,对 (2) 的 结果 完全 可 以 看 作 是 
对 (1) 的 结果 的 推广 ([3]). 

【线性 差分 微分 方程 】 最 一 般 的 迟 后 型 一 
阶 线性 非 齐 次 差分 微分 方程 可 表 为 


(3) > Ака + hy) 


+ DBs + k) = wl). 


= 
这 里 ， A.G), B.G) (n = 0,1,+++, m) FEN X 
N EBE, wU) 是 给 定 的 连续 的 N MILE, A. 
(п 0, 1,555 m) 是 常数 且 0= h< < 
h <: m 如。 对 应 于 (3), 定义 函数 K (s, 1) 
如 下 : Klss 0) 是 对 应 于 (3) 的 伴随 方程 (djoint 


equation) 


229% 
rs KG, 0) 


S EGER Thus D BG.) 0, 
= 
PLE 
的 N X N БЕЙ DRE: KG, 0-0 
G<:<,+k), KG = 1G= D (1 是 
单位 矩阵 )。 称 这 样 的 函数 KG, г) 为 对 于 G) 
HOTRERÉK. (kernel funciion)， 它 是 唯一 确定 的 
如 果 利 用 这 个 函数 , 那 末 (3) 的 满足 初始 条 件 
x(t) = 0 (4 < : n + hy) О z(z) 可 表 为 
G+ 如) 一 f к(а, Dus, (> в. 


在 一 般 中 立 型 一 阶 线性 非 齐 次 差分 微分 方 
程 


(4) (t+ hm) + s: АХ) (а + h.) 
= 


+ Ў вона hn) = wG) E 
= 


= 


th, FS RGM n+ iA T S isha Cis "s 


эшн. < Sic 


m 


Ili 
i 的 点 集 , S RES 的 子 集 , 满 足 0 和 > i, «i— 


= 


ini EMER, р = 1,2, 07° 


sed 
1. T шг + hm — jhn + Dy iG = 1, 


i, <7 WARK. TET 的 


EV o < 3 Sil W 4,0), 
= 


AMO), B.G) 在 :二 加 是 连续 的 ,w(9 除 在 3 
中 可 能 有 第 一 类 间断 点 外 在 : > » 是 连续 的 。 
设 KG.) 是 满足 对 应 于 (4) 的 伴随 方程 

- 2 Koo 


- 51-9 «ces, даде 一 各) 十 


= Os 


十 > K(s+hp—hast)Ba(S+hm— ha) = 0, 


= 
s<: <, ET 

和 初始 条 件 KG, 1) = 0G <: S< r А), 

KG, 20-160) 的 唯一 的 和 矩阵 解 ， 并 且 满 


足 条 件 : KD 十 > KG + hm — has 0) 


X AG + bm — À „ж „<< ERES. 
于 是 (4) 的 满足 初始 条 件 ха) = 0 St n 
如 ) 的 解 可 表 为 


alit he) = f кб, Duis 12 8. 


而 且 有 


FG + he ›- «+ 全 - KG, wls)ds 一 


“тө 


> (KG + 0,4) — KG—0, 4) wG), 


12a 165 
RC. 
【 常 系数 的 情形 】 对 于 (3) 和 (4) 中 系数 都 
是 常数 时 ,我 们 可 得 方程 


©) > CA x (thy) + Box(t—hs)) = е) 


= 
det Ag #0, 0= < h< +++ Shas 
An, B, 都 是 常数 矩阵 - 
如 果 令 


HG) = У us Bee, 


ЯВЖ det HC) = 0 称 为 (5) 的 特征 方程 (charac- 
tetistic equation), 它 的 根 称 为 (5) 的 特征 根 
(characteristic root)。 对 应 于 (5)、 令 5 是 形 如 
t= Sis Cin 都 是 整数 ) HAE, Es Jes 


ш 
和 [ams co) 的 公共 部 分 . 如 果 gO) € C'[0, 
Asl, fG) RE S, 中 可 能 有 第 一 类 间断 点 外 在 
(0, ©) 中 是 连续 的 ， 而 且 满足 Ko ‖ < 
су pez (eA > 0,0; > 0) (1—0), WR 5) 
的 满足 初始 条 件 x(?) = gG) (0 <<) 的 
连续 解 , 当 。 充分 大 时 ,可 表 为 积分 
2 = | анс) 09) + ads, 


19, 
这 里 , p(s), 4 CO 定义 如 下 : 
PO) = etn Ула. — be) 


tet Boe" seta, 


a= INO ede, 


如 果 A, m 0(n— 1, +++, m), g€ CIO, hal 
1€ C10, оо), IBK (5) 的 满足 *(z) = gle) (0 
LiL hn) M4 c 充分 大 时 ,可 以 表 为 


sO — [T eco qo + cod 
1> has 


这 里 ,4(*) 和 前 面 的 一 样 , 而 pols) 则 表 为 下 列 
形式 : 


pols) = ete у aas — ha) 


= 


_ (Ans + B.) eh | ge7" de 
pr] hmin 
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cem Ураа) 


etl Cae Ot B. ene. 


SLES fa (0, оо) 的 公共 部 分 , KC) 是 满足 
PAE ROHR: i) KG) = 0 G <0); 


ü) K(0) = 45"; üi) > А.К.) € C'[0, 


= 


оо); iv) Ў CAL KG —4)+B.K G — 5) 


一 0(: > 0,165). 我 们 称 这 样 的 天 (6 为 (5) 
的 核 函 数 ， 如果 ge CIO, А], f € С°(10, oo) 
— S), 而且 了 至 多 在 S, 中 有 第 一 类 间断 点 , 那 
Ж (5) 的 满足 初始 条 件 00) 一 8(D COS < 
hn) 的 连续 解 可 表 为 下 列 形式 : 

x) = Уу KG — 5„)4„ 00) 


+}, ка fan 


+ X ко а-аа) 


Er 


+ Bag(n)) dn, (£20 


= OY KG ho — кла.) 


+, KG — ion 


Kt ha Ang (h) 


+ Bagh) dh, {> hme 

如 果 4, 一 0 (n= 1, +++, m), BAM ge 
CLO, hul, f € C'[0, со) 时 后 者 成 立 。 

ЕС) G) 0, 则 当 ge CLO, 
hm] ， 时 满足 初始 条 件 200) =) (0 < 
hn) 的 解 ,在 适当 选取 闭 曲 线 CC = 1, 2,-++) 
后 ,对 :> Nà, (N 是 = 的 维 数 ) 可 表 为 
x — Бо (Е Ci WR НС) "p Ge" 的 残 数 之 和 ) 


= tim Dae 


-处 . 


— hm-he 


这 里 " 是 特征 方程 de HG) = 0 的 根 , Рети 


эв RAMA 


是 HG pe 在 s, HUB pO 是 次 数 小 
于 5 的 重 数 的 多 项 式 (向 量 )， 上 面 的 极限 在 任 
ЖЕШСЕ o< < (tg мы) E 
收敛 的 。 如 果 所 有 的 特征 根 s, 都 在 左 半 平 面 
Res < a < 0 内 , 那 末 这 个 极限 在 — << oo 
中 是 一 致 收敛 的 。 

对 一 维 情形 , 设 aG) 是 方程 

(6) as (z) + boult) + buli — h) = 0, 

>h, a 0 

的 满足 初始 条 件 aG) = ge) (0 <, <A), gE 

C' L0, 4] 的 连续 解 ， 设 pO 是 en CO/ 

ACs) 在 特征 方程 Ka) = ды + by + be = 0 

HOH s 处 的 残 数 ， 如 果 < 是 任意 的 实数 ,使 得 

在 直线 Res 一。 上 不 存在 hs) = 0 RIR ЖЖ 

存在 一 个 和 + Ж к 无 关 的 正 的 常数 u, 使 得 下 

列 不 等 式 成 立 ; 

a 21е” | сате 
222 А, m, = max |g(0|. 

因此 ,使 得 (6) 的 所 有 连续 解 Co) — 0 G — с) 

的 充分 必要 条 件 是 : 特征 方程 的 根 的 实 部 全 者 

是 负 的 。 

[新 近 性 质 】 假设 在 对 应 于 常 系数 方程 
vC) + age (4) + bwli 一 = 0 的 特征 方程 
(7) £ + ao + bye = 0 
的 根 中 ,其 实 部 最 大 的 特征 根 * 一 只 有 一 个 
如 果 Co eet D [alae < oos RE 
Jk H) i) a(t) — 0 G — 00), ü) ale) + 0 G 
Dns ü) aG) = ola) G— o), iv) 
Гота < ©, lala m cs 
Olde < co, BAGH 
(8) “G + (a + ol al 

+ bult — В) = 0 
的 解 具有 下 列 形式 : 
wi) = (+ оер б), 


1 00, 
这 里 c, e, JE RR, a = (1 一 be). 如 
果 (7) 的 主根 (principal root) s = 是 实 的 单 


根 , ae), 6@) 分 别 具 有 渐 近 展开 ? 
a ~ Sat, Ы) ~ > ва", 
= = 
#— co, 
BOR a’(e), aCe), BG). O° @) 都 存在 , MEE 
具有 渐 近 展开 , 那 末 方 程 
(8) WG) + (a + al) ue) 
+ (bo b) В) = 0 
BET ue), CAAT AE SC WO НЕ 
F: 


a) er Ў uat, +— 90, 


= 
特别 是 ,7 = 一 (a + byeM)/C1 一 he) 
(a). 

【稳定 性 问题 】 设 х0) 当 ! > 0 时 是 连 
续 的 , 当 > 4 时 是 满足 方程 
(9) x) = f(t, хш), ха — AD) 
的 连续 解 。 如 果 对 任意 的 o> 0, 6 > 0, 存在 
一 个 适当 的 5, 使 得 对 (9) 的 所 有 连续 解 x(D， 
当 
(10) Sex lz) — х0) <8 


时 ,有 


max} x(t) 一 х0(0)1 < в, 
Se 


那 末 就 称 x) 是 稳定 的 (stable)， 假设 хобе) 
是 稳定 的 ,而 且 对 每 个 o> 0 都 存在 一 个 ?一 
20а), Ж 

tim |20) — зд! = 0, 


则 称 хоб) 是 渐 近 稳定 的 (asymptotically sta- 
ble). 

对 一 维 (标量 ) 方 程 

аш (z) + bouli) + buli — h) = 0, ао © 0, 
设 满足 初始 条 件 x(D) = ee) (0 <: < A) 的 
ЖЖ wz)， 如 果 对 应 的 特征 方程 aw + b + 
be" = 0 的 所 有 根 的 实 部 都 小 于 一 (过 0)， 
那 末 不 等 式 
М1 < er mye’, t hy 
m= max CO] 

成 立 . 

关于 具有 摄 动 项 的 方程 


WG) + auo + &G)uG — h) = wG), 
(A 

的 稳定 性 问题 ,在 常 微分 方程 理论 中 有 Dini- 福 
原型 及 Poincart-JlanyaoB 型 定理 ,此 外 还 有 许 
多 结果 是 已 知 的 。 对 最 一 般 的 方程 (9), 重 新 定 
义 关于 差分 微分 方程 的 Ляпунов 函数 ， 利 用 
这 个 ， 就 可 以 得 到 关于 稳定 性 和 有 界 性 的 一 般 
结果 ([31,(41,[71).。 

【关联 的 方程 】 以 非 负 的 函数 Al) 作为 
迟 后 函数 的 差分 微分 方程 ,一 般 可 表 为 

хе) = Ка, хз), £I), +++, aom C, 

ali — A), z(t — AG), ++, 

ai" — Ai), +++, хб — AQ 

s(t — AQ), +++, PC — AG). 
这 种 形式 的 方程 是 由 苏联 和 东欧 各 国 的 数学 工 
作者 广泛 地 研究 过 的 。 关于 这 个 方程 的 稳定 性 
问题 , 边 值 问题 .最 优 过 程 \ 周 期 解 、 报 动 理论 和 
近似 解法 ,在 [1],[2],[8] 中 就 带 有 常 迟 淆 量 的 
情况 作 了 详细 地 介绍 . 

【 泛 函 微分 方程 】 E r>0 是 一 已 给 实 
Wk, ССТа, Б), R") 是 连续 映射 的 Banach 空 
间 , 它 把 区 间 Га, b] 映射 到 一 个 实 的 (或 复 的 ) 
п 维 线性 空间 R° h, 并 具有 一 致 收 伍 的 拓扑 . 
如 果 4 > 0, HERA z€ Cle —r,n + A), 
R"), ЖЕ rE lo 6+ 41, TR 
x0) = xG +0)XX—r <0 0) EX x, € C= 
C (i-r, 0), R*). 这 样 ， 给 出 了 一 个 函数 J: 
R x c > R°, 我 们 称 关系 式 
(11) x(t) = К, z) 
为 泛 函 微分 方程 (functional differential equation ), 
对 一 已 给 的 we R 和 一 已 给 的 pe C ,如 果 存 在 
一 个 4 > 0, 使 得 x(%, 9) BOD TE E — т, 
19 + A) 上 的 一 个 解 且 n Cos Ф) Ф, BABA 
就 说 rop) 是 (11) 的 一 个 解 ， 在 如 具有 初 什 
9。 下 面 对 方 程 (11) 的 存在 定理 可 以 用 类 似 于 
在 微分 方程 的 传统 理论 中 所 用 的 方法 来 证 明 
([10,12,14,15]), 

JEDE Rx C фр ХР, B f:D > R 
是 连续 的 。 于 是 ， 如 果 (a, p) € D, BREE 
(1) 的 一 个 解 ,在 如 具有 初 值 "、 而 且 ， 如 果 * 
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BUJE ln 一 +r，,6) 上 的 一 个 不 可 开拓 的 解 , 那 
未 对 任 一 紧 集 KCD, FEF EH TS 
SbF G z) EK, 

如 果 函 数 f 并 不 明显 地 依赖 于 *， 即 如 果 
方程 取 这 样 的 形式 : 

(12) 2) = f). 
那 示 就 称 这 方程 为 自治 的 〈autonomous)， 假设 
пс» Е 是 连续 的 ， 它 将 C 的 有 界 闭 集 映射 
到 R" 的 有 界 集 中 。 于 是 ， 如 果 (12) 的 通过 初 
始点 (0, p) 的 解 x(9) 是 有 定义 的 而 且 在 
[一 r, ©) 上 是 唯一 的 , 那 末 就 导出 : 对 任意 的 
4,520, (p) 满足 关系 式 
alp) = p, х (Ф) = rrp)), 
因而 定义 了 一 个 动力 系统 ， 由 
y*(@) = U z(o), o) = N Uae), 
150 2015" 
аф) = n Unto) 
所 定义 的 三 个 集合 ， 分 别称 为 通过 9 的 轨道 
(orbit), 7*(p) 的 o 极限 集 《wo-limit set) 和 
7") a Ж (0-і st)， 于 是 ,对 应 于 
常 微分 方程 理论 中 的 熟知 的 事实 ， 我 们 有 下 面 
的 结果 ([13,14,15]). 

如 果 存 在 一 个 常数 m > 0 和 (12) 的 一 个 
x, 使 得 对 于 te [to — с, 0) 1xCO | < m, 
那 末 v* G0 包含 在 C 的 一 个 紧 子 集中 ， 而 且 ， 
如 果 对 于 >r 有 1001 < m, BRK olr” 
Со) 是 一 个 非 空 的 、 紧 连通 的 不 变 集 , 且 当 — 
co lij dist (z,, o(*(x0))) > 0. 

作为 (11) 的 一 个 特殊 情形 ,我 们 考虑 一 个 
线性 泛 函 微分 方程 
азу x) = LG, x) + JG, 
хш FE LL, ос) (局 部 地 Lilt, 00), B. 
L(1,9) 是 对 四 的 一 个 线性 泛 函 , 使 得 存在 一 个 
n X n HEBER aC, Ө), X (1, Ө) 可 测 , 且 
对 每 个 +, 对 6e [一 +, 0] 是 有 界 变 差 的 , 还 存 
在 一 个 函数 1G) ELL, ©), IER гє 
(一 co, v) fig € C, 满足 


LG, e) = [` (фо, DPO) 
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ILC, @)| < Dlol. 

È x(t, p, 力 是 (13) 的 一 个 解 ,在 所 具有 初 值 
9. TE Co p, 0) 是 唯一 确定 的 , 且 对 ?是 
线性 的 , xCto, 0, f) 对 是 线性 的 , 此 外 , 由 唯 
一 性 可 以 导出 

xt, P> f) = zÇ P, 0) 十 х0, 0, f). 
MA. z(o Ф, f) 可 以 表达 为 所 谓 的 常数 变易 
公式 (variation of constants formula), BI 

xo Фф, DG) = x Ф, 0)G) 


+ f UG, Ads, 1> t 
具有 初始 条 件 re = p; XE UG, s) 是 方程 
шз) = i 10а, О), du + 1 


йе UG, = 0, :一 + + 二; 的 解 ， 照 
Bl, Dn Хп ВЕ, UÈ n x n EBE, 
U,C, s) (0)=U (1:+0,s) (—r <0<0) 
(14D. 

更 特殊 地 ， 考 虑 一 个 线性 自治 的 泛 函 微分 
方程 
(14) x) = LG), 
这 里 L(gq) 对 ?是 线性 的 。 又 令 x(p) 表示 
《14) 的 唯一 解 ,在 一 0 具有 初始 泛 函 值 p € 
C, 如 果 我 们 用 关系 式 z(@) = THe 定义 一 
ARF T(0:C 一 C， 那 末 映 射 族 {TO > 
0) 在 C 上 组 成 一 个 强 连 续 的 半 群 .定义 TG) 
的 生成 算 子 (infinitesimal generator) A 如 下 : 


Ае = lim + (T()e Ф), PEC. 
mm 
只 要 这 个 极限 存在 ,就 导出 : 4 的 定义 域 DC4) 


ЕСФ, TARR RCA) 处 于 C 中 
EHRM 
Zo), —1<6<0, 
4900) =) s 
[_Gr@e@, ө= 0 


所 组 成 ， 这 里 9 在 [一 r, 0) 上 具有 连续 导数 ， 
100) 是 定义 在 一 r < 0 < 0 上 的 一 个 X iB 
阵 , 具 有 有 界 变 差 的 元 ,使 得 对 任何 e € C, 有 


LG) |, (an(0)0(0). 


而 且 ,对 任何 we D(A) 关系 式 
z TOP = T()49 = ATP 


是 满足 的 ([14,16]). 

现在 考虑 方程 组 (11), 假定 fC, 0) = 0, 
t€R*,f:;R* x С, > В" RER E С, 
{pe Cllpl < o}, 而 且 R* = [0, оо). TE, 
如 果 对 于 任何 8 > 0 和 加 二 0 存在 一 个 5 一 5 
(е, to) > 0, 使 得 (11) AIR z(a, p) 对 于 所 有 
的 ç € C, 和 所 有 的 : > го, WE х (оф) € C,, 
那 末 我 们 称 零 解 x 一 0 是 稳定 的 。 如 果 * 一 0 
是 稳定 的 ,而 且 对 于 任何 e 和 20, 存在 m 一 
Polte) 和 了 一 T(so, to), (EIEH P E C,, 可 以 导 
出 Со, elle I T(8, n) 时 )， 那 末 
称 * 一 0 为 渐 近 稳定 的 (asymptotically stable), 
在 上 面 的 定义 中 ,如 果 5 ЯП „ KK, ЖИ х= 
0 就 称 为 一 致 稳定 的 (uniformly stable), 如 果 po 
和 T 也 都 与 6 无 关 , 那 末 就 称 x 一 0 为 一 致 渐 
近 稳 定 的 (uniformly asymptotically stable), 如 果 
解 * 一 0 不 是 稳定 的 , 就 称 + 一 0 为 不 稳定 的 
《unstable)， 在 关于 稳定 性 问题 的 各 种 结果 [10， 
12,13,14,15] 中 ,我 们 在 下 面 提 一 提 对 * 一 0 的 
一 致 稳定 性 和 一 致 浙 近 稳定 性 的 判别 问题 , 它 
是 Ляпунов 第 二 方法 的 一 个 有 效应 用 ([14])。 

对 于 任何 连续 函数 V:Rt X C,— R, & 


VG, 9) = lim (Vt hs хб, ф)) 


— VG, 9». 

这 里 ral Ф) 是 (1) 的 通过 C, p) 的 解 ， 假 
设 1:R* x C, R° 是 连续 的 , a(r), (0) 和 
elr) 对 于 r € [0, о) 是 连续 的 , a(r) 和 blr) 
对 于 r> 0 是 正 的 且 非 三 的 , a(0) = 200) 一 
0, (r) 是 非 负 的 且 非 减 的 ， 于 是 ,如 果 存 在 一 
个 连续 函数 了:R+ x C — R, 8898 aC] (0)]) 
<VG, e) SEC o ll), V G, 9) < — cClo 
(0D, BABE (11) Hs 一 0 是 一 致 稳定 
的 . 另外 ,如 果 对 于 + > 0 有 elr) > 0, ABA 
x 一 0 是 一 致 渐 近 稳定 的 . 

在 过 去 对 未 来 发 生 重要 影响 的 现象 的 分 析 
中 ,我 们 常常 碰 到 带 有 时 灌 的 微分 方程 ,粗略 地 


讲 , 它 们 属于 两 个 一 般 类 型 之 一 ;一 类 是 上 面 描 
述 过 的 泛 函 微分 方程 ， 另 一 类 是 所 谓 延 迟 - 微 
分 方程 (delay-differential equations), 其 形状 为 
аз) zG) = Ке, «С-)), 

这 里 «(-) 表示 从 时 间 a 到 时 间 z 的 系统 的 状 
Ж.а 是 一 给 定常 数 > 一 2， 而 f 是 一 给 定 泛 
也 ,定义 在 适当 的 区 域 上 .对 于 (15) 型 的 方程 的 
一 般 理论 和 各 种 有 关 问 题 在 [11] 中 进行 了 讨 
ie. 有 关 的 稳定 性 问题 在 [5] 中 利用 Ляпунов 
泛 函 方法 进行 了 研究 ， 显 然 ,类 型 (15) 包含 了 
积分 微分 方程 (integrodifferential equations), 这 
是 [17] 的 研究 主题 . 
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全 微分 方程 [Ж total differential equation 法 
équation aux différentielles totales Ж totale Dif- 
ferentialgleichung “ñ полное дифференциальное 
уравнение 日 全 微分 方程 式 ] 

(ран 问题 】 全 微分 方程 是 下 面 的 方程 : 
а) e= 0, 


其 中 o 是 流 形 x 上 的 一 次 微分 形式 > аб) 


dzi. X 的 子 流 形 M 称 为 (1) 的 积分 流 形 (integral 
manifold)， 如 果 M 在 其 各 点 x EZ USB T, 
(M) 的 每 一 个 切 向 量 $ 都 满足 o(#) — 0. Ж 
们 记 (1) 之 积分 流 形 的 最 大 维 数 为 m(w). J.F. 
Pfaff 证 明了 对 任意 %“ 有 т (о) 2 (n — 0/2. 
对 给 的 来 决定 т (о) 的 问题 称 为 Pfaff 
问题 (Pfaff*s problem)。 这 个 问题 由 G. Frobe- 
nius, J. G. Darboux 和 其 他 人 解决 如 下 : Je 
之 外 微分 ? 
do = У > adz Ms 


2 
的 系数 ay = Әа/Әх, — Өа,/дх, 作 交 错 和 矩阵 ? 
о) Caii niens 
设 (2) 之 秩 是 2 * 则 矩阵 


(27 =a; 
aj 0 Лали 
之 秩 是 2z 或 24 + 2。 在 前 一 情况 下 , m(w) 一 
n 一 轧 而 可 通过 选取 适当 的 坐标 系 (w，…， 
x.) 写 为 

У) uum йни. 


e 
在 后 一 情况 下 ，m(o) 一 ”一 :一 1, fie ari 
过 选取 适当 的 坐标 系 Ga, °° a.) 写 为 

> Wai duu + dungi 


= 
这 定理 称 为 Darboux 定理 (Darboux's theo- 
tem), 

— WE SX =} 5% Pfaff WR (Pfaffian 
form), H (1) 称 为 Pfaff 方程 (Pfaffian 
equation). His 个 一 次 形式 o, 形成 的 方程 组 
wo, = 0 (1 <i & 5) HH Pfaff 方程 组 (system 
of Pfaffian equations) 或 全 微分 方程 组 (system 
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of total differential equations) ([5,8,19]). 

【微分 形式 组 与 偏 微分 方程 组 】 令 2 为 X 
上 的 一 组 微分 形式 ot, 0<p<n,1<i<»,, 
of EX EW p RBA, X 的 子 流 形 M 称 为 2 一 
0 的 积分 流 形 (integral manifold), 如 果 对 每 个 Р 
(0 < p < dim M), 在 M 的 每 一 点 x 上 , 切 空间 
TAM) 的 任意 » 维 子 空间 E, 都 满足 (Е) 
= 二 0(1<i<v)， 记 0 的 积分 流 形 的 最 大 维 
数 为 m(O). 对 给 定 组 2 求 mO) 的 问题 称 为 
广义 Pfaff 问题 (generalized Pfaff problem), 
并 将 在 以 下 各 节 说 明 . 固定 X 的 一 个 局 部 坐标 
JURE D RPA Cases z) Б Qe y» 
(m = n — r), 可 以 考虑 求 X 的 一 个 子 流 形 使 
得 满足 关系 式 

у. = у(х, зә z), LS acm, 

这 个 问题 可 以 化 为 在 具有 局 部 坐标 系 Gs …， 
ау) 的 子 流 形 N 上 求解 一 组 一 阶 偏 微分 方程. 

考虑 一 组 1 阶 偏 微分 方程 多 一 0: 
G) Pan ye p) =O, 1 < 41 Ss, 
1<i<r,1<Se, 8 mit + <1, 
其 中 
(4) pio" = Ottiryg/ xps Әху. 
ЖИН уу о s) (1 Sa < m) 所 定义 的 
FRC G) RID EK) Ф=0 的 解 ， 决 
定 已 给 组 Ф=0 是 否 有 解 的 问题 是 C.Riquicr f 
决 的 ， 他 证 明了 任 一 个 组 可 以 或 者 开拓 成 一 被 
动 正 排 组 或 者 经 有 限 多 步 开 拓 成 一 不 相 容 组 . 
一 个 偏 微 分 方程 组 称 为 男 一 组 的 开拓 (prolon- 
gation)， 如 果 甬 者 包含 后 者 并 有 相同 的 解 .被 
动 正 排 组 (passive orthonomic) 是 通 解 可 用 无 限 
多 个 任意 常数 参数 化 的 组 .一 个 包含 参数 的 解 、 
如 果 通 过 指定 参数 值 即 可 得 具有 任意 初 值 的 初 
值 问题 ' 的 解 , 就 称 为 通 解 (general solution), Ж 
方程 组 (3) 列 含 着 x; 间 非 平凡 的 关系 Pn s 
x,) = 0, 就 称 为 不 相 容 的 (incompatible), 

求解 偏 微分 方程 组 © — 0 的 问题 , 可 以 化 
为 求 如 下 一 组 微分 形式 的 积分 流 形 , 令 了 是 
具有 局 部 坐标 系 (xi, yoo РВС n, IS 
а, f < m, h + *** + j, < I) ORE, 而 2 由 
0 次 形式 o, (1 < ¿< ;) 和 一 次 形式 


dy, — 2 Pads 


ape У ph itio an, 


= 
Ci <a, Bim, +++ +, < DAR. 于 
是 3 的 下 列 形式 的 积分 流 形 : 
Yo = у.б» tts r), lS a < m, 
РЫ = py (ns x), 1 < 8 < m, 
h +. +i <l, 
就 给 出 @ 一 0 的 一 个 解 je 一 y. G, t n), 
1<а< љт, Н y, 5 pp Е 
G) pp e == Əit*tiy faxis "Ox, 
I<g<m, iter + i ei, 
反之 ,9 一 0 的 一 个 解 一 ye(zb t)» 
1 <a<m, 若 用 (5) SEX pki (zo +++, n) 
就 给 出 的 一 个 积分 流 形 ([16,17,19]). 
【一 个 未 知 函数 的 一 阶 偏 微分 方程 组 】 5 
虚 N 上 的 一 组 无 关 的 向 量 场 +: 


ы-ы ds Lass 


对 给 定 的 一 组 f(x) 与 б), 求解 非 齐 次 方程 
组 
(6) Lay — hG2y ~ pC) = 0, LS As, 
方程 组 (6) 称 为 完备 系 complete. system), 如 果 
每 一 个 
0) (Lis L,] y — (Lafa — Lf) y — Cuga 
=) — (Lag, — Li); 1S à X a <; 
BE (6) 式 左 端的 线性 组 合 ,这 里 [La Lu] 是 
L, 55 L, Bs trt .这 个 条 件 称 为 (6) WTR 
性 条 件 (integrability condition), 设 齐 次 方程 组 
(8) Ly=0, 1<i<s 
是 完备 的 ， 于 是 它 有 一 组 函数 独立 的 + 解 yo 
+++, yo Йй (8) AER y 都 是 它们 的 函数 : 
y= dn 7 y). 若非 齐 次 组 (6) 是 完备 
的 , 则 齐 次 组 (8) 也 是 完备 的 。 完备 系 的 概念 是 
由 Lagrange 提出 的 并 由 Jacobi 推广 到 如 下 非 
线性 方程 组 (一 一 阶 偏 微分 方程 ). 
考虑 非 线性 方程 组 
(9) FG 


td ys po 一 0 


1<ics, 


D 


Li 


其 中 р, == 0y/0x.. HEA (9) 称 为 完备 系 ,如 
果 每 一 个 [Fi, F,] <i < z < s) 8 Fi, 
tes F, 的 线性 组 合 。 这 里 [F, С] 是 Lagrange 
括号 ', 其 定义 为 


c BF [ӘС әс 
UF, в= 5) 9Ё [96 + „ 28] 
rel= D anlon + ?6y 


— ðG [BF BF 
PIE t a 

设 方程 组 (9) 是 完备 的 , Р, +++, Е, 是 函数 无 
关 的 ， 于 是 ,一 般 说 来 ,可 以 对 NN 的 一 个 (7 一人) 
HET UTE N,-, 求解 下 面 的 初 值 问题 : 在 N,-, 
上 给 定 函数 1， 求 (9) 的 解 y, 使 得 在 N,- 上 满 
Ry=f. 

由 前 节 ， 我 们 可 以 通过 积分 一 个 常 微分 方 
程 组 ( 称 为 Lagrange-Charpit 方程 组 〈Lag- 
range-Charpit system)) 来 作出 解 。 因 此 ,可 以 在 
C 范畴 内 来 求解 这 些 问题 (一 偏 微分 方程 的 解 
法 )([6,7]). 

(Frobenius 定理 】 令 X 为 一 C" 微 分 流 
形 1, 0 是 X 上 的 一 组 无 关 的 一 次 微分 形式 ov 
1<i<s, QUARKS TRA (completely inte- 
grable system), WREX MEA 上 都 有 

du, >) Oj Ao LISS, 


m= 
其 中 9 是 x 的 邻 域 上 的 一 次 微分 形式 . LO 
是 完全 可 积 的 。 于 是 在 X 的 每 一 点 x 都 存在 一 
个 在 * 的 邻 域 避 中 的 局 部 坐标 系 Gotio fo 
кыл,» tto 9), 使 X 在 点 EDU 的 切 向 量 5 当 
BRA £f, 0 GQ < <) ЙЕ 0,5) 0, 
1&i«s Xl. g^ df BE oy o BJ 
线性 组 合 , 反 过 来 ,每 一 个 也 都 是 4f. +++, 
df, 的 线性 组 合 ， 一 般 说 来 ,使 得 df 成 为 oor， 
2, o, 之 线性 组 合 的 函数 f HOH MR 
(first integral). 

上 一 段 的 定理 称 为 Frobenius 定理 (Fro- 
benius's theorem)， 它 也 可 以 陈述 为 对 偶 形 式 如 
T: 令 D(X) 是 X 上 的 切 从 ?TC(X) 的 一 个 子 从 '。 
映射 X3x 一 DA(X) 称 为 X 上 的 分 布 (distribu- 
tion)。 它 称 为 对 合 分 布 (involutive distribution), 
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如 果 在 XxX 的 每 一 点 x 都 可 以 在 * HU LM 
到 一 组 无 关 的 向 量 场 LUS i < :), 使 在 每 一 
Ë z€ U, LG) (1 < í < O) HR D(X) 的 基 
底 , 且 在 U 上 满足 [L,,Li] = 0 (Ln -tt L), 
1<i<ji<s. X 的 一 个 连通 子 流 形 M 称 为 
D(X) 的 积分 流 形 (integral manifold)， 如 果 在 
MM 的 每 一 点 x 都 有 Ts(M) 一 D(X). D(X) 
给 出 X 上 的 一 个 对 合 分 布 ， 这 时 ，X 的 每 一 点 
x 都 位 于 一 个 最 大 积分 流 形 M 中 ，M 以 任何 一 
个 包含 < 的 积分 流 形 为 开 子 流 形 ([4]). 

(Cartan-Kahler 存在 定理 】 令 X 为 一 实 解 
析 流 形 +, 记 X 上 的 微分 形式 环 之 层 + 为 4(X)， 
X 上 的 ?次 微分 形式 (1<p<n) 的 OCX) 模 之 
+J A (X), 这 里 OX) 是 X 上 的 0 次 微分 
PARLE. 理想 的 子 层 Z 称 为 微分 理想 
(differential ideal), 如 果 它 是 由 2,(0 < p < n) 
生成 的 而 且 包含 4 Z, 这 里 3p 一 Zn A, (X). 考 
虑 X 上 的 微分 理想 E. TX) 的 原点 在 x € X 
的 维 子 空间 的 Grassmann 流 形 ' 记 作 С, (а), 
X 上 的 Grasmann ЖЖ Чех Gele) 记 作 
G,(X).G, (X) 的 元 Es 称 为 原点 (origin) 是 x 的 
PERT (contact clement), G,(z) 的 元 E, 
称 为 Z, 的 积分 元 integral element), MRA X 
中 的 任 一 ?次 微分 形式 o, E x 点 有 (E) = 
о: Ж, E, 称 为 了 的 积分 元 ， 如 果 包 含 在 E, 
中 的 任意 元 Е,(0 < q < p) 都 是 Z, 的 积分 元 ， 
特别 是 , 0 维和 1 维 积分 元 分 别称 为 积分 点 
(integral point) 和 积分 向 量 (integral vector), 可 
以 证 明 : 元 E, 是 了 的 积分 元 ， 当 且 仅 当 它 是 
E, 的 积分 元 。 原点 在 的 积分 元 E, 的 极 元 
(polar clement) HCE,) BXH TX) 的 一 个 
子 空间 , 它 是 由 所 有 与 E, RAER X 的 积分 
元 的 向 量 组 成 的 。 Ф (VOP) 6 
(Gs(X)) 中 的 OX) 模 的 子 层 , 这 个 OCX) 模 
包含 从 一 个 ?次 微分 形式 

aj adi, А Nds € E, 

w < 

所 导出 的 G,(X) 上 的 一 切 0 次 微分 形式 


акч, Fair 
d 
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这 里 zw 是 Ep 的 Grasmann 坐标 +。 积 分 元 
E, 称 为 正则 积分 元 (regular integral element), 
如 果 满 足下 面 两 个 条 件 : G) (Z, 是 12, 在 
E, 的 正则 局 部 方程 ， 这 里 73* У, 的 一 切 积 
分 元 的 集合 ; Gi) XE LZ, 中 的 了 附近 dim H 
(E,) 一 常数 ， 这 是 E. Kabler 给 出 的 定义 ,与 
E. Cartan《[3]) 给 出 的 不 同 . 

这 里 ,一 般 说 来 , O(X) 的 子 层 @ 在 积分 点 
如 称 为 ІФ 的 正则 局 部 方程 (regular local equa- 
tion), 如 果 存 在 ro 的 邻 域 U 以 及 在 0U 上 的 项 
Hü! фа ors po 满足 下 面 两 个 条 件 : G) dp， 
+++, do, 在 口 的 每 一 点 * 线性 无 关 ; Gi) U 中 
一 点 * 是 @ 的 积分 点 当 且 仅 当 eG) 一 … = 
Cx) = 0. 

第 一 存在 定理 ， 设 给 定 ? 维 积分 流 形 M 以 
及 在 M 上 x 点 的 正则 积分 元 TAM). 再 设 存 
在 X 的 一 个 包含 M 的 子 流 形 ,使 dimF = "一 
tom, dim (T, (F) N H(E,))=p + 1, 这 里 
E, = T,(M), ton = dimH(E,) — p — 1. 这 
时 ,在 * 附 近 存在 唯一 的 积分 流 形 М, 使 得 dim 
N 一 p 十 1 且 FDNDM. 

这 个 定理 是 由 求解 一 个 Cauchy-Koeanesc- 
кая 型 的 偏 微分 方程 组 来 证 明 的 .E. Cartan ([1 , 
2,3]) 也 试图 由 求 积 一 个 常 微分 方程 组 以 获得 
一 个 存在 定理 ， 

一 个 积分 元 的 链 EC ECC En 若 每 
—^ E,(0 < p < r) 都 是 正则 积分 元 , 就 称 为 
正则 链 (regular chain)， 对 正则 链 EoC EC 
СЕ,, SEX ton № tyn = dim H(E,) 一 p 一 1 
(0<р< ғ), EX 5,28 Sp = te tp OS 
p< r), s=, m йт 1 2. РЖ, 我 们 有 
s 20(0&p&r), s Бота 
而 且 我 们 可 以 在 Eo 附近 取 局 部 坐标 系 Cn, 
ym) (m = n — r), 使 得 满足 


下 面 四 个 条 件 : 


(i) LX HI улы = +++ = ym 一 0 所 定义 ; 
G) нв) = [Borges 
a a 


oo OS p <r; 
ic 


душе tl 


(ia) Eafe ey l<p<r 

(iv) Eo=(0,+++,0,0,+++,0), 整数 
Sos 0. 5, 称 为 正则 链 EoC…C E, 的 特征 标 
《characters) 

第 二 存在 定理 。 设 积分 元 链 EC … 开 已 
是 正则 的 . 取 满足 (i) 一 (iv) 的 局 部 坐标 系 , 若 
虑 一 组 初始 数据 

fis tts fee 


Яаа)» 5° › fees (2) 


asino хз)» ttt» fue es Os m) 


| PO NESE SOY helan ; 
时 ,如 果 它 们 及 其 一 阶 导数 值 充 分 小 , 则 必 存 在 
唯一 积分 流 形 ， 由 у„=у„(а,, t z), y =0 
(1<a<w 一 + 二 8 <m) 所 定义 ,使 得 
у бяро ето ps 057, 0) m fas x) 
dott ba aX 
caso < p< r. 

这 个 定理 可 由 反复 应 用 第 一 存在 定理 来 证 
BA. 这 两 个 定理 称 为 Cartan-Kahler FEE 
理 (Carcan-Kahler existence theorem). 如果 存在 
一 个 正则 链 ECC E,， 则 称 2 在 积分 元 
E, 处 为 对 合 的 (involutive)。 一 个 积分 流 形 , 若 
存在 切 空间 使 了 在 其 上 为 对 合 的 ， 就 称 为 2 的 
通常 积分 流 形 (ordinary integral manifold) 或 通常 
解 (ordinary solution)， 不 具有 这 种 切 空间 的 积 
分 流 形 称 为 了 的 奇异 积分 流 形 (singular integral 
manifold) 或 奇异 解 (singular solution), 

E. Cartan 关于 通常 积分 元 和 正则 积分 元 
的 定义 是 :积分 点 区 是 通常 积分 点 ,如 果 2, A 
1Ze tE 加 的 正则 局 部 方程 一 个 通常 积分 点 
到 是 正则 积分 点 ,如 果 dim H( Eo) ЕТУ, ERE 
近 是 常数 。 归 纳 起 来 ,一 个 积分 元 Е, 称 为 通常 
积分 元 (ordinary integral element) ,如 果 (2,》 是 
12, Æ Ej 上 的 正则 局 部 方程 ,而 且 E, 包含 一 
个 正则 积分 元 E5-;。 一 个 通常 积分 元 E 称 为 
(E. Cartan 意义 下 ) 的 正则 积分 元 ,如 果 dim H 
(E,) 在 IZ, 上 Ej 处 是 常数 .可 以 证 明 , X 在 
积分 元 E, 处 为 对 合 的 ， 当 且 仅 当 E, 是 的 通 


常 积分 元 . 一 个 积分 流 形 ， 若 它 具 有 的 一 个 切 
空间 是 2 的 正则 积分 元 ， 就 称 为 了 的 正则 积分 
流 形 (regular integral manifold) 或 正规 解 (regular 
solution), Ф mpa 是 H(E,) 的 最 小 维 数 ,其 中 
Е, ЖК Р 维 通常 积分 元 之 集 , 而 8 是 一 整数 、 
使 得 mp pA < p < g), men = p. 这 个 整 
数 8 RPA UAVS (genus), ERE TH 
常 积分 流 形 的 最 大 维 数 . 但 是 ,一 般 说 来 , 它 并 
不 是 2 的 积分 流 形 的 最 大 维 数 . 

D. C. Spencer 等 人 正 试图 在 C 范畴 内 得 
到 与 Cartan-Kahler 存在 定理 类 似 的 存在 定理 
《关于 线性 偏 微分 方程 组 一 [1,3,7,9,18,20]). 

【 偏 微分 方程 的 对 合 系 】 为 了 给 出 偏 微分 
方程 对 合 系 的 定义 ,我 们 先 定义 Hom (V, W) 
的 对 合子 空间 ,这 里 Y 和 W 是 实数 域 R 上 的 有 
限 维 向 量 空间 . 令 4 为 Hom (V, WW) 的 一 个 子 
空间 。 对 了 中 一 组 向 量 eo e o № AG 
… op) 记 作 4 中 v +++, o, 的 零 化 子 空 间 ， 
Ay gr 29 Alois ot vp) 当 (eo t ve) 变动 
ИЖ ЛК, O<p<r—dimV И 的 一 个 基底 
(ns * t, o) 称 为 通常 基底 ,如 果 它 对 每 一 个 
[IINE MACH vo). 对 任何 4 都 
存在 通常 基底 。 令 wes(v*) X Hom (V, 
Hom (И, W)) 的 于 空间 , 它 由 所 有 满足 E)r 
= 5(v)u 的 元 所 构成 ,w,* У 中 任意 元 。 
于 是 ,4 的 开拓 pA 定义 为 p4 一 Hom (И, A) 
Nw 四 S(Y*)、 对 7 的 任意 基底 (wo ,1)， 
我 们 有 不 等 式 

dimp A < >) dim A (ny, +++) vy). 


= 
d; dimp A= >> gr» 则 HomCV , W ) 的 子 空间 
= 


A 称 为 对 合子 空间 (involutive subspace). ИУ 
对 合子 空间 的 概念 是 由 V. W. Guillemin 和 
S. Sternberg 得 到 的 ([9]). 

由 两 个 流 形 X 和 N 以 及 从 X 到 N 上 的 投影 
m 组 成 的 三 元 组 (X, М; =) 称 为 纤维 流 形 (fi- 
bered manifold), 如 果 在 X 的 每 一 点 上 ,微分 * =+ 
MEW AERE (X, N; я), WAN h 
的 一 个 区 域 到 X 的 、 使 xof 一 恒 等 映 射 的 所 有 
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We FESSES. TE, 节 * 0) 是 在 下 述 等 
价 关系 下 的 等 价 类 : LO =Le) SERS 
r= u, JG) = ga), 而 且 

Ән itti 

TOATA б) = ЕТЕНЕ (а), 
hteti Sl, Cats BNE x= u 
附近 的 局 部 坐标 系 (一 微分 流 形 ). 

记 纤 维 流 形 (X, М; =) 的 一 切 1 节 的 空间 
HICK, N; ж), аж Л. KI. OU") 的 
理想 的 子 层 @ 称 为 Y 上 的 一 个 了 阶 偏 微分 方程 
组 (system of partial differential equations of order 
0). 了 的 一 点 = 称 为 @ 的 积分 点 ,如 果 对 所 有 
的 peg，9(z) 一 0.@ 的 所 有 积分 点 的 集 记 作 
10. 4 HI BI EVAR. 这 时 在 
下 的 点 z 上 ， 可 以 把 Ker, 55 Hom (Т,(М), 
Кега& ) 视 为 相同 ,这 里 хеяе sz, 和 的 主 部 
CAP) 定义 为 Ker, 的 零 化 由 的 子 空间 ，9 的 
开拓 (prolongation) pg 定义 为 N 上 的 由 中 和 8 
(1 & € dim N) 生成 的 1 十 1 阶 组 ,这 里 OF 
是 关于 NN 的 坐标 z, 的 形式 导数 : 


Cw") = 2 GM), e €e QD. 
Өх, 


Фо 0 pb WRIA, 226 xw. ЗА, 我们 
有 恒等式 
РС,(Ф) = Cu(p®). 

НАЖИ PHB EM EP TE RC (141) dent 
的 : @ 在 积分 点 z 是 对 合 的 ， MRE RAT 
条 件 满足 : G) OÆ 10 在 = 的 正则 局 部 方程 ; 
Gi) 存在 z 在 卫 中 的 令 域 U, 使 (7 un 
IPO) 成 为 一 个 纤维 流 形 , HEA UNIO, Ht 
Ш". 

一 个 偏 微分 方程 组 称 为 对 合 的 (involutive)， 
如 果 它 有 一 个 积分 点 ,而 且 在 其 上 是 对 合 的 . 
固定 X 的 一 组 自 变量 (m4，*…*, а). ЗА, — 
个 微分 形式 系 称 为 对 合 的 involutive), 如 果 它 
有 一 个 积分 点 ,使 它 在 其 上 为 对 合 的 ,而 且 dn 
和信-…Adx, #0. 可 以 证 明 ， 这 两 个 对 合 系 的 
定义 是 等 价 的 ([14,181). 

【开拓 定理 】 E. Caran 给 出 了 一 个 开拓 
方法 ， 用 它 可 以 从 一 个 已 给 的 两 个 自 变量 的 方 
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程 组 (如 果 它 有 解 ) 得 到 一 个 对 合 系 。 他 提出 了 
以 下 的 问题 对 任意 的 r> 2， 建 立 一 个 开拓 
方法 . 使 得 可 以 从 一 个 已 给 的 7 个 自 变 量 的 方 
程 组 (如 果 它 有 解 ) 得 出 一 个 对 合 系 。 盒 西 正 武 
为 了 解决 这 个 问题 ， 将 已 给 组 @ 依 次 开拓 为 p 
$,:—1,2,3,---, 并 证 明 下 面 的 定理 : 假设 
存在 一 串 p' 的 积分 点 于 Hout = zt, = 
1，2，3，…， 使 对 每 一 个 上 都 满足 下 述 两 个 条 
件 : G) p'O J& 1(p'0) 在 对 的 正则 局 部 方程 ; 
Gi) 存在 在 1(p'0) 的 令 域 V', 使 得 zf V: 
包含 sz 在 O) 中 的 一 个 邻 域 , 并 构成 一 
个 纤维 流 形 《V'， ant Vis ant). SKIL, p'O 在 
2z! 对 充分 大 的 整数 + 是 对 合 的 。 

这 个 开拓 定理 给 出 了 无 限 Lie 群 ' 理 论 中 
的 有 力 工具 .然而 , 若 我 们 考 虚 一 般 类 型 的 偏 微 
分 方程 组 , 则 存在 这 样 的 方程 组 的 例子 ,虽然 有 
解 却 不 能 用 这 个 开拓 办 法 开拓 成 一 对 合 系 。 为 
了 改进 会 西 正 武 的 开拓 定理 ,松田 道 彦 ([15]) 对 
1 阶 方程 组 多 定义 了 同 阶 开拓 : ®Ф=рФП О 
(JD)， 这 是 Lagrange 和 Jacobi 的 经 典 的 完备 
化 方法 的 推广 ， 把 这 个 开拓 依次 用 于 一 已 给 方 


BA $, 我 们 有 下 一 U РФ. EX p, 运算 为 
= 


m= U pt. 于 是 ,把 这 个 开拓 逐次 应 用 于 理 ， 


我 们 有 以 下 定理 : 假设 存在 一 串 办 于 的 积分 
Boa’, Pu m zi, г == 1,2,3,++-, 而 对 
每 个 +, 满足 以 下 两 个 条 件 : G) px? MICA 
oE x 的 正则 局 部 方程 ; (ii) EIF) E 
х 附近，dim pC (раш) 是 常数 .这 时 ,对 充分 
大 的 整数 上 来 说 , РУ 在 ЖЕЎЇЇ. 

松田 为 了 证 明 这 个 定理 ， 应 用 了 V. W. 
Guillemin, S. Sternberg 和 J.-P. Serre (18, Ap- 
pendix) 得 到 的 以 下 定理 : 假设 我 们 给 定 Hom 
(V, W) 的 子 空 间 4, 和 Нот (V, Am) 的 子 
空间 4, WE AC paris 1,2,3, 00+. 
这 时 ,对 充分 大 的 整数 :来 说 , A, 是 Hom (У, 
dm) 的 对 合子 空间 . 

这 样 ，E. Cartan 问题 肯定 地 解决 了 ,对 
于 广义 РЫШ 问题 ， 这 些 开拓 定理 给 出 了 与 


C. Riquier 所 得 的 解 不 同 的 解 . 
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接触 变换 

formation de contact ^ 4 Beriihrungstransforma- 

поп. 4& преобразование соприкосновения 日 

接触 变换 ] Int PER, pi(j 一 1， 

2, 7 п) 的 变换 

(1) Z= 202,1, x5*1*»x»» Pis Piso Pade 
Ху Хх, mms tnn Pis Pot ttes 


[3& contact transformation 法 trans- 


1 1,2, 555 n, 


Py = P2521, 1t хаз Pis Pis 70s Pads 
j= 1, 2, n 

能 使 全 微分 方程 

(2) dz — рік — pdxy—*** — райх, = 0 

不 变 时 ,也 就 是 使 

G) 42 —P4X, — PAX, — +++ — PAX, 
= p(dz — рх — рх — >*t — p,dx,) 


恒 等 地 成 立时 ,就 把 (1) 称 为 十 1 维 空间 (z, 
m z 1,2) 的 接触 变换 、 此 处 o 表示 不 等 
于 0 的 >, ху, p; WRR. Hit A) 具有 逆 变 
R. 如果 引用 Lagrange #5 (Lagrangean 


bracket): 
е1 一 > GE к= а oe 
eatre 


Yagua saa cs: 
Xi] = Xj, Z] = [Ps Р] = 0, [Pi Xi) = 
оё [Pis Z] = ор. ЖЖ n 35 j ARM HO, 
24 j = khj2 1, 也 就 是 Kronecker 的 8. 

由 此 可 知 ,两 个 接触 变换 顺 次 施行 (合成 的 
结果 以 及 接触 变换 的 逆 变换 ,仍然 是 接触 变换 . 
因为 恒 等 变换 Z = z, Xj = ху, P, = pi 是 接触 
变换 ， 所 以 全 体 接触 变换 的 集合 形成 无 穷 维 连 
续 群 .” + 1 维 空间 的 点 (zzxi) 与 通过 这 个 点 的 
n Ж ШШ 2* — = У) (T — zi) Gs 


= 
为 流动 坐标 ) 的 组 合 称 为 面 元 《surface element) 
(或 超 面 元 《hypersurface clement)), 满足 (2) 的 
面 元 的 集合 称 为 = 维 面 元 并 集 (union of surface 
clements) .如 果 引 用 这 些 概念 , 那 末 n+ 1 维 空间 
的 面 元 坐标 z, ху, pi G=1, 2, +++, n) 的 变换 
(1) 就 是 把 ” 维 面 元 并 集 变 成 = 维 面 元 并 集 的 
接触 变换 ， 因 此 ,如 果 把 公有 ” 十 1 维 空间 中 
— (z, x) 并 在 此 点 相 切 的 两 个 ” 维 超 曲面 ， 
由 接触 变换 进行 变换 ， 那 末 作 为 变换 的 象 的 两 
+ п 维 超 曲面 仍然 公有 一 点 并 且 相 切 .“ 接 触 变 
换 ” 的 名 字 就 是 由 这 个 事实 而 来 . 
接触 变换 的 例子 可 由 2 次 超 曲 面 的 相关 对 
应 给 出 。 从 平面 上 抛物 线 +2 y=0 的 极 与 极 


接触 变换 ол 
线 的 关系 ,可 得 Legendre 变 换 (Legendre's trans. 
formation) X = —p, 
(Co 一 一 D. 
一 般 说 来 , 由 称 为 母 函 数 〈(gcoerating func- 
Чоп) 的 函数 О(х, у, X, Y) 导出 的 三 个 关系 
式 : Q(x, y, X, Y) = 0, 09/0X + РӘО/ӘҮ 
= 0, 80/8x + p0Q/0y = 0 所 定义 的 可 逆 变 
换 就 是 接触 变换 。 这 个 变换 ， 在 点 (xzo, )o) 对 
应 一 条 曲线 Q(xo, yos X, Y) 一 0. 在 多 变量 
的 情形 ,也 有 同样 的 事实 成 立 ， 例 如 ,在 n + 1 
维 空间 中 ,变换 : Z 一 = 一 xp 一 
X, Per X 


Y=xp—y, P= —z 


一 хр 
Хур эн оног Xe 
zs; P. = —зу, rs P, = mx Руы = Pes 
+" Pa = p. 是 接触 变换 。 此 处 ,» 表示 从 1 到 
"ВЖ. En = 2, > = 2 的 情形 就 是 Le- 
gendre 变换 ,在 一 2, v = 1 的 情形 称 为 Am- 
père 变换 (Ampérers transformation) (~ 公式 
15 IV). 
【典型 变换 】 

2, ---, n) 的 变换 
(4) Xi= Хуб, х" 


Ру = P,(z z * * 


当 2n 个 变量 +, p G = 1, 


элә Pis Past" > Ps 
tire Pis Pas tts Pads 
1 1,2, уп 


把 和 分 形式 33 O aX, 一 pas) ER x p f8 
全 敏 分 形式 时 ,也 就 是 
G) Sex, — nds) = 40 


= 


成 立时 ,就 把 (4) 称 为 典型 变换 〈canonicah irans- 
formation), 6,02 x, РЖ. 

设 (1) 是 接触 变换 ， 现 在 令 r= rn Z = 
Хаду Patt 一 Рем/о› —PiPani = Pir ~P; Рама 
= BG 1, 2，…，2)， 于 是 (2) 成 为 PidX 十 
БАХ, + +++ + P.aX, + P.a aX, == Бах + 
Фак 十 … + р.х, + Pasi tosis 因此 (1) 成 
为 典型 变换 (U = 0). 所 以 接触 变换 包含 于 典 
型 变换 中 . 

对 于 典型 变换 ，Lagrange 括号 变 成 


= Of Og _ бе Of. 
w= 200,200) 


978 接触 变换 


它 称 为 Poisson 4&5 (Poisson’s bracket), 

当 (4) 为 典型 变换 时 ,有 (Xi;,X4) = 0,(P,, 
XQ) = Bins (Р, Р) = 0 Grk = 1,2, +++, n) 
成 立 . 反之 , 若 XiG = 1, 2,7 п) (Xi, 
XQ) 0, k= 1,2, ---, n), W STR E 8 
数 U 和 唯一 确定 的 函数 Р, G = 1, 2, +++, n), 
使 (57 成 立 . 

【对 解 微分 方程 的 应 用 】 由 于 接触 变换 把 
面 元 并 集 变 成 面 元 并 集 ， 根 据 这 个 性 质 就 可 把 
它 应 用 于 解 微 分 方程 . 

作为 一 个 例子 , 仅 就 一 阶 偏 微 分 方程 
(6) F(x, ys 2, ps 4) = 0; 

EL MEM. 
Pag? 1t gy? 
谈 谈 关于 它 的 应 用 的 概要 .为 此 ,首先 把 (6) 考 
虑 为 组 成 面 元 并 集 的 面 元 的 方程 ， 用 接触 变换 
把 它 变 成 简单 的 方程 进行 求解 ， 然 后 把 它 的 解 
再 用 逆 变换 还 原 , 便 得 原 方程 的 解 .现在 , 设 (6) 
的 全 解 ?为 z= olx, у, а, Б), ДЕНИ 
Q=Z—:+ wlr, y, X, Y)—c=0, 
< 为 常数 

为 母 函数 所 生成 的 接触 变换 ,使 (6) 成 为 Z — с 
二 0。 在 这 个 方程 中 , HT Xe, Y =b, 
Z e c, aP +80 = 0 (a, b, c, a, В 为 常数 ) 
是 起 着 特别 重要 作用 的 解 ， 因 而 把 这 个 线 元 称 
为 特征 线 元 (characteristic line clement). 特征 线 
元 应 该 满足 的 微分 方程 ， 用 逆 变 换 还 原 便 成 为 
(6) 的 Charpit 辅助 方程 (subsidiar) equation 
of Charpit): 


о) RE] 
OF/Op ӘЕ/Әд 


— X —X 
РӘЕ/Әр + 4ӘЕ /94 
| ЛИНИН 
OF /Ox + рдЕ /0z 
= 4 
ӘЕ/ду + OF /az" 
因此 , 求解 (6) 是 这 样 的 :从 (7) 的 解 G(x, ys 
z, p,q) = a 5 F = ОШ р = p(z,y, z; a), 
q=4Ce,y, z; 0), 于 是 dz = pdx + qay 就 


成 为 完全 可 积 的 全 微分 方程 。 这 个 方程 的 通 解 
就 是 (6) 的 全 解 、 如 果 《〈7) 的 两 个 狂 立 解 G(x， 
у» 25р.) = а, H(z, у, z, po 4) = b, HEB 
使 得 [G, H] 一 0， 那 末 从 三 个 方程 F = 0, 
G=a, H=b 消去 p，9， 便 得 OVER. 
这 个 方法 称 为 Lagrange-Charpit 解法 .同样 的 
方法 也 适用 于 Р(х, "хизр spo) 一 0 
(一 偏 微分 方程 的 解法 ). 

【对 解析 动力 学 的 应 用 】 考虑 偏 微分 方程 


Oz Oz 
8 F| PT sian OE) = 
(8) (ғ БР 2) 0, 


BE W (25 zo ++ ‚ х„)=0, fs 0z/0x, = — (Ow 
/0:,)/ (OW /02) KA (8), RF OW /8z 求解， 
则 得 Hamilton-Jacobi 方程 +: 


O Masses Bors 
ôw 
dme 


HR) Hamilton 算 符 或 者 Hamilton EA, A 
HR E HORM z, х, 改写 为 0 q o 设 OW /6x = 
Pis 则 对 (9) 的 Charpit 辅助 方程 就 变 为 Hamil- 
ton 典型 方程 " 

44 _ ӘН „ 4pi 
ар 2 Әр (qn Н), T 


ôH 
= — OF — (p H). 
Bq, (рь B). 


此 处 (,) 表 示 Poisson 括号 (一 分 析 力 学 )，(10) 
的 一 个 例 于 就 是 从 8 | оса, 404: = 0 导出 的 


动力 系统 的 运动 方程 。 KH. 4, 为 广义 坐标 ， 
pi = ƏL/84((: = d/dt), H = У pid; — L. 

如 果 根 据 典 型 变换 D (p, dq, 一 Pid91) = 
аи, € рь qi ER Pi» 8;, 则 (10) 成 为 ;=6K 
/8P,, P, = —ƏK/89;, K = H + 0W/8r. 这 
时 р, = 8W/0q;, Р, = —0W/0Q,. 特别 是 ， 
把 使 得 K = 0 的 变换 称 为 转向 平衡 系统 的 变 
换 (transformation to an equilibrium system)。 这 
样 的 WW 可 以 作为 (9) 的 解 而 得 到 . 

还 有 , 一 般 的 无 穷 小 变换 可 写 为 bq, 一 
Elgi F), 8p, = £ (pis F (6 是 一 个 微小 的 数 ， 


РЕЖ р, 4 的 任意 函数 )， 它 是 对 任意 量 4 的 一 
个 无 穷 小 变 分 54 = (A, F). Alt, 动力 系 
统 的 运动 方程 《10) 可 以 看 作 是 一 个 无 穷 小 变 
换 . 

此 外 ， 光 学 系统 的 每 一 个 映射 都 是 一 个 接 
触 变换 ， 对 应 于 到 的 量 称 为 光 程 函数 (В 
Eikonal 4& Эйконал) (一 几何 光学 ). 


[$] [1] 吉 江 琢 见 ， 初 等 1 阶 但 微分 方程 Ç. SUR 
Bj, 1947; [2] R. Courant-D. Hilbert, Methods of ma- 
thematical physics II, Interscience, 1962 (rbi: К. 柯 朗 、 
D. 希 尔 伯 特 ， 数 学 物理 方法 U, MAME, 1977); [3] 
松田 道 彦 ， 外 微分 形式 办 理论 ， 岩 波 书 店 ，1975: [4] 大 
岛 利 礁 ， 小 松 彦 三 郎 ， 一 隧 偏 微分 方程 式 , DFE ES 
BME 基础 数学 ， 岩 波 ，1977 


偏 微分 方程 [Ж partial differential equation 法 
équation aux dérivées partielles Ф partielle Dif- 
ferentialgleichung fA дифференциальное ypas- 
нение с частными производными H 偏 微分 方 
程式 ] 我 们 把 在 自 变 量 x, ms ox 
2) 和 它们 的 函数 z 以 及 = 的 偏 导数 之 间 成 立 的 
函数 关系 式 称 为 偏 微分 方程 同 常 微分 方程 的 
情况 一 样 ， 也 可 以 定义 偏 微分 方程 组 ， 包 含 在 
偏 微分 方程 中 的 偏 导数 的 最 高 阶 数 秘 为 方程 的 
阶 (order)， 通 常 记 р, 一 8z/8x'。 在 "一 2 的 
情况 , 若 A x, y 的 函数 , 则 我 们 记 


EI" 
a? 57 By” ar” 
EE 9% 

dx ду Әу" 
偏 微分 方程 


A(x, y)r + B(x, y) + C(x, у): 
+ D(x, у)р + E(x, y)g 
+ F(x, y)z = G(x, y) 
是 关于 = 及 其 偏 导 数 的 一 次 式 ， 我 们 称 这 个 方 
程 为 线性 的 Cincar), 若 方程 只 是 关于 最 高 阶 导 
数 为 线性 的 ,那么 我 们 就 称 它 为 所 线性 的 (qua- 
sitinear)。， 有 时 也 把 氢 线性 的 简单 地 称 为 线性 
的 。 不 是 线性 的 方程 称 为 非 线性 的 (non-linear) 
(一 非 线性 问题 )。 满足 给 定 的 偏 微分 方程 的 函 
数 r= p(n， zp ze) 称 为 此 偏 微分 方程 
的 解 (solution), 而 求解 的 过 程 称 为 解 (solve) 此 
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偏 微分 方程 。 EA (zo ns t z. z) WH 
BH n + 工 维 空 间 中 ,用 > 一 (xs m s 
x.) = 0 所 表示 的 超 曲面 称 为 积分 ( 超 ) 曲面 
Cintegral hypersurface), 对 于 偏 微分 方程 组 ， 也 
可 作 同 样 的 定义 . 


例 1) 当 Xo Xn etts X, En NARR 
mo ху) ttt > z, 的 函数 时 ,求解 一 阶 线性 偏 微分 
方程 
а) XE EXE eX, i» -0 
是 与 求解 常 微 分 方程 组 
о) dn. dn... dx. 

X x x. 


等 价 的 。 也 就 是 说 , 若 设 fis fas c fos ЖО) 
的 ”一 工 个 独立 积分 ", 则 对 ”一 1 个 变量 的 任 


BBM Ф, = 一 Ps f t fam) 是 (1) 的 通 
解 (后 述 )。 
例 2) ik Pi Pisses P, REO PAB 


ЖЕ х z z, 以 及 应 变量 z 的 函数 , 若 把 一 
阶 所 线性 偏 微 分 方程 《也 称 为 Lagrange 方程 ) 


(3) = us Set Eas 
的 积分 曲面 表示 成 id Zis Xp 1*3 19) = 05 
则 (3) 变 为 

BV p OV 4 ... 
Oo ax „юе. eee 


4 p, OV. +R шо, 
Oz, 8: 

于 是 成 为 (1) 的 形式 .因此 可 用 例 1) 的 方法 

去 求 通 解 ， 这 个 办 法 对 于 方程 组 同样 可 行 . 
【特征 流 形 】 考虑 两 个 变量 *, y BY т ИЧ 

微分 方程 

(5) Fx, ys 25 us Ра» = Pso ** * > Рн) =O, 

这 里 ра = ;+tz/8xi8yt， 对 此 方程 ,我 们 给 出 

以 2 为 参数 的 流 形 

(6) z=), y= 0). ри = Pix), 
jk-0,l,0—]jtk&En—l, 

考虑 这 样 的 问题 : 求 (5) 的 一 个 解 z= eG у), 

ЖЕ х = (2), y = YO) 上 满足 


Oi**g(x. 
D = pir), 


эво 偏 微分 方程 
00, 1,5-5,0 ці < 1. 
这 个 问题 称 为 Cauchy 问 题 (Cauchy's problem), 

RF E—H x", у, ph G, k = 0, 1, 

tni po = esp + k < n) 上 是 全 纯 的 且 为 
0, x у, Pa fE ¿= 0 Фе, DSR, 
y^ pho BAS 
(7) Bady” — P, ахду" + ++ 

+ (—1)"Po, dx", 
OF 
Opie 
ЖЕ (a°, y, ph) 不 为 0 时 ,对 Cauchy 问题 存在 
全 纯 解 ,而 且 只 有 一 个 . 

这 个 Cauchy 存在 定理 (Cauchy’s existence 
theorem) 对 使 得 (7) = 0 的 点 不 成 立 ， 这 里 与 
其 说 是 解 不 存在 ,不 如 说 是 解 的 唯一 性 被 破坏 ， 
意味 着 有 多 个 解 存 在 .在 积分 曲面 ses у) 
上 可 以 得 到 满足 (7) 一 0 的 = 条 曲线 .这 种 曲 
线 称 为 (5) 的 特征 曲线 (characteristic curve)。 特 
征 曲线 上 的 各 点 和 关于 这 些 点 的 pC, y)/ 


Pa = 


0x0 (ў, k= 0,1, nij k<n) 的 值 . 


所 组 成 的 流 形 称 为 (5) 的 转 征 流 形 (characteristic 
manifold). PIHE, Cauchy 存在 定理 在 特征 流 形 
上 不 能 适用 . 

【 解 的 种 类 】 
微分 方程 
(8) F(x, ys z, p 4) = 0. 
(8) 的 含有 两 个 任意 常数 的 解 称 为 完全 解 或 者 
Ф (complete solution)。 如 果 知 道 (8) 的 一 个 
全 解 , 那 末 由 微分 与 消去 法 便 能 给 出 (8) 的 其 他 
一 切 的 解 ， 设 


首先 考虑 两 个 变量 的 一 阶 仿 


(9) V(x, yo z, a, b) = 0 
是 (8) 的 全 解 , 由 此 便 有 
av, OV 
(0) p ar Ur 
əv [24 
Бу fa 0, 


从 (9) Ж (10) 消去 “与 4， 则 得 方程 (8) 本 身 . 
而 且 , 求 解 方程 (8) 与 求 满足 (9) А (10) 的 三 
个 方程 的 *, y 的 函数 z, a, РЕЧТА. MR 
将 (9) 中 a, b 也 考虑 为 x, у 的 函数 , 则 得 


ay айг ‚дуд 0 
Ba Ox дь Ox 
ӘУ дг , OV ӘБ 0 
да ә Әр dy ` 


因此 ,我 们 可 以 用 (9), (11) 代替 (9)(10)， 于 
是 ,可 以 考虑 下 面 三 种 情况 : 

i) ща, b 为 常数 时 , 则 得 全 解 (9)。 

ü) 4 V 一 0, 0V/0a = 0, OV /ðb 一 0 成 
立时 ,由 于 x, а, РЯ z, у 的 函数 ， 则 可 解 
Н. 这 就 给 出 不 含 任意 常数 的 解 :, 这 样 的 解 
称 为 一 阶 偏 微分 方程 (8) 的 奇 解 (singular solu- 
tion), 

ii) X OV /Ga, OV /Ob 不 同时 为 0 时 ， 由 
《11) 可 知 Jacobi 行列 式 D(a, 6)/D(x,y) = 0 
成 立 ， 因 此 在 «与 6 之 间 就 有 函数 关系 存在 。 
这 样 的 关系 若 有 两 个 ， 则 a, Б 成 为 常数 , 于 是 
z= 就 成 为 一 个 全 解 。 因 此 ， 我 们 假定 这 样 的 关 
系 只 有 一 个 , 设 4 = pla), 于 是 得 到 
а?) V(x, у, т, а, Ф(а)) = 0, 

Әу, 


av 
aa 十 8 sot 


将 (12) 关 于 = 及 = 求解 , 便 得 到 (8) 的 一 个 解 
z。 这 个 解 不 包含 任意 常数 而 含有 一 个 任意 函 
"Hio. 这 样 的 解 称 为 一 阶 偏 微分 方程 〈8) 的 
SBM (general solurion). 通 解 中 所 包含 的 各 个 解 
(给 定 特殊 的 p) 称 为 特 解 (particular solution), 

由 于 上 面 所 讨论 的 内 容 包 括 了 所 有 的 情 
况 ， 所 以 ,只 要 知道 (8) 的 一 个 全 解 ,就 可 得 到 
它 的 一 切 解 .全 解 不 只 有 一 个 ,也 可 有 无 数 个 ， 
它们 相互 之 间 可 由 接触 变换 + 来 转化 ， 而 且 , 它 
们 都 包含 在 通 解 之 中 . 

在 自 变 量 的 个 数 是 ”的 情形 ， 考 叫 含 有 
n—rl 个 任意 常数 ws antt dora 的 方程 
(13) VC ais OE йу 4p * ** аы) 

=, 
假设 这 些 参 数 取 固定 的 值 ,对 (13) 进行 微分 得 
到 


ay S. s S oo, р B, 
Ox, 


Өх, az 


一 1 2 


从 (13),(14) 消 去 参数 ns ass ausus 一 般 
就 得 到 + 个 一 阶 偏 微 分 方程 
(15) Е (аз xt xus Z3 Pis Prot tts p.)=0, 
i=1,2,..., r. 
FE (13) 就 称 为 一 阶 偏 微分 方程 组 (15) 的 全 
解 . 在 这 种 情形 也 同 两 个 变量 的 情形 一 样 ， 从 
(15) 的 全 解 (13) 便 可 找 出 (15) 的 其 他 一 切 的 
R. 同 两 个 变量 的 情形 一 样 ， 可 以 下 面 三 种 情 
形 进行 分 类 : 

i) 首先 , 当 假设 а, аз, +++ 
时 ,就 是 全 解 . 

ii) 当 设 V —0, 0V/0a, = 0, ---, 0V/ 
ба, 一 0 时 , 若 能 从 这 些 方程 中 消去 а, an 
tts Gnn 则 得 不 含有 任意 常数 的 解 。 这 样 的 
解 称 为 一 阶 偏 微分 方程 组 (15) 的 奇 解 . 

ii) 如 果 OV /0a, 不 全 为 0, 那 末 在 a, а, 
ttt а-ы 中 至 少 有 一 个 函数 关系 存在 ， 现 在 
假定 它们 之 间 正 好 有 RS — r) 个 函数 关系 ， 
设 这 些 函 数 关系 为 
(16) бааз» tt un) = 0, 

j71,2,*:5k, 
TAE М, М, ns, 使 得 
av óf, 
ал) Кыш ы sss m 


> 
Л 


> а-ы 为 常数 


llr 

从 (13),(16),(17) 消 去 a а» +++, аы, М, 
Yay tts Ags 一 般 只 能 得 到 л, ns х, Б 
之 间 的 一 个 关系 式 ， 这 就 是 方程 组 (15) HOM, 
正好 含有 A 个 任意 函数 所 ,二 ,，… ,有 ， 这 样 所 
得 到 的 含有 任意 函数 的 解 称 为 通 解 .特别 是 ,在 
д=п— +l 的 情形 ， 它 就 是 全 解 。 因 为 
可 以 是 从 1 到 ”一 ”的 任意 整数 ， 所 以 可 以 认 
AU n 一 + 种 通 解 ， 它 们 在 本 质 上 没有 什么 区 
别 . 


对 二 阶 偏 微 分 方程 
Fles ys z, Psg ros 2) = 0, 
如 果 根 据 它 的 解 中 所 含 任意 函数 的 数目 来 定义 
通 解 ， 那 是 不 完全 的 .现在 所 用 的 J. G. Dar- 
boux 定义 如 于 所 述 : 
一 个 解 在 适当 地 选取 它 所 含有 的 任意 函数 
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及 常数 后 ,根据 Cauchy 存在 定理 (一 偏 微分 方 
程 的 初 值 问题 ) 就 可 知道 它 的 存在 ,这 个 解 就 称 
为 一 般 偏 微分 方程 的 通 解 . 

BEM z=g(x,y), p—09/0x,4—09/8y 
所 组 成 的 流 形 的 任何 曲线 (并 结合 p, 9 ) 上 都 
不 能 使 得 Cauchy 存在 定理 成 立 ， 则 称 解 = 一 
Plr, y) 为 一 般 偏 微 分 方程 的 奇 解 。 或 者 ,定义 
为 同时 满足 Р = о, 6F/6r = 0, 8F/8; = 0, 
дЕ/д: = 0 的 解 也 是 一 样 的 . 

【Cauchy 方法 】 我 们 把 偏 微分 方程 (8) 考 
HRS BB SEAL (z, y> *) 与 在 这 些 点 
ES 的 切 平 面 的 方向 余弦 之 间 的 关系 式 . 因 
此 ,对 5 上 所 有 各 点 的 切 平面 ,一 般 形 成 含有 一 
个 参数 的 平面 族 ， 这 个 平面 族 一 般 就 是 以 《x， 
7，z) 为 顶点 的 锥 面 (了 ) 的 包 络 ， 在 积分 曲面 3 
上 各 点 M 的 切 平 面 与 锥 面 (7) 沿 着 母线 G 相 
W. S 上 的 曲线 ,如 果 它 在 各 点 的 切线 同 (7) 
的 母线 一 致 , 那 未 它 就 是 特征 曲线 。 设 


BF ôF BF 

x=, Y=., Ze ct 
Ox 8y Әг’ 
OF OF 

pL, Q- 
ap T 


于 是 特征 曲线 可 由 下 面 的 常 微分 方程 组 给 出 : 
dx Ф ds 

@ атрад 

cp „=. _ 
X+pZ Y+q4Z 
这 种 方程 称 为 一 阶 偏 微分 方程 (8) 的 特征 方程 
(characteristic equation ) 或 者 Charpit 辅助 方程 
(subsidiary (auxiliary) equation of Charpit). (18) 
不 仅 决定 特征 曲线 的 元 *,y,z 并 且 也 决定 P, 4. 
这 个 面 元 ' (х, уз, p» 4) 的 集合 就 是 特征 流 
X. 

我 们 把 这 个 特征 流 形 考虑 为 沿 着 特征 曲线 
切割 下 来 的 积分 曲面 的 无 穷 小 宽度 的 部 分 ， 称 
"E20 PEM (characteristic strip)， 特 征 带 以 4 为 
参数 时 可 以 表示 为 = 一 (А), y = ys = 
202), p= pO. 4 = q(4)， 因 为 在 积分 曲面 


z= (х,у) ЕШ 
dz „ Әх de | дь ду 
di Әх dà Oy а 
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所 以 车 把 8z/8<x, 8z/8y HM р, q W 

(19) dz = pdx + q dy 

必然 成 立 . 这 个 关系 式 称 为 成 带 条 件 〈 德 
Streifenbedingung). (18) 显然 满足 成 带 条 件 . 
关于 特征 流 形 的 下 述 重 要 定理 成 立 . 

T) 如 果 (8) 的 两 个 积分 曲面 具有 一 个 公共 
面 元 ， 那 末 含 有 这 个 面 元 的 特征 流 形 的 一 切面 
元 都 为 它们 公有 . 

ID 在 (8) 的 积分 曲面 上 ,由 它 的 各 点 和 在 
这 些 点 上 的 切 平面 的 方向 系数 p, q 所 组 成 的 
面 元 的 集合 是 由 oo! 个 特征 流 形 生成 的 . 反之 ， 
在 某 一 曲面 上 ， 当 它 的 各 点 和 在 这 些 点 上 的 切 
平面 的 方向 系数 p, а 所 组 成 的 面 元 集合 是 由 
(8) оо! 个 特征 流 形 生成 时 , 那 末 这 个 曲面 就 
是 (8) 的 积分 曲面 . 

在 P, 9 同时 为 0 的 点 上 ，Cauchy 存在 定 
悍 不 成 立 。 若 有 (8) 的 恒 满足 P 一 0, 9 一 0 的 
解 存在 , 则 必 有 X + pZ = 0, Y+qZ 一 0 成 
XL 这 样 的 解 就 是 奇 解 . 

【 齐 次 偏 微分 方程 】 设 AE Eo o> Em) 
为 m 个 变量 fo E 75 En 的 齐 次 多 项 式 , D, 
RRIF 8/9x,。 考 虑 齐 次 偏 微 分 方程 
(20) KD, Di,***, D,)u = 0. 

非 齐 次 方程 经 过 应 变量 的 变换 后 ， 也 可 化 为 齐 
次 方程 ， 例 如 Diw 一 D;w 那样 的 非 齐 次 方 
程 ,只 要 令 u= cw, 就 能 化 成 齐 次 方程 (Di 一 
2,0) u= 0， 因 此 考虑 КЕ, 5 p) m H — 
Edi. SUN Os Ө,,---,6, 为 zo хь 
+++, xm 的 函数 ,F 为 任意 函数 , 当 (20) RAK 
如 

QU “= F(8, 01577, Ө) 

的 解 时 ， 就 称 为 齐 次 偏 微分 方程 (20) 的 主 解 
(primary solution)， 例 如 ,对 于 (Di 一 Di) «= 
0, ВИЛЕМ = F (zx + z), e= F (а 
m). 对 于 € 方程 ' 


An Ate z -9, 
EME u= F (z + iz соз + iysina), Hit 
4 是 参数 . 


其 次 ,例如 波动 方程 " 


p Ou _ 1 дш 
22 re 4. Se ge 1 oe 
Q2) apt ast F 
nnn 
оз) ита, 0), = 1, 
a= 2, ве 27 
х + іу 


的 解 ， 此 处 , tart y +r, f EESAN 
7 是 (22) 的 特 解 , 而 且 v = f(a, В) WEO) 
的 特征 曲线 的 偏向 分 方程 

ә, ү де ү ә, Y 1/9 ү 

(Y «(5 « (名) 一 二 (如) 

这 样 由 特 解 与 包含 任意 函数 的 因 于 的 积 构成 
的 解 称 为 原 方程 的 原始 解 (primitive solution), 
оз 还 具有 “一 十 (1 i EE) ER 
的 原始 解 ， 此 处 e 是 任意 函数 . 

Laplace BRAAM u= 3-1 (EZE). 
就 象 Laplac 方程 那样 , 既 有 主要 解 又 有 原始 解 
的 方程 称 为 基础 方程 (basic equation). 与 基础 
方程 具有 相同 特征 曲线 的 方程 的 解 ， 可 由 对 基 
础 方程 的 解 进行 积分 或 者 加 法 来 求 得 。 例 如 选 


取 ono 的 原始 解 «= L (ZF tote 


aunt, 0 
了 


«= с-на 


(z—0))7 ^ F(, ns Üdidndt 
在 积分 区 域内 满足 
Au + 4=F(z, ys z) = 0. 
【确定 组 】 BER u, u, -+ 
um 的 个 偏 微 方程 的 方程 组 : 
(04) FK. у, Dee, wm, 


ио, Ds @› 
Puri 


‚ат, 


=o, 


PP PR 


А. 
Gm 1,2, .-.,0. 

ЭЩ h = 几时 称 为 确定 组 (determined. system), М 

A> mm 时 称 为 超 定 组 (overdetermined system), 

当 À < m 时 称 为 欠 定 组 (underdetecmined sys- 


tem). 


确定 组 的 例子 是 对 两 个 函数 ulr, у), 
v(x, y) 的 Cauchy-Riemann 微分 方程 + 
u, — v, = 0, u, + e, = 0, 
由 此 进而 可 以 导出 确定 组 Au = 0, Av = 0. 超 
定 组 的 最 简单 的 例子 是 
us = 10, у), u, = gx, y). 
它 有 解 存在 的 充分 必要 条 件 是 f,==g: 成 立 ， 另 
外 ,关于 两 个 复 变量 n= n + iy, m= n + 
бу, 的 全 纯 函 数 Сал 22) 的 Cauchy-Riemann 微 
分 方程 是 
Жу, P Uy у Mz, wa Uy y Hy, PM, US My, жа — us 
由 此 进而 可 以 导出 超 定 组 : 
Has, 十 yy, == 0, Wes, + yy, = 0, 
tage, + ш, 0, they, — Hayy, = 0. 
欠 定 组 的 例子 是 
O(u, v)/O(x, y) = uv, — шур, = 0. 
这 时 由 于 证 函 关系 wu, v) = 0 成立， 因此 它 
就 可 看 作 这 个 欠 定 组 的 解 . 
【微分 算 子 的 一 般 理 论 】〗 在 最 近 的 仿 微 分 
Jj Bit. (特别 是 线性 情形 > 的 研究 中 ,有 不 管 经 
典 类 型 (椭圆 型 ,抛物 型 , 双 曲 型 ) 而 建立 微分 算 
子 的 一 般 理 论 的 动向 (一 微分 算 子 ). 例 如 ,我 们 
取出 某 些 经 典 方 程 (例如 ,椭圆 型 方程 ) 的 解 所 
具有 的 一 个 特征 性 质 ， 进 而 去 研究 能 具有 这 种 
性 质 的 所 有 微分 算 子 的 问题 (例如 , 准 椭圆 性 ). 
在 这 一 般 理 论 中 基本 的 问题 有 :基本 解 的 存在 ， 
局 部 解 的 存在 , 解 的 唯一 开拓 问题 , 解 的 可 微 性 
与 解析 性 问题 ,光滑 性 传播 问题 等 ,在 此 处 我 们 
只 叙述 基本 解 与 局 部 解 . 
【基本 解 】 当 工 是 常 系数 线性 微分 算 子 
时 ,满足 
LE(x) = 5(x), (x) 是 Dirac 5 RR" 
的 广义 函数 E(x) 称 为 工 的 一 个 基本 解 (clemen- 
tary (fundamental) solution). 而且, 当 工 是 线性 
微分 算 子 时 ,满足 
L,E(x, y) = (2 — у) 
的 z, y 的 广义 函数 E(x,y) 称 为 的 一 个 基本 
核 (clementary (fundamental) kernel). 4 LÆR 
系数 时 设 E(x) 为 L, 的 一 个 基本 解 , 则 E(x 一 
y) 就 是 工 的 一 个 基本 核 。 也 有 把 基本 核 本 身 称 
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为 基本 解 的 ， 任 意 常 系数 线性 微分 算 子 必 具 有 
基本 解 ,这 个 事实 是 由 L. Ehrenpreis, B. Mal- 
grange 证 明了 的 ([4]). 

然而 ,我 们 将 工 的 一 个 基本 解 (基本 核 ) 加 
上 齐 次 方程 Lu = 0 的 任意 的 解 ", 又 得 出 工 的 
另 一 个 基本 解 (基本 核 ) 基本 解 (基本 核 ) 的 这 
种 自由 度 ， 可 以 用 来 构造 椭圆 型 方程 的 边 值 问 
题 与 抛物 型 方 程 的 初 - 边 值 问题 (= 混合 问题 ) 
的 Green 函数 +, 即 满足 边界 条 件 的 基本 解 ( 基 
本 核 )( 一 Green Ж, Green AF). B-A 
抛物 型 方程 与 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 (一 
初 值 问题 ) 的 基本 解 〈 基 本 核 ) 也 是 在 上 述 定 
义 的 意义 下 的 基本 解 ( 基 本 核 ) 之 一 ， 实 际 上 ， 
例如 ,对 于 微分 算 子 L = 0/0; — (8/02) 的 
未 来 的 Cauchy 问题 的 基本 解 ， 也 就 是 满足 
LE = 0G > 0) Ж Elt, х) | reo = 209) 的 广义 
MR E(x), 设 EG, z) 一 EG, z) G > 0); 
Es, z) = 0 G < 0), 则 各 成 为 工 的 一 个 基本 
解 (也 就 是 满足 LE = a( x))， 再 则 ,抛物 型 
方程 的 Cauchy 问题 的 基本 解 ( 基 本 核 ), 也 有 
称 为 Green 函数 ' 的 ， 与 此 对 应 , 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问题 的 基本 解 ( 基 本 核 ) 常常 称 为 Rie- 
mann 函数 +, 严格 地 说 是 广义 函数 .而 不 是 函数 . 

例 : 1) 三 维 Laplace ЖТ A = 07/08 + 
Ә/Әхі + 01/091 的 一 个 基本 解 是 EG) = 一 
114zr(r 二 YH 十 如 十 如 )，?) 三 维 波动 算 于 

3 

L= Ë У) р МЖЖ Cauchy 问题 的 基 


m 


本 解 , 也 就 是 满足 
LE =0, :> 0: E(0, х) = 0, 


ЭЕ (б) = 200) 


的 广义 函数 EG, z) G > 0) 是 
EG, z) = С) =), >, 


r= x =+ d. 
对 于 工 的 一 个 基本 解 由 
E(x) = EG, z)G > 0); EQ) = 0G < 0) 
给 出 (一 公式 15 V). " 
【局 部 解 的 存在 】 考虑 例如 当 工 是 一 个 线 
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性 微分 算 子 时 ,方程 Lu = f 在 某 一 点 的 附近 是 
否 总 是 有 解 的 问题 。 如 果 工 的 系数 与 了 在 这 点 
附近 是 解析 的 ， 且 工 的 最 高 阶 的 齐 次 部 分 在 这 
点 不 为 0, 那 末 解 析 解 就 在 局 部 存在 (AL. Cau- 
chy-C.B.KoBamepckaf)。 此 外 ， 当 工 为 常 系数 
时 ， 若 设 工 的 一 个 基本 解 为 已 ， 则 对 于 在 有 界 
闭 集 之 外 等 于 0 的 任意 函数 (或 广义 函数 ) f, E 
ЭБИ E * f 就 是 Lu—f 的 一 个 解 . 可 是 ， 
Н. Lewy 在 [3] 中 指出 ,如 果 方 程 
Lu = ди ; Ou 
Br Ox 
= IG) 
CO 只 是 为 的 实 函数 ) 具有 C RA us WBA f 
就 必须 是 解析 的 . 这 意味 着 ,如 果 f 是 C” 类 函 
数 但 不 是 解析 的 , 那 末 上 一 方程 也 不 具有 С 类 
的 解 ( 实 际 上 也 不 具有 广义 函数 解 )《 注 意 这 个 
事实 ,即使 是 一 阶 线性 情形 , 若 允 许 系数 是 复数 
值 函 数 ， 它 就 不 包含 在 本 节 开 始 叙述 的 一 阶 理 
Wz). 

当 工 为 线性 微分 算 子 时 ， 对 相当 一 般 的 任 
意 的 f, 关于 方程 Lu f 具有 局 部 解 的 必要 
条 件 与 充分 条 件 ， 有 L. Hormander 的 研究 工 
YECLA). 


[8] [1] Е. Goursat, Cours d'analyse H, Ш, Gau 
thier-Villars, 1927; [2] В. Courant-D. Hilbert, Methods 
ot mathematical physics II, Interscience, 1962 (中 译本 : R. 
тий, D. 希 尔 伯 特 ， 数 学 物理 方法 [I， 科 学 出 版 社 ，1977); 
[3] Н. Lewy, An example of a smooth linear partial 
differential equation without solution, Ann. of Math, 66 
(1957), 155—158; [4] L. Hormander, Linear partial 
differential operators, Springer, 1963 《中 译本 : L. mbil 
尔 ,线性 偏 改 分 算 子 ,科学 出 版 让 ，1979); [5] MRR 
堆 , 候 微 分 方程 式 洽 , 岩 波状 座 数学 ,1935; [6] ANAR, 

- 据 微 分 方程 式 , 岩 流 讲座 现代 店 用 数学 ,1958( 中 译本 : 南 去 省 
夫 , 偏 微分 方程 ,上 海 科学 技术 出 版 社 , 1961》 [7] dim 
fE, WODRROME, SREB, 1954; [В] MM, NS 
STEM, BE, 1965: [9] 1. G. Petrovskit (Пет- 
ровский), Über das Cauchysche Problem für ein System 
linearer partieller Differentialgleichungen im Gebiete der 
nichtanalytischen Funktionen, Bull. de l'université d'état 
A Moscou, Ser. Internat, sec. A, vol. 1, fasc. 7 (1938), 
1—74; 00) J. Hadamard, Le probléme de Cauchy ч 
es équations aux dérivées partielles linéaires hyperboli- 
ques, Hermann, 1932; [11] H. Г. Петровский, Лекция 
об ургвнениях c частными пронзводными, Гостехиздат, 
41953〈 中 译本 : H. Г. 彼得 罗 夫 斯 基 , 偏向 分 方程 讲义 ,高 等 
教育 出 版 社 ，1956); [12] C. Л. Соболев, Уравнения 
;Marewaraseckof физики, Гостехиздат. 1954: Сф ЖЖ C. 


+2» + in) 
85 


Jl. ARP BEATE, BSAA HEISE, 1956); (13) 
J-L. Lions, Equations différentielles opérationelles et prob. 
lémes aux limites, Springer, 1961, [14] J. L. Lions 

E. Magenes, Problèmes aux limits non homogénes et 
applications, Dunod, 1 1968, Ш 1968, Ш 1970; [15] А. 
Friedman, Partial differential equations, Holt, Rinchart 
and Winston, 1969, [16] F. Treves, Locally convex spa- 
ces and linear partial differential equations, Springer, 
1967; [17] F. Treves, Linear partial differential equa- 
tions with constant coefficients, Gordon and Breach, 1966: 
(18] F. Treves, Basic linear partial differential equa. 
tions, Academic, 1975; [19] F. John, Partial differential 
equations, Springer, 1971; [20] L. Bers F. John 
М. Schechter, Partial differential equations, Interscience, 
1964. 


偏 微分 方程 的 解法 [Æ method of integration 
of partial differential equations 法 méthode d'in- 
tégration des équations aux dérivées particles 4 
Integrationsmethode der partiellen Differentialglei- 
4 метод интегрирования дифферен- 
циальных уравнений с частными производными 
n 仿 微 分 方程 式 D 解 法 ] 偏 微分 方程 的 解法 
一 般 要 比 常 微分 方程 的 解法 复杂 ， 在 常 微分 方 
程 的 情形 ， 首 先 求 出 包含 若干 个 任意 常数 的 通 
解 ， 然 后 通过 满足 给 定 的 附加 条 件 去 确定 这 些 
任意 常数 的 值 ， 通 常 按照 这 个 办 法 就 能 够 得 到 
所 希望 的 特定 的 解 . 可 是 对 于 偏 微分 方程 ， 事 
情 就 复杂 了 ， 在 形式 的 一 般 解 中 ， 由 于 任意 的 
因素 不 是 任意 常数 ,而 是 表现 为 任意 函数 ,因此 
由 满足 特定 的 附加 条 件 来 确定 它 ， 有 时 是 不 可 
能 的 ,有 时 是 十 分 困难 的 ， 因 此 ,相应 于 附加 条 
件 的 形式 ， 想 出 了 各 式 各 样 的 方便 的 解法 。 这 
时 ,往往 采取 这 样 的 办 法 : 首先 ,假设 问题 的 提 
法 在 数学 上 是 适 定 的 ， 然 后 ， 从 各 种 方法 中 找 
出 适用 的 方法 进行 求解 ， 最 后 验证 所 得 结果 的 
正确 性 . 

所 谓 问题 在 数学 上 是 “ 适 定 的 ”〈 英 pro 
репу posed, well posed, correctly set 法 bien posé 
6 sachgemass) 是 指 :在 给 定 的 附加 条 件 下 解 是 
i) 存在 的 ,iD) 唯一 的 , ш) 稳定 的 ( 解 连续 
地 依赖 于 所 给 的 条 件 ) 通常 从 物理 学 与 工程 
问题 的 仔细 考察 中 提出 了 很 多 “ 适 定 的 ”重要 
问题 。 lin, RAF u(x, у) 的 Laplace 方程 
wzs + u 一 0 那样 的 椭 回 型 方程 ， 是 描述 万 


chungen 


有 引力 场 . 静 电场 、 静 磁场 、 不 可 压缩 流体 的 定 
党 的 无 旋 流动 ,定常 电流 、 定 常 热流 等 静止 或 定 
常 现象 的 法 则 的 方程 。 虽 然 其 边 值 问题 是 “ 适 
定 的 ”, 但 是 其 初 值 问题 + 则 是 “不 适 定 的 ”与 
此 相反 , 象 对 于 ибх, r) 的 ws — uu. = 0 那样 
的 双 曲 型 ! 方 程 与 w 一 uu, = 0 那样 的 抛物 型 ' 
方程 是 控制 上 面 列举 的 各 个 现象 关于 时 间 的 变 
化 所 遵循 的 方程 ， 这 些 方程 的 初 值 问题 以 及 再 
附加 边界 条 件 的 混合 问题 都 是 “ 适 定 的 ”. 

下 面 叙述 基本 的 典型 的 解法 (一 公式 15). 

[Lagrange-Charpit 解法 】 对 于 一 阶 偏 微分 
方程 
a) Р(х, ys ws p» q) = 0, 

p= ди/дх, 4 一 Bu/8y， 

考虑 被 称 为 特征 微分 方程 的 常 微分 方程 组 


dz d: du 
о) SE ы = 
F, F, рЕ,+4Р, 


w HP. „лч... 
Е, + pF, Е, + 9Е, 
如 果 我 们 至 少 得 到 了 (2) 的 一 个 包含 p， q SEE 
意 常数 о 的 形 如 
G) Gla, уш, ps4) = a 
的 积分 , 那 末 从 (1) 与 (3) 求 得 p, а THE du 一 
рах 十 44у 就 成 为 恰当 微分 形式 (exact differe- 
ntial form)， 把 它 进行 积分 ， 便 求 出 (1) 的 解 
(x,y, uw， a, Б) 一 0。 我 们 把 (1) 的 含有 两 个 
任意 常数 a, b 的 解 称 为 (1) 的 全 解 '。 此 处 , 令 
b= z(a), IA @(z, y, u, а, g(a)) = 0 5 Ф,+ 
Ф, (а) = 0 HE a, CASH (1) 的 含有 任意 函 
ем. ЯМЛЕ muB. 例如， 
对 于 pq = 1 的 特征 微分 方程 是 
di a dy — $= — dp 44, 
q , 2pq 0 0 
所 以 p — а (常数 )， 因 此 由 原 方程 得 ? = ot, 
而 du == айх + а dy 当然 就 是 恰当 微分 形式 . 
对 此 进行 积分 , 便 得 全 解 u= ax 十 ay + b. 
FMM u = ox + ату + g(a), 0 一 + 一 
ау + ga) 消去 。 便 可 求 得 . 
同样 ,在 有 ”个 自 变量 的 情形 ,也 就 是 当 
(1) Fais zoti Zas Me Po Pass p.)=0, 
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ди 

Pi Әх, 

的 情形 ,利用 特征 微分 方程 
Z dx, Wr dx, PENES dig 
PO xL Pa Fa 


du 
РЕ, pF, +° + PaP og 


с 24 NS 
F, + pF. 


oni = -TA 

Fan + poF。 

同上 面 一 样 ， 可 以 求 出 全 解 和 通 解 。 这 种 解法 
称 为 Lagrange-Charpit 解法 (一 接触 变换 ). 

【分 离 变量 法 与 登 加 原理 】〗 最 简单 而 有 效 
的 解法 是 分 离 变 量 法 (separation of variables) Ж 
用 的 情形 。 例 如 ,对 于 «Ce, у) 的 方程 a, + у 
= 1, Фи ф(х) + Ф(у), WE ФО) + #' 
OF = 1 或 者 PGF = 1 — VOY, 因为 等 式 
右 端 不 依赖 x, ZEA y, 所 以 两 端 必须 等 
于 同一 常数 .由 此 便 得 包含 两 个 任意 常数 a,8 
的 解 (全 解 )x = ar + V1 — oy + 8. 

对 于 线性 方程 , 设 解 为 积 的 形式 = p(x) 
Cy) 多 半 是 成 功 的 。 例 如 ,热传导 方程 ”«, = 
urs， 由 上 述 假设 可 得 ФОу)/ФСу) = Ф”(х)/Ф 
(x)， 由 此 得 到 包含 参数 vy 的 特 解 mac 
siny(z—a). 

其 次 ,在 方程 是 线性 齐 次 的 情况 ,可 作对 参 
Bo» 的 各 种 值 的 特 解 的 线性 组 合 , 便 得 新 的 解 . 
这 称 为 又 加 原理 (principle of superposition). 9 
如 (由 线性 组 合 与 极限 过 程 并 用 的 又 加 ), 把 上 
面 所 得 的 解 ~” cosyxr 关于 vz Jh — 00 #J + 0o 
积分 , 则 得 一 个 新 的 解 


ОД 


—ap. 
F,, + pF. 


ERE) о> 
这 是 方程 4, 一 wx 一 0 的 基本 解 。 这 是 由 于 热 
传导 方程 的 初 值 问题 的 解 可 由 这 个 解 来 得 到 . 
初 值 问题 : 求 对 于 一 c < < оо, Ж у> 0 
处 属于 C 类 满足 4, — н. = 0, E y 之 0 处 连 
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续 而 当 у= 0 时 等 于 给 定 的 有 界 连续 函数 p(x) 
的 解 ;这 个 解 可 由 解 (4), 根 据 司 加 诛 理 求 得 : 


i (exp (espe. 


aCe, у) Ушу. 

分 离 变量 法 常常 是 预先 施行 适当 的 变量 变 
换 ， 然 后 应 用 起 来 才 是 成 功 的 。 特 别 是 对 应 于 
边界 的 形状 分 别 用 各 种 正 交 坐 标 如 极 A R 
柱 坐 标 或 者 其 他 坐标 系 ， 常 常 能 得 到 满意 的 结 
果 ， 例如 ， 为 了 求 Laplace 方程 Au 一 u, + 
и,» = O 的 边 值 问题 的 解 x， 使 得 它 在 加 = 
xy <1 内 全 纯 ， 在 + 一 ! 上 取 连 续 的 值 
g(9)， 我 们 作 极 坐标 变换 , 则 方程 变 为 


bu = ty + H+ + age = 0, 
r n" 


应 用 分 离 变量 法 得 到 特 解 rcosnÜ, "sinn, 
由 此 再 用 愉 加 原理 , 便 可 得 到 所 要 求 的 解 


u(x, y) 一 ey 


+ У) (acosnb + basinnO)r®. 


Eri 


事实 上 ,如 果 系 数 aus by 是 这 样 确定 的 ,即使 得 
这 个 级 数 对 0 < r < 1 一 致 收敛 ,对 0 和 > 一 1 
可 以 逐 项 进行 二 次 微分 ,而且 


g(6) 一 = + Ў (a, cos nB + b, sinn0), 
= 


Шуны ЕС АШ A i 
分 方程 的 解 的 唯一 性 ， 可 知 所 求 的 解除 此 之 外 
再 无 其 他 ,因此 ,在 这 种 情形 没有 必要 再 用 夫 加 
原理 以 外 的 方法 去 求解 了 。 在 前 述 意义 下 ， 上 
面 的 边 值 问题 是 “ 适 定 的 ”. 

【混合 问题 】 — 
次 方程 的 情形 ,混合 问题 (mixed problem), tb Bk 
是 给 定 了 初始 条 件 与 边界 条 件 两 者 的 问题 ， 是 
经 常 出 现 的。 对 此 还 可 分 成 两 种 类 型 . 

第 一 种 类 型 的 混合 问题 是 、 给 定 齐 次 边界 
条 件 ， 例 如 ,对 o< < 1 的 非 均 质 的 弦 的 振动 
间 题 ,就 是 要 求 对 于 os, 0) 的 方程 

(T(z)x,); = рии 
的 解 , 使 之 分 别 满足 下 列 齐 次 边界 条 件 : i) 两 
端 固定 的 情况 : 在 x+ 一 0 及 x 一 1 处 «一 0; 


i) 两 端 自由 的 情况 : 在 * 一 0 及 一 /处 
xz 一 0; ii) 两 端 弹性 地 连结 在 固定 点 上 : 在 
xz 一 0 处 —u, +ou = 0, 在 x 二 1 处 ws 十 
аи = 0 (a> 0, o, > 0); iv) 周期 性 条 件 ; 
T(0)«(0) = T(Q)«(), T(0)w(0)- TOW 
(0): v) 正则 性 条 件 : 在 * 一 0 K x= 4, 
u, 有 限 ; 还 要 满足 初始 条 件 : 当 : 一 0 时 
ш = f(x), u, = go). 

这 种 类 型 的 振动 问题 也 可 用 分 离 变 量 法 来 
处 理 。 对 此 可 就 两 端 固定 的 情形 予以 说 明 ， 暂 
时 先 不 考虑 初始 条 件 , 通 过 变量 分 离 x(x, = 
yGOexpivt 来 求 只 满足 边界 条 件 的 特 解 .为 


此 , yG) 必须 满足 
G) (TOY + wip(x)y = 0590) 
-0 =0, 


如 果 除 去 平凡 解 «(xs 2) = 0, 那 末 就 必须 y) 

© 0 但 是 ,在 T(z) = 1, р(х) = 1, 1 = nf 
特殊 情况 ,使 得 这 样 的 y(z) 存在 的 > 仅 限于 1， 
2,3, -++ (WRAY у(х) 是 sinvax). 在 更 一 
般 的 (5) 的 情况 , 仅 对 离散 的 值 才 有 非 平 凡 解 
у„(х) 存在 。 这 样 的 > 称 为 (5 ) 的 特征 值 ', 对 应 
的 y, GO) 称 为 属于 这 个 特征 值 的 特征 函数 ", 也 
就 是 说 , 所 求 的 特 解 可 以 通过 求解 特征 值 问题 * 
而 得 到 。 LERN T) р(х) l, l= 
= 的 特殊 情况 ， 对 应 的 特 解 是 sin пях expins, 
sinnxxexp(—int) (а = 1,2, +++). HEM 
加 起 来 ,我 们 考虑 


( wm Xi Green + de УУ; 


X sin nær, 
若 此 式 一 致 收 你 并 逐 项 二 次 可 微 ,而 且 由 
aa 


u(x, 0) = У) nb, sin nx 


= 


来 确定 系数 ans by, 则 (6) REA AH. 
如 果 能 用 什么 方法 证 明 混 合 问 题解 的 唯一 性 ， 
那 未 除了 用 分 离 变 量 法 与 又 加 原理 所 构成 的 解 
以 外 ,就 没有 必要 再 去 求 其 他 的 解 了 。 

ЖЯ AND Ка, 0) 作用 时 的 非 齐 次 


方程 

《7) ty — us = Кх, D, 

具有 如 上 的 边界 条 件 及 初始 条 件 : 当 * 一 0 时 
“= ú, = 0 的 问题 , 也 可 利用 上 面 的 方法 来 求 
解 。 也 就 是 把 所 求 的 «以 及 ix.) 按 特征 函 
MA sin ox) 展开 ,把 


«= > as) sin nz, f(x, = 54. @sinaz, 


= 
代入 (7), 化 为 确定 a C) (n = 1, 2，…) 的 问 
Eñ. E f(x, 1) 一 —o GO expl ior) 那样 的 外 
力 随时 间作 调和 振动 的 情况 , 令 “一 v(*) 
*exp( — ior), 可 用 同样 的 方法 求解 . 

第 二 种 类 型 的 混合 问题 是 ， 给 定 齐 次 初始 
条 件 ， 当 :一 0 时 «一 0,w 一 0, 而 替代 的 边 
界 条 件 是 非 齐 次 的 。 例 如， 直到 + 0 还 是 静 
ИЙЕ, 对 于 (2 0, 当 右 端 固定 , 左 端 服从 一 
定 的 运动 时 , 求 这 样 的 弦 的 振动 规律 的 问题 ,就 
是 在 边界 条 件 : e010, uU, ) — 0 
G> 0) FR uu 一 wz 一 0 的 解 的 问题 。 这 个 
问题 称 为 瞬 态 问题 (SE transient problem & 
Ausgleichungsproblem)。 现在 选取 一 个 对 边界 
条 件 及 初始 条 件 都 满足 的 任意 函数 BC x, 1) t 
iku — B(z, 1) = v(x, t), WEST. Bs 一 Bu 
= Кх, 1), v 就 满足 

Du — Ver = fx t), {> 05 
Mra Oh ome, = 0; 
在 x 一 0 及 x 一 1 处 v 一 0. 

这 个 问题 也 可 看 作 : 直到 :一 0 是 静止 的 、 两 
端 固定 的 弦 , 其 后 加 上 外 力 f (z, 9， 求 此 情形 
的 振动 规律 的 问题 。 这 样 的 问题 特别 在 电气 工 
程 中 经 常 出 现 。 

至 于 这 个 问题 的 解法 ， 虽 然 可 以 化 为 前 述 
的 第 一 型 问题 ， 利 用 特征 函数 的 方法 来 求解 ， 
但 是 有 更 加 适合 定 解 问题 的 方法 。 第 一 是 
Duhamel 法 (Duhamel’s method), 首先 考虑 
Кх, г) té fier B oR c 

(@=1, 1> 0; Jü) =0, :—0 

的 特殊 情况 ,如 果 令 U(x,z) 是 对 于 这 个 情形 且 
що 0, z > 0 时 为 0 的 解 那 末 一 般 情形 的 
解 便 由 


信和 分 方程 的 解法 — 987 
u= |i 2 00: ох 


给 出 。 第 二 是 应 用 Laplace 变换 + 的 方法 ， 设 
ME u(x, г) 的 Laplace 变换 为 

Vena = әр), 

o Р 


把 wi 一 ws 0 IRRA exp(—ps), 对 
z о 到 co 积分 ,考虑 到 初始 条 件 ,得 到 

va Pe = 0, 
而 边界 条 件 成 为 


но, p) 7 p [ie a, өй, p) = 0, 


如 果 对 р = а + ipla > a), RIRI DEM 
分 方程 的 边 值 问题 的 一 个 解 x(x, р), 那 末 所 求 
的 解 便 由 
"OPES pp dp, 

给 出 。 此 处 工 是 在 < > m 半 平面 内 平行 于 虚 
轴 的 路 线 , 我 们 把 它 称 为 Bromwich 积分 
(Bromwich’s integral). 

[Green 公式 与 基本 解 的 应 用 】 就 两 个 自 
变量 的 情形 予以 说 明 。 在 线性 偏 微分 算 于 


LG) = (х,у) 9 e 2 Be eee 


+ C(x, D5 + DG, De + EG ne 
+ F(x, у)и 
与 它 的 伴随 偏 微分 ' 算 于 
M(o)= zun +2 BCBz) ү PCr) 
0:0y re 
— 8000) _ HE), p, 
ar бу 


之 间 存 在 Green 公式 " 
(8) |) (eLQu) — uM o) dxdy 
, 


这 里 
(9) Р = v(Au, + Buy) — u{ (Av), 
+ (B2),) + Duv, 
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Q = of Bu, + Cuy} — (Bo). + (Cv),} 
+ Euv, 
OD 表示 区 域 D 的 边界 曲线 , ”表示 在 OD 的 点 
上 的 OD 的 内 法 线 ,* 表示 OD 上 的 弧 长 
这 个 公式 可 以 像 下 面 那样 用 来 求解 非 齐 次 
BE 10и) =f. BE LU) = 的 满足 给 定 的 
附加 条 件 的 解 * 存 在， 选择 M (e) = 0 的 一 个 
基本 解 ! v, BEDI (хь yo) 上 具有 适当 的 
奇异 性 并 且 满 足 适 当 的 边界 条 件 ， 如 果 我 们 把 
这 样 的 x 和 wv 代入 (8), 则 得 到 wx。 yo) 的 一 
个 具体 表达 式 ， 如 果 能 够 验证 象 这 样 得 到 的 
ux y) 实际 上 是 L(x) = f 的 满足 给 定 的 附加 
条 件 的 解 , 那 末 在 “ 解 的 唯一 性 假定 ”下 , 便 知 这 
个 ибх, y) 就 是 唯一 所 求 的 解 ， 例 如 ,在 
Өш | дш 
TM LG) m Sat oe 
Oe 


ә, 
MG») eet ау 


的 情形 ， 试 考虑 如 下 的 边 值 问题 。 也 就 是 求 这 
样 的 x(x， y): 使 它 在 以 原点 为 心 、7 为 半径 的 
加 的 内 部 及 贺 周 上 连续 ,在 贺 的 内 部 满足 LC) 
= fO 在 圆 的 内 部 连续 有 界 ), 而 在 回 周 上 等 于 
给 定 的 连续 函数 g。 这 时 ， 我 们 考虑 区 域 Do 
它 是 以 圆 内 一 点 (x0， yo) 为 心 ,充分 小 的 6 为 半 
径 的 圆周 K, (包含 在 原来 的 贺 内 ) 与 原来 圆周 
C, 所 围 成 的 区 域 , 设 


(ш) әх, y) = dog + Ales у) 
p = ((z — х) + (y — 0^, 
我 们 对 р, 应 用 (8)， 如 果 (10) dri A ZELLC, 


围 成 的 贺 的 内 部 满足 M(v) = 0, 并且 在 圆周 
С, 上 使 得 ”一 0, 则 得 


[| vídxdy 一 一 NOS — uv.) ds 


* NS 
4 s — 0, 由 于 v ЖЕ (хо, уо) НАНЕ”, A 
而 右 端的 第 一 项 成 为 


2. 
=) =: bog pd0 = —u( xos yo)» 


所 以 我 们 得 到 * 的 具体 表达 式 


GD Many) = | ¿a 


一 jf vídxdy, 
atey en 
Ж БЛЕЗ BUE NUR UE (RE. 

这 样 一 来 ,为 了 应 用 Green 公式 ,必须 去 求 
M(o)=0 的 具有 对 数 奇 性 那样 的 基本 奇 性 的 
一 个 解 ">， 也 就 是 求 所 谓 基本 解 ， 作 为 对 抛物 
型 、 双 曲 型 方程 


MOT a 


Өх” 

的 基本 奇 性 ,我 们 必须 取 分 别 由 
1 

2V x(y— yo) 


Mio) = 


x,y) 一 


一 0 十 …， 


G, y) m a tee, 


Мо) — баў 
Cy — y! > (z — у, 
一 0 十 …， (y= y) < (z to) 
ВТ H RIRE Se C EUR 12): 2792 ‚ HAY 
偏 微分 方程 ,抛物 型 偏 微分 方程 ). 
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偏 微分 方程 的 初 值 问 题 【 英 initial value problem 
of partial differential equations — ik probléme de 
Cauchy pour les équations aux dérivées partielles 

Ж Anfangswertaufgabe der partiellen Differential- 
gieichungen {& начальная задача дифференци 


альных уравнений с частными производными 
日 偏 微分 方程 式 D 初 期 值 问题 ] 偏 微分 方程 
的 初 值 问题 举例 如 下 : 

1) 对 于 自 变 量 r, y 的 偏 微 分 方程 4 一 
uy 一 0 给 定 C 类 函数 oy), 当 x 一 0 时 使 得 
«“(0, у) == ply) UBER: « = p(x + у). 

2) 关于 十 1 个 自 变量 у, +++, yx 与 


Ез a, ++ › um 的 偏 微分 方程 

а) Se Fs py ee 
іы. „м. „ЖО, 
Ox? 7 ae?” дур, 
wu... Zun) 
Oy?” Oy 


анай 
称 为 偏 微分 方程 的 正规 型 (normal form), 首 
Ж, Е, BAF mo уот, 086/0y, 的 在 原点 
(0,………，0) 的 邻 域 中 的 С” 类 + 函数 〈( 实 解析 函 
数 或 全 纯 函 数 )， 其 次 , 当 给 定 关于 yo s» 
的 在 〈0,…，0) 的 邻 域 中 的 С" 类 函数 
Palys 1t ya) (im ss mp 0, r 
一 1) 时 ,对 于 * 一 0, 在 原点 (0,…, 0) 的 邻 
域 中 存在 (1) 的 唯一 的 Ce 类 的 解 〈 正 则 解 ) 
(zy yu tt» ydo ttt Gn yo tt у), 
得 
us Yis tt» Ya) = ast yos 

us/ Or (0, yr) m Qu Qt yi) 
成 立 , RAH Сацсћу-Ковалевская FEE 
理 (Cauchy-Kovalevskaja existence theorem), 

如 上 所 述 , 设 自 变 量 之 一 为 主 变量 ,其 余 为 
参 变量 , 当 对 主 变量 x 给 以 特定 的 值 = 时 ,应 变 
dk (ЖА) 及 其 导数 应 取 的 值 称 为 初 值 
Cinitial value). 确定 初 值 的 条 件 称 为 初始 条 件 
(initial condition)， 求 满足 给 定 初始 条 件 的 解 的 
问题 称 为 初 值 问题 或 Cauchy 问题 (Cauchy's 
problem). 我们 不 仅 可 以 对 在 超 平 面 * 一 ”上 
给 定 的 初始 条 件 ， 而 且 可 以 对 在 某 个 超 曲面 上 
给 定 的 初始 条 件 来 考虑 初 值 问题 (后 述 ). 

【正规 型 偏 微 分 方程 组 】 de (1) 的 右 端的 
BMF, 不 是 C* 类 的 情形 , 尽管 初 值 是 CH, 
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解 可 以 不 存在 ， 这 种 情形 已 由 O. Peron MH. 


例如 方程 组 
ди _ ov Ov _ _ ди 
ар by +10), r= 8y* 


2 Y BA x = 0 BÍ u = 0, v 一 0 的 解 ,f(y) 4 
须 是 C* 类 的 。 但 是 ,如 果 FCs у, и, p) 作为 
SER y, 未 知 变量 * 以 及 导数 的 函数 属于 
Cr 类 ,并 且 对 所 有 变量 z, у, и, p 是 连续 的 , 那 
未 ,可 以 证 明 (1) 的 具有 Се 类 初 值 的 初 值 问题 
的 C" 类 的 解 存在 ( 南 去 道夫 ,Jap. J. Math, 18 
(1942)). 这 种 情形 ， 关 于 参 变量 的 Ce 类 的 解 
的 唯一 性 成 立 。 但 是 ,一 般 说 来 ,即使 F(x,y， 
u, p) 及 初 值 是 C* 类 的 ， 也 许 存 在 非 C" 类 的 
解 .这 是 目前 尚未 解决 的 问题 . 
【单个 一 阶 偏 敏 分 方程 】 考虑 正规 型 偏 微 


分 方程 
0) BH в(а yi tor eee 
DE es №.) 
es » 
ду, ду, 


HEFGS ут» yo ws o0 4) E х= а, 

у= bo u= c, q= d, 的 邻 域 中 都 是 C 类 

Bj. guo t у) 也 是 C 类 的 ,在 y = b, 

th p = с, Әф/Әу = di。 于 是 (2) 的 在 x 一 a， 

yi = bb 的 邻 域 中 满足 иа зу" oye) 一 (yy 

+++, yx) 的 解 存在 ,这 个 解 是 C: 类 的 。 关 于 初 

值 问题 的 解 的 唯一 性 ，A. Haar ERBA 

不 等 式 

ди | SIE 

(3) З а 2] + вм +С 

的 基础 上 指出 ,当下 满足 Lipschitz 条 件 ' | F(x， 
n 

ysu 4) — Е(х у, u, 4)| < A Zila =al 
= 

+ Blw' 一 x| 时 ,(2) 的 初 值 问 题 的 解 是 唯一 的 : 

(Аш del congresso internazionale dei matematici» 


Bologna, 3 (1928)). 

其 次 ， 考 虑 更 一 般 的 单个 一 阶 偏 微 分 方程 
(4) F(z Xho Ms a 2 £o) = 0, 
如 果 FG ne шу tt 
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u= b, р == ci 的 邻 域 中 是 C 类 的 ,函数 (rs 
trto za), ЗО tte) 在 = a, HRB 
是 CC 类 的 ,满足 : b= plass ак) = (Oo 
/8x;),—, S(4, 777. ак) = 0, HE 
Š OF as 
© È Op, Ox, /一 be 
那 末 在 z = 。 的 邻 域 中 存在 (4) 的 属于 C 类 的 
K u, 使 得 当 5(х) = 0] и = ф(х). 而 且 , 如 
ЖЕ, p, SRE C 类 的 , 且 满足 (5), WE х= 
а 的 邻 域 中 最 多 存在 一 个 (4) 的 属于 C 类 的 解 
u, 使 得 当 SC) = 0 BJ и = pCa), (ди/дх),—, 
一 cf。 可 以 证 明 如 下 : Е 509) 外 选取 S.G), 
Si(z)，…，St-i(x)， 使 得 函数 行列 式 不 等 于 
0 将 (4) 的 自 变量 从 z 变换 到 5, 5,, 5-6, Sue 
把 变换 后 的 方程 根据 (5) 关于 ди/05 解 出 , 我 
们 就 得 到 正规 型 偏 微分 方程 . (5) 是 超 曲 面 
S(x) = 0 不 与 特征 曲线 ' 相 切 的 条 件 . 
【二 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 】 考虑 方程 
n 
PDC DES + Ens и, р) = 0, 


这 里 re tns pm rts ps 


#0, 


pra © 


Ox, 

BORE SK) = 0 E u (е) 及 

$h ôS Ou _ 

rer» Ф@). 

如 果 在 5 外 选取 S), +++, See) 使 得 由 它 
们 构成 的 函数 行列 式 不 等 于 0, 且 将 自 变量 从 
z 变换 到 sos fis ttt na Gom Ss u = 5), ЙБ 
未 就 得 到 


局 Pu ` 
(6) > Аста 
这 里 


x 

aS, as, 
(Sus 5) 一 
Su S) = Dian ge Be 


fed Se PS, On 


arca tam 
£i E I" ss, 05 


初始 条 件 : H o = 0 hf 


u= e*t) = 9G ina) 


rm Gio ttt) 


дь 
= SEN Cae, Betta) 


_ ҹ̧х әш" чуу әб, эх) 
Ё Os, £ Ox, Әх, 
现在 如 果 005,5) #0, Hiit Ou/Os, = qis 
那 未 在 (6) 上 附加 初始 条 件 “ 当 so OM “一 
PCat sh) Bu/ Os = d Gs on)" 
间 题 与 在 正规 型 一 阶 偏 微分 方程 组 
Ou 


Due Sik. DI sea ry 
D qo D» га > k 


дв _ _ (SS Әд, 
Bg (OU (ài (> Qua 
д‹ 
— 206, 9-2) = i*) 


БИНДЕ ЕЦ so = ORE и = p* Gs rs 
же)» qo OF (s, tt es q, = Өф*/д„” 
的 问题 等 价 ， 由 此 可 见 , 当 系数 属于 С” 类 时 ， 
对 于 这 个 方程 ,前 面 的 理论 也 成 立 . 

【和 解 对 于 初 值 的 连续 依赖 性 】 首先 ， 就 最 
简单 的 正规 型 方程 进行 论述 ， 关 于 oe, г) 的 
波动 方程 

Be а Ov 

өг Or 
是 最 简单 的 双 曲 型 ' 方 程 , 对 于 这 个 方程 , 满足 
ЕЖ “>(х„0)=](ж), 0v/01(,0) - g(x)” 
的 解 可 以 写成 


қо) = p + ct) + KG — e) 


p qe 
+ ij AJda. 
2c Janet 


由 此 式 显而易见 , 若 设 初 值 f(z) 和 gle) 
是 z € R 的 连续 函数 构成 的 函数 空间 C (R) 中 
RICH, ССК) 的 拓扑 是 在 紧 子 集 上 一 致 收敛 
的 拓扑 ， 则 oe, 0) 是 作为 (x, ғ) 平面 上 的 由 
CCR) 到 CCR) 的 线性 算 子 的 值 所 确定 的 . 
这 时 ， 如 果 在 上 述 拓扑 意义 下 这 个 线性 算 子 是 
连续 的 ， 那 末 就 说 上 面 的 初 值 问题 是 适 定 的 


(well posed)。 我 们 用 所 谓 “ 适 定 ”的 说 法 ,也 就 
ЖЇН: 对 充分 光滑 的 初 值 愉 好 有 唯一 的 解 存 
在 ， 它 在 适当 的 意义 下 连续 地 依赖 于 初 值 . 

对 于 适 定 的 初 值 问题 的 系统 性 的 研究 ， 是 
由 И. Г. Петровский 开始 的 ， 所 考虑 的 情形 
是 高 阶 的 线性 方程 组 ,不 限于 正规 型 ,是 系数 只 
依赖 于 主 变量 : 的 下 列 形式 的 方程 组 : 
QUE CE SERO) 


Ori kel (vem 
per £2 г) 
Әгл: Ox 
‚М, О) 一 加 十 由 十 
» < m. 
当 m = m, 时 就 成 为 正规 型 ， 这 是 由 于 取 下 列 
关于 各 个 i 的 所 有 导数 


a eo as nis 


or 
8 
(2) «too 
A A FR ECT n ERU 
eo P- $ X0 


E e 

Ont 

X Baas ri 
十 Bz, D. jd. N. 

我 们 取 作 初 值 空间 的 是 由 所 有 这 样 的 函数 所 组 
成 的 线性 拓扑 空间 ': 它们 直到 充分 高 阶 的 各 偏 
导数 在 全 空间 上 都 是 有 界 的 ， 且 定义 了 由 各 偏 
导数 在 全 空间 的 最 大 值 为 其 半 范 数 '. 我 们 在 (x， 
四) 空间 上 取 类 似 的 空间 作为 值 的 空间 ， 于 是 在 
上 述 意 义 下 ， 为 使 这 个 初 值 问题 对 未 来 《 当 在 
+ = 0 给 定 初 值 时 考虑 u(x, 2) dE > 0 的 值 ) 
是 "“ 适 定 的 "充分 必要 条 件 如 下 所 述 ， 对 《8) 在 
x 空间 施行 Fourier 变换 ,得 到 下 列 常 微分 方程 
组 : 


(9) 


+ В CIE D 


1 一 1 Cie a 


u(x,t) 


УЫ = > У ав) нів)" 


e 

Оі) (E, 十 B G, 0). 
它们 的 基本 解 组 ! OPED G= du N. 
+, N) 满足 下 列 不 等 式 : 


— ++ 


BRAKER DAR 
Гос, D] < cO + lED 

(<: <rT, 

这 里 C,L 是 只 依赖 于 了 与 M 的 常数 。 这 就 是 
Петровский 所 求 得 的 条 件 . 

若 方程 组 (7) 是 正规 型 的 , 且 在 上 述 意义 下 
的 初 值 问 题 对 于 未 来 是 适 定 的 ， 则 对 于 过 去 也 
是 适 定 的 .在 这 种 情形 ,就 称 方程 组 (7 ) 为 双 曲 
型 的 (一 双 曲 型 偏 笋 分 方程 )， 非 正规 型 情形 的 
适 定 的 例子 是 抛物 型 方程 (一 抛物 型 偏 微分 方 
XP. 在 Петровский 理论 中 只 要 假定 (7) 的 系 
数 关于 :是 连续 有 界 的 就 行 了 ， 由 于 了 可 以 取 
得 任意 大 , 只 要 满足 (10)， 所 以 这 也 意味 着 存 
在 一 种 大 范围 的 解 . 

【 解 的 唯一 性 】 在 正规 型 一 阶 线性 偏 微分 
方程 的 情形 ,如 果 它 的 系数 是 С" 类 的 , 那 末 (1) 
的 关于 已 给 初始 条 件 的 C' 类 的 解 只 有 一 个 . 
这 个 定理 称 为 E. Holmgren 唯一 性 定理 (Hol- 
mgren's uniqueness theorem) (1901). ТЕ 
型 高 阶 方程 组 可 以 化 为 正规 型 一 阶 方程 组 ， 所 
以 , 当 系数 是 C* 类 时 ， 具 有 直到 方程 阶 数 的 连 
续 偏 导数 的 、 满 足 已 给 初始 条 件 的 解 只 有 一 个 . 
而 且 ， 当 比 自 变量 的 个 数 只 低 一 维 的 解析 流 形 
不 是 特征 时 ， 在 这 个 流 形 上 给 定 了 未 知 函 数 和 
比方 程 的 阶 数 低 的 各 险 导 数 的 初 值 ， 这 样 问题 
的 解 只 有 一 个 (根据 变量 变换 ). 

即使 是 线性 方程 ,如 果 系数 不 是 C 类 的 ， 
那 末 关于 初始 条 件 的 解 的 唯一 性 问题 ， 一 般 也 
是 极端 困难 的 问题 ， 特 别 是 ， 在 两 个 自 变量 的 
实 系数 方程 


GD 9 = Уаз) S 


991 


(10) 


+ > bass уи,» 


E 


Aye 0 C: Ж, bur WEAN» REM Cane) 
的 特征 值 全 是 相 异 的 ,其 中 尽管 有 复数 ,关于 初 
始 条 件 的 C 类 的 解 就 只 有 一 个 ,这 个 事实 已 由 
T. Carleman 所 证 明 (1939)， 可 是 , 若 把 关于 特 
征 值 的 条 件 取 消 , 则 尽管 系数 与 解 全 是 C Ж 
的 , 解 的 唯一 性 也 不 成 立 ， 具 体例 子 (m = 2, 
b, = 0) 已 由 A. Plis 给 出 (1954). 


392 一 阶 偏 微分 方程 


A. P. Calderón 证 明了 : Carleman 的 唯一 
性 定理 可 以 推广 到 自 变量 的 个 数 多 于 两 个 的 情 
Ж (Amer. J. Math., 80 (1958)). #18, 
考虑 不 阶 线性 方程 

Әка I ( ari 
QU t zx" at) 
+ Blu) = 0, 

W P(E) 29 E = (o Sao EORR i 次 齐 次 多 
TRB 为 关于 х, y 的 不 超过 《一 1 阶 的 微分 
算 子 ， 它 的 系数 是 有 界 函 数 ， 还 假定 P (£) 的 
系数 是 x, y 的 C 类 函数 ， 其 导数 具有 Holder 
连续 性 , 若 (12) 的 特征 方程 + Z P(E) I= 
0 对 任意 的 5 去 0 具有 个 相 异 的 根 , 则 (12) 的 
满足 初始 条 件 的 C 类 解 在 х m а 附近 局 部 地 
只 有 一 个 ， 但 是 ,在 阶 数 人 4 的 情形 , 当 自 变 
量 只 有 三 个 (n 一 2) 时 , 由 于 拓扑 学 上 的 困难 、 
Calderin 的 证 明 没有 成 功 .这 个 困难 最 近 由 沟 烟 
REZEMET. Math. Soc. Japan,11(1959)). 

这 个 结果 可 以 在 类 似 的 假设 下 推广 到 方程 
A. 对 于 复 系数 的 情况 ,可 见 L. Hormander 
Га]. ME. ELELSERURR / S7 EID T Hy 
双 特 征 方程 的 唯一 性 定理 . 

关于 非 线性 方程 的 解 的 大 范围 的 存在 定理 
结果 很 少 ， 例 如 ,就 正规 型 的 方程 (2) 而 言 , 设 
满足 Lipschitz 条 件 , 当 其 常数 4 及 B 不 依赖 
于 * 的 大 小 时 ， 可 以 证 明 大 范围 的 初 值 问 题 的 
解 存在 。 这 个 定理 的 证 明 方法 如 下 ; 首先 , z 
的 绝对 值 要 取得 足够 小 ,在 |z| < e, 部 分 引用 
Picard 逐次 表 近 法 证 明 解 的 存在 ,进而 把 x == в, 
考虑 为 确定 初 值 的 超 平面 , 同样 地 在 в, < |х| 
«e. 证 明 解 的 存在 ， 如 此 地 逐次 地 进行 证 明 . 
这 个 方法 ,对 一 阶 非 线性 方程 组 ,如 果 它 们 是 拟 
线性 的 特殊 情形 , 那 末 也 同样 是 可 行 的 . 


(8) (1] EIER, 26188 0785, йй 
Bj. 1947; [2] R. Courant-D. Hilbert, Methods of ma- 
thematical physics IL, Interscience, 1962 (中 译本 : В. 08, 
D. 希 尔 伯 特 ,数学 物理 方法 П, REMMI, 1977); [3] 
И. Г. Петровский, Лекции об уравнениях c частными 
производными, Физматгиз, 1953 (Ж: И. T. 彼得 罗 
RM АО ХС, BRA WRAL, 1956); [4] L. 
Hormander, Linear partial differeatial operators,Springer, 
1963 (中 译本 : L. EB BUR, REM MAMT НУШ, 
1979) 


一 阶 偏 微 分 方程 


tion of first order 法 équation aux dérivées par- 


[Æ partial differential equa- 


ticlles du premier ordre 8 partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung /& дифференниальное 
ургвнение с частными производными первого 
порядка 日 1 阶 偏 微分 方程 式 ] (AM 
方程 ， 偏 微分 方程 的 解法 ) 【 拟 线性 偏 微 分 方 
程 及 其 特征 曲线 】 对 于 拟 线性 偏 微 分 方程 
E ди 

а) Dy Phew) ос = О(х› и), 

r= (ms "o z) 


RICK MDH EB 


S= Ри), 1 


4а O(x, u) 


a 


HOME m 一 xe), u= ule) 所 描绘 的 曲线 称 为 
(1) 的 特征 曲线 (characteristic curve), и == u(x) 
成 为 (1) 的 解 的 充分 必要 条 件 是 ,通过 这 个 超 曲 
H (ХЕ п + 1 维 zw 空间 ) 上 任意 一 点 的 特征 曲 


线 全 部 包含 在 这 个 超 曲 面 内 ， 例 如 ， +5 


一 hu 的 特征 曲线 是 x, == айе! ww eh = r, 
ш = ku йй), АН = = (z) 就 成 为 使 得 
Udy tt z.) 一 Mans n et > 
0) 的 函数 Ck 次 齐 次 函数 )， 

【 非 线性 偏 微分 方程 及 其 特征 带 】 ди/Әх, 
的 值 用 p 来 表示 。 我 们 把 2” + 1 个 数值 的 组 
Cas u, p) = (mo tt» tao ay Po tt» P.) 称 为 
面 元 (surface clement)， 对 于 偏 微 分 方程 
(2) F(zo °°" Zas pott Pa) = 0, 


p, 


x, 
我 们 把 依赖 一 个 参数 :的 且 满 足 常 微分 方程 组 
duo pa t m Pinus 98 
= (Fu + РЕ) 
WET aG), иб), p(s)) 的 集合 称 为 方程 (2) 
的 特征 带 (characteristic strip)， 曲 线 += (2), 
u= ult), WA (2) 的 特征 曲线 。 在 拟 线性 情 


形 ,这 个 特征 曲线 的 定义 同 前 述 一 致 ， 而 且 , 把 
满足 关系 式 
du — У) рах = 0 
£= 

的 面 元 组 成 的 r 维 微分 流 形 * 称 为 维 面 元 并 
Ж (X union of surface elements 4% Flachen- 
elementverein), 一般 说 来 , 偏 微分 方程 (2 的 解 ， 
是 由 特征 带 的 全 体形 成 的 ， 而 特征 带 是 把 满足 
F(x, и» p) = 0 的 任意 + 一 1 维 面 元 并 集 的 面 
元 作为 初 值 的 

fi: ра 2 = 0 CE ner х= у, 
u=: p= p р› 4). МИЕ r =q 
y — p, z —2 pq, P= p, d = 4. 因此,( 取 
* 为 自 变量 , 当 x 一 0 时 设 y= yo z= zo 
р == ро 4 = до) 特征 带 是 y = yo + (po/qo)x， 
z = zo + 2 pox (po) 2> p= pot (po/ qo), 
9 一 4 十 zx。 当 zx 一 0 时 更 设 =W (yo)( 任 
意 函数 )， 则 у= y+ W (yo)x/(W' (у), 
zc Wy) + 2h ()/W' Qo) + W (yo) 2/ 


CW’ (y) 由 此 消去 yo ERNE Cr, y). 
在 此 情形 ， 全 解 ' 是 tax == G+ ay + bY (a, 
5 为 常数 ), 奇 解 ' 是 z = 0. 

【线性 偏 微分 方程 的 完备 系 】 对 于 C 类 
[1g OG ELLE EE 
定义 微分 算 子 X: 

8 
x= > P.G) yr 


对 于 不 个 微分 算 子 X= DP) -2- Gat, 
vel xy 

ss K)o SEPE CPI) 的 阶 为 时 ,就 称 这 些微 
分 算 子 是 相互 独立 的 《independent)。 关 于 同一 
RARR f(x) йб) k 个 独立 的 线性 偏 微分 方程 
组 
G) Xf = 0, 556 XJ = 0, 
当 具有 最 大 个 数 ,也 就 是 一 不 个 的 独立 积分 * 
fo tots face GEBE (Ә/,/Әх,) 的 阶 为 n — k) 
时 ,就 把 (3) KARER (complere system), 使 
得 (3) 成 为 完备 系 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 RE 
RRR 蕊 (x)， 使 得 : 

[XX] = XX, — ХОХ, D G)X» 


一 阶 偏 敏 分 方程 993 
也 就 是 
mp 8B. ӘР; lus 
Di ge me) 一 Уке. 
而 且 ,这 个 [Xi,X,] 是 一 阶 微分 算 于 ,我 们 把 它 
称 为 微分 算 子 Xo X, 的 换 位 子 或 老 换 位 算 子 
(commutator) 又 称 为 Poisson 括号 (Poisson’s 
bracket). 
【对 合 系 】 对 于 两 个 任意 的 x， u, p) 的 
С” 类 函数 F(x, и, р), GG и, р), 我 们 定 
X. Lagrange 括号 (Lagrange’s bracket)[ F,G] 
GR. p, = ди/Әх) 为 : 
人 
LF, G] >( m (+n 29) 
OG ( OF OF 
oe (2 +p ary. 
当 F, G 是 不 包含 «的 关于 Pp 的 齐 一 次 式 时 ， 
于 是 F，G 是 关于 «的 微分 运算 F=Xiw, G= 
Хш, 而 (Е, G] DX Xu. Lagrange 括号 
具有 下 列 性 质 : 
(F, G] = —IG, F), 
LF, o6, 601 = 25 8218,00 


m 


ИР, G1, H] + [LG, H], F] 
+ [[H, FI G1 = 2F (6, H] 
ди 


ac aH 
+ 96 in, F| + ELF, G). 


特别 是 , 当 F, G 只 是 (z, р) 的 函数 时 ,通常 使 
Б (F, G) 这 样 的 记号 ,这 也 称 为 Poisson 括 
号 .这 时 第 三 式 的 右边 变 成 0. 

考虑 丰 个 关于 同一 未 知 函数 Criste) 
的 偏 微 分 方程 
G) FG wy p) = 0, i= Ay eee k; 


如 果 它 们 有 公共 解 w(*)， 那 末 这 个 “也 是 [ Po， 
Fj-0G,ij—1. OU. 因此 ,在 这 
样 所 得 到 的 方程 中 取 其 独立 的 ， 并 把 它们 添加 
到 原来 的 方程 组 中 . 于 是 ， 如 果 得 到 "十 1 个 
以 上 的 独立 方程 ， 那 未 原 方程 组 就 没有 解 ， 如 
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果 不 是 这 样 ,是 7 个 独立 的 FG 一 1,…,7) 
(RI (8F;/6p,) 的 阶 为 >), 那 末 所 有 | Fis F,|= 
0 都 可 从 Р, 一 0 导出 。 这样 的 方程 组 (4) 称 为 
WERK (system of involution), 特别 在 关于 所 有 
的 i,j 使 [Fi, Fi] = 0 的 情形 称 为 Jacobi 系 
(Jacobi’s system)。 方 程 组 经 常 被 扩展 到 对 合 系 
去 处 理 ， 在 4 — 1 的 情形 ， 就 把 方程 本 身 考虑 
为 对 合 系 (Jacobi Ж). 

当 (4) 中 各 个 方程 相互 独立 时 ,它们 公有 一 
个 具有 一 个 自由 度 的 解 《 在 适当 的 a 一 
维 流 形 上 成 为 任意 函数 的 解 ) 的 充分 必要 条 件 
是 ，(4) 是 与 对 合 系 等 价 的 方程 〈 以 ”为 未 知 
30. 

MARC), HM 一 个 适当 的 方程 
(4) Fars ts p) = атт Fal es u, p) 

w 
可 使 之 扩展 到 由 = 个 独立 的 方程 所 构成 的 对 合 
系 。 也 就 是 说 ,我 们 可 以 逐次 求 出 f= FU = 
kd, п), 使 之 满足 方程 组 
[F,fl=0, i=1,.,1—1 

(这 是 关于 f 的 线性 偏 微 分 方程 的 完备 系 )， 并 
且 使 FG—1,-++, п) 相互 独立 ， 因 此 ,只 
要 从 (4) 及 (4') 作 为 (x, и, a) (a = (agers eos 
2,)) 的 函数 求 出 pu, 则 关于 * 的 全 微分 方程 ' 

Ou 


-= = р,(х, и, a), yl, 


Ox, 
就 完全 可 积 *'， 由 此 我 们 可 以 求 得 u, CRAB 
上 含有 ”一 和 十 1 个 参数 aao t ans с 的 
解 ( 即 (4) 的 全 解 )， 而 且 , 若 能 得 到 л + 1 个 相 
互 独立 方程 的 对 合 系 F.= 0, +++, F, = 0, 
Fen 一 apu) ttt) Fess = desis 则 由 此 消去 
Pir tt р, 便 得 全 解 。 这 种 对 合 系 (4) 的 解法 
称 为 Jacobi 第 二 解法 (Jacobi's second method 
of solution). 

【与 变 分 法 的 关系 】 考虑 一 阶 偏 微分 方程 

FO x15 ts za o Pis ttt» Pa) = 0, 
WRA u(x) 可 以 用 隐 范 数 pns tas н) = 


0 的 形式 给 出 , 那 末 可 得 方程 
pes — 99/8x 
н(е = BOOB, cog 


_ ae/ar _ 
oor) Ы 


这 是 形式 上 以 к, n и 为 自 变量 的 关于 
?的 偏 微分 方程 ,但 是 不 直接 地 含有 应 变量 p. 
也 就 是 说 ,具有 


Р (ано eo ores = —% 


这 样 的 形式 。 于 是 ,如 果 从 这 里 把 一 个 偏 导 数 ， 
例如 8/6r。+ri， 作 为 其 他 偏 导数 的 函数 解 出 
Ж.В rn 再 写成 :, 则 得 到 下 列 形式 的 偏 微 
分 方程 : 

др 5p) ma 

OP H(t 2s | 0. 


我 们 把 它 称 为 一 阶 偏 微分 方程 的 标准 型 (stan- 
dard form)。 这 个 方程 的 特征 曲线 的 方程 是 ( 设 
pi = Әф/Әх,): 


2x = Hy, xz, р) 


ар Ho, s р) i= dye n. 
q“ 


它 称 为 Hamilton 方程. 
现在 考虑 关于 积分 泛 函 

J= f. Flt, z, x)dt, x = E 

„ а 


的 Euler 方程 ' 
dF; 
— — F. = 0, i= oe 


м да (Р) OMS Р, = po ШЕШШ z, 
Baise x) = gi Cs x, р), MBS 


(È xr,-7) 


m 


= Hy xp 


— 2 


则 因为 FG, z, r) = > p,H,—H , 所 以 Euler 


BBS Hamilton 方程 
аен, F Ни о суа 


等 价 . 

现在 在 n 十 1 维 的 (1,x) 空间 内 的 区 域 
6G 中， 考虑 正好 把 G 盖 满 一 次 的 平稳 曲线 族 
(Euler-Lagrange 微分 方程 的 解 所 表达 的 曲线 


称 为 平稳 曲线 (stationary curve)), 假设 这 族 曲 
线 在 一 个 7 El <n HIE A 上 是 模 截 的 (tran- 
sversal)《 即 若 沿 中 的 微分 为 81, Sxi WA För 
~E F,,0x; 一 0, 特别 是 ,在 和 只 是 一 个 点 (7 一 
0) 的 情形 ,通过 这 一 点 的 平稳 曲线 把 U BEBO. 
CHAN, BS VG. z) 表示 从 % 到 C 内 的 任 
EA C x) 沿 着 平稳 曲线 的 积分 值 J], 则 有 
= +H(ns or) = о. 

这 个 方程 称 为 Hamilton-Jacobi 方程 或 者 光 
程 函数 方程 (XE cikonal equation Ф Eikonal- 
gleichung)。 反 之 ,这 个 方程 的 一 个 解 V， 对 横 
截 于 适当 的 % 的 平稳 曲线 族 ,， 是 等 于 上 述 积分 
值 J 的. 

(Monge 方程 】 在 n + 1 HEAD (xz, u) 空 
间 , 偏 微分 方程 


F(x, и, p) = 0, „= 


的 特征 曲线 的 一 个 参数 族 的 包 络 线 的 曲线 ， 就 
是 从 
44 = Fy» а 一 > PiP p» F(x, и,р)=0 
消去 ?与 参数 (Pld, ЧЕ, 天 0 时 ,从 dx,/dx, 
= FQ/F, УЕ 一 0 消去 p) 所 得 到 的 方程 
a siesta £8, ees Ht) ro 
dx, dn. 
的 解 ， 这 个 方程 称 为 Monge 方程 , 它 的 解 所 
表示 的 曲线 称 为 积分 曲线 integral curve). #} 
征 曲 线 也 是 积分 曲线 ， 当 = 一 2 时 ,一 般 说 来 ， 
不 是 特征 曲线 的 积分 曲线 ， 是 由 同 它 相 切 的 特 
征 曲线 族 所 生成 的 曲面 《F(z, и, p) = 0 的 积 
Ay hi) BOXER, 24 Е 26 райо AG GUAE) 
时 ,所 有 积分 曲线 都 和 特征 曲线 一 致 . 


(8) (1) ж, CERRIG юш, ыи, 
1951; [2] HEER, 29—MB HER ЗЗР, 
1947; [3] К. Courant-D. Hilbert, Methods of mathe- 
matical physics Ú, Interscience, 1962 (中 译本 : R. #187, 
D. 着 尔 伯 特 , 数学 物理 方法 1， 科 学 出 版 社 ，1977); [4] 
И. Г. Петровский, Лекции об уравнениях c частными 
пронззодными, Гостехнэдат, SR, 1953 (中 译本 : H. 
T. 89233. IB ROS БИЙ RC ACE BERL, 1956); 
[5] E. Goursat, Cours d'analyse mathématique, Gau- 
tbier-Villars, tt, WZH, 1911: Ш, 第 四 版 ，1927; [6] 
Е. John, Partial differential equations, Springer, 1971; 
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[7] Хян: 
BRAS. AW, 1977, 


Monge-Ampére 方程 [ 英 Monge-Ampére equa- 
tion ik équation de Monge-Ampére Ф Monge- 
Ampéresche Gleichung — í& уравнение Монжа- 
Ампера 日 =* 2 .,-7 2: — OJ EQ] 
下 列 形式 的 二 阶 偏 微分 方程 称 为 Monge- 
Ampere 方程 : 
qa) Hr + 2K; + L: + M 

+ МО 0) = 0, 


这 里 
s z Bs 
Poms gu ‚ ==, 
ax r ду 
az as 
РТ ae? 7 әу’ 


TH, K, L, M, МЖ z, y, я, р, q 的 函数 ， 
Monge-Ampére 方程 的 特征 流 形 ' 可 以 用 两 
个 方程 组 表达 如 下 : 
i) 当 N 关 0 时 , 设 好 +2KA 二 HE 一 MN 
= 0 的 两 个 根 为 hn， 1, WJ 
мар + Ldz + hdy = 0, 
Ndq + hdx + Нау = 0, 
dz — pdx — qay = 0. 
Мар + Ldx + Аду = 0, 
Ndq + hdx + Hdy = 0, 
dz — pdx — qdy = 0. 
ii) 4N = 0, H # 0 ft, 32 HI — 2K1 + 
L = 0 BINA д, М, 则 


о) 


G) 


dy = hdx, 

a) = Hidg + Мах = 0, 
dz — pdx — qdy = 0. 
dy = hdz, 

G) |+» + Hàdq + Мах = 0, 
dz — pdx — 44у = 0. 


ш) 4N = 0, H = 0, L = 0 FF, WJ 


dz 一 0， 
б) мау +2 Кар + 144=0, 
dz — pdx — qdy = 0. 


ээс Шаа 


12 Kdy — Ldx = 0, 
(7) 2 Ldg = 0, 
dz — pdx — qay = 0. 
iv) 4 N = 0, H = 0, L = 0 PF, WJ 


dx = 0, 

(8) {Peer Mdy =0, 
dz — pdx — qay = 0. 
dy=0, 

(9) 2Kdg + Max = 0, 


dz — pdx — qay = 0. 
WW ik Mey ER HR ЇЇ WJ JÉ аА), yA), 22), 
PA), 9A) Q HBR) 就 是 方程 (1) 的 特征 流 
Ж. 
关于 MongeAmpire 方程 ， 如 下 的 事实 成 

立 : 由 (1) 的 积分 曲面 ?上 的 各 点 和 各 点 的 切 平 
面 的 方向 系数 p, q 所 构成 的 面 元 ' 可 以 由 一 个 
参数 的 特征 流 形 按 两 种 方式 生成 。 反 之 ， 如 果 
一 个 曲面 3$ 上 的 各 点 的 切 平面 所 对 应 的 流 形 是 
由 一 个 参数 的 特征 流 形 生成 的 ， 那 末 这 个 曲面 
5 是 积分 曲面 . 

{ 中间 积分 】 关于 Monge-Ampére 方程 
我 们 对 决定 特征 流 形 的 方程 组 ,考虑 中 间 积 分 . 
对 于 VG, ys 25 p» 9) 一 <c， 当 d8 一 0 例如 可 以 
从 (2) 导 出 时 , 则 称 Уе 为 (2) 的 积分 (integraD). 
这 时 ，i ШЖ V = с 是 给 定 特征 流 形 的 微分 
方程 组 的 一 个 积分 , 那 末 当 把 V = c (< 为 任意 
常数 ) 考虑 为 一 阶 偏 微分 方程 时 ， 它 的 解 就 是 
CORR. 52, WR V = c 的 解 都 是 (1) 的 解 
《 奇 解除 外 ), ВЖ V = c 就 是 特征 流 形 的 微分 
方程 组 的 一 个 积分 。 ú) 如 果 特 征 流 形 的 一 个 
微分 方程 组 具有 两 个 积分 x 一 cz 一 <, 则 (1) 
的 每 一 个 解 就 满足 一 个 一 阶 偏 微分 方程 p(x， 
v) = 0, 这 里 ?9 是 适当 的 w,v 的 函数 ， 即 (1) 
与 p(x, v) = 0 是 等 价 的 。 我 们 把 这 个 p(w， 
v) = 0 称 为 《1) GO refe BRA. intermediate inte- 
gral)， 但 是 有 时 也 把 定义 特征 流 形 的 方程 组 的 
积分 称 为 中 间 积 分 。 

如 果 定 义 特征 流 形 的 两 个 微分 方程 组 中 的 
每 一 组 都 具有 一 个 中 间 积 分 ， 则 这 两 个 中 间 积 
分 plu, v) 一 0 和 du, v) = 0 构成 一 阶 偏 微 


分 方程 的 完备 系 '。 对 这 个 完备 系 进行 积分 , 便 
得 到 方程 (1) 的 通 解 。 

(51 (1] Е. Goursat, Cours d'analyse mathéman 
que TH, Gauthier-Villars, 第 五 版 1927; [2] Е. Goursat, 
Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partiel 
les du second ordre à deux variables indépendantes 1. 
Hermann, 1896; [3] ARM, (SII E. LM 
BERF, 1935. 


椭圆 型 偏 微分 方程 【 英 partial differentia! equa- 
tion of elliptic type — ik équation aux dérivées 
partielles du type elliptique Ë partielle Differen. 
tialgleichung vom elliptischen Typus 4 диф. 
ференциальное уравнение C частными произво. 
дными эллиптического типа A ЖЕ BASS 
BEA) 关于 ”= 个 自 变量 n,e r, 的 函数 
ох) 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 


s Pu ч ди 
Dae + > bile) oe 


ёз [n 
+ с(ж)и = fG), 

xc (n, t х„)› dij = djs 
38 E R9 — UO E а EIR G 的 各 点 x 上 
都 是 正定 时 ， 就 称 这 个 方程 在 G h AMEE 
(elliptic type) #0. Ж n = 2, 那 末 anCx)an(x) 
— (200) >20 就 是 椭 贺 型 条 件 。 这 时 ， 
可 以 在 局 部 通过 自 变 量 的 变换 把 方程 变 成 标准 
型 

oe ot ыб у) » + bes »$ 
+ elx, у)и =f). 


ят > ©, ROS Laplace 算 了 者 调和 算 


子 ,用 和 来 表示 。 最 简单 的 梢 贺 型 偏 籁 分 方程 
是 Laplace Jj] (Laplace's equation) Au = 0 
( 它 的 解 称 为 调和 函数 ') 及 Poisson 方程 (Pois 
son's equation) Au = f(z) (= 公式 15), 

【基本 解 】 一 般 说 来 ， 对 于 二 次 连续 可 微 
的 函数 we), 设 以 为 心 、R 为 半 色 的 球 的 内 
BA K, 表面 为 9, 且 设 为 从 zo Bl 的 距离， 
5, 为 球 的 表面 积 , 如 果 n > 2, 那 末 就 有 

ко) = Z f uds 


“(zo 


= oops — RP") Audz, 


inf » 2, PARA 

“ә = | nis — | tog ® ands 
因此 ,若是 Poisson 方程 Aw = f(x) 的 一 个 
FR, 则 在 这 些 式 子 中 将 Au 换 成 f(x) 时 它们 也 


成 立 . 还 有 ,对 于 Au 十 cu = 0 (e > 0 常数 ) 
的 解 ,下 列 关系 式 成 立 : 


++ _ TG/2) (ЕМ ED acy, 
245 Ue Ay EOF 

其 中 = (n — 2)/2, J, EY K Bessel WH". 
因此 , 若 定义 


ve, 0) = È 6)" 
2 

Py Hn Sant 

PX 


= igt, n = 284, 


у(х) = 


则 
wea) = ZH resort, o mter (2) 


就 是 Au 一 f(x) 的 一 个 特 解 。 这 里 ,V(x,5) 作 
为 * 的 函数 ,满足 Au = 0. 
当 设 
ца" Ў) ZOR 


а 
+ cs)u 
时 ,在 一 般 的 方程 LLx] 一 0 的 解 中 , 我 们 把 在 
x 一 上 处 具有 等 于 ""(n 过 3) 或 者 一 log r(z 一 
2) AHEM Llu) 一 0 的 基本 解 (< 
elementary solution Ф Grundlósung). 这 里 ， 
r = (X a5(8) (z, — E) (z; — 8))1, (Q9) 是 
(a) REE. ULV x, E) 为 
V(x, E) = rt, шп 
一 一 gr， 当 ”一 2 时 ， 
WR Llu) = f(x) 的 一 个 解 , 令 


u= | ve, 0048, 
F 


a + Sane 


BARRA 997 
HR LIV Gs D1 = Xr 5), 则 得 关于 eG) 
的 第 二 类 Fredholm 型 积分 方程 
eG) L| xe Сав 3 co. 


假设 这 个 方程 的 预 解 核 ' 为 X(z, 8), & 
r 8) YG D — e| VG Р) 


X ICE, &) as", 
则 у(х, E) SERE 1.14] 一 0 的 一 个 基本 解 , 且 


u= =] +G, Bias 


HT Lla] = f(x) 的 一 个 解 (一 Green HF), 

(Dirichlet 问题 】 设 有 界 域 G 的 边界 为 T. 
求 在 G UT 上 连续 、 在 G 上 满足 给 定 的 椭 贺 型 
方程 .在 "上 取 给 定 的 连续 边界 值 的 解 的 问题 ， 
称 为 第 一 边 值 问题 (first boundary value problem) 
或 者 Dirichlet 问题 (Dirichlet problem)。 特 别 
是 ,对 于 Laplace HH Au=0 的 Dirichlet 问题 ， 
已 有 详细 研究 (一 Dirichlet 问题 ). 

对 于 一 般 的 椭 贺 型 方程 L[w] 一 1G), 其 
中 


Llu] = > Ө) tee 


+s ale) 9 Ou 4 cu, 


= 
如 果 c (x) < 0, PAK + Dirichlet 问题 的 解 是 
唯一 的 .而且 , 当 在 G UT 上 连续 ,在 G 上 二 次 
连续 可 微 且 使 得 Llo(*)] < 0 的 w(x)(>0) 
存在 时 ,关于 Dirichlet 问题 的 解 也 是 唯一 的 . 

设 G 为 平面 上 关于 Dirichlet 问题 的 正则 ? 
域 ， 若 设 对 入 的 Dirichlet 问题 的 Green 函数 ， 
为 Kles ys s0), DWE Au = f(z, y) 的 在 
T 上 等 于 0 的 解 可 由 


als, y= — Fal K (2s у» Ë, n) KG» n)dgdn 
给 出 。 这 里 假设 Ка, y) 满足 Holder RH. 


关于 方程 Llu] 一 f(x,y) 的 Dirichlet [a] 
题 ,其 中 


Llu] = Au + а(х, у) 9® 
Br 


98 ”椭圆 型 偏 微 分 方程 
+ b( у) 04 + ¿G у)и, 
ду 


JE Ae, у) 为 在 了 上 取 给 定 的 边界 值 的 调和 
BR, Ф u= h(x, y) + ”* 则 化 为 求 满足 同上 
面 的 方程 一 样 的 对 于 ”的 方程 (把 1 换 成 了 一 
ah, — bh, — ch) MET LEF O 的 解 的 问题 . 
现在 ， 设 了 是 由 有 限 个 曲率 连续 变化 的 .Jordan 
IRAY, a, b 连续 可 徽 ,c, f 满足 Holder 条 
PE, GS K( 259,800) G ECT AW Dirichlet 
问题 的 Green 函数 ， 则 在 T 上 满足 一 0 的 
Dirichlet 问题 ,可 以 通过 令 
s= — E ке» £, n)e(ë, n)4šan, 


而 化 为 求解 关于 0 的 积分 方程 
obey) +f fates ve £, n)e(8,n)4šdn = Ку) 


Ci 
(ЖЖ, Hes у, E n) = С—1/2я){а(х, у) 
KG ysB sm) PG y) K (ao ys8on) +e Gy) 
“K(x, ys вл) DRM. РАЖ, 或 者 对 任意 的 
f 和 在 了 上 任意 给 定 的 值 , L [u] 一 了 具有 唯一 
的 解 ,或 者 Llu] —0 具有 在 T 上 满足 一 0 的 
非 平 凡 解 (其 线性 无 关 的 解 的 个 数 是 有 限 的 ). 

最 一 般 的 椭 贺 型 方程 Llu] 一 f(x)， 其 中 


I Ou 
Llu] > аб) brie 


+ Yo = + c(x)u, 


= ' 
已 由 J. Schauder 等 人 进行 了 研究 ，Schauder 首 
ЗЕЛЕ bi) c (x) 恒 等 于 0 的 情形 ,假设 au), 
Кх) 满足 Holder RH, 当 G 的 边界 T 为 二 次 连 
续 可 微 时 ， 证 明了 在 T 上 等 于 0 的 解 (x) 唯 
一 存在 .其 次 , 当 b. cQ) Etk, au. 
f(x) 如 前 所 述 时 ,证 明了 : 或 者 对 任意 的 1(x)， 
Ци) = f(x) 具有 唯一 的 在 T 上 等 于 0 的 解 ， 
或 者 Llu) 0 具有 在 T 上 等 于 0 的 非 平 凡 
解 (其 线性 无 关 的 解 的 个 数 是 有 限 的 ). 

【 拟 线 性 偏 微分 方程 】 我 们 记 Bx/ar = 
pis O'u/Ox;0x, 一 pi， 当 关于 二 阶 偏 微分 方程 

F(a, tt Pas pn 

Раз cts Pan) = 0 


Tt tas йу Pis 


BF 
Opi 


的 一 个 解 (a) 的 二 次 型 > БЕ, 是 正定 


时 ,就 称 这 个 解 为 精 贺 的 〈， 并 且 当 对 
任意 的 u, po py 的 值 ， 这 个 二 次 型 总 是 正定 
时 ,就 称 上 面 的 方程 为 机 加 型 (clliptc type) 的 . 
例如 , 极 小 曲面 方程 《一 Plateau 问题 ) 

G+ Фра 2 РРР + (1 + рро = 0 
是 拟 线性 椭圆 型 方程 。 此 外 ， 

Au = f(x, y> ts us» иу) 

也 是 椭圆 型 的 。E. Picard 根据 逐次 有 逼近 法 给 
出 了 这 个 方程 的 解法 .也 就 是 说 , 设 4(z,y) 为 在 
T 上 取 给 定 边界 值 的 调和 函数 , 令 ш(х,у) = 
(ху), Тї uns y) 依次 地 为 满足 


Au, =f (s. y» Maris б, аы) 


并 且 在 T 上 满足 mm 一 4 的 解 。 现 在 设 令 
K(x, y» 8» n) 为 G 中 的 Green 函数 , 当 在 

lu — Ala, y) < A, |p — hal < B, 

lg — h,| < В, (х, YEG 
所 定义 的 域 中 , 100, ys us pq)| < C 时 ,下 列 
不 等 式 成 立 : 


g [f Kasan < 4» £ каев, 


g (кила B, 


并 且 f RF (z, y) 满足 Holder 条 件 , 则 当 
les yawa po 4) — Hx, ys «, р 4)1 
© L|v —«|  L'Clp — el + 1—41), 
[ек + L'OKI + 1к, рату < 1 


ЖУ,» wax, y) 一 致 收敛 , 而 且 它 的 极限 w 
ЖГ LA Ае, у) 一 致 , 在 G 内 满足 
ди да 
asf =), 

并 且 ,在 上 述 范围 内 解 是 唯一 的 。 这 个 方法 , 当 
RGR hash, 的 值 有 界 时 是 适用 的 。 

还 有 , 4 f +< p, q 时 ,可 以 明显 地 表达 
解 的 存在 范围 的 ， 有 如 下 方法 . 设 ol у), 
os, y) 都 在 G UT 上 连续 ,在 C 中 二 次 可 微 ， 
f(x, у» м) 对 ay) usa(s, у) 满足 Holder 
条 件 , 如 果 


Ae > f(x; y» v(x, y)), 

AG < f(x, у, a(x, у)), 
WW PTET LEH B o < o < oB, 就 有 
ROH oy) 存在 : ETL u= o, EG 
内 满足 Au = f(x, у, и), olr, y) < u(z, y)< 
а(х, y). kih BBD 
Ou 
ax? Әхду ay 
当 А, В, C % x, ys us р, q WER, AC — B° 
> 0 时 ,在 下 述 条 件 下 Dirichlet 问题 的 解 存 在 : 
A, B, C 关于 其 变量 的 二 阶 导数 满足 Holder 条 
件 ,G 为 同 的 ,其 边界 T 上 的 边界 值 P 在 (x, у, 
4) 空 间 所 描绘 的 曲线 当 以 弧 长 作为 变量 时 ， 它 
的 三 阶 导 数 满足 Holder 条 件 。 并且, 与 这 个 曲 
线 公有 三 点 的 平面 的 斜率 总 是 不 超过 一 定 的 值 
A. 这 个 定理 可 用 下 面 的 办 法 来 证 明 .对 于 满足 

ибх» y)] < max|@|, lul < A, 161 < A 

的 任意 函数 (与 导数 都 是 连续 的 ) u, 把 “一 u, 
реи q= u, КА A, B,C, RAF v WR 
性 方程 


4 
аа t 2В14] 


A 


Ov 
ӘхӘу 
的 在 FT 上 满足 " = PROM, КОХАЮ w 到 
v 的 变换 ， 如 果 应 用 函数 空间 的 不 动 点 定理 '， 
那 末 就 有 使 得 v《x，y) = ule, y) 的 wy 即 方程 


Ө» 
+ Clu) ay” 


的 满足 给 定 边界 条 件 的 解 存在 。 
желинин ЙК DE 
5 Pu Ou... Ou 
Den) Rz fen FREE oc) 


的 Dirichlet 问题 , 南 云 道夫 给 出 了 一 般 的 解 的 
存在 定理 (Osaka Math. J., 6 (1954)). 

此 外 , 考 起 一 般 的 非 线性 方程 

Fais 5s дузиу Pis ttt Pas Pu ts 

Pis "7% > Paw) = 0, 

如 果 恒 有 X; (0F/0p,)5,5, > 0, Е, < 0, BH 
关于 这 个 方程 的 Dirichlet 问题 的 解 是 唯一 的 . 
即使 没有 F.< 0， 若 由 适当 的 变量 变换 把 方 
程 化 为 这 种 情况 , 那 末 也 有 同样 的 结论 . 

【与 变 分 法 的 关系 】 对 于 二 次 微分 形式 的 
BU 


MAMIE — 999 
DET ðu 
1- | (Za а ETO" 
+ cle) 260и), 
这 里 设 D а, (к), > 0, 当 在 给 定 边界 条 件 
下 , 求 使 得 它 成 为 极 小 的 * 时 ， 如 果 au), 
bE), с (=) 满足 适当 的 可 微 性 条 件 , 那 末 就 得 
ЖР и 的 所 谓 Euler 微分 方程 
8 ә, 
5 (Vv 8) 
- (e – > 2 һо) =, 
它 是 椭 贺 型 线性 自 伴 偏 微 分 方程 
B. Riemann 对 于 最 简单 的 情形 (а, (9) = 
84» b,(z) = c(z) = 0, Ait, Au = 0), 在 J 
的 极 小 值 存在 的 假定 下 ， 证 明了 这 种 偏 微分 方 
程 在 给 定 的 边界 条 件 下 的 解 的 存在 ,他 把 这 个 
事实 称 为 Dirichlet 原理 (Dirichlet’s principle). 
后 来 D. Hilbert, R. Courant, H. Weyl, O. 
Nikodym 等 人 利用 这 个 原理 来 证 明 椭 贺 型 线性 
自 伴 偏 微分 方程 的 边 值 问题 的 解 的 存在 . 
更 一 般 地 , 当 关于 Fls +++, х, и, Pis 
s Pa) EA E (OF /Әр,Әр) 5,6, > 0 时 (如 
果 F 具有 适当 的 正则 性 ), 使 得 积分 


I= farne 80, 


€ 


在 给 定 的 边界 条 件 下 成 为 极 小 的 w， 必须 是 对 
FEN Eder 微分 方程 
Р зн IP ы D Pun = F. 
=0 
(p, 一 91/95) 在 给 定 边界 条 件 下 的 解 。 这 也 
ANF «(MAURIE SPY FUE 
的 函数 时 (特别 是 极 小 曲面 的 情形 ), 已 由 A. 
Har 与 Т. Radó 等 人 研究 了 

【第 二 边 值 问题 和 第 三 边 值 问题 】 设 6 为 
R° 的 有 界 域 , 它 的 边界 由 有 限 个 光滑 起 曲面 5 
所 构成 。 对 于 Lla) 一 1G), 其 中 


Llu] = Ý a) ;S* 


mi OxjOx; 


1000 — ESAE 


+ > LOr + Gu, 


ЖЕЙ С 上 连续 \ 在 G 的 边界 S 上 满足 条 件 


Bls] 一 中 的 解 的 问题 ,这 里 
Blu] = a0u/8v + pu 


a= (XQ sm oJ) s жм, 


ded Sia 
34 8 = 0 时 称 为 第 二 边 值 问 题 (second boundary 
value problem) 或 者 Neumann 问题 (Neumann 
problem), 34 8 è 0 时 称 为 第 三 边 值 问 题 (third 
boundary value problem) 或 者 Robin 问题 (Robin 
Problem)。 此 外 v 称 为 (对 于 工 的 ) 余 法 线 (con- 


ormal), EAR coors, S? ay (coe 各/ 
24 


а 所 定义 的 方向 ， 一 般 说 来 ,关于 边 值 问题 ,在 
边界 上 解 应 该 满足 的 条 件 称 为 边界 条 件 (boun- 
dary condition)。 设 定义 G 的 边界 5 的 函数 的 偏 
导数 满足 Holder ФЕ ОХР, С C 
类 域 (domain of class C'^)), ШЖ c «0, 
82:0 并 且 在 <,p 之 中 至 少 有 一 个 不 恒 等 于 
0 , 那 末 第 二 ,第 三 边 值 问题 的 解 是 唯一 的 . 如 
Жс m 0, 8 = 0, 那 末 第 二 边 值 问题 的 解除 附 
加 常数 外 唯一 确定 .而且 ， 令 M 为 工 的 伴 陆 微 
分 算 子 ', 定 义 微分 算 子 B': 
B'[e] == аде [Әу + (8 — v, 


= Sa Ban, 
aE b= Pose e$ 5), 


如 果 定 义 G 的 边界 S ВА C 类 的 , f, p 是 
连续 的 , 那 末 使 得 Liu) — f 的 第 二 、 第 三 边 值 
问题 至 少 存在 一 个 解 的 充分 必要 条 件 是 (由 
Green 公式 ) 

j: ах 一 f ovas - 


RAL. 此 处 ”是 方程 M [e] 一 0 的 满足 边界 条 
件 B'[e] 一 0 的 任何 解 . 

RF L[«] 一 /的 第 二 、 第 三 边 值 问题 , 当 
ССЖ, Ж РЕС ЕЖЕ Hölder 
条 件 ,p,8 TES БИЧ ,G. Giraud AAL[«] 
一 0 的 基本 解 ， 把 它们 化 为 积分 方程 问题 
(151). 


【 正 射影 法 】 对 于 上 面 这 几 类 边 值 问题 ， 
我 们 可 以 应 用 Hilbert 空间 理论 来 考虑 ， 一 般 
说 来 ,用 HC) 表示 这 样 的 函数 的 集合 ， 它 的 
所 有 直到 亚 阶 的 、 广 义 函 数 意 义 下 的 偏 导数 都 
属于 LG). 定义 内 积 


0 0)» = У | DIODE, 
salem "© 
E I Essl às Ses 
D а-ә” lel = а + +a, 


(一 函数 空间 )。 Ast, H”(G) 是 Hilbert 2 
TRI. SUEUR н 满足 方程 Llu] = f(x) (G) € 
LAG)), 任意 取 e) € H'(G), SIA Green 


公式 , 便 得 
-È (u e Oo + zo FA 


dm 


+ GG ө) + |, a S gas = (r), 
KG) =) 一 2) би, 


若 考虑 关于 * 的 边界 条 件 (zau/By 十 pu = 0), 
便 得 

Bu Op ди 
D (as де” a= > (4 $t бє? °) 


e 
— (euro) + | Bugas = — 0, p). 


因此 ,问题 化 为 。 求 对 于 任意 的 pl) EHG) 
使 得 上 式 成 立 的 w(x)e H'(G). 这 个 方程 可 
以 看 成 是 Hilbert 空间 H'(G) 上 的 方程 ,如 果 
有 必要 , 可 把 c 取得 充分 大 , 将 eG 换 为 (x) 
—t 那 末 可 以 证 明 : 对 于 任意 的 1(*) є L(G), 
存在 唯一 的 解 x(z)e H'(G) ([6),[7]). 其 
次 ,对 于 满足 这 个 方程 的 w(x), 如 果 取 p (x) € 
BG), 则 由 上 式 可 得 (и, L*[@]) = (f, Ф). 
这 里 L* 是 的 伴随 微分 算 子 '。 也 就 是 说 ， 
ux) 是 广义 函数 意义 下 的 解 , RM, n 
HHB (weak solution), 用 这 种 见解 处 理 边 
值 问题 按 Weyl 的 说 法 称 为 正 射影 法 (method 
of orthogonal projection)。 在 此 情形 ,如 果 假 定 
工 的 系数 及 8 都 是 光滑 的 , 则 当 fG) e H(G) 
(s= 0, 1,2, +++) BY, BIB u(x) € H'(G) 就 可 


导出 u(x) EHC), 结果 ,引用 (广义 》Green 
公式 ， 便 得 知 w(x) 满足 边界 条 件 a8u/8» + 
Ви 一 0。 特别 是 , 当 s > n/2 时 ,可 以 导出 x(*) 
€ CG) (Соболев 5188) (171181), BEDA «C? 
是 满足 边界 条 件 的 真 解 (genuine solution). 
TH, ik. 为 复 参 数 ,考虑 边 值 问 题 
(L + ADI) = IG), f( € L(G), ади/Әь 
+ би = 0. 
若 把 : 取得 充分 大 , 则 如 前 所 述 ，( 工 一 2) 是 
从 工 的 定义 域 D(L) = {u € H(G) |ади/д»+ 
Bu=0) 到 Lx(G) 全 体 上 的 一 一 映射 , 设 其 逆 算 
FA Go 把 G, 从 左面 作用 于 上 面 的 方程 , 则 有 
(十 (十 GD)[w] = Gf 
RX. 反之 , 因为 这 个 方程 的 解 (z) € L(G) 
(因此 ，xwe 多 (L)) 满 足 方程 及 边界 条 件 , 所 以 
可 化 为 在 上 述 106) 中 求解 线性 方程 的 问题 
可 是 , G, 是 从 LXG) 到 HXG) 的 连续 算 子 , 根 
iff Rellich EANN, E Æ L(G) 到 LG) 
中 的 紧 算 子 ', 所 以 F. Riesz-Schauder 定理 是 适 
用 的 (一 Green HF). 
【高 阶 构 圆 型 方程 】 mda 
L= У юр, v= 5 


m 


la| aru 
若 满足 Dd) as = 0 (E = 0), WAL OM 


Min 
WWF (elliptic operator), 特别 是 若 满足 
Re У) a GE > cll", e 0, 
4% 

DUF: L 2638 АБАЗ F (strongly elliptic opera- 
tor)。 这 时 ,mm 必须 是 偶数 L. Girding 研究 了 
对 于 强 椭圆 型 算 子 的 Dirichlet 问题 ([11]). 令 
m=2b, MJ Dirichlet 的 边界 条 件 定义 为 ig/ 
Ovi = G) G = 0, 1,2, 5 — 1) (> 为 法 
线 方向 ). 若 利用 函数 空间 的 概念 ,这 个 边界 条 
件 意味 着 解 属于 Z(G) 在 H*(G) 内 的 闭 包 
序 (G). 在 这 个 问题 上 ,Garding 不 等 式 (Gir- 
ding’s inequality) 

(=1)*Re(L [u], u) > alla]; — elul, 

ue (С) 


Эа 1001 


起 着 重要 的 作用 .此 处 , 8, с 都 是 适当 的 正 的 
常数 . 

一 般 说 来 ， 对 于 在 开 集 G 上 定义 的 椭 贺 型 
RFL, b ul) 满足 Llu] 一 f(x) Ed. 如果 
1(x) 在 G 中 的 任意 的 紧 集 上 属于 H, Hite 
1G) 直到 * 阶 的 导数 都 属于 Lo MRE 
Al «GO 也 仍 在 G 的 任意 紧 集 上 属于 Н" (m 
为 工 的 阶 数 ) (Friedrichs 定理 ;[121[8][91). 

关于 高 阶 椭 回 型 算 子 的 一 般 边 值 问题 (ge- 
neral boundary value problem), 已 由 S. Agmon 
-A. Dougli-L. Nirenberg ([13]), M. Schechter 
(141) 等 人 进行 了 研究 .这 些 问题 可 以 表述 
如 下 : 

Llu) = 16%), Bi(x, D)u(z) = Pi(z)， 
65, j= 1,2, +++, 0(=т/2), 
其 中 B,(z, D) 是 边界 微分 算 子 , f Ф 
给 定 的 函数 。 此 外 ,关于 这 种 方程 的 方程 组 ,已 
有 F. Browder 等 人 的 工作 ([16]). 

【 解 的 解析 性 】 调和 函数 (Au 一 0 MO 
不 论 它 的 边界 值 如 何 , 在 存在 域内 都 是 解析 的 . 
Hilbert 猜测 : 如果 F(x, у, и, Ps qo r> p D) 
(p = p q = p> r = Рио š = Px t = Pa) X 
于 其 变 元 是 解析 的 ， 则 椭 加 型 仿生 分 方程 一 
0 的 任 一 解 w(*, у) 在 其 存在 域内 也 是 解析 的 
(1900, Hilbert 的 第 十 九 问题 )， 这 个 事实 已 由 
C. Н. Бернштейн, Radó 等 人 证 明了 , H. Lewy 
由 于 把 变量 推广 到 复 域 ， 而 把 这 个 方程 看 作 双 
曲 型 偏 微 分 方程 ', 因此 简化 了 Hilbert 的 推测 
的 证 明 (Math. Ann., 101 (1929)) .进一步 由 И. 
T. Петровский 把 这 个 结果 推广 到 一 般 非 线性 
MARSRA (Mat. Sb., 5 (47) (1939)), 

【 解 的 唯一 开拓 定理 】 作为 Laplace 方程 
ди = 0 的 解 的 调和 函数 因为 是 解析 的 ,所 以 若 
在 其 定义 域内 某 开 集 上 等 于 0, 则 必 恒 等 于 0. 
RHEA CRAS) 唯一 开拓 定理 unique continu- 
ation theorem) 对 于 (任意 阶 的 ) 椭 贺 型 线性 偏 微 
分 方程 都 成 立 ， 这 一 事实 从 解 的 解析 性 即 可 得 
知 ,也 可 应 用 Holmgren 定理 来 证 明 (一 偏 微分 
方程 的 初 值 问题 [ 解 的 唯一 性 ] )， 这 个 定理 首 
先是 由 T. Carleman 建立 的 ,他 在 两 个 自 变量 
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的 情形 ， 关 于 以 C! ЕКА МНА 
型 线性 偏 微分 方程 L[u] 0, 证 明了 解 的 唯一 
开拓 定理 .这 个 经 典 结果 ， 经 过 C. Müller, E. 
Heinz 等 人 的 研究 , 由 N. Aronszajn 指出 : 在 
具有 C? 类 函数 的 系数 的 假定 下 ,对 于 自 变量 个 
数 的 限制 可 以 取消 [17]).。 对 此 又 由 А.Р. 
Calderón 等 人 在 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 方面 
作 了 推广 《[18]). 可 是 , 即使 假定 系数 是 С” 
类 的 函数 ， 对 于 一 般 椭圆 型 线性 偏 短 分 方程 而 
言 ，A. Plis 根据 一 个 反例 指出 , 解 的 唯一 开拓 
定理 也 不 一 定 成 立 (Comm. Pure Appl. Math., 
14 (1961)). 

此 外 ,关于 发 散 型 (divergence form) 的 拟 
线性 方程 


52 aleu 95, es 2) 


Ёп да, Ox,” Oxy 
ди аи 
f(x, us rr 9), 


或 者 更 一 般 形式 的 拟 线性 方程 


д»... bu) Ou 
à" (ee б” ois ааз 


= а, а, 


On' Osa 
ШЫЖЕ, TOUR PERS ABEL RI Fe 48 S k it 
究 ,在 [19] 有 详细 论述 . 


【 椭 贺 型 伪 微 分 算 子 和 指标 】 具有 象征 
р(х, E) € Sp 的 一 个 伪 微分 算 子 P(x,D)( 一 微 
分 算 子 ), 当 存在 一 个 正 的 常数 <, 使 得 |p(x,5)| 
> (1+ |#|)” 对 所 有 z€ R° Ric 
RIN ack AR ЖУЙ (elliptic type) 89. AI HE 
的 概念 可 以 推广 到 流 形 上 的 算 子 .椭圆 型 伪 微 
分 算 子 的 理论 已 广泛 地 应 用 于 椭 贺 型 微分 方程 
的 研究 中 , 且 在 计算 椭 贺 型 算 子 的 指标 * 时 特别 
ЖШ. B. P. Ваинберг 和 B. B. Грушин [27] 
对 一 个 椭圆 型 算 子 的 强迫 边 值 问题 ， 通 过 证 明 
它 的 指标 i 等 于 其 个 椭 贺 型 伪 微 分 算 子 在 边界 
上 的 指标 ,计算 了 这 个 i. 

例 [28]: 在 单位 圆 xi-- 号 二 1 上 给 定 一 
实 向 量 场 wo v), 假设 当 点 x — (a> 1) 在 正 
向 绕 单位 圆 运动 一 周 时 ,向量 (m《x), v(x)) 绕 


原点 转 К. 于是, 边 值 问题 


(2+ ag 0 mf Ge d D, 


Dor. +) zs = 0) Git d=) 


的 指标 等 于 2-21. 

M. Е. Aüyah #1 1. M. Singer ({29]) 根 据 
流 形 的 某 些 拓扑 不 变量 ， 殉 定 了 流 形 上 一 般 椭 
贺 型 算 子 的 指标 (一 K 理 论 )。 非 强迫 边 值 问 题 
的 指标 亦 已 由 Ваинберг 和 Грушин, К. Seeley 
(130]), M. H. Вишик 和 Грушин ([31]), 
及 其 他 人 进行 了 研究 。 
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双 曲 型 偏 微分 方程 [Ж partial differential equ- 
ation of hyperbolic type ¿$ équation aux déri- 
vées partielles du type hyperbolique Ф partielle 
Differentialgleichung vom hyperbolischen Typus 
AR дифференциальное уравнение с частными 
производными гиперболического типа 日 双 曲 
型 偏 微 分 方程 式 ] 【二 阶 线性 双 曲 型 方程 】 X 
于 ”十 1 个 自 变量 1,x = (n) 的 二 阶 
线性 偏 微分 方程 

Ou 号 
а) ма 51-2] 


£i" өөх, 
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ди 


Ox, 
CARM aw, ++, a 是 x 的 光滑 函数 ), 当 在 
(z, z) 空间 各 点 考虑 的 特征 方程 
0) AG, x32, E) = à — У auti 

— Xi ass = 0, 
对 于 任意 的 实数 组 E= (5. En) = (0, 
“…，0)， 便 具有 两 个 相 异 的 实 根 1 一 LG, z, 
E), LG, z, E) 时 ,就 称 (1) 在 G, z) 空间 (在 “ 
方向 上 ) 为 双 曲 型 (hyperbolic type) 的 .特别 是 
当 这 两 个 根 关于 *，z 一 致 分 离 时 ， 也 就 是 当 
inf, a, aCe B — les x, E mem ORK 


d= 


立时 ， 就 称 (1) 为 正则 双 曲 型 (regularly hyper- 
bolic type) 的 。 双 曲 型 方程 的 一 个 典型 例子 是 
波动 方程 (wave equation) 


G) Poa. 


G) 根据 与 它 相 联系 的 物理 学 问题 , 4 ”一 1, 
2,3 时 ,分 别称 为 弦 振 动 方程 , RRA, 声 
传播 方程 。 还 有 ， 


— ан = 0 


AER HERI SEL rh rit PG S RO ИН Ж Jy 
程 , 称 为 电报 方程 (equation of telegraphy)( 一 公 
R 15). 

现在 ,考虑 通过 G, z) 空间 的 一 点 p= 
G5, x") 具有 方向 Q. E) 的 超 平面 2G — n) + 
tb Е.а, 12) 一 0， 这 时 ,如 果 方向 (1, E) 
WEE p WREDE H, ход, 6) 一 0, 那 末 
就 说 这 个 超 平面 在 点 刀具 有 特征 方向 , 如 果 一 
个 超 平面 在 其 各 点 上 均 具 有 该 点 的 特征 方向 ， 
则 称 为 《1) 的 特征 超 平面 (characteristic hyper- 
plane), 24 (z, z) 空间 的 超 曲 面 5::(1,x) 一 0 上 
各 点 的 切 超 平面 均 具 有 该 切 点 的 特征 方向 时 ， 
WR H (r, z; s> sz) = 0 在 3 上 处 处 成 立 
时 ,就 称 5 为 (1) 的 特征 超 曲 面 (characteristic 
hypersurface). 根据 一 阶 偏 微分 方程 论 , 特征 超 
曲面 是 由 常 微分 方程 组 : de /de = Н,,+++,4х„ 
/ar = Ны, 41/4т == —H,, +++, 4 /4т = — 
H,,, H(t, z; 2, E) = 0 的 解 曲线 :一 (т), 
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ж = x(r) 即 所 谓 (1) 的 次 特征 线 (bicharacteristic 
curve) 族 生成 的 . 

再 则 ,如 果 (1) 是 双 曲 型 的 , BREA P R 
有 特征 方向 的 超 平面 的 全 体 (G 一 站 十 … 十 
& Gr, — 22) = 0| HG, 2°; 2,8) = 0}, 形 成 一 
个 以 加 为 顶点 的 、 作 为 它 的 包 络 面 的 锥 CC) . 
TE, 由 于 任意 的 超 平面 # = BRS COD 
相交 形成 一 个 ”一 1 维 的 箱 圆 面 《对 于 ”一 1 
则 是 两 点 ), 因 而 确定 了 一 个 锥 体 DuC) (或 者 
D-(p')), 它 是 以 超 平面 * = 常数 上 这 个 椭 贺 
面 所 围 成 的 有 界 域 作为 截面 ,以 C(p”) 的 : 宇 
《或 者 + < n) 的 部 分 为 边界 。 现 在 ,在 (*, z) 空 
间 考 虑 一 条 光滑 的 曲线 r, 若 在 7 上 的 各 点 
的 切 向 量 恒 属于 О.р) RE D-O), 则 把 了 称 
为 类 时 (time-like) 曲线 。 在 〈*, x) 空间 中 取 可 
用 类 时 曲线 与 加 点 连结 的 点 ?的 全 体 ,把 它 的 
人 财 包 称 为 射线 锥 体 (emission)、 闭 包 中 xz > wo 的 
部 分 Da (p°) Жї. < to MIMSY D - (p) 分 别称 
为 向 前 射线 锥 体 和 向 后 射线 锥 体 ， 射 线 锥 体 就 
是 在 其 顶点 钙 的 适当 的 邻 域内 由 特征 超 曲面 
所 围 成 的 锥 体 . 若 (1) 的 系数 是 (*, =) 的 有 界 函 
数 , 则 不 论 p^ B br oho i ERA HS DC) 


BAFANA NIS k Keds Əla, 


а> Ў а. 这 里 as 
max Саб, e DE rs s DD. 


[X 


(Cauchy 问题 】 关于 双 曲 型 方程 (1) 的 重 
要 问题 之 一 是 Cauchy 问题 ', 也 就 是 在 初始 超 
平面 + = 0 上 给 定 了 函数 ml), m) (—co 
<<, < 9, 1<i<n), RH SOW BME 
(1) 8 z 一 0 时 满足 初始 条 件 


0) «(0.2 = Hole), ZE (Ose) — mls) 


的 函数 = uC, z) 的 问题 . 

现在 , 设 (1) 是 正则 双 曲 型 的 , 它 的 系数 是 
有 界 并 且 充 分 光滑 的 . 这 时 ,对 于 上 面 的 Cauchy 
IG. FRE RRL. 

定理 C) 当 存在 一 个 与 (*, x) 空间 的 维 数 
n+ 1 有 关 的 正 整 数 1(=[n/2] + 3), 使 得 初 


始 条 件 (4) 1 次 连续 可 徽 时 ,二 次 连续 可 微 的 解 
ucu(nx) 在 范围 0 < : < co, —o < x, 
<o(1<i<n) 内 唯一 存在 . 而 且 , 对 应 : 
{ш (z), mlx)} 一 u G, z) 在 下 述 意义 下 是 
连续 的 . 如 果 初 始 函数 序列 Luul), uua Q2] 
(一 1, 2，…) 在 超 平面 * = 0 上 与 它 的 直到 
1 阶 的 导数 一 起 在 任意 的 有 界 域内 一 致 收敛 于 
0 ， 那 末 与 它 对 应 的 解 序列 uu Gs z) 也 在 任意 
超 平面 : 二 常数 上 的 任意 有 界 域内 一 致 收敛 于 
0. 也 就 是 说 , 正则 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 
在 Hadamard 意义 下 是 适 定 的 '([4]). 

其 次 ,关于 解 对 初 值 的 依赖 性 ,下 述 事实 成 
立 . 在 点 р° == (0, 2°) 的 解 w 的 值 。 只 依赖 于 
以 加 为 顶点 的 向 后 射线 锥 体 多 -(p”) 在 初始 超 
平面 上 所 截取 的 域 〈 依 赖 城 (domain of depen 
dence)) Go 上 的 初始 条 件 。 作 为 它 的 对 偶 命题 ， 
当 在 初始 超 平面 上 的 点 8。 的 邻 域 中 给 予 初始 
条 件 的 一 个 变化 时 , 解 的 变化 只 能 发 生 在 以 Q, 
为 顶点 的 向 前 射线 锥 体 7.09) 的 邻 域 (影响 
域 (domain of influence)) th. 具有 有 界 系 数 的 
双 曲 型 方程 ， 因 为 射线 锥 体 D.C) 与 超 平面 
+ 一 常数 的 交 是 紧 的 ,所 以 解 的 依赖 域 ,影响 域 
都 是 有 界 的 ， 关 于 一 般 双 曲 型 方程 的 这 个 性 
质 , 对 特殊 形式 的 方程 来 说 ,可 以 存在 这 样 的 情 
形 : 其 解 的 依赖 域 是 上 面 Go 的 真子 集 ， 例 如 ， 
对 于 ”一 3 的 波动 方程 (3), 从 它 的 Cauchy 问 
题 的 解 的 公式 (12) 可 知 , 解 上 在 点 加 一 ts) 
的 值 ， 是 由 以 P 为 顶点 的 锥 面 G — 0) = 
DG 一 z): 的 邻 域 ,也 就 是 通过 点 p^ 的 所 有 
m= 
次 特征 线 (在 此 情形 是 直线 ) 与 初始 超 平面 的 交 
的 邻 域 上 的 初始 条 件 完全 决定 . 当 Cauchy 问题 
的 解 具有 这 种 性 质 时 ，Huygens 原理 (Huy- 
gens’ principle) RIL, 或 者 说 不 发 生 波 的 扩散 。 
对 于 波动 方程 (3)， 当 s 为 大 于 1 的 奇数 时 
Huygens 原理 成 立 ; 对 于 其 他 的 "， 则 Huygens 
原理 不 成 立 . 

【能 量 不 等 式 】 在 推导 上 述 Cauchy 问题 
的 适 定性 与 关于 解 的 依赖 域 的 性 质 时 起 着 主要 
作用 的 不 等 式 ,就 是 把 对 波动 方程 (3) 的 能 量 守 


LH 


伍 定 律 * 
EG) = E de Mic ) 


+> (2e) as. as. 一 常数 


£ \ Ox; 
一 般 化 了 的 所 谓 能 量 不 等 式 ， 也 就 是 说 ， 当 设 


G(r) 为 以 有 界 函数 为 系数 的 双 曲 型 方程 (1) 所 
确定 的 锥 体 K = (G, х) G — n> 


Siy 一 ХОРЫ = rlr < + 的 交 时 ， 
= 


把 (1) 的 解 x(1, z) 在 GG) EMS k CD 次 能 
量 积分 定义 为 

Eg, G(r)) = 

ja 2 

| Ma [вө Cnm 
于 是 
《5) E(u, G(r)) < CEN (u, GG), 

бте 

成 立 ， 这 个 不 等 式 称 为 能 量 不 等 式 (energy ine- 
quality) (J. Schauder [11]), 其 中 C 是 与 “无 关 
的 常数 ， 还 有 ， 关 于 波动 方程 (3)， 在 定理 C) 
中 对 初始 条 件 的 假定 ! 一 [n/2] + 3 可 以 降低 
到 [n/2]+2. 但 是 ,如 果 降 低 到 [0/2] + 1, 则 
有 在 大 范围 不 存在 光滑 解 的 例子 。 一 般 说 来 ， 
关于 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 ， 初 始 条 件 的 
光滑 性 不 能 原封 不 动 地 被 解 所 继承 . 但 是 ， 由 
《5) 可 知 ,从 初始 条 件 的 能 量 的 有 界 性 可 以 导出 
解 的 能 量 的 有 界 性 . 

'[Cauchy 问题 的 解 的 表达 式 】 下 面 考 串 
把 Cauchy 问题 的 解 具体 表示 为 初始 条 件 的 泛 
函 的 公式 . 首先 , 在 (4) 的 前 提 下 方程 (1) 的 
求解 问题 ,或 者 更 一 般 地 ,在 (4) 的 前 提 下 方程 
Lla] = f(e, z) 的 求解 问题 , 可 由 变换 未 知 函 
Au 与 应 用 Duhamel 法 1 化 为 对 任意 的 + 的 起 
平面 * = r (作为 初始 超 平面 ) 上 的 Cauchy 问 
题 


UY ule, 2) =o, = G, 1) = 0). 


再 则 , 设 < 空间 的 维 数 为 », 选取 正 整 数 q, 使 
得 9 十 = 为 偶数 ,定义 一 个 实 变数 :的 函数 
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x 如 下 : 
(6 x) = [1/40а7)*—11, 
当 # 为 奇数 时 ， 
= —stlog ls|/(2xi)"g!, 
当 # 为 偶数 时 . 


于 是 ,对 于 具有 有 界 支 集 的 任意 光滑 函数 
F(x) ,下列 恒等式 成 立 ([5]): 


G) eG = |7 aster eGday 


{== «абы, 


此 处 Ay ЖРА у= Coe ya) 的 Laplace 
RF, do 是 x 空间 的 单位 球 |w| 一 1 folio. 
如 果 考 虑 到 (1) 是 线性 的 ,因此 登 加 原理 + 成 立 ， 
WK O) 表明 所 考虑 的 Cauchy 问题 (1), (4) 
可 以 化 为 在 含有 参 变量 y, o 的 初始 条 件 


G) «G0 0, 00 Gs) GT o) 


下 的 Cauchy 问题 。 实 际 上 ,因为 由 定义 x. G) 
是 4 一 1 次 可 微 的 ， 所 以 如 果 在 定理 C) 的 适 
用 范围 内 把 q 选 得 足够 大 , 则 Cauchy 问题 (1)， 
(47) К, Ca xi, y; о) 唯一 存在 ， 而 且 ， 
这 个 R, Е G z, rys) 的 函数 ,其 光滑 性 
随 着 9 一 起 增加 。 

BYE HL p(x) 是 具有 紧 支 集 的 充分 光滑 
的 函数 ,考虑 积分 


@ [ато Gay 
xf, Ia Re хут, у; 0)do, 


则 由 R, 的 定义 与 (7) 可 知 , 这 就 是 Cauchy 问题 
(1), G) 的 解 . 因此 ,在 R, BR 体 求 出 的 情 
形 ，(8) 给 出 了 作为 初始 条 件 的 泛 函 的 Cauchy 
问题 的 解 的 表达 式 . 因为 在 (8) 中 积分 


[ао Сохту о 十 4 次 


sop дуои Redo АЯГА 


数 的 意义 .但 是 ,把 它 形式 地 表 为 RO уту), 
显然 由 (8) 定 义 了 一 个 线性 算 子 


1006 — Ren ARH 
(O) иб, х) = j R(t, x; т, у)ФСу)4у. 


具有 这 样 意义 的 核 R(t, x; r, у) 称 为 Cauchy 
问题 的 基本 解 (fundamental solution), 或 Rie- 
mann 函数 〈Ricmann function), 如 果 把 当 * 


SHE LMR) Resin vido f 


定义 域 扩展 到 <r, 4 z <r ЭХ 
WETS, 于 是 若 把 RG, z; r, у) 一 Аут 


x| Roze yada 看 成 是 G, nr, 9) 


空间 上 的 一 个 广义 函数 !， 则 LG, z, 0/81, 
8/8x) R(t, x; r, y) = L*(r, y, 8/8r, 8/8y) R 
X (ts z; т, у) = aG — r)a(x — у). HEE 
L* 表示 工 的 伴随 微分 算 于 *, 6 表示 Dirac 的 3 
BA CREB, RO x; т, )) 是 在 广义 函数 
论 意义 下 的 工 的 基本 解 。 

基本 解 RG, =; r> y) 可 由 关于 函数 序列 
Ux) ) 的 渐 近 展开 进行 详细 的 分 析 研究 ,下 述 
重要 结果 成 立 ， 如 果 (1) 的 系数 是 С” 类 的 (或 
者 解析 的 )， 那 末 基 本 解 R(:， x; r, у) 就 是 除 
ТО) 的 通过 点 Ce, y) 的 所 有 次 特征 线 上 的 点 
以 外 的 〈*， z) 的 C 类 的 (或 者 解析 的 ) 函数 
用 Cauchy 问题 的 语言 来 说 ,就 是 解 “ 在 点 ?一 
Ces z) 的 光滑 性 ， 只 依赖 于 通过 P 的 所 有 次 特 
征 线 与 初始 超 平面 的 交 的 邻 域 上 所 给 初始 条 件 
的 光滑 性 这 个 事实 称 为 广义 Huygens 原理 
(Huygens's principle in wider sense)。 此 外 ,关于 
MAM RC z; т, у) 在 间断 点 附近 的 性 质 也 
有 人 进行 了 研究 ([4]). 

对 于 波动 方程 (3) 可 以 求 出 基本 解 ,因此 可 
以 具体 地 写 出 解 的 公式 . щ n 3 hh) 
的 解 是 
3 p 
u(t, x) = Gam = ot 


x Ë (à = PY" «Qs, rar, 


00 т) = + 


"PES 


此 处 o, 一 2Vz/T(n/2) 是 = 维 空间 的 单位 球 


(x 十 ro)doy 


的 表面 积 。 此 外 ,对 于 n= 1.2.3 的 Cauchy 
问题 (3),(4) 的 解 分 别 是 
Q0) ays) = BED аа — 0 
ifm 
ss i) Qy (d'Alembert f&), 
QD иб mo z) 
w E 0 f who ЕФЕ —— 
2x Ot 1% „Га (E (n8 
E Lj us Edd __ 
& JP (E)! Gi E! 
(Poisson Ж), 
a2) u(t, хр хр x3) 
2. 85 f 
4x Or Jo 


Ра ij Gi EE) qu 
D n 


4х 


nin B) Jo, 
1 


(Kirchhoff Ж). 
此 处 C, 表示 (6, Б) 平面 上 的 、 以 点 (ao za) 
жй, + 为 半径 的 圆 形 域 ，D, 表示 (Ë 6 5) 
空间 中 的 、 以 《ms xo з) 为 心 、* 为 半径 的 球 
1, do, 表示 D, 上 的 面 元 . 
【二 阶 非 线性 双 曲 型 方程 】 考 虑 对 9/9 
解 出 的 二 阶 非 线性 偏 微分 方程 


Gu Bu Ou 
a9) Q ML 


Fu _Әи 
Ө:дх,” дх,Өх, 
在 4 关于 Pta /8:0x,, ди /дх,Өх, 的 偏 导数 中 分 
BULL UC, z) 代替 * 后 得 到 的 函数 为 sw(t, x), 
a(t, x)， 若 以 此 作为 线性 方程 (1) 的 系数 , 使 
CD 成 为 双 曲 型 的 , 则 称 (13) 在 UC, x) 的 邻 域 
中 是 双 曲 型 的 . 当 由 (4) 所 确定 的 函数 已 一 mw(x7 
Hou) 以 及 (13) WAWA prsu, 
Әи/Әх,Әх, 的 充分 光滑 的 函数 时 ,如 果 《〈13) 在 
口 的 邻 域 中 是 双 曲 型 的 , 那 末 (13) 具有 初始 条 
件 (4) 的 Cauchy 问题 在 初始 超 平面 的 适当 邻 域 . 
中 具有 唯一 的 解 。 一 般 说 来 ， 对 非 线性 方程 的 
初 值 问 题 只 有 局 部 解 存在 。 
【高 阶 双 曲 型 方程 】 关于 ”+ 1 个 变量 


isi 


`> zs) 的 N 阶 常 系数 线性 方程 
(14) u(2, 2). 

eure 
= Dg) (2). =o, 


这 里 а= (a, a), la] =a +++ tay, 


dx (z ** 


бәү 
(Б) “eer 
若 满足 下 列 两 个 条 件 : iD 在 工 的 项 中 有 8/3" 
存在 ; ü) 特征 方程 10а, й) -0 HR 
ALSACE), +++, Ам (E) 的 实 部 是 实数 组 £ = 
《si …，$) 的 有 界 函 数 , 则 称 (14) 为 G&rding 
意义 下 的 双 曲 型 《hyperbolic type in Gárding's 
sense) 的 .在 L 是 N 阶 齐 次 的 情形 ,条 件 ü) ik 
成 为 i^) АСЕ), е-е, Xn(§) 对 于 任意 的 实数 组 
E= (Eis +++, E) © (0, 0) 都 是 纯 虚 数 。 
双 曲 型 方程 的 主 部 (最 高 阶 项 ) 也 是 双 曲 型 的 。 
如 果 (14) 是 双 曲 型 的 , 那 末 对 于 (14) 的 具有 初 
始 条 件 
(15) Otu/OH(O, х) = и,(х), 
0<k<n—l 

的 Cauchy 问题 ,与 定理 C) 完全 相同 的 定理 成 
立 ; 也 就 是 关于 《14), (15) 的 Cauchy 问题 在 
Hadamard 意义 下 是 适 定 的 ,反之 ,那样 的 常 系 
数 线性 方程 必须 满足 Gárding 意义 下 的 双 曲 型 
条 件 i), ü). 换 名 话说，Cauchy 问题 的 适 定 
性 与 Girding 意义 下 的 双 曲 性 是 等 价 条 件 
(3D. 

由 于 Garding 意义 下 的 双 曲 型 条 件 是 考虑 
低 阶 项 的 影响 的 ， 因 而 不 能 原封 不 动 地 把 它 推 
广 到 变 系数 的 情形 。 可 是 在 常 系数 的 情形 ,一 
个 N 阶 齐 次 方程 ， 不 管 怎样 选择 N 一 1 阶 以 下 
的 低 阶 项 ,仍旧 保持 其 整体 是 Girding 意义 下 
的 双 曲 型 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 特征 方程 对 
于 任意 的 实数 组 5250 具有 相 异 的 N 个 纯 虚 
根 , 这 时 ,特别 称 之 为 狭义 双 曲 型 (hyperbolic type 
in strict sense) 的 . 这样 ,对 变 系数 线性 方程 

Ou 


(16) Els} 一 


+ Dae y (ye. 


ntlal E Na <N 
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MOUSE I" У) „(узб = 


Бу] 
0 对 各 点 p = G, z) 58 E A 0 R# N MER 
BOSE $R CREER (characteristic root)) А, (r, x, 
8), +55, Ay z, E) 时 ,就 称 (16) 为 Tlerponc- 
кий 意义 下 的 双 曲 型 (hyperbolic type in Petro- 
wikis sense) 的 .而 且 , 当 特征 根 srt Ам 
куйм, babak if late, 0 


AG x, | 一 “二 0 成 立时 ,就 称 (16) 为 正则 
胃 曲 型 (regulariy type hyperbolic) 的 .在 二 阶 情 
形 ， 这 个 定义 同 前 面 的 定义 是 一 致 的 。 关 于 正 
则 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 (16),(15), 定 理 
C) 也 成 立 ， 并 且 , 关于 解 的 依赖 域 等 , 由 于 能 
量 不 等 式 成 立 ,因此 ,可 以 得 到 与 二 阶 方程 的 情 
形 完全 相同 的 结果 ([9],[7])。 在 系数 是 "类 
的 情形 ， 解 的 不 连续 性 只 沿 着 次 特征 线 传播 的 
所 谓 " 广 义 Huygens. 原理 "也 成 立 ， 

【 双 曲 型 方程 组 】 对 高 阶 线 性 方程 组 


1 
У) Lily = 0 Q «i«DGXB L, 是 形 如 
= 


(16) 的 高 阶 线性 微分 算 子 )， 通 过 对 其 Cauchy 
问题 适 定性 的 讨论 可 知 ， 有 好 几 类 称 为 “ 双 曲 
型 "的 方程 ,我 们 举 出 两 个 重要 类 型 : Mempo- 
кий 意义 下 的 双 曲 型 与 Friedrichs 对 称 双 曲 型 . 
W, M. T. Петровский 对 线性 方程 组 
1 . mm 
e» FB eS (2 ey 
一 0 1<i<1 
利用 微分 算 子 的 矩阵 ,形式 地 计算 了 
i 9 Ww(8Y 
ав) E > G.) (2) (2) )， 


аан; 


当 它 正好 作为 N (= X n) phi лие 


= 


Петровский 意义 下 的 双 曲 型 时 ， 就 称 (17) 为 
(Петровский 意义 下 的 ) 双 曲 型 方程 组 (system. 
of equations of hyperbolic type) ， 而 且 对 此 方程 
组 证 明了 Cauchy 问题 是 适 定 的 ([9]). 虽然 在 
这 个 问题 的 论证 中 有 一 些 缺陷 ， 但 是 后 来 这 些 
缺陷 完全 被 别人 弥补 了 ( 漠 烟 茂 [8]). 另外 ,在 
常 系数 情形 ,(18) 是 Girding 意义 下 的 双 曲 型 ， 
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这 是 对 (17) 的 Cauchy 问题 的 适 定性 的 充分 必 
要 条 件 . 

Kk, K.O. Friedrichs 注意 到 在 Петровс- 
кий 的 研究 中 能 量 不 等 式 起 着 本 质 的 作用 ， 他 
研究 了 使 能 量 不 等 式 成 立 的 最 自然 的 方程 类 型 
一 一 对 称 双 曲 型 方程 。 对 一 阶 线性 方程 组 


a5) — Ao бе 


一 2140,22 Bu, 


#1 
HEE At, х) 0 <i <n) 为 对 称 。 并 且 
Ads, x) 为 正定 时 ,就 称 (19) 为 (Friedrichs 意义 
下 的 ) 对 称 双 曲 型 (symmetric hyperbolic type) HI. 
Maxwell 方程 就 是 一 例 ， 对 此 可 以 证 明 Cauchy 
问题 是 适 定 的 ,以 及 解 的 依赖 域 是 有 界 的 ,等 等 
(021). 

以 上 ,就 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 作 了 论 
述 ， 而 在 同 物理 学 有 联系 的 另 一 重要 问题 是 混 
合 初 - 边 值 问题 ， 也 就 是 说 , 求 方程 的 满足 在 = 
空间 的 某 个 区 域 上 给 定 的 初始 条 件 及 其 边界 上 
的 边界 条 件 的 解 的 问题 ， 在 这 方面 ， 已 经 知道 
关于 波动 方程 及 其 直接 推广 的 二 阶 双 曲 型 方程 
的 解 的 存在 与 唯一 性 定理 (16]) .至 于 解 的 详细 
构造 的 研究 与 对 一 般 高 阶 双 曲 型 方程 或 者 方程 
组 的 混合 初 - 边 值 问题 是 跟 贸 给 今后 的 课题 . 

【 弱 双 曲 型 算 子 】 我 们 采用 下 面 的 双 曲 性 
QU Meee 


zo». 


"m 
pm 
当 对 Lu] 一 0 具有 初始 条 件 (15) 的 Cauchy 问 
题 是 在 Hadamard 意义 下 适 定 的 ， 我 们 就 称 它 
为 双 曲 型 (hyperbolic type) 的 ， 一 个 双 曲 型 算 子 
L, 若 对 任意 添加 的 低 阶 项 ， 它 仍 保持 是 双 曲 
型 的 , 则 称 为 强 双 曲 型 (strongly hyperbolic type) 
的 ,不 然则 称 为 弱 双 曲 型 (weakly hyperbolic type) 
W. 

对 双 曲 性 的 一 个 必要 条 件 是 : 所 有 特征 根 
М G, x, E) 对 任意 的 *，* 和 二 都 是 纯 虚 的 . 

在 常 系数 情形 , 双 曲 型 算 子 已 由 Girding 所 
刻 划 ([3]). 


c * 


关于 变 系数 算 了 于， 已 知 正则 双 曲 型 算 子 是 
强 双 曲 型 的 。 考虑 这 样 一 个 算 子 工 的 双 曲 性 ， 
在 特征 根 的 重 数 都 是 常数 且 至 多 为 2 的 假定 
下 ，, 它 不 是 正则 双 曲 的 , 亦 即 假定 特征 多 项 式 
L.G, x, 1, 18) 
= + 3 anolis худі)" 


as aln 
mm 


可 分 解 为 


LG 15i) = I G— e D 


N=: 


x [I а-а, ғ, 0), 


inna 
nf ns n 6) — Ul ж E) me 0. 
ГЕ 
考虑 到 前 面 的 说 明 ,我 们 假定 UC, r, £), 一 
1, 2,"…,N — s, 都 是 纯 虚 的 . 
于 是 ,L 是 双 曲 型 的 充分 必要 条 件 是 它 满 
Ж E. E. Levi 条 件 , 即 


LC, z E) 一 B (em өз, 


8 0r 
Ly ðh 
+> n $2) Ы bs]. ж 
对 所 有 的 ғ, х, Es i= 1.2... s, 

这 里 Ly 表示 工 的 低 阶 项 的 N 一 1 阶 的 齐 次 
352r CARMA KBB 23 1) AE 1—7 
具有 变 系数 的 弱 双 曲 型 算 子 ， 甚 至 其 主 部 也 不 
一 定 是 双 曲 型 的 . 

J. Chazarain ([20]) 研究 了 具有 任意 常数 
重 数 的 特征 根 的 弱 双 曲 型 算 子 .至 于 具有 非常 
数 重 数 的 弱 双 曲 型 算 子 ,我 们 只 举 出 O. A. O- 
лейник 关于 二 阶 算 子 的 工作 [24]. 

【 双 曲 型 算 子 的 阶 窝 】 双 曲 型 算 子 的 基本 
解 的 阶 窝 理论 是 由 Петровский 开创 的 ([101)， 
在 Atiyah, Вок 和 Gárding 的 一 篇 文章 (L18]》 
中 得 到 了 进一步 的 发 展 . 

Ж PCE) = aC) + 6G) 是 关于 向 量 0€ 
к —0 的 一 个 双 曲 多 项 式 ,这 里 E) 是 P 的 
主 部 ;这 是 指 当 |Imz| 充分 大 时 , a(0) = 0 f 
PCE + 10) = 0。 于 是 PP 有 一 个 下 列 形 式 的 基 
AM E = E(P, Ө, z): 


E(P, 0, z) = (2x)™* 
x | PCE — ic0)71eist-iehgg, 


这 里 < 充分 大 且 积 分 是 在 广义 函数 意义 下 考虑 
的 . 巨 的 支 集 的 凸 包 是 一 个 锥 面 , 记 为 天 一 天 
(Р, Ө) 一 K(4，6)， 它 只 依赖 于 复 超 曲面 A: 
a(§) == 0 的 实 部 Re4 且 包 含 在 原点 和 半空 间 
* "8> 0 的 并 集中 . W A, 是 被 迁移 到 原点 的 
4 在 5 的 切线 驶 锥 曲面 ， 且 由 对 5 天 0 的 所 有 
K(4t, Ө) 的 并 集 定义 了 波 前 曲面 及 (4, Ө). 于 
是 可 以 证 明 : ECP, Ө) 和 所 有 Elat, ORAR 
集 都 包含 在 W CA, Ө) 中 ,而 且 它 们 在 W 之 外 是 
局 部 全 纯 的 ， 在 (18) rB, Herglotz-[lerposcxuñ 
-Leray 公式 被 推广 到 任意 非 精确 的 «(Е). 这 
样 , 当 z€ KCA, 0) — (А, 6) 时 ,我 们 有 
(20) D'E(at, 6, x) 


=c | Gee асоб), 9 > 0, 


(20) — D'E(a*, 0, x) 


с | DIEGO), 9 <0, 


这 里 ,C 为 常数 ,9 一 mk 一 |8| 一 a 是 左 端 齐 
次 性 的 次 数 ，m 是 a) HIER ө = 了 (一 
1/845 A. AEA... Ads. жай Ж 
» 一 1 维 复 射影 空间 上 的 闭 有 理 的 (o 一 1) Ж 
式 , 且 在 某 些 同 调 类 ee = a(d, Ө, 1)* Ht 
Bat 上 积分 ， 这些 公式 提供 了 获得 隙 窜 的 拓扑 
准则 的 手段 。 若 E(P, Ө, х) 是 一 个 整 函数 在 
上 中 的 限制 (等 于 0), 则 称 KCA, @)—W (456) 
的 一 个 连通 分 量 工 为 的 一 个 弱 的 ( 强 的 ) 阶 写 
(weak (strong) lacuna)。 在 [18] 中 证 明了 , 当 且 
KY Oot — 0 时 ,= 属于 对 所 有 E (at, 0, +) 
的 一 个 弱 阶 富 。 充 分 性 可 直接 由 (2077 导 出 ， 必 
要 性 则 由 A. Grothendieck [21] 的 一 个 定理 导 
出 ,这 个 定理 是 说 ， 在 20) 中 出 现 的 有 理 形式 
张 成 所 讨论 的 所 有 上 同调 类 。 
【混合 初 - 边 值 问题 】 вожан 
分 光滑 的 边界 了 的 一 个 域 , 设 LGe, z, 8/81, 8/ 
Ox) 是 定义 在 [0, 0) х0 = (G, z)|: € [0, 


双 曲 型 偏 微分 方程 1009 


©), z€ 9) 中 的 一 个 NN 阶 线性 双 曲 型 算 子 , 且 
设 Bi(t, x, 0/01,0/0:), j = 1, 2, 6, Ж 
定义 在 [0, оо) x 的 一 个 邻 域 中 的 М, 阶 线 
性 微分 算 子 . 
求 一 个 函数 u(t, z) 满足 条 件 : 
L[w] = 0 在 (0,co)x2 中 ， 
(21) Bis]=0 在 (0,co)xr 上 ， 
j-213,2,55 
8'u/85(0, x) = uz), 0k N—I 
的 问题 称 为 混合 初 - 边 值 问题 (mixedinitial-boun- 
dary value problem)。 混合 问题 的 一 个 典型 例 
于 是 工 = 口 (n=2) 和 Blu] = (о, z), È 
找 述 具有 固定 边界 的 膜 的 振动 . 
如 果 对 任意 的 与 边界 条 件 相 容 的 初始 数据 
w, G) € с” (D) 都 存在 唯一 的 解 u(t, z) € 
C™([0,00) x 可 , 则 称 混合 问题 (21) 为 适 定 的 . 
对 二 阶 双 曲 型 方程 的 混合 问题 在 16] 中 考 
虑 了， 关于 高 阶 双 曲 型 方程 的 混合 问题 ， 我 们 
作 如 下 四 个 假定 : GJA 一 Ri = ((z,x.)|= € 
Re, x, > 0}, Gi) Г = (аја, = 0} В, 
不 是 特征 的 ，(ii) 二 是 正则 双 曲 型 的 , (iv) N, 
<N-1AN #N MIF 
我 们 把 工 和 B, 的 主 部 分 别 表示 为 Lul, 
ж, xas 8/81, 8/01, 0/0x,) 和 Bolt, х", 
8/0:, 8/8x', 8/8x。). 由 工 的 双 曲 性 , 对 “的 
一 个 方程 
Ly(t, z's O, à, Е, ж) = 0 
对 Im <0, eR 
жа Мок > 0 Й к] UN — А Ime; <0 
的 根 кг, MAES DRG Р) 无 关 ， 对 混 
合 问题 (21) 的 适 定性 的 一 个 必要 条 件 是 : 边界 
条 件 的 个 数 与 这 个 整数 相符， 由 下 式 定义 的 
函数 R KH Лопатинский FAR: 
R(t, z, 4, E) 
-[{ Boltxe у. 


© L'(ss 3,8 Sk) 


, 
а! 


xum L* Ц 6 — gG, уа, 8), cA 


所 有 ei 都 包含 在 其 内 的 局 线 . 
# 
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inf [RG 2,3, 8)] = 6 0, 


[Ed 
ЕТЕ 


那 末 就 说 , 工 和 В, 满足 一 致 的 Лопатинский 条 
件 ， 当 满足 一 致 的 Лопатинский 条 件 时 ,混合 
问题 (21) 是 适 定 的 , Н Q0) 表示 了 具有 有 限 
传播 速度 的 一 个 现象 ， 这 是 和 对 L [u] 一 0 的 
Cauchy 问题 的 现象 一 样 的 〔T. Balaban [19], 
H. O. Kreiss [22], # R. Sakamoto [25]). 在 
АЯШ Г HU HE О 的 情形 ,如 果 工 和 B, 
在 了 的 每 一 点 上 满足 一 致 的 Лопатинский 条 
件 , 则 类 似 的 结果 成 立 ， 

在 处 理 不 满足 一 致 的 Лопатинский 条 件 的 
LA B, 的 混合 问题 时 ， 对 常 系数 算 子 在 2 一 
R: 的 情形 的 适 定 问题 已 有 描述 ,但 是 ,对 一 般 域 
来 说 ,混合 问题 的 适 定性 ,不 仅 依赖 于 Лопатин. 
ский 行列 式 的 性 质 ,而 且 也 依赖 于 域 的 形状 。 
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抛物 型 偏 微分 方程 
tion of parabolic type Ж équation aux dérivées 
artielles du type parabolique Ф partielle Differep- 
ntialgleichung vom parabolischen Typus f nup 
ференциальное уравненме с частными произво- 
дными параболического типа Н 放 物 型 俩 微 
BABA) 关于 自 变量 rootor, 的 函数 w 
的 二 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 


{ Ж partial differential equa- 


5; ак ieee = (= и, w), an == аы, 


да 
当 在 一 个 域 的 各 点 上 有 det (aa) = 0 时 ,就 称 
这 个 方程 为 抛物 型 偏 微分 方程. 

[热传导 方程 】 在 抛物 型 偏 微分 方程 沦 中 
最 初 处 理 的 方程 之 一 ， 是 最 简单 的 具有 代表 性 
的 热传导 方程 《equation of heat conduction) 

Du _ ди 
a) ц = 5 06 0, 
(1 又 称 为 热 方程 (heat equation)。 从 物理 意义 


考虑 ,就 是 要 求 在 а<х<›,.>о LAEN 


程 (1), 并 且 满 足 边界 条 件 与 初始 条 件 
(2) u(a, t) = u(b,1) = 0, 
lim u(x, 1) = oC), 
a<x<b 

的 连续 解 x(x, :)。 考 虑 两 端 为 + 一 a。， r= b 
的 金属 杆 的 温度 分 布 , 初始 ( 当 : o) 温度 
分 布 为 p(x) ,金属 杆 的 两 端 接触 零度 的 恒温 醒 
(因此 pla) = ph) = 0)， 在 这 些 条 件 下 , 试 
求 时 刻 + 金属 杆 上 点 x 的 温度 u(r), Fourier 


指出 ,这 个 问题 的 解 是 把 特 解 e, = sin V(x 
— дею (CA) BNET BHD сл. 此 
处 4 是 sin VAn (6 а) = 0 AYER, <。 应 该 由 
У) cata G 0) = oG) 来 确定 。 实 际 上 ,如 果 


eC) JUTIEBIO SHE TER ERU У) caes 


人 ) 就 是 所 要 求 的 解 ， 于 是 ， 这 个 问题 就 化 为 把 

给 定 的 函数 p(x) 展开 为 Fourier 级 数 的 问题 。 
无 限 长 的 金属 杆 的 温度 分 布 ,是 由 当 : > 0 

时 满足 (1), 而 对 于 给 定 的 初始 温度 分 布 p(x) 

满足 

G) lim w(x, £) = çG) 


的 连续 解 x(x, PTE. CRER Ine (o) 
BR BA 


(4) wa) 一 «eee 
š MIDOUM, 
= ф(х), yes 0 B$ 


就 是 由 (1) 的 特 解 OP 的 又 加 而 得 到 的 。 

可 是 ,抛物 型 偏 微 分 方程 之 所 以 重要 ,不 仅 
是 由 于 包含 有 热传导 方程 ， 而 且 也 由 于 包含 有 
描述 扩散 + 过 程 的 方程 (假定 * ANE, 见 后 面 
QA). 因为 描述 随机 过 程 + 的 Fokker -Planck 
方程 ' 与 扩散 方程 《24') 具有 相同 形式 ， 所 以 
抛物 型 方程 在 概率 论 的 解析 处 理 中 也 就 出 现 了 
(一 随机 过 程 ,公式 15). 

【两 个 变量 的 抛物 型 偏 微 分 方程 】 FEA 
两 个 自 变量 的 抛物 型 偏 微分 方程 
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Pu Әм Әм 

5 + 26(x, 1) S + cx, yË 
©) «232 0 олу IT. 


Ән ou = р 
+ (xr «=, 20) о, осв 


作为 主要 对 象 来 论述 ， 因 为 在 使 得 la| 十 
le] > 0 的 某 域 中 ,(5) 可 在 适当 变量 变换 一 


Ulz, t), r = VG 0) таж бе +F (e т 


ao Do]. T 
"x 2e) — o 的 形式 ,所 以 ,不 失 一 般 性 ， 
可 以 认为 方程 的 标准 型 是 : 


[EE 


au 
@ BS essem 


这 个 方程 的 特征 曲线 ?由 
(7) 4 一 常数 
给 出 。 关 于 (6), 我 们 考虑 下 面 四 种 具有 代表 性 
的 问题 . 

第 一 种 问题 是 ， 给 定 处 处 都 不 与 特征 曲线 
相 切 的 曲线 C, 指定 C 上 * 的 值 和 沿 c 的 法 线 
方向 的 导数 6u/8n 的 值 ,或 者 这 两 者 之 间 的 
线性 关系 ， 来 求 与 此 相应 的 解 xx， г) 的 问题 ， 
例如 , 设 g(:),h() 是 给 定 的 函数 , 求 使 得 «(xo， 
DOPAC TD = LOM) (z, 0) йй 
问题 。E. Holmgren 指出 , 当 方程 为 
Ou _ би 
ô? a 


=0, 


(8) 


BH a < í < b, z < z, HAMM Eg OA 
界 连续 时 ,使 得 


(9) Jim u(x,t) = g(t), 

dim na) = AO) 
HORE u(x, 1) 存在 的 充分 必要 条 件 是 
(о) Ae) 十 yi- rO 
无 限 次 可 微 ,并 且 存 在 正 的 常数 M，”， 使 得 
aD — KG) 1 <M Ge 
RI. 


第 二 种 问题 是 , 当 域 的 形式 为 
(02) PASLRE) Ah 
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时 , 求 (6) 的 解 ,使 得 它 在 靠近 这 个 域 的 边界 时 
取 给 定 值 的 问题 .此 处 没 x = p (0) ,x = ple) 
是 与 特征 曲线 (7) 不 相 切 的 曲线 . M. Gevrey 指 
出 ,对 于 (8) 如 果 这 样 的 解 存在 , 那 末 o G) 与 
qiG) 就 必须 满足 指数 > 1/2 的 Halder 条 件 : 
对 于 充分 小 的 和 
(3) leit + 4) — фб) |< =l], 
< 一 常数 

成 立 , 特别 是 , 在 满足 这 个 条 件 的 фо) = H 
Koo.) = 常数 的 情况 ， 就 是 最 初 论述 的 热 
传导 问题 . 

第 三 种 问题 是 ,对 于 上 面 那样 的 域 , 例 如 ， 
ar) a< x <b, :>0, 
求 (6) 的 解 , 使 得 它 满足 下 列 条 件 : 
(14) lim wx») = e, 
fE x = а ди/дх — hu = 0, 4 一 常数 > 0， 
dE x = b Xb Ou/Ox + Ни = 0,Н = TEE 0. 
对 于 (8) 而 言 , 这 也 是 热传导 问题 。 如 果 р(х) 
具有 连续 导数 , 那 末 这 个 解 就 可 展开 成 


аз) wert) = X echoes, 


» 
с. = IN e G)o,G)4x. 


此 处 o. e) 是 

(16) Ф, (x)/dx = — Ар, (ж) 

的 满足 边界 条 件 

(17) 9.(a) — hp,la) = 0, 
pb) + Hp.) = 0 


влеят (|ба = 1) 的 解 


第 四 种 问题 是 : 求 一 个 函数 wzz), 使 得 它 
当 ,> 0 BERE (6) 且 满 足 初始 条 件 im x(x， 


2) = p(x)， 这 相应 于 无 限 长 杆 的 热传导 问题 . 
(Green ARI 《1) 中 所 给 微分 式 Llu] 的 
伴随 微分 式 ' 是 
jia 


(18) Mle] = Cd 


NN 
2 Or 
利用 分 部 积分 ,对 于 由 曲线 C 所 包围 的 域 6, 沿 


# c 的 正方 向 作曲 线 积分 , 则 有 


аэ) ff СФІЛФ] — ФМФ) deat 
2 
ооа f (0 02 n 
RY, ение 
(1) B) Green AR. VAI Au EA DE 
WE СЖП ИЛ НЭН, 可 以 利用 
这 个 公式 来 证 明 (1) 的 解 的 唯一 些 和 推导 它 的 
解 的 表达 式 ， 
例如 ， 对 于 解 的 唯一 性 可 证 明 如 下 ; 在 图 
1 中 设 曲线 仿 ， 朋 与 特征 曲线 只 在 一 点 相 
Ж. 在 闭 域 (4BED) 上 连续 ,在 AD, BE 及 直 
线 4B 上 为 0, 而 且 在 域 (4BED) IRI AB 外 
的 地 方 满足 (1) 的 解 (x, г) 恒 等 于 0 BE 
因为 在 (19) 中 令 pml, p=, 设 域 G 为 
(4BOP)， 则 得 
2 j (дш + [еа =o, 
如 果 把 Green 公式 由 (1) 推 广 到 一 般 的 线性 抛 
物 型 方程 ， 那 末 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 上 述 四 
个 问题 的 解 的 唯一 性 ， 


其 次 ,为 了 得 到 解 的 表达 式 , 可 按 下 述 方式 
进行 : 设 w(x, 1) 为 (1) 的 解 , 取 (1) 的 特 解 


(20) Ula, 8,254) = 


ТЕА 
8—1 

EIR (PABOMP) 上 应 用 Green AK, А 

TER, M 的 坐标 为 (xo, а), W e m ulas t), 

d = U(zo to + h, x, t), WA 


Lc енә dt 一 


Luc DU, to + h, х tydz 


+ (ut - 4 82) a, 


令 110, 则 左 端 收敛 于 2V u (xo д), Ж, 


得 到 ul xo to) 的 表达 式 

(21) «(хо 15) = 
ive u(x, DU(o tor x» dx 
6: 

+ (v Se 90) ae, 


也 就 是 说 , (xo) в) 是 当知 道 # 及 0u/0x 在 一 
部 分 边界 PABO 上 的 值 后 ,把 特 解 (20) Bin 
起 来 所 得 到 的 结果 。 因 为 《20) 与 关于 Laplace 
方程 Bw/8x + Bw/8y* 一 0 的 基本 解 logr 
(r = ((e — x + (8 一 y))”) 起 着 同样 的 作 
用 ,所 以 把 (20) 称 为 (1) 的 基本 解 (fundamental 
solution), 

[Laplace 变换 解法 】 Pin, ХР > 0 RY 
CORR. ибх, г) 施行 Laplace ast 


оз) oe a) = [eMule às im о, 


则 由 分 部 积分 可 得 

(23) NODE = [eus YES 
+ arenae, 1)dr (к) (x, 2) 

(这 里 假定 了 lime “u(x, г) = 0, Вик) 

q(x)), 利用 (1) 消 去 :得 到 

оз) 8% 


aa 7 065 2) — eG). 


从 这 个 解 (x, 1) 再 施行 Laplace 变换 (22) 的 
反 演 ,就 求 出 w(x, 0) 了 。 这 种 考虑 , 也 可 以 应 
用 到 ”个 变量 的 常 系数 线性 抛物 型 方程 上 去 ， 
例如 应 用 于 


GO Bem OH „деу... + ди 
Л 


【一 般 的 抛物 型 偏 微分 方程 】 关于 把 (24) 
一 般 化 了 的 方程 


Q4) Ou 


EP 


6 
( 设 4 是 关于 变量 zo z ooo ru RSU N 
微分 算 子 , 由 其 二 阶 偏 导数 Bew/8r'ar; 的 系数 
ay (rst? > Xo) 所 构成 的 行列 式 在 给 定 区 域 
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上 是 正 的 ) 不 能 直接 应 用 Laplace 变换 , 但 是 
代替 它 可 以 应 用 线性 算 子 的 单 参数 的 半 群 理论 
《一 线性 算 子 ) 而 得 到 同上 面 类 似 的 结果 。 也 就 
是 说 ， 如 果 适 当地 假定 区 域 和 靠近 其 边界 时 * 
的 边界 条 件 , 那 末 可 以 证 明 

Q5) ways tty tams А) 


- fen “stadt, 2>0 


满足 椭 贺 型 方程 
Q5) 
its zam) = lim uxo tt TETIN 

在 这 种 情形 ,相应 于 上 述 Laplace 变换 的 反 演 的 
过 程 如 下 所 述 : ”在 某 些 条 件 下 , e 由 ?唯一 地 
确定 ， 令 和 一 mr' BA ed, EA etsi 
àv 一 m'o 的 过 程 重复 m 次 , 令 m — со, 则 得 
到 使 lim иба tt te m ett лез) 
ORF D CIPRO E 

26 WED (09), Vm (zo t к,а) S 
变化 域 为 D( 不 一 定 有 界 ), D 的 边界 为 充分 光 
清 的 超 曲 面 S, 则 关于 求 满足 初始 条 件 与 边界 
条 件 
с) 

Bury )/дп„ + Ales DuC £) = Ks s 

ws 

(8/8n, ЖЕ x € 5 处 的 5 的 外 法 线 方向 上 的 导 
数 , 并 且 A(z, +) > 0) 的 解 的 问题 ,已 知 有 下 面 
的 结果 。 此 处 《24") 中 4 的 系数 也 可 以 是 与 * 
有 关 。i) 存在 x, + 的 函数 u= U (E, r, £34) 
G, £ € D, r > r > 0) 满足 方程 (24) 与 齐 次 边 
FAHEY CRI p 一 0, f=0), ii) 函数 w(x г): 


QU) «0 = | О 0, x Od 


Аи == Ао — Ф, 


lim u(x, 4) = p(x*), x€ D 
tio 


+ ref is oua. n eo 
ОСЕ, r, 22) d$, 
Ong 
是 (24 ) 的 解 且 满足 (14)， 也 就 是 说 ，U(5, r, 
21) 是 函数 (20) 的 一 般 化 , 称 为 关于 边界 条 件 
Ca ) 的 线性 擅 物 型 方程 (24 WEFR, EK 
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解除 具有 上 述 性 质 外 ,还 满足 UG r, z, ) > 
of U CEs ese o) U Ces o, es Das = U (8, 


fo D G <o < 9 又 由 于 在 某 些 条 件 下 有 
f, UG = = Das = 1, 因此 它 在 概率 论 上 具 


有 重要 的 意义 (一 扩散 过 程 ). 

就 抛物 型 方程 《24') 而 言 , TUER: B 
解 ! 就 是 真 解 '"， 也 就 是 说 , 若 u(x, c) 是 局 部 可 
积 的 函数 ， 且 对 于 在 (0, о) x D 中 为 二 次 连 
续 可 微 、 在 DD 的 紧 子 集 之 外 恒 等 于 0 的 任意 函 
Ho) 有 


{= (Seed — A* G(x, Dr -9 


(4* 是 4 的 伴随 偏 微分 算 子 ，d m dne 
ах, 1) BER «Cus г) ЛЕ (0, оо) x DB) 
的 通常 意义 下 的 解 。 特 别 当 4 中 的 系数 无 限 次 
连续 可 微 时 ,车 иб, r) Ж QTY 的 广义 函数 意 
义 下 的 任意 解 , 则 «Ce, г) 就 是 真 解 ( 一 广义 函 
XO. 

特别 是 , Ha 与 边界 条 件 (14) 中 的 4 都 与 
1 ЭАЖ ОСЕ, r, x,z) 24 E, x 固定 时 
只 是 :一 * 的 函数 ， 且 可 写成 DCE eir n) 
@> z) 的 形式 ， 更 有 ,如 果 4 是 自 伴 的 +, 那 末 
存在 一 个 特征 函数 (25 1) (Ad, + аф, = 0) 
的 族 (Delp = 1,2, ---) 与 实 轴 上 的 测度 族 
{or(4)}， 使 得 基本 解 可 写成 


UG, во = Y ua esia, G), 
a 


ЗИТ, QD SUBE ZE (x, г) = 0 情况 下 的 (142 
WIRE aCe, г), 可 以 展开 成 


«eoo X Hees ne OQ, 
此 处 
p00) = | G Dode 
eG) 是 在 (147 中 所 给 定 的 函数 )、 
以 上 的 事实 在 适当 的 条 件 下 ， 也 可 以 推广 


到 4 是 一 般 的 偶数 阶 线 性 椭 贺 型 偏 微分 算 子 的 
情形 . 
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混合 型 偏 微分 方程 【 英 partial differential equa 
tion of mixed type — ik équation aux dérivées 
pariclles du type mixte Ж partielle Differential 
gléchung vom gemischten Typus {А дифферен. 
циальное уравнение C частными производными 
смешанного типа 日 8430082 56] 
二 阶 氢 线性 偏 微分 方程 ， 当 在 所 考虑 问题 中 的 
区 域 的 某 一 部 份 是 椭 贺 型 ', 而 在 其 他 部 分 是 双 
曲 型 ?时 ,就 称 为 混合 型 (mixed type) 的 ,例如 ， 
无 粘性 的 可 压缩 流体 的 定常 的 二 维 无 旋 运 动 方 
程 就 是 : 
«үд 2а, O 

P аа-а. 

+ (i 一 与 = =o. 


这 里 为 速度 势 ; ú == Әф/дх, v = 89/0y № 
速度 分 量 ,= 为 局 部 音速 , 它 是 速度 q= GP + 
v)! 的 函数 。 因为 《1) 在 9 < <， 即 亚 音速 


(subsonic) 的 点 上 是 椭 贺 型 的 ,在 g> с, BB 
ЖЖ (supersonic) 的 点 上 是 双 曲 型 的 , 所 以 在 流 
动 中 亚 音速 的 点 与 超 音 速 的 点 共存 时 就 是 混合 
型 ， 随 着 高 速 喷气 飞机 的 发 展 ， 使 得 混合 型 偏 
微分 方程 的 研究 变 得 重要 起 来 了 。 

[Чаплыгин 方程 】 由 于 方程 (1) 是 非 线性 
的 ,因而 原封 不 动 地 去 处 理 是 困难 的 ,但 是 若 把 
q 5j Ө = arctan (v/u). 取 作 自 变量 ( 速 端 曲线 
变换 '), 则 (1) 便 成 为 

[21 


时 
о) z KG gp 0, xK(x) > 0 


的 形式 。 我 们 把 (2) 称 为 Hanru 方程 (Ca- 
plygin’s equation), 方程 (2) 当 x > 0 时 为 双 曲 
型 , 当 x <0 时 为 椭 贺 型 。 对 于 混合 型 方程 ， 
即使 是 线性 的 ， 同 椭圆 型 或 者 双 曲 型 这 种 定型 
的 方程 比较 ， 处 理 起 来 也 有 着 显著 的 困难 、 而 
更 一 般 形 式 的 混合 型 偏 微分 方程 的 研究 尚未 进 
行 ， 直 到 现在 所 进行 的 研究 几乎 全 是 关于 方程 
〈2) 或 者 它 的 形式 稍 有 变化 的 方程 的 . 

【Tricomi 方程 】 混合 型 偏 微分 方程 (2) 的 
最 简单 的 情形 是 


(3) rg d. 


这 个 方程 称 为 Tricomi 方程 《Tricomi’s equa- 
tion), XF(3), F. G. Tricomi 考虑 了 如 下 的 
边 值 问题 ， 在 图 1 中 ,曲线 AC, BC 是 (3) 的 
特征 曲线 +, © 是 连结 A, BAY Jordan 曲线 .要 
SRE BC, AC Ko 围 成 的 区 域 D 上 满足 
(3), 在 特征 曲线 之 一 例如 AC 及 曲线 " 上 取 给 
定 的 边界 值 的 函数 =。 这 个 问题 称 为 Tricomi 
问题 (Tricomi"s problem), Tricomi 在 关于 曲线 
og 的 形式 及 边 值 的 光滑 性 的 某 些 条件 下 ， 证 明 
了 他 的 问题 的 解 的 存在 与 唯一 性 。 Tricomi 以 
" 
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后 ,对 于 (2) 的 Tricomi 问题 或 者 同 它 类 似 的 边 
值 问题 ,已 经 有 很 多 人 作 了 研究 ({2]). 

对 于 混合 型 偏 微分 方程 也 考虑 下 述 问题 . 
求 (3)( 或 者 (2)) HM z, 使 之 在 方程 的 顶 圆 型 
域 与 双 曲 型 域 的 边界 + 一 0 上 满足 初始 条 件 

200,5) = aO), 2 (0,9) = 200), 
这 样 的 问题 称 为 奇异 初 值 问题 (singular initial 
value problem), S. Bergman 在 函数 m(y),zz(y) 
为 实 解析 的 假定 下 ,建立 了 (3) 的 奇异 初 值 问题 
的 解 的 积分 表达 式 ([3]). 

[Friedrichs 的 研究 】 对 混合 型 偏 微 分 方 
程 的 研究 , 若 能 有 不 受 所 谓 椭 贺 型 \ 双 曲 型 的 分 
类 限制 的 偏 微 分 方程 的 边 值 问 题 的 一 般 理 论 ， 
那 是 最 好 不 过 的 了 。 但 是 ， 对 于 椭圆 型 偏 微分 
方程 的 Dirichlet 问题 ， 双 曲 型 偏 微 分 方程 的 
Cauchy 问题 等 ,因为 按 方程 的 型 分 别 给 定 的 “ 适 
定 的 ”边界 条 件 不 同 , 解 的 解析 性 质 也 不 同 , 所 
以 ,建立 上 述 意义 下 的 一 般 理论 的 问题 从 来 被 
看 作 是 困难 的 。 K. О. Friedrich 是 解决 这 个 
问题 的 第 一 个 有 贡献 的 人 [4])， 他 注意 到 
Dirichlet 问题 与 Cauchy 问题 的 处 理 方法 虽然 
很 不 相同 ,但 是 有 一 个 共同 点 , 即 在 证 明 解 的 唯 
一 性 时 都 利用 的 所 谓 能 量 积分 ， 他 以 此 为 手段 
把 包含 椭 贺 型 \ 双 曲 型 \ 抛 物 型 ,还 有 Tricomi 75 
程 等 各 个 方程 的 适 定 的 边 值 问题 归结 为 被 他 称 
为 正 对 称 组 (symmetric positive system) 的 一 阶 
偏 微分 方程 组 的 “可 容许 ” 边 值 问题 ,成 功 地 进 
行 了 统一 的 论证 ， 但 是 ，Friedrichs 的 理论 中 有 
一 个 困难 ， 就 是 没有 给 出 为 把 给 定 方程 的 给 定 
边 值 问题 化 为 正 对 称 组 的 可 容许 问题 的 统一 方 
法 。 比 (3) 或 者 (2) 更 复杂 形式 的 混合 型 偏 微分 
方程 用 Friedrichs 的 理论 来 处 理 是 否 可 行 , 尚 不 
得 而 知 。 

推广 Tricomi 方程 或 者 Чаплыгин 方程 到 : 
三 个 以 上 变量 的 情形 、 高 阶 的 情形 或 者 方程 组 
的 情形 等 等 的 研究 也 多 少 有 些 工 作 ， 例 如 ， 


Gs, t Oz y 
(4) 名 бл Т & c (51), 


° у ё 
(5) (@ +77 


2- о (161). 
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" 8 ë; 
бв) суо *ag 7 KAD 
# == (21, +++, n). GO), Ky) 为 对 称 矩 阵 等 


等 就 是 . 
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Green 函数 【 英 Green function 法 fonction de 
Green Ф Greensche Funktion А функция 
Грина п 277) —> ВА] Green 函数 出 现在 
常 微分 方程 与 棋 圆 型 ?或 者 抛物 型 * 偏 微分 方程 
的 边 值 问题 中 ， 作 为 一 个 例子 ， 考 虑 三 个 变量 
的 Laplace WFP L[u] = (0?/0xi + 8/8xi 十 
9/0x1) u 的 边 值 问 题 。 WE D 是 具有 光滑 边 
Ж 5 的 有 界 域 ， 给 定 了 边界 S 上 的 齐 次 边界 条 
fF B): (е) = 0 (z € S) (第 一 类 ) 或 者 0u/0n 
十 pm 一 0(x*e5S)( 第 三 类 )。 此 处 = 为 外 法 线 ， 
Blx) 20, BC) ёо. 满足 下 列 条 件 的 函数 
BCr xp x33 Eis zs E) 称 为 关于 算 子 L (或 者 
WD L[e] =0) 与 边界 条 件 B) 的 Green 
BHM (ИТЧЕ (xu zo аз) MEH х): 5 EED 
ER i) g(x, E) 除 + 一 5 外 满足 L, [g Ge, 
Бут 03 ii) Be g(x, E) = —1/4я + ox, 8) 
的 形式 ,此 处 + 一 (XL Gu — 8001, ole, OH 
(适当 可 微 意义 下 的 ) 正 则 函数 ; üi) g(x, E) 
足 边界 条 件 B)。 也 就 是 说 
lr, E) = 0, z€ S (第 一 类 )， 


(2 * DEG E)=0, z€ s (第 三 类 ). 


条 件 i), i) BB, g(z, E) 是 工 的 一 个 基本 
WBD 11е (z, 5)] = 8(x — š), 8(x — E) 
是 在 点 x = & 的 Dirac 测度 +。 虽然 工 的 基本 
解 具 有 可 以 附加 齐 次 方程 L(u) = 0 的 任意 解 
的 任意 性 ,但 是 elr, £) 却 是 在 那些 基本 解 中 
特别 满足 边界 条 件 的 基本 解 。 实际 上 ， 在 第 一 
类 边界 条 件 的 情形 ,上 面 的 8g(x, DEAA L 
一 个 基本 解 — 1⁄4 xr 加 上 Dirichlet [ARAL 
(z, £) = 0, ок) 一 1/4=r(x € SRM Ж 
构成 。 此 外 ,在 很 多 情形 也 可 用 定义 g(x, E)= 
1/5 xr + os, E) RË gE) = 1/7 + alz, 
£) 的 形式 来 代替 上 述 条 件 ii). 

在 上 述 情形 ， 关 于 各 个 边界 条 件 的 Green 
函数 是 唯一 存在 的 。 一 般 说 来 , 当 这 样 的 Green 
函数 存在 时 ， 对 于 任意 的 正则 的 оС), KK 


uG) = [ iG D«GX lien LE ee 


与 边界 条 件 B). 更 确切 地 说 , ШЖ v) (ED 
上 满足 Holder 条 件 lel) 一 vx)1 < L|z— 
z'|*(0— a « 1) (L, a 为 正 的 常数 ), 则 ule) 
在 D 上 二 次 连续 可 微 ， 反 之 ,如 果 函 数 ul) 满 
足 方程 Lls] = ç 与 边界 条 件 ， 则 它 就 可 表示 
为 上 面 的 形式 。 这 就 是 说 ， 若 把 5 v 相对 应 
的 算 子 记 作 G, 则 G 就 是 附加 了 边界 条 件 的 微 
分 算 子 工 的 递 算 子 , 而 Green 函数 便 是 这 个 算 
子 的 积分 核 。 利 用 这 种 性 质 ， 可 以 把 关于 微分 
算 子 二 的 边 值 问题 化 为 积分 算 于 G 的 问题 ， 例 
如 ,含有 参数 2 的 微分 方程 Liu] + iu = t 在 
边界 条 件 B) 之 下 的 求解 问题 ， 与 把 方程 两 端 
作用 G 以 后 所 得 积分 方程 “十 MG [u] = GL] 
的 求解 问题 是 等 价 的 ， 因 为 积分 方程 在 理论 上 
比 微分 方程 容易 处 理 ， 所 以 采用 上 述 变换 是 方 
fn. 

Hob, ERT SUCRE DX ИА — 
边 值 问题 的 情形 下 ，Green 函数 也 可 同样 地 去 
定义 (一 Green 算 子 )， 并 且 在 应 用 上 重要 的 是 ， 
工 及 边界 条 件 B) 是 自 伴 的 ?情形 。 这 时 ,Green 
函数 是 对 称 的 (g(x,5) = g(5 х). 


ERER Green 函数 ， 一 般 说 来 , 并 不 容 
易 ， 但 是 在 一 些 特殊 情形 下 ， 可 以 比较 简单 地 
求 出 来 ， 下 面 举 出 两 三 个 重要 的 例子 (一 公式 
15), 

【 自 伴 二 阶 线性 常 微分 方程 】 在 区 间 a< 
x«b LAG Lla] = (p(s) ) + g(x)u(p 
G) > 0," ”为 2/4). 作为 边界 条 件 , 是 在 两 
端 给 出 aw + Ви = 0 形式 的 关系 。 Green 函数 
g(x, E) 是 被 定义 为 满足 如 下 条 件 的 函数 : i) 
对 z= E, Llge(x, §)] = 0; ii) [де(х, #)/ 
Әх] = 1/р(Е); iii) 若 把 二 固定 , 则 g(x， 
E) 在 一 “及 “满足 给 定 的 齐 次 边界 条 件 .条 
件 i), ü) BAR LL g(x, 5)] 一 8(x — Б). ae, 
£) 可 按 下 述 方式 来 构造 : 设 (и) 为 Llu] = 
0 的 在 x=a (x—5) 满足 边界 条 件 的 解 。 如 果 
us ty 线性 无 关 , 那 末 可 以 选取 适当 的 常数 因 
子 , 使 得 p(w и, — m m) 一 常数 一 1, 于 是 ,只 
HE r <E Ф р(х, E) = uu) Ex SF 
令 slx, E) m i (GG) RRT. 

Ж ao m 不 是 线性 无 关 的 , 则 通常 的 Green 
函数 是 不 存在 的 ， 但 是 把 那个 定义 少 加 变动 就 
可 构造 出 起 着 类 似 作用 的 广义 Green 函数 ( 例 
如 [3])。 

上 面 的 方法 对 于 高 阶 微 分 方程 也 适用 . 

(Laplace WF) 当 区 域 D 是 以 原点 为 中 


心 的 = 维 球 时 ，Laplxe BEF д = > D. (8 


关于 边界 条 件 u = 0 的 .Green 函数 可 按 下 述 方 
法 得 到 . 设 EC) 是 如 下 的 基本 解 : 当 n 一 2 时 
Ж (2x)! logr, M n 2 3 0 —(G — 2) o, 
PY! (o, = 22^ [T(n /2) Ж п HE ATR 
面积 )， 于 是 Gren 函数 (x, E) 定义 如 下 : 
g(x, E) = E(r) — ECor'/a), 

wm = (28), = e 98, 
Е; = (а/о). 

(Helmholtz 方程 】 在 Н RRINE 
的 域 D 上 满足 Helmholtz 方程 (A + 4)«() 


= KAA > 0) 的 带 有 边界 条 件 例如 w(x*) = 0 
(x € S) (S 为 DD 的 边界 ) 的 边 值 问题 , 在 数学 物 
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理 中 是 经 常 出 现 的 。 这 时 ， 关 于 解 在 无 穷 远 处 
的 性 状 ， 通 常 是 附加 Sommerfeld 辐射 条 件 
(Sommerfeld’s radiation condition); 34 |х| -> 十 oo 
时 


ибо = C117), (89-м)! oC lel) 


= 
(9/9, 为 沿 径 向 微分 )， 再 来 考虑 解 的 ， 这 时 ， 
解 的 唯一 性 成 立 (Rellich 唯一 性 定理 (Rellich's 
uniqueness theorem), 这 时 ， 如 果 对 于 任意 的 
&(>0) 都 能 构造 Green 函数 GCE), 而 1G) 
是 光滑 的 并 且 在 |z| 充 分 大 时 便 等 于 0 的 函数 ， 


й G) = f, GG, D (Gs 请 足 方程 (A + 


R) u(x) = fx)， 在 边界 上 等 于 0 并 且 满足 辐 
射 条 件 。 在 这 种 情形 设 


GG, 5) = oT Т 


E 
в (2 eom). 

则 由 求解 Fredholm 型 积分 方程 可 以 求 出 K (x, 
E) (141,051). 还 有 ,在 这 个 问题 上 要 注意 , 以 
100) 作为 基础 的 Green 算 子 已 经 不 存在 了 . 
这 时 ,可 以 把 G(x,5) 考 虑 为 一 个 "广义 Green 函 
数 "([5])。 

[Stokes 方程 】 在 光滑 曲面 所 围 成 的 R° 
中 的 有 界 域 六 中 ,考虑 求 满足 Stokes 方程 
Bas, = DP. — 5X, i = 1,2,3; Yl. 

Әз, 


т Ox; 


+ KG, B), 


(n, p 为 正 的 常数 )， 且 满足 边界 条 件 ， 例 如 ， 
ui(z) 一 0 (x€S, i = 1, 2, 3) 的 解 (ui), 
шб), iG), p(x)) 的 问题 (X G) 为 给 定 函 
数 )， 这 个 问题 出 现在 流体 力学 上 ， 在 此 情形 ， 
可 以 构造 Green 张 量 Gi(x, Ë), (z, E), H 
对 于 光滑 的 X,G) (i — 1,2, 3), 解 可 由 


mz) = e У) Gules E)XGDS, 
imo 


г) = D|, aes Dx 


难 一 地 表示 出 来 (L6]). 
【抛物 型 偏 微分 方程 】 作为 一 个 例子 ， 考 
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虑 关于 一 维 的 热传导 方程 ' L [a] = aw/6x 一 
26/82 = f(x, г) 的 下 述 边 值 问 题 ( 初 - 边 值 
间 题 )。 就 是 求 这 样 的 解 w(x, р): Be >, 
a<x 之 5b 时 满足 方程 L(x) = Кх, r), 42 = 
0 时 满足 初始 条 件 u(x, 0) = p(x), fE x= a 
及 5 上 满足 齐 次 边界 条 件 。 这 时 ， 如 果 我 们 可 
以 构造 函数 g(x, r; Е, т) G 2 r), BETA 
条 件 : i) 除 + 一 5, + 一 + 外 满足 Lig] = 0: 
š) 具有 g(z, 5 E, r) = Qe Р) 
exp( —(x — 8)!/4e( — r)) 十 (正则 函数 ) 的 
形式 ; di) 在 z = a 及 少 上 满足 给 定 的 齐 次 边 
界 条 件 , 那 末 对 于 正则 的 f p> 


a 
u(x,t) 一 f f£ g(a, #58, TACE, rT)dEdr 


roro 


BUH ERAN, PBR gn, 5 E, r) 称 为 
关于 边 值 问题 的 Green 函数 。 至 于 Green P 
数 的 具体 构造 ,在 [7] 有 详细 论述 。 

【 核 函 数 】 核 函数 是 与 平面 域 的 Laplace 
算 子 A 的 第 一 类 Green 函数 〈 在 函数 论 中 , Ж 
常 把 它 简称 为 “Green 函数 ”) 相 联系 的 函数 。 
一 般 说 来 ， 当 集合 已 上 的 复 值 函数 族 S 构成 
Hilbert 空间 ! 时 ,假如 E X E 上 的 函数 K(z,y) 
满足 : Dr v 固定 时 ,作为 x 的 函数 属于 了 ， 认 
对 于 任意 的 100) € S, 恒 有 (1(x),K(x,y)). = 
10), ВЖЕ K(x, у) POWER (kernel 
function) 或 者 再 生 核 (reproducing kernel). $% 
函数 如 果 存在 , 那 末 就 只 有 一 个 ,是 Hermite fJ, 
且 是 正定 的 ,也 就 是 恒 有 
Q) D Ky уй b > 0.. ` 


dci 


反之 , 任 一 正定 的 函数 必 是 某 Hilbert 空间 的 核 
函数 。 使 核 函 数 在 在 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 
163 由 任意 的 ye 五 所 确定 的 泛 函 1 一 帮 y) 是 
有 界 的 。 这 时 ,在 使 得 f(y) 一 1 的 1ecS 之 中 
其 最 小 范 数 是 在 K (z, y)/K(y, y) 上 达到 的 ， 
最 小 值 为 K(y, у). 如果 于 是 可 分 的 + , 那 末 
由 正规 正 交 系 {9,(*)} 有 


(2) K(x, y) = У), 
= 


下 的 具体 形式 便 由 (2) 构 成 。 
作为 核 函 数 的 例子 ， 设 E Ж п Ж ЫИ ЙГ 
É, ,加 为 E 上 的 次 解析 微分 形式 , ARH 


(= | ЛФ, TS = (olor o) < =} 


的 情形 最 为 著名 ， 我 们 把 这 个 核 函数 称 为 核 微 
分 形式 (kernel differential form)。 当 正 是 С° 内 
的 域 时 ,把 微分 形式 的 系数 看 作 函 数 , 则 核 函数 
称 为 Bergman 核 函数 (Bergman's kernel func- 
tion)。 这 时 ,进而 如 果 互 可 以 用 一 个 一 一 解析 
映射 ,被 映射 到 有 界 域 上 , 那 末 

dr = У (816 K(z, 2)/02,02,)d2,42, 
就 是 正定 的 Hermite 型 ， 且 在 互 中 给 出 了 Ka 
hler 度量 *。 我 们 把 它 称 为 Bergman 度量 
(Bergman metric), 

【 复 平面 域 的 核 函 数 】 以 下 设 E 为 复 平面 
(= z+ iy) Б, WR Kt) 为 
Dif) Bergman HER GCs, C) 为 以 D 的 点 5 
为 极点 的 对 Laplace 算 子 A 的 第 一 类 Green É 
数 , 那 末 就 有 
G) K(s,¿) = —(2/2)0'G(s, t)/8z8t. 
此 外 , 如果 设 UCe, C) 为 由 在 S AWB 
值 的 函数 〈 正 确 地 说 是 微分 形式 ) 所 组 成 的 
Hilbert 子 空间 的 核 函 数 , 并 设 M(2,5)% DAK 
于 人 A 的 Neumann 函数 (Neumann's function), 
也 就 是 这 样 的 函数 : 在 D 一 (C) 中 是 调和 的 ， 
在 5 具有 与 G 相 同 的 奇 性 ,在 D 的 边界 T 上 它 
的 法 向 导数 ON /0n 是 常数 , 则 有 
《4) UG,¿)= (Ож) ӘМ, C)/0200.. 
FÆ (NG, 0) — G (z5 0))/2я = H(z, 0) 就 
是 由 在 D 上 是 实 调和 的 在 边界 T 上 的 积分 平均 
值 为 0 的 函数 族 所 组 成 的 、 以 Dirichlet 积分 


j ws + oe e GE) ddy 为 内 积 的 Hilbert 


空间 的 核 函数 и яа ааш kernel 


fonction), 
当 DD 的 边界 T JE SRAM, ХЕР 
在 刀 上 单 值 正则 、 在 了 上 连续 的 函数 族 ， 赋 予 


WBE 0) = | wb ds (д 为 上 的 线 元 ) 而 


构成 的 Hilbert 258] К Szegö 核 函 
Ж (Szeg5's kernel funcion). 这 个 核 函数 与 有 
界 函 数 有 着 密切 关系 . 

此 外 ,我们 可 以 用 以 上 各 个 核 函 数 去 表达 
把 域 D 映 射 到 各 种 标准 域 上 的 解析 函数 《一 保 
Яр). 


[8] (1] R. Courant-D. Hilbert, Methods of ma- 
thematical physics 1, H, Interscience, 1953, 1962 (中 译本 
R. FI, D. 希 尔 伯 特 ,数学 物理 方法 ,科学 出 版 社 , 1, 1958, 
4,197), (2) RRB, CAMARA. BR, 
1951; (3) dig, ROGER, MESES 1951; 
[4] В. Д. Купрадзе, Граничные задачи теории Kone 
балий н интегральные уравнения, Гостехиздат, 195008 
iA; W. D. Kupradse, Randwertaufgaben der Schwin- 
gungstheorie und Integralgleichungen, Deutscher Verlag 
der Wis, 1956), 【5] ЙН, БИЙДЕ. ЇЙ, 
1965; [6] Е. К. G. Odqvist, Über die Randwertaufga- 
ben der Hydrodynamik zšher Flüssigkeiten, Math. Z., 32 
(1930), 329—375, [7] Е. E. Levi, Sull’ equazione del 
calore, Ann, Mat, Pura Appl, 1908. 关于 核 函数 有 : [8] 
S. Bergman, The kernel function and conformal mapping, 
Amer. Math. Soc, Surveys 5, 1950) [9) 
-M. Schiffer, Kernel functions and elli 
equations in mathematical physics, Academic 
[10) N. Aronszajn, Theory of reproducing kernels, 
‘Trans. Amer. Math. Soc., 68 (1950), 337—404, (1) He 
Meschkowski, Hilbertsche Räume mit Kernfunktion, Sprin- 
ger, 1962. 


Green WF [3 Green's operator 法 opérateur 
de Green 要 Greenscher Operator {А оператор 
Грина 日 /9-—»fERDR) 2318 T # E 
型 偏 微分 方程 +. 


Alu) = —Au 十 > pra +c(z)u=1(z) 
п Ox, 


的 第 一 及 第 三 边 值 问题 (ШИК 3 3 
ж), KEW D 为 R° 的 有 界 域 ,其 边界 由 有 
限 个 光滑 的 超 曲面 所 构成 。 假 如 我 们 根据 正 射 
影 法 + 来 考虑 , 那 末 算 子 4 的 定义 域 DA) 就 
是 : 1) 对 第 一 边 值 问题 为 fxz)e HOD) lul) 
—0,z€5) ü) 对 第 三 边 值 问题 为 (u(r) €H 
(D)16u/8n + B(x)u = 0, z € S), 这 里 HD) 
是 Соболев 空间 (一 函数 空间 )， 此 时 ,车 4 为 
由 定义 域 DCA) 到 LXD) 全 体 上 的 一 一 映射 ， 
WSR 47 《写作 G) 为 对 边 值 问题 的 
Green 算 子 。 这 时 ,一 般 说 来 ，4 不 一 定 存 
在 ,但 是 ， 当 实数 е 取得 充分 大 时 ， 可 证 (A+ 
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zt) 一 G* 是 存在 的 ,通常 , 设 1 是 复 参 数 , 对 于 
方程 

(ат — 4) = JG), 1) € LCD) 

从 左 端 , 用 G, 作用 , 则 得 

(1— G + DG)[xs] = —Gf. 
反之 ,车 把 此 方程 看 做 LX《D) 中 的 方程 ,而 w(*) 
是 一 个 解 , 则 显 见 (z) € D(A), B. ule) 为 偏 
微分 方程 的 解 并 满足 边界 条 件 ， 在 上 述 方程 中 
Gi 是 LXD) 的 紧 算 子 ,因此 ， 可 利用 F. Riesz- 
Schauder 理论 (KRF). HPE, Mate 
不 是 G HRE, ul) = (11 — 40710 — 
а-а + NG) GI 表示 唯一 的 解 、 

在 上 式 中 特别 是 当 а (0) = 0 HE eC), 
b=) 为 实 函数 时 , 则 G, 成 为 LAD) 中 的 自 
伴 算 子 +， 就 可 利用 推广 的 Hilber-Schmidt 理 
io. 也 就 是 说 , 设 {2} 为 4 的 特征 值 ，4ei(x) 
一 ок), 这 里 {oi(z)} 为 4 的 适当 地 正规 正 
交 化 的 特征 函数 序列 ， 于 是 对 于 任意 的 1(x) € 
L(D), 有 


1O =D radon) 


成 立 , 右 端 是 在 平均 收敛 ' 意 义 下 的 。 又 当 1(x) 
€ D(A) RE TEIITEE OCT RIK 


(DG) 一 > uh odo) 


e 
Жї. 

щ G, 不 是 自 伴 的 情形 ， 设 Gr 2 G, E 
LX《D) 上 的 伴随 算 子 ', 于 是 Gy 表示 关于 方程 


(atii a — 2 È G0 


+ GG) + Oe = gle) 
对 应 于 下 列 边 界 条 件 时 的 Green WF: 1) 在 第 
一 边 值 问题 时 ,v(x) 一 0 (z€ S), ü) 在 第 三 
边 值 问 题 时 , де/Әп + #' (к) "一 0 (z € S) 


(# G) = BG) + У) ae) соза) (121). 
D 


【高 阶 本 圆 型 方程 】 TPA RR 
的 一 般 边 值 问题 ,也 可 以 同样 定义 Green WF. 
问题 担 法 为 : 
a) A(x,0/02)u(=) = 16), z€ Ds 
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B,(x, 0/Ox)u(z) = 0, x€ S, 
71,2, +++,6(=m/2), 
4 为 m 阶 椭 贺 型 算 子 +, 边界 微分 算 子 { Bi} W 
足下 列 两 个 条 件 : i) 在 3 的 一 切 点 zx 上 其 法 
线 方向 不 是 任 一 В, 的 特征 曲线 的 方向 ; Н) B, 
的 阶 数 m; 比 严 小 :并且 mise m, (ў k). A 
的 定义 域 D(A) 由 下 式 确 定 : 
D(A) = {u€ H™(D)| B(x, 0/Ox)u(x) = 0, 
хЄ$, j= 1,2, +++ 5b}, 
34 A298 DCA) 到 LD) 全 体 上 的 一 一 映射 
时 , G = 47 HOS Green 算 子 ， 此 时 , 若 4 和 
{Bj} 之 间 存 在 适当 的 代数 关系 (M. Schechter 
[5]), 则 当 их) € LCD) Bt, Glu] € Н"(р) R 
立 , 并 且 此 对 应 关系 是 连续 的 ， 所 以 , 当 m > 
n/2 时 ,根据 Соболев 引 理 *,G 是 由 1,00) 0 
CD) 的 连续 映射 , 且 G 可 以 用 Hilbert-Schmict 
型 的 核 来 表示 (L. GárdingL6]). 也 就 是 说 , 对 
于 任意 的 1(x)e LD), 有 


(op) = | ec. Dicas, 


flee. E)[PdxdE < 十 oo 


成 立 ， 一 般 说 来 , 作为 Green 算 子 G BRA 
(kernel representation) 所 求 得 的 函数 G(x,5) 称 
为 Green 函数 (Green function), 

另 一 方面 ，Green 函数 也 可 定义 如 下 С 
Green BBO, AF AM Dirichlet 问题 + 的 Green 
函数 , 当 n = 3 JE G(z, E) = — (1/4) (1/ 
]1x—8D n (x, E) иф u Qe 5) 满足 : i) 对 于 
EED, A,u (x, E) = 03 ü) G (z, ED lees 0. 
可 以 证 明 这 样 定义 的 Green 函数 , 和 上 述 的 从 
Green 算 子 出 发 的 定义 是 一 致 的 ([1],[2]). 

在 上 述 问 题 (1) 中 , ik Al, 8/8z) 为 不 依 
CT x 的 常 系数 椭圆 型 算 子 。 此 时 ， 设 4(8/ 
0x) 的 (一 个 ) EKR El). 也 就 是 说 ， 
E(x) 在 广义 函数 的 意义 下 满足 

A(B/0x)E(x) = 8(х) 
(此 处 8(x) 为 Dirac 广义 函数 + ,一 微分 算 子 )。 
Ex) RII С” 类 函数 , 在 * 一 0 的 邻 域 
中 下 列 估 计 成 立 。 对 于 lc| < m, A 


1(0/8r)°E(x)} 
< саи, 
< clog ||, 
<, m — n — lal > 0. 
这 里 с 是 适当 的 正 的 常数 .使 用 此 基本 解 ,对 问 
题 (1) 具 有 Green 算 子 G 的 情形 ,一 般 说 来 , 我 
们 可 以 得 到 下 述 结论 : Green 函数 存在 , 且 可 写 
78 G(x, E) = E(x — Ë) + u(x, E), RB u(x, 
5) 满足 : i) WF EE D, А(д/Әх) u(x, §)=0: 
š) WT £ € D, Bi(x, д/дх) G(z,š) = 0 (z € 
S,i= 1,2, +++, b). 
CHART) ik 
(2) E 


14 


ay pe 
(ж) ka 
为 一 般 的 偏 微分 算 子 。 为 了 简单 起 见 ， 假 定 系 
数 为 C” 类 函数 ， 当 核 E(x，5) 满足 
A(x,0/0x)E(x, E) = 8(х — E) 

时 ,换言之 ,对 任意 的 p) ED, 

(E(x, Е), ‘A(x, 8/8x)p(#)), = ФСЕ) 
成 立时 , 称 E(x, E) 为 对 于 4 的 (一 个 ) 基本 解 
(fundamental solution)， 这 里 '4 表示 4 WRR 
算 子 (transposed operator): 

а (2) = Dov 


11 


m—n—|al < 0, 


m—n— |а| = 0, 


002, 


х (2). 


BERL, ЖР '4(x, 8/8x) 存 在 一 个 基本 解 
E(x, E), 使 得 :i) "ESEXUT B D, 到 2.0, 
хамн 2, 到 ;的 连续 映射 , i) 对 x E, 
若 E(x,) 为 两 个 变 基 的 С” 类 函数 , 则 满足 方 
Ë: 4(x, 8/Ox)u(x) 一 g(x) 的 任意 的 广义 函 
AR ule), 4 g(x) 为 С" 类 函数 时 , 它 也 同样 
是 C“ 类 函数 .一 般 说 来 ,对 于 偏 微分 算 子 4, 若 
当 g(x) 为 C” 类 函数 时 , u(x) 也 是 Cm 类 函数 ， 
RNR RAF OMERE (hypoclliptic 
operator), ШЕЯ Rpt WAT Ж E A 
MAF. L. Hórmander 曾 刻画 了 常 系数 准 
椭 加 型 微分 算 子 的 代数 特征 《[81)《 一 微分 算 


Ф). BR Ele, E) 满足 Al, 8/8x) E(x, E) 
= ê (x — Е) +оо (z, B) If o (z, E) 为 两 个 变 
最 的 С” 类 函数 , 则 E(x, 5) 称 为 4 的 (一 个 ) 氢 
基本 解 《parametrix)。 为 了 证 明 4 是 准 椭 贺 型 
的 ,只 需 证 明 具 有 上 述 性 质 i), н) 的 拟 基 本 解 
E(x, E) 存在 就 足够 了 . 

对 于 发 展 方程 " 

Lla] = dun +d 


e 
PO (22. иб n) =o, 


r€R, s<: < T, 
M EG n E, t0) (a < í < T), Wie La (E 
(z, г; Ë, 5) = 0 (z > а), 并 且 满 足 初始 条 件 


im D. EG 15 Es o) 


E 
E { 0, 0<j<m—2, 
S iaai ATO aami om. 
时 ,就 称 Е(х, 158000) 为 此 发 展 方程 的 基本 解 . 


СФ] [1] H. G. Garnir, Les problèmes aux lim- 
ites de la physique mathématique, Birkhauser, Basel, 1958, 
(2) mpm, OI ELA, Bek, 1965; [3] R. 
Courant-D, Hilbert, Methods of mathematical physics II, 
Interscience, 1962 (rb PRA: R. FIBA, D. 希 尔 伯 特 ,数学 物 
MIE, U, MMB, 1977); [4] L. Girding, Dirich 
let's problem for linear elliptic diffe equations, 
Math. Scand, 1 (1953), 55—72; [5] M. Schechter, 
General boundary value problems for elliptic partial dif 
ferential equations, Comm. Pure Appl. Math., 12 (1959), 
457—486; [6] L. Girding, Applications of the theory 
of direct integrals of Hilbert spaces to some integral and 
differential operators, Univ. of Maryland series no. 11, 
1954; (7) L. Schwartz, Théorie des distributions 1, 
Hermann, 1950, [8] L. Hórmander, On the theory of 
general partial differential operators, Acta Math., 94 
(1955), 161—248 (Ж: L. EB. ARAM AE 
论 , 上 海 科学 技术 出 版 社 ，19647. 


积分 方程 [€ integral equation Ж équation 
intégrale ¿Ë Integralgleichung  интегральное 
уравнение 9 积分 方程 式 ] 包含 未 知 函数 的 
积分 的 方程 称 为 积分 方程 。 现 在 研究 得 比较 彻 
底 的 方程 , 主要 是 线性 积分 方程 (linear integral 
equation)， 特 别 是 下 面 形式 的 重要 方程 . 
рп HE Euclid 空间 的 区 域 , I), K 
Cas y) HTE ж == Qo tap 111 х„) € D, =O 


积分 方程 
yn 712 ya) € D ХС, 4S ф(х) X 
D 上 的 未 知 函数 时 ,下 面 这 样 的 方程 


CD [KG eddy = 1@), 
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G) әб) – | Keay = 1), 


O A@e@)— Í| KG, 900045 = (GD, 
一 般 称 为 Fredholm 型 积分 方程 或 者 Fred- 
holm 积分 方程 (Fredholm's integral equation) , 
特别 ， 把 (1) 称 为 第 一 类 (first kind), 把 (2) 称 
为 第 二 类 (second kind) ,把 (3) 称 为 第 三 类 (third 


kind), бй ( dy ED Ей» ae EN 


dye dy, 的 意义 ， 在 这 些 方程 之 中 研究 得 最 
详细 的 是 第 二 类 ， 第 三 类 在 许多 情形 都 可 以 形 
式 地 变 成 第 二 类 .K(x, у) 称 为 积分 方程 的 核 
(kernel). 

当 自 变量 的 变化 域 是 一 维 的 ， 也 就 是 实数 
区 间 时 ,方程 


Q) [кс 0024 = 16), 
Q) «Q9 [KG DO = 1), 


Go) A@e@) |K Одлу = 160 


一 般 称 为 Volterra 型 积分 方程 或 者 Volterra 
积分 方程 〈Volterra's integral equation)， 而 且 把 
(1) 称 为 第 一 类 ,把 (2 ) 称 作 第 二 类 ,把 (3 ) 称 
为 第 三 类 ， 虽 然 可 以 把 Volterra 型 积分 方程 考 
BAH x 二 y 时 具有 0 核 的 Fredholm 型 积分 
方程 ,但 是 它们 两 者 之 间 有 着 很 大 差别 ,因此 通 
常 对 它们 分 别 进行 处 理 ， 

上 述 各 种 方程 ,特别 是 后 面 几 个 ,和 特征 值 
问题 有 联系 ， 常 常 是 把 核 写成 包含 参数 的 形 
R MK(Czr, y) 来 处 理 . 

积分 方程 的 理论 , 是 N. H. Abd 在 1823 
年 为 了 论证 在 重力 场 中 落体 运动 的 轨道 形式 与 
落下 时 间 的 关系 时 开始 的 。 一般， 对 于 随时 间 

+ 变化 的 量 p, 若 它 与 过 去 或 者 未 来 某 一 时 间 
间隔 中 的 9 的 值 按 某 规律 相 联系 ,将 此 关系 
用 数学 形式 表达 出 来 ， 就 将 得 到 关于 eO 的 
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积分 方程 .如 果 自 变量 不 是 时 间 而 是 空间 坐标 ， 
那 末 事 情 也 是 同样 的 .这 样 一 来 ,许多 应 用 问题 
都 可 以 转化 为 积分 方程 问题 ([13])。 

【与 微分 方程 的 联系 】 许多 关于 微分 方程 
的 间 题 可 以 化 为 积分 方程 ， 根 据 这 一 点 ， 常 党 
可 以 使 得 问题 的 处 理 变 得 容易 ， 解 的 性 质变 得 
清楚 ， 例如 ; 对 于 二 阶 线性 常 微分 方程 2y/ 
de ly 一 0 在 边界 条 件 y(0) = yG) 一 0 下 
ЖИНИ, Ф Фу/д = ul), 积分 二 次 , Ж 
换 积 分 顺序 ,并 考虑 到 边界 条 件 , 则 得 


y = | G = «а (а вн, 
BAE FRIRE 

«ifa — «a — [re - «cos. 
Иван ИНХО, 2) 


(z, D 的 两 个 积分 ， 并 把 前 者 同 第 二 个 积分 加 
在 一 起 , 则 得 第 一 类 Fredholm 型 积分 方程 
wm al’ ole, наь, 
bre [RI = (gale en 
GE) E<], 

求解 这 个 积分 方程 与 求解 原来 的 微分 方程 是 等 
价 的 ,这 个 函数 G 就 称 为 上 面 边 值 问题 的 Green 
函数 '。 至 于 高 阶 微分 方程 ,也 可 同样 地 去 处 理 
(一 常 微分 方程 的 边 值 问题 ， 特 征 值 问题 )' 线 
性 常 向 分 方程 的 初 值 问题 ', 可 用 同样 的 处 理 方 
BACH Volterra 型 积分 方程 . 

还 有 ,关于 平面 上 的 Dirichlet 问题 ', 也 就 
是 求 这 样 的 函数 м 的 问题 : 在 闭 曲线 CE 
9G), = ds), 0 < ; < D HAM RAE c 
AS) 是 调和 的 ; ü) RPO) 为 在 C 上 定义 的 
连续 函数 , 当 从 C 的 内 部 向 C 上 一 点 (zo, yo) E 
近 时 ,关于 (x yo) -ZA „im < “Goy)= 
F(s). 对 此 , 令 

o- FQ, 
Кер) 


CLO — 90))9'G) — AO — eG) G) 
(eG) — POF + (GG) — УЖ) ” 


于 是 由 第 二 类 Fredholm 型 积分 方程 


a) 10) — [Gs Dulas 
的 连续 解 KO), 可 把 问题 的 解 “表达 为 

u(x, у) 一 f p(s) 8. log Lads, 
P= (eG) — z)! СО) у) n 为 内 法 线 。 
同样 地 ,对 于 把 н) 换 成 d) 34 C 的 内 部 向 
C 上 一 点 (zo y) 靠近 时 关于 Go y) — BUE 
ж ка 2x (х,у) = FG)” 的 Neumann 


问题 +, 令 
=F, 


LG: 
= (ФО) = 4G) 9°) —Ce() —0G)) 9G). 
x(CoG) — eG) + (66) — $G) 
则 问题 的 解 * 可 由 第 二 类 Fredholm 型 积分 方 
程 


MO = KO — V LGs Онда 
的 连续 解 a(:) 表达 为 
ulz, y) = — fca +c. 


但 是 ,为 了 求解 这 个 积分 方程, 条 件 [FC 


0 是 充分 必要 的 。 这 里 C 为 任意 常数 ， 问 题 的 
解 ,除了 这 个 附加 常数 外 ,被 唯一 地 确定 ([2] 第 
5 章 )， 至 于 一 般 的 椭 回 型 偏 微 分 方程 '， 也 可 
同样 地 去 处 理 . 

【Fredholm 型 积分 方程 】 以 下 就 自 变量 
为 一 维 , 也 就 是 DD 为 实数 的 有 限 区 间 a, b) F 
EKC, у) 及 1G) 为 连续 函数 的 情形 ,进行 论 
Ж CAB) Hilbert-Schmidt 核 一 节 为 止 )， 至 于 
Ao 维 有 界 闭 域 D 的 情形 ,也 是 同样 的 . 

【逐次 迭代 法 】 作为 第 二 类 Fredholm WR 
分 方程 的 解法 ,最 简单 的 是 逐次 选 代 法 (succes 
sive iteration) (也 称 为 逐次 通 近 法 (successive 
approximation))。 从 (2) 得 


eG) = 1) + t KG, у)рбу)ду. 


将 这 个 式 子 的 右 端 代入 这 个 右 端 积分 内 的 o, 


并 且 重复 这 种 操作 , 便 得 
мб) 1G) + У) | KG Ody 


+ [KG рода, 

这 里 K' 顺 次 是 由 

Kr, y) = Kla, y), 

кх, у) = | KG. KG. ds 
所 定义 我 们 把 它们 称 为 双核 Giterated kernel), 
如 果 > Кеба, y) 一 致 收敛 , 那 末 当 令 
(4) (х,у) = Se, y) 
时 ,(2) 的 解 就 由 。 
G) e(Q 1G) + |, RE Wy 
AB. CO 的 右边 的 级 数 称 为 Neumann £ft 


(Neumann series). 


一 般 , 对 于 核 K(x у), 我 们 把 满足 
KG) Кб, y) + | KG DRGs удао 


Кз y) — RGS у) + J ze, око, y)ds=0 


的 R(z, у) WH Klas y) RIME (resolvent 
kernel) 〈 也 有 人 把 Р(х, y) 称 为 预 解 核 ). 当 
预 解 核 存在 时 ，(2) 的 解 由 (5) 给 出 当 Neu- 
mann 级 数 一 致 收敛 时 ,(4) 就 给 出 K(x, y) 的 
预 解 核 。 在 Volterra 型 积分 方程 的 情形 。 登 核 
成 为 


Kt, y) = [ROG ОКО, уй» 


但 是 ,这 时 Neumann 级 数 一 致 绝对 收敛 . 

[Fredholm 解法 】 ED AA RAK, ЖК 
(z, y) 为 连续 的 。 在 Fredholm 型 积分 方程 的 
情形 , Neumann 级 数 当 K(x, у) 的 值 充 分 小 时 
或 者 刀 充 分 小 时 ， 是 一 致 收效 的 并 给 出 了 一 个 
预 解 核 , 但 是 ,在 一 般 情形 却 并 不 一 定 收敛 ， 因 
ib, Е. І. Fredholm 给 出 了 更 一 般 情形 的 预 解 
核 ， 取 以 АК(х, у) 为 核 的 积分 方程 , 令 


rd 
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DQ) 及 DG, у; 2) 分 别 由 
D@)=1 
+ gen foe pE E) ards 


==1 Е 


Dlx, ys3) = K(x, у) 

CD... хузну, 
来 定义 .这 些 级 数 是 一 致 收敛 的 ,而 且 是 4 的 
ЖЕШ. 4 DO) s 0 时 ， 若 设 关于 AKG, y) 
的 预 解 核 为 R(x, y; 1), BBA 


D(x, y; 2) _ " 
Da) R(x, у; 2. 


我 们 把 DO) 称 为 关于 核 K(x, у) 的 Fred 
holm 行列 式 (Fredholm's determinant), 把 D(x 
y; 2) 称 为 Fredholm 初 余子 式 (Fredholm's 
first minor), D(2) 与 关于 aK(x, у) Neumann 
级 数 之 间 ( 当 2 很 小 时 ) 有 着 
= - > NOD 

WKAR. CET AU DA) = 0 时 的 解 ，Fred- 
holm 利用 了 Fredholm r 次 余子 式 (Ftedholm’s 


roth minor) D (7777783); 


yu***3yr 
Hist tet, үр оттау e car 

D ;4)=Kk чы 
yit tta yr ) Dn) >> nt 


x fef [nre on) dendi 


уто 1 * s yrs Sta ** on 
(121% 4 €). 
【特征 值 问题 ，Fredhclm 择 一 定理 】 考虑 
第 二 类 齐 次 积分 方程 Chomogeneous integral equa- 
tion): 
O eG af KG, тову 


DARD AB RAR H K(x, y) 为 连续 的 .对 
TG), HERE P = 0 以 外 的 解 时 , 就 把 1 称 
为 转 征 值 (proper value，cigenvalue), 把 p(x) э® 
0 的 解 称 为 特征 函数 (proper function, cigenfunc- 
боп). 因为 着 (а) = 0 则 无 恒 等 于 0 以 外 的 
解 ， 所 以 特征 值 必 是 整 函 数 DO) 的 零点 ， 从 
一 个 特征 值 所 对 应 的 特征 函数 中 选择 有 限 个 线 
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HERON, IAHR MTR 
线性 组 合 ， 这 样 的 特征 函数 组 称 为 对 应 于 那个 
HEELS SABRE (oyster of fundamental fu- 
actions) Zb Bir A PES TESE ШЫН PERI A 
征 值 的 指数 (index)， 这 个 指数 同 关于 (6) 的 相 
PAB (associated equation) (也 称 为 转 置 方程 
{transposed equation)) 

(6) 46) — IJ, KG. oar — 0 


的 指数 一 致 ， 特 征 值 的 ,作为 整 函 数 D(X) 的 
零点 的 重 数 秘 为 它 的 相 重 数 (mutiptiio)， 如 
果 具 有 相 重 数 p, 指数 4 的 特征 值 RŽ RCE 
yi 2) 30 r 重 极点 , 那 末 它 们 之 间 就 有 关系 式 
etl Sr +9 R. 特别 , 当 r 一 1 时 有 ?一 
а. FASB, EEH SE QUA 
的 对 称 核 的 情形 就 是 一 例 (161). Bite fr 
限 多 个 特征 值 的 情形 ,也 没有 有 限 值 的 请 点 
当 与 特征 值 相 异 时 , 则 非 齐 次 方程 

D жб) | KEDY = IG) 

对 于 任意 的 连续 函数 JG) 可 以 唯一 地 解 出 .这 
时 , 因 DQ) v 0, 所 以 关于 AK oy) AOE 
R(x， yi A) 是 存在 的 ， 当 4 为 特征 值 时 ， 因 有 
D(A) = 0, 于 是 使 (7) 具有 解 的 充分 必要 条 伯 


Æ, HF (6) 的 一 切 解 (线性 无 关 的 有 限 个 ) 
OG) 有 


f oco = о 


成 立 ， 这 个 事实 称 为 Fredholm 择 一 定理 
(Fredholm’s alternative theorem) (一 紧 算 子 [Ricsz- 
Schauder 定理 ]). 


BURN кх, 9) = 22 3,6 00 的 
~ 


形式 时 , 称 为 可 分 核 (separated kernel, degenerate 
kernel) 或 者 称 为 Pincherle-Goursat 核 (Pin- 
cherle-Goursat kernel), 在 这 种 情形 ，D (2) 一 


det (в, — | содан), нана 


数 是 容易 求 出 的 。 一 般 的 核 也 可 以 作为 可 分 核 
的 极限 来 处 理 . 
【对 称 核 】 我 们 把 K(x, у) 是 实数 值 并 且 


K(x, y) = K(y, x) 的 核 称 为 对 称 核 (9ymmetric 
kernel)。 下 面 设 D 为 有 界 闭 域 , K(x, y ) 为 连续 
对 称 核 。 在 这 种 情形 , 齐 次 积分 方程 (6) 同 它 的 
相伴 方程 (6 ) 是 一 致 的 . 

对 称 核 K(x, у), РТТ о AINI 
必 具 有 特征 值 、 特 征 函数 ， 这 些 特征 值 都 是 实 
数 .对 应 于 相 异 的 特征 值 的 特征 医 数 是 互相 正 
交 的 .如 果 把 对 应 于 各 个 特征 值 的 基本 函数 系 
分 别 正规 正 交 化 ， 且 从 对 应 于 绝对 值 小 的 特征 
值 的 基本 函数 系 开始 编号 ， 那 林 就 得 到 正规 正 
ZARR {p(x)}。 我 们 把 它 称 为 完备 正规 正 
交 ( 基 本 ) 函 数 系 (complete orthonormal system of 
fundamental functions) 或 者 简单 地 称 为 完备 〈 正 
RM) 正 交 系 等 。 如 果 特征 值 也 是 分 别 把 指数 的 
重 数 计算 进去 ， 按 绝对 值 的 顺序 编号 ， 那 末 就 
有 下 面 的 等 式 成 立 : 
,KG ven. 


RMF ЯМЕ KC, y) 的 特征 值 是 {六}， 它 的 
完备 正规 正 交 基 本 函数 系 可 以 选 得 同 原核 
K(x, у) 的 一 致 . 

特征 函数 \ 特 征 值 可 以 技 下 面 那 样 求 出 : 令 


| nos да‹ — ss Wr BRC RUD 

lim © — < +00 

"° Uinta 
以 及 

lima”K" (x, y) e gy) 
存在 ， 若 取 使 得 p(x, с) s o 的 常数 <， 则 
9 (z, c) 就 是 Ke, у) 的 特征 函数 ,好 就 是 它 
的 特征 值 . 
一 般 , 当 设 КО, y) EORR Кеба, у) 的 特 

ани а", 对 应 的 特征 函数 为 p(x) 时, 设 1 的 
原始 ” 重 根 之 一 为 e, fE 


@ (z) = p=) 十 > etit ESTA 
= 
j—9,1,2-,2—1, 
则 至 少 对 于 一 个 i 而 言 ,e 以 是 原核 K(x, y) 的 


特征 值 , (x) 是 对 应 的 特征 函数 。 BRS 
核 的 特征 值 \ 特 征 函数 之 间 的 这 种 关系 ,对 于 不 


对 称 的 核 一 般 也 成 立 (11]). 
当 有 正规 正 交 化 了 的 ”个 特征 函数 0.) 
Gm. nn) 存在 时 , 令 
KG, у) — Уу POLO — x Gs, y), 


= Я 


M K.C MEES SER E ATE SEH A ER 
系 正好 是 ,相应 于 K(z,y) 的 从 其 中 除去 la…， 
¿, 与 iG, cns G0 后 的 特征 值 与 完备 正 
жж. 

Bo) ЖЭИЕ | (рб) = 1 的 任意 


函数 ,于 是 , 当 p(x) 正好 是 关于 KC, y) 的 最 
小 特征 值 如 的 特征 函数 时 ,二 个 变量 的 积分 


= Ms Ks yee (y)dedy 


取 最 大 值 ， 把 K(x, у) 的 特征 值 4。 按 绝对 值 
的 顺序 lanl < [2,4] 排列 并 且 编 号 ,对 于 # 个 
给 定 的 函数 (x) (i 一 1,…，n), 设 px) 为 
使 得 


|, оао, | coton т 
的 任意 函数 ,于 是 , 当 (0n) s. СОВ 
性 组 合 的 全 体 与 (euis t os) 的 线性 
组 合 的 全 体 一 致 时 ,二 重 积分 
J= |,|, KE Doo det 


的 最 大 值 就 成 为 最 小 ， 这 时 使 得 J 成 为 最 大 的 
Cs) 就 是 关于 KG, y) 的 特征 值 11. 的 特征 
函数 。 这 样 一 来 ， 特 征 值 也 可 由 这 个 变 分 问题 
确定 出 来 . 

【展开 定理 】 M K(x, y) 为 连续 对 称 核 ， 
ACs) 在 有 界 闭 域 D 上 平方 可 积 时 ,对 于 


i) = | KG, 08002 
的 je)。 可 以 引用 KG у) 的 完备 正规 正 交 基 
本 函数 系 (oO } 展开 成 一 致 收敛 级 数 
кә) = Devas с {даа 


我 们 把 它 称 为 Hilbert-Schmidt 展开 定理 
(Hilbert-Schmidt expansion theorem), 应 用 这 个 
定理 ,对 称 核 的 第 二 类 Fredholm 型 积分 方程 (7) 
的 解 , 当 % 不 是 特征 值 时 可 由 
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eG) =) Ha D L] уор (аа 
ёзъ) 
给 出 .还 有 , 当 m 宇 2 时 , 则 
Ke, y= $5 LOLO (一 到 收效)， 
ROBORE AK Ge, у) 的 预 解 核 为 AR Goss 2), 
则 


кх, y3 D = KG, у) жа У) 20090), 


л LG. — 2)" 
当 对 称 核 K(x,y), 对 于 任意 的 p(x) 常 满 
足 不 等 式 


5.5, K(x, y)e GO )4xdy > 0 


时 ,就 把 它 称 为 半 正 定 核 (Positive (semidefinite) 
kernel)。 特 别 , 若 等 号 只 限制 在 p(x) = 0 的 情 
形成 立 ， 就 把 它 称 为 正定 核 (positive definite 
kernel), 半 正 定 核 的 特征 值 ,全 是 正 的 , 并 且 


ке, y) = 2 POLO gato. 
=: è 
这 个 事实 称 为 _ Mercer 定理 。 此 外 , 当 实 连续 
函数 K(x, y) 为 非 对 称 的 时 ,着 设 
Í, K(x, KG, sds = Riles у)» 


j: Klss «ЭК(› yds = Riles у)» 


WR, (z, y) (> 一 1, 2) 便 是 半 正 定 核 ,两 者 的 
特征 值 的 全 体 是 一 致 的 ,并 且 都 是 正 的 ,把 它们 
设 为 NG 一 1，2，…*), 当 把 关于 它们 的 Ri Ra 

完备 正规 正 交 基本 函数 系 分 别 设 为 fw,(z) )， 
1e, G) ) 时 , 则 有 


{ко Ф) dy 695 

à f. K(x, y) biG) ду = eG) 
的 关系 成 立 ， 对 在 D 上 平方 可 积 的 h(x), 由 

по = | KG 04902 
表达 的 函数 f(x), 可 以 被 展开 成 一 至 收 全 的 级 
数 : 
(8) 1@= See, eJ, Goo (0s. 
为 使 不 限于 对 称 的 一 般 村 的 第 一 类 Fred- 
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holm 型 积分 方程 (1) 有 平方 可 积 的 解 ol) 存 
E, 其 充分 必要 条 件 是 :f(x) 可 以 展开 成 一 至 


ОТ (ea < +оо, ЯФ 


解 中 之 一 D cn ln Pals) CFEC) (161). 


此 外 ， 上 面 的 对 称 核 理论 可 以 推广 到 复数 值 的 
Hermite # (Hermitian kernel); K (x, y) 一 
KO, 2). 

对 于 以 上 所 处 理 的 限于 在 有 界 闭 域 D 上 具 
有 连续 核 K(x, y) 的 Fredholm 型 积分 方程 ,在 
连续 函数 空间 ССр), 可 以 作为 从 C(D) 到 c 


(D) WERF Toe) = | KG, 09004580 


理论 ,利用 泛 函 分 析 的 方法 来 处 理 ( 一 紧 算 子 ). 

【Hilbert-Schmidt 型 核 】 对 于 D 即使 不 是 
有 界 的 ,在 D x D 上 在 Lebesgue 积分 意义 下 
平方 可 积 的 核 K(x, y) 的 情形 (这 种 核 叫 作 
Hilbert-Schmidt 型 核 (kernel of Hilbert-Sch- 
midt type)), 由 于 上 述 积分 算 子 ' 成 为 L,(D) 
> LAD) 的 紧 算 子 ， 因 此， 上述 关于 连续 核 
K(x, y) 的 积分 方程 所 得 到 的 结果 ,大 体 上 在 这 
里 也 都 同样 地 成 立 ([4] ,一 紧 算 子 ). 

【 奇 核 】 一 般 , 对 于 核 K(x, y) 不 能 直接 
应 用 这 种 理论 的 情形 , 若 其 县 核 K"(*, у) 具有 
BOR Ru Go y)» WJ K(x，,y) АЖ (х, 


y) = Rats y) + Halas у) + | Rules DH, 


G, y)ds, Нк y) = Ў Кк, y). ERRA 


Фл ЈЕ, BIIIBTEORRUAEACS OR ER 
特征 值 \ 特 征 函 数 之 间 的 关系 ,在 这 里 还 是 同样 
地 成 立 ， 若 Kle, y) 在 хз у 处 连续 ， 而 在 
* 一 的 邻 域 中 具有 与 lz 一 ?| 上"(0<< 一 1D) 
相同 的 奇 性 , 则 对 于 使 得 (1 — a) m > 1 的 m， 
BR K(x, y) 是 连续 的 。 椭 贺 型 偏 微 分 方程 
的 Green 函数 ! 具 有 这 种 性 质 . 

一 般 ， 我 们 把 平方 不 可 积 的 核 称 为 奇 核 
(singular kernel), 以 奇 核 为 核 或 者 积分 区 域 是 无 
界 的 积分 方程 称 为 奇异 积分 方程 (singular inte- 
gral equation)。 例 如 ,对 于 任意 的 实数 о, 因为 


2 =; (Jz +2) 
Fre E rata 
ү +s 


所 以 在 (0,co) 上 的 连续 核 V2/z sin xy 的 特征 值 
1 的 指数 是 无 穷 大 又 , 设 < 为 任意 实数 ,因为 


作 hee 


所 以 在 (一 co， оо) 上 的 连续 核 e71 是 以 比 
1/2 大 的 所 有 的 4 = (1 + а) /2 为 其 特征 值 . 
在 这 种 情形 ,特征 值 的 集合 即 谱 (spectrum) 形 成 
连续 统 . 这 样 的 谱 称 为 连续 谱 (continuous spec- 
trum). 

特别 ,具有 Carleman 型 核 (kernel of Car- 
leman's type) 
K(x, y) = G(x, y)/(y — z), G(z, у) BH 
的 积分 方程 在 应 用 上 是 很 重要 的 。 对 这 种 情形 
说 来 ， 在 方程 中 所 出 现 的 积分 是 Cauchy 主 值 * 
意义 下 的 。 积 分 区 域 为 有 限 、 无 限 的 两 种 情形 
都 可 以 利用 Hilbert 变换 + 来 研究 ([8])， 此 外 ， 
关于 奇异 积分 算 子 ' 一 线性 算 子 【线性 算 子 的 
例 ]. 还 可 一 特征 值 问题 . 

【积分 方程 组 】 第 二 类 Fredholm 型 积分 
方程 组 可 以 直接 地 归结 为 单个 的 方程 ， 为 简单 
起 见 把 积分 域 设 为 [0,1], 考虑 方程 组 


о = a | K.G, ody = а). 
¿m 1,2, ә я, 


WF O<s<1,0<y<1, MRE, F, К 
按 


Ox +: — 1) = pe), 
F(z +i— 1) = (к), 
K(x+i-l,y+j—1) = Ki (z, y) 


来 定义 , 屠 末 方 各 组 就 化 为 如 下 的 单个 方程 
ec) — Af" KG, 00004 = FG). 


对 于 第 二 类 Volterra 型 积分 方程 组 ， 可 以 顺 次 . 
地 消去 未 知 函 数 而 化 为 单个 方程 . 

[Volterra 型 积分 方程 】 关于 第 一 类 
Volterra 型 积分 方程 


[кс Doa = io. 


WMR K(x, z) © 0, K,(z, y), РС) 连续 , W 
末 两 边 微分 便 得 第 二 类 Volterra 型 积分 方程 


*K,(z,y) d 
eG) + f TERES) o), = 过 


关于 一 般 的 Abel 积分 方程 (Abel’s integral 
equation) 
* G(x, y) 
(9) |; Gay 9)4y 1,0 <a < 1, 
如 果 G, G,, f ERK, GC, x) #0, 那 末 适当 
地 变形 就 可 化 为 


(нба, увода = 人 DC 一 Da 
其 中 
Hu, y) = [`— SG de 
(us y) Ge T 
从 而 ,由 于 HCu5 u) = Gu] sin ax) Gua) * 0, 
则 得 第 二 类 Volterra 型 积分 方程 


(и) + (aes ply)dy = glu), 
其 中 


в) = Huy дл 2 (Du — 27 ds 


=H(u, ну" (1) Ce m ae), 


在 本 条 开头 所 提 到 的 Abel 的 研究 ,就 是 给 定 落 
下 所 需 时 间 要 求 出 曲线 的 问题 《这 个 问题 称 为 
Abel 问题 (Abel's problem)), 而 这 个 问题 在 
(9) 中 由 G(x, у) = La = 1/2 的 情形 所 给 出 。 
在 Сбх, y) 三 1 的 情形 ,(9) 的 解 可 由 


Фб) 一 Sas yo |G отой) 


表达 出 来 . 

【 非 线性 积分 方程 】 含有 参数 》 的 非 线性 
积分 方程 (non-linear integral equation), 4E 2 {Hl 
上 往往 出 现 分 野 虑 《bifurcation poin), RE 
说 , 当 变动 实 参数 1 使 其 通过 特定 的 值 В, 
对 应 的 实数 值 方程 的 实数 值 解 的 个 数 往往 发 生 
变化 .根据 下 面 的 例子 


çG) 一 f PO) dy = 1, 
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对 于 4<1/4, N| gG) = (+V 1 — 42/21 
便 是 实数 值 解 ,而 对 于 1 > 1/4, 便 没有 实数 什 
解 。 因 此 , 一 1/4 就 是 分 歧 点 . 

在 非 线 性 积分 方程 中 ,关于 下 面 的 Ham- 
merstein 积分 方程 CHammerstein’s integral equa- 
tion) 已 有 详细 的 研究 ([8],[9]): 


Q0) әб) + | KG, MfG» OG) dy = 0. 


WR K(x, y) 5 Ку» 0) 平方 可 积 , Ку, u) W 
EAF” 的 适当 小 的 系数 的 Lipschirz 条 件 , 那 
末 (10) 就 可 以 用 逐次 逼近 法 去 解 。 如果 KG, 


›) 是 平方 可 积 的 半 正定 核 , 且 (IG Py 


有 界 ， 那 末 在 关于 Ky и) AEE Lipschitz 条 件 
宽 的 限制 下 ,可 以 证 明 (10) 的 解 的 存在 性 与 唯 
一 性 ， 在 非 对 称 核 的 情形 ， 如果 把 “ 半 正定 核 ” 
代替 为 均 方 连续 (continuous in the mean) ,也 就 
due oe 

| IKG’, 9) — KG» Py o, 


以 及 满足 交换 了 = 与 y 的 同样 的 条 件 ， 那 末 可 
得 类 似 的 结果 . 
非 线性 Volterra 型 积分 方程 


eG) = 1G) + [° FG, уз dys 
如 果 F(x уз 满足 关于 “的 以 (r, PY 
可 积 函数 为 系数 的 Lipxhitz KHH ||, Р(х, 


y 1G) dy] BA = 的 平方 可 积 函数 所 限制 ， 


那 末 就 可 用 逐次 带 近 法 去 解 。 这 里 , 设 Fry; 
u) 与 GO 都 是 平方 可 积 的 。 在 它们 是 连续 函 
数 的 情形 ， 仿 照常 微分 方程 的 初 值 问题 的 处 理 
方法 ， 就 可 给 出 连续 解 的 存在 性 与 唯一 性 的 条 
件 以 及 比较 定理 '《[121). 

【数值 解法 】 在 候 定 函数 都 是 连续 的 ， 积 
分 方程 只 具有 一 个 解 的 前 提 下 , KBR 
方程 的 数值 解法 (numerical solution of integral 
equations), 数值 解法 大 致 可 以 分 为 两 类 : 将 上 
述 理论 解法 原封 不 动 地 利用 于 近似 计算 的 方法 
与 把 积分 方程 变换 为 其 他 种 类 的 方程 的 方法 . 

i) 利用 数值 积分 的 方法 。 考虑 积分 方程 
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[| FG, Фб) Ф000 = 0. 


在 区 闻 las 01 820 a = < n < L z, 
= b ЕФ PG) MEA po Ф", Po ЖН 
数值 积分 法 , 则 得 关于 o, 的 方程 组 


Di Рб tis 95 9) = 0, i— 1,2, 5, n, 
= 


这 与 把 微分 方程 用 差分 近似 求解 属于 同一 思 
想 ,因此 , 可 以 有 与 那 种 情形 (一 常 微分 方程 的 
数值 解法 ) 同 样 的 误差 分 析 理 论 ， 特别, 在 第 二 
类 Fredholm 型 积分 方程 的 情形 ,可 得 关于 p: 的 
线性 方程 组 ， 利 用 由 此 解 得 的 mw 值 , 若 把 原来 
积分 方程 中 的 积分 用 数值 积分 来 替换 ， 则 不 用 
插值 法 也 可 得 出 p(x) 的 值 . 

ii) 利用 递 推 公式 的 方法 ， 令 Fredholm fT 
PAX D(A) 与 Fredholm 第 一 子 行列 式 D(x, у; 
1) 的 关于 А 的 展开 式 的 2" 的 系数 分 别 为 4, 与 
如 (xz，》)， 则 有 如 下 的 递 推 公式 

d,G y) = 4,K(z, y) 
+ | KG, да а, 
apy 


dass — 


n+ lle 
dil, 
dlx, y) = K(x, y) 
成 立 ,对 此 可 以 利用 第 二 类 Fredholm 型 积分 方 
程 的 数值 解法 ([13])。 

ш) 利用 近似 核 的 方法 ， 如 果 把 第 二 类 
Fredholm 型 积分 方程 的 核 用 近似 核 来 替换 ， 那 
末 所 得 到 的 方程 的 解 就 是 原来 方程 的 近似 解 . 
如 果 选 择 在 数值 上 处 理 比较 容易 的 核 作为 近似 
核 , 则 数值 解法 就 可 利用 。 F. G. Tricomi 给 出 
了 这 种 情形 的 误差 估计 ([14]). 

iv) 迭代 法 .对 于 积分 方程 


eG) 一 fre. у» eG, PCy) dys 
适当 地 规定 pl), 根据 
Pane) 一 |, Е(х, ys Pa(#)s Paly))dy 


相继 地 作出 o. C) .在 已 知 近似 序列 {p.(z) bo 
收敛 于 原来 方程 的 解 的 情形 下 ， 若 中 断 在 有 限 
次 迭代 上 则 可 得 到 近似 解 pv(*)。 特别 是 ， 如 


da(s, s)ds, 


果 在 含有 参数 2 的 第 二 类 Fredholm 型 积分 方 
Pih 1 的 绝对 值 比 特征 值 的 最 小 绝对 值 还 小 ， 
那 末 这 个 方法 就 可 利用 . 

v) 应 用 变 分 法 的 方法 ， 积 分 方程 


6G. o) [FG o GO 1) dy = 0, 
在 适当 的 条 件 下 可 以 成 为 变 分 问题 
AD Jla) [ЕС y, або 000 акау 


+ не, u(x))dx = 极 值 


AY Euler 方程 '。 因此 ,积分 方程 的 数值 解法 使 
可 化 为 变 分 问题 (11) 的 数值 解法 ([15]). 

vi) Enskog 法 .如 果 在 包含 参数 4 的 第 二 
类 Fredholm 70534 27 FEARS VA ЗЕ ER ЖК Ф, (ж) 
而 后 积分 , 那 末 就 得 到 


» ， 
OAO = | аде, 0, 


这 里 
als) = e.) — à ко, x)o, dy. 


如 果 (Pr) 是 完备 正规 正 交 基本 函数 系 ， 那 
AE (be boar 正规 正 交 化 就 可 作出 完备 正规 正 
交 基 本 函数 系 (Xn) 关于 这 个 函数 系 的 解 
ф(х) 的 Fourier 系数 可 根据 上 面 得 到 的 关系 式 
来 计算 .这 个 结果 可 以 利用 于 数值 解法 ([81)， 
我 们 把 它 称 为 Enskog Ж (Enskog’s method), 

Volterra 型 积分 方程 适用 于 上 述 的 D, iv) 
等 . 那 时 ,由 于 稳定 性 等 的 缘故 ,通常 都 是 把 第 
一 类 Volterra 型 积分 方程 进行 微分 , 化 为 第 二 
类 Volterra 型 积分 方程 来 直接 进行 处 理 . 


[f] [1] G. Vivanti-F. Schwank, Elemente der 
Theorie der lineare Integralgleichungen, Helwingsche 
Verlagsbuchhandlung, Hannover, 1929, [2] 竹内 瑞 三 ， 
桔 分 方程 式 路 ， 共 立 出 版 ，1934; [3] E. Hellinger.O. 
‘Toeplitz, Integralgleichungen und Gleichungen mit unend- 
lichen Unbekannten, Teubner, 1928, [4] ЙЕ, 
MIGBAM, HBB, 1950; [5] L. Lichtenstein, 
Vorlesungen über einige Klassen nichtlinearer Integral 
gleichungen und Integrodifferentialgleichungen, Springer, 
1931, (6] =, MGR k Z 0 и, 柏 
Gen, 1944; (7) ”福原 满洲 堆 ， 积 分 方程 式 ， 共立 出 
Bi, 1955: [8] P. G. Tricomi, Integral equations, 
Interscience, 1957, [9] H. Schaefer, Neue Existenzs. 
tze in der Theorie nichtlinearer Integralgleichungen, 
Akademie-Verlag, 1955; [10] M. А. Красносельский, 
Топологические методы н нелинейных интегральных 
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Сингулярные янтегральные уравнения, Гостехиздат, 1946 
《中 译本 : н.И. 穆 斯 海里 什 维 里 ,奇异 积分 方程 ,上 海 科学 技 
术 出 版 社 ，1966), [12] T. Ѕа (HEE), Sur l'équation. 
intégrale non linéaire de Volterra, Compositio Math., 11 
《1953),271 一 290. 关 于 数值 解决 : [13] “日 高 孝 次 ,应 用 积分 
方程 式 痊 ， 河 出 ,1943; [14] Н. Bückner, Die praktische 
Behandlung von Integralgleichungen, Springer, 1952; [15] 
L. Collatz, Numerische Behandlung von Differentialglei 
chungen, Springer, 1951; [16] F. Smithies, Integral equa- 
tions, Cambridge Univ. Press, 1958; [17] C. Г. Мих 
лин,Многомерные сингулярные интегралы ú интеграль 
ные уравнения, Физматгиз, 1962 (中 译本 : С. T. ЖЬ 
H, 多 维 奇异 积分 与 积分 方程 , 上 海 科学 技术 出 版 社 ,1964): 
[18) Л, Я. Канторович, В. И. Крылов. Приближен- 
ные методы высшего анализа, изд. 3, Гостехиздат,1949. 


积分 微分 方程 (Ж integro-differential equation 
ik équation intégro-différenticlle 4$ Integro-Dif- 
ferentialgleichung 4A интегро-дифференциаль- 
ное уравнене 8 积分 微分 方程 式 ] 对 包含 
一 个 算 子 了 的 泛 函 方程 
(l) Hes (O, zl), (TH) — 0, 

r<: < 
о) ROLE 
根据 所 给 7 的 特殊 形式 , 它 可 表示 微分 方程 , 差 
分 微分 方程 ,积分 方程 ,积分 微分 方程 等 (11]， 
16]), 特 别 令 
G) fn»5p»0D-:—in»-5 


@ (TDO = [коа 


我 们 就 得 到 积分 微分 方程 
G) х'ч)= z(0) 

+ [9 KG, sy 0ds 
在 这 里 , eG) = 常数 的 情形 称 为 Fredholm 型 
(Fredholm type) 积 分 微分 方程 ，p(z) = + 的 情 
形 称 为 Volterra 型 (Volterr type) 积分 微分 
ъв. 

【 初 值 问题 】 设 loth оа < 
<n, C(1) 是 工 上 连续 函数 的 集合 ， 工 是 当 
z€ C(1) 时 使 Tze C(1o) WHF, SETH 
Stk, S. 是 由 下 面 这 样 的 工 所 组 成 的 S 的 子 
Ж. 对 任意 的 z, y€ C(1), se lo WH x(z) 
«yG) Оң <<), WA Tz Ty ( 当 


积分 微分 方程 1029 
=). ZRET LEME 1 上 可 微 的 函数 
集合 . feM 是 指 : BRIG, x,y, 2) 对 re tos 
Iz}, ly ,1z| < © 有 定义 且 满足 Xe sys m) 
> Ке, x у, m) (a 22 mm z << z). WER 
定 , EC) f, z, у, z) 是 对 ze Dos Els] y] 
lz] < © 定义 的 ,而 且 TES. Rikr>0, A 
对 满足 (1),(2) 的 两 个 解 mn， € Z, 总 存在 一 
个 函数 we M 和 一 个 算 子 0€ $+, 使 得 不 等 式 

o, z, — z аз — xo ©(х, — 5)) < 0 
对 所 有 这 样 的 Fe loin) — xG) = Y HnG) 
= (0) < y (4 n< r <:B9) 成 立 ， 再 设 存 
在 一 个 函数 pe Z, 满足 下 列 条 件 : 
0<р<7, :61 
e(t, p» ps Qo) > 0, t€ 16; 
обо + 0) > х;( + 0) — xs + 0), 
于 是 (1),(2) 至 多 只 有 一 个 解 € Z。 这 个 结果 
可 以 由 对 两 个 具有 不 同 初 值 x(0) = m G = 1, 
DOJ xl), RH 100 一 COL 的 估 
计 而 得 到 证 明 。 特 别 是 ,对 Fredholm 型 积分 微 
分 方程 ,假定 满足 下 列 条 件 : 
gG, y) — 8G y) < LOO — y), 
té lo y> у» LG) € CCo); 


(ко, 55 wD) — KG, oO 


<N@) Morera) — wis, 161, 
wy, wa€ C(I), m> wr t€ 1, 
N,MEC(D, N>0, M 20,r€l; 
|, омо): < о, rens 
NG) +000) <1 + PMG), t€ lh. 


TRA 
wlt, x» ys z) = z — L()y — NGOs, té lo 


ow (мса, 
ole) = BO + exp f. s+ 2M Gs, 


对 充分 小 的 6. 

【其 他 问题 】 类 似 于 线性 常 微分 方程 的 边 
值 问题 或 特征 值 问题 的 一 个 问题 ， 是 求解 具有 
边界 条 件 * = 0 的 线性 积分 微分 方程 


100 特殊 函数 方程 
(py — qu 
a (pu + | kG »dedey) = 0. 
w 
Dip] = 2 dz, + fav 


Hig) = | ¿ea 


+ face yee) p(y) drdy, 


于 是 上 面 这 个 问题 可 由 在 Hie) = 常数 的 条 件 
下 使 Die] 为 极 小 的 问题 导出 。 对 上 面 边 值 问 
题 的 正 交 条 件 由 


fonts 


$ NEG y)u,(z)u,GO4zdy 


-{ l, i=j, 

0, ij 

给 出 ([2]). а 
积分 微分 方程 和 数学 物理 或 工程 的 问题 有 


着 紧密 关系 , 在 有 旋 流体 的 平 换 问题 ([31), 三 
HAVELOCK Prandd 积分 微分 方程 ([4]), 反 
应 堆 动力 学 等 等 的 许多 研究 中 常常 出 现 . 关于 
BoM, ROMAE RB LOH 
HAAG) 是 由 下 列 方程 所 决定 的 : 


NR CO ENS Ё ^^ dry) 
KAZ ООЙ are es ss 


我 们 称 这 个 方程 为 Prandtl 积分 微分 方程 
(Prandtl’s integro-differential equation), jtrh Б 
AR, ууу 是 与 翼 幅 中 央 的 距离 ,+ BOL 
长 ,a 是 从 浮力 为 0 的 位 置 所 测 的 倾角 , 29 是 
浮力 系数 对 倾角 的 曲线 的 斜率 , p. v. 表示 积分 
时 取 Cauchy ffit. 

在 随机 过 程 方面 的 应 用 是 “Wiener-Hopf 
型 积分 微分 方程 (Wiener-Hopf integro-differential 
equation): 


(6) I (D + LORI 


Ade iG + дано), 


x20, D=d/dz, 
当 * 一 oo 时 具有 有 限 极限 的 解 的 研究 .对 于 


这 个 问题 ,利用 算 子 半 群 /方法 ,方程 (6) 可 以 扩 
展 成 


П (4 + усо 一 
= 


аа, |” Cocoa, ze 1, 


其 中 4 是 算 子 半 群 {7,} OARAF Cinfinite- 
simal gencrator)， 对 它 得 到 了 类 似 于 对 (6) 所 得 
到 的 结果 ([5]). 
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理 方法 1, BF Mt, 1958); (3] L. Lichtenstein, 
Vorlesungen über einige Klassen nichtlinearer Integral 
gleichungen und Integro-Differentialgleichungen, Sprin 
ger, 1931; [4] W. Р. Durand, Aerodynamic theory U, 
Stanford Univ., 1935; [5] S. Karlin-G. Szego, On сег 
tain differential-integral equations, Math. Z., 72 (1960)- 
205—228, [6] M. Namik Oğuztöreli, Time-lag contro! 
systems, Academic Press, 1966, 17] Н. И. Мусхелиш- 
вили, Сингулярные интегральные уравнения, Гостехиз 
дат, 1946 《中 译本 ; Н. И. 穆 斯 海里 什 维 里 ,奇异 积分 方程 ， 
上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966); [8] T. L. Saaty, Modern 
nonlinear equations, McGraw-Hill, 1967. 


特殊 函数 方程 [Ж special functional equations 
ik équations fonctionelles spéciales £% spezielle 
Funktionalgleichungen А специальные функ- 
цнональные уравненяя A 特殊 天 数 方程 式 ] 
所 谓 特殊 函数 方程 是 指 不 包含 极限 运算 的 函数 
方程 .这 种 函数 方程 虽然 在 各 种 领域 经 常 出 更。 
但 是 没有 统一 的 解法 。 通 常 是 把 它们 化 为 已 知 
的 标准 型 来 求解 .在 本 条 中 ， 主 要 考虑 的 是 非 
间断 的 取 实 数值 的 实 变 函数 . 

【加 性 函数 和 它 的 变形 ] 函 数 方程 
a) Кх + y) = Кю + Ку) 
的 连续 解 只 限于 1(x) = cz (< 是 常数 ) (A. L. 
Cauchy)。 即 使 假定 0) 在 某 点 连续 ,在 某 点 的 
邻 域内 是 有 界 的 或 是 可 测 函数 ,(1) 的 解 也 只 限 
于 cx. 但 是 ，G. Hamel 及 H. Lebesgue 利用 
超 限 归纳 法 证 明了 : B cx 外 还 存在 无 穷 多 个 
非 可 测 的 解 ( 直 正 次 [2] р. 94). 95—218, А. 
Ostrowski 证 明了 : 如 果 (1) 的 解 (x) 在 一 个 测 


度 为 正 的 集合 上 不 取 两 个 相 异 值 之 阅 的 值 ， 那 
AG) 是 连续 的 ([3])。 这 个 事实 一 般 也 可 以 
推广 到 xm ay, ху, +++, х„) RAR n ҖЕ Euclid ах 
闻 中 的 点 的 情形 ， 这 时 ,连续 解 只 限于 1G) 一 


У) Cixi(Ci 是 常数 ). 这 个 方程 的 解 恒 满足 方程 


а) 人 二 四 ro. 


(2) 的 连续 解 只 限于 fa) = 33 су, + Co (C, 


是 常数 )， 对 此 也 和 (1) 一 样 ,如 果 一 个 在 凸 域 
K 上 满足 (2) 的 解 , 在 一 个 测度 为 正 的 党 合 上 不 
取 两 个 相 异 值 之 间 的 值 , 那 末 它 是 连续 的 (福原 
满洲 雄 [41). 

考虑 
G) gG + y) = #(a)g(y) 
的 解 。 如 果 存在 使 得 ЕСЕ) = 0, 那 末 ООШ 
等 于 0 ,因此 假设 g(x) #0. 如 果 令 x 一 y, 那 
末 可 以 看 到 恒 有 g(z) 二 0。 令 0) = ов р(х), 
于 是 (3) 可 以 化 为 (1). 因此 ,(3) 的 连续 解 只 限 
F G) = exp(cz). 

考虑 
(4) (ио) = в(«) (о) 
的 解 ， 如 果 存 在 ,5 0, 使 得 (8) = 0, Ж 
A gQO 恒 等 于 0， 因 此 假定 “ 关 0 时 еби) = 
0. 对 于 wy>0 令 x 一 logw,y 一 logo, 于 是 
《4) 就 化 为 (3). 又 在 (4) 中 如 果 令 " 一 一 1, 那 
ЖИ а(н) = g( 一 1)g(w)， 因为 必须 有 g( 一 
1) = +1, 所 以 (4) 的 连续 解 是 1u|* BE (signa) 
sals, 

【一 般 加 法 定理 】 一 般 加 法 定理 (general 
addirion theorem) 是 : 如 果 方 程 
6) Кх + y) = FUG), 1G) 
在 一 co < x < + оо 中 存在 连续 的 非常 数 解 
KE), ЯВЖ Са) 是 严格 单调 函数 ,而 РСи, о) 
ЖТ и, о: а< u, "<<8 的 严格 单调 递增 连续 
函数 ， 且 “< F(u, s) < 8. 还 存在 一 个 < 使 
得 Fle, с) = с, 而且 关于 (о, 8) 中 的 任意 的 
u, v, ш 有 恒等式 F (Flu, v), w) = F (u, F 
Qv, w)). EZ, WRF 是 具有 这 样 性 质 的 函 
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数 , 那 末 在 一 oo < x < +оо 中 存在 连续 的 非 
BRR IG). BEG) 是 这 样 的 一 个 解 , 于 是 
Her) 就 给 出 了 其 它 的 连续 解 。 如 果 F(w,v) 还 
是 连续 可 微 的 , 那 末 (G) 就 是 微分 方程 
fG) = Еа), а)с, с = f(0) 

在 初始 条 件 CO) = а 之 下 所 得 到 的 解 . 

假设 F(u, v, w) Жи, о, w 的 有 理 整 式 . 
如 果 FOE), 10), f(x + y)) 一 0 具有 一 个 亚 
纯 函 数 解 (*), BA (@) 必须 是 有 理 函数 ， 
expex 的 有 理 函 数 或 椭 贺 函数 ([1] p. 64). 
G f@+y)+fG—y)— 2067100 
在 一 oo < z < + оо 中 的 连续 解 都 是 1(*) 一 
ex, x Д&т МЕГАН, (=) 是 = 的 同 维 数 的 
二 次 函数 1(z) = У asr. 


A 
О) IG+ y) + -»-2G0 
在 一 ce <r* 一 +oo 中 的 连续 解 是 (G) = 
cosh ex == (e** + e7*9)/2, Ht f(x) 一 coscs, fü 
果 人 允许 取 复 数值 , 那 末 1(x) == Cet + e7/2 
(“ 是 复数 ), 特 别 , 当 a 取 纯 号 数 时 就 包含 cosx。 

[Schroder 函数 方程 】 函数 方程 
(8) КӨ(х)) = ef) 
(其 中 9(x) 是 给 定 的 已 知 函数 ,< 是 常数 ) 称 为 
Schröder 函数 方程 (Schroder’s functional equa- 
tion), 如 果 h(x) 是 它 的 特 解 (到 0), IRE) 
的 通 解 由 1(x) = АС) (а) 给 出 ,其 中 p(x) 是 
9(6(x)) = p(x) 的 通 解 。 现在 假定 存在 一 点 
a 使 得 O(a) = a, 并 且 在 x 二。 的 邻 域 中 60(*x) 
和 f(x) 都 是 可 微 的 ,于 是 f(a) = 0 R O(a) = 
c. FE O(a) = c ЈК. MRO) 在 
z 二 4 二 次 可 微 , 且 |с| <1, BRE x 一 “的 
邻 域 中 序列 {(9,(*) 一 a)e HOC) 一 *,0,(*) 
= 6(0,.(z)),n = 0,1,2,:--) — Ell EAI 
极限 I) 是 所 求 (8) 的 一 个 解 。 如 果 lel = 
|@(a)| > 1, BS 9(x) = и, BALE и = а HY 
邻 域 中 /(6-(s)) = e~ би), 这 样 就 化 为 前 面 
的 情形 . 

关于 Schröder 方程 (8) 的 结果 ,可 以 推广 到 
函数 方程 组 
(9) 106,62), 0,(x),***, 9.0) 
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= Uii) + difi) + еб) 
7= 1,2, 
这 里 6,6) 在 * 一 0 是 0， 在 * 一 0 的 邻 域 中 
是 已 给 的 全 纯 函 数 , 由 它们 的 一 次 项 9100) 一 
ant + ап ху + + cb au х, 的 系数 所 组 成 的 
ЖЕРЕ А) Jordan 标准 型 ,是 右 端 hj sf. 
的 系数 的 矩阵 ， 假 设 特征 值 4(j = 1,5-5, n) 
的 绝对 值 是 正 的 且 小 于 1 ,而 g;(x) 是 只 包含 使 
Aj m APs Age 成 立 的 那 种 项 rzy…x3r 的 
多 项 式 ,于 是 适当 选取 g(x) 的 系数 , 可 以 使 得 
(9) 在 * 一 0 的 邻 域 中 具有 全 纯 解 。 对 所 有 特 
征 值 % 的 绝对 值 大 于 1 的 情形 , 可 以 得 到 同样 
的 结论 . 
与 此 相关 的 是 Abel 方程 

(10) КӨС) = 1G) + 1, 
MRS expíG) 一 v(x)， 那 末 就 得 到 形式 上 
的 Schröder 方程 


@(0G(z)) = cp(z). 
又 考虑 方程 
(11) IG +1) = A@ IG), 
MR log /(z) = eGO . 那 末 由 于 得 到 所 谓 的 
差分 方程 
pla + 1) — eG) = log AG), 
于 是 解 它 就 行 了 。 


[8) [1] Е. С. Picard, Leçons sur quelques &qua 
tions fonctionnelles, Gauthier-Villars, 1928, (2] ФЕ 
De RAM, ЖҮН, 1933; [3] A. Ostrowski, Ma 
thematische Miszellen XIV, Uber die Funktionalgleichung 
der Exponentialfunktion und verwandte Funktio nalgleich 
ungen, Jber Deutsch. Math. Verein., 38 (1929), 54—62; 
[4] RR. 初等 两 数 I o TRE SN D MRSS 
OOTI, BRASH, 7—2 (1954), 3—18; [5] 
ЗЫН, BRR, 3 BB PL PL» — AA, 1967; 
[6] Е. Hausdorff, Mengenlehre, Walter de Gruyter, 
第 二 版 1927, p. 175, (HA; Set theory, Chelsea), 1962, 
(中 译本 : F. 豪 斯 道夫 , 集 论 ,科学 出 版 社 ，1960); [7] J. 
Aczél, Lectures on functional equations and their apylica- 
tions, Academic Pres, 1966 (translation of a German 
edition, 1961). 


十 四 、 FF PE 函数 


特殊 函数 [Ж special functions, special functions 
for mathematical physics 法 fonctions spéciaux 4% 
spezielle Funktionen 4А специальные функции 
日 特殊 因数 ] 特殊 函数 一 词 ， 是 下 述 各 类 函 
数 族 的 总 称 ， 有 时 也 用 高 等 函数 或 者 高 等 超越 
函数 (higher transcendental functions) 等 名 称 。 
1) 函数 以 及 有 关 的 函数 (=T 函数 ); 2) 能 
用 初等 函数 的 不 定 积分 表示 的 Frend RY 
差 函 数 、 对 数 积分 等 (一 合流 型 函数 [初等 函 
数 的 不 定 积分 ]); 3) 椭圆 函数 (一 椭圆 函数 ); 
4) 在 各 种 曲线 坐标 ' 系 中 将 Laplace 方程 ! 等 进 
行 变量 分 离 而 得 到 的 二 阶 线性 常 微分 方程 的 
ж. 

关于 上 述 1) 一 3) 各 类 函数 ,分 别 在 各 有 关 
条 中 叙述 ;关于 第 4 类 函数 ,现在 稍 作 叙 述 . 根 
据 这 类 函数 所 满足 的 微分 方程 的 奇 点 的 性 质 ， 
可 以 进一步 将 它 分 成 如 下 的 三 种 函数 。 而 如 果 
方程 所 具有 的 奇 点 的 个 数 少 于 下 面 的 i) 一 语 ) 
中 所 说 的 方程 的 奇 点 的 个 数 ， 则 此 方程 的 解 就 
能 用 初等 函数 来 表示 。 

i) 超 几何 型 特殊 函数 (special function of 
hypergeometric type)。 若 微分 方程 在 复 球面 上 只 
有 三 个 正则 奇 点 +， 则 称 这 种 方程 的 解 为 超 几何 
型 特殊 函数 。 超 几何 函数 、Legendre 函数 等 都 
属于 这 种 类 型 。 通过 简单 的 变换 , 可 以 将 任意 
的 这 种 函数 归结 为 超 几 何 函 数 (一 超 几 何 函 
数 , 球 函数 ). 

ii) 合流 型 特殊 函数 (special function of 
confluent type), 若 超 几何 微分 方程 ;的 正则 奇 点 
有 两 个 汇合 ， 即 正则 奇 点 有 一 个 趋 于 另 一 个 而 
使 这 样 得 到 的 奇 点 成 为 第 一 类 非 正则 奇 点 +， 则 
称 满 足 这 种 方程 的 函数 为 合流 型 特殊 函数 (一 
合流 型 函数 )。 这 些 函 数 都 可 用 Whitaker В 
数 ?表示 ，Bessel 函数 (一 Bessel 函数 ) 以 及 其 他 


许多 重要 的 特殊 函数 都 属于 这 种 类 型 。 此 外 > 
只 在 无 穷 远 点 处 具有 第 二 类 非 正 则 奇 点 的 微分 
方程 的 解 , 即 抛物 柱 面 函 数 '， 也 可 以 归结 为 这 
HAM, 

iii) PRB HK He BW (special function of 
clipsoidal type)。 若 微分 方程 只 有 四 个 或 五 个 正 
则 奇 点 ， 其 中 某 些 也 可 能 汇合 而 成 为 非 正则 奇 
点 ， 则 称 满足 这 种 方程 的 函数 为 本 球 型 特殊 函 
数 。Lamé 函数 ，Mathieu 函数 , Ek Hk 2 58 He 
(= Mathieu 函数 ， 椭 球 调和 函数 ) 等 都 属于 这 
种 类 型 这 些 函数 与 )，ii) 不 同 ， 用 差分 微分 
方程 来 刻画 它们 是 有 困难 的 ， 这 方面 的 研究 也 . 
还 没有 充分 地 进行 。 最 狭义 地 讲 ， “特殊 函数 ” 
这 个 名 词 用 于 i) 和 ii) 两 种 函数 ， 而 不 包括 
iii), 

【特殊 函数 的 统一 理论 】 多 数 特殊 函数 是 
因 解 决 实际 问题 的 需要 而 分 别 引 人 的 ,但 是 , 关 
FERLERN AEO MA 
ВОВ. E d ВТ 
分 类 ,也 可 以 看 作 是 一 种 统一 的 理论 。 除 此 而 
外 ,还 有 如 下 的 尝试 。 

1) 用 Barnes 的 广义 超 几何 函数 ?来 表达 
或 者 由 形 如 
[а-аа an) Ga ауа 
的 定 积分 把 它 推 广 到 多 变数 的 情形 而 用 推广 的 
这 种 函数 来 表达 (一 超 几何 函数 )。 

2) 基于 Truesdell 的 差分 微分 方程 

BF(s,a)/0s = F(z,a + 1) 
的 统一 理论 , 它 包括 函数 在 内 ([13]). 

3) 基于 用 微分 算 子 (Laplace 算 子 ) 的 球 带 
函数 进行 展开 的 观点 加 以 统一 ， 这 种 微分 算 子 
在 作用 于 对 称 Riemann 流 形 的 可 迁 运动 群 下 是 
不 变 的 C 酉 表示 )。 由 此 特别 可 以 统一 地 得 


04 ЕЖ 
到 各 种 公式 . 


(5] [1] RRM, Hk EG BRB, 1962: 
[21 AHRR, RER. ERM - ВЕ А БН, 
1948: [3] HERE, ROR, BA, 1963; [4] 
1. N. Sneddon, Special functions of mathe matical physics 
and chemistry, Oliver and Boyd, 1956; [5] УЕМ 
本 英 典 ， 特 殊 画 数 ， 涯 波 测 座 现 代 让 用 数学 ，1958 (中 译本 : 
小 谷 正 雄 , 桥 本 英 典 ,特殊 函数 ,上 海 科学 技术 出 版 福 , 1962); 
[6] fiCQBM—EHEA-—EMA, 数学 公式 Ш, 岩 玻 
2%, 1960; [7] REMZIE, HAERA, RUH, 
1956; [8] E. T. Whittaker-G. N. Watson, Modern an- 
alysis, Cambridge, ME 1902, 3 4-8 1958; [9] E. 
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1957); [13] C. A. Truesdell, An essay toward a unified 
theory of special functions based upon the functional 
equation ƏF(z,a)/Əz = F(s,a + 1), Ann. of Math. Stu- 
dies, Princeton, 1948; [14] F. W. Schake, Eioführung 
in die Theorie der speziellen Funktionen der mathem- 
atischen Physik, Springer, 1963; [15) ”小 松 勇 作 ， 特 殊 画 
Ж, MA, 1967; [16] J. Meixner, Spezielle Funktionen 
der mathematischen Physik, Handbuch der Physik П, 
Springer, ЭБ 1933; [17] С. Szegó, Orthogonal 
polynomials, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ, {ТЖ 
1959, [18] Е. D. Rainville, Special functions, Mac 
milan, 1960, [19] Н. Я. Виленкин, Специальные фун- 
Kunn и теория представлений гругш, Физматгиз, 1965; 
(ЖК Ж: Special functions and the theory of group repre- 
sentations, Amer. Math. Soc. Transl, of Math. Monogra- 
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special functions, Academic Press, 1968; [21] Y. L. Luke, 
‘The special functions and their approximations I, If, Aca- 
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学 出 版 社 , 1979, 


FER 【 英 generating function 法 fonction 
génératrice 4b erzeugende Funktion {Ñ mpom- 
водящая функция 日 BK) 给 出 了 关于 
+ 的 在 + = 0 的 某 个 邻 域内 收敛 的 震级 数 
A= > a 
= 

SHEE TRA {а„}, 这 时 称 ge) 为 序列 (a) 
的 母 函数 或 生成 函数 ， 对 于 函数 列 {f(x)} 也 
类 似 , 把 在 (z, 0) 空间 的 某 个 域内 关于 x, ri 
敛 的 级 数 


кх) = SG" 
= 
称 为 函数 序列 {j,(x)} 的 母 活 数 。 还 有 , 当 
20) 一 ўе E 


Ini 


时 ， 有 时 称 g(x) 为 数列 {a,} 的 指数 母 函数 
(exponential generating function), 例如 , ZHR 
系数 "和 Legendre 多 项 式 ' 的 母 函 数 分 别 为 (1+ 
"和 (1 一 24x 十 P)-t。 若 已 知 {os} 或 {f(x)} 
的 母 函 数 ,就 可 以 给 出 a, M fL GO 的 积分 表示 ， 
例如 ,对 后 一 种 情况 ,有 


м) = | Kent, - 


КЛ 


Jh Buy sie c 是 以 原点 为 中 心 的 \ 正 方向 的 、 
充分 小 的 图 周 ， 可 以 把 母 更 数 关于 解析 开拓 
到 笃 级 数 的 收敛 城 以 外 。 许 多 重要 的 正 交 阴 数 
ЖЕ GRE CRI Ce ЕЗЕШ Ж). В 
助 于 母 函数 ， 我 们 可 以 导出 数列 和 函数 列 的 解 
析 性 质 , 因此 , 它 被 广泛 地 应 用 。 在 参数 不 是 束 
数 ， 而 是 连续 的 情形 下 ,一 般 说 来, 把 母 数 作 
% Laplace 变换 ,或 Fourier 变换 /的 形式 来 定义 
是 方便 的 。 特别 是 对 于 随机 分 布 的 分 布 函数 ， 
FG), 313: FG) BUG (on) HH ER 
ко Tenere, 
称 为 关于 FG) НЕИН В Coment genera- 


ting function), 


[Bernoulli 多 项 式 】 MERK 
zem - Dawe 


2-0 


—— 
B.G) = Во)" + (7) вок" 


+ (5) вои o + B0), 


称 B.(x) 为 ”次 Bernoulli 多 项 式 (Bernoulli 
polynomial), НР B,(0) 是 
= Sa, (7 


e EET] 


moth PN 


840) = 1, 
В(0) = —1/2, 
BA0)= 1/6,++*3 
Bri(0) = 0, п> 1; 
当 n21 hf, (—1)”1B;(0)220. #к B.=| B.(0)| 
为 Bernoulli # (Bernoulli number) (一 数 表 
5). 但 是 , 有 时 也 将 B.(0) 本 身 当 作 B。。 也 有 
WPL BART, TA Bo. 写作 B。 Bernoulli 
多 项 式 具有 下 述 性 质 : 
B(x + 1) — B.) = nz", 
aB,(«)/dx = nB,-(x), 
它们 可 以 应 用 于 插值 法 '。 例 如 ,差分 方程 


Ke + 1) -1@) = Sur 


的 多 项 式 解 ,可 以 用 
ко oS) Baus) + нй 


给 出 ， 特 别 是 ,我 们 有 1" 十 2" 十 "十 加 一 
(Baap + 1) — В,а(1))/ + 1), 
【Euler 多 项 式 】 用 母 函数 
et $ Гы 
+1 кю, 
定义 多 项 式 系 


E) = age" + (5 уаз 


a 
te ri 


Ж Eu(x) 29 5 x. Euler 多 项 式 (Euler polyno- 
mia), Sth a, 3E а= E,(0), 
2 23.4.4 
ed > пр 
从 而 a = 1, a = —1/2, 4471/5, ***, 2,70 
(n 2 1), Ж а, % Euler 数 。 然 而 ,更 经 常 
的 是 把 由 
ЗА 
Е„=(—1)° >} 2 MI 


即 


2 S p En в 
= sech r = >) (—1)" fee 


定义 的 E, 称 为 Euler 数 (Euler number) (一 
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数 表 5)。 Е. 全 都 是 整数 ， 第 奇数 个 为 0， 即 
Ез = 0 (m 一 0,1,…)， 而 第 偶数 个 为 正 、 
BI Eam > 0 (m = 0,1,---); 用 十 进 制 表示 时 ， 
Е, (m 21) 的 末 位 数字 是 5，Fuot (m > 1) 
的 末 位 数字 是 1， 有 时 也 将 E. SRE. CE 
WR r= У) 5 a^, Eue 多 项 式 满足 

E,(x) + E,(x + 1) = 2x", 

Е,(1 — x) = (—1)"Е,(х), 

dE, (x) /dx = nE, (x), 
ЖЫЙ. —1°+2°—3°+4—---+(—1)р" m 
(C7 1)E,(p + 1) — Е,(1))/2. 

[5] [1] ЧЕ, 数值 计算 ， 岩 波 ，1941; [2] 五 

RRE, HAR, GA, 1963; [3] Е. B. McBride, 


Obtaining generating functions, Springer, 1971. 


椭 回 函数 
elliptique 4& ellipische Funktion 4A эллипти- 
ческая функция Н ЖРВЖ] CBR 
Ў ф(х) 是 关于 zx 的 复 系数 的 三 次 或 四 次 多 项 
式 ，R(z, w) 是 关于 z, e WAAR MER 
RG V o GO) HBR He BW Celliptic irra- 
tional function), Bin f Rdz HRB 
积分 《elliptic integral)。 之 所 以 有 这 个 名 称 , 是 
由 于 这 些 积分 是 在 计算 椭圆 弧 长 时 出 现 的 。 任 . 
何 椭 回 积分 ,通过 适当 的 变量 变换 ,都 能 够 表示 
为 下 述 三 种 椭 贺 积分 


{3 elliptic function 法 fonction 


ae =F) — ke) 
与 初等 函数 之 和 (一 公式 161)， 分 别称 这 三 种 
积分 为 Legendre-Jacobi 标准 型 (Legendrc- 
Jacobi standard form) 下 的 第 一 类 、 第 二 类 、 第 三 
PRS (elliptic integral of the first, second, 
third kind), 这 种 分 类 法 相应 于 Abel 积分 ' 的 分 
28, WHA RH RBARD NMR (modulus), 
4。 称 为 参数 《parameter)， 设 p(z) 的 四 个 根 为 
в» Gos аз, а, (在 p(z) 是 三 次 多 项 式 的 情况 下 ， 
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可 以 认为 其 中 有 一 个 是 co). 对 应 于 椭圆 无 理 
函数 的 Riemann 面 ' 9t, 以 零点 ал, os аз, о, 为 
分 歧 度 1 的 分 枝 点 +y 而 且 由 两 叶 构成 ， 亏 格 * 
为 1， 若 被 积 函数 没有 残 数 ! 不 为 0 的 极点 , RU 
积分 的 多 值 性 完全 是 由 于 沿 习 的 正 截 口 (同调 
群 的 基 ) 的 积分 值 ( 称 为 周期 模 数 (periodicity 
modulus)) 不 等 于 零 而 引起 的 . 

【第 一 类 椭圆 积分 】 KERR 
没有 奇 点 ， 因 而 尺 的 积分 的 多 值 性 只 是 由 于 名 
的 拓扑 结构 而 产生 的 情形 ， 它 的 标准 型 是 


dz 
di k -2)0 
= 一 全 一 - 
os 
= w = F(R: Ф) 


其 中 = = sing, 这 个 积分 是 sn w HRB, 
当 设 ° 
Kua ae eee 
iun } “Ма = 2)0 б) 
PE QN: See NS 
jk PaaS F(ksx/2) 
R= KK), K'-i1—E 
时 ,周期 模 数 为 2:K“, 4K, K(k) 称 为 第 一 类 完 
AER AY (complete elliptic integral of the first 
kind), SIHR FO p) 称 为 第 一 类 不 完全 
Cincomplete) 椭圆 积分 (一 数 表 16) ， 若 设 
(1 + 4) sing cos 


2 is = > 
C) e rave 
Ew) 
sl 


WA FO) == (1 + КЕС 90/2 的 关系 ， 
称 为 Landen 变换 (Landen’s transformation), 
由 于 当 0 一 和 < 1 BER < k BATE, 
可 以 将 精 贺 积分 的 计算 归结 为 模 数 人 较 小 的 积 
5. 

(9238880) хакан 0 
的 极点 ， 因 而 它 的 积分 除 极点 外 没有 其 他 奇 点 
的 情形 。 它 的 标准 型 是 


„пева 
G) ро е 


= | VIZE ip аре выр), 
其 中 z = sing, Bik z = sn u WER 
„жаш, СОЕ 
FQ) = |" drud Bed + En, 
其 中 日 是 Jacobi 的 日 函数 。 
и iK” 
COREE ж), 
而 9, 是 后 面 所 述 的 9 EUG K, K' 就 是 上 面 第 
一 类 燃 圆 积分 中 所 述 的 量 ， 此 外 ,还 有 量 


e-f 
- [e int pie e E(kou/2)s 
称 为 第 二 类 完全 椭 加 积分 . 
【第 三 类 椭 加 积分】 这 是 具有 残 数 不 为 
0 的 极点 ,因而 它 的 积分 具有 对 数 奇 点 的 情形 。 


在 这 种 情形 , 残 数 也 引起 积分 的 多 值 性 。 它 的 
标准 型 是 


FO) -Í 


°C — ege 
[Pd 

“ha — @ sin?) V 

ЖАҢ 2 = sn u, а? = kna, 则 可 表示 为 

ЕС) = Olu =a) 


i Ө(и + a) 


O(a)’ 
+" eco) te 


(一 公式 16). 

【 实 圆 函数 与 周期 函数 】 椭圆 函数 在 历史 
上 是 作为 精 圆 积分 的 反 函 数 而 引入 的 ， 由 于 已 
经 知道 椭 贺 函数 的 特点 在 于 它 的 双 周 期 性 ， 所 
以 现在 它 是 作为 双 周 期 函数 而 定义 的 。 

一 般 地 说 ,在 加 法 群 *G 上 定义 的 函数 js)， 
如 果 对 于 某 个 me G, 关系 式 Кх + o) = f) 
对 一 切 € G RX WER o 29 1C) 的 周期 《pe- 
riod)。 具 有 不 等 于 0(G 的 单位 元 素 ) 的 周期 的 
函数 f(x), 称 为 周期 函数 (periodic function), 
f(s) 的 周期 的 全 体 , 构成 G 的 子 群 。 若 存在 该 
子 群 的 基 ob ++ › о, 则 称 这 些 ор е ,ws 为 
162) 的 医 本 周期 (fundamental period), 


mmo 


一 个 实 变量 的 不 等 于 常数 的 连续 周期 函 
数 ,只 具有 一 个 正 的 基本 周期 , 称 为 单 周期 函数 
(simply periodic function)。 三 角 函 数 ?是 其 代表 ， 
sinz, cosx 具有 基本 周期 2x, tanz, cot z 具有 
基本 周期 (— Fourier RH). 

п 个 复 变量 的 单 值 亚 纯 函 数 ， 只 要 不 是 常 
数 ， 那 么 它 在 实数 域 上 具有 的 线性 无 关 的 基本 
周期 的 个 数 不 能 多 于 2n 个 。 具有 两 个 基本 周 
期 的 单 复 变 函 数 , 称 为 双 周 期 函数 《doubly pe- 
riodic function)， 设 某 个 双 周 期 函数 的 基本 周期 
Ho, а", 对 于 任意 的 数 a, 以 а, a +o, a+, 
atutu 等 四 点 作为 顶点 的 平行 四 边 形 , 称 为 
基本 周期 平行 四 边 形 (fundamental period-paral- 
lelogram), 复 平面 被 基本 周期 平行 四 边 形 和 将 
它 平 行 移动 了 mo + no’ (myn = 0,1,…) 而 
得 到 的 全 等 的 平行 四 边 形 的 网 络 所 覆盖 .这 些 
平行 四 边 形 称 为 周期 平行 四 边 形 《period-paral- 
lelogram), 

在 有 限 复 平面 上 亚 纯 的 双 周 期 函数 IC) 
称 为 椭圆 函数 ， 为 了 易于 处 理 各 种 公式 , 通常 
将 椭 贺 函数 的 基本 周期 写 为 22w，2ws， 并 引入 
由 关系 o + o 十 由 一 0 定义 的 о, HOB 
数 的 导数 ,因而 高 阶 导 数 ,也 是 具有 相同 的 双 周 
期 的 椭 贺 函数 。 具 有 相同 的 双 周 期 的 椭 贺 函数 
的 全 体 , 构 成 一 个 域 '， 在 一 个 周期 平行 四 边 形 
内 的 极点 的 数目 是 有 限 的 .这 些 极 点 的 阶 数 之 
30, ООА АТ К 〈order)， 在 一 个 周期 
平行 四 边 形 内 没有 极点 的 栖 圆 函数 是 常数 
(Liouville 第 一 定理 ) .椭圆 函数 在 任何 一 个 周 
期 平行 四 边 形 内 的 极点 处 的 残 数 之 和 必 为 0 
(Liouville 第 二 定理 )。 因而 不 存在 所 谓 一 阶 
的 椭 贺 函数 ，" 阶 椭 贺 函数 在 一 个 周期 平行 四 
边 形 内 取 任 一 值 xk (Liouville 第 三 定理 ). 
在 一 个 周期 平行 四 边 形 内 的 零点 之 和 与 极点 之 
和 的 差 ,等 于 一 个 周期 〈Liouville 第 四 定理 ). 

(Weierstrass 椭圆 函数 】 К. Weierstrass 将 


Bunt E(—-) 


定义 为 最 简单 的 椭 贺 函数. Rh 0 = 2mo + 
Inos m, n AER. 27 表示 分 别 对 m, n A 


MARK 1037 


—о Ж +00 (fk 0 = 0 (Rl m = n = 0) А) 
和 ， 这 是 基本 周期 为 2a 20; 的 二 阶 椭 圆 函 
Ж, HH Weierstrass 的 P 函数 (pe-function), 
Weierstrass 还 按照 


ОЕ e( ++ 1), 


p “ “ ш? 
o(u) = «n((1— ) (5 + £) 
定义 了 《5 函数 (zea function) 和 口 函数 (sigma 
function)。 它 们 具有 拟 周期 性 , 即 
(4) {Си + 20) = Un) 十 20， 
(5) (+ 201) = — et") ou), 
m + m + m = 0, y = Uo), im 152535 
它们 还 满足 下 列 关系 式 : 
(6) Plu) = 7 (u), 
(I) Cu) = dloga(u)/du = a'(u)/au). 
Plu) EBRR Cu), (u) EARR. AR 
基本 周期 平行 四 边 形 的 边界 一 周 积分 CC), 就 
得 到 
(8) mes 一 mo 
me 一 qun 一 +24, s(2) EID 
проз — nos 
称 为 Legendre 关系 (Legendre's relation), 
P 函数 的 导数 为 
Puy = —2 X 1/(u — 0), 
它 是 三 阶 椭圆 函数 , 在 它 与 多 函数 之 间 , 有 下 
列 关系 成 立 : 

(9) (Qu) = (P(e) PP (и) в 
AC Z(u)—e) 2 (и) — aN (и) ез)» 
g == 60 УУ 1/07, p= 140 X 1/0, 
eim P(w), і 1,2,3, 
已 经 知道 ， 将 此 式 逐 次 微分 ， 当 ”是 偶数 时 ， 
Pu) 可 以 表示 为 Pa) 的 有 理 整 式 ; n 
是 奇数 时 ,可 以 表示 为 Plu) 与 Pu) 的 有 理 

整 式 之 积 . 
特别 是 , 当 在 (9) 中 设 nu) = z 时 , 则 可 
发 现 多 函数 是 椭 贺 积分 
i f ое чнч 
Ма ва — Bs 
的 反 函 数 Co AX 161V), 
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任何 椭圆 函数 都 能 用 Weierstrass 函数 来 表 
示 。 例 如 , 若 假定 Ки) ВЫ ЭО араз" "ан 
它们 的 阶 数 顺 次 为 his has tts hms Ku) 在 极点 


则 有 
GD кө=с+ Ў (лабаа) 


Sh (—1¥ dy gunn 
+> CD Piu «)). 
C 是 根据 Ки) 确定 的 常数 ， 将 此 式 加 以 整理 ， 
应 用 多 函数 和 5 函数 的 加 法 定理 (二 公式 
16), 就 可 以 把 上 式 写 为 
Ки) = A+ BP(u) 

的 形式 ， 其 中 A, BRA uw) 的 有 理 函数 ， 因 
而 ,车 将 具有 相同 周期 的 两 个 椭 贺 函数 象 上 面 
那样 用 多 AD 的 有 理 函数 来 表示 ,并 由 其 中 
消去 多 MP’, 则 得 到 一 个 系数 为 常数 的 代数 
BR. 作为 一 个 特例 ， 由 于 GO 也 是 一 个 与 
Ки) 具有 相同 周期 的 椭 回 函数 ,在 人 x) 和 f(x) 
之 间 进 行 上 面 的 运算 , 则 可 以 知道 ,每 一 个 椭圆 
函数 满足 一 个 常 系数 一 阶 代数 微 分 方程 !， 此 
Bhs fC + v), Ки) Ке) 还 满足 一 个 代数 方 
程 。 БАТУР БЕГ ОВЕ К, 都 有 一 条 代数 的 
加 法 定理 。 

СЖ ЖИ) 将 将 圆 函数 的 定义 准 
广 , 如 果 亚 纯 函数 对 于 基本 “周期 " 2w, 203 W 
足 
a2) Ки + 201) 一 mfu), 
Ки + 205) = mf Cu) 
Сш» в HBO > АК Ки) HWRE 
elliptic function of the second kind)。 与 此 相应 。 
我 们 把 前 面 所 说 的 椭圆 函数 称 为 第 一 类 椭圆 函 
BR. р, v ERR 
A3) Ки) = erou —#)/alu) 
是 第 二 类 椭圆 函数 的 一 例 ， 在 这 种 情况 下 、 有 
(14) 
在 给 定 а, ps 时 ， 由 此 式 可 以 决定 o, e, 于 是 
第 二 类 椭 贺 函数 可 以 用 上 面 的 函数 (13) 与 第 


pi = etti my, j= 1,3, 


一 类 椭圆 函数 之 积 来 表示 。 

【第 三 类 椭 贺 函数 】 如 果 亚 纯 函数 了 对 于 
KAM 201, 203, 下 列 关系 成 立 : 
(15) flu + 2oi) = eit Ки), i=1,3, 
Cais bi 是 常数 )， 则 称 Co) 为 第 三 类 椭圆 函 数 
(elliptic function of the third kind) (— Abel Ж 
[Ө 函数 ])。Weierstrass 的 o 函数 是 其 一 例 ， 此 
外 , 当 以 


(16) ou) = — 0909—90), 


ССЭ) 
i=1,2,3 
来 定义 01, oz， 0, BMA, CEER = Ж 
函数 。 对 于 第 二 类 ,第 三 类 椭圆 函数 , 20, 20; 
不 是 前 面 定义 的 意义 下 的 周期 ,但 是 ,为 了 方便 
EDL, 在 这 种 情形 下 也 沿用 “周期 "这 个 词 ， 函 
Bo, 称 为 余 o 函数 (co-sigma function), 
CHB э BBO и с", Sr > 0, 由 
Q7) эе) = 
255 C7 1)'q** sin(2n + 1)sv, 


9v,1) 32>) qt V cos(2n + 1) av» 


Bowr) 一 1 十 2 9 g” cos2nav, 


8wyr) 一 1+2 > (一 1)"9"cos2nzp 
= 

LSU MDLICIOEET (theta func- 
боп), 这 些 式 子 称 为 9 函数 的 9 展开 式 (4- 
expansion formula)， 有 时 9, 也 写 为 9. 9 函数 
是 周期 为 1, т 的 第 三 类 椭圆 函数 , EMA 
数 都 可 以 表示 为 几 个 9 函数 的 商 (具体 例子 一 
公式 16)。 由 于 9 函数 的 4 展开 式 的 各 项 是 按 
а п ИЕНЕН, ШС, 对 于 数值 计算 
非常 便利 . 

还 可 以 把 基本 周期 为 2o, 203 8— "Wi E] 
函数 看 作 以 20; = 203 20; 一 —2o 为 基本 
局 期 的 椭 贺 函数 。 因而 , 以 + 一 о/о 为 参数 
的 3 函数 可 以 用 以 中 一 ayol 一 一 ay 一 
一 1/r 为 参数 的 9 函数 来 表示 : 


《18) Ə(v,r) = i49i(v/7, 1/2), 
vsr) 一 49《(z/r 一 I/r)， 
vsr) = A3 on, —1/2), 
9S(v,r) = A9(v/z, —1/2), 

A =V ift exp (—xiv*/r), 

称 为 Jacobi 虚数 变换 (Jacobi"s imaginary trans- 
formation), 当 S, = 0 Bf, 由 于 141 = 1, 所 以 
4 展开 式 收敛 得 慢 , 然而 , 若 进行 虚数 变换 , 由 
于 3( 一 1/r) > 1, [41 = 0， 则 计算 就 容易 得 
多 . 

此 外 , э 函数 满足 热传导 型 偏 微分 方程 
(19) Әэ(и,т)/Әи == 4xi89(u,r)/8r 
(= 公式 1611), 

(Jacobi 椭 贺 函数】 С. G. J. Jacobi Ж 
积分 定义 为 Legendre-Jacobi 标准 型 (1) 的 第 一 
类 楷 贺 积分 的 反 函数 .采用 上 面 的 符号 , 则 有 如 
下 的 形式 令 w me — eus o н/о 


QU mesara 
ou) 
_ 2:60) э), 
$0) 9v)" 
EONPOPO 
О) ае) 840) 840)" 
(22) daw ia 940) $9) 


TOETOE 
在 这 些 sn, cn, dn 函数 之 间 ， 下 列 关系 式 成 
b 


Q3) smo + сї ш =, 
Bsn? w + date = 1, 

式 中 

GD е-э=в— LOY 


(э0)у' 


RMR, K = V 1 一 BRA AMAR Com- 
plementary modulus), 此 外 ， 有 dsnw/dw = 
cn w dn w, 而 * 一 sw 是 椭圆 积分 (1) 的 反 函 
3. 关于 其 他 各 种 性 质 一 公式 16 Ш, 

(8) (11 AGE, НР, ROLLE, 1958; 
[2] AWE, МЕНИЈА, ASM, 1936; [3] C. 
G. J. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellip- 
ticarum(if t T C. G. J. Jacobi’s Gesammelte Werke, Berlin, 


1881); [4] Н. G. Н. Halphen, Traité des fonctions 
elliptiques et de leurs applications 1, П, Ш, Gauthier-Vil- 
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lars, 1886—91; [5] А. Hurwitz and R. Courant, Vorle- 
sungen über allgemeine Funktionentheorie und elliptische 
Funktionen, Springer, 第 三 版 1929. 


Г даф [X gamma function 法 fonction gamma 
4 Gammafunktion i гамма-функция 日 OW 
> 了 天 数 ] 【T 函数 】 以 无 穷 乘积 


A 
iB 3642 
定义 的 函数 (L. Euler, 1729) F(x), Ж А. 
М. Legendre 的 命名 ,被 称 为 FBR, 或 第 二 类 
Euler $15} (Eulet's integral of the second kind), 

后 一 个 名 称 是 由 于 当 * 为 正 实数 时 ,就 有 


T) = N et "tua 


的 缘故 。 KBR TCO + 1) 一 xT(x) 这 样 
的 函数 关系 。 因而 ， 当 z 为 正 整数 时 ，T(x + 
1) 一 x!1。 即使 x 不 是 正 整数 ，C. F. Gauss 也 
将 T(x 十 DRANGE) R z 1 现在 也 称 它 
为 阶乘 函数 〈factorial funcion), T 函数 也 可 以 
定义 为 函数 关系 TC + 1) =T) 在 条 件 
T(1) = 1, lim T(x + n)/T(n)n* 一 1 下 的 解 ， 


而 且 可 以 写成 如 下 的 形式 : 
Zi xu 
TG) “二 (1+ enm 

称 为 Weierstrass 标准 型 (Weierstrass canonical 


form), 其 中 C 称 为 Euler Ж (Euler's 
constant)， 其 定义 为 
Š 1 1 
c= m (1 ttti- tog), 
其 数值 近似 为 


0.577215664901532860606512090082 ---, 
虽然 猜想 它 是 超越 数 !, 但 是 至 今 还 不 知道 它 是 
不 是 无 理 数 。 C 的 数值 , Adams (1878) 曾 计算 
到 260 小 数位 ， 近 年 来 用 电子 计算 机 计算 到 
1200 小 数位 以 上 ， 最 近 更 进一步 计算 到 7000 
小 数位 以 上 (У. А. Beyer and M. S. Waterman, 
Math. Comp. 28 (1974)), 

在 复数 x 平面 上 , TG) BR T EE x — 0, 
—1, —2, ++, 处 具有 一 阶 极点 而 外 ， 是 全 纯 
的 .在 Re > 0 时 , 求 T(x) 的 积分 表示 ,就 得 到 
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Hankel 的 积分 表示 : 
1 


2i sinar 


г() 一 一 


| poma, 
x 整数 ， 

其 中 周 线 c 是 位 于 沿 正 实 轴 切 开 的 复 平 面 上 ， 
从 +оо 出 发 , 按 正方 向 绕 原点 一 周 再 回 到 二 oo 
的 积分 路 径 . 

在 该 函数 的 各 种 性 质 中 (一 公式 17 站, 特 
别 是 在 数值 计算 方面 ,下 面 两 个 公式 是 有 用 的 : 
Binet 公式 


PO 
+ 2 dt, 9x90, 


ot 


URE larg z| < (x/2) — 8 (8 > 0) WAH 
下 成 立 的 渐 近 展开 式 (Stirling 公式 ) 
1 
igre) ~ (2 = Des 一 z+ (CE 
S 1)"1В,, 
wa 
其 中 B. 是 Bernoulli 数 '， 将 后 一 个 公式 进行 变 
形 , 可 以 得 到 
T(x + 1) = zt ~ xt 2x, 
对 于 大 的 正 整数 +, 可 以 使 用 此 式 . 
此 外 ,积分 
|a, fec. 360, 
称 为 不 完全 厂 函 数 (incomplete gamma function), 
在 绕 计 学 、 分 子 结构 论 等 领域 中 经 常 出 现 . 

【多 T 函 数 】 函数 的 导数 具有 如 下 的 定 
义 和 名 称 : WMI (digamma) 函数 或 (psi) B 
Ж (<) 一 dlogT(z)/dz; Ж Г (trigamma) 函 
Bi o (a); M T (tetragamma) 函数 (x); HO 
(pentagamma) 函数 (=) 等 。 这 些 总 称 为 多 
三 函数 (polygamma functions)， 其 中 (x) 是 函 
数 方程 

Oe + 1) — sx) = Их, 41) = С, 
lim (bx + n)— Ф(1 + n)) = 0 


的 解 。 
Св] 第 一 类 Euler 积分 〈Eulers 


integral of the first kind) 
i 
B(z,y) -| каа — 0d, 
i 


Six20, Ry > 0, 
称 为 BBR (beta function), CRATE c, 
y 的 解析 函数 +。 它 与 了 函数 之 间 有 下列 关系 
式 : 
Tro) 
BG) = LALO) 
0) T a Уу 

若 将 此 积分 的 上 限 1 换 成 变数 a, 便 定义 了 不 
完全 已 函数 (incomplete beta function) B(x,y). 

[5] [1] E. T. Whittaker-G. N. Watson, A course 
of modern analysis, Cambridge, 第 十 版 1958; [2] К. 
Pearson, Tables of the incomplete '-fonction, Cambridge 
Univ. Press, 第 二 版 1968, [3] K. Pearson, Tables of 
the incomplete beta-function, Cambridge, @ Т 1951: 
[4] E. Artin, Einführong in die Theorie der Gamma- 
funktionea, Hamburg, 1931 ti: F. Artin, The gam- 
ma function, Holt, Rinchart and Winston, 1964), [5] 
福原 满洲 堆 ， 姜 > SPAR, IIA, 1951; [6] KEME 
df, HL TARONA LIGA, iik 1952， 此 外 ， 一 特殊 函 
数 的 [ 参 ]. 


超 几何 函数 
fonction hypergéométrique 4% hypetgeometrische 
Funktion Á гипергеометрическая функция Н 
BRRR) 【 超 几何 函数 】 ИЖИ = HY НЕ 
级 数 


Е(а,в,7;2) = 


[3£ hypergeometric function 法 


rO 
10] 
S, Г(а+ п)Г(#+ п). 
Sera Ы, 
称 为 Gauss 级 数 或 超 几何 级 数 (hypergcometric 
series), CE |z| < 1 时 对 于 a, p 7 的 所 有 值 
是 收敛 的 ;在 |4] 一 1 时 对 于 %®(а+4—у)<0 
是 收敛 的 ;在 = 一 工时 的 值 为 (>)TCy 一 “一 
B)/T(v — a)r(v — 8) (假定 > 不 是 0 或 负 整 
TO. 把 用 超 几 何 级 数 确定 的 函数 进行 解析 开 
拓 +， 就 得 到 在 分 棱 点 = = 1 与 * = % ZIHU 
开 的 全 复 平 面 上 连续 的 单 值 解析 函数 ， 这 个 函 
数 称 为 超 几何 函数 (一 公式 181), 
超 几 何 函 数 是 微分 方程 


CD sa — 5E (и — Go вА DD) 


dw 
x SE ee = 0 
的 解 。 这 个 方程 称 为 超 几 何 微分 方程 Chyper- 
geometric differential equation) 或 Gauss 微分 方 
38 (Gaussian differential equation), 3X Jz fE 0, 
1,00 处 具有 正则 奇 点 ;的 Fuchs 型 ' 微 分 方程 
用 Riemann 的 P 函 数 ' 表 示 它 的 解 , 则 有 
о œ 1 
о а 0 = 

1—7 B 7 一 上 一 
但 是 ， 当 7Y,7 —a—8,a— 8 中 有 一 个 是 整 
数 时 , 存在 含有 logs HRM. 它 表示 微分 方程 
СТ) 在 相应 的 奇 点 的 邻 域内 的 解 。 当 7Y，7 一 
в— 8, a 一 8 中 没有 一 个 是 整数 时 ， 由 于 奇 点 

Я =r, r= Mz, zx 一 1 一 >， 
z'==/(z—1), z  (a—1)/2, z = 1/(1—z) 
进行 置换 ,因此 奇 点 附近 的 解 有 24 类 ， 这 一 点 
是 E. E. Kummer (1836) 最 先 发 现 的 。 

存在 各 种 曲线 C, 使 得 沿 C 的 积分 

w = [ea —«у — sot 
成 为 (1) 的 解 。 但 是 , 当 Ra>0, %(у—а)>0 
时 ,我 们 可 取 C 为 线段 [0, 1]， 于 是 ,相应 的 解 
在 单位 圆 内 是 全 纯 的 , 且 有 


eee CO NESN 
, FG fov i2) IG =e) 


x [^o ауа — zu)*du, 


由 于 被 积 函数 在 0, 1, 1/2 处 有 分 校 点 ,车 7 不 
是 整数 , 则 有 


F(a,8s732) 一 


“= Р Я 


1 
а= гоу — 


rr) me, 
хтео 二 可 $ 


X (1 — uy-* — zu) "du, 
Ra > 0, (у 一 c)>0; 若 7 是 整数 ， 就 得 到 


—— eee ЩН 
бат) = Q ey Ferra) 


x er u'(1—u)7* (1—zu) du, 


其 中 的 积分 路 径 , 例 如 关于 第 一 个 式 子 ,意味 着 
分 别 以 正 , TE» fo 负 的 方向 ,依次 绕 1, 0. 1, 0 
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各 一 周 。 有 时 就 以 这 些 式 子 作为 对 于 = 的 一 般 
的 超 几何 函数 的 定义 ,- 此 外 , 还 有 其 他 的 积分 
RAR (一 公式 18 D. 

【升降 算 子 法 】 在 复 球面 上 具有 三 个 正则 
奇 点 的 二 阶 线性 常 微分 方程 ， 可 以 通过 简单 的 
变换 归结 为 (1) 的 形式 。 在 这 类 方程 中 , 对 于 
含有 参数 的 方程 ， 可 以 用 两 种 方法 将 其 主 部 分 
解 为 两 个 一 阶 因子 之 积 ， 然 后 作出 关于 参数 的 
递 推 公式 而 直接 求解 ， 这 种 求解 的 方法 往往 是 
有 效 的 。 这 种 方法 称 为 升降 算 子 法 Cladder 
method) 或 因子 分 解 方法 (factorization method), 

例如 , 若 将 Legendre 微分 方程 写成 

Llw] = (1 КА — Pw Y 

+ n(n + 1)w) = 0, 
就 能 作 如 下 的 分 解 : 
L,—9$,- T, = Toa: Sat n s 


T.-(ü- 2$. nz, 
s, -0-22-—». i 


MAUR w, 是 Llw] = 0 М, 30 4 ES, - 
Tale] + nhu, = 0 的 两 边 乘 以 T。 就 得 到 
Tae ST [o,]1) + (Tlw) 一 0， 于 是 
Т.Д) 就 是 Llw] 一 0 的 解 ， 类 似 地 5, 
Соо] È Leal] 一 0 的 解 。 在 这 个 意义 上 ,分 
别称 s,, Т. 为 关于 参数 ”的 上 升 算 子 (step up 
operator, up-ladder) 和 下 降 算 子 (step down 
operator，down-ladder)。 上 面 的 关系 ,归根 到 底 ， 
无 非 是 Legendre 函数 的 递 推 公式 . 
【 超 几何 函数 的 推广 】 J. Thomas (1870) 
提出 由 
[COR COREL СЭЛ 
i+ ee 
(а), = A b 1)---(%+п— 1) 
定义 的 级 数 作为 超 几 何 级 数 的 一 个 推广 . 
级 数 的 和 满足 下 面 的 4 阶 微分 方程 


Mc Hi iat 


这 个 


+ (4, Ва) E a S 


+ (4, — B,z)w =0, t= logz, 
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YEA — 2, fi 一 1 的 情形 , 它 就 是 通常 的 超 几何 
SU. 广义 超 几 何 级 数 的 符号 为 


„ЕК mses» aps BisBs Ваза) 
Q) = Ge 
Anne, 


由 于 这 个 符号 是 由 L. Pochhammer 提出 \ 由 E. 
W. Barnes 进行 修正 的 ,所 以 常 称 为 Barnes 的 
广义 超 几何 函数 (Barnes” extended hypergeometric 
function), 采用 这 样 的 符号 ， 上 面 的 Gauss 级 
数 就 成 为 Flap, т 3z)。 采 用 与 超 几何 函数 
的 Barnes 的 积分 表示 相同 的 形式 ,可 以 得 到 上 
面 的 4 阶 微分 方程 的 解 

1 (eum 

«c = d (кн, 

Uni !с-= 
其 中 

K(f) = KG + 1), 


Teta )T( +) ota) 
T --1--80TQ ++) TG + 1+8O) 


此 外 , 超 几何 函数 可 以 用 形 如 

[ea — a — yaz 
WERDT PRCE BEI 
[Geha a HG ae 
WER. MONE 


> o. fe 


称 为 微分 方程 《Tissot- 
Pochhammer differential equation)， 其 中 


HO= 


ру» 


eO T Cm aD + D 
b+ m—v—2\ |, 
WR qunm 
htm—v—2 V. 
(Т?н ө), 
PG) = G — aX — a): — в), 
р) = PD (+ —#— 
cup 3 


wlz) = fc = ac а) 


(t — an PoE — 2)*774t, 
Pochhammer (1870) 将 此 函数 命名 为 广义 超 几 
何 函 数 . 
另 一 方面 ，H. E. Heine (1846) 将 Gauss 
级 数 作 另 一 种 推广 而 引进 了 Heine 级 数 , 即 
1—4)0—4) ， 
a-gxi- eae 19%) ae 
C= 9-99) 
ра, 
i q=1 + е, z=(1/e) log x, 并 取 极 限 e — 0, 
上 面 的 级 数 就 成 为 Gauss 级 数 . 

P. Appell (1880) 将 Gauss 级 数 在 形式 上 
推广 为 两 个 变量 的 级 数 ， 定义 了 四 种 函数 
(3D. 称 它们 为 Appell 二 变量 超 几 何 函 数 
(Appell’s hypergeometric function of two variables) 
(= 91815), C. E. Picard (1881) 指出 ， 
它们 都 可 以 用 形 如 

JG — oa — xay — унун 
的 积分 表示 。 

USAR ЛЕ АП 对 于 m 阶 的 对 
称 矩 阵 Z, C. S. Herz 按 下 述 方式 定义 了 矩阵 
变量 的 超 几何 函数 (hypergeometric functions of 
matrix argument) ([5]), WHERE Z 的 迹 ' 的 指数 
HR eplir Z) H rZ, 

oF (Z) = er Z, 
G) saF/(ao- yar3p tt 83732) 


1 

= nb ec(-4» 

“spb Bags AZ) 

X (det A) Аа" е» 
(4) pFesi(aiss aripb ++ 9895734) 

T4 | 

(2zi rrr 9? Jaz=x,>0 
tapis ASAZO) 
X (det Z ) 'dzndzx' 


Еа» 


一 «т2,Е (а 


dan. 
其 中 
A = Quoi 


Z = (C1  04)nu/ 1a m, 
т?) = ant r(r)rGr — 1/2)o 08 
T(r —(m—1)/2), 
4>0 表 示 4 是 正定 的 +。 4 Rr > (m—1)/2 
时 (3) 对 于 一 Z > 0 收敛 , 当 Rr 充分 大 时 , 适 
当地 取 Xos (4) 在 A 空间 的 某 个 域内 收敛 , B. 
成 为 其 变量 的 解析 函数 ， 特 别 是 有 
F(a; Z) = (det (E — 2))™. 
以 此 为 基础 ， 许 多 特殊 函数 和 与 此 有 关 的 公式 
都 可 以 推广 为 矩阵 变量 的 情形 。 例 如 ， 
m FC + (m + 1)/2; —Z) 
О) 4(2) гов Ge + DAD 
是 Bessel 函数 ! 的 一 个 推广 , 当 严 一 1 时 归结 为 
G/2)* IG) 一 AG/2)). 
(5) 可 以 应 用 于 数理 统计 学 的 非 中 心 Wishart 
f. 

СФ] [1] F. Klein, Vorlesungen über die hyper- 
geometrische Funktionen, Springer, 1933; [2] 福原 满洲 
dd, WWE MEN, Kem AB, BE, 1941. Jodi 
一 特殊 函数 的 [ 参 ]， 特 别 是 关于 多 变量 的 超 几 何 函数 ; [3] 
P. Appell, Sur les fonctions hypergéométriques de plusieurs 
variables, Mémor. Sci. Math., Gauthier-Villars, 1925. 关 于 
升降 算 子 法 的 应 用 ; [4] L. Infeld-T. E. Holl, The fac- 
torization method, Rev. Mod. Phys. 23 (1951), 21—68. 
关于 答 阵 变量 的 情形 ，[5] С. S. Herz, Bessel functions 
of matrix argument, Ann. of Math., 61 (1955), 474—523; 


[6] L. J- Slater, Generalized hypergeometric functions, 
Cambridge Univ. Press, 1966. 


球 函数 [Ж spherical function 法 fonction sp- 
hérique 4¢ Kugelfunktion f сферическая фун- 
xum Н REA 现代 数学 中 ，“ 球 函数 ”一 
词 的 含意 已 推广 到 一 般 的 对 称 Riemann 空间 的 
不 可 约 表示 的 情形 (~ 西 表示 )， 然 而 在 本 条 
B, 只 阐述 三 维 空间 内 关于 旋转 群 的 古典 Lap- 
lace ЖОЖ. 

如 果 了 满足 Laplace 方程 ' AV 一 0， 而 且 
是 正 交 坐 标 *， y> z 的 = 次 齐 次 函数 , 则 称 了 为 
7 次 立体 (调和) 函数 《solid harmonics), 4 # 
是 正 整数 时 ,存在 2n + 1 个 线性 无 关 的 = 次 立 
体 函 数 。 ERRERA C 0, Ф) 中 写 出 ， 则 为 
Y (05g). Ү.(9,ф) 称 为 = 次 面 ( 调 和 ) 函数 
(surface harmonics), У„(Ө,ф) 满足 微分 方程 


RBM оз 


1 әү. gY. 1 BY 

sin 08. ( uae =) + 50 Og? 

+ (п + 1)Y, = 0, 

对 于 9, p 进行 分 离 变 量 ,并 取 z = cos6, ДФ 
分 量 就 可 以 用 三 角 函 数 表 示 ， 而 6 分 量 可 以 归 
结 为 下 面 的 Legendre 连带 的 微分 方程 (Le- 
gendre’s associated differential equation) 的 解 : 


Фи dw 
1 1 2 2 
Жаш» 


m 
LED 


(Legendre 函数 】 (> Ast 18 П), 在 (1) 
中 取 m = 0, 并 将 = 替换 成 任意 的 复数 这样 
得 到 的 方程 
(2) (1 — # dw /ds? — 2sdw/dz 

+ x(> + lw = 0, 
称 为 Legendre 微分 方程 (Legendre’s differen- 
tial equation)。 其 基本 解 可 以 用 
m (pu 


+ (nn + je 


1 
ORO фра 
а анто (piy 
(4) 9. Ai sin =$ (e=) a 


来 表示 。 其 中 (3) 的 积分 路 径 , EERO, 
一 1) 剪 开 的 《平面 上 的 一 条 正 向 闭 曲 线 , H. 
使 1, = 是 该 闭 曲线 所 围 的 域 的 内 点 ;(4) 的 积 
分 路 径 是 在 平面 上 沿 负 向 绕 1 一 周 ， 沿 正 向 
$t 一 1 一 周 的 横 写 的 8 字 (co) 形 的 闭 曲线 。 
分 别称 函数 P,, О, 为 次 的 第 一 类 Legendre 
函数 和 第 二 类 Legendre 函数 (Legendre func- 
tion), (3) 称 为 P,(z) 的 Schläfli 积分 表示 
(Schiafli’s integral representation), Ж; R(v+1)> 
0, 也 可 以 将 (4) 的 积分 路 径 变形 而 得 到 
1 б—пу 

б) oo | CE at, 
4 v 是 整数 时 ,用 (5) 比较 方便 ， 

从 上 面 的 定义 式 (3) 一 (5), 能 够 推出 次 数 
不 同 的 Legendre 函数 之 闻 的 递 推 公式 ， 关 于 
PG) 的 递 推 公式 和 关于 0。(z*) 的 递 推 公式 在 
形式 上 是 完全 相同 的 (一 公式 181). 38P,G) 
的 被 积 函数 按 = 一 1 展开, 当 |1 一 z| <2, 
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可 以 将 P.C) 用 超 几何 级 数 表示 ， 即 PG) = 
ЕО + 1, — 1, (1 — z)/2); 将 0,2) 的 被 
积 函 数 按 5/z 展开 ， 当 |z] > 1，|jarg z| <x 
时 ,可 以 将 8,(z) 用 超 几何 级 数 + 表 示 , 即 


Vx Tv + 1) 
9.@ = (FTG F 
BEE 2 十 2 А. d 
x (>: 2 2 a 


这 些 展开 式 分 别 表示 Legendre 微分 方程 在 正则 
AE RAT z = 1 ft z = co 的 邻 域内 的 级 数 解 (一 
公式 18 ID, 

在 "是正 整 数 n 的 情况 下 ,由 于 在 (3) 中 ， 
E= 1 不 是 分 枝 点 ,所 以 可 以 把 它 表示 为 


= 
O к= $ Spa 
=- £ (2-1), 


2^n| da" 
称 为 Rodrigues 公式 ,在 此 情形 下 , P.(z) 是 
一 个 = 次 多 项 式 : 
| 


=>) (-1y 


(2а — 2r)! ee 
X nu — r)! 一 T) 


Роа) = 1, 


称 为 Legendre 多 项 式 (Legendre's polynomial) 
СА. M. Legenáre, 1784), 着 取 用 极 坐 村 表示 
的 两 点 (p,6), (1,0) 的 距离 的 倒数 (1 一 20 
cos0 + ot)! (OS BEBE, 把 它 按 展开 ,并 
iB z = cos6, 则 可 以 得 到 六 Р, С) от, 由 于 


Е] 


P,(z) 是 作为 о" 的 系数 而 出 现 的 ， 所 以 也 称 为 
Legendre 系数 (Legendre's coefficient), 34 = 
是 实数 时 ，((2n 十 1)/2)tP。(z) 构成 区 间 [ 一 1， 
+1) 上 的 正规 正 交 系 (~ ERBRA). P.(z) 
的 ”个 零点 全 是 实 的 单 根 ,并 且 处 于 区 间 ( 一 1， 
十 1) AL n DAM РО: 


РС cos 0) 一 (人 + >° 
E z) + o(4), 


P.G) 


9x cos) = deis +3)» 


т (1 
-1)*9 

【连带 的 Legendre 函数 】 (一 公式 18 11) 

设 m 是 正 整数 ,由 Legendre 函数 ,按照 

Pz(z) 一 (1 — #2)" nd"P,(#) /de", 

Q7) = (1 — z)”“4"0,Gz)/dz” 
FES PG), OF (=), 分 别称 为 第 一 类 连带 的 
Legendre 函数 和 第 二 类 连带 的 Legendre 函 
数 (associated Legendre function), 这 个 定义 是 
N. M. Ferrers 给 出 的 ,对 于 —1 < z < 1 的 情 
形 ,应 用 起 来 是 方便 的 ， 对 于 一 般 的 复数 z CE 
确 地 说 , 在 复 平面 上 除去 线段 [ 一 1, 十 1] 后 得 
到 的 域 G 内 的 复数 2), 可 以 采用 H. E。 Heine 
和 E. W. Hobson 的 定义 : 

PECE) = (2? — 1a" P, (а) /427, 
OPCE) 一 (2? — 1a" Q, (e) /d2", 
连带 的 Legendre 函数 满足 连带 的 Legendre M 
分 方程 (1)， 特 别 是 在 » = n GERM), = 一 

п+1)(л—т)! 1! om 
Geo woe, {ADOT ML)! ie 
(n —0,1,2,--- m 一 常数 ) 构成 [一 1, 1] 上 
的 正规 正 交 函 数 系 。 

Legendre 函数 的 加 法 定理 (addition theorem) 
是 : 

Р. (за ® V z: OAV E (19) соз) 

— PKP) + 2 > e= 

X P2(zi)P2(z;)cosmo, 
其 中 各 复 号 的 顺序 相同 ， 取 上 面 的 正 号 的 等 式 
是 按 Ferrers 定义 得 出 的 ,而 取 下 面 的 负 号 的 等 
式 是 按 Heine-Hobson 定义 得 出 的 。 

【 面 调 和 函数 】 由 上 面 的 考察 知道 ， 对 于 
面 调和 函数 Y.(6, p) (п = 0, 1,2, 2. 有 
2n + 1 个 无 关 的 解 

P,( cos), 

Pz( cos?) sin mp, 

Pr( cos) cos mp; 
1<m<n, 


因为 P. cos) 在 单位 球面 的 = 个 纬度 线 上 为 
0, Pr( cos0)cosmg, P2( cos8) sin mp ZE n — т 
个 纬度 线 和 普 个 经 度 线 上 为 0, 所 以 前 者 称 为 
9 (调和 ) GR (zonal harmonics), 后 者 称 为 田 
Ж (调和 ) GR (tesseral harmonics), » 次 的 一 
般 的 面 调和 函数 Y。 可 以 用 带 调 和 函数 和田 形 
调和 函数 的 线性 组 合 来 表示 : 

(7) Ү„(Ө›ф) = AnP, cos6) 

+ У) Ann cos mp 


E 

+ Baym sin mq)Pz(cos0), 
若 将 两 个 面 调和 函数 Y, YP) BAR (7) 的 形 
式 , 则 下 列 正 交 关系 成 立 : 


[уок өүө, в) чабаар = 5 
4х a ntm)! 
tg (вава Stee 
x (40,49), 十 di 
由 于 带 调和 函数 和 田 形 调和 函数 的 全 体 构成 球 
面 上 的 完备 正 交 系 '， 因 此， i Fourier 级 数 那 


样 ,球面 上 的 函数 人 96,m) 可 以 展开 成 一 个 正 交 
级 数 


Көн) = Уез) = У (Сен) 


= 
+ SPA, we 
zi 
+ Bam cn mg)P2( cos0) ). 
为 了 求 出 面 调和 函数 ， 下 面 的 方法 是 有 用 
SHARE 1, m, п 成 比例 的 方向 为 > 
则 函数 
ә 


C 
(art ntu 


а= P m + m° 
是 Laplace 方程 的 解 。 这 相当 于 物理 上 的 矩 为 
а, 方向 为 ?的 双 极 的 势 '。 一 般 的 多 极 的 势 


v= (1 s2)() 


也 满足 Laplace 方程 。 若 令 这 个 了 为 Ulas ys 
2)r777, 则 局 。 为 = 阶 球面 函数 (Maxwell = 


à ә (1) 
® у” 
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理 )。 若 v 取 各 个 特殊 方向 ， 则 相应 地 可 以 得 
到 各 个 球面 函数 。 例 如 , 若 取 所 有 的 » 为 z, MU 
可 以 得 到 带 调和 函数 ; 若 取 一 m 个 vi 为 z, 而 
mA v, SERIE xy 平面 上 ， 则 可 以 得 到 田 
形 调和 函数 。 设 连接 原点 与 极 坐标 中 两 点 (r 
8,9) A (7.6.9) 的 两 直线 间 的 夹 角 为 >， 则 
cosy 一 cosgcos6' + sln sin @' cos (p — Ф"), 
ЯЕ ЕАО (7.6.9) 的 直线 作为 定义 P。 
的 轴 , 则 得 


ит 
Por) = (—1 2 


称 为 双 轴 球面 函数 (biaxial spherical surface func- 
tion), 根据 P.C) 的 加 法 定理 ， 还 可 以 把 双 轴 
球面 函数 用 关于 每 个 轴 的 球面 函数 来 表示 。 
【Legendre 函数 的 推广 】 现在 将 mm 为 正 整 
数 的 连带 函数 推广 到 m 不 是 正 整数 的 情形 ， 首 
先 考 虑 m 是 负 整 数 的 情形 ， 将 m 改 写 为 —т, 
并 设 
рг) = A = [а ratae 
а fect 
оге) == eo frac. frase 


[Paes ooa 
(Ferrers 的 定义 )， 这 时 ,下 列 关系 式 成 立 : 
EG) = (riy Jom D pe, 


T(v - m+ 1) 
T(v — m+ 1) om 
Tele) eg. 
( 若 取 Heine-Hobson 的 定义 ， 便 可 去 掉 其 中 的 
(一 1)".) 进而 对 于 一 般 的 m, 利用 下 列 超 球 
微分 方程 (hyperspherical differential equation) 
(1 — 2)dw/dz: — 2( u + 3)zdw/dz 
+(v— uX»- pt lw=0 
的 两 个 基本 解 , 即 超 球 函 数 Chyperspherical func- 
tion): 


Pen) = 


Or"(z) = (—1)” 


om 


2'7^4x sin vx 
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ee 
$77 e 


9720) = —— 


《积分 路 径 ， 例 如 后 一 式 中 ,是 以 正方 向 绕 一 1 
一 周 , 以 负 方向 绕 1 一 周 ), 定义 关于 任意 的 上 
的 连带 的 Legendre 函数 为 : 


IG + ptl) ga yapa 
к=) SY ET DRO, 
“(= Г(›+ +1), ,_ (ea 
0:0) 一 TIG 1) (—1»^092X. 


特别 是 ,上 面 的 基本 解 中 的 第 一 个 , 即 PEG), 
在 ”一 /为 正 整 数 时 , 称 为 Gegenbauer 多 项 
5X (Gegenbauer polynomial)， 记 作 C,-,(z), Ë 
可 以 作为 母 函数 的 〈1 一 2hz + А2) 0er? 的 
展开 式 的 系数 而 得 到 . 

关于 多 变量 的 球 函 数 ，P. Appell, J. Kempé 
de Fériet 曾 进 行 过 研究 ([2]). 


[8] [1] E. W. Hobson. The theory of spherical 
and cllipsoidal harmonics, Cambridge Univ. Press, 1931 
(Chelsea, 1955); [2] P. Appell]. Kempé de Férie, 
Fonċtions hypergéométriques et hypersphériques, polyno- 
mes d'Hermite, Gauthier-Villars, 1926. 其 他 — 特殊 函数 
的 [ 参 ]. 


合流 型 函数 [HK function of confluent type, ik 
fonction du type confluent ЖФ Funktion vom 
konfluenten Typ f конфлюентная функция 日 
合流 型 并 数 ] 【合流 型 超 几 何 函数 】 Fuchs 
型 * 常 微分 方程 的 几 个 正则 奇 点 汇合 而 成 的 微 
分 方程 , 称 为 合流 型 微分 方程 ,其 解 称 为 合流 型 
函数 ， 实 用 上 最 常见 的 是 超 几何 微分 方程 7 的 
一 个 正则 奇 点 与 无 穷 远 点 重合 而 成 为 第 一 类 非 
正则 奇 点 + 的 合流 型 超 几何 微分 方程 “conflucnt 
hypergeometric equation), BU 


dw 
1) 229 (у 
а) 42 *C 


dw 
一 

以 及 与 其 有 关 的 方程 。(1) 以 = 一 0 为 正则 奇 
点 ,因而 具有 级 数 解 (收敛 半径 为 co) 

Q) F(a,riz)— 1Fi(a,7:2) 


Li түт +1ў---(+»—1) 

(7 Ao RAER). ERRAI F, EE Barnes 的 
广义 超 几 何 函 数 '. (2) 称 为 合流 型 超 几 何 函 
数 [hypergeometric function of confluent type) 或 
Kummer Й. #7 + 正 整数 , 方程 (1) 的 
另 一 个 与 О) 无 关 的 解 可 由 eFC + a 一 7， 
2-732) HH (+ AR 19 D. 

[Whitaker 函数 】 若 在 (1) 中 设 w 
zW, y — 2a = 2k, T! — 27 = Ат? 


age Whittaker watt 
б) 4и K (2 4 Whe шм) 


若 2m 不 是 整数 ，(3) 具有 对 于 所 有 有 限 值 成 
立 的 两 个 级 数 解 
Mpm) 一 za =n 
XF(1/2 + m — 4,1 + 2m32), 
Ма 00) = ment” 
XF(1/2 — m — k,l — 2m;z), 
在 2m 为 整数 的 情形 ,由 于 M tom 和 M4,-m 线性 
相关 ，E. T. Whitaker 考虑 了 如 下 形式 的 解 : 


Wis 一 (квт) веси 


wW = 0. 


3 i" тее z at gris 
X edi, 


Am HFH 1/2 一 mm 为 负 整数 时 该 积分 
没有 意义 ， 所 以 在 Rk 一 1/2 — m) 万 0 的 情 、 


形 , 以 将 上 式 变形 而 得 到 的 函数 
We) = [ttn 
Г(1/2 — £ - m) Jo 


к 
х (1+ +) itg 
z 


作为 定义 。 这样 的 定义 对 于 除 负 实 数 以 外 的 所 
有 =*， 对 于 任意 的 m. k WEN. ВА Mans 
Wi, 称 为 Whittaker HM. Bessel 函数 ?是 它 
的 特殊 情形 , 且 有 下 列 关系 : 


Ks 
J.G) = узартат ET) 


对 于 Whitaker 微分 方程 , 由 于 W ,,(—2) th 


Mo. iz). 


是 解 , BW gm G) /W pm 2) 不 是 常数 ,所 以 
可 将 Wale) 与 W-,.(—z) 作为 一 对 基本 
SEC AK 19 ID, 

【抛物 柱 面 函 数 】 BR x = (F —17)/2, 
y = Eq, 则 分 别 对 应 于 5 — 常数 和 一 常数 的 
曲线 是 互相 正 交 的 抛物 线 族 。 三维 曲线 坐标 
CE, n> z) 称 为 抛物 柱 面 坐标 (parabolic cylinder 
coordinates)。 用 抛物 柱 面 坐标 将 Laplace 方程 中 
的 变数 分 离 成 K5)g(n)e” 的 形式 ， 通 过 简单 
的 变换 ， 可 知 f 和 & 满足 如 下 形式 的 微分 方 


(4) isr-e 
(4) 的 一 个 解 D.GO 可 以 用 Whitaker 函数 
Wem) 表示 为 
D.(z) 2^7, (22/2), 

方程 (4) 称 为 Weber (或 Weber-Hermite) 
方程 , HRD.) 称 为 Weber HR. (4) 的 
另 一 个 解 是 D-。-Kiz) 或 D-,-(—iz), 
程 的 解 一 般 称 为 抛物 柱 面 函数 (Parabolic cylinder 
function)。 特 别 是 在 ”为 正 整数 或 0 的 情形 , 若 
设 

H,(2) = 2—"^ехр (22/2)D,(V 2 z), 
BJ H,(z) 是 # 次 Hermite 多 项 式 '， 在 量子 力 
学 中 ,谐振 子 的 微分 方程 的 解 为 这 种 形式 . 

在 一 般 情形 下 ,对 于 二 阶 线性 常 微分 方程 ， 
若 在 复 球面 上 三 个 正则 奇 点 于 无 穷 远 点 汇合 成 
为 一 个 第 二 类 非 正则 奇 点 , 且 没 有 其 他 奇 点 , 那 
么 ,这 样 的 二 阶 线 性 常 微分 方程 可 以 变换 为 (4) 
的 形式 , 其 解 可 用 抛物 柱 面 函 数 来 表示 。 ШЖ 
取 ?为 自 变量 , 则 形 如 (4) 的 微分 方程 就 可 以 归 
结 为 合流 型 超 几 何 微分 方程 (一 公式 20 Ш), 

【初等 函数 的 不 定 积分 】 由 于 指数 函数 、 
三 角 函 数 能 够 作为 特殊 的 Kummer 函数 来 表 
示 , 它 们 的 不 定 积分 中 不 能 用 初等 函数 表示 的 ， 
例如 不 完全 T 函数?+, 误 差 函数 


Éfr- |А exp(— Pat 


等 , 可 以 用 Kummer 函数 或 Whittaker 函数 来 
表示 ,而 包含 在 合流 型 特殊 函数 ?之 中 . 由 
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0-3-5 =, 


M 


sD = 2 |i sta 


2s Ye 
定义 的 函数 称 为 Fresnel 积分 (Fresnel inte- 
gral)， 它 也 可 以 用 Whittaker 函数 表示 如 下 : 


O] 


shes 
Fresnel MC LN 
中 ， 近 年 来 还 应 用 在 高 速 汽车 公路 的 回旋 曲线 
中 . 再 有 , bs 一 =2/2 而 得 到 的 函数 


Cu) = |А cos й, 


ун Е 
2 


27" sin). 


Su) = a sin. Ай, 


也 用 同样 名 称 ， 称 为 Fresnel 积分 。 对 它们 都 
MARRA. 以 = 或 ”作为 参数 画 出 的 曲线 
x=C, y=S 称 为 Cornu 螺 线 (Cornu's spiral) 
(8 1). 


z 
OH val 
rira 
Aa 
n 
5 
10.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
3 9102030405080; 
c= f Sos s? de 
十 


Hz 下 A siz = |, fa 
Jo log: -- 
(但 当 x > 0 时 ,在 + = 0 处 取 积分 主 值 *)、 
NS Stay, Cis m - [a 


Six 一 


"m——— Clogarithmic 
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integral), #155 (exponential integral), 正弦 
积分 (sine integral), RARA (cosine integral) 
《也 称 为 积分 对 数 ,积分 指数 ,积分 正弦 ,积分 余 
弦 )。 它 们 之 间 有 关系 
Eix = Lie", 
Ei ix = Cix + iSi x + (x/2)i, 

Ei x 在 量子 力学 中 ,Si xz，Ci x 在 通讯 工程 中 有 
重要 应 用 , Li 还 出 现在 估计 比 x 为 小 的 素数 ' 
个 数 的 问题 中 (— ЖЭ Ж). Lix 也 可 记 
28 lix (— 公式 1911), 

[Soks HH] 包含 无 穷 远 点 在 内 ， 具 有 
五 个 正则 奇 点 ,而 且 在 每 个 奇 点 上 特征 指标 的 
3626 1/2 的 二 阶 线性 常 微 分 方程 ， 称 为 广义 
Lamé 方程 (generalized Lamé equation), F. 
Klein fü M. Bécher 证 明了 通常 出 现在 数学 物 
理 中 的 线性 常 微分 方程 都 能 用 合流 型 的 广义 
Lamé 方程 来 表示 。 其 中 ,五 个 奇 点 全 部 在 无 穷 
远 点 汇合 的 方程 称 为 Stokes 方程 ， 它 应 用 在 
衍射 的 研究 中 ， 将 自 变 量 和 因 变 量 进 行 适当 的 
变换 ， 可 以 把 它 归结 为 /3 阶 的 Bessel 08377 
E'. 

[$] [1] .H. Buchholz, Die konfluente hypergeo- 
metrische Funktion mit besonderer Berücksichtigung ihrer 
Anwendungen, Erg. Angew. Math., 2, Springer, 1953 (X 
译本 ; The confluent hypergeometric function with special 
emphasis on its applications, Springer, 1969); [2] L. J- 
Slater, Confluent hypergeometric functions, Cambridge 
Univ. Press, 1960; 关于 对 数 积分 等 : [3] N. Nielsen, 
Theorie der Integrallogarithmus und verwandter Transze- 
ndenten, Teubner, 1906; [4] British Ass. Adv. Sci., 
Mathematical tables 1, London, 1931; [5] National 


Bureau of Standards, Tables of sine, cosine and exponential 
integrals I, Il, New York, 1940; 其 他 — 特殊 函数 的 [ 参 ]. 


Bessel 函数 [Ж Besse! function 法 fonction 
bessélienne, fonction cylindrique Ж — Besselsche 
Funktion {A функция Бесселя Б Sy tv 


BE) EDEL, Besi 函数 是 为 了 解 关于 行 
星 运动 的 Kepler 方程 而 提出 的 , 1824 Eh Р. 
W. Bessel 进行 了 系统 的 研究 。 后 来 它 出 现在 各 
种 问题 中 ,在 应 用 上 占有 重要 的 地 位 . 

(Bessel BM] (一 公式 1911) 着 将 He- 
mholtz 方程 AU + AY = 0 用 柱 面 坐标 进行 变 


量 分 离 ， 则 得 到 径 向 分 量 所 满足 的 方程 即 
Bessel 微分 方程 

du l а 2 
а) = +-14#+(о—)= =o. 
它 的 两 个 线性 无 关 的 解 


G) нос) L| eee 


Hoe) = L| едр, 


я dt, 


分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 Hankel 函数 (Han- 
kel function of the first (second) kind)， 其 中 积 
分 路 径 Li E. (—= + 0) + ico 到 —0 — ioo 
的 曲线 ,而 Д, dE) +0 — ioo 到 (x 一 0) + ioo 
的 曲线 。 如 果 变 量 z 和 阶 数 ” 都 是 实数 , 在 上 
面 加 一 RAFU He WAT 

G) HES) =H), HPG) = HP®), 
因此 ， 

G) LG) = CHP) + HP))/2, 

N,(z) = Y,G) = (HP) — BPG) 2i 
BRAM. (E=, v 为 复数 的 情况 , 以 上 式 定义 
的 函数 JG), N,(z) 分 别称 为 《狭义 的 ) Bes- 
sel 函数 和 Neumann 函数 (Neumann function), 
ABE I=), N,GO , H,G) 为 第 一 类 、 第 二 
类 、 第 三 类 Bessel 函数 .它们 都 满足 下 面 的 地 
推 公式 _ 

G). 240) — c, (а) — Coles 
dz 


(2»/2)C,G) = Cpls) + Съ). 
一 般 地 说 ， 满 足 差分 油分 方程 组 (5) 的 函数 称 
为 柱 面 函数 (cylindrical function)。 柱 面 函数 
C,(z) 一 般 可 以 表示 为 C,(#)== a(v)HiG) + 
аО)Н (а) 的 形式 , 其 中 av), av) 是 关于 
» 周期 为 1 的 任意 周期 函数 . 

4 v= п (Ж) М, 有 
(6) JG) 2 (—1)'J,G), 

N-,G) = CC UN G); 
这 说 明了 5 J-a N. 与 N-, 分 别 不 是 线性 无 关 
Hj. X voe» (整数 ) 时 ,可 以 取 刀 和 了 -或 
者 N, 和 N-, 为 (1) 的 基本 解 ， 在 (2) 中 , 若 取 
积分 路 径 为 从 (一 = 十 0) 十 ico 到 (x 一 0) + ioo 


的 曲线 ,就 得 到 对 于 J,GO 的 积分 表示 , 由 此 得 
到 
《7) Ізет) = eI), 

了 ae ae 
4 v = n (整数 ), Re > 0 时 ,可 以 得 到 积分 
(в) LG -ir енна, 
(9) анара, 


ж 


#5 Bessel 积分 (Bessel's integral)。 由 此 得 到 
J.G) 的 母 函数 表达 式 

(10) cit tint 一 > OLAN 

《11) cos(zsinz) = J(=) 


+ 25 (=) cos 2ng, 


sin(zsing) = 2 > Jaa) sin (2° + 1)5. 


ATHE (2) 中 进行 变量 变换 # ор) 


则 有 
a2) 0) = 


1 z Үү. „ы 
ZbeGcCÓ ан 
ТИСТИ me DENEA 
发 , 沿 正方 向 绕 原点 而 到 辐 角 为 HENTA. 
由 此 得 到 军 级 数 展开 式 


a» 10 = (ZY 


- (Cs " 
£ mT + x +1) G as 

这 也 可 以 作为 《1) 在 正则 奇 点 ?= = 0 # BY HE 
级 数 解 而 得 到 。 至 于 Nv(z)， 若 将 (13) КАТ 
列 关系 式 : 

(14) N,(z2)=( cosxzJ,(z2) —J-,(2))/ sin vs, 
便 得 到 它 的 宕 级 数 展开 式 .而 在 > — s EN) 
时 , 取 极 限 » 一 ,可 得 到 NN,(x) RRR 
式 (公式 19). 特 别 是 当 ” 是 半 奇 数 (> 一 "十 1/2， 
是 整数 ) 时 ， BEREA ge 


1.40 „ез xD 


n20,01,2,:* 


x 
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当 将 Helmholtz 方程 用 球面 坐标 分 离 变 量 时 ， 
在 径 向 分 量 所 满足 的 方程 中 也 会 出 现 半 整 数 阶 
的 Bessel 函数 ,有 时 简称 为 半 Bessel 函数 《half 
Bessel function), 还 有 ,附加 因子 Vz/2 而 得 到 
的 iG) 一 Vx/2z Jn (=) 等 被 称 为 球 Bessel 
函数 (spherical Bessel function), 

由 J,(ez) 满足 的 微分 方程 , 立即 可 以 导出 


(15) (a — p) Ir 


= 8] Ka) KE) — eJ). 
Жа, 8 为 J,(z) — 0 的 两 个 相 异 的 根 , 则 有 


аву (sepius = 0, %»>-1, 
在 (15) ВИН A — а, 则 有 
an |за 


- 1 ((1 =A) + axe»). 


积分 公式 (15) 一 (17) 称 为 Lommel 积分 
(Lommel integral), 

关于 LO) 的 零点 , 已 知 有 下 述 事实 ， 对 
Tv >, f 10) 一 0, 1G) 除 原点 = 一 0 
以 外 没有 其 他 多 重 零点 ， 着 а) 一 0 M 
Ja) =0, # v> —1, MIG) 的 零点 全 
是 实数 ,在 ].(z) 的 相 人 的 两 个 正 零 点 之 间 ， 
分 别 有 且 只 有 一 个 ] -Ka) 和 Tease) WEA. 
1G) 在 实 轴 上 具有 可 数 无 限 多 个 零点 ， 

此 外 ， 如 下 的 加 法 定理 (addiion theorem) 
成 立 : 

Hebden = Ў н „дет, 


其 中 р, ФЕН ro ro ФШ: 
e= ri ri ànncse, 


pcosh = rı — r1cos9, 


psin ф = rising, 
UE Bessel 函数 的 展开 】 db K+, e) 是 在 
0 二 + <1, —« o 二 * 上 定义 的 函数 ,并 设 
J.G) (n= 051,25 77+) Benton 
UNS auster ° … 则 展开 式 
Q8) Кор) = У) $ олсоор 


PEE 


ao 
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+ bos sin29)J (aur) 
成 立 , 称 为 Fourier-Bessel 级 数 (Fouricr-Bessel 
series), 展开 式 的 系数 anso bau 由 Fourier 级 
BC WHE (16), (17) KRE: 
а... š - 
een om 
x Teer) P Lagar, 
snap 
e = 1, 
对 f(x) 的 积分 变换 
(19) sy) 一 [сол судан, 


ЖЕ (a) 的 Fourier-Bessel 变换 (Fourier- 
Bessel transform), Ж (Ce) 充分 光滑 ,并 在 x 下 oo 
时 很 快 地 趋 于 0, 则 下 列 反 演 公 式 成 立 : 


GO) O = (G6. 
此 外 ,用 Веза 函数 得 到 的 函数 展开 式 , 还 
有 Dini 级 数 (Dini's series) 
50) 


(„Ж xis) + H], (ж) = 08988 m PIER, H 
是 实 常数 )，Kapteyn 级 数 (Kapteyn’s series) 
У} а... + m)z), 


"1 


Schlómilch 级 数 (Schlómilch's series) 
i^ + > aa] (mz), 


=s == 2. 


广义 Schlómileh 级 数 (generalized series of 
Schlómilch ) 

i $ S an] mx) + baH,(mz 

Ер COTS š 
等 ,其 中 Hine) 是 Struve 函数 + 

【 渐 近 展开 】 当 |z| 或 lv 充分 大 时 的 Besscl 

函数 的 渐 近 表示 ， 例 如 在 〈2) 中 应 用 最 速 下 降 
法 + 即 可 得 到 。 对 于 lz| > 1, 有 


A жо ш 
ню) ~ (2н —-у» — Z), 


—x < ирг < n, 


Д "A 
HP) ~ de. (06 4), 


—2x < arge < x, 


LG ~ Bet: -5»-4), 


—=< argz < x, 


Ne) ~ dads -$-3) 
因此 ,在 = 的 上 半 面 内 , 当 jz| — oo B$ , HMC) 
KAF о; 在 下 半 面 内 , 当 jz| 一 B3, He) 
以 指数 函数 形式 增 大 。 HPC) 则 与 此 相反 , Bn 
将 上 一 名 话 中 的 “上 半 平 面 "和 “下 半 平 面 " 交 
m. 

4 [s], lvl 都 充分 大 时 , 有 Debye Mik 
表示 (asymptotic representation of Debye), P) 
如 , 若 z = v scc f (v > 0,8 > 0), WA 

HAv sec 8) ~ (xv tang /2) "2 
X exp( +i(v( tang — 8) — x/4)). 
Brevsecha(v>0,a>0), WA 
JK» secha) ~ (2m tanh ау 
X exp »(tanh a — а) 
NC» secha) ~ 一 (mm tanh а/2)712 
X exp v(a — tanh a), 
此 外 , 当 lv| ~ [2] 时 ,有 
НО» scp) ~ we exp {+i(= +» 
+ 
x (tang 一 二 am8 一 2 
X Hit? ((v/3)an! в) + OC), 
称 为 Watson 公式 (Watson’s formula), 

[Wagner 函数 】 作为 Bessel 函数 的 应 用 
的 例子 ，Th. Theodorsen ТЕЗЕ ЖЫЯ Р h 
引入 了 函数 ([6]) 

CG) = HP) /CHPG) + HP)), 

H. Wagner 更 进一步 考虑 了 函数 ([5]) 


‘n= Bf, or PSM aw, 


其 中 HPG), HPG) 是 Hankel EAG |, жж 


给 出 逆 Laplace 变换 的 Bromwich #4}, С(ш) 
称 为 Theodorsen 函数 ( Theodorsen's function), 
AG) 称 为 Wagner 函数 (Wagner's function), 


АО ИР КУРАЕ), HR 
持 倾角 为 1/x, 沿 直线 方向 前 进 :的 距离 时 ,其 
升力 系数 等 于 CD. 

【有 关 的 诸 函 数 】 作为 Bese 函数 的 变 
形 , 有 将 变量 = 替换 为 iz 的 您 正 Bessel 函数 '、 
将 = 替换 为 e+"z 的 Kelvin 函数 '， BAS 
Bessel 函数 有 关 的 Struve HR", Anger HI". 
Weber 函数 ' 等 . 此 外 还 有 Ану 积分 ', 当 初 这 
是 从 其 他 方面 引 人 的 , 后 来 知道 能 用 Bessel 函 
数 表 示 。 关 于 这 类 函数 , 一 公式 19IV. 


[$] [1] G. N. Watson, Theory of Bessel func- 
tions, Cambridge Univ. Press, 1922; [2] A. Gray-G. B- 
Mathews, Bessel functions and their application to physics, 
Macmillan, 第 二 版 1922; [3] R. Weyrich, Die Zylin- 
derfunktionen und ihre Anwendungen, Teubner, 1937; 
[4] F. Bowman, Introduction to Bessel functions, Long- 
mans-Green, 1938; [5] H. Wagner, Uber die Entstehung. 
des dynamische Auftriebes von Tragfligeln, Z. A. M. M., 
S (1925), 17—35; [6] Th. Theodorsen, General theory 
of aerodynamic instability and the mechanism of fluter. 
NASA Tech. Rep., 496 (1935). Jt&i-e XR Ж, ARN 
HRH S]. 


MARWAR [Ж ellipsoidal harmonics 法 
harmonique ellipsoidale Ф ellipsoidale Harmonik 
44 эллипсоидальная гармоническая функция 日 
ЕЕЕ ОВА] amc 
时 ,对 于 任意 给 定 的 (x,y,*)& R, 0 的 三 次 方 
程 

F(0) = 


= z: 

prr Mr d 
的 三 个 根 都 是 实数 ,并 在 区 间 Ө > — a, 一 人 ?> 
8> -и, 一 印 > 9 > – 2 内 各 有 一 个 。 设 这 
三 个 根 为 6 一 2，8 一 Ap 6 一 ” (> 一 全 > 
ш 0022—01), N) FO) = 0, F(u) = 0, 
F(v) = 0 35 588 

5+ +i 
共 焦点 ,通过 点 (x,y,*) 且 互 相 正 交 的 椭 球 面 、 
单 叶 双 曲面 、 双 叶 双 曲 面 。 称 (2, ps >) 为 点 
Cx5y52) КОРЁ АЕ Cellipsoidal coordinates)、 直 
Ах, yo z ARABIA, и,» 表示 如 
下 : 


pa G+ Xa + wit»), 
(а — PXP — с?) 


PRR MR 1051 


ИЕ BE (a, b, с), (z, у, z) 而 得 到 的 式 
T. 

CARERS] 若 三 个 实 变数 的 调和 函 
BO, EMR ERG, p v) фа == 
一 常数 或 > 一 常数 的 曲面 上 有 由 一 常数 ， 
Жк > ЮРИЯ. HF Laplace 方程 
Аф = 0 进行 变数 分 离 , 求 形式 为 少 一 AQ) 
M(P)NC>) 的 解 ， 把 方程 Ay 一 0 写成 下 列 形 


对 (2, к, v) 的 所 有 侦 排列 求 和 ， 


А, = A (at e 1) C? + A+ 2), 
4 满足 常 微 分 方程 


(2) ам (at) (ка + сул, 


M,N 可 以 分 别 由 与 此 形式 相同 , 将 2 改 为 p， 
y 的 方程 来 确定 ， KK，C 称 为 分 离 常数 ， 方 程 
(2) 称 为 Lamé 微分 方程 《Lamé’s differential 
equation), 

4n=0,1,2, +++ 时 取 K a(n + 1), 
则 对 于 <c 的 适当 的 值 (特征 值 ), 方程 (2) RA 
下 列 形 式 的 解 : 2 的 多 项 式 ; 或 2 的 多 项 式 与 
Маъ, BA, Мажа 中 的 一 个 两 
个 或 三 个 的 乘积 ， 在 这 些 解 中 ， 线 性 无 关 的 有 
Intl 个 ,把 它们 记 为 4 一 加 (1) (m = 1, 
2,206, 2n 十 1)， 这 与 Lamé 函数 在 实质 上 是 
相同 的 (Lamé 函数 的 定义 在 本 节 末 给 出 )， 有 具 
体 地 说 ， 若 设 

A+ (a? + B+ e)/3 = š, 
C = B+ nln + 1X2 + P + c*)/3, 
а= (B+ e — 2a2)/3,00 85 
atete=0, 

则 有 

2A 1/2 1/2 1/2 \ dA 
O ta a" die a 

n + DE + B 
ТЕ OG — a) G = a 

着 应 用 Weierstrass 的 P BRM" iE = Plu) 
则 方程 (3) 也 可 写成 
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(4) d'A/dw! = (n(n + 1) (и) + B)A, 
微分 方程 (3) 以 四 个 点 == cb е, es, oo 为 正 
WEA 
在 微分 方程 (3) WER, EOS TARE 
EWSERS VES а, УЕ е, МЕ е 
中 的 一 个 、 两 个 或 三 个 的 乘积 , 称 为 第 一 种 
Lamé 函数 (Lamé function of the first kind), 
【Lamé 函数 的 分 类 】 方程 (2) 的 2 +1 
个 线性 无 关 的 解 1902.) 可 以 分 为 如 下 的 四 种 类 
型 ， 当 为 偶数 2p 时 ,2 + 1 4° W IE 
有 十 1 个 是 4 的 p 次 多 项 式 ,其 他 3p 个 是 4 
的 8 一 1 次 多 项 式 与 V (P1) 2) 
V (G+ 3) G? + 2) BR V Gh + 1) (9 а) 
的 乘积 ， 由 于 所 有 这 些 多 项 式 都 可 以 分 解 成 一 
次 实 因子 ,第 一 种 类 型 的 解 具有 
(5) ROA) = GQ —6)0 — 6): — ban) 


的 形式 ,而 后 几 种 类 型 的 解 具 有 
Мб Dt) 
(в) жо) = WET 2G o| 
veta + а) 


x (A — 6) — 6,)-- — 0,4) 
的 形式 。 函数 (5), (6) 分 别称 为 第 一 类 (first 
species) 和 第 三 类 Lamé 函数 ， 而 在 ”为 奇数 
2p + 1 的 情况 下 ,2n 1 ARRA) 中 有 
Xp) 个 具有 


М + 
0) R= =n а-в) 
Vee А 
x Q —6):Q — б-а) 
的 形式 ,其 他 ?个 具有 


(в) fr) = Vt DE + AX) 
x Q — 60 — 0): ++ — веза) 
的 形式 . (7), (8) 分 别称 为 第 二 类 和 第 四 类 
Тат 函数 ， 因 此 ,无 论 哪 一 种 情况 ,都 有 2" 十 
1 个 线性 无 关 的 Lamé 函数 . 
当 = 为 偶数 时 ， 把 属于 第 一 类 的 帮 (1)， 
ftu) 和 O) 相 乘 , 得 到 一 个 类 球 调和 函数 


an 


on = [[ G — 60а — 8,)(» — 6,). 


pai 


而 且 , 这 时 若 令 
x 2 z 
"ewm pea =+, 
— Q —86X& —86,X»—89,). 
(a? + 0,)00 + Op )(c? + 6,) ° 

不 计 常数 系数 ,就 有 
(9) OF = ӨӨ, - Onn, 
若 用 第 三 类 Lamé BR (6), 并 参照 (1), WE 
(19) фт = (yz Bk zx È xy )8:877 On- 
щл 为 偶数 时 ,能 够 用 z, у, z 的 ”次 多 项 式 表 
示 的 线性 无 关 的 炳 球 调和 函数 可 以 写 为 函数 
(9) 和 (10) 的 线性 组 合 .〈9) fü (10) 分 别称 为 
第 一 类 和 第 三 类 椭 球 调和 函数 .。 类 似 地 , щл 
为 奇数 时 , 由 第 二 类 和 第 四 类 Lame 函数 可 形 
成 第 二 类 和 第 四 类 柚 球 调和 函数 
(11) 42 = (z B y BE 20102" * 8-2» 
a2) ФТ = xyz89: oss 
Yn 为 奇数 时 ,它们 是 能 够 用 r*, y, z 的 ”次 多 
项 式 表示 的 线性 无 关 的 椭 球 调和 函数 的 完备 
Ж. 

Lamé 函数 的 零点 Ey, Es 577, E EREE 
不 相等 的 实数 , 并 且 也 与 eo e es 的 任何 一 个 
ABM ez nm 时 ,个 所 全 都 处 于 与 
es ZB); 对 于 满足 0 < m < p 的 任意 整数 m， 
存在 唯一 的 (具有 给 定 类 型 的 ) Lamé 函数 ,使 
它 的 m 个 零点 处 于 e 与 e; 之 间 , 而 其 他 ? — m 
个 零点 处 于 e; 5 ;之 间 (Stieltjes 定理 ). 由 
于 普 能 取 的 值 有 ?十 1 个， 所 以 由 此 能 得 到 线 
性 无 关 的 一 定 类 型 的 Lamé 函数 的 一 个 完备 
Ж. 

当 微分 方程 (3) 中 的 常数 B 取 特定 的 特征 
值 , 因而 方程 (3) 以 第 一 种 Lamé 函数 作为 它 
的 解 时 ,该 徽 分 方程 还 具有 第 二 个 解 4, 使 得 当 
E> со, ASE? 函数 人称 为 第 二 种 
Lamé 函数 . 

【回转 椭 球 】 对 于 基本 椭 球 为 旋转 椭 球 


ra h. at 
фу Ziel 
а с? 


9, -1 


的 情形 ,使 用 球体 坐标 (#。 n 9) 是 方便 的 ， 若 
дс оК), 坐标 变换 为 


азу) se 0 — yeso, 
y= INK — DA — т) sino, 
а=, l= уа ё, 
Ba > оО), 坐标 变换 为 
(14) x IVE XL = woos ps 
ya ING + DG т) аф, 
s=, 1= Маа, 
Laplace 方程 的 解 中 , 在 所 有 有 限 点 处 均 为 正则 
的 那些 解 ,在 长 椭 球 情况 下 为 
$ = PIEDETO) mos 
在 扁 椭 球 情况 下 为 
$ = PzGEDPZ(n) „те. 
其 中 Pr 是 第 一 类 连带 的 Legendre HK. dE 
有 限 的 椭 球 外 部 为 正则 的 解 ,也 可 以 不 用 PRE) 
W PCE) 而 用 第 二 类 连带 的 Legendre 函数 
OTCE) Be ORGE) 组 成 . 
【球体 波 函数 】 在 长 的 球体 坐标 (13) 中 
变换 Helmholtz 方程 AU + kg 一 0， 则 有 


i (gp 
G9 D 0а 


B Q — 9t 
*£a E 


+ (ath + 
Tae = 0, 

若 进行 如 下 的 变量 分 离 : 
Y = X(G)YG) me, 

便 得 到 X, Y 应 当 满足 的 方程 : 

ав) 2(а 9) (0-е 


ad Е, 
1 — x 8g 
к= 60. 


(165) z(a ial X) + Q -ep 


(16a) 5 (16b) 形式 完全 相同 ， 只 是 定义 域 不 
同 , (162) Ж 1 < £, (16b) 为 一 1 一 3 一 1. 就 
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是 在 扁 的 话 转 椭 球 的 情况 下 ,由 变换 (14) 也 可 
以 得 到 下 列 方程 : 


£ 
ч? +) 
6 ou 
ta-o) 


1 i yov 
+( 4L 
1—3 P1 0g 


(8 qp +L р) 88 
(өг CPD ge 


+E = 0, 
着 进行 与 (15) 同样 的 变量 分 离 ，Y(") 满足 与 
(16b) 同样 的 方程 ; 而 XCE) 满足 在 (16a) 中 以 
让 代替 而 得 到 的 方程 这些 方程 全 都 是 


ав) £(a-2 E) +(— e= 


2 

71 = 3) ae 
的 形式 ， 微分 方程 (18) 的 解 是 球体 波 函数 
(spheroidal wave function), 1, ERM С 
Spharoidfunktion), F (18) 以 +1 为 正则 奇 
点 ， 以 oo 为 第 一 类 非 正 则 奇 点 ， 所 以 在 区 间 
[一 1, 1] 内 表现 出 与 Legendre 函数 相似 的 性 
质 ,在 оо 的 邻 域内 表现 出 与 Bessel. 函数 相似 的 
性 质 . 

如 果 = 包含 在 区 间 [一 1, 1] 内 , 则 当 书 写 
方程 (18) 的 解 时 ,习惯 上 总 是 用 = Ree, 我 
们 用 perle) 表示 (18) 在 整个 定义 域 一 1 < 
z< 1 内 正则 的 解 ， 而 用 1„,„ 表示 对 应 的 特征 
值 (在 本 节 所 述 的 关于 奇异 性 的 边界 条 件 的 假 
EF) 特别 是 在 + 一 0 的 情形 , 方程 (18) Ja 
结 为 Legendre 连带 微分 方程 +, 4 的 特征 值 为 
n(n 十 1) (o 是 正 整 数 )， 特 征 函数 为 第 一 类 连 
带 的 Legendre 函数 
(19) Prl) 一 (1 — z2)"#a"P./dz". 

由 此 pez Go) 是 这 样 的 解 , 当 x 一 0 时 ， 它 趋 于 
Р(х) КВИН. per(e) FILL FA GE ЖЖЖЖ 
Pr(x) 展开 为 : 


Q0) реб) = >) АРГ), 
re 
L-a] 一 偶数， 
系数 4 满足 递 推 公式 
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21) (а.а 2 2P4+21—1—2m* 
( yë w+ 1) +e Gri more 
н p(t — m — ОО — m). 
Sane (Qi — 3)(21 — 1) 


X ата a Sem tm +2) 
7 QI + 3)021 + 5) 


X Ата = 0, 
函数 pez (x), per) E — 1 二 x 二 1 内 构成 正 
交 函 数 系 . 
在 方程 (18) 的 属于 特征 值 :wm 的 解 中 , 存 
在 着 与 pez (к) 无 关 的 , 且 奇 偶 性 与 它 正好 相反 
的 解 : 
Q2) зб) = У) 


i 


+ > 


эк Аты 55 Q0) 中 的 4% 相同 ， 其 值 由 北 
推 公式 (21) 决定 。 对 于 /> m+ 2, BTV WE 
如 下 的 递 推 公式 : 

іже ЕН 


e» (tom (j=1 +3) 
- 2G —m—1Xi—m) 
X ВТ + к Qi —)Qi—1) 
н. (j+m+l1Xi+m+2) 
X в OT ТУ + 5) 


ATOT CE) 


BzPrG). 


i-i 


X Вт = 0, 
由 于 第 二 类 连带 的 Legendre 函数 07(*) = 
G — z”?4"Q/4z" WF 12 m A 
От) = PPG) log VC + xX1— x) 
+ (Q 020)" x (x 的 多 项 式 ) 

的 形式 ,因此 含有 Or Cn) 的 gez) 以 x 一 土 1 
PLI 

由 方程 (18) 的 解 的 积分 表示 知道 , pe? їй 
足下 列 积分 方程: 
《24) т-ты, „рет (ж) 一 

[а-аа — путер, 
这 里 ,系数 5 pa) R pz (0) AK. 

为 了 将 pers), ает) 的 定义 域 开拓 到 


KA [— 1, 1] 之 外 , 在 复 平 面 去 掉 区 间 [一 1, 
1] ARGH, 不 用 N. M. Ferrers 所 定义 的 连 


带 的 Legendre FAH (19), 而 用 Heine-Hobson 
的 定义 : 

(25) Pr(s) = (s — La", /dz", 
BABS (20) 相同 形式 的 函数 

(26) Pex(z) = 2) AzuPr(e), 


1—1 一 偶数 ， 
则 可 得 到 方程 (18) 在 域 G 内 的 解 。 在 这 种 情 
形 , 形 如 Q4) 的 积分 方程 也 成 立 , 由 此 得 到 下 
列 展开 式 : 


Q7) рет) ЖЕ e a 


x 3c Р = т)! gm, faves), 
5" m)! 


и мо 偶数 ， 
对 此 乘 以 常数 因子 ,我们 定义 


je = Jede e = OSA 
ae x rs, eate / 


[E 


在 lal 六 1 时 ,上 式 渐 近 地 取 下 列 形 式 ; 
іе (ж) ~ зіп (ка — nx/2)/nz, 
同样 存在 一 个 解 : 


(Hyer х rz, Марка) / 
5. йы. t 


Mr 
名 
它 具 有 
пет) ~ cos(kz — пя/2)/кз 
这 种 渐 近 形式 。 这 和 将 (22) 中 第 二 类 连带 的 


Legendre 函数 替换 为 ОТС) = G — 1)" 
479. / ds". 而 得 到 的 相同 形式 的 式 子 所 定义 的 
ТТЕ. 


[#) [1] M. J. О. Strutt, Lamésche, Mathicusehe 
und verwandte Funktionen in Physik und Technik, Erg. 
Math, Springer, 1932; [2] E. W. Hobson, Spherical 
and ellipsoidal harmonics, Cambridge, 1931; [3] E 
3836, PEROT MERON, HMM, 1933; 


[4] DAER-RARA, HREM HERES ARSA 
数学 ，1958 (中 译本 : SER. BARR, HRES, E 
诲 科学 技术 出 版 社 ，1962); [5] C. Flammer, Spheroidal 
wave functions, Stanford Univ. Press, 1957, [6] J. А. 
Stratton-P. М. Morse-L. J. Chu-J. D. C. Litle-F. J. Cor- 
bato, Spheroidal wave functions including tables of sepa- 
ration constants and coefficients, John Wiley, 1956. 


Mathieu 函数 [Ж Mathieu functions 法 fonc- 
tions de Mathieu Ж Mathieusche Funktionen 4& 
функцин Mame 日 v 7] 若 将 二 维 
Helmholtz 方程 ' (A4-£)U = 0 (A = 07/0€4- 
8:/0y2) 用 椭圆 坐标 ' x 一 < cosh Ёсозл, y = 
€ sinh Ë sin 进行 变量 分 离 , 求 形 如 F= X(5)x 
Y) 的 解 , 则 Y (n), XCE) 分 别 满足 下 列 形式 
的 方程 : 
(1) du/dz* + (a — 2gcos2z)u = 0, 
(2) Фи/аг? — (a — 2q cosh 2z)u = 0 
Са 是 任意 常数 ,g 一 002/4) 在 (1) 中 若 以 士 iz 
代替 *， 就 可 以 得 到 (2). (1) 称 为 Mathieu 
方程 (Mathicu's equation)， 它 的 解 称 为 Ma- 
thieu 函数 ; (2) 称 为 修正 (modificd) Mathieu 
方程 , 它 的 解 称 为 修正 Mathieu 函数 . 

[Hil 方程 】 i& РС) 是 周期 为 ?< 的 周 
期 函数 ,这 时 二 阶 线性 常 微分 方程 
(3) d'u(s)/di + F(x)u = 0, 
称 为 Hill (微分 ) WE CHill’s differential equa- 
tion), ХЖ G. W. Hill 为 研究 月 球 轨道 而 加 
以 考察 的 ,所 以 采用 了 这 样 的 名 称 ，Mathicu 75 
E, Lami 微分 方程 ' 都 是 它 的 特殊 情形 ; 通过 
适当 的 变换 ，Legendre 微分 方程 +, 合流 型 超 几 
何 微分 方程 ?也 可 以 归结 为 Hill 方程 . 

虽然 F(z) 是 周期 函数 ， 但 方程 (3) 的 解 
不 一 定 具有 周期 性 。 然而 , 必定 存在 具有 拟 周 
期 性 即 满足 
(4) W(x + 2x) = ou(x), 
的 解 。 亦 即 存在 形 如 
(5) иба) = ep), eG 2x) = pl) 
HOM (Floquet ЖШ). Hih e= “ЖШ. 
o) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 。 OO TEE 
Ë (characteristic exponent), 

由 于 (1) ж Hil 方程 的 特殊 情形 ， 根 据 


с= ЖЖ 
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Floquet 定理 知道 ,其 通 解 可 以 写成 
(6) uz) 一 Aegle) + Be-#'g(—z) 
的 形式 ,其 中 glz + =) 一 p(z)， 若 。 取 适当 
的 值 ( 称 为 特征 值 (cigenvalue)), 而 使 特征 指数 
но OR is ие) 成 为 以 * 或 2x 为 周 其 
的 周期 函数 ， 称 为 第 一 类 Mathieu BM. A 
为 这 个 函数 出 现在 本 圆柱 面 对 光 波 的 衍射 问题 
tB, ВОДО W Ee M (арос cylinder 
function), 有 时 就 称 这 种 函数 为 “Mathieu ii 
数 ”， 而 称 方程 (1) 的 其 他 解 为 广义 Mathieu 
ай. 

车 将 F(x) 按 Fourier BR" MIF: 


б) FG) = Ў) омен", 
则 由 Floquet 定理 知道 , (3) 的 解 可 写 为 
(8) u= ett > Dd 


的 形式 。 将 (7)，(8) КА (з) FEEL BRE Ta 
的 系数 ,可 以 得 到 下 列 无 限 多 个 一 次 方程 : 
et 


ГРА E E E +++, 
若 由 此 消去 bo 便 得 到 形 如 
(10) Alu) = 1B,] = 0 
WEATAR GE, ж Hill 行列 式 方程 
(Hill's determinantal equation), 而 Hill 行列 式 
An) HTH В, № 

Bu 一 1 wre sits 
В„ = a,-,/((u + ir + ao), 34 r = +}, 

这 里 , 3693477134 (infinite determinant) D = 
1B | (m,n = —00, +++, 00) 定义 为 р, = 
det (B4) G,j = —ms+* sm) Ë m — eo В 
极限 (着 此 极限 存在 的 话 )，(10) 能 够 变 为 更 
简单 的 形式 : 
(1) яп нір = AÇO) sin? «уаз, 
若 对 此 求解 , 求 出 特征 指数 и, КА (9), 定 出 
系数 be, 就 可 以 得 到 解 (8)。 这 种 方法 称 为 
Hill 解法 (Hill's method of solution), 

EK Hub 解法 应 用 于 (1), 就 能 够 得 到 特 
征 指数 4 的 方程 


3056 Mathieu 函数 


(12) sin? (z/2)ip = AÇO) sin? (x/2)/ а, 
由 此 求 出 特征 指数 x.. 这 里 A(0) = |B..| 是 
无 穷 行列 式 ,其 元 素 为 B..—1, B... —24/ 
(a 一 m?), 其 他 的 Ban = O (m = ---,—1, 0, 
1,555), 当 9 一 0 时 ,下 式 成 立 : 
(13) ACO) = 1+2(297— 

) aco) aN ead 
š = + O(4*). 
因而 当 qg 一 0 时 ACO) = 1, 由 (12) 知道 , 一 
40, (2n + VY 分别 对 应 于 и == 0, i, 

【第 一 类 Mathieu 函数 】 第 一 类 Mathieu 
函数 可 以 进一步 分 成 下 列 四 种 类 型 : 


X cot 


(141) cex(z,q) = E AP cos2re, 
(аһ), 

(142) ses (2,4) = У ВЭ зїп (27 +1), 
(м) 

(14.3) ce ui(2,4) = У ALT? cos(2r +1), 
(аы), 

(144) semals) == E В sin(2r+2)z, 
СЭД 


《nr 一 0 1, 2), ДИН CO 内 的 a bsa 
是 特征 值 , 4 为 一 定 值 时 ,顺序 为 sm < bang < 
any < bei 而 且 随 着 MATA. 上面 的 
每 个 展开 式 对 一 切 有 限 的 = 都 是 一 致 绝对 收敛 
的 ,在 0 一 :<x/2 中 有 * 个 零点 ; 此 外 , 还 满 
足下 列 正规 正 交 条 件 : 


esce cas =o, 


Pesce = ese c 
o o 
= rmn 

24 аэ], сеоба) >1/V 2 » ces (ж) > cos mz, 
Ses x) — sin mz, 

ща 的 值 很 小 时 ， 车 对 有 关 的 量 作出 下 列 
аи: 

a = т + aq + Bg + Sisy 
ce E С ФО +5, 

HRA (1), 就 能 够 逐次 决定 cp, …，Fi(z)， 
F,(z),+++ (Mathieu 方法 (Mathicu’s method)), 


关于 一 般 的 9， 将 (14) 代入 (1)， 可 以 得 到 系 
BAM, BO 之 间 的 递 推 公式 
(15) — AP”? + А99 = 0, 

29449? + (4 — a)A?? + д409 — 0, є 

ФА + (4r? — a) AQ + GAS, = 0, 
rd, 

PAM, 就 ceu GO 来 说 , 消去 AL”, 就 可 以 得 到 
关于 特征 值 cx 的 方程 


a — 0 


Im ru E m ... 
4 — а — 16 — а — 36 — 
给 定 了 9， 就 可 以 根据 (07) RIE a, А 
据 (15) 决定 AL” (Ince-Goldstein 方法 (Ince- 
Goldstein method) ), 

【第 二 类 Mathieu 函数 和 修正 Mathieu i 
数 】 对 应 于 每 个 周期 (或 半 周 期 ) 特征 值 ， 方 
TRO) 只 存在 一 个 周期 解 (或 半 周 期 解 )， 因 
此 ,相应 于 同一 sw， bms 并 与 ccw(z,9g)，ren(z， 
4) 无 关 的 其 他 解 是 非 周 期 的 。 它们 称 为 第 二 
类 Mathieu 函数 ， 记 为 fei, 9), ges 
4). 

dg (14) 中 若 以 jz 代替 z, 可 以 得 到 第 一 
类 修正 Mathieu 函数 的 公式 
(18) Cem( 2s q) = cesCiz s q)» 

Sem(2> q) = — ise Ciz, 9), 
Ma Olt, Ca) >1/V 2, Cen(s) 一 
cosh mz, 5е„(х) — sinh mz, 类 似 地 , 在 第 二 
类 Mathieu 函数 中 以 iz (CM = 而 得 到 的 函数 ， 
称 为 第 二 类 修正 Mathieu 函数 .此 外 ,在 第 
一 类 、 第 二 类 修正 Mathieu 函数 的 线性 组 合 中 ， 
щ z — со 时 渐 近 地 成 为 
erly (у= уа e) 

这 样 的 函数 , 称 为 第 三 类 修正 Mathieu KK, 

对 于 Mathieu 函数 ,除了 如 (7) 那样 的 
Fourier 展开 式 而 外 ， 还 可 以 用 Bessel 函数 + Ж 
F. 例如 , 取 g 一 名, 有 


《19.1) Сез (2, 4) = E Ay cosh 2rz, 
(192) = (A49)tee(2/2,4) i C—1Y 

X Ay] (25 cosh ғ), 
= (Ao) *eem(0, 4) Xi Aw 

X {2h sinh z), 
= (Ao) 0с (0,4) се(«/2,4) 

х Xi —Ur4sJpGe7))Gr). 
这 些 级 数 对 于 * 的 所 有 有 限 值 是 一 致 绝对 收敛 
的 。 分别 用 Ns(2h cosh z)，Na(24 sinh z), 
Је") N Che) 代替 《19) 右边 的 了 而 得 到 的 
无 穷 级 数 也 满足 (2), 记 为 Feyx(z，4)。 用 同 
样 方法 可 以 得 到 其 他 第 二 类 修正 Mathieu 函数 
Geyu (rs 4)» Feyusi(25 4)» Geyua 25 4). 
由 于 它们 比 fes Gin, 9) gesGz, q) 收敛 得 快 
等 原因 ,在 实际 应 用 上 是 方便 的 . 

在 (1), Q) 中 以 一 ?代替 4 而 得 到 的 方 

程 , 即 
(20) d'u/dz) + (а + 24cos2z)u = 0, 
(21) @u/dz? — (a + 2q cosh 22)и = 0, 
在 解 方程 (人 一 ko 一 0 时 会 出 现 ， 一 般 地 
Їй, AE Cs 4) 为 (1) 的 解 , 则 Kx/2 一 z, 4) 
Ж (20) 的 解 。 因 而 可 以 采用 


(19.3) 


(19.4) 


《22.1) cem(zs—q) = (C71) 
X cex(x/2 — z, 4), 
(222) — ces(2, 74) = (—1)" 
X seamsi(x/2 — z, q), 
(223) зе) = C71» 
X ceus(x/2 — z, 4), 
(224) — ses (2,74) = (71)* 


X зе (n/2 — z, 4) 

FEMI < 0 BÚ AT ce (s, 4), se (2, q) Опсе 
定义 )， 由 此 ,用 修正 Bessel 函数 1 代替 (19) 
中 的 J。， 可 以 得 到 Ce 的 展开 式 , 而 且 ， 月 
(IYK m/n 代替 In 所 得 到 的 展开 式 也 是 (21) 
的 一 个 解 , 记 为 

(23) Fekm(z,—9) = (С—1)°(х4ьу "eee 

(«/2, 4) Ў AyKy(2k sinh z), 

同样 可 以 定义 Feta (z, —4), Gekiarl2>—9), 
Сен, 一 9) 这 些 函 数 由 于 在 z — co 时 以 
指数 函数 的 方式 趋 于 0, 所 以 它们 无 非 是 第 三 
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类 修正 Mathieu 函数 而 已 . 

【稳定 性 】 BE w(0) 一 1，wi(0) 一 0; 
«(0) —0, u(0) — 1 的 条 件 下 决定 方程 (3) 
的 基本 解 组 , uC), m(x), W, (4), (5) 中 的 
o, 4 就 可 以 由 
(24) om er, 2xp 一 arccosh A, 

24 = (2x) + ui(2x) 

给 出 。 由 于 能 决定 出 两 个 满足 (24) 的 a, BE 
们 分 别 为 ms m Сш = —ш). BI F (z) 是 实 
RR, Mul), u(x) 也 是 实 函数 ,4 是 一 个 实 
Tk. 由 (24) ЯН, + 2яи 一 arccosh | 4| + xi, 
i(arccosh [A| + =), š arccos A, arccosh A 分 别 
相应 于 A<-1, -1<4<0,0<4<1, 
1<4, 因此, 如 果 |4] <1, (3) 的 通 解 当 * 
趋 于 无 穷 时 既 不 发 散 也 不 趋 于 0. 这样 的 解 称 
为 Hill 方程 的 稳定 解 (stable solution), 有 时 还 
称 为 НШ BR (Hill's function), ШЖ |A|> 
1, Wem, ee 中 必定 有 一 个 随 * 增 大 而 无 限 
SHA. 这 样 的 解 称 为 不 稳定 解 《unstable solu- 
tion), 4 = 1, 一 1 时 ，p 一 0, i/2, G) 具有 
u = eG), ерж) 这 样 形式 的 解 ， 由 于 这 些 
函数 分 别 是 以 2x, 4x 为 局 期 的 周期 函数 , 所 以 
称 为 周期 解 (periodic solution), 半 周 期 解 《half- 
periodic solution), 

当 应 用 Mathieu 函数 于 振动 理论 ， 量 子 力 
学 等 物理 学 和 工程 学 时 ， 将 (3) 写成 下 列 含 有 
BRL, 7 的 形式 是 方便 的 : 

(25) d'u/dx! + (А + 70(x))u = 0, 
当 7 保 持 一 定 而 2 变 化 时 ,使 (25) 具有 周期 解 
或 半 周 期 解 的 A 值 ( 称 为 特征 值 ) 有 可 数 无限 
个 ， 若 令 这 些 特征 值 为 <<, <. 
USUS- WE 
ъ<1<12<А9<А < < na 
<< <А, 
ЛАН 1 的 实 线 区 间 上 时 , 解 是 稳定 的 ;在 
虚线 区 间 上 时 ， 解 是 不 稳定 的 。 这 称 为 Haupt 


定理 《Haupt”s theorem), 
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зд, 7 都 变化 时 , 根据 特征 指数 “是否 为 
ЭШЕК, 把 4, 7 平面 分 成 稳定 解 的 区 域 和 不 稳 
定 解 的 区 域 。 例如, 在 (25) 中 设 BCx) 一 2cosx 
就 可 以 得 到 Mathia 方程 。 在 这 种 情形 , 图 2 
中 画 斜 线 的 部 分 表示 稳定 解 区 域 ， 其 余 的 部 分 
表示 不 稳定 解 的 区 域 。 其 交界 的 曲线 给 出 对 应 
于 周期 解 或 半 周 期 解 的 特征 值 。 在 另 一 个 具体 
例子 中 , 即 当 中 (x) 是 阶梯 函数 

Ol) =l, 0<х<я; 
一 一 1， я<х<2я 


时 ,相应 的 Hill 方程 利用 三 角 函 数 是 很 容易 积 


分 的 , 在 这 种 情形 , 象 图 2 那样 划分 1。7 平面 
的 稳定 区 域 和 不 稳定 区 域 ,可 以 得 到 图 3. 


[Ф] [1] E. T. Whitaker-G. N. Watson, A course 
of modern analysis, Cambridge Univ. Press, 9-1-0 1958; 
[2] M. J. О. Strutt, Lamésche-, Mathieusche-, und 
verwandte Funktionen in Physik und Technik, Erg. Math, 
Springer, 1932; [3] N. W. McLachlan, Theory and 
application of Mathieu functions, Clarendon Press, 1947; 
[4] J. Meixner-F. W. Schatke, Mathieusche Funktionen 
und Sphiroidfunktionen, Springer, 1954, (5] 小 谷 正 座 - 
AKI, HRTEM, ERRATIC, 1958 Ch ik 
Ж: MBER, ВЕКА, 特殊 函数 上海 科学 技术 出 版 社 ， 
1962); [6 ] @RW—W, GAP OCR Ob OKTAR 
яй, ASH, x, 1960, 


Th. W A 数 学 


数值 计算 [Ж numerical calculation 法 calcul 
numérique Ф numerisches Rechnen R числен- 
ные расчеты 日 数值 计算 法 ] 数学 的 发 展 ， 
特别 在 初期 ， 可 以 认为 是 以 数值 计算 为 其 直接 
目的 的 ， 数 值 计 算是 技术 性 很 强 的 工作 ,因此 ， 
随 着 历史 的 发 展 ,在 方法 上 也 有 很 大 变化 .作为 
典型 例子 , 我 们 来 考察 一 下 函数 值 的 计算 . 首 
先 ,由 于 发 明了 对 数 表 ,使 得 在 笔算 中 麻烦 的 乘 
除 运算 可 以 用 比较 容易 计算 的 加 减 运算 来 代 
de. 因此 , 对 三 角 函 数值 等 的 计算 也 都 使 用 了 
三 角 函 数 对 数 表 。 但 是 , 到 十 九 世纪 中 期 出 现 
了 台式 计算 机 , 进行 乘除 运算 也 不 费力 了 。 所 
以 三 角 函 数 表 又 代替 了 三 角 函 数 对 数 表 ， 近 年 
来 进入 了 电子 计算 机 时 代 ， 获 得 了 计算 的 高 速 
度 ， 然 而 把 函数 表 存 人 机 器 中 或 从 机 器 读 出 函 
数值 ,也 还 是 有 点 棘手 的 ,不 如 利用 计算 机 的 高 
速 性 能 ,每 当 需 要 函数 值 时 ,就 让 计算 机 直接 逐 
个 计算 。 为 此 , 又 导致 人 们 去 研究 或 改善 计算 
裔 数值 的 近似 公式 《[2]). 

由 于 计算 机 的 高 速度 又 使 大 批量 处 理 成 为 
可 能 . 从 而 , 曾经 连 想 都 不 敢 想 的 数 百 阶 的 线 
性 方程 组 等 问题 现在 也 能 解决 了 (一 线性 方程 
组 的 数值 解法 )， 而 且 , 在 根据 各 种 近似 法 求 微 
分 方程 等 函数 方程 的 近似 数值 解 的 方法 即 数值 
解法 《numerical solution》 中 ， 都 积极 地 使 用 着 
电子 计算 机 (~ 常 微分 方程 的 数值 解法 ， 偏 微 
分 方程 的 数值 解法 )， 另 一 方面 ,依靠 计算 机 的 
高 速度 和 大 批量 处 理 的 能 力 ， 像 通过 大 量 的 随 
机 试验 来 计算 多 重 积分 和 求解 偏 微分 方程 的 
Monte-Carlo 方法 * 等 也 都 可 以 实现 了 (一 模 
w). 

电子 计算 机 的 特点 在 于 自动 地 控制 计算 过 
ж. Ak, 可 以 利用 计算 机 来 综合 地 处 理 大 
规模 的 计算 系统 .在 这 种 系统 分 析 (systems 


analysis) 中 ， 经 常 使 用 的 是 新 观点 下 的 变 分 原 
EE. 和 这 种 数值 计算 直接 有 关 的 问题 , 在 文献 
[10] 中 有 详细 的 处 理 . 

但 是 ， 由 于 电子 计算 机 能 自动 处 理 大 量 的 
数据 , 与 手 算 时 不 同 , 误差 分 析 (一 误差 分 析 ) 
就 成 了 十 分 复杂 和 困难 的 问题 。 运 用 现代 的 数 
学 方法 研究 这 种 问题 的 领域 。 有 时 特别 地 称 为 
数值 分 析 (numerical analysis), 

另外 ， 数 值 计算 在 纯粹 数学 中 也 是 很 有 用 
的 ,例如 在 数论 中 就 是 如 此 (一 数论 )， 利 用 计 
算 机 很 容易 实现 这 种 应 用 。 就 这 点 来 说 , 电子 
计算 机 对 纯粹 数学 的 发 展 是 有 着 相当 大 的 贡献 
的 .在 这 方面 , [7] 是 一 个 较 好 的 综合 报告 , 


[8] O) 森 口 繁 一 -高 田 爵 ， Вона, Hr ME 
现代 启用 数学 ，1958 (中 译本 ; 森 口 繁 一 ， 高田 胜 ， 数 值 计 
算法 ， 现 代 应 用 数学 丛书， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1963); 
[2] 一 松 信 ， 近 似 式 , 竹内 容 店 , 1963; (3) . 一 松 信 ， Ж 
值 计算 ， 至 文 堂 ，1963; [4] FERR, MARMOT DO 
数值 计算 ， 朝 会 ，1963; [5] 山内 二 郎 - 森 口 策 一 -一 松 信 
fg, TIER. 15 O RUE CHE І, TL, 培 风 馆 ，1964， 
1967; [6) BJA RUBIO, Bg MP ВЫ, 1965; 
E7) тёш, GPL 过 于 肝 算 机 ， 数 学 ，15 (1964), 
168—172; [8] R. G. Stanton, Numerical methods for 
science and engineering, Prentice-Hall, 1965; [9] J 
Todd, A survey of numerical analysis, McGraw-Hill, 19625 
[10] Т. L. Saaty-J. Bram, Nonlinear mathematics, Mc- 
Graw-Hill, 1964; [11] Р. Henrici, Elements of numerical 
analysis, John Wiley, 1965; [12] J. Walsh (ed), Nu- 
merical analysis, an introduction, Academic Press, 1967; 
[13] Е. John, Lectures on advanced numerical analysis, 
Gordon and Breach, 1967; (14] A. Ralton-H. S. Wilg 
(eds.), Mathematical methods for digital computers, John 
Wiley, 1, 1960, [I，1967《 中 译本 ; A. Л, H. S. Ж 


和 尔 夫 等 ， 数 字 计算 机 上 用 的 数学 方法 ， 第 一 卷 ， 第 二 省 ， 上 
海 科 学 技术 出 版 社 ，1963，1976); [15] В. Wendroff, 
‘Theoretical numerical analysis, Academic Press, 1966. 


插值 法 [36 interpolation 法 interpolation £ 
Interpolation А интерполяция 日 WME) Ж 
实 变量 z 的 实 函数 1G) 具有 直到 某 阶 的 导数 ， 
CE n + 1 个 不 同 的 点 20 n sz, 处 的 值 分 
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326 fos fis ++ > for 使 用 这 些 值 来 求 IGO 在 其 
它 * 处 的 值 1 的 方法 ， 称 为 插值 法 (interpola- 
tion), 通常 是 过 十 1 个 点 (ri f) fE 次 多 
项 式 ( 称 为 插值 多 项 式 (interpolation polynomial) 
来 进行 插值 ,这 种 方法 称 为 Lagrange 插值 法 
(Lagrange’s interpolation )。 若 令 

n(x) = П G — z), 


作 LG) = IG)/G — xD Gu)» 则 过 n+1 
个 点 的 Lagrange #8 (8 RR (Lagrange’s inter 
polation polynomial) 为 

LG) = Ў 


= 
对 给 定 的 z, RH L(x) 的 值 作为 1(*) ZE z 处 
的 插值 f 的 近似 值 。 特别 是 , 当 x 的 值 介 于 z, 
的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 时 , 称 为 内 播 或 插值 , 否 
则 称 为 外 播 Cextrapolation), RZ, 对 已 知 的 值 
+ 求 * 的 值 的 方法 , 称 为 反 插值 法 (inverse 
interpolation), Lagrange 插值 多 项 式 的 误差 为 
CENIE) (ә + 1)!， 其 中 位 于 x 的 最 
大 值 和 最 小 值 之 间 . 

Aitken 7j3k (Aitken's method), 作 为 逐步 
求 Lagrange 插值 多 项 式 的 方法 是 很 有 用 的 . 首 
先 求 出 


然后 依次 求 出 
es 


Joe) 
Ioa 
š = T+ Looe п. 
重复 这 个 计算 过 程 , 直 到 Лб), la G2, 7-7 中 
出 现 相 邻 两 项 在 所 要 求 的 精度 范围 内 一 致 时 为 
止 。 在 这 种 情形 下 , 不 必要 求 x, 为 单调 的 , BD 
不 必 按 大 小 顺序 排列 zo, ns t» x。， 而 从 靠近 
* 的 点 开始 排列 为 宜 ，Io-。(s) F] Lagrange йй 
值 多 项 式 是 一 致 的 。 另外 , 即使 点 数 ” + 1 无 
限 增 加 ,插值 多 项 式 也 不 一 定 收敛 于 (z). 
【利用 差分 的 插值 法 】 在 分 点 为 等 距 的 情 
形 下 ， 利 用 差分 的 插值 法 在 原理 上 虽 与 上 述 插 
值 法 相同 ， 但 在 实用 上 更 为 方便 ， 设 分 点 为 
x, xo ih (50,1, +), БЕХУ B 
BA fo WE Af; = fa — hi9 — Ht % $r 
(difference)。 进 而 由 A**'j, = Af. 一 AM, 定 
义 十 1 阶 差分 ， 若 将 算 子 E 定 义 为 Ehe 
WHF ABRAM A = E 一 1， 此外, 有 时 还 
使 用 后 向 整 分 (backward difference) V —1—E7* 
(相应 地 , 称 A 为 前 向 可 分 (forward difference), 
dup 3&4) (central difference) 8 一 E'? 一 E77, 
与 8 相对 应 地 有 表示 平均 运算 (average oper- 
ation) 的 算 子 w= CE? + Е-')/2. 如果 用 局 


mot 
To * a 


*— 2% pe 


һб) 一 一 上 一 | 名 9—2], (Die) = df()/dx) 表示 微分 算 子 (differ- 
u toji s — = entiation operator)， 那 么 ， 上 述 算 子 之 间 的 关系 
б 1,2, sen, 如 表 1 所 示 . 
ж 1 
Е А | в | v AD 
Е E lea 1+5 5n — em 
A E-1 a s + Zs EL 
š En pon шын " € 2sinh CAD /2) 
AD log E log(1 + A) 2 accsiah (2/2) — log (1 — v) D 
pute кз? 14 A[2 1-v[2 
D — TEL In e wee iz cosh (AD/2) 
p= (1+ 67/40 


一 
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* 2c 

fa £s 
а, vía ША 

tai АЧ, vite fa вч 
Af vh bti 

fe Aha тз 8 ifs =" 
E vh Bh 

h ah vh h eh 
4h vh Bf 

h h 

在 函数 值 的 相 邻 处 依次 排列 差分 的 表 称 作 E, = (q — Dla + 1/31, 


MDM (difference table), 表 2 中 的 三 个 表 在 
数值 上 完全 相同 , 只 是 在 符号 上 有 差异 。 ШЖ 
1G) 是 次 多 项 式 ， 则 af) JE k — 1 次 式 ， 
人 阶 差分 是 常数 ，k + 1 阶 差分 Ata) 是 
Ж. 因此 ,一 看 差分 表 ， 就 可 推测 出 以 几 次 插 
值 多 项 式 才能 很 好 地 逼近 f(x)。 另 外 , 如 果 值 
1, 有 误差 ， 则 由 于 在 差分 表 的 相应 位 置 上 该 误 
差 是 按 二 项 式 系数 倍 扩大 的 ， 所 以 容易 发 现 表 
值 的 错误 . 

使 用 差分 表 , 对 于 在 点 x 一 xo + ph 处 的 
值 fo 作 插值 的 公式 如 下 : 由 如一 Е = Q + 
A)rf， 得 Newton 向 前 插值 公式 《Newton’s 


forward interpolation formula): 


f= he pat + KEZD aga о. 


从 fo = Е' = (1 — V)"*fo, 得 Newton 向 
后 播 值 公式 (Newton's backward interpolation 
formula): 


= ve KE D s 


这 些 公式 作为 理论 的 基础 是 重要 的 。 但 是 , 在 
实际 中 只 有 在 不 得 已 时 才 在 函数 表 的 开头 使 用 
公式 的 原始 形式 . 向 前 插值 公式 ,可 以 用 阶乘 
多 项 式 xb = (r — 1) — KEY) 表示 
为 te = a + ap? + aap + +++ 的 形式 ,其 
中 系数 a, an а, ** 由 关系 式 Ar 一 kx 
B Atf 在 p=0 的 值 所 确定 。 在 实际 中 常用 的 
是 下 述 Everett 插值 公式 (Everett's interpolation 
formula), 4 = 1 — р, Ё] 
fo = + ES + Е + +++ + ph 
+ Её} + Ff + +++, 
其 中 


已 一 (9 一 2X4 一 1)9(4 十 1X9 十 2)/51…， 
F,= (р — 1)р(р + 1/31, 
Е, = (p—2)(p— op +1 (p+2)/51 5°07 
此 外 , 还 有 Bessel, Gauss, Stirling 等 公式 , 但 它 
们 在 本 质 上 都 是 相 司 的 (一 公式 21). 


对 于 不 等 距 的 x, 有 时 还 使 用 将 商 
fim bah, fk, 


Ax, ка 21 
и 5i à D 


它们 关于 下 标 具 有 对 称 性 ,例如 fore THY 


а 
һа > wea’ 


n 
n) = ][ G — z). 


izo 
对 于 ”次 多 项 式 作 差 商 ， 则 变 成 一 1 次 多 项 
式 ;依次 做 下 去 ,次 数 逐 次 下 降 ， 在 * 处 的 值 f 
可 用 差 商 表示 为 
f= fot (z — ze)fa + (z — za) 
X (x — zf: + +++ + (z — za) 
X (z — xt G Ја 
如 去 掉 其 最 后 一 项 , 则 得 到 在 x — z, Ж 5 1G) 
取 相同 值 的 = 次 多 项 式 , 可 用 它 来 进行 插值 ;如 
改写 其 中 的 差 商 , 则 它 就 成 为 Lagrange 插值 多 
项 式 . 
同样 可 以 讨论 多 变量 函数 的 插值 法 (一 公 
式 21). 

[5] [1] C. Lanczos, Linear differential operators, 
van Nostrand, 1961; (2] W. Е. Milne, Numerical cal- 
culus, Princeton Univ. Press, 1949 (hik, W. E. 密 伦 ， 
数值 计算 ， 科 学 出 版 福 ，1959); [3] National Physical 
Laboratory 编 ) Modern computing methods, 第 二 版 , Notes 
on Applied Science, no. 16, Her Majesy's Stationary 
Office, London, 1961; [4] EMRE, ЮЖ, A 
d$. 1953; [5] 山内 二 郎 - 森 口 繁 一 -一 松 信 编 ， 志 于 计算 
Bot: O ña REL 86336, BMA, 1965; [6] J. 


1062 ЖЕЛТ 


Walsh (ed.), Numerical analysis, ав introduction, Aca- 
demic Press, 1967; [7] Р. J. Davis, Interpolation and 
approximation, Blaisdell, 1963, 


RMD [1% theory of errors 法 théorie des 
erreurs Ф Fehlertheorie 4А теория погрешностей 
日 RZA] 误差 是 一 个 量 的 近似 值 与 精确 值 
ZH. 误差 分 析 , 本 来 是 为 整理 天 文学 \ 测 量 学 
等 方面 的 观测 值 的 需要 而 产生 的 ， 在 以 前 以 统 
计 处 理 方法 为 主 (— 统计 线性 模型 )， 但 是 , 近 
年 来 随 着 电子 计算 机 的 发 展 ， 使 大 规模 的 数值 
计算 成 为 可 能 ,所 以 ,在 现代 的 数值 计算 中 精细 
的 误差 分 析 已 成 为 绝对 必要 的 工作 ， 这 也 是 误 
整 分 析 的 中 心 研 究 课题. 

【误差 】 计算 物体 个 数 时 ,如 果 个 数 少 , 那 
么 出 错 的 机 会 也 少 , 能 够 得 到 精确 的 值 。 与 此 
相反 ,测量 连续 量 (例如 长 度 等 ) 时 ,元 论 采用 多 
么 精密 的 测定 方法 ， 也 不 可 能 得 到 绝对 精确 的 
值 ,偶然 误差 (即使 很 小 ) 总 是 会 出 现 的 。 离 散 
的 有 限量 是 数字 量 (digital quantity), 而 连续 量 
是 模拟 量 Canalog quantity)， 两 者 有 本 质 的 不 
同 .数字 量 的 值 是 分 布 在 若干 个 离散 的 点 上 
Hy. 反之 ,模拟 量 的 值 是 按 连 续 的 概率 分 布 的 . 
即使 是 数字 量 , 计算 它 时 , 如 有 出 错 的 机 会 , 也 
会 产生 误差 ， 但 这 时 的 答案 也 在 如 上 所 述 的 离 
散 的 点 上 , 因此 容易 检验 。 但 如 果 可 能 取 的 值 
非常 多 , 则 上 述 离散 的 点 非常 稠密 ,差不多 要 和 
模拟 最 同样 地 来 考虑 了 . 

另 一 方面 ， 对 模拟 量 而 言 ， 当 用 模拟 计算 
机 ?+ 来 处 理 它 时 ,仍旧 变换 成 模拟 量 ， 但是, 进 
行 数 字 量 处 理 时 ， 首 先 把 该 量 表示 为 某 单 位 量 
Hox dE. EHE z 展 成 十 进 制 或 二 进 制 数 。 该 展 
开 式 本 来 是 无 穷 位 小 数 , 但 实际 上 ,把 它 伟人 成 
人 或 计算 机 的 能 力 所 能 接 受 的 有 限 位 近似 值 . 
相应 于 规定 小 数 点 后 取 几 位 或 者 取 多 少 位 有 效 
数字 , 数 的 伟人 方法 分 为 定点 (fixed point) 法 
RIPA (floating point) 法 . 

由 人 或 数字 计算 机 处 理 输入 数据 时 ， 所 得 
结果 和 精确 值 之 差 , 一 般 称 为 误 可 Cerro). 误 
差 还 可 分 类 如 下 : 1) ЛИ R ЖЕ 
(error of input data)。 它 是 输入 数据 中 已 经 存 


在 的 误差 。 用 有 限 位 小 数 表示 公式 中 的 1/3> 
V2 。* 等 时 所 产生 的 误差 也 属于 此 类 .2) Ж 
WRB (truncation error)。 它 是 由 于 在 计算 过 
程 中 所 使 用 的 计算 公式 是 近似 式 而 产生 的 误 
差 ， 即 近似 式 的 误差 。 3) 会 人 误差 (round- 
off error, rounding off error), 它 是 在 计算 的 各 
个 步骤 中 ， 将 所 得 到 的 数值 伟人 成 某 有 限 位 数 
所 产生 的 误差 。 当然 ,如 果 可 以 计算 到 无 穷 多 
位 (实际 上 是 不 可 能 的 )， 则 这 种 误差 就 不 存在 
Te 

用 定点 法 伟人 还 是 浮 点 法 伟人 ， 其 区 别 在 
于 前 者 适合 于 加 减法 , 后 者 适合 于 乘除 法 ， 按 
定点 方式 进行 伟人 时 ,假如 小 于 1 的 数 乘 多 次 
则 发 生 所 谓 下 溢 (underflow) 现象 ,此 时 ,数字 
全 部 消失 , 因此 丢掉 信息 ， 在 乘除 运算 很 多 的 
科学 计算 中 适合 于 用 浮 点 法 ， 但 这 时 由 于 加 减 
法 也 产生 伟人 误差 ， 因 此 可 能 存在 大 量 丢失 信 
息 的 危险 性 . 这 就 是 所 谓 的 位 抵消 (cancelling), 
例如 7.6325071 一 7.6318425 一 0.0006646， 由 
于 有 效 数字 的 前 几 位 相同 的 两 数 相 减 ， 在 结果 
中 有 效 数位 大 为 减少 。 此 时 ， 相 对 误差 大 大 增 
jm. 如 该 数 在 后 面 的 计算 中 起 作用 ， 则 增 大 了 
的 相对 误差 将 影响 全 局 ， 使 计算 结果 极为 不 正 
确 。 在 能 发 生 位 抵消 现象 的 情形 下 , 如 用 更 多 
的 位 进行 计算 , 则 位 数 减少 的 现象 相对 减少 ,所 
以 能 减少 位 抵消 的 坏 影响 ， 以 多 位 数 进行 计算 
的 所 谓 高 精度 计算 Chigh precision computation ) 
的 优点 也 就 表现 于 此 . I 

【误差 的 传播 】 为 了 分 析 误 闲 的 传播 ( 英 
propagation of errors {& Fehlerfortpflanzung), 
假定 能 对 无 穷 多 位 数 进行 计算 而 不 发 生 含 人 误 
差 。 对 给 定 的 输入 数据 n t te RR y = 
f ctn) 计算 у. 设 近似 式 的 截断 误差 为 
л. 如 果 输 入 数据 x, 存在 输入 误差 0), RU 中 
出 现 的 误差 5 为 

at > 9r bi. 
FA ar 

上 面 曾 假定 全 部 计算 是 以 无 穷 多 位 数 进 行 的 ， 
但 最 后 把 结果 会 人 成 有 限 位 数 ， 由 此 产生 的 舍 
入 误差 设 为 s, 则 ”的 最 后 误差 5 是 


a= e+nxn+ >; E 
1 2 š 


在 分 为 若干 个 步骤 的 计算 中 ， 在 每 一 步 都 要 考 
BERAE. i y = К oes z.) 是 在 某 步 
上 的 计算 结果 , 则 上 式 中 的 5; 是 该 步 开始 时 的 
输入 误差 , 它 除 包 括 最 初 的 输入 误差 外 ,还 包括 
以 前 各 步 中 所 产生 的 全 部 误差 , 即 a, 是 一 个 栋 
PRM (accumulated error), KN. 若 前 一 步 的 
误差 对 后 一 步 的 影响 变 得 较 小 ， 而 且 随 着 计算 
的 继续 进行 其 影响 逐渐 消失 ， 则 整个 计算 结果 
就 是 稳定 的 。 反之 , 如 果 前 一 步 的 误差 对 后 一 
步 的 影响 增 大 ,误差 逐步 累积 , 则 计算 结果 就 远 
远离 开 了 正确 答案 。 我 们 用 Bessel 函数 ?的 递 
推 公式 
JG)  Qn/2)).G) — JG) 
作为 计算 过 程 中 舍 人 误差 累积 的 例子 。 由 此 公 
式 ， 对 给 定 的 x*, 从 已 知 的 J(s), iG) 之 值 开 
始 逐步 算出 J.G), 是 一 个 有 名 的 古典 方法 . 设 
Ju) = yor J.G) = xs。 则 上 述 递 推 公式 可 
以 看 作 从 平面 上 的 点 Payas 2a) BI Poenis 
2,2) 的 线性 变换 
Yer sn Zuti = — Ya + Qn/z)z.. 


此 差分 方程 的 特征 值 为 


4 п < lelit Та = 12] = 1, 4854 о > |=! 
BY, АЕН AF 1, 并 且 随 着 ”的 增 大 而 急剧 
增加 。 因 此 ,即使 由 于 伟人 误差 使 P。 的 位 置 有 
微小 偏离 ,误差 也 会 逐渐 迅速 扩大 ,使 最 后 的 结 
果 成 为 毫 无 意义 的 值 。 这 时 如 能 进行 无 穷 多 位 
数 的 计算 ,就 不 会 发 生 这 种 现象 。 因此 ,如 果 取 
充分 多 的 有 效 位 数 进行 计算 , 则 可 使 P. 开始 偏 
离 真 实 位 置 的 时 刻 来 得 很 晚 。 这 样 的 例子 在 
[3] 中 已 讨论 过 . 

特别 是 在 常 微分 方程 的 数值 解法 中 ， 关 于 
误差 传播 问题 ,研究 的 比较 多 C[2], [4], 一 常 
微分 方程 的 数值 解法 ) 

另外 ,为 了 设法 防止 产生 爹 人 误差 ,还 有 很 


线性 方程 组 的 数值 解法 
有 趣味 的 方案 ， 例 如 ， 将 所 有 的 量 用 整数 来 表 
示 ， 并 利用 关于 素数 ?的 mod p 的 计算 ([6]). 
关于 线性 方程 组 的 误差 — [1], [5]. 
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[5] [1] J- von Neuman-H. Н. Goldstine, Nu- 
merical inverting of matrices of higher order, Bull. Amer. 
Math. Soc., 53 (1947), 1021—1099; [2] P. 
Discrete variable methods in ordinary differential equa- 
tions, John Wiley, 1962, (3) PF, MERON 
M, BH, 15 (1963), 30—40; [4] PREX, AMAN 
вона) оаа 5 — HM, 情报 
мәш, 4 (1963), 249—260; [5] KERF, HEMO= 
HIBACHI SIE, RAM, 5 (1964), 195— 
202; [6] MA-ES, MENA сеа 
EH ROR, mans. 1(1960), 78—86; [7] J- 


Henrici, 


digital « computation 1, I, Joha Wiley, 1965. 


线性 方程 组 的 数值 解法 [Ж numerical solution 
of linear equations ik solution numérique des 
équations linéaires £ numerische Lösung der 
linearen Gleichungen 4K числовое решение систем 
линейных уравнений ЕН Mil RGBKOR 
值 解法 ] 若 将 线性 方程 组 


а) $us Pelea 
f 
写成 矩阵 形式 , 则 得 
(2) AX =c; A = (а) 
e=(a), х= (к). 


从 理论 上 ,用 行列 式 容易 求 出 (1) 的 解 , 但 实际 
上 ,特别 是 当 # 较 大 《例如 几 十 以 上 ) Ф, н оу 
个 项 计算 行列 式 是 不 大 可 能 的 。 数值 解法 , 大 
致 可 分 成 消 元 法 和 挝 代 法 两 种 

【 消 元 法 】 所 谓 消 元 法 《dimination me- 
thod), 就 是 依次 作 (1) 式 的 线性 组 合 来 消去 未 
知 量 的 方法 ， 表 1 是 按 下 列 计算 格式 构成 的 : 


G) aft? = aff) — ата?ан, 
СО 一 cim 一 at l, js 
ijj m+ l,m+2,- 

BE аф = ay, c == c, HG) Мт 1 一 直 计 

算 到 m = n—1, 称 作 消 元 过 程 (forward steps), 

这 个 过 程 结束 时 ， 则 得 系数 成 为 三 角 甜 阵 的 线 

性 方程 组 : 
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т los 


() Dmm 
= 


AUT (4) 式 , 从 后 面 逐个 地 求 出 wx.-……， 
хт, 就 得 到 原 方程 组 的 解 , 称 这 个 过 程 为 回 代 过 
TR (backward steps), 表 中 元 素 amm 在 进入 下 
一 阶段 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 ， 称 它 为 主 元 
《pivot)。 主 元 之 积 等 于 系数 矩阵 的 行列 式 , 即 
14] = enar. 

若 某 一 主 元 等 于 0 ,或 有 效 数字 的 位 抵消 ' 显 
3⁄, 那么 往 下 的 计算 就 不 能 进行 。 这 时 就 必须 
改变 主 元 的 位 置 。 通常 是 , 在 每 一 阶段 都 选择 
aP 中 绝对 值 最 大 者 作为 主 元 进行 下 一 阶段 的 
HSE, PL EITM (method of pivot sele- 
ction)。 使 用 此 法 时 ,根据 最 后 第 几 个 主 元 处 出 
现 零 就 能 确定 出 系数 矩阵 的 秩 ", 还 能 够 判别 方 
程 组 的 不 稳定 性 或 是 否 可 解 等 问题 . 

有 很 多 种 解法 ， 它 们 在 本 质 上 与 消 元 法 相 
同 , 只 是 消 元 顺序 不 同 。 其 中 最 简明 的 有 括 
去 法 (sweeping out method)。 该 方法 也 称 为 
Gauss-Jacobi 消 元 法 〈Gauss-Jacobi elimination 
method)。《〈 相 应 地 将 前 面 提出 的 方法 , 有 时 称 
为 Gauss 消 元 法 (Gauss’ elimination method), ) 
这 个 方法 是 按 着 下 列 计算 格式 进行 的 .对 m=2 
的 情形 ， 如 表 2 所 示 . 


(5) ata? = amp 22, 


i= m, modnm 


со сабт 


at = а) — afm aS? [dios 


nse — абсо Јат, 
P—dcm jn 
¿+ d, t .. 


当 计算 到 m = o Bt, ДВЕ ЗК ir de 
Pe. B 857319 ch 就 是 方程 组 的 解 ， 即 
这 个 方法 只 需要 消 元 过 程 ， 而 不 需 
EHR WARRE Gaus 消 元 法 稍 多 些 ， 但 
程序 简单 ， 当 方程 组 的 右 端 不 是 一 个 列 向 量 < 
而 是 有 若干 个 并 列 的 列 向 量 时 ， 则 该 方法 能 同 
时 解 系数 矩阵 相同 ， 而 只 是 改变 了 右 市 的 数 个 
线性 方程 组 。 特 别 是 , 若 右 端 是 单位 矩阵 , 则 按 
此 法 计算 到 第 步 时 便 得 到 矩阵 4 的 着 矩阵 

GARE) GAUGE (iteration method), 是 
当 系 数 矩 阵 的 对 角 线 元 素 之 绝对 值 和 其 他 元 素 
的 绝对 值 相 比 占 优势 时 所 采用 的 方法 ， Gauss 
选 代 法 (Gauss' iteration method), 是 以 z = 
саи 为 初始 值 ， 按 下 列 计算 公式 进行 迭代 
的 : 

ka 

(6) a (о atm 


m 


PENA 


i-1,- 
RERE rm 一 aint? 一 zi” 是 否 逐 渐变 小 能 
检验 xim 的 收敛 性 。 当 收 敛 时 ,其 极限 值 即 为 
所 求 的 解 nm 

Ж (6) 式 右 端的 zy" G <i — 1), 用 已 算 
FORD xit? 代替 便 得 到 Gauss-Seidel ft 
法 (Gauss-Seidel iteration method)， 这 个 方法 在 
电子 计算 机 上 执行 时 ,不 仅 节省 存储 单元 ,而 且 
还 往往 能 加 快 收敛 速度 ， 另 外 ,至 少 在 理论 上 ， 
4 REGS А RIE Hermite 矩阵 时 , 则 Gauss- 
Seidel 和 迭代 法 收敛 . 

GEHA Bi) FEE GE (conjugate 
gradient method)， 原 来 是 作为 迭代 法 来 考虑 的 ， 
但 在 理论 上 ,如 消 元 法 那样 ， ” 步 就 收敛 ， 当 4 
WSN MIE MY, ERR Xo 为 初始 向 
E. р r = c — 4Xo 出 发 按照 下 列 公 
式 重 复 计算 ”次 即 可 : 


а = coils Ар), 
Хы = X, + ар 
r= ri — a Api, 
b= аЛ, 

Pitt = roa + bipi 
其 中 , Xa ro р, 是 列 向 量 , 01 b, 是 纯 量 . 另外 
7 等 于 残 向 量 。 一 AX, 而 ra 相互 正 交 ， 因 此 
第 十 1 个 r。 DERE, X, 就 是 所 求 之 解 向 
量 ， 当 -为 非 实 对 称 矩 阵 时 ,对 原 方程 乘 以 '4 
(жиеш) 把 它 变 成 :4.4X 一 “4c， 那 么 :44 
就 是 对 称 正定 的 ， 所 以 对 此 方程 应 用 上 述 方法 
即 可 . 

比较 上 述 三 种 方法 ， 消 元 法 虽 属 最 原始 的 
方法 ,但 它 最 好 , 主 元 选取 法 也 更 无 问题 。 即 使 
系数 矩阵 为 病态 的 情形 《并 conditioned case), 
用 消 元 法 也 能 得 到 相当 精确 的 近似 解 ， 但 利用 
共 罗 斜 量 法 时 ,可 能 得 到 错误 的 解 ， 当 谈 到 系 
RUER A RAWAN JEER '44 的 最 大 
特征 值 +, 与 其 最 小 特征 值 作 的 比值 V2/ 
VE 来 衡量 的 。 比值 越 大 病态 越 重 。 在 矩阵 
4 是 退化 的 情形 ( 即 14| = OFT), u= 0, RI 
上 述 比 值 变 成， 利用 差分 方法 解 偏 微分 方程 
时 ,系数 矩阵 中 出 现 许多 零 , 这 时 用 迭代 法 解 是 
有 效 的 ， 为 使 xf" 很 快 收敛 ,有 时 进行 加 速 (一 
偏 微分 方程 的 数值 解法 ). 
【正规 方程 组 】 在 线性 方程 组 

(7) Deusen iml, N 


m 
th, 8 5 809439 KF ARAL 48 n 时 ,一 
般 来 说 , 该 方程 组 是 不 可 解 的 。 但 不 要 求 精确 
满足 (7), 而 要 确定 z, 使 得 残 量 

па Sexe 


iei 


之 平方 和 DIE 最 小 ,这 还 是 可 能 的 .这 样 来 


m 


Ros 的 方法 就 是 所 谓 最 小 二 乘法 method of 
least squares): 该 方法 ,通过 作 

ә (3^5 И 

5 à IS k=l, tts a, 


把 问题 归结 为 解 线性 方程 组 
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= oí х 
@)  X(Xue)n- X anes 
i em = 
k=l, sn 
在 最 小 二 乘法 中 ,方程 组 (8) 称 作 正 规 方程 组 
(normal equations). 

[5] [1] P. S. Dwyer, Linear computation, John 
Wiley, 1951; {2] JL К. Фалдеев-В. H. Фаддеева, 
Вычислительные методы линейной алгебры, Физматгиз, 
1963 Chik, Д. К. юж, B. Н. 法 捷 那 娃 ， 线 性 代 
数 计 算 方法 ,上 海 科学 技术 出 版 社 ,1965); [3] L. Fox, Am 
introduction to numerical linear algebra, Clarendon Press, 
1964; 【4] HERRAN 1 OPB k OTA T 5 
数值 计算 法 ， 数 学 ，9 (1958), 240—249; [5] ЖЖ, 
行列 所 上 伙 建立 次 方程 式 ， 情 报 刀 理学 会 编 ， 电 子 计算 机 
一 >Fyy2， 第 5 篇 第 2 章 ， 方 一 人 社 ，1966; [6] R. 
S. Varga, Matrix iterative analysis, Prentice-Hall, 1962 
《中 译本 R. S. 瓦 格 ， 矩阵 选 代 分 析 , 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1966); [7] J- Walsh (ed.), Numerical analysis, an 
introduction, Academic Press, 1967, [8] F. John, Lec- 
tures on advanced numerical analysis, Gordon and Breach, 
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代数 方程 的 数值 解法 [3 numerical solution 
of algebraic equations ik solution numérique des 
équations algébriques Ф numerische Lösung der 
algebrischen Gleichungen IÁ числовое решение 
алгебраических уравнений 8 代数 方程 式 四 
数值 解法 ] 求 方程 (不 限于 代数 方程 ) f(x) 一 
0 的 根 “ 的 数值 计算 法 ,大 致 分 成 以 下 两 种 , 1) 
首先 适当 地 给 出 根 “ 的 初始 近似 值 ， 然 后 逐次 
改善 它 的 精度 的 方法 ， 如 Newton-Raphson 法 
等 。2) 直接 寻找 根 “ 的 较 好 的 近似 值 , 而 不 需 
要 初始 近似 值 的 方法 ， 如 对 高 次 代数 方程 有 
Graeffe jk, Bernoulli 法 等 。 一 般 来 讲 , 画 出 图 
象 是 有 用 的 .属于 1) 和 2) 的 方法 可 以 单独 使 
Ж. 但 对 1) 中 的 方法 ,如 果 初 始 近似 值 给 的 不 
恰当 , 那么 可 能 不 收敛 于 根 a, EF 2) 中 的 方 
法 , 虽 收 笋 ,但 速度 较 慢 . 为 逼近 精确 解 ,不 取 充 
分 多 的 位 数 进行 计算 是 难以 保证 所 要 的 精度 
$5. 因而 在 使 用 电子 计算 机 进行 计算 时 , 两 种 
方法 联合 使 用 是 有 利 的 ([1])。 近年 来 ， 随 着 
电子 计算 机 的 发 展 ， 具 有 大 范围 收敛 性 的 解法 
越 来 越 得 到 重视 (1131, (171). 

GARA) 当 把 方程 1(*) 一 0 变形 为 
x= FO), 用 选 代 公式 хы FG) (i = 0, 
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1,2, +++) 求 根 时 ， 则 和 迭代 公式 收敛 的 必要 条 
件 如 下 : 令 a 为 方程 的 一 个 根 , 则 由 хы а= 
Fx) —a, 得 Gia — в)/(х;— a) = ЕС) 
《r*<<5<a 或 *>5>a)， 从 而 如 果 o< F'(s)< 
1, 则 ”单调 地 收敛 于 根 a; 如 果 0 > F(E) > 
一 1, 则 振动 地 收敛. 假如 |F《5)| > 1 时 , 设 
FUG) 为 F(x) 的 反 函数 ,那么 x = FIG) XX 
式 的 选 代 法 收敛， 选 代 法 的 收敛 速度 以 阶 表示 
如 下 : 即 ims; 一 a 时 ， 车 
lim (za 一 a)/(x, — a} = c #0, 


UR TG Pe AW Sk aR BE BY (k-th order). 
收敛 速度 为 和 阶 的 充分 必要 条 件 是 
a= F(a), 
F(a) = F"(a) 一 … 一 Fa-o(a) 一 0， 
Еа) + 0, 

在 数值 计算 中 使 用 的 主要 的 迭代 法 列举 如 
т: 

【 试 位 法 】 试 位 法 ( 拉 regular falsi, Ж me- 
thod of false position), 是 以 左右 夹击 的 方式 求 方 
程 1(*) = 0 的 实 根 。 的 方法 ,其 计算 过 程 如 
F: 对 夹 住 a 的 两 个 近似 值 z, zo UE xy) > 
9, Kae) < 0， 则 以 

# = Ga nn) 一 xi DIG — Кх,)) 
RIDE OU x, d? 02) > 0, Й х, 
ж КЕ) <0, M) z— zo REO R TF £ 
(符号 >” 表示 替换 )， 试 位 法 的 收敛 条 件 和 收 
敛 速度 如 下 : WE 

FG) = (х Кх) Ка») WI@) HO)» 
则 

F'(a) = (Ка) +0 — х„)/Са))/Кх,). 


BEE WREE a MNE T f 连续 , 则 èt 


Kaa) = Ка) + (z+ — а) (a) 
十 (1/2Xre — а" С) 
(а> E> r Hoa < FE < x). 
从 而 ,假定 
F(a)  (1/2X x, — APF’ CEK) # 0, 

WAM z, хо OM, REE |F (| <1, 
成 立 ， 因 此 ,只 要 初始 值 选 得 适当 ,就 能 以 一 阶 
的 收敛 速度 收敛 (在 [211 中 已 证 明 此 法 的 敛 速 


为 (1 + VS5 )/2 Ий. FR). 试 位 法 的 特 
点 是 只 需 计算 fCx) REHAS E). BI 
两 个 实 根 很 靠近 ,并 且 在 这 些 根 附近 六 (s) 很 小 
时 ， 在 以 试 位 法 求 根 «的 过 程 中 不 必 担心 被 令 
жем. 

这 种 方法 属于 线性 反 插值 法 。 这 种 反 插值 
法 ,还 有 利用 Lagrange 插值 公式 + 的 Muller 法 
(037), AIMI Sürling 插值 公式 的 Whittaker 法 
《[4]) 等 等 ， 这 些 方法 虽 比 线性 反 插值 法 收 
IRER, BARRAR. 求 高 次 代数 方程 
f(x) — 0 实 根 的 Sturm 法 (根据 Sturm 定理 
缩小 根 所 在 区 间 的 方法 ， 即 对 分 区 间 套 法 )， 
Horner 法 ( 逐 位 求 10 进 制 小 数 的 方法 ) 等 也 
属于 这 种 方法 。 DA. 用 连 分 数 形式 求 得 实 根 
aty Lagrange 法 ([14]), 它 是 用 完全 不 售 舍 
人 误差 的 整数 进行 计算 的 ， 所 以 此 法 对 分 离 位 
置 很 接近 的 根 是 有 用 的 

【Newton-Raphson 法 】 为 了 求 方程 1(#) 一 0 
的 实 根 o, 当 能 计算 (x) ае 0 时， 可 使 用 收敛 
速度 较 快 的 Newton-Raphson 法 (或 Newton 
ARA) UHR а 的 一 个 适当 的 第 ; 次 近似 值 
ж zo 则 zn = x, КРС) iw my 更 接近 
于 精确 解 。， 如 此 重复 下 去 , 当 [za 一 x,| 充分 
小 时 ， 就 认为 迭代 法 已 收敛 ， 收敛 条 件 和 收敛 
速度 如 下 : BPG) 一 x 一 fCx)/fCz)， 则 

FG) = IGO GY/G Gy, 
F(a) = 0. 

ЭЙ, 如果 Са) 20, f"(a)àc0, B| Е”(а)%0, 
因此 如 能 在 < 附近 确定 适当 的 近似 值 x 使 
IFG) < 1， 那 么 收敛 速度 就 是 二 阶 的 ， 特 
BE, nat fCzo)f C) ае 0, Ао — KK /f Go) 
IG) < M, If Gl > 2hoM， 则 从 xo 开始 
的 Newton ЖШН х, 全 部 包含 在 比 Mol 小 的 
区 间 之 内 ， 其 中 方程 只 有 一 个 根 e 且 о. 
此 外 还 有 la— zin) < M lx — nia 2f Gl 
Gi = 1, 2,-++) (例如 [5], $37). 

Newton-Raphson 法 也 适用 于 复 变量 的 全 纯 
BM. 这 时 ,多 半 是 把 各 方程 分 成 实 部 和 虚 部 
进行 实际 计算 (如 [1])， 占 部 窒 研 究 了 考虑 到 
会 人 误差 的 收敛 性 判定 和 误差 估计 (171). — 


般 说 来 ,除了 (x) 之 外 还 用 到 f(x) 的 Newton- 
Raphson 法 的 收敛 阶 是 3([9])。 当 f) = 0 
时 ,必须 使 用 了 (x) = 0。 在 这 方面 有 一 松 信 的 
研究 工作 ([6])。 BH, W. Kizner 报告 了 不 
Ж G) 以 上 的 高 阶 导数 但 具有 5 阶 收敛 速 度 
的 选 代 法 〈[10])、 该 方法 的 原理 是 , 设 n 2973 
E AC) = 0 的 根 # 的 第 一 近似 , 则 
st ata 
其 中 的 积分 部 分 用 Runge-Kutta 法 + 进行 数值 
积分 。 对 固定 的 收敛 阶 数 , 解 1(x) 一 0 АЖ 
代 法 不 只 一 种 ,例如 , 求 方程 1(*) = e— a = 0 
的 根 , 即 求 平方 根 “一 Va 的 迭代 法 
zin = (x, + a/x,)/2 
FURR 
tin = 250038 — а) 
BAA KO GH BE. RIG) 一 一。 一 0 
的 根 , 即 求 立方 根 。 一 。 的 选 代 法 
za = xz, + (a/r; — х)/3 
以 二 阶 速度 收敛, 而 
xa = x,/2 + (a + @/2)/(2x3 + a/x,) 
以 三 阶 速度 收敛 . 
NFA TERA Ка, y) = 0, glr, 
y) = 0, 可 以 把 它 变 成 x 一 ф(х, у), у= 4G, 
DEI 
19ә/Әх| + |85/0x| <1, 
109/0y| + |05/8y| <1, 
则 迭代 程序 za = р(х,» у,)» yin = dn у) 
是 可 用 的 。 对 Newton-Raphson jk, ik Ал, 
Ay, 为 第 i 近似 值 zi y; 的 修正 值 , 则 它们 可 由 
解 方程 组 
flay Ax, + (удду, = Кк у)» 
giGus у)Ах + gis уду, = —gE(zo y) 
而 得 到 ,并 把 
ra = x. + Алу, 
Yin = yi + Ay; 
作为 进行 下 一 步 计 算 的 近似 值 。 将 这 个 过 程 反 
复 进行 到 Anl, lay! 充分 小 为 止 。 
[Bairstow 法 】 Bairstow 法 也 称 为 Hit- 
chcock Ж, 它 是 为 求实 系数 代数 方程 1(x) 一 
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ag" + ах"! 十 …* 十 aa = 0 的 复 根 而 求 1(x) 
的 二 次 因 式 x + p*x + 4* 的 方法 。 首先 , 确 
定 适当 的 二 次 试验 因 式 闻 十 px + 9。 其 次 , 根 
据 二 次 臣 式 的 综合 除法 ,由 
b = upes pb p 46-2 
(0, 1, ---, п), 
ca = bi — реа — 461-2 
G 9,1,» — 1) 
RH bjs с. ЖФ bi = C= C479, 
解 方 程 组 
CaP 十 cA = bonis 
5o-iAp 十 c,—Aq = bay 


其 中 
Fant = Cami 一 bo- 

ЖШ Ap, dg, 然后 算出 p* =p + Ap, ot = 
q+ Aq, 把 = + рех 十 4” 作 为 新 的 试验 因 
X. 如 此 重复 到 Ap, Aq 充分 小 为 止 。 这 个 方 
法 相当 于 两 个 变量 的 Newton-Raphson 方法 ,所 
以 它 具 有 二 阶 收敛 速度 . 只 要 p,q 选 得 适当 ， 
其 收敛 速度 是 很 快 的 . 

这 种 方法 的 原理 是 : 设 Rir + R, 为 用 
= + pz + qh JG) 所 得 的 余 式 ,然后 确定 pg 
使 得 Ri(ps 4) 一 Rp» 4) 一 0， 一般 地 , 使 得 
做 除法 后 的 余 式 为 r) = ntt 十 rat 也 是 
同样 可 行 的 。 这 种 推广 是 A. A. Grau 作出 的 
CLI). k= 0k}, 就 是 Bairstow 法 , 而 当 
太一 9 一 2 时 ,就 相当 于 McAuley 法 ([12])。 

【 求 根 的 较 好 初始 近似 值 的 方法 】 下 面 列 
举 求 根 的 较 好 初始 近似 值 的 几 种 主要 的 方法 . 

(Bernoulli 法 】 Bernoulli 法 是 对 代数 方 
程 

fe) = x^ at ta" 二. 二 a 一 0 
反复 运用 迭代 公式 

S, = —aSya — ap — 77 
的 方法 .迭代 初 值 可 按 下 列 两 种 方法 中 的 某 一 
种 选取 : 1) Se 一 3 一"… 一 3 一 0 Sea = 15 
2) Sp 一 (абаа ааб + ak) 
(—1,2,*,2). W fx) = 0 RA 
a c as Cla] > || > ++ > 1а, 1), 如 果 
是 实 的 单 根 且 lal > 19], W 54/5, > а» 


mL 
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如 果 ao, a, 是 复 根 , Wk m m re^, a, = re", 
le] <r, WAF 
(Sk 5з) С — SS) > n 

(S.Si — Sai) / Gb — 5654-2) 一 2rcos6， 
所 以 = — (2rcos6)x + 2 = 0 的 二 个 根 就 是 
а а» SEH, 5, 是 方程 的 = MR eo o> `: >a, 
WAREZ. HBS, t, C. Lanczos 使 用 了 
af CAE) 一 + 5/х + Sr cS 
ah + +++ ([9], р. 26—30), 

XP EE LB RATE IED КЕШЕ 
PE 4 的 特征 方程 来 求解 导出 的 : 


设 和 矩阵 4 的 特征 值 为 ay das ……， de Cll > 
lu] > da). S Bernoulli 法 就 等 价 于 
求 最 大 特征 值 的 军法 ' С 特征 值 的 数值 计 
算法 [宪法 ]). 

【Lehmer ik] Lehmer 法 ([13]), 是 在 
复 平面 上 寻找 复 系数 代数 方程 

f(z) = a + az + ал+ +++ + a2” = 0 
的 个 根 的 方法 ， 计 算 过 程 如 下 : 

第 一 步 。 任意 给 定 半径 r， 以 原点 为 中 心 
画 半 径 为 R= r2 (Ө 是 任意 给 定 的 整数 ) 的 
El, 然后 判断 在 该 圆 内 是 否 存在 Ош) = 0 的 根 
《判断 中 利用 Lehmer 定理 )， 当 无 根 时 ， 作 
2R — R, 有 根 时 , fE R/2 — R, 再 检查 相应 的 
圆 内 是 否 有 方程 的 根 。 重复 这 一 过 程 直到 求 出 
一 个 R 使 圆 环 R < |21 < 2R 中 有 根 为 止 . 

第 二 步 . 以 by GR/3)expG22^/8) 为 
圆心 ( 一 0，1,，.…，7)， 逐 次 作 半径 为 w= 
(5R/3)/2 的 小 圆 并 以 此 覆盖 第 一 步 中 求 得 的 
圆 环 , 然后 检查 根 o 在 哪 一 个 小 圆 内 部 如果 
已 知 e 在 《一 1 时 的 圆 内 ， 就 把 原点 移 到 8, 并 
回 到 第 一 步 . 

若 按 第 一 步 求 得 满足 К< |+ 一 bi 一 2R， 
É Ro HJ R <(5/6)R, 因此 ， 第 一 步 重复 进 
行 N 次 后 , 根 。 就 在 半径 比 (5/6)*R 小 的 小 贺 


内 ， 这 时 小 圆 的 中 心 8 就 是 根 “的 一 个 较 好 的 
近似 值 . 

【下 山 法 】 这 是 求 多 变量 函数 的 极 值 的 方 
法 之 一 ， 它 也 可 以 用 来 求 方 程 组 的 近似 解 . 现 
以 两 个 变量 的 情形 来 说 明 下 山 法 (downrhill 
method), 设 已 给 方程 组 f(x, y) = 0, eG, 
у) 一 0， 再 设 JG, y) = f + e, WRT 
组 的 实 根 的 问题 可 转化 成 求 使 e y) 达到 极 
值 零 的 坐标 (a, B) 的 问题 ， 以 (a, 8) 的 任意 
EME (zo) 为 中 心 、4 为 步 长 ,在 由 x = z 
mh; у = yo nth BARA PRL 
JG» y) 的 值 。 我 们 以 于 个 点 上 的 函数 值 为 基 
础 , 用 二 次 曲面 bot bx 十 by 十 bna(3m 一 2) 十 
bal3y? — 2) + bury 逼近 JG, у). Ж 
乘法 计算 bo bo bry bus bu» bus 并 求 出 近似 二 
次 曲面 的 中 心 (zt, yt)» 然后 以 mu + а ne 
ж + 媒 一 图 作为 下 一 步 的 近似 值 。 再 适当 缩 
小 步 长 4 并 重复 上 述 过 程 ， 这 个 方法 是 G. E. 
P. Box-K. B. Wilson (1954) 在 反应 曲面 的 探 
索 中 为 求 得 最 优 条 件 所 使 用 的 逐次 实验 规划 法 
的 改进 . 

【其 他 方法 】 为 求 代数 方程 的 根 的 初始 近 
似 ,从 前 经 常 使 用 Graeffe 法 ， 此 法 是 逐次 做 
方程 ,使 其 根 为 前 一 方程 根 的 平方 ,以 此 来 分 离 
所 给 方程 的 根 。 但 是 用 电子 计算 机 计算 时 , 还 
是 前 述 诸 方法 更 为 方便 . 

对 方程 1(x) — 0, 根据 函数 逼近 的 方法 作 
f(x) 的 近似 函数 g(x), H (ж) 一 0 的 根 作为 
f(x) 二 0 的 根 的 近似 值 ,这 种 方法 , 称 为 Lanczos 
法 ([9])， 对 三 次 方程 ,用 二 次 方程 远近 的 山内 
二 郎 的 方法 是 ， 求 下 述 二 次 方程 的 根来 作为 三 
次 方程 Ptartis—c 0 (c > 0) 的 实 根 
的 近似 值 的 . Ve, 1) MR aV +5>0, 
RE (а + /2)V) + (ë — (9/16)? ух 一 
(81/32) = 0 并 取 满 足 条 件 0 < x < V @ 
Hi. i) 如 打 aV + b <0, Whe (31/32)8 + 
(a + (9/16)V)x + (6 — G/2)V) = 0 并 取 
满足 条 件 V < z КИН. ш) 如 果 aV +b = 0, 
则 取 V. 采用 这 些 公式 ， 可 给 出 相对 误差 
为 4 一 5% 的 实 根 的 初始 近似 值 . 


在 求 正 交 多 项 式 (例如 Legendre 多 项 式 ') 
的 零点 时 ， 有 时 以 渐 近 展开 作为 近似 函数 
gC), 可 以 得 到 根 的 相当 精确 的 初始 近似 值 . 
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特征 值 的 数值 计算 法 【 英 numerical compu- 
法 calcul numérique des 
valeurs propres ¿Ë numerische Rechnung der Eigen- 


tation of eigenvalues 


werte A. числовое вычисление собственных 
значний Н 固有 值 D 数 值 计算 法 ] 在 特征 
值 问题 * 中 ， 有 和 矩阵 和 微分 方程 等 各 种 不 同情 
Wn 不 用 说 对 有 限 自由 度 的 线性 问题 , 即使 对 
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无 限 自由 度 的 线性 问题 ,在 数值 解法 中 ,也 是 把 
它 归结 为 有 限 自由 度 问 题 的， 所 以 在 特征 值 问 
题 的 数值 解法 中 , 甜 阵 的 特征 值 '、 特 征 向 量 ' 的 
数值 计算 法 是 所 有 问题 的 基础 。 下 面 对 它 加 以 
论述 。 计算 矩阵 4 的 特征 值 、 特征 向 量 的 方法 
大 致 可 分 为 两 类 。 第 一 类 方法 是 : 首先 计算 出 
SBME 4 的 特征 多 项 式 ' pA) = da (Al — A) 
(其 中 工 是 单位 矩阵 ) (或 给 出 对 任意 给 定 的 4 
计算 PG) 的 值 的 方法 )， 其 次 数值 地 解 代数 方 
E p) 一 0 求 出 特征 值 2, (а= 1,2, 7) 
(一 代数 方程 的 数值 解法 ), 最 后 由 方程 (lv! 一 
4)x, 一 0 求 出 特征 向 量 x, 第 二 类 方法 是 : 
不 借助 于 解 代数 方程 ， 而 直接 求 出 部 分 或 全 部 
特征 值 和 特征 向 量 . 一 般 地 说 ,对 于 实 对 称 Ой 
Hermite) 矩阵 已 有 一 些 有 效 的 数值 解法 ， 但 对 
其 他 矩阵 ,还 没有 总 是 有 效 的 方法 ,往往 只 好 用 
精度 不 高 的 第 一 类 方法 去 计算 . 为 简单 起 见 ， 
下 面 只 考虑 具有 实 元 素 的 * 阶 方 阵 4 = Gu) 
G, imd, n) BISOUS SIUE AUG 
推广 到 具有 复元 素 的 矩阵 上 去 . 

[Jacobi 法 】 Jacobi 法 (Jacobi method) 
是 由 C. G. J. Jacobi 所 发 现 的 一 次 求 出 实 对 
称 和 矩阵 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 逐次 遥 近 法 
(171). 该 方法 不 适 于 手 算 ,但 用 电子 计算 机 计 
算 却 很 适宜 ， 它 在 目前 所 有 方法 中 是 最 有 效 的 
方法 之 一 ， 下 面 的 算法 可 推广 到 Hermite 矩阵 
上 去 , 这 只 要 将 其 中 的 正 交 变换 * 改 为 西 变换 即 
可 . 

概括 地 说 ， Jacobi 法 是 反复 使 用 二 维 平面 
的 坐标 旋转 将 给 定 矩 阵 4 — Cay) Cay = ан, 
站 了 一 1, оп) 化 为 对 角形 。 首先 令 49 = 
4,09 = I, 再 按 下 述 步骤 逐次 计算 出 AY, 
AD, ee; UM, 09, oee; HEHE AP m (а) 
的 所 有 非 对 角 元 素 中 选 出 绝对 值 最 大 者 ， 记 
29 ай}, HS rand = 2400 sgn (a) — af) app 
— | + МОй ae? + 348) (其 中 当 
x0, =0 ROM, 设 sgn x = 1, 0 8 
一 1)， 并 由 соз = (1 + tan 0)73 ЯП sind = 
лапе - cos0 计算 出 cos96 和 sin@, 从 而 作出 旋 
MERE TO = (AP) (其 中 设 2 = HG = соз0: 
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B iw p it, Др 1: — = A= sind; 
Misti, iw pis 4], P=0), Bia. 
Hj AGED S TY ADT (^ BRB) HUIS 
UDTO 确定 AM 和 UMD, 在 这 个 方法 中 ， 
ТО 表示 在 第 和 第 q 个 坐标 轴 所 张 成 的 平面 
中 使 得 afer? 一 agit? = 0 [ТЕЗЕЛЕШ (ПШ). 
如 果 令 
мв) = Буй» M(B) = Pio 


iei 


则 NCB) 是 正 交 变换 下 的 不 变量 ,因此 
N(A®) = NCA), 

而 且 , 因为 0 — ар Ci p, 4), Cg y + 
(ag = Cay + (ашу + 2(а у, 所 以 
МСА) = MCA) — Uag. XI aps ж 
所 有 非 对 角 元 素 中 的 绝对 值 最 大 者 ， 故 有 
(айу M(A9)/(m—n), 因此 ， 
MA") < (1 — 2/(n? — n))M(A%) 

<(1 — 2/(? —n)y''M(A) 

< M(A)esp(—2(I+1)/(m—n)), 
已 经 证 明 [13], 4 MCA?) 小 于 某 个 临界 值 
时 , 则 那 以 后 的 迭代 过 程 是 二 阶 收敛 的 , 即 存在 
一 个 由 4 的 阶 数 上 和 4 的 特征 值 的 排列 所 决定 
ПЕЙ с, В МСА ио) <e(M(A)}, 
4 的 特征 值 zx Си = 1, ee) n) 等 于 A? 的 特 
征 值 , 若 使 任意 对 称 矩 阵 刀 的 特征 值 ,与 它 的 对 
角 元 素 在 适当 顺序 下 一 一 对 应 ， 则 特征 值 与 其 
对 应 的 对 角 元 素 之 差 不 大 于 MB)”, 从 而 当 
1 一 o kf, a — a, (i=l, n). 同时 当 
1 — oo ў, UO 一 (wu) 的 各 列 向 量 , 在 


D аи) — jap ro 


的 意义 下 , 趋 近 于 各 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 . 

A, UO ж AD, UD 所 需 的 计算 
量 至 多 与 ”成 正比 。 故 对 给 定 的 s( > 0), 为 
使 max lai? 一 | < s(M(A))!2 所 需要 的 计 


算 量 至 多 与 地 成 正比 (因为 1 至 多 与 到 成 正 
比 )， 另 外 在 实际 计算 中 ,为 了 选 出 4 中 绝对 
值 最 大 的 非 对 角 元 素 , 要 将 所 有 元 素 一 一 比较 ， 
这 部 分 工作 量 与 于 成 正比 , 因此 整个 搜索 过 程 
的 总 工作 量 与 a* 成 正比 。 为 了 改进 这 个 搜索 


过 程 ， 经 常 使 用 循环 Jacobi 法 (cydic Jacob: 
method) TDBB Jacobi Ж (threshold Jacobi 
method)。 前 一 方法 选择 4 > p, 1 = (p 一 1)x 
G — p/2) + (q — p) 的 非 对 角 元 素 作为 a, 
即 逐 次 采用 序列 aP, aP, ---, ais, ар, 
а, +++ ОНЕ apu. 而 在 后 一 方法 
中 ， 只 要 非 对 角 元 素 超 过 给 定 的 阅 值 就 按照 类 
似 于 前 面倒 述 的 方法 来 选取 a; 但 当 一 个 元 
KERE hi, ATEREAK ар; 的 候选 者 列 
人 下 一 序列 里 ， 这 里 的 阅 值 在 迭代 过 程 中 是 逐 
渐 减 小 的 。 考虑 到 将 A? 变 为 AC Bf, 只 有 
位 于 和 矩阵 的 第 p, q 行 和 第 p, q 列 中 的 元 素 改 
变 其 值 ， 故 对 于 绝对 值 最 大 元 素 的 搜索 就 可 以 
做 得 更 有 效 些 。 事实 上 , 对 于 每 行 我 们 可 分 别 
记录 其 绝对 值 最 大 元 素 之 值 及 其 所 在 的 列 ， 这 
样 可 使 搜索 最 大 值 的 工作 量 平均 来 说 多 少 与 
成 正比 地 缩减 . 

[Frame ik] Frame 法 是 J 5. Frame 在 
1949 年 提出 的 一 个 理论 性 稍 强 的 方法 , 它 同时 
确定 矩阵 4 的 特征 多 项 式 和 41 一 4 的 转 置 伴 
随 矩 阵 CCL) (121). MRS 

PCA) = da (Al — 4) a" + pyar + eee 
+ Path + Pas 
COA) = ААС, + АС ese 
ФАС, C. Со I, 

BU p, # C, 可 由 公式 p, и AC Ifi, С, 
AC + pil 计算 出 来 ， im 1,2, n, 此 
时 , С, = 0, 而 —C,-/p. 是 4 的 逆 和 矩阵， 求 
PCA) 一 0 的 根 可 得 到 特征 值 1。， 若 jw JE UR 
则 与 其 对 应 的 特征 向 量 可 由 CC(4,) 的 任 一 列 向 
量 给 出 。 除 解 代数 方程 pA) = 0 所 要 的 计算 
量 外 , 总 的 计算 量 约 与 a* 成 正比 ， 但 这 个 方法 
的 舍 信 误差 较为 严重 ， 特 别 当 4 的 行列 式 值 很 
小 时 ,精度 就 更 差 . 

DX] А (power method) 特别 适用 于 
求 绝对 值 最 大 特征 值 (L6])， 设 4 的 特征 值 hy 
AVE lal > |ь| 21212 A13. 
Нл HSK. 对 应 于 a 的 左 特征 向 量 为 nn (BD 
уби 一 4) = 0), ER (E) 18 x E >, - 
x з 0 (HEN fo, 将 第 ja 分 量 正规 化 为 1， 


BD 20 = 1), DL x 为 初始 近似 ,由 Ах? = 
6®хй+ Q= 0, 1,2, ---; 用 80 将 xotn 的 
第 分 量 正规 化 为 1) 计 算出 6,09, ---5 
x, х®,..., WA ime = fim x^ = x. 
从 而 求 得 特征 值 4 及 其 对 应 的 特征 向 量 x. 其 
收敛 速度 依赖 于 1%/2| ХЛ. 4 nme 
Ags Mal > aal 2 A ТАГА, 也 可 用 同 
样 的 计算 方法 求 出 以 及 对 应 于 它 的 特征 向 
量 之 一 。 若 对 应 于 的 初等 因子 ?为 线性 的 ， 
则 收敛 速度 依赖 于 14/44n1。 但 当 它 为 非 线性 
时 , 则 由 于 收敛 速 度 太 慢 而 不 实用 。 若 l, 
Ial = al > 1512-211, WAER 
方法 算出 的 69, x^ (129,1, 2, ---), — 
般 不 收敛 而 产生 振荡 ， 然 而 , 对 充分 大 的 1, 从 
6, TD, 0), «0+0, й+о 可 得 近似 特征 值 М 
Sd, "EAE FR PU А 的 二 次 方程 的 根 : 

aP ap 
atto ужо gato, 
apt age да 


giogato 
=o, 


i, j MR зе j SATIRE Ж li. 
9i. 

再 由 x = Ax to 一 xD х= Ax OTD — х0+% 
可 分 别 算出 对 应 的 特征 向 量 жа, х. 当 绝对 值 
相等 的 最 大 特征 值 的 个 数 多 于 两 个 时 ， 显 然 也 
可 做 类 似 的 推广 。 当 特征 值 为 一 对 共 因 复数 
时 ,也 能 照样 处 理 ， 这 个 方法 对 | = 110 
情形 也 有 效 . 

为 了 求 其 余 的 特征 值 ， 往 往 将 容 法 与 后 面 
的 收缩 法 或 "矩阵 变换 法 "结合 起 来 使 用 。 所 需 
的 计算 量 因 4 的 特征 值 的 排列 和 所 需要 的 精度 
而 异 .在 求 一 个 (或 一 对 ) 特征 值 \ 特 征 向 量 的 
过 程 中， 每 做 一 次 向 量 与 矩阵 之 积 的 计算 量 是 
与 并 成 正比 的 . 

【近似 值 改 进 法 】 Wa, XU MIB EA 
特征 值 ，x, 为 其 对 应 的 特征 向 量 , x, 的 近似 向 
量 为 (二 x, 十 0(e))， 则 称 az 一 (zw 40)/(v'v) 
为 Rayleigh Bj (Rayleigh’s quotient)， 它 是 2。 
的 较 好 近似 值 。 事 实 上 , 1А, — да] = OCs*), 

车 4 是 4 的 特征 值 而 x 是 对 应 的 特征 向 


x 表示 x 的 
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E, W) PC) J& PCA) 的 特征 值 , B х 是 对 应 的 
特征 向 量 , 此 处 PCE) RE ERI ECT А. dX 
个 事实 既 可 用 来 改变 特征 值 绝对 值 的 大 小 关系 
加 速 寡 法 的 收敛 速度 ， 也 可 用 来 分 离 绝对 值 相 
等 的 特征 值 ,又 可 用 来 求 位 于 中 间 的 特征 值 .在 
实际 使 用 中 ,对 于 P 都 采用 特别 简单 的 形式 ,如 
PL) = VAR PG) = 2 — c S. 

JAN AIMERA SIGUE BE FA Aitken 的 
合法 也 是 有 效 的 . 

【收缩 法 】 EBE 4 的 某 一 特征 值 xx 和 
对 应 的 特征 向 量 x, 是 已 知 的 (如 果 必 要 , 还 有 
对 应 的 左 特征 向 量 ya), 则 利用 正 交 狂 等 ,可 将 
它们 从 4 中 “ 减 去 "而 得 到 一 个 仅 合 其 余 的 特征 
值 特征 向 量 的 问题 ,这 个 过 程 ,一 般 地 称 为 收编 
(deflaticon)。 这 个 方法 常 与 宪法 配合 起 来 使 用 . 
收缩 法 的 两 个 例子 如 下 : i) 当 y, 也 已 知 时 , 可 
构造 B = 4 一 1,x,y, Оф x,, y, REM: 
у. - x, = 1), 则 8 的 特征 值 和 特征 向 量 除 4。 
外 与 4 的 重合 ， 而 对 应 于 2, 的 B 的 特征 值 是 0 
(特征 向 量 为 x,)， 在 非 线 性 初等 因子 的 情况 
下 ,也 有 类 似 的 方法 ,但 稍 复杂 些 ，ii) 仅 用 右 特 
征 向 量 的 方法 是 : 首先 将 x, 正规 化 , 例如 使 它 
的 第 ”分 量 为 1， 再 算出 bi = a, au ан 
G, jo d, n— 1), ШЕ n —1 Bt 6 B£ 
В = (bu). 这 时 下 的 特征 值 除 2, 外 与 4 的 特 
征 值 相等 。， 设 B 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 
HEH wy, 则 由 ry = wy + dan GE rns 
п—1)» xi, 一 d, 可 求 出 4 的 对 应 特征 向 量 xro 
Sith dy, Yay зе „ЇН 

et 
У) anit, = Cg — 3„)% 


确定 . Ma TB 


i 
r= D asa 0 


BS RIA 4, = ORT. BH mà r 0 R. 
AXE 44 = 1, 有 非 线性 初等 因子 时 ,就 以 ry 一 
wylts хы = 0 EX x. M| x, È A CE A = 
AQx, + x, 意义 下 ) 的 广义 特征 向 量 . 

【和 矩阵 变换 法 】 RR. EAEAN 
相似 变换 4 В = 57145 将 给 定 的 矩阵 4 
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变换 为 另 一 个 容易 求 特征 值 的 矩阵 了， 然后 
再 求 B 的 特征 值 特征 向 量 . 今 列举 几 种 方法 如 
F: Givens jk (Givens method) ([9]) 是 用 平 
面 旋转 矩阵 之 积 的 正 交 矩 阵 S, CDS MR B BEA 
A£ A ERER (tridiagonal matrix) В (BD = 
li—j] 22 时 , 2,0 的 矩阵 ) 的 . Householder 
法 (Houscholder method)([10]) 是 用 一 种 特殊 类 
型 的 正 交 和 矩阵 S, 将 对 称 矩 阵 4 化 为 三 角 和 矩阵 
8 的 ;而 Lanczos 法 (Lanczos method) (181), 
则 将 一 个 一 般 矩 阵 4 化 为 一 个 三 对 角 和 矩阵 B. 
对 于 一 般 和 矩阵 ， 也 可 应 用 如 下 几 种 方法 : D 
Данилевский 法 (Danilevskit method): 从 下 面 
开始 顺 次 用 消 元 法 将 4 变换 为 B, Ç th S EH 
次 除 一 行 外 为 对 角 和 矩阵 的 一 些 矩 阵 之 积 ， 变 换 
来 的 矩阵 也是 主 对 角 线 左 侧 为 1, 除 第 一 行 外 ， 
其 他 元 素 摇 为 零 的 矩阵 ([1])，ii) Givens Ж: 
S 为 平面 旋转 矩阵 的 积 ， 而 了 3 为 寺 一 1 > 2 时 
by = 0 型 的 矩阵 〈[9])， 诈 ) Hessenberg 法 
(Hessenberg method); НЕР SH 4 BE 
жн) 中 8B 的 形状 ([3])。 所 有 这 些 方法 每 个 
所 融 要 的 计算 量 , 除 解 代 数 方程 部 分 外 ,都 大 约 
与 由 成 正比 。 一 般 说 来 ， 对 多 重 特征 值 的 情 
m, 都 需要 作 特别 处 理 。 下 面 举 一 个 例子 来 说 
明 对 一 般 矩阵 的 Givens 法 ， 令 N 一 (" 一 1)(z 一 
2)/2， 对 1 一 0, Ly eee N — 1, 依次 选取 (p, 
4) = Bs 2), (452), (в 2); Chs 3), G5, 
3) 353) +++; (n—1, n—2) (072) 
(п.п — 1)， 设 T 是 在 Jacobi 法 中 用 过 的 同 
形状 的 矩阵 ， 其 中 tang == ape atas АЙ 
计算 AO = A, UO = 1, дЧ* — Te” AOT, 
ро» = UOT (10,1, N — 1). $4 
B=A™, Ири —;j2> 28, Boy = 0. Ж 
出 这 样 简化 来 的 5 的 特征 值 后 , 再 利用 UM 将 
B 的 特征 向 量 还 原 成 4 的 特征 向 量 。 另外 , 为 
解 对 称 的 三 对 角 和 矩阵 的 特征 方程 利用 基于 
Sturm 定理 的 对 分 区 间 套 法 也 是 很 有 效 的 . 

为 了 特征 值 的 数值 计算 ， 还 有 关于 特征 值 
上 、 下 界 的 估计 法 ,误差 估计 等 方面 的 许多 研究 
工作 , 详 见 一 [3], [4], [51, [12] 等 . 
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数值 积分 法 
gration numérique ¿Ë numerische Integralrechnung 
dA численное интегрирование Е 数值 积分 法 ] 
【数值 积分 法 】 所 谓 数值 积分 法 ， 是 计算 函数 
1G) 的 定 积分 的 近似 值 的 数值 方法 ， 通 常 是 利 
用 f(x) 的 通 近 函数 (如 插值 多 项 式 ') 的 积分 
来 计算 , 即 通过 区 间 la, 1 内 n GR n + 1) 个 
点 《xos) 35 7x. E f(x) ИВ Co) fis 
hc fe 的 线性 组 合 >, 来 近似 计算 


[оса алга oco 的 积分 
fcre. 


按照 点 x, RW ,的 选 法 ， 数 值 积分 法 有 下 列 
三 种 类 型 : 

1) Newton-Cotes 公式 .在 w(x) SFA 
数 的 情况 下 ， 选 定 ” 十 1 个 等 距 点 x《 一 za 十 
ih, i= 0, 1, 2, 5-5, п), MERW, 4 (z) 
为 不 超过 = 次 的 多 项 式 时 ， 能 精确 地 计算 定 积 
分 的 值 ， 这 样 的 公式 就 是 Newton-Cotes 公式 。 
当 * 一 1 时 ,得 


[ 英 numerical integration 法 inté- 


[ee = + вл 
《梯形 公式 (trapezoidal rule)); Yn 一 2 时 ,得 
{ооа = G+ аһ + ыз 


(Simpson 的 1/3 法 则 (Simpson’s 1/3 rule)); 
ELLE S! 


fritas = @ + э + з + 94/8 


(Simpson 的 3/8 法 则 (Simpson's 3/8 rule)), 
这 些 公式 的 截断 误差 分 别 用 0100/12, 
WF PCE)/90, 32*/9(5)/80,--- 进行 估计 ， 其 
th, 上 是 积分 区 间 中 的 一 个 数 ，j9 AUR 109 i 
阶 导数 (假定 f(x) 可 微 )， 一 般 地 , 当 = 为 偶数 
时 ， 利 用 这 些 公式 也 能 精确 地 计算 出 = 次 多 项 
式 的 积分 ， 当 积分 区 间 (а, 61 很 大 时 , 一 般 看 
来 使 用 整个 区 间 上 的 大 ”的 公式 ， 不 如 将 区 间 
分 成 若干 个 小 区 间 并 在 每 个 小 区 闻 上 分 别 应 用 
小 # 的 公式 .例如 ,将 lasd) 分 成 m 个 小 区 间 ， 
在 每 个 小 区 间 上 应 用" 一 ! 的 公式 ， 则 得 梯形 
公式 
(дк = io 10/2 
thc fie». 
Зе ху = a, z, = b, В = (b — a)/m, 截断 误 
3529 (6 一 ayn/12m. Hk» FAA п 一 2 的 公 
式 时 , 则 得 Simpson 公式 


| оа = 2 MCh el 


+ 2(f + h + а) 

+ (h + fe + °° + Ьа), 
其 中 加 一 ay za = b, h = (ë — a)/2m, ЖТ 
误差 为 (6 一 a9/180C2m》。 

在 区 间 la, 01 bo 积分 等 距 点 的 插值 多 项 
式 也 能 得 出 Newton-Cotes 公式 .在 上 面 列举 的 
公式 中 ,都 利用 了 两 个 端点 a。, bp 上 的 值 ， 因 此 
称 作 闭 型 公式 《closed type formula)， 反 之 ,不 
使 用 两 个 端点 处 的 值 所 求 得 的 公式 称 作 开 型 公 
X (open type formula), Pita, 


[eee = uic — + 23033, 
Жайды 1Pf e 5, MARE 
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方程 的 数值 解法 中 是 必要 的 。 另外 , 也 可 导出 
包括 使 用 积分 区 间 外 的 值 的 积分 公式 ， 例如， 
жж |“ бош, ята 

(=. + 13% + 13 — 528/24. 
若 将 区 间 14, Р] 分 成 个 小 区 间 , 在 每 个 小 区 
间 上 利用 该 公式 ， 则 等 于 在 梯形 公式 中 加 上 了 
修正 项 

Ch — 120/25 + ui — 5/24 

= (Afo + Af-1)/24 — (Afm + Af,)/24, 

其 中 Af, BER fs — fi. 

2) Чебышев 公式 ， 将 权 三 ,全 部 取 成 常 
BOW, PER z G l, 2, 0), 使 得 对 次 
数 不 超 过 =” 的 多 项 式 的 积分 能 计算 出 精确 结 
果 , 这 就 得 到 Чебышев 公式 .着用 x = ((a + 
5) 十 (5 一 a)u)/2 将 变量 * 变 成 w， 则 区 间 
la, Б] 变 成 [一 1, 1]。 所 以 ,今后 就 使 用 区 间 
[一 1，1] 并 不 失 一 般 性 ， 设 在 区 间 [一 1,1] 中 
取 分 点 no tay +++, us。。 其 对 应 的 函数 值 为 ho 
fas === hs PREG Bib 


fuco m wan p+ e) 
AGO m ut Ck = 0, 1, s „уйй, FT 
得 W = 2/n, 并 能 作为 ”次 多 项 式 

п) Що 22^ 


iei 


的 根来 确定 出 w* 而 系数 a, 由 展开 TIL Cu) 20 5 
的 寡 级 数 : 
п) = wt exp (Ў 0) 
= 
= и"ехр( —5)/u— 4/20 — 5/30 — ++) 
使 两 边 w* (A= 0, 1, 7 n) 的 系数 相等 ， 即 
可 求 出 ,其 中 
nf 0, iS 

a nm m D, imm 
Flin, = 2B, ПДи) = — 1/315 一 3 时 ， 
Пи) 一 中 一 xz/2。 因 此 ， 将 这 些 多 项 式 的 根 
(а = 2 B$, +0.5773502692(— + 1/3 ); n= 
3 时 ,0 和 +0.7071067812 (= +1/V/ 2 )) 取 
(ES RAMA, (B 34 n = 8, aS lott, 方程 
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ILG) =0 有 复 根 ， 所 以 不 能 得 到 这 种 类 型 的 
公式 . 

3) Gauss AR. ARE W, 和 分 点 x 
G1, 2，-…，n)， 使 我 们 能 算出 次 数 不 超 过 
2n 一 ! 次 的 多 项 式 的 积分 的 精确 值 时 便 得 到 
Gauss AR. BS 

nc) = Це), 


WER 2n 一 1 次 多 项 式 可 表示 为 
«d IG) 
бю = 2 Go ^ 


10 


= 
+ IG) У) as. 


= 
其 中 , Krr) = fo 第 一 项 是 Lagrange 插值 多 项 
Җ'. 根据 假设 以 wG) 为 权 的 f(x) 的 积分 等 
T > Wf 所 以 得 

MOLON 

Мы а аут)“ 

和 关系 式 

(шопо = o 

( 0,1, 5,5 1). 
从 而 , 分 点 x 就 是 以 w(x) 为 权 函数 在 区 间 
la, b] E5 3t (k = 0, 1, 0 — 1) IEZERS 
?次 多 项 式 的 根 . 

i) (狭义 的 ) Gauss 积分 公式 : 当 w(x) 一 
1, KEA [—1, 1) Bf, ПС) 就 是 Legendre 多 
项 式 ! Pu(z) = (1/270) G1 — 1)"/dx"。 误 
ÆA (129 Cn + 1X (2a) Y. 

ii) Gauss-Laguerre 积分 公式 : 当 w(z) 一 
exp( 一 +), 区 间 为 [0,00) B$ , MG) 为 Laguerre 
多 项 式 ， LO) Сехр)" (anexo (—2))/dx^, 

iii) Gauss-Hermite 积分 公式 : 当 (2) = 
exp (— 20), Kia) (— 90, ©) Rf, ПС) 为 
Hermite 多 项 式 ! Н„(«) = (— 1)" ep z 4". 
ехр(—«?)/д+". 

iv) Саивв-Чебышев 积分 公式 : 4 ю(х)= 
1///1—3À, 区 间 为 [一 1,1] 时 ,利用 Чебышев 
BR? T.G) 一 2-e-Dcos(narccosr)。 在 这 


种 情形 下 , W , BIBS (BH Ко) w(x1) 所 取 之 
Tu. 系数 并 不 相同 .而 且 此 处 的 积分 公式 与 2) 
ЖОАО Чебышев 公式 也 不 同 ). 

Jk#k, H. Mineur 提出 了 w(x) = loge, 
区 闻 为 [0, 1] 的 公式 . 除 上 述 各 种 公式 外 , 还 
有 利用 差分 表 的 公式 ，Maclaurin 公式 等 等 各 种 
Ax. 

【数值 微分 法 】 与 数值 积分 法 一 样 ， 利 用 
在 x, 的 函数 值 刀 (一 0, 1, -ts n), KGM 
f G) 在 点 x 的 近似 值 的 方法 , 称 为 数值 微分 法 
(numerical differentiation)。 一 般 地 , 数值 微分 是 
以 插值 公式 为 基础 ， 将 插值 多 项 式 的 导数 作为 
fG) 的 近似 值 。 例 如 ,由 微分 Lagrange 插值 多 
项 式 ' L(x)， 给 出 函数 /(*) 在 z 一 x4 的 导数 
fe 的 近似 值 : 

Ia) 

f Zia uo)" 

1 
и-н" 
对 ro ху == ro +h, nm x24, 得 СЗ 
45 — h)/24, fi (— fo + h)/2h, f, = (h — 
4h + 3f:)/2h, 这 些 公式 也 可 这 样 导 出 : 即 对 
FRR ACK = 0, 1, v n), 通过 使 
„= > Ad. 

对 次 数 尽 可 能 高 的 多 项 式 f(x*) 精确 成 立 来 确 
定 系数 A. 

从 微分 算 子 和 差分 + 算 子 之 间 的 关系 (一 
插值 法 ), 也 能 导出 , 例如 可 导出 

fxo) = [DI(a) n, = (1/4)log C1 十 АЖ 
= (1/5ХА— 42/2 + 47/3: +.) 


或 者 
f(x0) = DEf = (/4)(13- A) log 1 Af 
- Gp⁄XA OAN[2— N69 Ma 

等 各 种 公式 。 由 于 数值 微分 的 分 母 中 含有 4， 
当 和 很 小 时 , 舍 人 误差 随 之 增长 ,常常 达 不 到 所 
要 的 精度 ， 所 以 ,选择 适当 大 小 的 A, 才 可 得 较 
好 的 精度 ， 

[ 参 ] [1] паж, НВК, bem, 1949; 


[2] W. E. Milne, Numerical calculus, Princeton Univ. 


Press, 1949, 《中 译本 : W. Е. 密 伦 ， 数 值 计算 、 科学 出 版 


3i, 1959): [3] C. Lanczos, Applied analysis, Pitman 
& Sons, London, 1957, [4] A. D. Booth, Numerical 
methods, Butterworths, London, 1955; [5] F. B. Hilde- 
brand, Introduction to numerical analysis, McGraw-Hill, 
1956; [6] @F9—- WEB. ЖЕНЕ, IER REDUX. 
应 用 数学 ，1958 (EA: ROR—, АНЕ, ВАНИ, 
КААДА, LEME, 1963): [7] PHA 
Ht, RUHR, A, 1963; [8] Hf, MEHR, E 
Ж, 1963; [9] Р. J. Davis-P. Rabinowitz, Numerical 
integration, Blaisdell, 1967. 


常 微 分 方程 的 数值 解法 [F numerical solution 
of ordinary differential equations 法 solution nu- 
mérique des équations différenticlles ordinaires Ж 
numerische Lösung der gewöhnlichen Differential- 
gleichungen {Ñ числовое решение обыкновенных. 
дифференциалъных уравнений A 常 微分 方程 
式 O 数 值 解法 ] ” 常 微分 方程 数值 解法 的 对 象 
大 致 包括 初 值 问题 +、 边 值 问题 ?和 特征 值 问 
题 ?， 若 把 数值 解法 广义 地 解释 , 那 末 也 包括 用 
模拟 计算 机 ?积分 的 方法 ， 通 常 的 数值 解法 ,一 
般 说 来 ， 是 把 无 限 自由 度 的 连续 变量 的 问题 近 
似 地 化 为 有 限 自由 度 的 问题 、 为 此 , 作为 技巧 
也 使 用 以 适当 的 函数 组 的 线性 组 合 去 逼近 解 的 
УЖ С [差分 法 以 外 的 方法 ])。 虽 也 使 用 逐 
次 代 换 法 告 级 数 展开 ， 但 它们 并 不 比 其 它 方 
法 特别 有 利 ， 在 各 种 近似 方法 中 , 应 用 最 广泛 
的 方法 是 所 谓 楚 分 法 (difference: method, discrete 
variable method)， 它 是 用 自 变 量 的 离散 值 和 对 
应 于 它 的 未 知 函 数值 将 所 给 问题 简化 为 一 个 到 
近 问 题 来 处 理 的 ， 一 般 地 可 用 简单 的 迭代 计算 
来 进行 ， 因 此 这 个 方法 适用 于 近年 来 迅速 发 展 
起 来 的 数字 电子 计算 机 ， 在 本 条 中 主要 是 并 述 
这 种 方法 ([1], [21). 

【 初 值 问 题 】 对 常 微 分 方程 的 初 值 问 题 只 
要 考虑 下 面 这 样 的 问题 就 够 了 : 在 < r <ó 
的 范围 内 求 满足 ORC 
ут), y Ca) = n (FEB EMR, а, 1 Ж 
给 定 的 常数 ，i 一 1, 577, m) 的 实 变量 = 的 函 
3 y'G) (i 一 1,…,m)。 假设 了 具有 在 所 考 
起 的 区 间 上 连续 且 满足 Lipschitz 条 件 " 等 所 必 
需 的 光滑 性 . іа х, a+ n Ао = 0,1,---), 
称 4 为 步 长 (stepsize)。 在 数值 解法 里 就 是 要 
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求 出 逼近 于 v(x.) АЖ ys. ЕЖЕЛ 
误差 的 影响 时 ，o = у, — у(х„) 被 称 为 截断 
误差 ((runcation error, discretization error). Wk 
用 有 限 位 数 进行 计算 所 得 的 实际 数值 解 为 为 ， 
则 称 ri = ys — ys 为 会 人 误差 (round-off error) 
(总 误差 为 es ++). 对 任意 的 rela, b), 3X 
值 解法 必须 具有 这 样 的 性 质 : TE T 
( 称 它 为 收敛 性 《convergence))。 但 是 ,特别 是 
H eh = OCH) (x, = x, h — 0) RE, 称 这 个 解 
法 的 精度 的 阶 Corder) р. 以 下 我 们 将 f(x。， 
号 简写 为 及 ,并 列举 几 种 常用 的 方法 . 

【整体 逼近 法 】 将 区 间 z, < z < z+, 上 
的 微分 方程 改写 成 


Wanta) — Hee) = Fry) Yr, 
qd, P, 
将 它 的 右 端 用 适当 的 等 距 分 点 的 数值 积分 法 ? 
HARKER MHAE ys 时 ,就 得 到 求 yee 


`" Yo 的 整体 通 近 公式 Coverall approximation 
formula): 


a = 0 


n 
Yuta — Y» = h У) cuir, 
e 


4705, P. 
由 于 右 端的 如 rr 中 含有 yit 所 以 ,通常 采用 和 
代 靶 来 解 , 即 从 适当 的 初始 近似 出 发 ,将 第 ! 近 
似 代 人 右 端 的 у, rh, 用 来 计算 左 端的 yo 的 
第 ! GE. n 一 0 的 公式 常常 用 来 计算 下 
述 多 步 方法 公式 的 开始 值 ， 截 断 误差 则 依 束 于 
对 应 的 数值 积分 公式 的 截断 误差 ， 举 几 个 例子 
来 说 : Ш Р=1 Еў, (ск, сп) = (1/2, 1/2) GR 
BH #'у'®(х„)/12 + 0(4')); P = 2 it, Cows 
сп» cv) = (5/12, 8/12, — 1/12) (误差 为 
— My (xq) + ОСВ)), Cems ens са) = (1/3, 
4/3, 1/3) GREW Myx.) + OCA); P= 3 
B$, (ens си» Cras єз) == (9/24, 19/24, —5/24, 
1/24), (en, єл» са» €) (1/3, 4/3, 1/3, 0), 
Cem» са» св» сэ) = (3/8, 9/8, 9/8, 3/8). 
[Runge-Kutta jk] 所 谓 Runge-Kutta 法 
(Runge-Kutta method) 是 这 样 形式 的 公式 : 
yea — yh = AO xq, yh3 A) 
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(e 是 参数 wp. 的 函数 ,定义 如 下 : OCs, ys 
A) =D akis ki = Cs y), im (trae, 
y+ (во Deu) B+ Dek) 1, 
A = 
р), 根据 这 个 公式 , T yt 就 可 以 计算 
Hita. Дутар Н 
yis yis tees 但 是 从 ya 到 узн 前 进一步 对 每 个 
函数 P 必须 计算 PHL K. Re) 是 满足 
x) = y O 一 Ke s ()) 的 函数 ， 令 
bata, ys b) = (x + h) 一 i GO, МЕЧЕН 
Hx, у) 及 其 偏 导数 所 表示 的 函数 ors у), 
使 得 PCa, у; A) — A'(z, уз A) = M p(x, 
y) + OCH). IARRI P, 在 使 ?最 大 的 系 
数组 w, В, 中 能 选取 尽 可 能 简单 的 值 。 如 对 
P= 1, p = 2 RARR ® == оң = 1/2, Вю = 1 
BR ® == 0, а = 1, бю = 1/2; P= 3, p 4 
的 公式 取 m 一 四 一 1/6, а = ax = 1/3, By 一 
Bn = Вы = 1/2, б» = pa = 1, Ви = 0. 这 是 
很 有 名 的 、 经 常 使 用 的 “古典 Runge-Kutta 法 ”。 
对 于 P 一 3,z 一 4 的 公式 ,另外 ,还 有 抑制 舍 
人 误差 的 影响 ,节约 计算 机 内 存 容量 的 Runge- 
Kutta-Gill 法 ([3])， 在 理论 上 可 以 证 明 , 对 
无 论 多 大 的 p, 总 可 以 定 出 P, as pv。 但 是 ,从 
计算 量 等 其 他 方面 来 看 , p 25 是 不 实用 的 . 
截断 误差 en 是 用 * 的 光滑 函数 Ge) 由 
eh = Me) + OCA) 来 估计 的 《OCh?*) 
是 固定 z, = r€ [а, b] 令 4 一 0 时 的 值 ， 下 
BD. ‹'(х) 和 精确 解 CO 之 间 有 着 这 样 的 关 


£: G) = Dee) + oes y). 
名 


са) 0, gil) = [OFCx, y*)/8y 1. 
因而 ， 如 果 用 步 长 4 所 求 得 的 y'GO 的 近似 值 
38 yia (n = (z — a)/h) 和 用 别 的 步 长 如 (用 
同一 公式 ) AREWA yv GG —2)/ 8), 
则 yin 的 截断 误差 可 以 用 esa ma — Y 
(1 一 (8/4》) + OC) ЖАЎ. A. HR 
如 一 2%。 这 个 想法 也 适用 于 下 面 的 多 步 方 
ü. 


对 于 含有 伟人 误差 的 数值 解 为 , 由 
Foti — Fu = AOC xy, Tash) + es 

所 定义 的 ss 0 MBS ARS (local cound-off 
error)， 但 是 , AMAA n, 把 es 看 作 是 互相 
独立 的 、 且 服从 平均 值 Eler) 一 ap(x。) 和 协 
27 Ф Ven, eL) = qla) Cn, o! 是 常数 ， 
PCa), q” (a) X& x 的 函数 ) 的 概率 分 布 ' 的 随机 
ЖЕ MAAR RSA RH (accumulated round- 
off error) rs 是 按照 平均 值 

ЕС.) = (p/h) m Can) + OCA Ig 4) 
和 协 方差 

Vere, ть) = (o/b Gu) + OCA Ig h)) 

分 布 的 .这 里 т'(ж), v GO 是 由 


m^) = > giGOmG) + ple)» 
m'(a) = 0, 
G) = D (gGD + gil) G)) 


+4"), (a) 0 
所 定义 的 函数 .这 些 公式 给 出 了 使 人 误差 的 统 
计 估计 . 

Runge-Kutta 法 的 公式 ,对 充分 小 的 步 长 4 
具有 上 述 那 样 的 误差 特性 ， 但 是 , 当 4 一 旦 大 
到 其 种 程度 以 上 ， 就 会 给 出 一 点 也 不 像 微分 方 
程 解 的 数值 解 〈 前 者 是 稳定 的 ， 而 后 者 却 是 
发 散 的 )。 因此 ， 步 长 的 选择 是 要 加 以 注意 的 
([81). 大致 的 标准 是 : 只 要 选择 4 使 Ag) 充 
分 小 就 可 以 了 . 

【多 步 方 法 】 用 差分 方程 

CE )yn = ha Ef 
(E 是 将 7 增加 1 的 算 子 , po(5) = о 十 og 
QU a + coy o) m AUC + Ba ` 
Qo АСВ, a 0, [aol +180] #0) 
来 逼近 已 给 微分 方程 的 方法 称 作 线 性 多 步 方法 
(linear multistep methods). 特别 , 当 p, 7 是 次 
时 就 称 为 线性 不 步 方法 (linear k-step method), 
利用 这 种 方法 的 公式 ,只 要 给 出 ушн» Vites 
sys 就 可 求 得 y+4， 当 8,0 时 ， 能 明显 地 
求 出 yr4s 当 Pr 天 0 时 ,不 能 明显 地 求 出 yor+4, 而 
能 用 逐次 代 换 法 等 来 求 ， 因 此 分 别称 之 为 显 式 


(explicit) 公式 和 隐 式 (implicit) AR. 在 隐 式 情 
Ж, Ж 14d IC 8 )L | CER C, 六 ?满足 以 
工 为 常数 的 Lipschitz 条 件 '), 则 逐次 代 换 法 是 
Ж. Ж] k2>2 的 公式 , 若 在 已 给 初 值 y¿ = n^ 
之 外 ， 不 再 给 称 作 开始 值 〈starting values) 的 
k — VAM yi, ++, yk- 那 末 就 不 能 进行 计 
A. 求 开 始 值 通常 使 用 整体 逼近 法 ，Runge- 
Kuta 法 等 。 THES 8809538 ВИА Р BJ 
计算 次 数 ,用 显 式 公式 是 1 次 ,用 隐 式 公式 是 等 
于 直到 逐次 代 换 法 收敛 为 止 的 迭代 次 数 (通常 
选用 二 ,三 次 就 可 以 结束 的 # 及 初始 近似 ). 对 
任意 的 了 ,wr 及 满足 
lmy ea! (a 0,1, 1) 


的 任意 的 开始 值 ,使 
lm e, 70 (z€la,b]) 


ieee 
( 即 为 使 计算 公式 作为 数值 解法 公式 有 效 ) 的 充 
分 必要 条 件 是 : 多 项 式 0, o 满足 下 列 二 条 件 : 
i) HABE (consistency) 条件: pC1) = 0, 
eO) = (1); 
ii) 稳定 性 (subility) RH: of) 一 0 的 
根 的 绝对 值 不 超过 1, 且 绝 对 值 等 于 1 
的 根 都 是 单 根 . 
th = (ACE) Ges) — ho(E)y”(z.))/z(1) 128 
局 部 截断 误 闲 (local truncation error), 对 于 由 
Co, о) 所 定义 的 公式 ,可 以 定 出 Col 7*0) 和 
整数 oC 使 得 
th = MPH Cus ys )Ja( 1) + OCA?) 
成 立 ， 这 个 公式 的 精度 可 以 用 ?( 阶 数 ) 及 


C = C,,/e(1) СЕЗЕ (error constant)) Ж 


表达 ， 满 足 上 述 条 件 让 , i) 的 оС) 一 经 给 出 ， 
оС) 可 以 这 样 来 选取 : 首先 使 P 尽 可 能 地 大 >、 
其 次 使 C 尽 可 能 地 小 ， 但 是 ,经 常 因 p k+1 
《是 奇数 ) p< k + 2 (К EBM, HHH 
Të p = k + 2 来 选取 ol¢) RHA C) 的 
零点 的 绝对 值 全 都 等 于 1. 

下 面 是 常用 的 多 步 方法 计算 公式 . 
1) BRAK: 

а) Adams-Bashforth 法 ( Adams-Bashforth 

methods) 


常 粕 分 方程 的 数值 解法 1077 
о) =0—1, «0-1, 
p=1, C=1⁄2 
( 称 为 Euler Ж (Euler method)); 
=з. e(t) (C — 1), 
oS) = Gt — 1)/2, p =2, С = 5/12; 
k=3, AL) CC — 1), 
a(S) = (2302. 16% + 5)/12, 
p—3, C-3/8; $. 
b) 中 点 法 则 (mid-point rule) 
k=2, о(0)= 0—1, 00) = 24, 
p=2; С= 16, 
с) Milne 预测 式 
tet AC) = 0—1, 
e(t) = (82 — AC + 80)/3, 
с = 7/90, 


k=l, 


p, 
2) 隐 式 公式 : 
a) Adams-Moulton 法 (Adams-Moulton 
methods) Я 
k=l, XD) -t—1, oS) = G+ 1⁄2, 
p=2, С = 1/12 
《 称 为 梯形 法 则 (trapezoidal cule)); 
k=2, о) = (6—1), 
ag) = (5% + 8% — 1)/12, 
p33, C 一 一 1/24; 等 . 
b) Milne 校正 式 (或 Milne-Simpson 公式 》 
k=2, KD-U-1 
oS) =(P + 40 + 1)/3, 
p 一 4，C 一 一 1/90。 
当 使 用 隐 式 公式 (o, с) 时 ,作为 对 ys+4 的 初始 
近似 ， 可 以 采用 同样 阶 数 的 显 式 公式 (p*, о*) 
《在 此 情形 下 不 一 定 要 求 满足 条 件 i)) 所 计算 
的 улы. 这样 的 计算 方式 称 为 预测 校正 法 
(predictor-corrector method, 简称 为 PC 3k). iX 
个 方法 已 被 广泛 使 用 ， 称 公式 (ot, t) 为 预测 
SÈ (predictor), 公式 (pya) 为 校正 式 (corrector), 
有 代表 性 的 组 合 起 来 的 例子 是 : 中 点 法 则 和 梯 
形 法 则 ，Milne 预测 式 和 Milne 校正 式 ( 称 这 
个 组 合 为 Milne 法 (Milne’s method)), Adams- 
Bashforth 法 和 与 它 同 阶 的 Adams-Moulton 法 等 
等 . ` 
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【多 步 方法 的 误差 分 析 】 对 于 一 个 相 容 且 
稳定 的 方法 Cosa), 设 оС) = 0 的 根 中 绝对 值 
为 1 的 根 是 6 一 1 co 43 H 000) = 
CEDE — 6) (a= 1, 7 又 设 开始 值 
的 误差 为 o: 一 tht + OCH) (o = 0,1‚---, 
k—1; & 55 h ERK)» HE Oe = Lo LEJA 1,0/ 
p), 8 (ж) = LOF (=, у*)/ду lt, 于 
是 , 当 固定 z, = x B 5 — 0 BP, ЖА съ 可 
表 为 

eh = Khel x) + м Qe Ge) 
= 


+ O(Amintri), 
其 中 eG), che) Си = 1, rors s) 是 下 面 所 定 
义 的 函数 : 


e" (x) 一 >) бю!) 一 Cyetro(s)， 
m 


ea) 0; 


eG) = aS eG), OLIS 


m 


à, = o(6,)/ Guo Eu)» 

其 次 ,如 果 我 们 定义 局 部 伟人 误差 为 s 一 
e. 一 БСРС, Ж), 并 假定 ss 满足 和 
Runge-Kutta 法 中 一 样 的 假定 , 则 累积 爹 人 误差 
rh 的 平均 值 EC ) TUM. VG, ri) 由 下 
хен: 

Е(%) = (a /(a'(1)A))XXm'(z,) 
十 0(hlog А)), 


m (z) 一 > giG)m'Gro) + р(х), 
= 
mi(a)=0, 
Vor, rh) = 2(x le Gl Ce) 
+ OChlog h) ) 


uw) 一 5 Ош! (у 
ГЕП] A 
EEr OORE KON 
3 一 0。 
在 截断 误差 、 爹 大 误差 的 表达 式 中 对 应 于 
< Ce), z+ (z) Си 9 1) 的 误差 成 分 称 为 无 关 紧 


要 成 分 (insignificant component), 这 些 项 在 数 全 
解 中 是 随 ”而 振动 的 成 分 ， 在 矩阵 (Xe;(x)) 
的 特征 值 的 实 部 为 正 的 区 域 中 ， 它 的 振动 的 振 
WREE n) 增 大 的 . 这 样 的 现象 称 作 数 
值 不 稳定 性 《numerical instability), Ж s= 1 
(tk = 1 更 不 用 说 ), 则 不 用 担心 这 种 不 稳定 . 
对 中 点 法 则 及 Milne dk. ofS) 一 0 有 根 k = 
一 1, 且 对 应 于 它 的 4, 一 0, 因此 ， 当 在 方程 的 
精确 解 中 有 一 个 衰减 成 分 时 ， 就 产生 数值 不 稳 
Жи. FR. 用 这 样 的 方法 在 大 范围 内 连续 积 
分 是 不 适宜 的 ， 但 是 ,即使 是 这 样 的 公式 ,如 果 
附加 一 个 适当 的 “滤波 器 ”(filter), 想 办 法 把 不 
稳定 消失 在 不 增 大 无 关 紧 要 成 分 之 内 ， 那 末 它 
是 实用 的 ([1]，[9]). 

当 可 以 忽略 无 关 紧要 成 分 时 ， 也 可 以 用 对 
“Runge-Kutta 法 ?所 用 的 同样 做 法 得 到 截断 
误差 的 估计 但是， 特别 对 预测 校正 法 ， 却 有 
着 这 样 的 特点 : 不 需要 化 多 大 的 力气 就 可 以 把 
局 部 截断 误差 估计 出 来 ， 即 设 预测 式 Co", о") 
REGES Co, o) 的 阶 数 都 等 于 p， 它 们 的 误差 
常数 分 别 为 C* 和 C， 再 设 在 *wrt 的 预测 值 
y 澡 :和 以 此 为 初始 近似 用 校正 式 求 得 的 值 yrs 
之 间 的 差 为 Ds — ya. 一 +， 则 局 部 截断 误 
ж = KD, + OCK) (nm 0,1,11), 其 中 
K = afc/(c — C*)o*(1), 

【 边 值 问 题 】 边 值 问题 一 般 是 这 样 一 个 问 
Ei: 求 函数 y GO) 满足 微分 方程 内 (z) — KG, 
y Gy 76) 及 边界 条 件 BIOXG. ss 
P(E y(sa) "s EA sees ous 
yz) 70 Gk 1, +t, m) Ge f, Ba 
是 已 给 函数 ，x。，……，xw жи. # f, Be 
关于 ?是 线性 的 , 则 可 以 用 初 值 问题 的 数值 解 
法 来 求解 ， 即 求 出 在 适当 的 初始 条 件 下 的 微分 
方程 的 一 个 特殊 解 vi Gn 及 相应 的 齐 次 微分 方 
程 的 mw 个 独立 解 yi) (1 = 1, m) GEE 
当 的 点 * 一 * 上 ,根据 已 给 初始 条 件 уба) — 8: 
来 求 ), 再 令 


уб) = i) + > а у!(ж), 
并 代 人 边界 条 件 的 式 子 里 ， 则 可 得 关于 a, 的 线 


性 方程 组 , MEE а, 即 可 《一 线性 方程 组 的 
数值 解法 )， 在 方程 或 边界 条 件 是 非 线性 的 情 
形 , 万 能 的 方法 是 没有 的 . 通常 用 的 方法 有 : 改 
变 各 种 初始 条 件 ， 和 迭代 地 解 微分 方程 直到 解 很 
好 地 满足 所 有 的 边界 条 件 为 止 的 尝试 法 ;或 者 ， 
用 适当 的 差分 算 子 代替 微分 算 子 的 办 法 作出 同 
时 通 近 微分 方程 和 边界 条 件 的 (一 般 是 非 线 性 
的 ) 联 立方 程 组 ,然后 随便 用 某 种 方法 来 解 此 方 
程 组 等 方法 ， 关 于 特征 值 问 题 ,一 特征 值 问 题 ， 
特征 值 的 数值 计算 法 . 

【差分 法 以 外 的 方法 】 有 一 些 方法 是 基于 
这 样 的 考虑 : 把 求解 y) 的 范围 限定 在 适当 
假定 的 某 一 有 限 维 空间 里 ， 在 此 空间 中 求 最 佳 
满足 微分 方程 及 初始 条 件 或 边界 条 件 的 解 . 为 
简单 起 见 ， 设 方程 为 LLy(*)] 一 0， 并 设 边 界 
条 件 为 线性 的 ， 设 


yG) = yoCx) + > Gy (z), 
[Er 


并 根据 使 它 “最 佳 ” 满 足 微分 方程 来 确定 mw。 其 
中 yole) 是 满足 初始 条 件 或 边界 条 件 并 且 通 近 
所 求 精确 解 的 函数 ,而 уб) (1 == 1, +g) E 
满足 对 应 的 齐 次 《初始 或 边界 ) 条 件 、 并 体现 
yo(*) 对 精确 解 的 典型 偏差 的 函数 .根据 "最 佳 ” 
的 各 种 不 同意 义 就 可 以 有 各 种 不 同 的 方法 ， 通 
常用 的 方法 有 : 对 适当 选取 的 若干 个 * 值 ， 使 
L(yG)] 一 0 以 确定 a 的 配置 法 (collocation 
method); 在 所 考虑 的 区 间 上 使 |L[y(z)]| #9 
积分 最 小 以 确定 wm 的 最 小 二 乘法 (method of 
least squares); f# LLy(=)] i i) (一 1 
4) EZKE o, 的 Галёркин 法 (Galerkin’s 
method); 将 LLy(*)] 一 0 作为 Euler 方程 ?的 
变 分 问题 8J[y(*)] 一 0(] 是 y(x) 的 某 个 泛 
函 ) (一 变 分 法 [根据 直接 法 的 微分 方程 解法 ]) 
存在 时 ,在 y(z) = yle) + Dayle) 的 范围 
内 ， 使 7 取 极 值 以 确定 wm 的 Ritz 法 (Riuz's 
method) $, 
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偏 微 分 方程 的 数值 解法 
of partial differential equations 法 solution nu- 
mérique des équations aux dérivées partielle Ж 
numerische Lösung der particllen Differentialglei- 
chungen 4А числовое решение дифференциаль- 
ных уравнений с частными производными 日 
偶 微 分 方程 式 办 数值 解法 ] 偏 微 分 方程 的 近 
似 解法 虽然 很 多 《[5], [9])， 但 是 最 一 般 的 是 
W. Riz 及 Б. Г. Галёркин 等 的 方法 和 差分 
i. 

[Riz 法 】 Ritz 法 (Ritz's method) 主要 
以 椭 贺 型 偏 微 分 方程 的 边 值 问 题 为 其 研究 对 
象 ， 它 就 是 用 于 与 边 值 问题 等 价 的 变 分 问题 的 
直接 法 + (一 变 分 法 [用 直接 法 的 微分 方程 解 
ikD. 例如， 在 边界 S 所 围 的 RY 的 区 域 O 上 
的 Poisson 方程 + 的 边 值 问题 
а) Au = —}, 
Ө) uls =p, 
等 价 于 以 满足 (2) 的 函数 为 容许 函数 《admissi- 
ble function)、 以 

Tal = J, Clerad sl? — 2uf)ex 

HERVE AB, BOE PMT AE 的 测 
试 函数 (trial function) 为 合 有 个 参 变量 (o) 
G= 1,577.) e = ei ai, s n 
u= ФКА J, 把 它 看 作 是 大 个 变量 a, 的 函数 ， 
于 是 ,从 使 Де! 极 小 化 的 条 件 来 定 出 参数 的 
fi. 选择 测试 函数 的 方法 如 下 : 若 边界 条 件 是 
齐 次 的 , 则 9 取 这 样 的 标准 型 : 、 
G) P= ap + ++ + оф, 


[3Ë numerical solution 
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其 中 {pi} 是 预先 选 定 的 满足 这 个 齐 次 边界 条 
件 的 函数 组 。 若 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 则 为 了 
满足 这 个 边界 条 件 需要 在 (3) HARMS 
的 函数 . 当 偏 微分 方程 的 特征 值 问题 能 用 
Hilbert Эн} ERT A SR Аш = du 时 ， 
就 设 (3) 中 的 e, e D(A) ( 算 子 4 的 区 域 )， 至 
FZE, WEH Rayleigh W (Rayleigh’s quo- 
tient) R[u] = (Au, u)/(u, и). 此 外 , ЖЖ 
4 可 分 解 成 4 一 T*7， 则 设 mwe3(T), 且 
Riu] = [Tw|'/l«|P.. Sog ET. Riz 法 的 收敛 
性 、 误 差 估计 的 各 种 研究 ([4], 151), 但 是 , Ж 
际 应 用 的 效果 则 有 赖 于 巧妙 地 选择 测试 函数 . 

设 在 区 域 9 上 已 给 由 微分 方程 (不 一 定 是 
线性 的 ) Llu] 一 0 和 齐 次 边界 条 件 所 组 成 的 
边 值 问题 , 则 由 


(4) | 工 [ae 十 … + agpgl idx = 0, 
2 


ЕИ ГИ" 
来 决定 (3) 中 (ou) 的 方法 称 作 Галёркин 法 
(Galerkin’s method), 这 个 方法 有 这 样 的 特点 ， 
它 可 以 用 于 非常 一 般 的 问题 ， 它 的 收敛 性 等 问 
题 在 不 少 的 情况 下 也 能 得 到 证 明 ([5])。 如 果 
问题 是 含有 时 间 z 的 初 值 间 题 ， 则 在 (3) 中 应 
假定 m Ж £ 的 函数 , 它们 由 (4) 所 得 的 常 微分 
方程 来 确定 . 

【用 差分 法 解 边 值 问题 】 作为 偏 微分 方程 
的 近似 解法 的 束 分 法 (difference method), 是 用 
近似 于 导数 的 差 商 来 代替 导数 ， 把 问题 化 为 以 
代数 方程 组 的 形式 表现 的 楚 分 机 氢 《difference 
analogue), 然后 , 数值 地 解 该 方程 组 ， 这 时 ， 由 
于 需要 大 量 的 计算 ， 所 以 这 种 方法 直到 电子 计 
算 机 发 展 之 后 才 得 到 应 用 。 但 是 , 即使 有 了 高 
速 计算 机 ， 要 解 高 维 高 精度 的 问题 还 是 需要 很 
长 的 机 器 时 间 . 

例如 ， 在 边 值 问题 (1), (2) 中 , 设 2 是 zy 
平面 上 的 正方 形 0 (0<*<1,0<y<1), 
把 9 + S 分 害 为 网 格 间距 为 4 一 1/N 的 正方 
形 网 格 , 落 在 8 内 部 的 全 体 网 格 点 《mh, nh) 用 
D, SEG SEXE S 上 的 全 体 网 格 点 用 5, Ж. RU 
FER, 0,+ $, E, GELT " 的 网 格 函数 


ur 由 下 列 差分 方程 和 边界 条 件 所 决定 : 
G) Aux, y) = = y), 
Cx, y)E 0,, 
(6) Gy) = 8G. (z,y)€ Sh 
这 里 А, BA 
Aplr, y) = Lele + à, y) 
+ Ф(х — hy) + (к, y + À) 
+ ф(х, у — h) — SG, y))/P 
所 定义 的 差分 算 子 . 当 4 一 0 时 显然 有 As? 一 
Аф (至 少 在 形式 上 )， 所 以 , (5) 是 (1) 的 差分 ， 
模拟 ,而 问题 (5)，(6) 则 是 问题 (1)，(27 的 差 
SRW. 对 一 般 的 情形 也 可 以 遵照 上 面 那样 ， 
同 常 徽 分 方程 的 情形 一 样 地 构造 差分 模拟 ， 为 
了 改进 精度 及 处 理 和 网 格 割 线 不 一 致 的 边界 ， 
计算 数学 工作 者 提出 了 各 种 各 样 的 办 法 . 
关于 差分 法 的 收敛 性 convergence)， 一 般 
说 来 ， 只 要 将 网 格 间距 A 缩小 就 可 以 获得 较 好 
的 精度 ， 收 敛 性 ua — u (4 一 0) 对 许多 椭圆 型 
边 值 问 题 业 已 证 明 ， 这 时 ,即使 用 甜 形 网 格 , 收 
和 敛 性 也 并 不 依赖 于 网 格 比 ([2], (31). 
当 思 一 0 时 误 闯 error) и 一 u, 的 渐 近 状 
态 依赖 于 方程 的 系数 和 边界 的 光滑 性 ， 对 上 例 
(5), (6) 说 来 ,在 ue CKO + S) 的 假定 下 ,在 
Rs 上 一 致 地 有 |w 一 ul « MP, КМ 
与 解 * 的 四 阶 导 数 的 上 界 有 关 ， 这 并 不 是 实用 
的 误差 估计 ， 对 一 般 情 形 也 有 同样 情况 . 
【差分 方程 的 数值 解法 】 正如 例 (5), (6) 
所 示 那 样 ， 差 分 模拟 边 值 问题 是 把 问题 化 为 仿 
有 许多 未 知 量 的 结构 比较 简单 的 代数 方程 组 . 
因此 ,数值 解法 可 以 用 Gauss-Seidel 迭代 法 ' 那 
样 的 逐次 代 换 法 Citeration) (也 称 选 代 法 )， 具 
体 地 说 来 ,将 (5) 写成 
(7) их, у) = Flu) = Fuses у), 
(х,у) 0, 
其 中 是 一 个 作用 在 网 格 函数 上 的 算 子 ， 定 义 
为 Flo x,y) = Mola, y) + P/E, у), 
而 M (z, y) 则 是 网 格 函数 "在 网 格 点 (x,y) 
的 前 后 左右 四 个 网 格 点 上 的 平均 值 。 然后 , 在 
0, 上 适当 地 假定 w 的 初始 近似 值 P. 一 面 按 
规定 的 题 序 跑 训 O, 的 所 有 网 格 点 ,一 面 在 各 个 


网 格 点 上 将 uP КА (7) 的 右 端 来 求 修正 值 
wp. (UE. 此 时 在 考虑 (6) 的 同时 , 如果 在 应 
BRA (7) 的 右 端 的 网 格 点 上 已 经 求 到 x 镶 , ЖБ 
ABA «PP 而 用 ab КА. 重复 这 一 过 程 , 直 
到 近似 序列 oS? 在 所 要 的 精度 内 收敛 为 止 。 这 
个 Gauss-Seidel 迭代 法 的 特殊 情形 也 称 为 
Liebmann 法 (Licbmann’s method), 

为 了 加 速 收敛 ， 经 常 使 用 超 松弛 法 《over- 
relaxation) 和 和 群 松弛 法 (group relaxation)。 前 者 
是 用 oF (us) — (1 — o), 来 替代 (7) 的 右 
Xu, 关于 参数 (加 速 常 数 ) o > 1 的 最 佳 选择 ， 
有 著名 的 D. Young H (1111). 重复 超 松 
弛 的 求解 方法 称 为 逐次 超 松弛 法 (successive 
over-relaxation 简称 SOR), 至 于 群 松弛 法 ,是 把 
上 面 那样 修正 每 一 点 的 近似 值 替换 为 :将 0。 
分 割 成 若干 个 小 块 ,对 每 一 小 块 解 代数 方程 组 ， 
这 样 来 修正 近似 值 . 通常 是 将 各 网 格 线 上 的 网 
格 点 全 体 取 作 一 个 小 块 ， 这 时 就 称 为 线 松弛 法 
(line relaxation)， 另 外 ,要 用 线 松弛 法 进行 通 近 
时 ， 有 时 还 将 小 块 的 分 割 方 法 改变 成 纵横 网 格 
线 ， 互 相交 替 地 使 用 线 松弛 法 ， 即 交 苞 方向 
近代 法 (alternating direction iteration， 简 写 为 
ADD. 

【 初 值 问题 】 关于 用 差分 法 解 初 值 问题 ， 
我 们 仅 叙述 初 值 问题 所 特有 的 内 容 . 15 0 的 定 
义 如 前 ,对 x“ == иб, х, y) 的 初 值 问题 , 是 由 齐 
次 边界 条 件 uls 一 0, 初始 条 件 ulmo а EK 
分 方程 w = ди (0 < : < T) 所 给 出 ， 关 于 空 
间 变 量 用 和 前 面 一 样 的 网 格 ， 关 于 * 令 网 格 间 
距 为 *， 对 于 近似 解 š = дл, 所 满足 的 近似 差 
分 方程 取 为 
(8) (бт, х, y) Ht, x, y) 

= AS x, y). 

对 每 个 n(n = 0, L, +++), ЯЕ (nr, x, y) 
看 作 是 R, 上 的 网 格 函数 并 写成 区 ">， 则 从 (8) 
及 边界 条 件 就 得 到 用 适当 的 矩阵 Ë = E. 
达 的 关系 式 

(9) ROD 一 BR, 
这 和 用 (关于 + 的 ) 后 向 差分 的 陷 式 差分 方程 
(10) (a(t, x, y) — He — r,z,y))/r 


0， 1， 
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= MÁS x, у) 

代替 (8) 在 原理 上 是 一 样 的 。 只 是 , 为 了 从 
i 实际 地 求 To, 需要 解 和 (5), (6) 同样 的 
方程 . 

关于 收敛 性 一 w， 其 充分 必要 条 件 是 : 
当 4 一 0, r 一 0 ВЕЕ (Ë) RFA, r, n 
(о<яг< Т) -BAR 亦 即 差分 方程 的 稳 
定性 《stability》 是 必要 且 充分 的 条 件 《[6])， 
例如 , 设 网 格 比 o = +/ 如 保持 一 定 且 A, 很 小 
B$, HS) о < 1/4 时 (8) 是 稳定 的 , 而 (10) 则 
总 是 稳定 的 .这 种 事实 不 一 定 限于 抛物 型 方程 ， 
对 一 般 的 初 值 问题 也 是 不 变 的 .站 的 谱 半径 ?为 
1+ О(г), 这 是 稳定 性 的 必要 条 件 , 称 为 von 
Neumann 条 件 (von Neumann’s condition), 稳 
定性 还 对 实际 数值 计算 中 的 舍 人 误差 的 累积 问 
题 有 着 重要 的 意义 . 

【有 限 元 法 】 近 几 年 来 对 结构 力学 和 工程 
的 许多 其 它 领域 中 的 偏 短 分 方程 的 求解 问题 ， 
应 用 得 最 广泛 的 数值 方法 是 有 限 元 法 (finite 
element method), 它 的 原型 可 以 追 漳 到 R. Cou- 
rant [14]， 并 且 它 是 由 工程 人 员 在 50 年 代 所 
重新 发 现 的 [15],[16]， 简 单 地 说 来 ,在 数学 上 
以 一 个 变 分 公式 为 基础 的 有 限 元 法 ， 可 以 看 作 
是 Вйт-Галёркин 法 的 一 个 类 型 ;但 是 , 由 于 它 
的 测试 函数 的 特殊 选择 , 它 所 提供 的 数值 方程， 
其 系数 组 成 一 个 稀疏 矩阵 ， 它 常常 反映 支配 着 
问题 的 物理 规律 的 离散 形式 ， 设 已 给 一 个 边 值 
问题 (1D)，(2) 且 8 0, 则 利用 记号 


(uso) = | ноба, 


жае) {абду Ode, 

V = {p € L(0)lve€ LX0), pls = 0}, 
问题 可 以 化 为 : 求 一 个 函数 eV, 使 它 满足 
(1) и, Ф) = Ф), PEV. 
ibog F: 中 的 一 个 多 边 形 ， 为 了 应 用 有 限 元 
法 ,首先 将 Q 划 分 成 小 的 子 区 域 ,例如 三角形， 
称 之 为 有 限 元 《finite elements) 或 音 元 (这 个 术 
语 来 自 结构 力学 )， 令 4 是 划分 的 大 小 参数 ， 
即 , 单 元 的 最 大 直径 。 在 有 限 元 法 中 ,测试 函数 
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的 集合 V, 通常 是 由 单元 状 的 多 项 式 函 数 所 组 
成 .在 目前 的 情况 下 ,标准 的 选择 是 集合 : 
(12) У, = (ec C(O) ps 在 每 个 单元 上 是 
线性 的 , pals = 0). 
如 果 列 出 2 中 所 有 单元 的 顶点 Ps Ра, vrs Py, 
并 定义 OPEV, 为 ФУ (Р) = 24 (Kronecker 
delta), JU {pP} SRG Va. 如 果 设 近似 解 ww 的 
形式 为 
(13) „= > аф, 

m 
则 参数 m 就 等 于 w 在 P ЖИЙ. o, 由 条 件 
a4) Cus, PP) = G, OF), 

i=1,2,-.., J 

所 确定 。 因为 supp of? 只 和 Р, 邻接 的 单元 有 
关 ， 所 以 方程 (14) 的 矩阵 (以 “为 未 知 量 ) 是 
LIU 

当 4 一 0 时 w 一 % 的 收敛 性 , 只 要 划分 过 
程 满足 某 一 个 正则 性 条 件 ， 它 是 可 以 证 明 的 . 
而 且 ， 有 限 元 法 的 收敛 速度 已 经 研究 得 十 分 彻 
IK [20], 这 是 由 于 利用 了 已 经 很 好 发 展 的 样 条 
通 近 理论 ， 即 ， 用 分 片 多 项 式 函数 通 近 ([18]， 
[19]). 

有 限 元 法 已 在 很 多 方面 得 到 推广 ， 包 括 对 
初 值 问题 的 应 用 ,并 提出 了 各 种 改进 。 例 如 ,在 
解 高 阶 方程 时 ， 常 常 应 用 一 个 非 标准 型 的 有 限 
元 法 , 它 使 用 的 测试 函数 € V 且 在 某 种 情况 下 
ж. 
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松弛 法 (Ж relaxation methods 法 méthode de 
relaxation Ж Relaxationsmethode — 4& релаксаци- 
онный метод Н WRR) 松弛 法 是 一 种 基 
于 变 分 法 思想 的 逐次 逼近 数值 计算 法 ， 它 是 在 
1935 年 首先 由 R. Southwell 成 功 地 应 用 于 实际 
以 后 发 展 起 来 的 ， 假 设 把 无 重量 的 弹性 弦 拉 成 
水 平 后 ， 在 弦 的 一 些 点 上 加 上 负载 wo 又 假如 
在 相应 点 上 用 和 荷载 一 样 大 的 力 往 上 拉 ， 那 么 
弹性 弦 仍 保持 水 平 且 不 产生 弹性 力 ,但 是 ,只 要 
把 往 上 拉 的 力 稍微 一 放松 ， 弦 就 往 下 弯曲 并 产 
生 弹 性 力 . 设 各 点 弹性 力 的 垂直 分 量 为 T 位 
BH wao 向 上 的 力 为 Ro WA R,=—T(u) + 
wi。 将 力 完全 放松 成 为 R. 一 0 的 状态 时 , 则 x, 
变 为 ws 并 有 0m T Ca) wu. 此 种 状态 为 松弛 


状态 ， 而 有 规则 地 逼近 这 种 状态 以 求 so RE 
松弛 法 的 思想 (以 及 该 术语 的 来 源 )， 我 们 根据 
如 下 的 实例 ,对 本 方法 加 以 阐述 . 

实例 1) 解 线性 方程 组 2r 十 ?一 55， 一 * + 
3y 一 25。 把 它 改写 成 : R.— 2r + у — 55, 
К, 一 一 x 十 Зу — 25, Ж К,, К, ERO 
We, y 就 是 该 方程 组 的 解 . 对 于 位 移 Ar 一 1; 
Ay 一 1, 剩余 的 变化 分 别 为 AR: = 2, AR, 一 
一 1; AR,— 1, AR, 一 3。 按 这 种 原则 , ME 
意 给 定 的 初始 近似 值 出 发 ， 依 次 改变 Az, Ay 
GER. R, 接近 最 终 状 态 R: 一 R, 一 0。 计算 
过 程 如 表 1 PACHA (relaxation table), 29 
加 快 收敛 速度 ,还 有 超 松弛 法 7, 群 松弛 法 ?及 其 
他 方法 (一 偏 微分 方程 的 数值 解法 )- 


* HR 


x=0 mn 

ax 28 E 
ay= ls 是 初始 

Ara -9 жай 


Aym-i 
areal 


TArar=%, Eayeyed 
实例 2) 在 某 区 域 上 ， 解 Poisson 方程 
Apamo, ARREK p =f OEE MEN). 
我 们 用 
Pind E Філ + Pi int + ui 
— 49, = d'a; 
作为 Poison 方程 的 差分 逼近 . 其 中 4 是 网 格 
的 步 长 , i, j 是 网 格 点 的 坐标 。 该 差分 格式 的 
剩余 为 * 
К = Фм, + Piani T Quia + Qua 
—4Ф„ — Фо, 
车 在 网 格 点 (i, i) 处 施 以 +1 的 位 移 , 则 剩余 
的 变化 如 图 1 所 示 。 利用 这 种 性 质 使 各 点 的 
Ru 接近 零 . 例如 ,为 解 图 2 所 示 的 问题 ,如 图 
3 那样 将 剩余 写 在 过 各 网 点 的 垂直 网 线 的 右 
W, 其 最 上 面 的 数 是 最 终 状态 下 的 剩余 -， 在 左 
侧 写 位 移 ,其 最 下 面 的 数 是 给 定 的 初始 近似 值 ， 
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其 最 上 面 的 数 (下 面 划 有 横 线 ) 是 位 移 的 总 和 ， 
这 就 是 问题 的 近似 解 ， 这 里 所 述 方法 适合 于 手 
算 , 而 利用 电子 计算 机 时 有 许多 变形 的 方法 ,如 
Liebman jk, Liebman ФЕ, ADI 法 (交替 
方向 迭代 法 ) 等 等 . 

除 上 述 实例 外 ， 松 弛 法 也 能 用 于 解 特 征 值 
问题 ,特别 是 能 用 于 线性 方程 组 的 数值 解法 . 


(8) (1) EMH MARAN, MA, 1963; [2] 
D. N. de G. Allen, Relaxation methods, McGraw-Hill, 
1954; [3] R. V. Southwell, Relaxation methods in 
engineering sciences, Oxford Univ. Pres, 1940; [4] R. 
V. Southwell, Relaxation methods in theoretical Physics, 
Clarendon Press, 1946; [5] Е. S. Shaw, An introduction 
to relaxation methods, Dover, 1953, 


P. L. K. 方法 [X P. L. K. method 法 
méthode de P. L. К. Ж P. L. K. Verfahren 
f& метод P. L. К. Н Ы. xw * r Hl 
对 含 参数 e 的 非 线性 微分 方程 

(0) Ши) 9 Liu] + eLis] + ++ 

Lilu] 一 F(z, uy i u”, +++, a), 
i= 0,1, +++ 

(其 中 Lola] 一 0 是 线性 的 。 是 表示 关于 * 的 
TRO). Reo 时 的 解 ， 通 常 是 用 摄 动 ' 法 . 
BD, BUE и = E ети, (я), {ЧАД (1), 比较 5 的 
RUE, ЭН uo, wy …* 的 一 组 线性 微分 


1-0, 
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方程 La[u a] = 0, Lola] 一 一 [tw],…*， 解 
这 一 组 方程 , 就 可 逐步 定 出 m ш, ++. 但 是 ， 
Ж uola) 对 * 的 某 个 值 x 具有 奇异 性 ， 那 末 一 
Ж xo J& w(x) 的 奇 点 ,而 且 它 的 奇异 性 将 随 
着 ”而 增长 因此， ети, (=) fE zo 的 邻 域内 
是 发 散 的 。 对 此 情形 , 考虑 这 样 的 方法 : 引信 人 
新 的 变量 5, 假定 ,x 为 
(2) u= uf) + eml) + -ety 
xc E+ ex(E) +--+, 
通过 适当 确定 (Е) ЖОК и C5) 的 奇异 性 .由 
此 ， 在 mo 的 邻 域内 求 一 致 收敛 的 解 Dera S), 
这 样 的 设想 是 由 М. J. Lighthill 系统 地 发 
展 的 ， 因 此 称 它 为 Lighthill 法 (Lighthill's 
technique), 这 样 的 思想 亦 早已 为 H. Poincaré 
在 考察 
G) dxi/dt = Xn +++ za; в), 
i 1,2, sn 
所 表达 的 非 线性 振动 的 周期 解 时 用 了 。 BD, 对 
e — 0, (3) 的 解 具 有 周期 To 时 ， 则 对 8 > 0， 
RAB x, 和 周期 了 同时 展开 成 s 的 寡 级 
ж: 
z = Ув), T= У ет. 
确定 T。 使 得 000) 为 周期 函数 。 另 一 方面 ， 
WAM (Y. Н. Kuo) 在 研究 关于 平板 的 边界 
层 时, 将 Lighthill 法 的 应 用 范围 显著 地 扩展 到 
偏 微分 方程 ,因此 ,这 个 方法 就 以 三 个 人 的 姓 来 
命名 , 称 作 P. L. K. 方法 (Poincaré-Lighthill- 
Kuo method), 
例如 ,用 通常 的 摄 动 法 求 
(4) (x + 6u)du/dx + u = 0 
对 边界 条 件 1) 一 1 的 解 ,是 将 它 化 为 
кщ + uÜ, xu, + ow = — uouo сс, 
在 边界 条 件 (1) 91, we(1) 一 0 (01,2, 
之 下 求解 ， 于 是 得 
шо х, a m (x7! — 7)/2, 
m= 7 —)2,---. 
x 一 0 是 奇 点 , 且 u, 的 奇异 性 与 n QUE. 
FAP. L. K. 方法 , 对 (2) H uE), (E) 
所 满足 的 方程 
u + w = 0, 


Eu, + m = (шо + ixi + ший), >. 

在 边界 条 件 w(1)=1, =„(1)=0 (n=1,2,…*) 
之 下 求解 即 可 。 首 先 ,初始 近似 是 w = £7. 其 
次 ， 适 当地 选择 xs)， 使 得 wm(E) 在 :一 0 的 
奇异 性 不 超过 EC. AiAi, 使 wm 的 方程 的 
Яй о. 考虑 到 边界 条 件 ,结果 得 x, 一 (5 一 
Е7)/2, ш m 0。 因 此 ,第 一 近似 为 
(5) и= #1, x= + &(Е—Е7')/2, 
或 ,消去 $ 得 
(6) а= (+ Je + 26 + ès, 
可 以 验证 , 它 是 (4) 的 精确 解 . x 一 0 不 是 (6) 
的 奇 点 ,并 且 若 s 关 0, 则 ибо) = V1 + 2/8, 
从 这 个 式 子 可 知 ,在 x = 0 的 邻 域 内 ux) 不 能 
ER в ORAM Х, 设 x 关 0, HAF ER 
FWA и == r + elh — z2)/2 + oe, 这 
和 用 普通 的 摄 动 法 所 得 结果 一 致 . 

P. L. K. 方法 也 可 用 于 解 偏 微分 方程 ， 关 
于 P. 工 . .方法 的 收敛 性 的 严格 考察 虽然 只 
有 W. R. Wasow 对 

(x + eu)du/dr + q(z)u = r(x), 
wa) = b 

所 进行 的 研究 (e, a, b ЕЛЕК, g(x), r(x) 在 
jz| < “是 全 纯 的 ), 但 是 在 实用 上 ， 对 飞机 机 
Yit .边界 层 理论 \ 击 波 构造 及 传播 等 问题 却 
是 一 个 有 力 的 工具 . 


[8) [1] M. J. Lighthill, A technique for rend- 
ering approximate solutions to physical problems uniform- 
ly valid, Phil. Mag., 40 (1949), 1179—1201; [2] H. 
S. Tsien (钱学森 )，The Poincaré-Lighthill-Kuo method, 
Advances in Applied Mechanics; 4 (1956), 281—349; 
[3] *FOK—W, BIABSHEOT DOMP A, GA 
18, swm, BH, 1960. 


W. K. B. 方法 [X W. К. B. method 法 
méthode de W. K. B. 4 W. K. B. Verfahren 
Җ метод W. K. B. В ¥FV ame rte 
一 法 ] 二 阶 线性 常 微分 方程 

Q) Фу/а + RPC#)y = 0 

对 于 4 -> co 时 的 渐 近 解 ,最 早 由 G. В. Jeffreys 
(1925) 系统 地 讨论 过 ， 与 此 独立 地 ，G，Wen- 
tzel, H. Kramers, L. Brillouin (1926) 又 与 
Schrödinger 方程 联系 起 来 各 自 独立 地 进行 了 


研究 .因此 ,被 称 为 W. K. В. 方法 (Wentzcl- 
Kramers-Brillouin method) 或 Jeffreys 法 (JE 
freys method), #4 


sra. у = Py, 


MJ (1) 可 化 为 下 面 的 形式 : 
(2) Фијат + (à — Q(z)w = 0, 
其 中 
О = PPP /ds = —P PP /dr 

ш (2), 对 应 于 P>0 或 < 0， 分 别 可 得 所 谓 三 
角 函 数 形式 的 渐 近 解 
G) woe Aet + Bess 
或 指数 函数 形式 的 渐 近 解 
(4) ш ce Ает + В'е-®м, 
{# PCxo) —0 的 点 xo 称 作 转 向 点 (turning point), 
因为 在 转向 点 处 О — cp， 所 以 不 能 超过 这 个 
点 去 原样 地 解析 开拓 (3) 和 (4). 35 хо Jë PG) 
的 一 阶 零点 时 ,连接 两 个 解 的 连接 公式 (connec- 
tion formula) 是 
(5) P''wcos(kz — =/4 + y) 

— sin y|P| etin, 
(6) — P^" cos(kz — x/4) 

= Q/2)lPI7e7tm, 
其 中 箭头 是 指 , 例如 在 (5) th, MPH 0, AE 
端 所 通 近 的 解 是 用 P 二 0 时 的 右 端 来 逼近 的 
《反之 ,用 右 端 所 逼近 的 解 不 一 定 能 用 左 端 的 来 
通 近 ， 这 是 因为 即使 在 (5) 的 左 端 加 上 (6) 的 
右 端的 常数 倍 也 行 ). 若 xo。 是 P(x) 的 一 阶 零点 ， 
WE xc. 处 有 Q——(5/36)z2+O(z 2), 
(1) 的 渐 近 解 就 成 为 PIS Cuz) (Cu 是 
1/3 阶 的 柱 面 函数 *)， 这 个 解 不 论 P 0 还 是 
P<0 都 成 立 。 而 且 从 柱 面 函数 的 渐 近 展开 能 
导出 上 面 的 连接 公式 . DA. 为 了 提高 近似 程 
度 ,例如 ,可 以 假定 

y = PR zo + km + kn + ++), 

然后 逐步 定 出 未 知 系数 zo ns … M. 


($] [1] E. Kemble, Fundamental principles of 
quantum mechanics, McGraw-Hill, 1937; [2] *R 
пш. ARPPTOMMONF EG, Jj Ed. BO 
ж, BA, 1960, [3] A. Erdélyi, Asymptotic expansions, 
Dover, 1956. 
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最 速 下 降 法 (3 method of steepest descent 法 
méthode du col 4& Sattelpunktmethode 4# метод 
перевала 日 鞍 部 点 法 ] 最 速 下 降 法 的 设想 ， 
最 初 由 B. Riemann 提出 , 9%, P. Debye 成 功 
地 运用 这 个 方法 ， 得 到 了 由 下 列 积分 给 出 的 复 
变量 = 的 函数 f(z): 


a) ie = [era 


4 |z] 足够 大 时 的 渐 近 表达 式 ， 其 中 ，gCD， 
AC) 是 解析 函数 ，C 是 复 平面 上 的 某 一 条 曲线 
(111). 该 方法 有 时 也 称 作 和 鞍点 法 Csaddle-point 
mcthod)， 通 过 Laplace 变换 *， 系 数 为 = 的 一 次 
式 的 线性 微分 方程 的 通 解 能 写成 (1) 型 的 积分 
表示 . 所 以 , 利用 最 速 下 降 法 能 得 到 解 的 渐 近 
表示 。 特 别 是 , 它 可 用 来 求 Bessel 函数 ?等 特殊 
函数 的 渐 近 展 开 , 同 样 可 以 用 于 统计 力学 中 ,对 
具有 大 自由 度 的 系统 进行 系统 性 的 渐 近 估计 . 
称 (1) rh të ACE) = 0 的 和 为 函数 oO 的 
PAL (saddle point, col), ZEA a AWRA 
AG) 的 Taylor 展开 式 为 
AG) = Ма) + CL/28 C) n. 
当 + 沿 着 直线 
arg (z а) 一 z/2 — (1/2) arg 24" (9) 
运动 时 , WA 21000 — oP <0, 因此, 在 
点 的 邻 域内 , [ето | 的 值 沿 着 该 直线 方向 由 
极 大 值 |e"%co| 最 快 地 减 小 , 而 Im ало) 是 一 常 
E. 我 们 称 该 方向 为 c%% ZE RR n IO ВТЕ 
方向 (direction of steepest descent)、 当 |z | 充分 
大 时 ,为 了 估计 (1), 若 将 积分 路 径 C 改 成 沿 着 
最 速 下 降 方向 通过 ¿zy 的 鞍点 o BD, 被 积 
函数 在 C 上 的 绝对 值 ， 当 : 在 鞍点 的 邻 域 内 
时 达到 最 大 ,而 对 其 他 * 则 该 绝对 值 急速 下 降 . 
所 以 ， 在 改 取 的 积分 路 径 C 上 积分 (1) 的 值 能 
以 鞍点 邻 域内 的 积分 (1) 的 值 来 充分 逼近 ， 这 
样 一 来 ,对 较 大 的 |z| ,寻找 积分 (1) 的 主 项 的 
方法 就 是 最 速 下 降 法 . 


($] [1] P. Debye, Naherungstormeln für die 
Zylinderfunktionen für grosse Werte des Arguments und 
unbeschränkt veranderliche Werte des Index, Math. Ann., 
67 (1909), 535—558; [2] В. И. Cunpnos, Курс высшей 
математики Ш, Физматгиз, 1960 《中 译本 : В. И. 斯 米尔 
话 夫 ,高 等 数学 教程 ;第 三 卷 ， EAE, RID, AREA 
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iib, 1962). 另外 一 Жа [P]. 


AE [Ж nomogram, nomography 法 nomo- 
graphie Ф Nomogramm, Nomographie 4 no- 
MorpaMMa а HARA) 算 图 是 一 种 计算 图 
Ж. 设 在 若干 实 变量 ussu ZAFER 
BRR ЕС(и,»,---›и„)=0, 若 对 给 定 的 wm， …， 
ty 的 值 ,在 一 图 表 上 总 可 找 出 满足 上 述 函数 
关系 的 u, 的 值 , 则 称 这 种 图 表 为 算 图 . 

【两 个 变量 的 算 图 】 考虑 Fln a) 一 0. 
i) 双 刻 度 对 照 尺 。 当 Fs m) = 0 可 以 改写 
为 Km) = fo) В, ЕН x = Са) 
x 一 от) 的 刻度 ， 就 做 成 双 刻 度 对 照 尺 ， А 
有 华氏 和 摄氏 对 照 刻度 的 温度 计 就 是 一 例 〈 图 
3 中 的 x p/2 也 是 一 个 例子 )、 i) 函数 坐标 
M. BRRR FCs m) 一 0 可 表示 为 

аи) + Са) + с 0 
WER, Ф х Alms y fe) 时 ， 则 得 
ах + by + с 0， 在 模 轴 上 分 刻 х m (а) 
在 纵 轴 上 分 刻 y 一 бш) 的 函数 尺 , 并 分 别 做 
纵横 线 制 作出 一 种 函数 坐标 纸 ， 这 时 原来 的 曲 
线 变 成 直线 ， 对 数 坐 标 纸 就 是 其 中 一 例 . 

{三 个 变量 的 算 图 】 考虑 Fus u)—0. 
DAA. Ra, m 是 平面 直角 坐标 , Ж as R 
4829 kas kos o» BIZE Cuo m) 平面 上 产生 一 族 
曲线 Fus) == 0, FC e) 05777. 
对 于 满足 Flas b, k) — 0 H a, bs k, HB 
uy = a, m= b,F(uo и» k) = 0 有 一 公共 点 。 
该 曲线 族 和 这 样 确定 的 交织 关系 就 称 为 交织 图 
(intersection chart)， 一 般 地 , 若 能 将 FCus m» 
ш) 一 0 表示 为 一 组 关系 fry om) = 0, f(z, 
ys m) = 0, ВО узш) 一 0， 则 我 们 可 以 在 
(y) 平面 上 构造 出 由 w u из 曲线 族 所 构成 
的 交织 图 (图 1). 特别 , HB Fs ш, u) 一 0 
可 以 写成 


hn) ш) Aln) 
Q) OSa) ga) h(a) 
05). вби) hs(wm) 


的 形式 , 则 对 w, ма ЖП so 的 曲线 简化 为 直线 .这 


个 性 质 在 投影 变换 下 是 不 变 的 ，ii) ARA. 假 
E FCs s m) 一 0 可 以 表示 为 (1) 的 形式 ， 
且 设 函数 尺 是 按照 = 一 ПА у == g/h n = 
falas y= g/h xs = Ы» ys g/h WE 
的 ， 则 对 应 于 满足 FCs wo мз) 一 0 的 值 w， 
ш» m RIA (zo y» i= 1,2,3, 位 于 一 条 直 


миш 


二 次 方程 "++ 0 


1. m+3e-5=0, = 一 一 1.5 士 2.7 
ú. + 5e4 16.50, r= -2.5432 


HE. 使 用 这 个 性 质 , 可 通过 m ЖП o PIE o. 
由 这 个 方法 所 构成 的 图 称 为 列 线 图 (nomogram, 
alignment chart) (Œ 2, 3). 作为 具体 例子 , 有 
hgs + fhs = fa (d'Ocagne 20), (fi + 1)/Cn + 
82) = fs (Soreau 型 ), А + (h + fests = 0 
(Clark W) SER. EX х, y 的 投影 变换 


m ах + byte 
ах + by + Ea 
ta axtbyte 
а Wy +e” 
下 , 共 线 性 是 不 变 的 ,其 中 


a b < 


E 


a be 
a" ЗА 

【四 个 变量 的 算 图 】 考虑 F(uo uo zy 
4) 一 0。 1) УЮУ. 1) 交织 图 ， 若 函 
CF Gasto us mm) 一 0 能 表示 为 F (uo м» г) 
0, Films, uo 1) 一 0， 则 将 它 称 为 可 分 的 
(separable), KMS 
(2) Кх, y» 1 = 0 (Т), 

Bx» ysm) 0, hrs ys ш) = 0, 
G) Kas y» 0 = 0 (T), 

Blt, ууш) = 0, Ах, ys m) = 0, 
则 因 交织 图 (2), (3) 都 包含 有 曲线 族 T, Hh 
Cos 1) > ty Cty u) > u ВЕЖ i, 2) WR 
图 ЖЯ: (2) 和 (3) 能 表示 为 
Ko eD 5» 
Wa) аба) AG) 
Һа) ge) Ва) 


KD O 59 
Ва) ghu) hu) 
Hwm) Кш) Alu) 
BU wy ay :和 ss teas :分别 形成 具有 公共 函数 
F r 的 列 线 图 ， БЕП Gas m)—> r C 
u) 一 就 可 以 求 出 w (图 4)， 若 Fln ms 
и» m) 一 0 可 以 表示 成 

hog 0 А 

h n 0 № 

b 0 gs h 

fe 0 B^ 


#0, 


Q» 


=o, 


G”) 


Z Š š Š S 8288” 


1 Li 


图 4 三 角形 的 面积 ; з= анас 


则 这 个 方程 可 以 简化 为 (2) M G). 

ii) 不 可 分 的 情形 . 若 函 数 FG sss) m0 
不 能 变 为 上 述 形式 时 ， 我 们 就 将 它 称 为 不 可 分 
的 〈inseparablc)， 即 使 是 在 这 种 情况 下 , 若 它 能 
被 表示 为 


f(a) gOS Аба) 
BO) шш) Mo) | 
denm) ginem) Gs) | 


则 仍然 可 以 形成 具有 关于 wao m 两 个 函数 尺 和 
关于 tay wm 的 一 个 函数 网 络 的 列 线 图 (图 5 ). 
fm)ga ms u) + f(a)h(us m) = {Киз ч) 
也 被 包含 在 其 中 ， 此 外 ， 共 圆 图 ， 空 间 的 共 面 
图 ， 可 移动 函数 尺 的 图 表 等 也 可 用 来 制 做 算 
图 . 


图 5 


[$] 【1] 小 合金 之 助 ， 计 算 加 雪 ， 岩 波 全 审 , 1940: 
12) DAB, HARAP, PHH, 1947; [3] RK 
BOG, KHERA, ШВИ, ATT 
$B, 1958; [4] М. d'Ocagne, Traité de nomographie, 
Gauthier-Villars, 90—18 1921; [5] R. Soreau, Nomog 
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raphie, 第 二 版 1921; [6] H. Schwerdt. Lehrbuch der 
Nomographie, Springer 1924, 


图 解 计算 法 [Ж graphical calculation 法 Calcul 
4% graphische Rechnung {А графич- 
eckoe исчисление Н 加 式 计算 法 ] 所 谓 图 解 
计算 法 是 指使 用 直 尺 、 圆 规 等 通常 使 用 的 作 图 
工具 ， 全 靠 几何 作 图 来 计算 的 方法 。 有 时 也 使 
用 简单 的 辅助 仪器 . 图解 计 算法 的 最 主要 缺点 
是 在 精度 方面 受到 限制 ， 但 作为 复杂 数值 计算 
的 辅助 手段 有 时 还 是 有 用 的 。 从 广义 上 说 , = 
也 包括 几何 光学 中 的 图 解 计算 法 和 图 解 力 学 
《后 述 )， 关 于 算 图 ,一 算 图 。 

关于 具体 的 图 解 计算 法 ,在 代数 计算 方面 ， 
著名 的 有 J. Massau (1887) 提出 的 多 变量 线性 
公式 ; F. J. van den Berg (1888) 的 线性 方程 
组 的 图 解法 ; J. A. Segner (1761) 的 多 项 式 值 
的 计算 ; 和 Lil (1867) 的 代数 方程 解法 等 
%. 

在 图 解 微分 法 (graphic differentiation) 中 ， 
为 了 画 出 函数 y = f(x) 的 图 象 的 切线 , 用 对 给 
定 方向 求 切 点 的 办 法 比 在 一 给 定点 划 切 线 的 精 
度 一 般 要 高 

【图 解 积分 法 】 Massau (1878) 给 出 了 一 
个 能 够 画 出 函数 1(*) 的 近似 积分 曲线 的 图 解 
积分 法 〈graphic integration) (图 1)， 按 照 这 个 
方法 , 使 用 一 阶梯 函数 来 代替 原来 的 曲线 y = 
Кк), 而 对 不 定 积分 


FG) = | ioa 


graphique 


图 1 OF 的 长 度 = 1, МТ PH, 


则 用 折线 来 通 近 。Massau 还 进一步 地 给 出 一 个 
常 微分 方程 by/dr = f(x, y) 的 图 解 积分 法 , 按 


照 这 个 方法 ， 积 分 曲线 可 以 上 述 类 似 的 方法 画 
出 来 。 其 它 的 方法 还 有 用 于 线性 微分 方程 的 
Czuber ik; 用 于 二 阶 常 微分 方程 的 Lord. Kelvin 
% (1892); 以 及 完全 遵从 Runge-Kutta 法 + 作 图 
的 图 解 积分 法 。 
【统计 推断 图 解法 】 设 x1, x; 是 两 个 相互 独立 ? 
的 服从 正 态 分 布 ' 的 随机 变量 ,并 设 这 些 变量 的 
总 体 均值 ' 和 总 体 方差 + 分 别 为 mo т; of, o. 
Qz 一 X/Xa 在 可 忽略 X, 为 负 的 概率 的 近似 
中 ,变量 

1= Gm — m)/V ai? + а 
服从 平均 值 为 9, 方差 为 1 的 正 态 分 布 ， 因 此 ， 
设 横 轴 和 纵 轴 的 标 度 的 平方 根 表 示 到 原点 的 实 
际 距离 ， 则 在 这 样 作出 的 双 平 方 根 纸 上 ， 由 点 
Cm /201¥3 (m /2oyy) HIRATA (XA), 
(KAYN ER Co (X/Y: СХ, Гоз)? HORE 
分 线 Csplit)) 的 垂 线段 长 度 等 于 4 = 1/2, 另 一 
方面 , 设 闪 和 又 分 别 是 自由 度 ' 为 有 和 五 的 两 
个 相互 独立 服从 于 台 分 布 ' 的 随机 变量 ， 则 
V2% — V 21 近似 于 均值 为 0、 方 差 为 1 的 
TEAS. 因此 ,着 F = Q/5)/00/1) 是 一 
服从 于 自由 度 为 Cs fr) 的 F 分 布 ' 的 随机 变 
量 ， 则 在 双 平方 根 纸 上 从 点 (A/2, fo/2) 到 比 
ҺЕ : Ьа, КШТ d= 
4/2， 因 此 能 简化 为 分 布 的 那些 分 布 (例如 二 
项 分 布 1) 问 题 都 可 以 在 这 样 的 纸 上 用 图 解法 处 
理 。 这 样 的 图 解 计算 法 称 为 统计 推断 图 解法 
(graphical method of statistical inference), XE 
方 根 纸 也 以 二 项 概率 纸 (binomial probability 
paper) 或 统计 分 析 纸 (stochastic paper) 的 名 字 出 
R Mf omt, 在 横 轴 上 的 定点 (5/2, 0) 
和 动 点 04/2, 0) 之 间 的 距离 等 于 4。 因此 可 
简化 为 20 分布 的 那些 分 布 ,诸如 Poisson 分 布 ' 
问题 ,也 可 以 在 这 样 的 纸 上 解 决 . 

【图 解 力学 】 图 解 力学 (graphical mechan- 
ics) 是 用 图 解法 处 理 力学 问题 特别 是 平衡 问 
题 的 。 在 这 个 领域 中 , 虽然 力 的 合成 ,分 解 , 平 
衡 的 作 图 是 基础 , 但 由 d'Alembert 原理 ， 在 能 
简化 为 平衡 问题 的 动力 学 问题 中 也 可 应 用 这 个 
方法 。 力 的 合成 或 分 解 遵循 向 量 加 法 法 则 ， 求 


710123 的 合力 的 向 量 图 ( 见 图 2(b)), 称 为 力 
多 边 形 (force polygon), 25 f BLAH RAVE 
用 线 的 位 置 ,做 环节 多 边 形 (link polygon) 是 简 
便 的 。 如 在 图 2(b) 中 那样 , 取 任意 点 P, WE 
为 极点 《pole) 做 射线 (ray) PO, РІ, P2, P3, 
在 图 2(a) th, SW abcd 是 环节 多 边 形 , E 
的 各 边 分 别 平行 于 射线 Po, РІ, P2, P3, JA Fi 
上 的 任意 点 4 开始 逐次 做 这 些 平行 线 就 可 求 得 
点 6,c 和 4d。 于 是 合力 R 的 作用 线 通 过 d。 对 


图 2 RSME Fo F, 和 F, 的 合力 及 其 作 

用 线 位 置 的 图 解法 . 在 图 (b) юлеше, ааб 

表示 合力 R. 在 图 (x) 中 的 环节 多 边 形 上 ,点 4 是 合 

力作 用 线 上 的 一 点 。 当 第 四 个 力 F5 RAAS, 

方向 相反 时 ,两 个 多 边 形 闭合 , RET Fo Fr Fr 
F. 是 平衡 的 - 


一 给 定点 4， 我 们 通过 4 画 一 条 平行 于 R 的 直 
线 . 设 ef = Кт) 是 该 直线 为 P0, P3 НЕТ 
截 得 的 线段 长 度 ， 它 代表 合力 R， 并 设 Kkg) 
是 从 极点 到 合力 尺 的 垂 线 长 度 。 则 点 4 的 转动 
МЕЗЕ М 一 !,(kg-m). 


一 般 说 来 ,使 力 忆 人 一 1， 2,7 n) 平衡 

的 充分 必要 条 件 是 

$3k-o Sox Fino, 

= = 
其 中 x 是 向 量 的 外 积 , ;是 从 一 定点 到 力 下 的 
作用 点 的 位 置 向 量 。 如 果 所 有 这 些 力 都 在 同一 
平面 内 。 则 这 些 条 件 等 价 于 力 多 边 形 和 环节 多 
边 形 两 者 都 闭合 . 


我 们 用 简 支 梁 作为 例子 ， 当 其 受 垂直 力作 
AN. EES AW DE. WORT Л Ж SR 
长 度 1 的 ? 倍 ( 图 3). 
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? 1 2% 
D Р zp 千克 - 米 ЮКЕ 


长 度 的 基准 


тз BAH Fus Fas Foy Fe HBP RRR EN XX 
点 反作用 力 和 力矩 图 的 确定 . 

【空间 图 形 的 图 解 力学 】 对 于 直角 坐标 系 
来 说 ， 作 用 于 空间 一 质点 上 的 力 的 平衡 条 件 是 
投影 在 任意 两 个 不 同 坐 标 平面 上 的 力 多 边 形 都 
同时 闭合 .作用 在 一 个 刚体 上 的 力 的 平衡 条 件 
是 在 像 平 面 中 的 二 个 力 多 边 形 和 在 各 坐标 平面 
中 的 三 个 环节 多 边 形 同 时 闭合 。 例如 , 要 将 作 
用 于 空间 点 D 处 的 一 个 力 尸 分解 为 三 个 方向 
(So So 5;), 我 们 可 以 画 出 两 个 闭合 力 多 边 形 
qbed 和 a”b"e”d”( 如 图 4 所 夯 ), 其 中 和 ” 
分 别 表示 在 平面 和 在 正视 面 中 的 量 . 


将 所 给 的 力 PE, р") 分 解 为 空间 的 三 
Se S, 上 的 力 的 作 图 法 ， 取 
» fF Cat, a A" 2, d 


得 二 т Р) Li 4 
多 边 形 的 各 边 给 出 了 力 忆 在 各 给 定 方向 上 的 分 в. 


(8) [1] C.Runge-Fr. A. Willers, Numerische und 
graphische Integration gewohnlicher Differentialgleichun- 
gen, Enzykl. der Math., Bd. ll, 3 Teil, 1 Halte, Heft 
2, 1915. 关于 统计 推 新 图 解法 : [2] M. Masuyama Ой 
WIJZ), Graphical method of statistical inference, Ju 
蔷 ，1954。 关 于 图 解 力学 : [3 】 SEMANA, BUS 
力学 ， 金 原 出 版 ,1956; [4] C. B. Biezeno-R. Grammel, 
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Technische Dynamik, Springer, 1939; [5] Н. Müller- 
Breslau, Die graphische Statik der Baukonstruktionen I, 
Ul, Kroner, 1927, 
曲线 拟 合 13 curve fitting 法 adjustage de la 
courbe 4& Kurvenanpassung {Å вычерчивание 
кривой mo точкам Н Ё ФОА Cii] 当 给 
定 自 变 量 = 的 离散 值 n， xz 上 的 观测 值 或 
测量 值 yi» y» ° 时 ， 求 出 尽 可 能 好 地 拟 合 于 
Ri (z, у) 的 简单 曲线 y 一 (ж) 的 方法 , 一 
般 称 作曲 线 拟 合 ， 这 种 方法 经 常用 于 根据 实验 
数据 求 经 验 公 式 ， 但 也 用 于 函数 逼近 和 数据 的 
HAG. 插值 法 ' 是 构造 通过 所 有 给 定点 的 
多 项 式 ,但 对 实验 数据 的 情形 ,因为 它们 含有 测 
量 误差 , 通常 利用 最 小 二 乘法 + 构造 曲线 ,这 里 
不 要 求 该 曲线 通过 给 定 的 所 有 点 Ces ye). 

【经 验 公 式 】 所 谓 经 验 公式 (empirical for- 
mula), 是 相对 于 在 理论 上 导出 的 、 措 述 某 种 现象 
的 规律 的 函数 y 一 人。) MBAS (theoretical 
formula) 而 言 的 。 它 不 仅 使 实验 结果 有 个 简明 
的 记录 ， 而 且 也 有 助 于 推断 现象 的 变化 规律 ， 
为 求 得 经 验 公式 ,一 般 是 ,首先 确定 含有 若干 个 
所 谓 经 验 常数 (empirical constants) 的 参 变量 的 
函数 型 ,然后 确定 经 验 常数 ,使 得 该 函数 拟 合 实 
验 数 据 ， 一 般 来 说 ,参数 个 数 越 多 , 拟 合 的 精度 
也 就 越 高 , 但 这 会 使 公式 复杂 化 , 不 仅 不 实用 ， 
而 且 难 以 分 析 现象 的 本 质 ， 所 以 一 般 是 先 描 出 
图 象 , 再 估计 函数 型 。 有 时 是 先 观察 已 准备 好 

‚ 的 各 种 曲线 ， 从 中 找 出 与 已 知 数据 最 舍 近 的 曲 

线 ,然后 作 变 量 代 换 使 之 成 为 简单 的 形式 ,例如 
或 者 是 直线 . 

以 下 举 几 个 重要 的 例子 .[ ] 内 的 量 表示 
使 图 象 变换 成 直线 的 变量 代 换 的 两 个 坐标 ，1) 
y = 1/(а+&х) [z, 1/y]; 2) y at bx [es 
yl; 3) y = a + b/x [1/z, y]; 4) y max 
bx? [y/x» z]; 5) y = аё" [z, logy]; 6) y = 
ах? (Повх, logy]; 7) (z+a)Xy+ó)= [z — 
xv (z —x0/G 一 ws 8) y = aexp(0/(z + 
c)) [log (y/y)/(z — 21)» log(y/y)]; 9) y = 
gx — т)/о) lx, 2) (Жї, y = 90 = 


(2a) ex(-#/2)d8): 10)y=e((logz— 


— т)/0) [log z, z] 《其 中 y e), W 9)). 
半 对 数 坐 标 纸 (semi-logarithmic paper), WHA 
PRK (logarithmic paper), Ж ХЕ (坐标 ) 纸 (pro- 
bability paper)， 是 分 别 为 5), 6), 9) 8 [ ] 中 
所 示 的 变量 代 换 容 易 进行 而 作 的 特殊 的 坐标 
纸 . 

多 项 式 , 关于 一 次 式 用 得 最 多 。 但 在 上 述 
变换 后 , 有 时 也 用 多 项 式 , 其 次 数 至 多 为 5 次 . 
当 * 的 离散 自 变量 是 等 间隔 时 ， 可 求 出 差分 ? 
Ay, Aly, +++ 来 估计 多 项 式 的 次 数 。 如 果 A"y 
是 常数 , 则 多 项 式 为 次 的 ， 当 对 等 间隔 的 x, 
y CAU, WA i/i угы/у) 位 于 直线 
n=Mš+ B L, HA: i)# M >>0,B<0, 
M?+4B>0, W) y = ае Брен; i) M>0, 
M+ 4B = 0, Ж y = (а + 2x)e^ їй) 若 
M: + 4B < 0, Wl y— e" (a coscx + bsinwx), 
对 于 周期 现象 ,通常 使 用 Fourier 级 数 ' 

y = ao + У)(а„созпх + b, sin nx) 

的 部 分 和 (一 调和 分 析 )、 对 于 增长 或 衰变 的 
S 型 曲线 , 经 常 使 用 逻辑 斯 详 《〈logistic) 曲线 ? 
y = L/(1 + е"), BD y = ACtanh ae + 1), 

确定 经 验 常数 的 方法 有 图 象 法 (图 象 为 直 
线 时 特别 简单 )、 选 点 法 (选取 的 点 数 等 于 参数 
个 数 )、 平均 法 和 最 小 二 乘法 等 等 ， 另 外 , 还 必 
须 同时 从 理论 方面 估计 实验 的 规律 性 以 助 方法 
的 选 定 . 

【 选 点 正 交 多 项 式 〗】 当 已 给 在 等 间隔 点 
xc0,1, … n— 1 上 的 值 yo у» 
BY WIZE k (< n) 次 多 项 式 中 ,使 

G2) = E (y, — fon)» 
Bai NO S Ер 


ttt Y 


З 
16) = > ayq х), 


a- > Yugo, m)/S,(n)> 


S) = У GG т), 
此 时 ， 
6) = 3 - У) 6569), 


而 4,(n, х) 称 作 Чебышев 9 函数 (Cebyiev q- 
function)， 定 义 为 
“(yt туро —пүрх 
== У ( x E C 
实际 计算 时 ,最 好 以 
920%, z) = gn, x)/2791M Ка) 
RE a (n, z), 其 中 MG) 是 
vt mi /a—1—m 
W IO Ku 
的 最 大 公约 数 。 这 样 一 来 , 诸 数 aT (nm) (m= 
9,1, 05 — 1) 是 无 公约 数 的 整数 ， 我 们 称 
(о, x) 为 最 简 正 交 多 项 式 (simplest orthogonal 
polynomial), WERN Чебышев q 函数 , 有 时 
UPON $m《x)， o...) RRA. 
ELE 


в). = Xonio =0 


Te SR f, 8 为 选 点 正 交 或 有 限 和 正 交 (orthogonal 
for finite sum)。 据 此 ,将 1, x, 27, z" EZE 
化 , 则 得 


rat Sco (Qt) 
«QC 


'E5 q, 之 间 有 下 列 关系 : 
an, z) = ((—1)(n — 1)1/2(a 
=» = DP, iQ). 
称 Pn(x) 26 (Чебышев) 选 点 正 交 多 项 式 或 简 
称 正 交 多 项 式 〈orthogonal polynomial)，( 它 与 
属于 正 交 函 数 系 + 的 多 项 式 (一 正 交 函数 系 ) 不 
同 ,不 要 混淆 . Р„.(х) 满足 选 点 正 交 条 件 
D> P,..(m)P,..(m) 


= 
=, O + a + DiGa =»)! 

” G+ C 
SEO x <1 ES n — оо, Nl P,.G) > 
PCL — 2z) (P, SE Legendre 多 项 式 ?) (一 AK 
20 VII), 

ab AS RATE BN BUNA 
近 ， 即 使 max |у» — Кх„)1 取 极 小 的 情形 都 有 
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些 计算 逼近 多 项 式 的 类 似 的 研究 工作 . 


【 参 】 [1] AUTER, RBARORYA, HA 
W, 1962; [2] Th. Running, Empirical formulas, Joha 
Wiley, 1918; [3] P. G. Guest, Numerical methods of 
curve fitting, Cambridge Univ. Press, 1951, 关于 选 点 正 
交 多 项 式 有 下 列 文献 ，[ ] 8 n, ”的 变化 范围 是 表示 文献 中 
4209, z) 的 变量 在 数值 表 中 的 变化 范围 : [4] R. A. Fi- 
sher-F. Yates, Statistical tables for biological, agricultural, 
and medical research, Oliver-Boyd, Edinburgh, 1938, 
[а 75, v <5]; [5] R. L. Anderson-E.E. Houseman, 
Tables of orthogonal polynomial values extended to n = 
104, Agricul, Exp. Station, Iowa State College Stat. Sec. 
Res. 297 (1942), 595—672, [n< 104, v<5]; [6] 
WAZE, 0 7 9 СХС, 01, AW 
= V t¿ = 7 q ВІЗ У С, ROGAMUS, 454 (1942), 
1915, v<a — 1; 164521, » <9; 22 <a <31, v <7; 
32<n<51, v« 5]. 


计算 机 [Ж calculator, computer 法 machine à 
calculer {# Rechenmaschine 4 вычислительная 
машина A ЖЮ) 【历史 】 很 早 以 前 ， 人 
们 就 希望 在 计算 过 程 中 使 用 机 器 ,我 们 也 可 以 
说 算盘 (abacus) 是 最 原始 的 计算 机 .但 真正 
计算 机 的 鼻祖 还 是 带 有 自动 进位 装置 的 B. 
Pascal 加 减 计算 机 (1642)， 对 这 种 机 器 经 过 改 
进 以 后 研制 出 以 反复 地 加 减 运算 来 实现 乘除 运 
算 的 G. W. Leibniz 计算 机 (1671). 对 这 种 
机 器 的 结构 再 予以 改进 ， 才 成 为 现在 广泛 使 用 
的 Odhner 式 计算 机 ， 并 陆续 地 研制 出 以 电 为 
动力 ， 具 有 各 种 自动 装置 的 各 式 各 样 电动 计算 
机 .可 是 ,这 种 机 器 与 现代 数学 关系 不 大 ,所 以 
我 们 就 略 去 不 谈 。 

与 一 次 只 能 进行 加 、 减 、 策 、 除 一 种 运算 的 
所 谓 台式 计算 机 (desk calculator) 不 同 ,近年 来 ， 
十 分 迅速 地 发 展 了 一 种 要 予 先 编 好 程序 并 存 人 
机 器 内 ， 一 启动 就 能 按 程序 自动 地 进行 以 四 则 
运算 组 合成 的 复杂 计算 的 机 磁 ， 我 们 称 之 为 自 
BMA (Æ automatic computer, # Rechenau- 
хопа). 这 种 思想 , 是 十 九 世纪 英国 数学 家 C. 
Babbage 提出 来 的 .- 但 是 由 于 当时 机 械 技术 存 
在 各 种 困难 ， 所 以 未 能 实现 . ”直到 二 十 世纪 
四 十 年 代 ， 他 的 理想 才 由 哈佛 大 学 的 所 谓 继 电 
器 计算 机 Mark 1 予以 实现 。 不 久 又 有 了 显著 
的 进展 .1947 年 , 出 现 了 以 电子 管 取代 机 械 元 
件 而 进行 运算 与 实现 其 他 功能 的 电子 计算 机 
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(electronic computer) ENIAC, 1950 年 左右 , 各 
处 出 现 了 采用 J. von Neumann 提出 的 内 存 程 
FF (stored program) 方式 的 电子 计算 机 。 从 此 
以 后 ,电子 计算 机 以 惊人 的 速度 发 展 起 来 , 迎 夹 
了 今天 电子 计算 机 的 全 劾 时 代 . 

在 功能 上 。 今 日 的 电子 计算 机 完全 是 自动 
计算 机 ， 而 且 也 可 看 作 是 一 个 Turing 机 + 的 具 
体 化 .一 般 说 ,自动 计算 机 由 运算 器 ,存储 器 , 控 
制 器 ,输入 ,输出 五 部 分 组 成 .这 五 个 部 分 之 间 以 
电线 相互 连结 ， 并 根据 它们 之 间 的 信息 传输 进 
行 运算 .在 最 初 的 自动 计算 机 Mark 【 中 ,运算 、 
存储 等 均 是 用 电 控 制 的 齿轮 装置 和 继电器 等 的 
组 合 来 进行 的 。 那 时 ,也 制造 了 一 些 全 部 以 继 
电器 为 元 件 进行 运算 存储、 控制 的 继电器 式 自 
动 计算 机 。 但 不 入， 人 们 用 电子 管 〈 最 近 已 经 
用 晶体 管 和 其 他 微型 电路 ) 代替 了 继电器 。 因 
此 ,计算 速度 飞跃 地 提高 ,再 加 上 大 容量 存储 器 
的 发 展 ,给 自动 计算 机 的 功能 带 来 了 质 的 变化 。 
以 前 ， 人 们 认为 不 可 能 进行 的 大 规模 的 科学 技 
术 上 的 计算 ,例如 求 三 维 偏 微分 方程 的 数值 解 ， 
现在 也 成 为 可 能 。 不 仅 如 此 ， 而 且 以 前 不 认为 
是 “计算 ”的 诸 功 能 , 也 能 执行 了 。 有 时 称 这 种 
利用 为 非 算术 应 用 《non-arithmetic uses). .例如 
分 类 、 翻 译 、 信 息 检索 、 数 学 定理 的 证 明 等 现在 
均 能 用 机 器 实现 ,电子 计算 机 能 做 这 些 类 似 于 
人 类 高 级 思维 活动 的 工作 ， 故 也 称 为 万 能 的 信 
息 处 理 (information processing) HL. 

【数字 计算 机 的 结构 】 电子 计算 机 的 动作 
是 由 它 的 各 部 件 之 间 的 电信 号 产生 的 信息 交 
换 而 进行 的 (图 1)。 数字 电子 计算 机 〈digital 


一 > 数据 信息 通路 
一 > 控制 信号 通路 


图 1 电子 计算 机 的 结构 


electronic computer) 的 信息 是 以 取 值 0, 1 的 变 
量 (Boole 变量 ) 写成 二 进 制 的 序列 .这 种 变量 


是 不 连续 的 ,信息 的 最 小 量 是 二 进 制 数字 , 它 是 
二 进 制 数 的 一 位 , 称 为 比特 《〈bit)。 在 本 条 中 将 
只 讨论 这 种 机 器 , 并 简称 为 电子 计算 机 。 另外 
一 种 计算 机 , 它 的 信息 变量 取 连 续 值 ,将 在 模拟 
计算 机 * 那 条 中 介绍 。 在 电子 计算 机 内 部 ,信息 
0, 1 是 以 不 同 的 电位 ,脉冲 电压 的 有 无 ,交流 电 
压 的 两 种 相位 等 形式 表示 的 。 在 电路 方面 , 计 
算 机 具有 周期 脉冲 发 生 器 , 即 所 谓 时 钟 (clock)。 
所 有 信息 的 传送 、 运 算 以 及 其 他 操作 都 与 时 钟 
同步 ， 这 种 电路 称 为 同步 式 (synchronous) 电 
路 。 另 一 种 电路 是 在 各 部 件 中 , 独立 地 进行 信 
息 的 处 理 和 传送 ， 当 一 个 操作 结束 后 才 转 向 下 
一 个 操作 ， 这 种 电路 称 为 非 同步 式 (asynchron- 
ous) 电路 .目前 大 部 分 计算 机 是 同步 式 的 ， 

计算 机 的 各 个 部 件 都 是 自动 装置 ， 它 们 的 
输出 是 根据 输入 的 逻辑 信号 和 各 部 件 的 内 部 状 
态 来 决定 。 因此 ， 计 算 机 由 下 列 元 件 所 构成 : 
例如 有 逻辑 积 A (and), BRAM’ V Cor), F 
52" — (not) 等 基本 逻辑 运算 元 件 , 还 有 存储 元 
件 ， 以 及 提供 能 量 并 驱动 其 它 元 件 的 信号 放大 
TH. Schm b ERS И HAL ERR EM 
两 逻辑 运算 均 用 二 极 管 (整流 元 件 ), 而 否定 使 
用 晶体 管 放大 器 ， 这 种 放大 器 又 可 作为 放大 元 
# (图 2). 除 主 存储 器 以 外 的 存储 均 可 使 用 触 
发 器 电路 (图 3)， 也 有 象 参 变 元 件 (Parameton) 
那样 同时 具备 运算 、 存 储 、 放 大 三 种 功能 的 元 
fr. 参 变 元 件 是 利用 磁性 体 非 线性 特性 而 产生 
的 参量 振荡 现象 所 作 的 元 件 . 


TERR xy gam 


BE ys 
图 2 逻辑 积 ,逻辑 和 ,否定 元 件 之 例 


运算 器 、 控 制 器 就 是 由 数 百 力 至 数 千 的 上 
述 元 件 所 构成 的 . 


图 3 MRAZ 

ЖЖ (arithmetic unit) 是 以 存储 n 位 
(16 < n < 64) 二 进 制 数 的 存储 元 件 (寄存 器 ) 
以 及 与 之 相 联 的 运算 电路 为 主体 构成 的 . 图 + 
是 一 位 二 进 制 数 加 法 器 的 运算 单元 电路 。 并行 
联结 ”个 这 样 的 电路 ， 就 可 以 进行 = 位 的 加 减 
运算 ,把 它 称 为 ”位 并 行 加 法 器 ; 返 复 使 用 同一 
位 加 法 器 ， 由 低位 到 高 位 顺 次 对 两 个 数 相 加 的 
运算 电路 , 称 为 串 行 加 法 器 。 减法 运算 一 般 采 
用 补 码 (complement) 的 加 法 来 实现 . 


kis p )—( Us OP Om 
cM 
о-в IU LETTO кз; 


的 进位 )》 e 
图 4 构成 二 进 制 加 法 器 (一 位 ) ZA 


乘法 运算 , 视 乘 数 各 位 为 1” 或 “0” 来 决定 
往 部 分 和 (中 间 和 ) 加 上 或 不 加 上 被 乘 数 ,同时 
被 乘 数 向 高 位 移 位 。 除法 运算 与 此 相反 , 视 被 
除数 每 左 攀 一 位 ,来 判别 所 得 数 是 否 大 于 除数 ， 
大 于 除数 就 由 被 除数 减 去 除数 ,并 上 商 “1”, 否 
则 只 移 位 ， 上 商 “0”。 依次 排列 每 次 商 的 信息 
便 得 到 真正 的 商 。 控制 这 些 运算 , 也 可 以 用 逻 
辑 元 件 、 存 储 元 件 的 组 合 来 实现 . 

控制 器 《control unit) 重复 执行 下 列 操作 : 
1) 根据 指令 计数 器 所 寄存 的 内 存 地 址 从 存储 
器 读 出 指令 ， 2) 根据 指令 的 地 址 部 分 从 存储 
器 中 读 出 运算 数 。3) 译 出 指令 操作 码 , 并 向 各 
部 分 发 出 相应 的 控制 信号 ，4) 指令 计数 器 内 
容 加 1， 接受 运算 结束 信号 后 , 再 从 1) 开始 重 
复 执行 。 因 此 ,控制 器 由 计数 电路 ,指令 译 码 电 
路 (decoder)， 产 生 执 行 指令 所 需 信 号 的 信号 源 
电路 (encoder)、 寄 存 指令 的 电路 (寄存 器 ) 等 


所 构成 . 

存储 器 (memory，storage》 存 储 指令 以 及 
运算 所 需要 的 数据 ( 予 先 给 出 的 初始 数据 以 及 
运算 过 程 中 所 得 到 的 中 间 结 果 )， 从 原理 上 ,可 
以 使 用 运 辑 元 件 和 触发 器 构成 、 但 由 于 需求 存 
AERA (10 一 10? 位 )， 所 以 使 用 了 特殊 的 存 
储 元 件 ， 现 在 ,一 般 都 采用 以 记忆 磁 芯 (magne- 
tic core) 组 成 纵横 排列 并 穿 以 导线 的 磁 芯 失 
БЕ. 磁 芯 是 环 状 铁 氧 体 , 用 脉冲 电流 治 着 磁 请 
回 线 进行 磁化 后 ， 选 择 其 两 个 磁化 方向 之 一 来 
记录 一 位 信息 ， 在 穿 过 磁 芯 的 导线 上 加 读 写 肪 
冲 电流 , 进行 信息 的 读 、 写 ， 此 外 , 大 容量 的 畏 
助 存储 器 可 使 用 磁 鼓 、 磁 带 、 磁 盘 等 ， 而 且 正在 
研究 用 极 低温 元 件 、 化 学 元 件 ,光学 元 件 等 作为 
存储 元 件 . 

以 上 三 个 部 分 (输入 ,输出 部 分 除外 ) 构成 
计算 机 的 主机 或 中 央 处 理 器 (central processing 
unit), 

【指令 和 程序 设计 】 采用 内 存 程序 方式 的 
电子 计算 机 ,是 通过 执行 所 给 指令 (instruction) 
来 完成 一 系列 计算 的 。 计算 机 的 指令 有 各 种 
各 样 的 形式 ， 但 是 现今 广泛 使 用 的 是 单 地 址 
《single address) 指令 , 它 只 有 一 个 指示 操作 数 的 
жн. 一 般 地 , 指令 根据 功能 的 不 同 可 分 为 算 
术 、 存 储 、 转 移 、 输 入 \ 输 出 等 类 型 ， 算 术 指 令 是 
执行 算术 运算 的 ,通常 是 “将 起 计算 核心 作用 的 
ANARE accumulator) 的 内 容 与 存储 器 m 
单元 (由 指令 的 地 址 部 分 指出 ) 的 内 容 进行 加 、 
减 ,乘除 运算 ,并 把 结果 保存 于 累加 器 中 ”. 存 储 
指令 是 “将 累加 器 的 内 容 写 人 存储 器 的 玫 单 元 
中 去 ”。 转 移 指令 是 “将 下 一 条 要 执行 的 指令 由 
内 存储 器 的 mm 单元 中 读 出 来 送 到 指令 寄存 器 ”. 
除 转 移 指 令 外 ， 其 他 指令 均 按 地 址 蜂 序 从 存储 
器 中 取出 来 执行 。 另外 , 还 有 所 谓 条 件 转移 指 
令 ， 它 是 根据 某 种 条 件 来 决定 指令 执行 的 顺序 
的 , 例如 “累加 器 的 内 容 为 负 则 转移 , 否则 按 地 
直 烦 序 质 行 下 去 "就 是 这 种 指令 .因此 ,计算 机 
具有 判断 的 功能 ,也 说 明 计算 机 有 Turing 机 的 
万 能 性 .输入 输出 指令 是 用 来 完成 传输 信息 的 
功能 的 . 
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为 了 完成 预定 的 计算 ， 需 要 把 与 它 有 关 的 
ARAB MIR, BRN“ 
指令 , 称 为 程序 (program)。 将 所 要 计算 的 题目 
表现 为 有 限 条 指令 的 合理 编排 工作 ， 称 为 程序 
设计 (programming), 

各 条 指令 都 是 由 控制 器 的 结构 所 决定 的 一 
定格 式 的 数 来 表示 的 ， 并 在 计算 前 存 人 计算 机 
的 存储 器 中 。 从 这 种 意义 上 来 讲 , 所 谓 程序 就 
是 一 个 数列 , 这 种 数列 称 为 机 器 语言 程序 
(machine-language program). 

一 个 程序 ,通常 可 以 分 为 几 个 程序 块 ,各 个 
块 称 为 子 程序 〔subprogram，subroutine) (根据 
相应 的 作用 ， 也 有 时 将 特定 的 部 分 称 为 主 程序 
(main routine), 但 这 种 区 别 多 半 是 人 为 的 ). 由 
于 计算 初等 函数 的 子 程序 以 及 驱动 输入 输出 设 
备 的 子 程序 等 利用 率 高 ， 所 以 用 便于 公共 使 用 
的 形式 编制 。 这 些 现成 的 程序 系统 , 相对 于 计 
算 机 的 硬件 《hardware》 而 言 ,我 们 称 之 为 软件 
(software)， 可 以 说 , 使 用 计算 机 的 方便 程度 由 
软件 决定 . 

初期 的 程序 ， 连 机 器 语言 的 数据 化 阶段 也 
均 由 人 编写 的 ,但 现在 所 使 用 的 是 容易 掌握 的 ， 
接近 于 通常 书写 格式 的 所 谓 外 部 语言 《external 
language)， 或 者 用 接近 于 数学 式 子 的 面向 问题 
语言 来 书写 程序 ， 这 样 书写 的 程序 要 用 预先 输 
人 的 程序 输入 子 程序 才能 翻译 成 机 器 语言 . 用 
面向 问题 语言 写成 的 程序 的 这 种 翻译 工作 称 为 
“自动 程序 设计 (automatic programming). 进行 
这 种 工作 的 汇编 程序 (assembler), 编译 程序 
(compiler) 等 是 很 重要 的 软件 . 

详细 的 说 ,汇编 程序 能 够 把 容易 理解 .记忆 
的 字符 (例如 用 ADD 表示 加 法 )， 依 据 预先 制 
成 的 表格 翻译 成 数码 ， 而 且 , 它 对 于 用 字符 书 
写 的 地 址 部 分 也 能 翻译 。 汇 编程 序 又 能 把 通常 
用 十 进 制 书 写 的 数值 翻译 成 计算 机 内 部 的 二 进 
制 形 式 。 另外 , 汇编 程序 还 能 根据 一 条 简单 的 
指示 插 人 一 组 指令 .这 种 用 一 条 指令 形式 表示 
的 简单 的 指示 ， 称 之 为 宏 指令 (macro instru- 
ation), 


编译 程序 除开 具有 若干 宏 指 令 以 外 ， 还 有 


以 下 功能 : 1) 自动 地 将 数学 表达 式 翻 译 成 机 
器 语言 ，2) 根据 简单 的 指示 调用 各 种 子 程 序 ， 
3) 在 存 贮 器 中 将 程序 、 子 程序 、 数据 等 进行 适 
当地 自动 分 配 。 因 此 可 使 用 如 下 的 外 部 语言 : 

if z > 0 then printreal (SQRT (x)) 

else printstring (‘negative’); 

最 初 的 编译 程序 是 美国 BM 公司 的 
FORTRAN, 它 是 公式 翻译 (FORmula TRAN- 
slator) 的 简写 (1956). 以 后 , 面向 不 同 问题 的 
各 种 外 部 语言 逐渐 问世 了 ， 而 且 也 设计 出 了 与 
各 种 机 器 相 适 应 的 软件 .这些 外 部 语言 除了 上 
RAY FORTRAN (面向 科学 计算 用 的 ) 之 外 ,还 
有 ALGOL (ALGOrithmic Language, Mij F} 
学 计算 )，COBOL (COmmon Business Oriented 
Language， 面 向 商业 数据 处 理 )，LISP (LISt 
Processor 面向 非 数 值 的 信息 处 理 ) 等 。 对 LISP 
利用 着 解释 软件 。 在 数值 分 析 领 域 中 所 出 现 的 
新 方法 多 是 用 ALGOL 语言 作为 公共 语言 发 表 
的 。 

近年 来 , 随 着 大 型 高 速 计算 机 的 出 现 ,软件 
也 日 益 复 杂 。 目 前 出 现 了 以 连接 多 个 用 户 的 程 
序 而 提高 计算 机 效率 的 软件 (所 谓 监督 程序 )> 
以 及 统一 多 个 汇编 程序 和 编译 程序 并 将 各 种 外 
部 语言 混 写 在 一 起 的 软件 等 . 

【外 部 设备 】 相对 于 计算 机 的 主体 ， 我 们 
称 输入 (прш), ЖН (output) 外 存储 等 装置 
为 外 部 设备 (marginal devices, peripheral devices), 

电子 计算 机 开始 工作 以 前 ， 要 把 必需 的 信 
Ë (程序 ,数据 ) 输入 到 存储 器 中 .程序 用 键盘 
穿孔 机 在 纸 带 或 卡片 上 穿孔 ， 通 过 输入 机 将 已 
穿孔 的 卡片 或 纸 带 上 的 信息 转换 成 电信 号 再 送 
入 计算 机 。 输入 机 及 其 附属 电路 都 是 输入 设 
&. 

输出 设备 能 把 计算 结果 打印 出 来 ， 一 般 由 
电 传 打 字 机 或 行 式 打印 机 Cline printer) 等 打字 
输出 。 有 时 由 于 还 要 利用 计算 结果 , 所 以 也 可 
以 通过 纸 带 穿孔 机 或 卡片 穿孔 机 在 纸 带 或 卡片 
上 穿孔 输出 。 因为 磁带 机 既 能 记录 结果 , 也 能 
抬 数据 再 次 输入 ， 所 以 计算 过 程 中 它 也 可 以 当 
作 辅 助 的 输入 输出 设备 使 用 。 由 于 其 他 一 些 特 


殊 的 需要 ，。 有 时 也 使 用 扬声器 和 绘图 仪 等 的 模 
拟 装置 . 

这 些 设备 都 是 根据 输入 输出 指令 在 主机 控 
制 下 运行 的 。 但 是 ,这 些 设备 的 机 械 部 分 较 多 ， 
和 主机 相 比 , 工作 速度 很 慢 。 因此 在 大 型 计算 
机 中 设置 了 管理 输入 输出 的 专用 卫星 计算 机 ， 
而 且 还 利用 了 下 述 的 中 断 来 提高 效率 . 

Chit] 按 下 计算 机 的 启动 钮 ， 计 算 的 全 
部 过 程 就 自动 地 按照 预定 的 程序 进行 。 一 般 
地 , 外 界 干巴 只 有 使 用 停机 按钮 才能 停机 。 但 
这 对 工作 是 不 利 的 。 近来 , 许多 计算 机 都 具有 
JP BPB (break in, interruption) 的 功能 。 当 计 
算 机 内 部 有 异常 动作 、 或 外 界 有 手动 按钮 干 予 、 
或 输入 输出 设备 有 状态 变化 时 ， 就 有 中 断 信号 
发 生 , 这 时 机 器 能 中 断 现行 程序 ,并 转 而 执行 中 
斯 处 理 程序 。 为 了 保证 被 中 断 的 程序 还 能 返 
何 ， 就 必需 保留 被 中 断 时 的 状态 (如 返回 地 址 
等 )。 恰 当地 利用 中 断 、 再 配合 一 些 适当 的 软 
件 , 使 主机 与 许多 外 部 设备 连接 起 来 ,就 可 以 实 
现 将 各 处 来 的 输入 依次 处 理 后 ,再 输出 出 去 ,这 
称 为 联机 实时 处 理 。 这 可 用 于 工程 控制 与 座位 
预约 等 ， 还 能 使 多 个 用 户 为 多 种 目的 同时 使 用 
同一 个 计算 机 。 

【数理 语言 学 】 随 着 软件 的 研制 ， 各 种 程 
六 设计 技巧 逐步 积累 ， 研 究 用 机 器 语言 翻译 
算术 公式 的 方法 可 以 说 是 相当 成 功 了 。 但 是 ， 
有 关 程 序 设计 的 理论 体系 还 未 成 熟 、 目 前 的 问 
题 是 需要 设计 一 种 “元 语言 "来 描述 面向 问题 外 
部 语言 和 编译 程序 的 内 容 。 它 应 能 清楚 地 表达 
各 种 面向 问题 的 语言 中 出 现 的 语法 和 语义 。 与 
此 相关 地 ， 还 要 注意 根据 语言 的 描述 能 力 将 语 
言 刀 至 文法 进行 分 类 ， 这 种 研究 是 数理 语言 学 
mathematical linguistics) 的 一 个 重要 分 支 。 N. 
Chomsky 从 自然 语言 (用 计算 机 进行 自动 处 理 ) 
的 研究 出 发 ,提出 了 文法 的 形式 定义 ,并 将 文法 
分 为 四 种 类 型 (1959)。 以 后 许多 研究 工作 者 
又 进行 了 各 类 间 的 比较 ,并 联系 自动 机 ?理论 得 
到 不 少 进展 . 
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模拟 计算 机 [Ж analog computer 法 calcula- 
teur analogique Ф Analogrechenmaschine А 
аналоговая вычислительная машина H 7 + 
= 乡 计 算 机 ] 为 了 进行 计算 ， 按 照 要 计算 
的 数学 式 子 的 关系 建立 一 个 物理 系统 , 通 
过 对 这 个 物理 系统 作 实 际 观测 , 求 出 计算 结果 ， 
这 就 是 模拟 计算 机 (analog computer) 的 原理 . 
由 于 利用 的 是 求解 的 问题 与 某 物 理 系统 之 间 的 
模拟 (analogy), 故 得 此 名 。 计 算 尺 《slide rule) 
就 是 利用 了 两 根 刻度 尺 结合 时 其 长 度 相 加 的 物 
理 法 则 ,可 以 说 它 是 一 种 最 原始 的 模拟 计算 机 。 
求 曲 线 所 围 面积 的 平面 求 积 仪 (planimeter)、 求 
周期 函数 Fourier 展开 的 调和 分 析 仅 (harmonic 
analyzer) 等 也 是 模拟 计算 机 。 广 义 地 说 ,制图 用 
的 仿 画 仪 和 算 图 ?也 可 包括 在 模拟 计算 机 内 . 
但 从 1940 年 左右 ,现代 的 模拟 计算 机 才 引 起 人 
们 的 注意 .在 射击 指挥 方面 (主要 是 对 空 ), 研 制 
出 了 一 旦 输入 数据 立即 可 得 计算 结果 的 模拟 计 
算 机 . 另外 ,V. Bush 研制 出 了 求 复杂 的 微分 方 
程 数值 解 的 微分 分 析 仅 (differential analyzer), 
当初 , 模拟 计算 机 多 半 为 机 械 结构 ,后 来 , 发 明 
了 以 电压 ,电流 表示 数值 ,用 电阻 电容、 变压器 
等 的 电路 元 件 和 电子 管 、 晶 体 管 等 放大 元 件 组 
成 运算 电路 的 电子 模拟 计算 机 。 在 今天 , 几乎 
都 是 用 这 种 方式 制作 模拟 计算 机 . 

现在 使 用 的 电子 模拟 计算 机 主要 是 为 解 微 
分 方程 的 。 它 是 由 积分 器 \ 加 法 器 、 乘 法 器 等 线 
性 运算 器 和 秉 除法 运算 器 以 及 函数 发 生 器 等 非 
线性 运算 器 构成 的 。 这 些 运 算 器 用 接 插 线 自由 
地 连接 起 来 ， 经 调整 可 解决 每 个 特定 的 问题 . 
电子 模拟 计算 机 可 以 用 阴极 射线 管 、 笔 绘 录 波 
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器 , XY 记录 仪 等 观测 、 记录 其 计算 结果 。 例 
如 , 解 微分 方程 


d dx 
Фк page 
0) 


的 电路 可 用 如 图 1 所 示 的 配 线 。 


图 1 解数 分 方程 的 电路 


线性 运算 器 一 般 是 在 运算 放大 器 中 加 上 线 
性 电路 元 件 而 构成 的 负 反 馈 (feed back) 电路 . 
所 谓 运 算 放大 器 是 放大 倍数 很 高 的 放大 器 .使 
用 运算 放大 器 的 负 反 馈 电路 的 特性 可 以 认为 只 
是 由 反馈 部 分 及 其 它 电路 元 件 的 特性 所 决定 
的 。 如 果 对 反馈 部 分 使 用 电容 求 微分 , 则 形成 
积分 器 ; 如 果 用 电阻 反馈 ， 则 成 为 乘法 器 (图 
2). 若 在 输入 处 接 上 几 个 电阻 , 并 分 别 接 上 信 
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图 2 模拟 计算 机 基本 元 件 示例 


S 则 成 为 加 法 器 。 高 速 型 电子 模拟 计算 机 
在 一 秒 钟 以 内 可 得 到 解 ， 并 反复 地 在 阴极 射线 
管 上 显示 ;而 低速 型 电子 模拟 计算 机 求解 慢 , 且 
在 纸 上 描绘 曲线 。 另 外 还 有 直接 相似 型 电子 模 
拟 计 算 机 ， 它 能 形成 与 求解 问题 的 物理 系统 直 
接 对 应 的 物理 系统 ; 还 有 函数 相似 型 模拟 计算 
机 ，, 它 解 在 某 种 程度 上 简化 了 的 问题 的 方程 。 
【模拟 计算 机 与 数字 计算 机 】 车 将 模拟 计 
算 机 与 数字 计算 机 相 比 较 ， 则 因为 前 者 专用 于 
计算 简单 的 特定 问题 ,所 以 优点 是 结构 简单 、 价 
格 便宜 , 一 旦 输入 数据 , 则 立即 得 出 结果 :缺点 
是 精度 差 , 要 得 到 具有 10> 以 上 的 柏 对 精度 的 


HR 则 需要 付出 非常 大 的 代价 ;另外 , 由 于 功 
能 的 单一 性 ,所 以 能 解决 的 问题 类 型 是 有 限 的 . 
为 了 克服 这 些 缺 点 ， 与 数字 计算 机 相互 取 长 补 
短 , 人 们 试制 了 下 述 类 型 的 机 器 : 

1) 混合 型 计算 机 《hybrid computer), “EE 
将 数字 计算 机 与 模拟 计算 机 组 合 为 一 个 整体 的 
Xi. 例如 主机 是 模拟 计算 机 , 而 使 用 数字 计 
算 机 承担 各 项 服务 性 工作 ,如 线路 转 接 、 初 始 值 
和 输入 信号 的 产生 ,辅助 计算 、 输 出 表格 等 。 从 
而 利用 了 数字 计算 机 的 多 功能 性 。 还 有 一 种 是 
主体 部 分 采用 数字 计算 机 ， 而 模拟 计算 机 起 畏 
助 作用 。 在 特殊 问题 中 出 现 麻烦 的 地 方 , 如 用 
模拟 计算 机 则 可 迅速 算出 ,例如 隐 函 数 的 计算 
等 就 用 模拟 计算 机 进行 。 这 就 充分 发 挥 了 模拟 
计算 机 的 优点 高 速 性 能 . 

2) 数字 微分 分 析 仪 (digital differential an- 
alyzer 简 记 为 DDA). 原理 上 是 数字 型 ,但 是 它 
具有 和 机 械 微分 分 析 仪 相同 的 功能 ， 是 单 功能 
的 计算 机 。 它 有 类 似 于 模拟 计算 机 的 高 速 性 ， 
而 且 也 容易 得 到 作为 数字 计算 机 特征 的 高 精 
度 。 从 而 除 特别 要 求 高 速 外 , 还 完全 具备 模拟 
计算 机 的 全 部 优点 。 另外 , 也 适合 于 和 数字 计 
算 机 (通用 型 ) 相 结合 . 

计算 机 的 应 用 之 一 ， 是 在 机 器 的 自动 控制 
中 ,作为 其 一 部 分 即 所 谓 实时 计算 机 《real time 
computer), 在 这 种 机 器 中 由 于 要 求 单 功能 、 稳 
定性 (即便 产生 一 点 误差 ， 也 不 会 产生 故障 而 
引起 完全 错误 的 操作 ), 有 对 还 要 求 高 速度 , 所 
以 多 半 采 用 模拟 计算 机 . 

另外 , 在 一 般 情况 下 , 输入 数据 ,接收 结果 
和 利用 ,在 这 些 方面 ,由 于 数字 计算 机 速度 的 提 
高 ,各 种 模拟 语言 和 编译 程序 的 发 展 ,程序 设计 
也 方便 起 来 ， 所 以 模拟 计算 机 的 作用 目前 正在 
Ti. 
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士 六 、 


HEM [Ж theory of probability 法 calcul des 
4 Wabrscheinlichkeitsrechnung 4A 
теория вероятностей H WPA) 【历史 】 
概率 论 的 产生 ， 始 于 十 七 世纪 B. Pascal 与 P. 
de Fermat 的 来 往 信 件 中 讨论 的 有 关 撞 盘子 游 
戏 的 数学 问题 。 主 要 是 排列 ,组 合 问题 ,同时 创 
立 了 关于 排列 、 组 合 、 二 项 系数 等 理论 .此 后 , 概 
率 论 由 于 Jakob Bernoulli, A. de Moivre, T. 
Bayes, G. Buffon, Daniel Bernoulli, A. M. Le- 
gendre, J. L. Lagrange 等 人 的 工作 ， 其 内 容 逐 
渐 增多 ,到 P. S. Laplace 时 所 谓 古 典 概率 论 的 
结构 已 完成 ，“Théorie analytique des probabilités 
(1812)” 就 是 他 的 集大成 之 著作 。 该 书 中 收纳 
了 到 那 时 为 止 的 主要 结果 ， 而 且 使 用 了 差分 方 
程 及 母 函数 的 方法 ， 在 十 九 世 纪 之 后 ， 概 率 
论 日 益 广泛 地 被 应 用 于 自然 科学 甚至 社会 科 
L2 

Laplace 所 给 出 的 先 验 概率 的 定义 ,在 应 用 
时 引起 了 种 种 争论 .例如 , R. von Mises 基于 观 
测 大 量 现象 的 集体 理论 而 提倡 经 验 概率 论 。 然 
而 由 A. H. Колмогоров 所 开创 的 测度 论 的 概 
率 论 ([5]), 现 已 被 广泛 采用 。 这 个 方法 不 仅 对 
论述 无 限 随机 试验 序列 或 一 般 的 随机 过 程 给 出 
了 足够 的 逻辑 基础 ， 而 且 应 用 于 统计 学 也 很 方 
便 ， 本 辞典 均 按 测 度 论 的 概率 论 来 解说 . 

【概率 空间 】 在 抽象 空间 '0 的 一 些 子 集 
所 成 的 完全 加 法 族 9 上 定义 的 集 函 数 P, ЖИЙ 
足 条 件 : P1) PCE) > 0; 

P2) X E,(n—1, 2,---) 互 不 相交 时 ， 


probabilités 


P (U z.)= X 


рз) K2)-1, 


WE ж 论 


则 称 P Ж Q(B) 上 的 概率 测度 (probability mea- 
sure) 或 概率 分 布 probability distribution), 还 
称 9 为 基础 空间 (basic space, space of elemen- 
tary events) 或 样本 空间 (sample space), Q, B, 
了 构成 的 三 元 组 (O,B,P) 称 为 概率 空间 (pro- 
bability space), О 的 元 素 w 称 为 样本 点 (sample 
point) 或 基本 事件 (dementary event)， 有 关 样 
本 点 的 条 件 eC) 称 做 事件 (event), 特别 是 满 
E elo) 的 样本 点 w 的 全 体 " Е Ж ® ЮЖ, 
t 称 为 可 测 事 件 (measurable event) 或 概率 事 
件 《probability event), 由 于 成 为 概率 论 对 象 的 
事件 ， 都 是 可 测 事件 ， 故 通常 可 测 事件 只 称 事 
件 ,而 不 一 一 声明 是 可 测 的 ， 对 于 事件 e, 使 其 
与 “满足 8 的 样本 点 的 全 体 ”E 相对 应 , 则 除去 
表现 的 不 同 ， 可 测 事件 与 B 的 元 素 一 一 对 应 
( 即 事件 与 所 有 满足 6 的 样本 点 o 所 成 之 集 
天 对 应 )， 从 而 也 把 9 的 元 素 本 身 称 做 事件 . в 
与 E 对 应 时 , ҖИ є 发 生 的 概率 即 事件 E 的 概 
WE (probability of event E) 用 P(E) R Pr(e) 
表示 . ERRI ES 称 为 E 的 余 事件 《comple- 
mentary event)， 空 集 Ø 称 为 空 事 件 (стру 
event), О 称 为 人 事件 《whole event), 对 于 事 


件 的 有 限 或 无 限 族 (E) € A), Ж U EA 
Y 


E, 的 和 事件 (sum event), 称 门 Ei 为 E, 


的 交 事 件 intersection) 或 积 事件 (product 
event), 4 ENF =Ø W, ЖЕБЕ Ы" 
或 是 互 斥 事件 《exclusive events), 
由 P 的 定义 可 知 ,对 于 任 一 事件 E， 有 
0<P(E) <1, 
且 P(@) = 0, P(O) = 1, 
进而 ,着 {E} G=1, 2, +++) REA 
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51, EERME WEAR: 


кк) = È 082. 


称 之 为 概率 的 可 加 性 (additivity of probability), 
当 P(E)= 1 时 ,事件 E 称 为 几乎 必然 (almost 
certain) 发 生 的 事件 或 在 几乎 所 有 的 中 上 发 生 ， 
或 者 以 概率 1 发 生 的 事件 . 
在 有 限 事件 序列 
(E.) n = 1, 2,.°°,N) 
中 ,对 于 任 一 与 任意 的 
1<i<ih< <i, <N, 
Ж 


n 
PCE, ПЕ, П ПЕ) = TT KE, 
m 


成 立时 , 则 称 E.(n = 1,2,--N) 是 互相 独立 
的 〈iadependent)， 或 称 
{E,}(n=1, 2, N) 

为 独立 事件 序列 (sequence of “independent 
events)， 对 于 事件 的 无 限 族 (E) QEA), 6 
其 任意 的 有 限 子 族 均 是 独立 的 , 则 称 E,G2 € A) 
相互 独立 ,或 称 { Exj(1e 人) 是 独立 事件 族 ， 将 
事件 族 的 独立 性 一 般 化 ， 罗 的 子 完全 加 法 族 的 
—Ж {®,}( є A) 的 独立 性 可 按 下 述 方法 定义 : 
由 各 %, 中 任意 取出 的 E, Bra {E} 
CLEA) 在 上 述 意义 下 独立 时 ， 则 称 (9) € 
A) 是 独立 的 . 

对 于 事件 序列 (E.) (= 一 1，2,…) 分 
别称 limsup En, liminf B。 为 上 限 事件 Csupe- 


tior limit event), “FRU FF (inferior limitevent), 
样本 点 属于 上 限 事 件 ， 意 味 着 在 中 就 有 无 限 
多 个 事件 E, 发生; © 属于 下 限 事件 ， 意 味 着 在 
就 有 某 no (通常 与 。 有 关 ), 对 于 其 后 的 所 有 
л, WH E, RE. MT Pimp E.) EER 
多 个 事件 E, 发 生 的 概率 ,而 P(liminfE。) 是 对 
于 某 序号 (通常 与 有关) 以 后 的 所 有 的 x， 事 
件 ,发 生 的 概率 。 关于 它们 有 下 列 的 Bo- 
rel-Cantelli 定理 ([1],[2],[3]): 对 于 事件 序 
列 {Е,} (з == 1, 2 …) i) 不 论 


E,(a=1, 2,-+°) 
是 否 相互 独立 ,如 果 


DPE.) < ә, 
则 PCimsupE,) = 0; ii) 如 果 
E,(n=1, 2,-++) 
相互 独立 且 
УЈР(Е,) = co, 


则 P (limsupE,) 一 1， 这 个 定理 的 н) DUE 
E.G = 1, 2,---) 

相互 独立 时 有 效 ,应 用 上 有 不 方便 之 处 。 为 改 

进 这 一 点 ， 且 比较 有 效 的 有 Chung ( 钟 开 莱 )- 

Erdos 定理 ([8]). 

【随机 变量 】 t (0, 9, P) 是 概率 空间 。 
在 9 上 定义 的 实 值 函数 X 为 8 可 测 时 ， 即 对 于 
Ekia, {ol Xlo) <a} 属于 号 时 ， 则 称 
X 为 随机 变量 (random variable), 由 个 随机 
变量 X, Xs, X. ARAH ОЮ Re 的 映 
射 X 一 Xs X) 称 为 n 维 随机 变量 
(n-dimensional random variable) 或 R" 值 随机 变 
Ж (R° valued random variable), 一 般 来 说 ,对 
FIWE, €), m (0, 9) 到 (5,®) 的 
映射 X 为 可 测 时 , 即 对 于 @ 的 任 一 元 素 A, 

{a|X(a) € 4} 
RF BH их (5,6) 值 随机 变量 . 

x wt 是 实数 空间 尽 的 Bord WHER 
X 是 随机 变量 时 ,对 于 ®' 的 任 一 元 素 A, Ф 

(A) = Po] X Ca) € A)), 
WOR (RB) 上 的 概率 分 布 , 称 @ 为 随机 变 
A X 的 一 维 概率 分 布 或 只 称 为 X 的 (一 维 ) 分 
dB (distribution), 对 于 任 一 实数 a, Ф 
F(a) = Р(о|Х(о) < a, 
则 FF 是 单调 非 碱 、 右 连续 的 函数 , 且 有 
lim F(a) = 1, lim F(a) = 0, 
F 称 为 随机 变量 X 的 累积 分 布 函数 (cumulative 
distribution function) 或 只 称 为 分 布 函数 〈distri- 
bution function)。 当 X = (Xy, ***, X.) En E 
随机 变量 时 ， 可 同样 地 定义 X 的 n 维 概率 分 布 


《 亦 称 为 n 维 分 布 ) 及 n 维 分 布 函数 
Е(а,+++,а„) = P({o|Xi(@) 
<a, ++ XC) < а„}), 

щ X.Ga = 1, 2,---,N) 分 别 是 

k. = 1, 2,---, N) 
维 随机 变量 时 ， 

X = (Xn Хь, Ху) 
是 


维 随机 变量 , 称 它 是 Х„(л = 1, 2,…N) 的 联 
合 随机 变量 (joint random variable)， 称 X 的 1 
维 分 布 8 为 X,(n = 1,2, N) 的 联合 分 布 
joint distribution》 也 称 为 同时 分 布 (simultancous 
distribution), 反之 ， 称 X, 的 ke 维 分 布 $, 为 
1 维 分 布 @ 的 边缘 分 布 (marginat distribution), 

设 (Х,а = 1, 2……N) 是 随机 变量 的 
有 限 序列 .对 于 任意 的 一 维 Bord Ж 

A.G = 1, 2, N), 

如 果 
(1) PC(olXs(o)e ACn = 1, 2, 4, М)}) 


一 П P((e|X,(e) € 4.)) 

成 立 , 则 称 Xu(n — 1, 2,00, N) 是 相互 独立 
的 ，{X,}(n 一 1，2……N) 称 为 独立 随机 变 
量 序列 。 对 于 无 限 个 随机 变量 的 族 (X) GQ e 
4)， 若 其 任 一 有 限于 族 是 独立 的 ， 则 称 (Ха) 
(єл) 是 相互 独立 的 ， 并 称 OG) e A) 为 
独立 随机 变量 族 . 这 个 关于 随机 变量 独立 性 的 
定义 与 前 面 罗 中 Borel 子 集 的 独立 性 定义 是 相 
容 的 : 即 若 B[X，] 表示 由 集合 (e|X, Со) € 
41) 所 生成 的 完全 加 法 族 ,其 中 4 为 任意 的 一 
He Bord Ж, 则 族 (X,)G € A) 在 后 一 个 意义 
下 的 独立 性 等 价 于 族 (BXA) 在 前 一 
个 意义 下 的 独立 性 ， 若 

X,(n = 1, 2,°++,N) 
QGG € AY) 为 k,CG0) 维 随机 变量 , 则 族 

(X, = 1,2,---, N) 
(34) G e A)) 的 独立 性 也 类 似 地 定义 ; АШ 
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取 k.Gk) HÈ Bord Ж A.CA) RESA (1) 
中 的 一 维 Borel 集 即 可 . 

设 OG) € A) 是 随机 变量 族 ,使 所 有 X, 
成 为 可 测 的 最 小 完全 加 法 族 , 称 为 由 (XC. € 
A) 生成 的 完全 加 法 族 ， 并 记 作 SUI € A). 
这 个 加 法 族 的 元 素 称 为 关于 随机 变量 族 (X) 
QEA) 是 可 测 的 ， 关 于 它 有 如 下 的 定理 ([1]， 
17]). Колмогоров 0-1 律 (Kolmogorov's 
zero-one law): 设 X,(n = 1, 2,5-5) 是 相互 独 
立 的 随机 变量 ,对 于 任 一 若 事 件 4 关 于 

Xn =k k+l, =) 
是 可 测 的 , 则 РСА) 为 0 或 者 1， 

由 于 随机 变量 X 是 ® 可 测 函数 ， 故 可 考虑 
HB LIRE PAY Lebesgue 积分 !。X 关于 了 可 
积 时 ， 


EQ) = n XCo)aP 


称 为 X 的 平均 、 平 均值 (mean) 或 期 望 值 (expe- 
cation), A M (X) mx, WR (X— ECX) 
是 可 积 的 , 则 

V(X) = E((X — ЕСХ))) 
ж} X 0925 ME 〈variance)， 也 记 做 (X), € 
的 非 负 的 平方 根 o, KA X HIAR AME (standard 
deviation), 对 于 两 个 随机 变量 X，Y， 如 果 
E((X 一 ECX))(Y — E(Y))) 存在 时 ， 则 称 
TAX 5Y AVM (covariance), 又 如 X 与 
Y 的 方差 存在 时 ， 
p(X,Y) 

S E((X — E(X)XY — E(Y))) 
{ECX — EQO)OE(Y — E(Y))))^ 
称 为 X 与 了 的 相关 系数 (correlation coefficient), 

对 于 任意 的 实数 a, b, š 
E(aX + bY) = aE(X) + &ECY), 
V(aX + b) = У(Х) 
ЖГ. Ra x SY BAIN, 
E(XY) = E(X)E(Y), 
V(X + Y) = V(X) + V(Y) 
成 立 . 一 般 地 有 一 1<p(X,Y) <1, BX SY 
相互 独立 时 , 则 有 P(X, Y) 一 0, 其 逆 通 常 并 不 
成 立 。 揭示 方差 的 意义 的 有 如 下 著名 的 定理 。 


no Жж 


Чебышев RER: ”如果 随机 变量 X 的 方差 2 
存在 , 则 对 于 任 一 正 实 数 c, 有 
Fx — E(X)| 2 с) < 9/02, 

СЛС PClimX, = X.) 一 1 
时 ， 称 X。 几 乎 必然 收敛 (almost certainly con- 
vergent) 于 Xo, 或 几乎 处 处 收 仇 Calmost every- 
where convergent) F Xe, 若 对 于 任 一 正 数 e, 
limP(|X, — Хо] > е) = 0 成 立时 ， 则 称 X. 
依 概率 收敛 (convergence in probability) 于 Xe, 
若 对 于 正 数 p, lim ECIX, 一 X=|15) 一 0 成 立 ， 
则 称 X。P 阶 平均 收敛 (convergence in the mean 
of order p) T Хь. 又 若 

X.G = 1, 2,775, ©) 

的 分 布 分 别 是 9。, 且 对 于 具有 紧 支 集 的 任 一 连 
REWI, 

tim | сро) = |7 76060-09 
成 立时 ， 则 称 X。 依 法 则 收效 Convergence in 
law) 于 Xe, 它 是 分 布 的 收敛 ,而 不 是 随机 变 
量 的 收敛 (一 概率 分 布 )， 几 乎 处 处 收敛 与 平均 
收敛 两 方 ,一 般 说 来 不 能 由 其 一 推出 另 一 方 .如 
果 是 几乎 处 处 收敛 或 者 平均 收敛 ， 则 必 依 概率 
收敛, 依 概 率 收敛 时 则 依法 则 收敛， 特别 当 

X,(n 一 1 2,2) 

相互 独立 时 ， 


n 
Y= УХ, G = 052,777) 


的 几乎 处 处 收敛 \ 依 概率 收敛 \ 依 法 则 收敛 是 等 
价 的 ， 多 维 随机 变量 的 收 剑 也 可 同 祥 定义 。 
【条件 概率 】 i (0, 9, P) 是 概率 空间 ， 
等 是 罗 的 子 完全 加 法 族 。 如 果 X 是 具有 有 限 平 
均值 的 随机 变量 ,对 于 人 的 任 一 元 素 E, + 
FOLIO 
Wi» R3 PAE (0, 9) 上 的 完全 
可 加 函数 ,根据 Radon-Nikodym 定理 +， 使 用 适 
当 的 3 可 测 函数 f. 可 将 其 表示 为 


вв) = | ICe)eP, 


除去 了 测度 为 0 的 集合 外 , f 被 唯一 确定 。 其 
一 写成 E(X|S), 称 为 xX 关于 S 的 条 件 平均 
值 或 者 条 件 期 望 值 《conditional expectation)， 当 
F=BlLY] BJ, E(X|S) 也 记 作 ECXIY), 并 
称 为 X 关 于 Y 的 条 件 平均 值 。 由 于 E(X|Y) 
可 用 适当 的 Baire 函数 + f 写成 
E(X|Y) = f(YCo)), 
故 把 f(y) 写成 E(X|Y = y). Y 是 多 维 随机 
变量 时 也 是 相同 的 。 由 条 件 平 均值 的 定义 可 
见 , 除 去 P 测 度 0 的 集合 , 它 有 如 下 性 质 : i) 6 
X290, 则 Е(Х|3) > 0; 
ii) E(aX + bY |S) 
= aE(X|S) + &ECY |S); 
ii) ECE(X|9)) 一 E(X); 
iv) X 与 独立 时 , 即 SIX] 与 3 独立 时 , 则 
Е(Х|9) 一 E(X); v) 若 X 是 于 可 测 的 , 则 
E(X|S) = X 
且 Е(ХҮ |S) = XE(Y |9); 
vi) ж lim X, = Xe 及 [X<Y AY TR, 
则 lim ECX.1S) = E(Xe]3); vii) ЖӨЖ 9 
的 子 加 法 族 , 则 
E(E(X|S)|®) = E(X|@); 
vii) 着 X? 是 可 积 的 ， 则 对 于 任 一 可 测 函数 
Y, 
E((X — E(X|8))) < EQX — YY). 

щ х ӘЛ EWE RBM хь 时 , 称 
E(X]8) 29 E X: F 的 条 件 概 率 (conditional 
probability)， 并 记 作 PCE|S), 特别 当 

S — (Е, F',,0) 
B 1>P(F)>0 Bb PCE|S) 在 F 上 是 常 
数 PCENF)/PCF), 在 F* 上 是 常数 PEN 
F)/P (CF), 这 些 值 分 别 记 作 P(EIF)， 
Р(Е|Е‹), Р(Е|Ү), PCE|Y = y) 亦 可 像 条 
件 平均 值 时 那样 去 定义 . 

设 @E 是 使 X 为 可 测 的 最 小 完全 加 法 族 , 若 
CHEK Е ЭЕ Ж OMAK e (E, o) 满足 
下 列 三 条 件 时 , ER Ж X OCTO S 的 条 件 概率 分 
46 (conditional probability distribution), 这 三 个 
条 件 是 : D МЕНЕН, оо, РЫ 


mms 


某 $ 可 测 函 数 对 几乎 所 有 的 中 是 一 致 的 ; ii) 当 
中 固定 时 ,9 是 E 上 的 概率 分 布 ; їн) 对 于 任 一 
E, 几乎 对 所 有 的 中 有 

9 E,w) = PCE|S), 
d x XT S 的 条 件 概率 分 布 PCE, о) 存在 
时 , 则 对 几乎 所 有 的 上 有 下 式 成 立 : 


E(X|3) 一 [Nodo or o). 


其 中 心 是 积分 变量 . 当 X 的 值 域 是 局 部 紧 的 
且 满 足 第 二 可 数 公理 ' 的 拓扑 空间 ' 时 ， 则 存在 
XX 的 条 件 概率 分 布 ([1], [6], (71). 
[Bayes 定理 】 设 有 n 个 两 两 互 斥 的 事件 
Ey FE，E。， 且 其 中 之 一 是 必然 要 发 生 的 。 
若 下 是 另外 的 随机 事件 , 则 有 
P(E,|E) 
Ph PCE,)PCE\|E.) 

Р(ЕУР(Е|Е,) + +++ + P (E,)P(E|E.)` 
其 中 P(E,) 是 E, 发 生 的 概率 ，P(E|E,) 是 
在 E, 发 生 的 条 件 下 E 发 生 的 条 件 概 率 ， 称 它 
为 Bayes 定理 . 在 实际 应 用 中 ,EE,, E 
E, 常常 是 个 未 知 的 假设 ,而 用 这 个 公 
实际 上 某 事件 E 已 发 生 时 , 它 是 由 于 E; 的 假设 
而 发 生 的 概率 ,可 由 公式 右 端 来 求 。 在 这 个 意 
SOF BR PCE,) 为 先 验 概 率 (a priori probabi- 
tity)， 称 PCE,| E) 为 后 验 概率 (а posteriori. pro- 
bability)。 由 于 先 验 概率 的 值 通常 不 能 被 确定 ， 
故 往往 没有 根据 地 令 


KE) = 1, 


为 此 受到 种 种 批评 . 
对 于 具有 连续 的 概率 密度 f) 的 随机 变 
最 X， 可 以 证 明 有 对 应 于 上 式 的 


Ka |) = СЮРЕ =) _ 


| PIX = 0109427 
成 立 ， 其 中 ACL E) 是 已 发 生 的 情况 下 的 X 
的 概率 密度 ，PCE1X 一 =) EREK, SUE 
事件 下 的 概率 ?为 未 知 时 ， 设 独立 地 重复 做 = 
次 试验 而 此 事件 发 生 r 次 . 且 设 对 于 概率 ?( 视 
+ 为 随机 变量 ) 的 先 蛤 概率 密度 为 1(*) ,得 知 ” 


RI пот 
次 中 发 生 7 次 之 后 的 后 验 概率 为 Се) 时 ， 则 
有 
fol x0) 一 


КО — о а — IG de. 


着 假定 IG) 一 1， 则 有 
(хо) = 


x(1— x)7/ j (1 — жуаз 
=G + Dt эй ун — 6t. 
若 使 r= r/n 为 常数 且 使 充分 大 时 ,可 以 证 
上 明 事 件 的 概率 ? 介 于 + 一 MVzCT 一 /mn 与 
r +a М 1) 
之 间 的 后 验 概率 是 
P/V oa. 


这 是 大 数 定律 的 一 个 表现 ， 由 此 可 见 无 论 取 如 
何 小 的 正 数 se, p 介 于 r/n— 6 与 r/n+ е Z 
间 的 后 验 概率 , 当 = 充分 大 时 可 以 任意 到 近 1. 
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URS, BOR, MRAM, JtXLHU 1957; D] M 
EC ME нй, 1948; [4] ШАТ IC OK 
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Rozanov, Probability theory, Springer, 1969); [19] 1. 
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概率 分 布 (GE probability distribution 法 cé- 
partition de probabilité 4  Wahrscheinlichkeits- 
verteilung Á распределение вероятности 日 
确 率 分 布 ] 【概率 分 布 的 特征 量 】 4 TE 
空间 (0, S, P) 上 的 ” 维 随机 变量 
X= (х, е», X2, 
fE n Hë Bord 集 的 全 体 9" 上 确定 一 ” 维 概率 
分 布 
Ф(Е) = P(XEE) ,E € 9" 
(一 概率 论 )。 作 为 描述 概率 分 布 特征 的 量 ， 对 
于 一 维 概率 分 布 @， 考 虑 @ 的 ( 平 ) 均 值 Cmean) 
或 数学 期 望 值 
m= EON 
PME (variance) ? 
aa Fig ро), 
ЖЖЖ (standard deviation) о, k ҮЗЕ (k-th mo- 
ment) 
a= (nc. 
k ТНБ 《k-th absolute moment) 
= | loo, 
k 阶 中 心 矩 
aye E (x — m) G) 
等 特征 量 。 当 由 为 X 的 分 布 时 ,上 述 的 mo 等 
记 以 m = E(X), P= E((X — my), ЖЖ! 


G= 1, nhe 
тш. Жи 维 分 布 8。 使 用 平均 ( 值 ) 
向 量 (mean vector) Gi 分 量 为 


mi = [sco 


йул EE), AEE (covariance matrix) 
(G, i) 元 素 由 


a= | (x; — m) (xj — m) 0908) 


给 出 的 » MIBE), ERER moment matrix) 
(G, i) 元 素 由 


€ 


给 出 的 = 阶 方 阵 ) 等 等 。( 协 方差 矩阵 也 称 为 方 
ЭБ (variance matrix) RAMA 5 РЕ 
variance-covariance matrix), JJJ ABE , AERE 
矩阵 都 是 正定 对 称 矩 阵 。 这 些 量 不 一 定 对 一 切 
分 布 都 是 存在 的 . 
对 于 = 维 分 布 8, 定义 特征 函数 ' 
et) = [exp GG, DOG) G € R°) 


(Ces x) 表示 内 积 ), RZ, 由 特征 函数 可 唯一 
确定 概率 分 布 $ (一 特征 函数 )。 ERG а 


(moment generating function) 
1 = |, eo Co 04060 (z ER) 


虽 非 对 所 有 n 维 分 布 都 存在 ， 但 对 实际 中 有 用 
的 许多 概率 分 布 是 存在 的 ，@ 由 f(z) 唯一 确 
xg. 对 于 一 维 分 布 8， 当 
有 一 co( 一 12) 
时 ,log pCa) 的 Maclaurin 展 式 中 Gz)t/kt 的 
系数 记 以 ro MOD Ф 的 半 不 变量 (semi-invari- 
эм). k BG o, 与 тл 的 关系 由 n= о, 
тъ = a, — а = o, 
үз = аз — 3am + 200, 
y, = a, — Зай — 4ауа 十 12aia — бой, +++ 

给 出 

对 于 一 维 分 布 8， 由 

Р) = Ф((—,х]) (一 c < x < 90) 
定义 的 (累积 ) 分 布 函 数 《comulative distribution: 
funcion) 与 之 一 一 对 应 。 分 布 函数 FG) 具有 
1) 单调 递增 ，2) 右 连续 ，3) 
Jim PG) = 0, lim FG) = 1 

Se. SRC A REM. 

【分 布 的 例子 】 设 9 为 ” 维 分 布 ， 在 一 点 
a 上 具有 正 的 由 测度 时 , 即 O (2) > 0 时 ,“ 


称 为 @ 的 不 连续 点 .不 连续 点 的 集 刀 最 多 是 可 
数 的 . 当 0(D)= 1 时 ,9@ 称 为 离散 分 布 (discrere 
distribution), 特别 当 D 为 烙 子 时 ， 称 为 格子 
点 分 布 《lattice distribution), 当中 的 分 布 函数 
F(z) 为 连续 函数 时 ,@ 称 为 连续 分 布 (continuous 
distribution), 一 般 的 分 布 ,根据 Lebesgue 分 解 
定理 可 将 其 表示 为 
O = aD, + 20, + as, 
ауа a0, a + а + ay = l, 
jk Hh, Ф, 为 离散 分 布 ，g@ 为 关于 Lebesgue 测度 
的 绝对 连续 分 布 (absolutely continuous distribu- 
tion), Ф. 为 奇异 ?的 连续 分 布 .对 于 绝对 连续 分 
Ж p 可 (几乎 处 处 ) 决 定 可 测 函数 
{o> 0(—% <; < оо), 
使 得 
Fa) = | ou 


BRL. IGO 称 为 中 的 概率 密度 (probability den- 
sity), 

作为 一 维 格子 点 分 布 的 例子 ， 有 单位 分 布 
Cunit distribution)(@({0}) 一 1 的 分 布 ); 以 a， 
р 为 参数 的 二 项 分 布 ' (binomial distribution) 
Bin(s. p): Ul à 为 参数 的 Poisson 分 布 ' 
(Poisson distribution) P(A): 以 ”为 参数 的 几何 
分 布 ' (geometric distribution) G (p): 以 N, n, 
P 为 参数 的 超 几何 分 布 "《hypsrgeometric distri- 
bution) Н (N, n, p): 以 m, q 为 参数 的 负 
二 项 分 布 (negative binomial distribution) NB 
《m,9) 等 .作为 维 格子 点 分 布 的 例子 ,有 以 n， 
p 为 参数 的 多 项 分 布 ' (multinomial distribution) 
M(n. р): 多 维 超 几 何 分 布 ' (multiple hyper- 
geometric distribution); 负 多 项 分 A (negative 
multinomial distribution) 等 . 

作为 一 维 绝对 连续 分 布 。 有 以 n, ct 
数 的 正 态 分 布 ! (normal distribution) 〈 也 称 为 
Gauss 分 布 (Gaussian distribution) N(#,0°) (и 
为 平均 值 , 为 方差 ), 而 N(0，1) 称 为 标准 正 
ЖА (standard. normal. distribution); DA y, o 为 
参数 的 Cauchy 分 布 (Cauchy distribution) C 
(n, о) Си 为 中 位 数 '): 区 间 (a, 8] 上 的 均匀 
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分 布 (uniform distribution) U(a,8); 以 0 为 参 
数 的 指数 分 布 (exponential distribution) e(o); 其 
EH Г 分 布 ' (gamma distribution) F (P, o); 
她 分布 + x:(n); B 分 布 ' (beta distribution) 8 
(р, 9): F tit Е(т,п); z B’ s(m,n); 
:分布 ' :(n) 等 。 最 后 作为 不 维 绝对 连续 分 布 
Ж k 维 正 态 分 布 ! (k-dimentional normal distri- 
bution) N(x, £) Си = Cms ** m) 为 平均 向 
量 , I= (оу) 为 协 方差 矩阵 ); Dirichlet 475" 
(Dirichlet distribution) 等 。 关于 他 们 的 分 布 函 
数 ,概率 密度 ,特征 函数 等 , 一 公式 22. 
DERI 对 于 维 分 布 @， On H 


0E) = | tale + y) 460 46:0) 


定义 的 = 维 分 布 @ 称 为 9 У Ф, ЖЯ (сопко 
lution) 并 以 ФжФ, dem. 其 中 x; 为 E 的 定 
义 函数 '。 当 相互 独立 的 " 维 随机 变量 X, X, 
的 分 布 分 别 为 s Ф, M, X, 十 X, 的 分 布 为 
9,* Ф, Ф, Ф, 的 分 布 函 数 为 Fo Fint, 0% 
,的 分 布 函 数 Fo F, 由 


Fo FG) = | Рх — ME) 


BH. Ф, 9; 中 之 一 , 例如, 是 具有 密度 f 
GO 的 分 布 时 . 0, Ф, 也 具有 密度 fs) ,并 由 


16) = [it — 045.0 


给 出 。 二 分 布 之 卷 积 的 特征 函数 p), Ж) 
布 Ф, 的 特征 函数 p) G = 1, 2) 之 积 : 
eG) 一 eG)e). 
从 而 卷 积 的 半 不 变量 按 阶 分 别 是 各 个 半 不 变量 
之 和 。 对 于 具有 参数 a, #,--- 的 分 布 Oa, 
Bare), WR Olas Bo) OC ars as) 
OC as, 8›, ° ° ), 则 称 此 分 布 具有 再 生性 (repro- 
ducing propery), 对 于 上 述 诸 分 布 ， 有 如 下 的 
再 生性 成 立 : 在 格子 点 分 布 情形 有 
PCS) POS) = PC + А), 
Bin(n;,P)* Bin(n,,P) = Bin(n + m, P), 
NB(m, q)&NB(m, 4) 
= NB(m + m4); 
在 绝对 连续 分 布 情形 有 
NC, о) ж Миз, д) 


= NGA sic i), 
Гр a) (pos т) = ГОр + pas о), 
COs 0) * CGns 9) 
一 CCm + рд + о) 

等 . 

对 于 一 维 分 布 函数 Р(х), 

Он) = max (F(z +1)— F(x —0), 
10 
称 为 最 大 集中 函数 (maximal concentration functi- 
on) (P. Levy[14])。 因 其 满足 
Orar C) < 00), 

故 对 独立 随机 变量 和 的 研究 是 有 用 的 .出 于 同 
样 的 目的 , 也 使 用 平均 集中 函数 (mean concen- 


tration function) 


cAD = 1 GG +1) = FG — Dye 


(河田 音 夫 [10]). 

平均 值 为 四 ， 方 差 为 ”的 一 维 正 态 分 布 用 
Мт, v) 表示 , 平均 值 为 的 Poisson 分 布 作 
а 的 平行 移动 用 P(4,a) 表示。 如 存在 一 维 分 
布 Ф, (k= 1,2), 使 

Мт, v)= Pik d, P(A, a) 一 V, V, 
成 立 ， 则 有 mo vas Ae ak 1,2) 存在 ， 
使 得 Ф, = Nm, v), 

V, = Pins a) (k= 1, 2), 

这 些 分 别称 为 H.Cramér 定理 和 JL. A. Pañ- 
ков 定理 ， 还 有 更 一 般 的 Ю. В. Линник 的 结 
R. 这 就 是 当 一 般 分 布 族 °= (Ф) 对 卷 积 * 
封闭 时 ,在 什么 情形 下 ,上 述 定理 才能 成 立 的 问 
题 《分 解 问题 )， 在 这 一 问题 的 研究 中 ， 将 特 
征 函数 作为 解析 函数 来 考察 特别 重要 (Линник 
517. 

【无 穷 可 分 分 布 】 设 @ 为 = 维 概率 分 布 ， 
对 任意 正 整数 《存在 概率 分 布 @,, 使 得 

Ф = P, Ox жФ, (=O) 

时 , 称 外 为 无 穷 可 分 分 布 (infinitely divisible dis- 
tribution), 正 态 分 布 。 Poisson 分 布 都 是 无 穷 
可 分 分 布 ， 对 于 维 随机 变量 X 的 分 布 ,， 上 述 
定义 等 价 于 对 任意 给 定 的 正 整数 和 总 存在 相互 
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Хь 使 能 表示 成 
X— Xp t Xut +X. 
(如 果 必 要 ， 可 扩充 基本 概率 空间 )， 对 于 维 
BHP, 5 
[28 Ф(4х) < + 

时 , 记 以 Фє» (se)， 则 为 无 穷 可 分 分 布 还 等 
价 于 对 任意 的 二 0 有 

Ф = DD K+ KD 

(Ф, Ф, +++, @, € o(e)), 

无 穷 可 分 分 布 由 其 特征 函数 的 标准 型 (ca- 
поліса! form) 所 表征 一 维 无 穷 可 分 分 布 的 特 
征 函数 具有 标准 型 : 
(0 eG) 一 


exp Cire + |” AG, EG y. 
- E 


这 里 7 为 常数 ，G (u) HAF AY AE I AK A 
G(—0)=0, 又 | 

Alu, z) = exp(iuz) — 1 — isu/(Y + w’) 
AZ u=0 处 Alu, z) (1 +e) 的 值 为 
一 ?2/2.(1) 称 为 Levy-XnnqwH 的 标准 型 . 对 
于 ” 维 无 穷 可 分 分 布 ,特征 函数 的 标准 型 为 


(2) 909 = ep (Ka, D etin 
ton р „Ж ) 
+ (ema ie p). 
fms ERY 


XE, тє К", (с) 为 半 正 定 矩 阵 , ndr) 为 
R 上 的 测度 且 满 足 a({0}) 一 0, 以 及 
| n(dr) < co, 
(2) 称 为 Livy 的 标准 型 。 一 维 无 穷 可 分 分 布 
P, 特 别 当 满足 
j ,TdP(#) < oo 
в 


时 ,其 特征 函数 可 表示 为 


G3 9G) = exp (ime + 


[cet aa аак), 


这 里 m 为 实 常数 ，K(w) 为 使 K( 一 2) 一 0 的 
有 界 非 减 函数 . 这 称 为 Колмогоров 的 标准 
型 . 与 此 相关 ， 最 近 还 确定 了 在 齐 性 空间 上 关 
于 某 个 群 不 变 的 分 布 的 特征 函数 的 一 般 形 式 
(131) (一 可 加 过 程 ). 
对 二 = 维 分 布 ©, MAR ERM 1 使 得 
1) WE) = PE) 
(AE = (ag|E€ E}) 
对 每 个 集 E 成 立 ， 则 称 @ 与 有 等 价 ，@ 与 至 的 
分 布 函数 , 特征 函数 分 别 以 R，G 和 9, 由 表示 
RE, 1) 5 1) 0G) = Far); 
1”) 442) = eO 
中 每 个 都 是 等 价 的 .与 分 布 @ 等 价 的 任意 两 个 
DO, 0, HER 000, 仍 与 9 等 价 时 ,9 
称 为 稳定 分 布 stable distribution), 41 OK 
定 的 , 则 与 9 等 价 的 分 布 也 是 稳定 的 . 如 使 用 
特征 函数 p(x), 则 可 如 下 表征 。 这 就 是 ,对 任 
Ж А, 0， 有 适当 的 
A= Ahh) > 0, 
使 得 2) paz) = (hz)9(bs) 成 立 。 这 个 
定义 也 可 如 下 叙述 : 所 谓 稳 定 分 布 8, 即 对 于 
服从 @ 的 独立 随机 变量 X,，X， 和 任意 的 正 数 
为 ，j， 总 存在 适当 的 正 数 1， 使 得 
Сх, + АХ )/А 
的 分 布 与 9 相同。 由 2)， 稳 定 分 布 也 是 无 穷 
可 分 分 布 ， 令 9(z) 一 eo), RE 2) 可 
改写 为 oz) 一 oe) + ФО), FARE 
аж ; 
Фб) = Со + i(z/|z|)e)|z]° 
(e 20, —co < a < %0, 0 <a < 2). 
а 称 为 稳定 分 布 的 指数 Cexponent, index), — 当 
a 一 2 Oo HERD f, H a= 1 B ow 
Cauchy 分 布 。 在 对 称 的 稳定 分 布 时 ， 
oz) 一 一 colz| 
关于 指数 为 1/2 的 稳定 分 布 ,一 公式 22. 
稳定 分 布 的 一 种 推广 是 拟 稳 定 分 布 (quasi- 
stable distribution), Б. B. Гнеденко-А. H. Koa- 
могоров (151) 简单 地 称 其 为 稳定 分 布 。 RO 
的 分 布防 数 为 5， 如 对 任意 的 正 数 AR 
任意 的 实数 bo bo AREMA MEKKO 与 
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之 对 应 ,使 得 
F((z — 2,)/b1)* FC — 21)/b:) 
= F((z — 1)/b). 
成 立 , 则 称 F 为 拟 稳定 的 。 设 (Xp 为 服从 同 
一 分 布 8 的 独立 随机 变量 序列 ， 和 如 能 找到 适当 
的 实数 Ans B. 使 


(È x,)/ B. — 4. 


依法 则 收敛 时 , 则 分 布 8 为 拟 稳 定 分 布 (Levy)- 
拟 稳定 分 布 的 充分 必要 条 件 ,用 特征 函数 C 
可 写成 
(biz pC ) = ФС e" 
(r=1— h- h), 
它 的 特征 函数 的 一 般 形式 由 
Ф(«) = apple), 
p(s) = ims — cla “O + ii Ce] [0С e) 
所 给 出 。 Fem HLM, 00, 0—a2, 
18] <1, ifii a 1B o(2,a) = tan(xa/2), 
«amd 时 обе, a) = (2/x)log 1s|， 拟 稳定 
分 布 ， 在 a 关 1 时 只 不 过 是 稳定 分 布 的 平行 移 
动 ,但 在 “一 1 时 不 是 . 
稳定 分 布 的 另 一 种 推广 是 半 稳定 分 布 (x- 
这 就 是 对 于 特征 函数 
e) = ехрф(ш), 
d) 至 少 关于 某 正 数 o( #0, 1) 满足 
Kaz) = 4*0) 
的 分 布 ,这 种 情形 的 一 般 形 式 也 是 知道 的 (Levy 
(141). 
【分 布 的 形状 】 对 于 一 维 分 布 函 数 Р(х), 
使 FC) =p (0 < p <1) IA C, RY F ff) 
pp 分 位 数 《quantile of order p), 对 应 p= 1/ 
2, Cu 称 为 中 值 《mid-value》 或 中 位 数 〈me- 
din), 满足 
1 — F(m + x) = F(m— х) 
(m 为 平均 值 ) 的 分 布 函数 F (к) 称 为 一 维 对 
称 分 布 函数 (symmetric distribution function), 
对 于 一 维 对 称 分 布 函数 ， 所 有 奇数 阶 中 心 矩 如 
存在 即 为 0 。 r= js/o 用 来 度量 分 布 的 非 
对 称 性 ， 并 称 为 偏 斜 系数 (coefficient of skew- 


mistable distribution ), 
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ness)， 进 一 步 ， 称 y; = mo 一 3 为 超出 系数 
(coefficient of excess)， 它 表示 分 布 函数 在 平均 
值 附近 的 尖锐 程度 。 SPER AA 
то dy 
故 当 rive 0 时 表示 分 布 函数 与 正 态 分 布 间 的 
对 于 一 维 分 布 9， 设 其 分 布 函数 为 F(x)， 
如 存在 某 一 常数 a, 使 当 * <a 时 F (z) 为 下 
凸 , 当 r>a 时 为 上 凸 时 , 则 称 РС) 为 单 峰 
B) (unimodal), 所 有 一 维稳 定 分 布 都 是 单 峰 
№. 
【分 布 的 收敛 】 在 概率 论 的 极限 定理 及 其 
它 部 分 中 ， 分 布 的 收敛 概念 是 重要 的 .关于 拓 
扑 空间 2 上 的 概率 分 布 的 收 钱 (convergence), 
是 考虑 按 2 上 概率 测度 空间 的 弱 拓 扑 (一 Banach 
空间 ) 的 收敛 ， 这 一 收敛 在 概率 论 中 称 为 依法 
Mirak (convergence in law), i Mu s 维 分 
布 0 (k= ,2,...) 向 9 的 弱 收 效 ， 等 价 于 
以 下 各 个 条 件 。 D 对 每 个 有 紧 支 集 的 连续 
函数 f, 


im h co AMG) — fpa 
成 立 ; 2) 在 @ 的 分 布 函数 Р(ху,---, х„) 的 
任意 连续 点 ， 

lim Pa r^t, n) = Fro n) 
CF, 为 0, 的 分 布 函数 ); 3) 对 外 的 任意 连续 
ME (їй OCB — E) = 0), 

lim OLE) = OCE); 
4) 对 任意 开 集 GCR", 
liminf PG) > 0( 6); 
5) 对 一 切 闭 集 ЕСК“, 
lim sup O(F)< Ф(Е); 
6) їтө(Ф,, 0) = 0, 
жиш ош FAM: HO, @, 为 任意 


的 n 维 分 布 , 取 
Eni = pint, cele C) < OLF), F 为 闭 集 } 


G ју i j= 1,2) (F* 为 F 的 6 WR), EX 


СФ, Ф) = min En вы), PRA Lévy Æ 
W (Lévy's distance) (119])， 一 维 情形 由 Levy 
所 引进 [14] ,度量 空间 铺 形 由 IO. В. Прохоров 
所 引进 [18]. 这 些 条件 2) 以 外 ,关于 任意 
完备 可 分 度量 空间 上 的 概率 分 布 也 都 与 弱 收敛 
Str. 

概率 分 布 的 收敛 ， 可 用 特征 量 来 判定 。 分 
Ж Ф,, @ 的 特征 函数 用 Pl), eG 表示 时 ， 
为 使 @, 向 @ 弱 收敛 的 充分 必要 条 件 为 在 每 个 
点 > 有 

lim wa(z) 一 eG. 
2 —85) P @ 的 矩 存在 ， 
a= |? ildoa < =, 


Da" = оо 


rod 
时 ,如 果 
lim E «чоху = ^. ec) 


uns 
G = 0,1,2,---), 
则 @4 BAF Ф. 这 是 充分 条 件 ， 但 非 必要 
条 件 . 
n fy fi Ф,Сає A) 称 为 紧密 的 (tight)， 
如 果 对 任意 的 。 > 0 FERR K — K (e), 
使 对 一 切 “ke 4 有 @,(K°) < e. 此 条 件 与 {9,} 
(a€ A) 关于 Lévy 距离 全 有 界 是 等 价 的 . 
【扩张 定理 】 给 定 从 概率 空间 (0, F, Р) 
到 可 测 空间 (X ,3) 的 可 测 映射 族 〈 随 机 变 最 
Ж) &Co) G€ T) (T 为 任意 的 参数 集 )。 对 
于 任意 的 n treet, WET, Ф 
РЕ (w) E En ++, 
Ко) € En) = 9, uu (Ei Ent En) 


(E, 9) = 1, 2,5, п), 


WEB Ф, аа, (En Eros. En) 满足 以 下 
诸 条 件 . 1) 由 
Ф.Е X E, x +++ X E,) 
= Фи, КЕЕ +++, En) 


可 导出 乘积 可 测 空间 (X x X x xXx, 9) 
上 的 概率 测度 О, C );2) 对 于 (1,2,*……， 
n) 的 任意 的 排列 〈i int h) 有 


Фи „КЕ Ent, E.) 
= фи, 


feti Es Eig? **› Ens 
3) €, uu En Ез" Е.Х) 
= Ф Bs East? ts Eon > 1), 
2), 3) 称 为 相 容 条 件 (consistency. condition), 
反之 ， 便 产生 下 列 问题 : 当 给 定 满足 1), 
2), 3) 的 函数 族 {9 (En Ex-**E.)) 
(ts tasters te © T,E, € Bli = 1,2,+++,я)) 
时 ,在 乘积 可 测 空间 
(QC, BY) (XT = {x|x,€X, € T), 
әт 为 由 (z€ E|E€%,:€ T) 产生 的 完全 加 
法 族 ) 上 ,能 否定 义 概率 测度 P, 使 得 
Kalt) € Ei, z(n)€ Eis +++, zG.)€ E.) 
一 Фын (Es En tty Ea)? 
这 称 为 Колмогоров 问题 ([12])， 在 X 一 尽 ' 时 
Колмогоров 证 明了 这 是 可 能 的 .一 般 地 , 当 X 
为 局 部 紧 Hausdorff 空间 并 且 为 可 数 个 紧 集 之 
和 时 上 述 命题 是 正确 的 . 这 个 Колмогоров 的 
扩张 定理 (Kolmogorov’s extention theorem) 有 种 
种 的 变形 (S.Bochner (111), E. Nelson (117]))， 
它们 被 用 于 随机 过 程 的 构成 (一 随机 过 程 ). 
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特征 函数 


tion caractéristique 


法 fonc- 
£ charakteristische Funktion 
қ xapaxrepucrHweckas функция 日 ”特性 并 
MIG» HE Euclid 空间 R 中 的 Borel 集 的 全 
体 所 构成 的 完全 加 法 族 记 以 8"， 并 考虑 可 测 
空间 "(R"，%B") 上 的 概率 测度 ? P， 称 测度 P 的 
Fourier 变换 pC) BI 


с) wje 


为 概率 分 布 P 的 特征 函数 .这 里 (zr), E 
RO 表示 R° 中 的 内 积 。 又 将 定义 于 某 概率 
空间 1 O(S, P) 上 取 值 于 А" 的 随机 变量 X 
的 分 布 的 特征 函数 ， 简 单 地 称 为 随机 变量 X 的 
特征 函数 (一 概率 论 , 概 率 分 布 ). 

关于 概率 分 布 与 特征 函数 间 的 关系 ， 有 以 
下 基本 性 质 。 i)” 维 概率 分 布 与 其 特征 函数 
按照 (1) 的 对 应 是 一 对 一 的 。 ii) 对 于 任意 的 
ap, br ER, ap < b, (p= 1,25:-5.8), 


[3€ characteristic function 


cM*"gP(x), z€ R", 


о) {оао 


Pos 


-im (4Y f ef ne 


2x ars} 


X gn ts nM: 


XB f(x; а, Б) 为 闭 区 间 la, b] 的 示人 性 函数 ， 
但 在 r= a,b 处 修正 其 值 为 1/2， 再 将 *e R" 
的 坐标 记 以 Cases xa). 如 果 Re 的 区 间 
L= [zi erty as; Potts bn) 关于 概率 分 布 
P 连 续 ， 即 的 边界 的 了 测度 为 0, BU (2) 的 
左 端 与 PUL) 一 致 。 一 般 称 关系 式 (2) 为 关于 
特征 函数 的 反 演 公式 Cinversion. formula), 

不 仅 Е", 在 一 般 RT (T 为 任意 的 集 ) 的 
情形 ,也 可 按 下 述 方式 来 考虑 ， 设 RI 为 支 集 
是 工 的 有 限 子 集 的 元 z€ R' 的 全 体 ， 这 时 ， 如 
P 为 R 上 的 概率 分 布 , 则 可 定义 


1108 — 特征 函数 
eG) = | re APG), z€ RI, 


称 为 R 上 测度 P 的 特征 ( 泛 ) 函数 〈charac- 
再 考虑 可 数 Hilbert 核 型 空 
E O &93t MES il 9^, 关于 由 其 中 柱 集 + 产 生 的 
完全 加 法 族 BOO) 上 的 测度 P, Fr 
G) a) =f, emma. ceo 
为 了 的 特征 泛 函 (characteristic functional) (一 
(21, (101). 

п 维 概率 分 布 P 的 特征 函数 P 具 有 以 下 性 
Жж. i) 对 于 任意 的 zw -+-, 2020 К" 和 任意 
的 复数 aires an 有 


teristic functional ), 


5; PGP — 2)ajay > 0; 

Жл 
ii) 2090 时 g) (0); ii)p(0) = 
1 反之 对 于 满足 上 述 i),i), н) 的 R° 上 的 函 
数 ， 即 满足 ;证 ) 的 正定 函数 + eo), 存在 * 
维 概率 分 布 P， 能 将 9 表示 为 (1) 的 形式 
(Bochner SE FE") 〈 一 调和 分 析 )》， 同 样 的 事实 ， 
对 正定 序列 ! 的 情形 也 是 成 立 的 《Herglotzt 定 
FU). LM Ф 为 可 数 Hilbert 核 型 空间 , 则 有 
以 下 事实 ， 当 Pp 满足 门 APER O, 
EP EO 和 任意 的 复数 astrs aps 


> (E? — EV ajay > 05 

i^) 如 在 9 中 £00, HJ p (£0) > p (0); 
i) 当 p(0) 一 1 时 ， 存 在 BOO") 上 的 概率 
分 布 P, 能 将 9 表示 为 (3) WER (121). 此 
外 ， 还 知道 一 些 判断 函数 成 为 特征 函数 的 条 件 
(9). 

在 具体 指定 分 布 时 ， 给 出 其 特征 函数 的 形 
状 常常 是 方便 的 。 关于 一 些 洪 型 的 分 布 ,一 公 
式 22. 

[бел ak) 因 概率 分 布 收敛 的 条 件 可 
用 特征 函数 表达 ， 故 特征 函数 在 极限 定理 中 起 
重要 作用 .如果 ” 维 概率 分 布 序列 (PJ) 收敛 
于 某 个 = 维 概率 分 布 P, 则 P, 的 特征 函数 Фа 
在 每 仆 有 限 = 维 区 间 上 一 致 收 你 于 己 的 特征 函 


Re. 反之 着 BAKA 的 特征 函数 Pr 
收敛 于 = 维 概率 分 布 P 的 特征 函数 9, 则 Pi 收 
SUE P. X n 维 概率 分 布 P. 的 特征 函数 p. 
在 各 点 上 收敛, 并 且 这 一 收 伍 在 = 一 0 的 某 邻 
域内 是 一 致 的 ， 则 极限 函数 中 是 某 ” 维 概率 分 
布 P 的 特征 函数 , 且 P, 收敛 于 РС141, (81). 
这 称 为 Lévy 的 连续 性 定理 (Lévy’s continuity 
theorem), 进一步 在 可 数 Hilbert 核 型 空间 等 
无 穷 维 空间 的 情形 下 , 研究 了 概率 分 布 集 -{P。] 
ac A) 的 紧密 + 性 的 问题 ,对 与 此 有 关 的 事实 作 
为 特征 泛 函 的 性 质 来 叙述 ， 详 见 15), 1101; 
[12] 等 (一 概率 分 布 ). 

在 特征 函数 中 考虑 的 是 Fourier 变换 ,对 于 
集中 在 正 半 直线 上 的 分 布 ， 考 虚 用 ,Laplace ЖЕ 
换 是 比较 方便 的 。 另 外 ， 对 于 集中 在 0 和 正 整 
数 上 的 分 布 ， 也 有 使 用 母 函数 (概率 母 函 数 
(probability. generating funetion)) #9 ([1)).. 此 
Sh is By (iF A AK, 关于 这 些 函 数 与 概 
率 分 布 的 关系 ,以 及 收敛 性 间 的 关连 ,已 有 许多 
的 研究 《{1]，[11]，[13])。 


(Ф) [1] W. Feller, An introduction to probabi- 
lity theory and its applications I, John Wiley, WZW, 
1957, ü, 1971, [2] M.M. Гельфанд- H. A. Вилеңкин, 
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极限 定理 [F limit theorem 法 théorème de 
limite 4$ Limessatz f предельные теоремы 
日 极限 定理 ] 关于 随机 变量 列 依法 则 收敛， 
依 概率 收敛 以 及 几乎 必然 收敛 ?的 定理 ， 总 称 
为 概率 论 中 的 极限 定理 . 对 于 随机 变量 列 , 当 其 
分 布 序列 收敛 于 分 布 F( 一 概率 分 布 ) 时 , 称 F 为 
此 随机 变量 序列 的 极限 分 布 (limit distribution). 
【独立 随机 变量 和 的 分 布 收敛 】 所 谓 随机 
”变量 序列 (X..)(1 < k < k.,n 2 1Xk, > ©) 
是 无 穷 小 (infinitesimal)， 是 指 对 一 切 > 0 有 


oe РОХ, | > s)— 0 (n — со), 


Xatt Xa, 对 于 每 个 = 相互 独立 1， 并 且 
{Xn} <<, 2 21) 

为 无 穷 小 时 ,和 S, m Xm He + X... — 4. 

(и, 为 适当 的 常数 ) 的 极限 分 布 的 全 体 与 光 穷 

可 分 分 布 !( 一 概率 分 布 ) 类 (cass) 一 致 .如 果 取 

无 穷 可 分 分 布 丰 的 特征 函数 了 的 Levy 标准 型 ? 


3) G) 


+ E (e =1- 
并 说 Хы WARAN Р), RLEXER S. 


的 分 布 收敛 于 下 的 充分 必要 条 件 是 1 在 M (z), 
N(x) 的 连续 点 *, 当 п оо 时 ， 


t 
a ye 


Xo мо) < D | 


= 
> (Fale) — 1) — seis > 0); 
“ 

ii) 

lim TOY 


ENORET 


(core cr) 


一 im liminf ЎЎ MED 


ero noe 7 


1 a, s t] Jer 
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成 立 . 

根据 极限 分 布 F 的 特殊 选取 ， 可 以 得 到 种 
种 极限 定理 . 

1) 中 心 极限 定理 《central limit theorem), 
这 是 极限 分 布 为 正 态 分 布 ' 的 情形 。 为 使 独立 
随机 变量 序列 (Х,) 的 和 
Sa = B;'( X, +++ + Xn) — A.( B, — оо) 
的 分 布 收敛 于 标准 正 态 分 布 * NCO, 1), E 
{BPX} (1& & n», 0 之 1) HERH 
分 必要 条 件 , 是 对 一 切 的 二 0 


lim У) |... dP eG? =, 


re 


im so У (| 


1 iniceen 


-(| zdr, у) = 1 
ple; 
(F,(z) 22 X, АВ). 当 各 X. 的 方 


xdF,(x) 


BAS, 


Mite dm 


а= во SEX) 
e т 
(У(Х), ECD 分 别 表示 X 的 方差， 平均 值 )， 
则 上 述 条 件 变 成 为 Lindeberg 条 件 《Linde- 
berg's condition): 对 一 切 є > 0, 


lim B: >> ( aF (z + EQU)) = 0, 
特别 当 X, MADARA AMY, ik— 
条 件 自动 满足 ， 从 而 中 心 极限 定理 成 立 ， 对 于 
Bernoulli 试验 序列 的 情形 ,这 便 成 为 C.F. Gauss, 
P. S. Laplace 所 得 到 的 古典 结果 。 其 次 , 当 x. 
RAHIRA љо ，， 

mi, = E( |X. 29) 
并 且 BCX.) 一 0 时 ,如 果 Jlanyw6a fs ff CL 


Panov's condition): 


в У, On => co) 
© 
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成 立 , 则 满足 Lindeberg 条 件 . 

2) 小 数 定律 (law of small numbers), 为 
使 无 穷 小 的 独立 随机 变量 的 和 

5, XA + --- Kat 
的 分 布 收敛 于 平均 值 为 的 Poisson 4} 45° 的 
充分 必要 条 件 ,是 对 一 切 的 0<s <1 
кя, 


lim >I. d4F,,(z) = 0, 


"т 


R = {х||х —1] >e, ||) 


k. 
кы Sj, are ois 
ша] Í ЕЮ = 0; 


tim $ Greve Eu) 


e 


(чту) 


作为 特殊 情形 , 它 包 含 以 下 古典 的 小 数 定律 .在 
?次 独立 试验 中 ,如 果 各 次 的 成 功 概率 为 p. Н. 
"Р, 一 (固定 ), 则 成 功 次 数 5, 的 分 布 在 "~ 
oo 时 收敛 于 平均 值 为 的 Poisson 分 布 . 

3) 大 数 定律 (law of large numbers), 如 
极限 分 布 取 为 单位 分 布 *, 则 得 到 大 数 定律 ， 对 
于 独立 随机 变量 序列 {X。}， 如 

E(X,) = a, 
(有 限 ), 分 布 函 数 为 F), MA 
п DB) CX a) 
E 


依 概 率 收敛 到 0 的 充分 必要 条 件 是 


lim >) jas dF (x + a) = 0, 


kel 
nib manapis 
im $ à ЕГО, 
- (ns edF Cr + «))) = 6; 
特别 ,这 包括 i) 各 个 X。 具 有 有 限 方差 VCX。) 


> vex) 0 


的 情形 ; i) 所 有 x. 服从 同 分 布 且 具有 有 限 
平均 值 的 情形 . 

4) 向 报 稳定 分 布 ?的 收敛 ， 具 有 同 分 布 的 
独立 随机 变量 序列 (x.) 的 和 

Sa = Bu (Xi + +++ + X.) — A. 
(4., B, 为 适当 的 常数 ) 

的 极限 分 布 之 全 体 , 构 成 拟 稳定 分 布 (一 概率 分 
Ж)Ж. 如 设 X: 的 分 布 函数 为 G(*)， 则 为 使 
极限 分 布 为 正 态 分 布 的 充分 必要 条 件 是 


imf eco / 460) =o. 
为 使 极限 分 布 是 指数 为 a(0 <a <2) 的 拟 稳 


定 分 布 的 充分 必要 条 件 是 
ry ti 
—-1—G() а’ 
4a “+ o> 0; 


im 1 — GG) + GCC 一 z) 
in — G(ax) + G(—ax) 


对 于 一 切 a > 0. 
这 时 极限 分 布 的 特征 函数 的 Lévy 标准 型 由 
МО = alzi, 
NG) = —alxl7* (s = 0) 


= а", 


给 出 . 
5) 中 心 极限 定理 的 精确 化 。 设 (x.) 为 
服从 同 分 布 的 独立 随机 变量 序列 ,并 且 
ECX) 一 0 e! = У(Х), 
E(|X;|?) < oo。 
则 对 于 和 
5. = QG +++ + Xov n 

的 分 布 函数 0, C 与 标准 正 态 分 布 函数 OC), 
TFA 

e.G) — 9G) 

Kan ow + RG) 


关于 * 一致 成 立 。 这 里 
Об) = (1 — #)E(X})/60°, 
当 Xi 的 分 布 为 非 格子 点 分 布 ! 时 R(x) 为 0， 
当 X, 的 分 布 为 格子 点 分 布 
P(X, =a + ДАСК = 0, +1, 
(4 为 最 大 周期 ) 时 
Re) = do^ R((x + a,)oV n d) 
(RG) = [z] — x 1/2, 
a, = — V паа). 
进一步 当 X: 的 高 阶 矩 存在 时 ,可 以 得 到 Ф, 的 
更 精确 的 渐 近 展开 ([1])。 又 在 (x.) 不 服从 
同 分 布 时 〈{2]), 或 极限 分 布 为 稳定 分 布 时 
《[3])， 也 可 以 得 到 相应 的 结果 .。 
6) 局 部 极限 定理 《local limit theorem). 关 
于 概率 密度 的 极限 定理 称 为 局 部 的 。 取 (x.) 
(与 上 面 5) 一 样 ) 为 服从 同一 格子 点 分 布 且 具 
有 有 限 方差 的 独立 随机 变量 序列 ,如 令 


an 


s.= G Vn (Хх, — EGG 


зы = Сау n dj —nE(X)), 


Lu 
ом CS, = зш) — ny? 
+ exp( —52/2) — 0 (n — оо) 
关于 і 一 致 成 立 。 它 的 特殊 情形 是 对 于 Ber- 


noulli 试验 序列 的 de Moivre-Laplace 定 
理 . 在 X, 的 分 布 函 数 有 密度 函数 时 也 有 相应 
的 定理 ， 进一步 ,还 有 D) 高 阶 矩 存在 时 的 概率 
CERERI i) 极限 分 布 为 稳定 分 布 的 
TOES ш) 不 服从 同 分 布 的 情形 的 研究 (一 [2]，、 
GB). 

7) 其 他 ,对 于 独立 随机 变量 的 和 

S.= BoC Xi + +++ + X.)— Aas 

ща, 随 ”一 起 增 大 时 ,概率 P (S. > а,) 的 极 
限 状 态 称 之 为 大 偏差 (large deviation) 问题 , 关 
于 它 已 有 不 少 研究 (一 [4]). 

【强大 数 定律 及 其 精确 化 】 所 谓 随 机 变量 
列 {X。} 服从 强大 数 定律 (strong law of large 
numbers)， 即 对 于 适当 的 数列 {a}, 


极限 定理 nu 


Oa) 


几乎 必然 收敛 于 0， 为 使 独立 随机 变量 列 {X。} 
服从 强大 数 定律 的 一 个 有 用 的 充分 条 件 是 


> 4 E(QX, — EX) < co, 


根据 Birkhoff 的 个 体 遍历 定理 + ,为 使 具有 同 分 
布 的 独立 随机 变量 列 服从 强大 数 定律 ， 平 均值 
有 限 是 充分 必要 的 . 
设 (X.) 为 独立 随机 变量 列 、 
E(X.)= 0, ei = V(X,) < оо, 
b= +. + ol— оо, 

并 有 单调 递减 收敛 于 o 的 数列 {2,} 使 
PCIX。| < adele > 1)) = 1, 
这 时 对 于 使 le 一 O(1/0X5,)) 的 单调 递增 连 

续 函 数 p, 根据 积分 


[eet 


的 收敛 或 发 散 ， 使 X+- + X, bu (0) 
对 无 穷 个 = 成 立 的 概率 是 0 或 1([5])， 特别 
对 于 
9G) = (одах + 3logay + Zlogayt + +++ 
+ 2log y—yt + (2 + €) овцу), 
上 述 概率 根据 的 正 或 负 而 为 0 或 1， 此 处 
logit = log log г 
等 等 。 作 为 特殊 情形 ,如 取 
eG) = 2logoy, 
即 得 到 Хинчин 的 选 对 数 定律 Claw of iterated 
logarithm): 如 果 
1X] = оов 
Püimsup (X; + -++ 


+ X „)/V 2B dog б, = 1) = 1, 


【独立 随机 变量 之 和 的 函数 】 1) 一 随机 
事件 反复 发 生 ， 设 最 初 发 生 的 时 刻 为 nm， 第 二 
VORAEBSIS tit ro cn. MR (n) 为 
服从 同 分 布 的 独立 随机 变量 序列 ， 则 称 此 随机 
事件 为 递归 事件 《〈recurrent event), 令 N, 为 
到 时 刻 ” 为 止 事件 发 生 的 次 数 ， 如 果 


112 BREE 


m= EG), P= (би) < oo, 


BY. ЖЕ о? = Vlr) оо, Pr 一 co) 一 1 
时 ,为 使 NN, 经 适当 规格 化 而 依法 则 收敛 的 充分 
必要 条 件 , 是 对 于 一 切 的 a > 0 有 
(1 — РО) — F(ax)) — а(х — oo). 
这 里 FF 为 的 分 布 函 数 ，0<a < 2, in o« 
“< 1, MUJ 
P(N,(1 — F(n)) < z) > (ж): 

WR 1 <a <<2， 则 对 使 L—F (6,) ~ ^" 89 
bus PUN, — пт Энтер < r) — WC) 


X ER. Uu) tee > 0), Щщ 
0<а<1 

时 WG) = 1 — PCI) > 0), 4 
1<а<2 vs 


时 (x) =1—Ф,(—х), ifi Ф. mom 
为 
exp(— [1|*( cos 27a. u 
+ — isgntsin 27a) (1 — &)) 
的 拟 稳定 分 布 函数 .特别 是 
тузук) = М2 exp (—i/2)4du. 


进一步 还 可 得 到 关于 N. 的 强大 数 定律 和 和 迭 对 
数 定律 (一 [7]). i 
2) їй {X,} 为 服从 同 分 布 的 仅 取 整 数值 
的 独立 随机 变量 序列 ， 
$,— Xi XL 
如 果 0<Е (х) < + H X, 的 最 大 周期 为 
4, 则 


E (хз) авн +0); 
ё * 


一 0 (n — —00), a 


na " à 
(Ў) - EC + oo) 


жї. 其 中 Xu Ye, 分 别 为 点 d, KECO, 
1) 的 定义 函数 ,又 当 ECX) 一 оо 时 取 
1/Е(Ху) = 0. 
如 果 (X.) 的 规格 化 和 的 极限 分 布 是 指数 为 
B<?) 
的 稳定 分 布 , 当 8 = a E Xi: 为 对 称 ， 当 81 
时 E(X1) = 0, W) S, 取 值 o 的 事件 是 递归 事 
ft, S. 向 0 的 返回 时 间 ri 的 分 布 医 数 对 于 
а=1— 6 
满足 1) 的 条 件 , 从 而 可 得 到 
N, = XS) o + Xs,) 
HIBRI. Xa BE CEM AE L — К, ЫЕ 
N. 可 以 得 到 
$,20, 5.60 (< k<n) 
的 个 数 M 的 极限 分 布 。 在 % 的 分 布 非 格子 
点 分 布 的 情形 ， 也 可 得 到 与 此 类 似 的 结果 《一 
[8], [9], [10]). ' 
3) 对 于 具有 同 分 布 的 独立 随机 变量 序列 
(X.), # S, = Xi t ee +X, 
L. = Kiom S) + +++ + Xam. 
如 果 有 ECL) = 90 < a < 1), MJ 
PCL, < nx) -> GG) А 
成 立 ， 这 里 G. 为 [0.1] LAA fiio # 
G04) — Собо) = 1, 
4 0<а < 1 时 
69) = x dn “|, wid — 0) ан, 


E G(1+0)—G(1—0) = 1. 特别 当 ,， 


а = 1/2 
时 Gy) = 227 асып. x ， 对 应 的 结果 称 
为 反正 弦 定律 《arcsine law), WH (5,) 334 
fe Марков 过 程 *, 堵 未 La 和 2) 中 的 No М, 


都 是 它 的 加 性 泛 函 '。 特别 如 有 
E(Xı) = 0, E(Xi) = 1, 
则 ç SE ç ; 


lim P (max S, <+ n) 


* à nie 


xo, | 


ye x > Ж 


Jim P (max |$] < zV л) 
pos 


=t 5 СЮ (Сну), 
x m» 2m + 1 \ 8x? 
x= 0 
Жї, 进一步 还 可 求 出 (S+ … + SD, 
ns, 十 … + 18,0) 的 极限 分 布 ([12]). 
另外 , 当 POGI 0) 一 1 时 取 v, 为 不 超过 = 
的 5, 的 个 数 ,还 有 对 
TY 一 SS 
在 x оо 时 的 极限 分 布 的 研究 ([13]). 
【相依 随机 变量 之 和 的 依法 则 收敛 】 关于 
相依 随机 变量 ， 相 当 于 关于 独立 随机 变量 之 和 
的 中 心 极限 定理 的 结果 ， 从 C. H. Бернштейн 
和 P. Léw 开始 ,由 许多 人 所 得 到 。 其 思想 的 
要 点 是 将 独立 性 换 为 浙 近 独立 性 、 例 如 ， 设 在 
随机 变量 序列 {X,} dh, 
E(X,) = 0, S. = Xi + .+ X, 
的 方差 B, 有 限 ,由 Xo, X. 确定 的 完全 
加 法 族 记 作 吕 ,， 如 果 存 在 实数 列 {Eo}. (neds 
(ç) 使 得 LECX в, 0] « s., 
ECX} Bn) — EC) | < n, 
LEX, PIB,- < ¿, 
成 立 ,并 且 当 mn оо 时 


(二 二 VB >0, 
(m +++ + n.)/B, — 0, 
@ + +O) BL o0, 
则 S/V B。 的 分 布 收敛 于 标准 正 态 分 布 ， 后 
来 ， 这 一 结果 被 许多 人 用 同样 方法 加 以 一 般 化 
(118). 

对 于 Марков 链 ! 有 许多 工作 , P. Л. Доб- 
рушин 的 下 述 结果 是 有 代表 性 的 《{18])。 设 
WEB n, XM, e, XI? 形成 为 取 实数 值 
的 Марков $, Q9 25 Xj? 的 状态 空间 ,3 
(0j?) 为 Q WFR Ae MRR. PPC, 
A) (xe Qj?, Ac S(0j3)) 为 转移 概率 '， 

5. 一 X 人 十。 十 Xi». 
如 果 对 于 一 急 的 * 和 ji, 有 
[xX] < ¿< o, V(X) 2420, 


极限 定理 из 
Щщ п оо 时 ат oo, MJ 


(5, — E(S.))/V VG) 
AS SERED s. Po 


а = min dj, 
pom 


ej? = 1 — зыр] (х, 4) — Py, ADI, 
这 里 上 确 界 是 关于 z, ye Q, AEB (от 
所 取 的 。 关于 极限 分 布 的 类 型 ， 由 Добрушин 
得 到 以 下 的 结果 ([18])。 如果 对 于 一 切 的 ”和 
j, 0 < c< V(X) < C < co, Y n — оов 
9. таео, XH. 
(s, — EG.) )/V VG) 

的 分 布 收敛, 则 其 极限 分 布 为 无 穷 可 分 分 布 .又 
根据 C. В. Нагаев 的 结果 ， 当 (X. 为 平稳 
Мархов 链 ,其 人 步 转移 概率 为 PHC, A) Bl, 
如 对 某 个 《> A à 

dupl PG, 4) — PPG, ADL < 1, 


并 且 对 状态 空间 上 任意 的 实 可 测 函 数 1 和 数列 
{4.}, {В„} (B, > 0) А 

5. = BIX) + +++ КХ,) — 4. 
依法 则 收敛, 则 极限 分 布 为 拟 稳 定 分 布 ([19]》。 

Добрушин 完全 解决 了 寻求 取 两 个 状态 的 
Марков 链 的 和 的 极限 分 布 的 问题 ,其 中 也 包括 
局 部 型 的 〈[20])， 根 据 他 的 结果 , 非 无 穷 可 分 
的 分 布 也 可 作为 极限 分 布 出 现 . 

【随机 过 程 的 依法 则 收敛 】 1) 一 般 理论 . 
iT% (—, оо) 中 的 开 或 闭 区 间 , (2, 8, 
P) 为 概率 空间 。 考虑 以 拓扑 空间 S 为 状态 空 
间 的 随机 过 程 ' X (1, o) (we 0, re T). 由 
乘积 空间 ST 中 的 柱 集 产生 的 完全 加 法 族 记 以 
8(5D), 在 BCS) 上 由 (XC)) Ge T) 诱导 
出 的 概率 测度 记 以 Px» H 

{X (а), ХО) 
诱导 出 的 记 以 PX"*.” 设 对 于 随机 过 程序 列 
XG) 有 S WHER Е, 使 
X.G, oX1€ T, o €.Q, n 2:1) 

的 一 切 轨道 都 含 于 E. 考虑 空间 E 的 某 一 拓 
th r*， 设 这 一 拓扑 Borel 集 的 全 体 BE 与 名 
(SDNE —&. imf СЕ, BE) 上 的 概率 测 
E Po， 对 于 E 上 一 切实 值 有 界 连 续 函数 使 
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tim ( 16) as, = | 1602ns 
成 立时 ， 则 称 X. AREAS AEE Ei oP Be 
в P. 

BCE, 9) 为 完备 可 分 的 度量 空间 ,0 一 
[0,1] 上 的 Lebesgue 测度 以 P JUR. ЖЕ 
值 随机 变量 序列 《X。()} 的 分 布 收 化 于 E 的 
拓扑 Borel 集 的 全 体 上 的 分 布 Rh， 则 存在 如 下 
的 巨人 随机 变量 序列 《5. Co) Ce e 0: Е, 
(ә) 的 分 布 与 X。 (e) (n > 1) 的 分 布 一 到 
& (2) 的 分 布 等 于 Pn HA 

Р Сө”) > 664) = 1. 

对 于 实 值 随机 过 程序 列 《X,(rs e), 如 果 
i) 有 9 (R) 上 的 概率 测度 PP， 使 一 切 的 有 
限 维 分 布 Руса MAT. Pros i) 对 一 切 的 
e>0, 有 

Jim limsup sup P(|X,G) — X.G) | 


>) = o, 

则 存在 如 下 的 实 值 随机 过 程序 列 (E, G, ^) 
(weg): 对 于 任意 的 € T, E.G) 依 概率 
收敛 于 Ge), be 与 Xn > D E BCR) 
上 的 分 布 一 致 ， 并且 SG) 随机 连续 ， 其 分 布 
SF Po. i 

2) 最 多 具有 第 一 种 不 连续 性 的 随机 过 程 
的 依法 则 收敛 ， 关 于 状态 空间 为 完备 可 分 度量 
空间 (5,p) 的 ,样本 函数 ' 最 多 有 第 一 种 不 连续 
姓 的 随机 过 程 的 依法 则 收敛 ， 其 统一 的 理论 由 
JO. B. Прохоров, А. B. Скороход 所 给 出 . 
HE re Т = [0,1] > r(e) € S 的 函数 当中 , 最 
多 有 第 一 种 不 连续 性 的 ， 在 O<: < 1 中 右 连 
续 并 满足 x(1 一 0) = x(1) 的 全 体 用 DD 表示 ， 
并 且 引 进 距离 

Polx»y) = inf {suple 200) | 

+ upel) (20) ))}. 

这 里 下 确 界 是 对 将 工 一 一 映射 到 工 自身 的 连续 
函数 4 的 全 体 而 取 的 。 这 时 , i) 按 1) 的 记号 
A % = B(S)ND, ü)(D, p») 虽 可 分 但 不 
完备 ， 当 XG, 0) Ge T) 的 几乎 所 有 的 样本 
函数 为 忆 的 元 时 , 记 以 X G) € D. 


对 于 XA € D(n 20), 为 使 Px, Ер 
ERAF Px, 的 充分 必要 条 件 是 i 对 于 包含 
0, 1 在 内 的 [0,1] 的 稠密 子 集 N. nsns 
n€ N Bl, Руа 收敛 于 Plast; ü) 对 一 切 的 
80, 

lim limsup P(Ap(h, X.) > 8) = 0, 

这 里 Ap (A, x) = sop (min (p (x(n), «(0)» 
e(x(42), z(0))|: —A < n< аъ). 

在 D 中 的 由 连续 函数 全 体 所 形成 D 的 子 空 
МС EEK po 与 

ec, y) = max{p(x G), 

у00)10<:<1) 
ЖА, A» 对 应 于 

Ac, х) 

= max{ p(x(s),x (ш) )| ls — (1 <A}, 
相当 上 述 忆 的 情形 的 结果 有 以 下 事实 成 立 : 当 
Xa € C (n 2 0) 时 ， 为 使 在 C 上 Px, 收敛 
于 Px, 的 充分 必要 条 件 是 i) 对 一 切 的 nsns 
1, € NGCN 与 也 的 情形 相同 ) РУ 收敛 于 Рус; 
н) 对 一 切 的 82 0， 

limlimsup P(AC(A, X.) > 8) = 0. 


又 在 上 述 条 件 下 ,存在 如 下 的 (E(t, )) 
(ET, w'€Q)eD (REC) (n>0) (@= 
[0, 1], P 23 Lebesgue 测度 ): 

Pi, = P Gn 2 0), 
ЭРЕ PCov(Earko) — 0) — 1 
(或 P'Coc(5,, 89) + 0) = 1) 
йу. 

ТЕЖ Прохоров 定理 在 应 用 上 比较 方便 : 
如 果 对 于 实 随机 过 程 族 (X.(0) 0 < < 1, 
atA), 有 

ECX) — X.G)|) < eli «pns, 

А acd 
GE а, b, c 为 与 < 无 关 的 正常 数 ) 成 立 , 并 
E X.(0) 的 分 布 {PX。} 作为 实数 轴 上 的 分 布 
族 是 全 有 界 的 , 则 X.C) € C(a € A) 并 且 {Px。} 
作为 C 上 的 分 布 族 是 全 有 界 的 . 

3) 对 于 Марков 过 程 ' 的 依法 则 收敛 定 


理 . 设 以 可 分 完备 度量 空间 (S, e) 为 状态 空 
词 的 Марков 过 程 {X} (0 e 1) 的 转 
移 概率 P(s,x; t A), 4 0<: ix, AE 
B。 固 定时 关于 x€ S HIN. 4 

VG) = (yle, у) Se}, 
考虑 两 种 条 件 : D) 对 于 一 切 的 e > 0 和 


< <1, 
lim sp Р(д z; s VG) = 0, 
其 中 а, n 不 论 取 于 
29g <: +В, 
r A< nensi 
l-hSun<n<l 
kg arn a С) 对 一 切 e> 0 
p PO z; t, VG)) € ho (A), 


mo 
XH Ф, (0 mm e> 0g 4,001 
0(^10) 的 函数 。 如 果 {X(D 0 << Dil 
足 D) 或 C)， 则 分 别 存在 与 XC) 等 价 (一 随 
机 过 程 ) X'G)eD REC. 以 此 事实 为 基 
础 ， 可 对 Марков 过 程序 列 的 极限 规律 进行 讨 
it. 

对 于 Марков 过 程序 列 (X.(0) 

(oi, 20), 

dni) D) 中 的 收敛 关于 = 一 致 成 立 Gk C) 
对 于 与 n Ж Ф, (A) MIL), ii) RNS 2) 
相同 , 对 一 切 的 n. EN, PES 收敛 于 
Рага, 则 Px, ED ERC БСР Px 

4) Марков 过 程 的 生成 算 子 + 的 收敛 与 依 
法 则 收敛 ， 考 虑 以 Re 为 状态 空间 的 \ 时 齐 的 
Марков 过 程 {Х)} (0 <;< о). ¥ Re 
上 有 界 连 续 函 数 的 全 体 记 为 C， 二 次 连续 可 微 
并 且 直 到 二 次 的 偏 导数 为 有 界 的 一 致 连续 函数 
的 金 体 记 为 D, XO) 的 推移 算 子 

T(0«:« c) 

将 C 映 射 于 C 中 并 且 T, (EC 上 弱 连 续 。 进 一 
步 设 有 以 下 的 条 件 i), ü), i) Т, 的 a 次 Green 
HT G. @ G.D?C DO, ü) T, 的 弱 生成 算 
于 了 的 定义 域 € (D)OD?, 而 对 于 ped” 
有 


BER сыз 


+ 5: a) 9e 2 


+ o — «c 


uM par 


(x, dy), 
Bx Te ») 


这 里 r= (ye, хт) В", а(х) SR 
BE (bi(x)) 满足 条 件 :“ 存 在 与 * 无 关 的 
0<a < с. < оо, 


使 对 任意 的 Ei <m) 有 
aD ES Уо а У B. 
7 ‘a i 


X M(x, dy) (€ R°) 为 В" 上 的 测度 ,并 且 
WBA: 对 任意 的 “> 0， 
sup I(x, V'(x)) < oo 


且 
sup П, Уж) 一 0 一 oo) 
sup ANE — y PIC, dy) < oo; 
对 于 在 x 邻 域 中 为 0 的 C 中 的 元 e > 0, 
owen 4у) = |же бп, 4у) 


(z. — n9). 

对 于 满足 以 上 条 件 的 Марков 过 程序 列 
{X.@} (0 > 0), 
fein FRE. а) XT x 一 致 地 


lim | aby — хх, dy) 


= INCO — x)I "s, dy), 


这 里 DEC 在 = = 0 的 邻 域内 为 0; b) 对 于 
pe pe, 


Daw WO 
Gols) ( 
„адо 


х Gi — r)a, (у — x) Пк, dy) 


ts BPR ERE 


关于 z 一 致 收 全 于 此 式 对 应 于 а 一 0 的 量 , 这 
里 weDe, 0 <a, «1, 
eG) = 1 Clxl €); 
= 0 (|х] 226): с) 对 于 pe DƏ, 
关于 * 一 致 地 


tim Sia LO 


Ui 6x 


“al 6g (x 
= Dare 2 
对 于 上 面 这 样 的 Марков 过 程序 列 
1x.C)) (22:0, 

如 果 X。(0) 的 分 布 收 敛 于 Xo (0) 的 分 布 ， 
n— оо, WJ Px, WRF Px. 

XM 一 Gs Xa X..) 021) 
为 Марков 链 的 序列 ,如 果 对 于 

Җ(в + ly si 1)(»+ 1)”: 
令 X. C) = X4, X. (1) — X,,, WM Hh E — 
Марков 过 程序 列 {X。(D ) (0 c < 1), RF 
它 的 依法 则 收效 有 与 上 面 类 似 的 定理 成 立 ， 另 
外 ,对 于 非 时 齐 的 Марков 过 程 ， 可 归结 为 时 
齐 的 情形 ([26])， 

【经 验 分 布 的 收敛 】 设 Xelo) 

(а<4<л), Y(o) &j«m) 
为 具有 同一 分 布 函数 F 的 独立 随机 变量 。 如 果 
Ф Nils, о) 为 满足 Xk < r 的 的 个 数 , 则 
F.(z, о) = n N (z, 0) 为 一 以 为 参数 的 
分 布 函数 并 称 为 对 应 Р 的 经 验 分 布 函数 (cm- 
以 概率 1 
Hy = sup| F(x, 9) — FG] + 0 (n — оо) 


Жї. Ф GG, e) № (Y,) 的 经 验 分 布 函 
数 ， 


pirical distribution fanction ), 


Н, = sup(F GG, 0) — FG), 
H'Gsm) = supl Fins) — Gals Db 
H( m) = sup CF Gs в) — Gals ө)), 


当下 为 连续 函数 时 以 下 定理 成 立 。Kowmoropos 
ЕШ: 当 ”一 oo kj, E 


POS n H? < z) — KG) 


(ко = У торса) > 0); 


e 
— G <o). 


Смирнов 定理 : 
i) Буян. < х) = 0 (z <0); = 1 


а-у ау S(t 


у) G — kt n eet 


(ox mn, [уя ]); mM V n). 
{о п-» 时 
POS n H, < z) —> LG) (LG) 
= 1 — exp (—2r')(x > 0); 
= <0)), 
š) X n— оо, mor (常数 ) 时 ， 
P((nm)"(n-- т) Н (n, т) к) — KG)» 
P((nm)"(n-c- m)"^H(n, т) < x) — L(x), 
这 些 定理 作为 随机 过 程 的 依法 则 收敛 可 以 叙述 
如 下 。 设 Р(Х) 为 [0，1] 上 均匀 分 布 的 随 
机 变量 ， 如 令 vC) 为 使 F(X4) < ci 
TX, k=l, 2,5. n, 


X.) Vn) —1) (rx D), 
X,(0) = 0, 
则 EX.) — 0, 
EQGG)X,G)) = mins 1) — sty 
Ні = sup 1X, (|, 
H, = supX,(), 


如 取 (XC) Co << 1) 为 使 
E(XG)) 一 0， 
E(X () XG)) = min(s, £) — t 
的 正 态 随机 过 程 +, 并 令 


Ht = apl X) l нархо, 


MJ Px, KAF Ру GED E, 参看 前 节 ), 从 而 
得 到 
POV n Hi > х) > PUT > z), 

P nH, > x) > РОН > x), 
同样 地 ,如 令 unl) 为 使 G(Y,) <: 的 i 的 
个 数 , 则 

Н, m) = sopln^t», G) та C) |, 
并 且 当 n— 90, mi — В, 
PC nm)(n + m)"2H* (n, m) > z) 


P(r) PX) —V r Y(0 123) 


йу. Yo 是 与 XG) 独立 并 且 与 X(D 8 
从 同一 分 布 的 随机 过 程 。 还 可 以 求 出 HI. H* 
(nym) 等 的 分 布 的 具体 形式 和 渐 近 展开 ([32]， 
(331). 
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ятностный процесс Н 确 率 过 程 ] 【各 种 定 
X) 随机 过 程 是 作为 随时 间 变化 的 偶然 量 的 
数学 模型 而 产生 的 。 给 定 基本 概率 空间 *〔2， 
BP) 和 实数 集 T， 对 每 个 (€ T 有 在 , (0,8, 
Р) 上 的 实 值 随机 变量 + X,(w》 与 之 对 应 时 , 称 
人 随机 变量 族 (Ges 20 (0, 9, P) 上 的 随机 
过 程 或 简称 为 过 程 。 通 常 称 : 为 时 间 参 数 《ti- 
me parameter). RFI {X her 的 有 限 
个 随机 变量 (Xatto Xan) 的 联合 分 布 ' 称 为 
此 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 (finite dimensional 
distribution). 随机 过 程 按 其 有 限 维 分 布 的 特性 
可 分 成 许多 种 类 ， 作 为 主要 的 有 可 加 过 程 '( 或 
独立 增 量 过 程 )、 Марков 过 程 *+、 平 稳 过 程 *、 
BY RULE. 这 样 依据 有 限 维 分 布 来 描述 
特征 之 所 以 可 能 ， 是 由 于 根据 Колмогоров 的 
扩张 定理 ' 《一 概率 分 布 ) 有 以 下 事实 成 立 ， 如 
果 给 定 一 满足 相 容 条 件 ' 的 有 限 维 分 布 族 , 则 在 
T 上 实 值 函 数 的 空间 W 一 R” 上 适当 构造 概 
率 测度 ,可 使 取 we W 在 + 的 值 为 X《w) 所 
得 的 随机 过 程 (X, r 具有 已 给 的 有 限 维 分 
ж. 其 次 ,给 定 二 随机 过 程 
7 = {Хет Y = Oen 
当 它们 定义 于 共同 的 概率 空间 (0,9,P) EH. 
满足 
P(X, = Y,)=1 GET) 

时 , 称 此 二 随机 过 程 为 等 价 的 〈equivalent)， 并 
且 称 其 中 每 一 个 为 另 一 个 的 修正 (modification ). 
а 与 4 不 必定 义 在 同一 概率 空间 上 ， 只 要 
它们 的 有 限 维 分 布 相同 ， 就 称 其 中 每 一 个 为 另 
一 个 的 表现 〈version)， 根 据 Колмогоров 的 扩 
张 定理 ,对 于 任意 的 随机 过 程 ,都 能 在 W 上 构造 
出 它 的 表现 . 

在 随机 过 程 {X,}er 中 固定 时 所 得 的 + 
的 函数 Х(о), 称 为 对 应 。 的 样本 函数 (sample 
function)， 样 本 过 程 (sample process) 或 轨道 
(path). 对 随机 过 程 施行 各 种 运算 以 及 研究 样 
本 的 连续 性 及 其 它 详细 性 质 时 ， 需 要 考虑 的 重 
要 概念 有 可 测 性 和 可 分 性 。 以 下 取 了 为 实数 的 
K, PEENE 已 在 必要 时 考虑 为 完备 化 * 的 。 
HEI ATW Bod 子 集 + 的 全 体 ， 如 果 G, o) 


的 函数 Х(о) 是 S x B 可 测 的 , 则 称 此 随机 
过 程 为 可 测 的 《measurable)。 为 使 随机 过 程 具 
有 可 测 修正 ， 例 如 只 要 有 下 面 即将 叙述 的 依 概 
率 连续 性 即 可 .。 又 如 存在 工 的 可 数 子 集 5, 使 
得 

Plo] 对 任意 的 ¿€ T, 
ai Khe) < Xa) < is Ea) 
成 立 , 则 称 (X, r 为 可 分 的 《seperable)， 根 
据 J. L. Doob 的 结果 ， 任 意 的 随机 过 程 都 具 
有 可 分 修正 ([4]). 

对 于 随机 过 程 考虑 过 种 种 连续 性 ， 对 于 任 
ЖЕЛЕ Е, 4 

P(|X,—X,| >s) +0 (rs, t, r€ T) 

成 立时 , 称 {X her 在 ЄТ 依 概率 连续 (con- 
tinuous in probability), 又 当 平均 值 存在 且 

E(|X, — X, 0 G— 5, 65€ T) 
成 立时 ， 称 过 程 在 (€ T 为 (一 次 ) 平均 连续 
类 似 地 还 可 定义 
PCS 1) 次 平均 连续 。 如 果 平 均 连续 ， 则 必 依 
概率 连续 。 其 次 ,如 (Хет 可 分 , 则 

D, = (o|X (o) = lim. X Co) Ub, 


т 


(continuous in the mean), 


都 是 可 测 事件 . 当 P(D,) > 0 M. € T 称 为 
(X, er 的 固定 不 连续 点 (fixed point of discon- 
tinuity )。 
AY ГА = 0 
er * 
意味 着 样本 函数 以 概率 1 连续。 以 下 的 Kon- 
могоров 的 定理 给 出 了 它 的 一 个 充分 条 件 : 如 
果 有 某 正常 数 r,e, c 使 
ECIX, — X] < e| | 
mur. WEE (Хет 的 修正 {hern HE 
本 函数 以 概率 1 连续 , 且 对 任意 的 
8(0 一 5 一 e/y)，N «oo, 
满足 
PO A —_ 
一 0) 一 1. 


关于 样本 函数 的 右 连续 性 和 连续 性 的 问题 ， 开 
始 于 由 P. Lévy 完成 了 理论 主要 部 分 的 可 加 过 


1, — ХД 


程 的 情形 ,此 外 有 E. B. Дынкин, D. B. Ray, 
Л. B. Серегин (—>Марков if #), G. A. Hunt, 
10. К. Беляев (一 平稳 过 程 ) 等 人 的 许多 研 
LA 

在 随机 过 程 (特别 是 Марков HERRY 
研究 中 ,常常 给 出 满足 以 下 D, ii), ш) 的 完全 
加 法 族 ' 的 递增 族 MS). 它 将 起 着 重要 的 
作用 。 设 AX er XCO, B, P) 上 的 随机 过 程 ， 
T = [0, +оо), i) B.CB(Wre T); ii) (| 9, 
= (Vie T); ii) (X), 适应 (adapted) 
{®,}, BORE (€ T, X, 为 9, 可 测 。 这 种 
WEF WE {wjr(w) < ) €B, (WHET) 在 
【0, 十 oo) 中 取 值 的 9 上 的 随机 变数 r 称 为 停止 
时 间 (stopping time) 或 Марков 时 间 (Markov 
time), HB (> 0) 当然 是 停止 时 间 。 又 停止 
时 间 列 的 极限 仍 为 停止 时 间 ， 如 e, 为 停止 
时 间 , 则 min (о, r), max (e, r) №. Ф 8, 
为 满足 4N{r 二 +:}EB(YiE T) Ж AEB 
的 全 体 , 它 是 个 完全 加 法 族 . 

c (o) = inf (|X (e) € B) 

称 为 有 的 到 达 时 间 (hiting time), ЖЖ ов 的 
可 测 性 问题 ，Hunt，R. M. Blumenthal 证 明了 : 
对 很 广 一 类 的 Марков 过 程 来 说 ， 解 析 集 * 的 
到 达 时 间 是 停止 时 间 。 对 此 利用 G. Choquet X: 
于 可 容 性 的 结果 ， 在 一 般 随 机 过 程 的 情形 还 根 
dE Р. A. Meyer 的 结果 ， 在 下 面 的 条 件 MA) 
之 下 ,解析 集 的 到 达 时 间 是 停止 时 间 ,进一步 对 
于 任意 的 停止 时 间 r, X, 为 B 可 测 ([16])、 
MA) HEN 52:0, M [0,5] x Q 到 实数 的 
映射 Xo) 为 S, x 名 ,可 测 ; 其 中 S, 为 [0， 
s] 的 Borel 子 集 的 全 体 , 并 设 2 上 所 有 的 完全 
加 法 族 9, 都 是 完备 化 的 。 特别 当 样 本 函数 以 
概率 1 右 连 续 时 ，MA) 是 满足 的 。 这 些 概念 
在 Марков xb BURUBUD AAAS. 

在 上 面 , Хб) 取 值 的 集 即 状态 空间 (state 
space) 取 的 是 实数 集 ， 一 般 地 还 可 考虑 以 拓扑 
空间 进而 可 测 空间 为 状态 空间 的 随机 过 程 。 上 
述 的 一 般 定义 和 结果 ， 都 可 以 推广 到 状态 空间 


为 具有 第 二 可 数 性 的 局 部 紧 空 间 的 情形 、 此 外 


随机 过 程 uie 
还 有 对 时 间 参 数 在 多 维 Euclid 空间 , Hilbert 3 
闻 等 上 变动 的 随机 过 程 的 研究 (Lévy (L147), 
H. P. McKean, Jr. ([15])). 
【 正 态 随机 过 程 】 设 7 了 为 实数 集 .在 复 随 
机 过 程 (X,) er 中 , 当 实 随机 过 程 {(&,, her 
(5, = ReX,， = ImX,) 的 任意 的 有 限 维 分 布 
为 正 态 分 布 *( 包 含 退 化 的 ) 时 , 称 {X her 为 复 
SESAME (complex normal stochastic process), 
如 X, 取 实 值 时 ， 则 简单 称 为 正 态 随机 过 程 
(normal stochastic process). 对 于 一 般 的 复 随机 
EHE {Xhe М 


а) n) = E(X,), 
1,1) = E((X, — ws) (X, — р (02); 
PG, 1) = vss DIN o G, uty 1) 


存在 时 , 称 aG) 为 平均 信函 数 《mean function), 
o(s, 1) 为 协 方 丰 函数 (covariance function), 
els, 1) XEHE (autocorrelation function) 
或 简称 自 相关 .这 时 ¿C 2) ЖЕДЕ, Hermite 
对 称 的 。 对 于 ( 复 ) 正 态 随机 过 程 ，k(t) ，v(s， 
1), eG, 是 存在 的 . KZ WAE нб) 和 
正定 ，Hermite 对 称 的 (ғ, !)， 则 可 确定 一 个 
且 仅 仅 一 个 《在 对 应 的 有 限 维 分 布 唯一 的 意义 
上 ) 满足 (1) 的 复 正 态 随 机 过 程 X,。 在 иб), 
v(5,1) 为 实 的 情形 ， 确 定 一 个 且 仅仅 一 个 满足 
G) 的 ( 实 ) 正 态 随 机 过 程 ， 对 于 正 态 随机 过 程 
1Х,), ол» ini 


Го 0) — 965 DI S clan — alt 
(0 <а<1,,(0, ғ) = 0,5, 5, 1€ (0, 11), 
则 


P(lim зыр 
doin- <3 


— |? | log |n — n) l? сле Ја?) = 1 


《a1 为 常数 ) 成 立 。 这 一 事实 由 7. Ciesielski 所 
证 明 ([1]). 

【随机 积分 】 取 Euclid 空间 RY (N > 1) 
上 的 完全 加 法 族 A, it CRA, u) 为 " 有限 的 
测度 空间 .对 于 每 个 满足 K4) < % 的 Á € 


IxG) ХС) ln 


ino puik 


%， 有 依赖 于 MCA) f (0,8, P). 上 的 复 随机 
变量 ECA) (a (A) 为 其 分 布 的 特征 量 ) 与 之 
对 应 ,使 得 4) 对 于 


U 4,7 404,69, ANA = 5 


m 
G # 1), (A) < оо) 
《可 数 ) 可 加 性 


Ssa) = sa) 


(通常 关于 平均 收敛 或 几乎 处 处 收敛) 成 立时 , 称 
复 随 机 变量 族 {S CA) лез 为 随机 测度 (candom 
measure), 随机 测度 对 随机 变量 的 积分 表示 是 
有 用 的 . 今 取 % 为 RY 上 形 如 
(aj; < x, <) (1<i<N) 

的 4 测度 有 限 的 半 开 区 间 的 有 限 并 所 成 的 集 
类 , 设 给 定 随机 变量 族 (ЕС) леа, Ва), 
使 对 于 % 中 任意 互 不 相交 的 有 限 个 集 


do dey A Ü 4o 
P 
有 限 可 加 性 


X500 = #04) 

成 立 ， 这 时 ,将 SCA) Pk. ie RAL BE 
Ж (8 Caes 是 否 有 可 数 可 加 性 每 每 成 为 
问题 。 作 为 能 够 这 样 扩张 的 奥 型 ,可 举 出 SC A) 
为 平方 可 积 且 满 中 


G) — E(E(4) &CB)) = (ANB), 
A, BE, 


的 情形 .这 时 对 于 fe LORS, a). 可 定义 随机 
积分 《stochastic integral) 


10) = | pIE), 


并 使 L(CO) 中 的 内 积 

UG) e)a = QD, 
CL; (К,а) 中 的 内 积 ) pir. N. Wiener 用 
Brown 运动 + 所 定义 的 随机 测度 ,就 相当 于 这 种 
情形 ， 伊 芯 清 一 般 地 定义 了 从 可 加 过 程 所 导出 
的 多 重 随机 测度 以 及 多 重 随机 积分 ， 并 将 其 应 


用 寺 种 种 的 问题 ([9])， 设 为 任意 的 参数 空 
H, LAR“, п) 201.(2)) (26 E)， 如 果 对 每 个 
fe 对 应 有 IG) E LLO) 使 得 

0) = s 1 
成 立 ， 则 存在 满足 (2) 的 随机 测度 三， 并 能 写 
成 

[OLIO OM 
(K. Karhunen (111). 

由 Wiener Bi ILENE A HOBA ВЕУ, БИШ 
Bil (171), Doob (14])， 可 按 下 述 的 方式 扩 
张 到 由 软 ? 所 得 的 随机 积分 ， 设 (Boer 

СТ = [0, +оо)) 
为 满足 上 述 D, ü) (9 — MUSS 2 nikik, 
LEO, Wher HWELT ARE: 存在 单 
WAR FC), OR < 有 
EEH — 36) [?18,) = FG) — FC). 
Holo) 关于 1239 9 x B арй, Dig d 
时 关于 为 B, TWE. X R 
P (toc. ozlar G) < >) = 1, 
则 可 定义 随机 积分 Ue 
ко) = (acis e)8(4r, e), ` 
进一步 如 果 pb: 
n [EGO omar co < o, 
W ECC) = o, i 
ECC») = n (| loc, өзде (д) 


成 立 .， Doob 还 考察 了 FO) 依赖 于 w 《从 而 
26 9, 可 测 ) 的 特殊 情形 , 而 足够 一 般 的 情形 被 
P. Courrége ([2]), H. Kunita and S. Watanabe 
(1381) 和 P. A. Meyer ([39]) 所 研究 . 

- 【广义 随机 过 程 】 广义 随机 过 程 的 研究 始 
F-H. M. Гельфанд (151), PH 〈([83])， 令 
D 为 支 集 ! 为 紧 的 10—90 <: < co) 的 С” 
类 函数 + OSA D HO LBM J £ fk. 
e€ Q fl pc D WRK x(p, o), x(p, о) 
对 几乎 所 有 的 中 作为 9 的 函数 是 个 广义 函数 ， 
如 果 固 定 9 作为 © 的 函数 是 可 测 的 ， 这 时 称 
x(g,0) 为 广义 随机 过 程 (random distribution, 


gencralized stochastic process), & ®(Ф') 为 
包含 形 如 {ye D lye E) (PED, EX 
Borel 集 ) 的 集 的 最 小 完全 加 法 族 , 则 由 
9,(B) = P(o|x( * ,w)€ B) (B € %( @')) 
可 导出 BCD’) 上 的 概率 测度 O. Fr 


elp) = E emo) = [omo Сау), 


PED X) x(p, o) 或 Ф, 的 特征 泛 函 〈cha- 
acteristic functional), с(ф) 连续 , ЕЕ АЖЕ 
e(0)= 1. 反之 在 给 定 具 有 这 样 性 质 的 <(P) 
时 ,根据 Bochner-Minlos 定理 ,唯一 确定 以 Сф) 
为 特征 证 函 的 BCP) 上 的 概率 测度 Ф. ВОВЕ 
f (@', BD’), Ф) 上 构造 以 (o) 为 特征 
证 函 的 广义 随机 过 程 . "E 

至 今 为 止 被 研究 的 广义 随机 过 程 的 典型 种 
类 ， 有 平稳 的 和 各 点 具有 独立 值 的 广义 随机 过 
程 ， 关 于 平稳 广义 过 程 ,一 平稳 过 程 [ 弱 平 稳 广 
义 过 程 ][ 强 平稳 广义 过 程 ]。 其 次 ,对 于 广义 随 
机 过 程 Xp. o), ШЖ pier) = 0, R| 
X(gi,o) 与 X(gi,0) 便 相互 独立 , 即 

cpi Ф) = cp) Pp) 

成 立 ， 这 时 称 X(p，w) 为 各 点 独立 ( 值 ) 的 广 
义 随 机 过 程 (random distribution with indepen- 
dent values, at every point) ([5]). 


‹(ф) = exp (Ко KAORE 
Ф Ce) dat) 


(但 f ÆRE f(0, +++, о) 一 0) 成 为 各 点 上 独 
立 的 平稳 广义 随机 过 程 的 特征 泛 函 的 一 个 充分 
REC 人 一 0 时 也 是 必要 条 件 ) 是 : 对 每 个 
6 > 0, expCsfxos xb yzt)) 20 (xo m, 75 
x € R* 的 正定 函数 ， 这 时 还 可 以 得 到 f 的 具 
KAR. 特别 当 《一 0 时 ， 上 述 结论 成 立 
的 充分 必要 条 件 是 exp fe) 为 无 穷 可 分 分 布 * 
的 特征 函数 ([5]1). 作 为 这 样 的 例子 ,如 对 Brown 
运动 取 微 分 (广义 函数 意义 下 ) 所 得 到 的 广义 随 
机 过 程 (所 谓 的 Gauss HRA (Gaussian white 
noise))。 它 的 特征 泛 函 是 


ep(— 1} lec) а). 


Ши uz 


KFS ЖШШЕ, HPE (1101),А. M. 
Яглом([20]), Feaspaua-H. Я. Виленкин([6]) 
等 人 的 许多 研究 。 ЖУК, К. Urbanik (K. Урба- 
ник) 将 上 面 那样 以 L. Schwartz 的 理论 为 基 
础 换 成 以 J. G.Mikusiáski 的 理论 为 基础 ,展开 
了 广义 随机 过 程 的 理论 ([17]，118]). 

关于 过 程 一 般 理 论 新 近 的 发 展 ,一 [40]. 由 
P. Л. Добрушин ([41]) 所 给 出 的 平衡 状态 
的 一 个 概率 模型 开始 了 统计 力学 近代 概率 方法 
的 研究 。 
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Марков 过 程 [Ж Markov process 法 proces- 
sus markovien ¿Ë Markoffschet Prozess {À ma- 
рковский процесс A + a 238 ETE LX her 
是 概率 空间 (0,9, P) 上 定义 的 随机 过 程 ', 且 
随机 变量 X, 的 状态 空间 + S 为 实数 集 R, NiE 
Euclid 空间 RY, 或 者 一 般 地 是 满足 第 二 可 数 
公理 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,而 T 为 区 间 [0， 
оо) 或 (0, 1, 2…}《T 为 实 轴 上 的 区 间或 
{…， 一 1,0，1，2…} 等 亦 可 ). 当 任意 地 选取 
了 内 的 点 nume < n BEX, 


X, Xs。 时 的 X, 的 条 件 概率 "分 布 ,等 于 
DAE X,。 时 的 X, 的 条 件 概率 分 布 , 此 时 称 
{Xhe 为 Марков 过 程 ， 此 即 下 式 以 概率 1 
成 立 . 
(1) POCG € A|X, = x, +++, Xon = n) 

= P(X, € A|X,, = х,,), 4€ 805) 
B(S) 是 包含 5 的 开 集合 全 体 的 最 小 的 完全 加 
法 族 '。 

对 于 Марков WH {X,},er， 存 在 满足 下 
列 性 质 的 函数 PG, x, г, A), s, 1€ T, z€ S, 
Ає® (5), VOS (X), 的 转移 概率 〈tran- 
sition probability), Ж <. 
(2) PG, z, 1, A) 当 s, 固定 时 ,关于 4 是 概 
率 测度 ,就 x 而 言 BCs) 可 测 . 
69) Р(з, хуз, 4) 1, z€ A, 

= 0, z& A. 
(3) P(X,€ A|X, = x,) = PGs, z t, A) 
CARER 1 成 立 ) 

Chapman-Koamoropos 等 式 : 
(4) PG, х,и, A) 


= | PCs 25 a) PG, y u 4) 
Gs<t<u) 


关于 X. 的 分 布 除去 在 一 个 测度 o 的 集合 以 外 
RÙ. 

反之 ,对 于 给 定 的 满足 (2), (2), (4) 的 
函数 PGs, z. r, A), НЗ} B(S) 上 给 定 的 概 
率 分 布 x， 存 在 以 P(s, x, t, A) 为 转移 概率 而 
Xo 的 分 布 与 一致 的 Марков 过 程 {Xi her. 
在 随机 过 程 的 等 价 性 意义 之 下 (一 随机 过 程 ) 它 
是 唯一 确定 的 。 Хо 的 分 布 称 为 Марков 过 程 
{X,jer 的 初始 分 布 Gnitial distribution), 

如 果 转 移 概率 仅 依赖 : 与 ， 的 差 ， 即 如 果 
HEE 1, x, A 的 函数 PO, z, A) 使 得 下 式 成 
立 

P(s, x, 1, A) = P(1— s, z, A) 
则 称 此 Марков 过 程 为 时 齐 的 (temporally ho- 
mogencou), 又 当 S 是 加 法 群 时 , 若 存在 92 A 
的 函数 Ps, r, A) 使 转移 概率 表示 成 

P(s, x, t, A) = PCs, t, A — х), 


其 中 4—х={у—х|ує 4} 
则 称 为 是 空 齐 的 (spatially homogeneous). 当 
S=R* 时 ， 空 齐 的 Марков 过 程 是 可 加 过 
FU. 状态 空间 5 为 可 数 集 的 Марков 过 程 称 
为 Марков 链 *， 此 外 , 轨道 以 概率 1 连续 (一 
随机 过 程 ) 的 Марков 过 程 称 为 扩散 过 程 ' (一 
Марков 链 ,扩散 过 程 ). 

Марков 过 程 的 有 限 维 分 布 ', 当 给 定 了 初 
始 分 布 时 ， 由 转移 概率 唯一 地 确定 。 在 这 个 意 
义 下 转移 概率 是 Марков 过 程 的 特征 量 。 А. 
Н. Колмогоров 证 明了 当 

了 一 [fo, co), 5 = RY 
时 , 若 转移 概率 具有 关于 Lebesgue 测度 充分 光 
MERER p(:，r，:，y)， 并 满足 保证 轨 
道 的 连续 性 等 的 某 些 解析 条 件 时 , 则 p(s, х, г, 
y) WHE Fokker-Planck 偏 微分 方程 + 反之 ,对 
于 给 定 的 Fokker-Planck 偏 微分 方程 , 求 满足 它 
的 转移 概率 唯一 存在 的 条 件 的 问题 被 提出 来 了 
《一 [21]， 扩 散 过 程 )” W. Feller 将 该 方程 扩 
张 到 某 种 类 型 的 积分 微分 方程 ， 用 古典 分 析 的 
方法 ， 对 这 个 问题 做 到 了 部 分 的 解决 《[11]). 
此 外 ，C，H. Бернштейн, P. Lévy 等 用 随机 微 
分 方程 尝试 了 概率 论 方式 的 研究 ， 伊 蒋 清 对 此 
进行 了 严密 化 《[1], [24], 71). 

这 个 间 题 还 与 半 群 理论 有 关 ， it B(S), 
C(S) 分 别 是 S 上 有 界 可 测 及 有 界 连续 的 实 函 
数 的 全 体 ， 当 5 为 非 紧 时 , UR CCS) 的 函数 之 
中 ,在 5 的 1 点 紧 化 ' 的 无 穷 远 点 收敛 于 0 的 全 
体 函 数 的 集合 记 为 c.(S). 若 对 于 fe BCS), 
用 时 齐 的 Марков 过 程 的 转移 概率 P(1,x,4)， 
定义 BCS) 上 的 算 子 T, 为 


G) TYG) =f тох, eG) 


则 算 子 族 (T) 满足 下 列 条 件 

(6) Т.Т, = Tan T, 是 线性 正 算 子 ', 且 
йт « t. 

(T,) 每 每 使 BCS) 的 子 空间 CCS), CCS) 不 

变 , 故 可 视 为 其 上 的 算 子 族 . 反之 ,假如 5 是 紧 

的 , 给 定 CCS) 上 的 算 子 族 {7,} 且 满足 (6) 时 ， 

Ж F. Riesz 定理 ， 则 由 关系 (5) 转 移 概率 可 


Марков iif 1123 


唯一 确定 . 当 5 为 非 紧 时 ,上 面 的 论述 对 С„(5) 
成 立 。 由 此 可 见 ， 前 述 Fokker-Planck 方程 与 
Марков 过 程 之 转移 概率 的 关系 ,在 吉 田 -Hille 
的 半 群 理论 范围 内 来 考 志 ， 情 况 就 更 为 明显 

Feller 就 一 维 扩散 过 程 之 情形 ,从 半 群 的 立 
场 ,确定 了 一 切 可 能 的 边界 条 件 , 得 到 了 二 阶 微 
分 算 子 的 本 质 上 的 表示 (一 扩散 过 程 )， 完 全 确 
定 了 一 维 扩散 过 程 的 解析 构造 ([12],[13]). 继 
之 E. B. Дынкнн (171), (PR-H. Р. Mc- 
Kean ([18]), D. B. Ray ([30]) 对 此 进行 
了 研究 ， 一 维 扩散 过 程 的 研究 不 论 概率 论 方式 
的 还 是 解析 方式 的 ,在 某 种 意义 下 均 告 结束 . 按 
着 G. A. Hunt ([16]) 研究 了 Марков 过 程 
与 位 势 之 间 关 系 的 一 般 理 论 ，Fdler 〈[14]， 
[15]》 进 行 了 关于 Марков 过 程 的 边 值 问题 的 
研究 .结果 关于 Марков 过 程 的 概率 性 质 与 位 
势 论 、 边 值 问题 、 算 子 论 中 的 解析 量 之 间 的 关 
系 有 了 新 的 展望 ， 同 时 ,诸如 轨道 的 连续 性 、 强 
Марков 性 等 ,严密 处 理 轨 道 的 性 质 的 方法 已 经 
建立 ,Mapxoe 过 程 论 不 论 内 容 还 是 形式 都 为 之 
面目 一 新 。 在 这 之 前 Lévy 对 于 Brown 运动 
及 可 加 过 程 都 进行 了 深刻 的 研究 ([23],[24]). 
J. L. Doob 关于 轨道 的 严密 处 理 进行 了 系统 的 
研究 〈[4]). 

现在 将 时 齐 的 且 具 有 连续 的 时 间 参 数 : 的 
Марков 过 程 ,进行 现代 体系 化 ， 并 在 它 的 基础 
上 和 叙述 Марков 过 程 的 主要 性 质 〈[8]). 

【定义 与 基本 性 质 】 RES 上 添加 作为 孤 
立 点 的 一 点 8 并 记 做 3, HH Bore 集 全 体 的 
完全 加 法 族 为 8). 在 [0, +оо) 上 定义 
且 于 5 上 取 值 的 右 连 续 并 至 多 是 第 一 类 不 连续 
Ши р, # (г) = Ө, MARAR >r 
有 w(s) = 8 的 函数 全 体 记 做 0. RRAN 
E w(+00) = ә. w) 一 8 成 立 的 最 小 的 
righ Uw). 其 次 ,对 于 e€ W 与 46 (0,4 
e), 

wi,wt €W Bi w7(s) = w(min(s,5)), 

wi(s) = uw + 1) 

KEN. AWE FFR, HATER w > 
wi, w; 是 闭 的 ,又 设 S=8(W) 是 由 
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[w € W | (0) € 4) (4 € 8(5)) 
所 表示 的 集合 生成 的 完全 加 法 族 . 往 后 常常 把 
wa) SR X, (w). 此 外 设 号 ,是 由 表示 成 
Go € W |w; € B )( B € B) 的 集合 之 全 体 构成 的 
田 的 子 完全 加 法 族 。. BA (w.9) 上 的 概率 
测度 族 (P.) (ze 5), 满足 下 列 诸 条 件 : 
CY 对 于 BES, P(B) Rx MA % (S) 可 
A, 
(8) PX) = х) = 1, r€ S, 
Марков $£ (Markov property): 以 P, 测度 1 满 
ж 
(9) P Cwt E B|9,) = P (B), BES 
则 称 9л = (Х,, W, P,|z € S) № Марков 过 
3E. 这 是 在 空间 5 中 移动 的 粒子 的 随机 运动 、 
其 概率 分 布 与 过 去 的 履历 无 关 者 的 数学 模型 
《一 Markov $E). 5 称 为 Марков 过 程 M 的 状 
Bla (stare space), W 称 为 轨道 空间 (path 
space), W HITR URHM (path), Pe 表示 
支配 从 x 出 发 的 粒子 的 概率 分 布 。 鉴 于 认为 轨 
道 到 达 6 则 粒子 消灭 了 的 解释 ,5 (w) 称 为 生存 
时 间 (life time, terminal time), Ө 称 为 死 点 (ter- 
minal point), 
BREER a< < +. < z 5 t, RU 

对 于 各 x, 以 P: 测度 1 有 

PG АХ, Xa) 

P(X АХ.) 

= Puig (Xi € A) 
上 成立， 这 就 表示 (OG) 620) 对 于 各 х, Ц 
x 处 的 单位 分 布 8, 为 初始 分 布 ; 为 S 上 的 前 
述 意义 下 的 Марков 过 程 。 这 个 过 程 的 转移 概 
率 由 下 式 定义 

PG, z, A) = P(X, € A), 
无 出 外 点 地 满足 


(но + es 4) = | PGs dy Ply). 


S 上 的 实 函数 且 在 8 的 值 为 0 者， 常常 与 3 上 
的 实 函数 同样 看 待 ， 它 们 之 中 具有 有 界 可 测 ， 
有 界 连续 等 性 质 者 的 全 体 用 B (5), C (S) 或 
CAS) RR. HS T, 为 

TAC) = E,GI(X,)) 


= [| pG, z, yO), 1 B (S) 


RJ (T,) (52:0) 是 BS) 上 的 算 子 族 且 满足 
(6). 此 处 F.C 是 表示 关于 P. 的 积分 ， 再 
令 {T,} 的 Laplace 变换 为 


CAO = Es (eo an) 


ЧА 
= [omi a0 


MJ C. 是 BCS) 上 的 线性 正 算 子 " 即 把 非 负 函 
TK [GO 映射 到 非 负 函数 )，lic.|| 和 1/a Най 
足 预 解 方程 《resolvent equation); 
(10) G, — G,+ (a — 8)6,G, = 0 
(T,) 及 G. 分 别称 为 M 的 半 群 (semi-group》 
及 Green 算 子 (Green's operator) 或 预 解 算 子 
(resolvent operator), 如 果 C(S) 在 Gla > 
0) 下 是 不 变 的 , 则 R= GA C(5)} 与 < 无关， 
WA Gr{o}= (0). 因此 O =al- Gz 可 
UER LEX, 而 且 它 与 无 关 ， 称 8 为 M 
的 生成 算 子 《generator)。 特别 是 (T,) Jr of 
视 为 C (5) 上 的 半 群 ， 且 若 它 还 于 :一 0 处 
ABEL, W @ 与 吉田 -Hille 意义 下 的 生成 算 
子 一 致 (一 算 子 半 群 和 发 展 方程 )，《〈C(3) a 
如 被 CCS) 替代 时 亦 同样 ， 从 而 有 必要 指出 
G。 是 哪 一 个 子 空间 的 算 子 . AR, Марков 过 
程 的 半 群 {T,} 如 在 cC) (但 S 是 紧 的 时 
为 C(S)) 上 强 连 续 则 称 此 过 程 为 Feller 过 
38 (Feller process). 

关于 Марков 过 程 的 存在 与 唯一 性 等 有 
如 下 事实 : 1) Марков 过 程 当 转移 概率 与 W 
确定 时 ， 则 它 唯一 确定 ， 但 对 于 给 定 的 转移 概 
率 ，W 的 选择 具有 任意 性 .2) A S 是 紧 的 时 ， 
Z PG, x, A) (хє$, A€ 9(3)) йд (2), 
(27), G) 及 下 面 的 条 件 (11), MEEA P 
G, z, A) 为 转移 概率 的 Марков SER. BER 
此 时 可 以 选取 w =. 
(11) 3 Bb PO WD, 

£20, 

其 中 U) 是 x 的 6 Bh. 又 当 PO, х, AD 
iB (2), QD. (+) 及 下 列 的 条 件 ONI 


有 轨道 为 连续 的 Марков 过 程 即 扩 散 过 程 + 与 
之 对 应 . 
G) sup, PO z, UGEN) < Аф), 


此 处 之 DCA) 是 ALO 时 收敛 于 0 的 单调 函数 . 
5 非 紧 的 时 ， 在 关于 无 穷 远 点 处 行为 的 某 种 限 
制 下 , ERUF 1), (1) 的 条 件 成 立时 ,可 
分 别 得 到 同样 的 结论 ([10]). 3) S 为 紧 的 ( 非 
KAI) mr, BALE CCS) (C- (S)) 上 的 半 群 
(T,), 满足 (6) 且 于 :一 0 处 强 连 续 , 则 满足 
(D 的 转移 概率 存在 且 (5) 成 立 。 从 而 存 
ERAU {T} 的 向 B (S) 上 的 扩张 为 半 群 
的 Марков 过 程 。 此 外 ,关于 轨道 的 连续 性 ,有 
对 于 一 般 的 随机 过 程 亦 通用 的 Л. В. Серегин 
之 精密 的 结果 [31]),([6], [29], [30]). 

Марков 过 程 M, 4 P(t,x,5) — 1 对 于 
fec. + 成 立时 , 称 为 守恒 的 《conservative). S 
中 的 一 点 *, 若 对 于 * 的 任 一 邻 域 及 任 一 过 0， 
从 * 出 发 的 轨道 在 时 刻 + 后 以 概率 1 折 回忆 时 、 
称 z 为 再 归 点 《recurrent point), 在 某 些 条 件 
下 , 它 等 价 于 对 于 * 的 任 一 邻 域 U， 


2 z, U)ét = oo 


成 立 ， 5 的 点 全 为 再 归 点 时 , 称 Ox 是 再 归 的 
《recurrent)， 否 则 称 为 非 再 归 的 《transient)。 若 
эл 为 再 归 的 , 则 自然 是 守恒 的 。 又 若 从 5 的 任 
意 点 到 其 它 点 的 任 一 邻 域 ， 以 有 限时 间 到 达 的 
概率 为 1 时， 有 的 称 (X) 为 再 归 的 ,这 种 场合 
在 适当 的 正则 条 件 下 可 以 证 明 具 有 混合 性 ， 从 
而 具有 遍历 性 + (ADRE). mR (C) 的 
转移 概率 具有 全 测度 1 的 不 变 测度 时, 若 初始 
分 布 为 其 不 变 测度 , 则 Birkhoff 的 个 体 遍历 定 
理 ! 成 立 ([4]). 

设 o 是 于 W 上 定义 在 [0, +0] 上 取 值 的 
B MRR, wl. wl 分 别 由 

we (0) = w(min(s,0(w))), 
we G) = w(t + ow)) 

所 定义 , 令 %, 为 (e € W |e; € BY BES) 所 
示 的 集合 之 全 体 , 且 


B= N 8, 
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对 于 各 GG {wlo(w) < 1e 8, 被 满足 时 ， 称 
c X; Марков 时 间 (Markov time)， 如 果 对 于 
任意 的 Марков Milo, T S 的 各 点 r， 
(9) P.G; € B|9,,) = Pain B). BES 
以 忆 测度 1 成立 , 则 称 9л 具有 强 Марков 性 
(strong Markov property), KARAI M 是 强 
Марков 3% (strong Markov process)， 由 于 党 
# г 是 Марков 时 间 ， 所 以 强 Марков 性 是 
Марков 性 的 精密 化 。 Марков 过 程 M 具有 
强 Марков 性 的 一 个 充分 条 件 是 : 在 my 
Green 算 子 之 下 C(S) 是 不 变 的 。 对 于 3 的 子 
RA, Bite HE e> 0 使 w() € 4， 则 令 
аи) 为 这 样 :的 下 确 界 , 否 则 令 其 为 co , 称 为 
4 的 到 达 时 间 Chiting time) (有 时 以 + 宇 0 代 
ВЕШ г> 0). BALAK. MJ o, 是 
Марков 时 间 。 特 别 当 到 仅 由 在 [0, 5Cw)) 上 
连续 的 w 构成 时 ， 则 对 任何 闭 集 A, о, 也 是 
Марков 时 间 。 P(X. € E) 在 * 固 定时 ， 在 
某 些 条 件 下 看 做 E 的 函数 ， 构 成 具有 支 集 为 A 
的 (5, (5)) 上 的 测度 ， 称 它 为 由 * 到 4 的 到 
达 测度 (hining measure), HID Н, (x, ). 
另 一 方面 ,对 于 A, or HOOT AH 
间 (saying time), JfidÉk ra 当 9n 为 强 
Марков 过 程 时 ,在 一 点 “处 的 逗留 时 间 r, HE 
从 指数 分 布 !: P.(r.> 0 m e, Rp 
0< (а) < +оо, 

特别 当 Ma) — оо 时 称 “为 瞬时 状态 (inman- 
tancous state), 1(a) 一 0 时 称 a OBER (trap). 

cj Марков 时 间 且 E.(c) 一 co 时 ,对 
于 具有 生成 算 子 @ 的 强 Марков { M, 有 
下 式 成 立 。 Дынкин AR: 对 于 属于 @ 的 
定义 域 之 f 


ә = =. (forc) + aoc», 
以 及 生成 算 子 的 Дынкин 表示 :” 当 点 x 为 非 
HH. 

90) = m EG) C 
199), 


当 点 * 为 套 点 时 ， 
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Gf) = o. 

JErBU х 的 开 邻 域 。 HM SHRM, A 
CCS) 在 G, 之 下 是 不 变 的 ， 则 @ 被 这 个 公式 
确定 . 

9л 为 强 Марков 过 程 时 ， 对 于 BE B,, 
有 PB) —0 或 1 这 称 为 Blumenthal 0-1 
fit (Blumenthal's zero-one law) ([10],118]). 

【对 应 于 Марков 过 程 的 位 势 论 】 New- 
ton 位 势 ' 与 RY(N 23) 上 的 Brown 运动 之 
饲 有 着 自然 的 对 应 (一 Brown 运动 ). W Brown 
运动 的 转移 概率 关于 Lebesgue 测度 的 密度 函 
WH P(t, х,у), W Newton B 2a "Ar (N/2 
==” 98 


2 x, 9M. 


到 解析 集 !4 的 到 达 时 间 o, 是 Марков 时 间 ， 
且 4 的 容量 ?是 否 为 正 , 取决 于 由 任意 一 点 < 出 
发 的 轨道 到 达 А 的 概率 是 否 为 正 。* 是 否 为 4 
的 正则 点 ?取决 于 P(o 一 0) 一 1 或 0。 此 
外 ,4 的 容量 本 身 亦 能 用 概率 论 的 方式 定义 之 . 
对 于 RY 的 区 域 D, # f 是 边界 9D 上 的 连续 
函数 , 则 以 f 为 边 值 的 Dirichlet 问题 ?的 Perron- 
Brelot А, Н 


E,(OG9)) = [,„160Наб, à) 


给 出 ,因此 到 达 测度 与 调和 测度 ' 相 一 致 ， 又 此 
解 当 OD 之 各 点 为 D 的 正则 点 时 , 且 仅 当 此 
时 为 通常 意义 下 的 解 .其 次 , 当 了 为 В“ 上 的 上 
调和 函数 时 , 则 Cn Qr) 以 概率 1 关于 : 连续 
〈[5])。 以 这 样 的 事实 为 背景 ,能 够 构成 对 应 于 
一 般 Марков 过 程 的 位 势 论 ， 例 如 Riesz fir35" 
是 对 应 于 对 称 稳定 过 程 ' 的 位 势 (一 可 加 过 程 ). 
说 明 这 个 理论 之 际 ， 首 先 引进 记号 ， 设 上 
ж G,9(5)) 上 的 概率 测度 ，B《3) 由 上 的 完 
备 化 记 为 3(5)。。 关 于 全 部 上 的 共通 部 分 


N 8S), 
WA BGS). MBP, 是 由 
PKA) = (баор А) 


所 定义 的 (W ,加 ) 上 的 测度 , 若 B, B B 的 由 
全 部 P, 的 完备 化 的 共通 部 分 分 别 是 ®., Ba 
更 时 , 则 它们 都 是 完全 加 法 族 .将 Марков 过 程 
Эй 的 Марков 冉 间 与 强 Марков 性 的 定义 用 
B, @,, ® 代替 前 面 的 %,, B B 而 加 以 修 
Pk. Марков GE M 若 具 有 这 种 意义 下 的 强 
Марков 性 ， 且 具有 下 面 的 拟 左 连续 性 (quasi- 
left-continuity) Bt, WK M 为 Hunt 过 程 
(Hunt process). Марков 时 间 的 递增 序列 (o. T 
在 pato 时 ,对 于 o(w) < оо 的 ш, X, X, 
除去 P, 测度 0 的 集合 均 成 立 ， 称 为 拟 左 连续 
性 . 若 BCS) 上 的 半 群 {T,} 作为 C.(S) (S 
是 紧 的 时 为 C (s)) 上 的 半 群 是 吉田 -Hille 意 
义 下 的 半 群 时 , 则 存在 对 应 于 它 的 Hunt 过 程 . 

Ў m 是 Hunt WH, 对 于 BCS) 可 测 的 
扩张 的 实 函数 у (irto), 


uic) = E (xoa = Craco ) 


确定 时 , 称 UJG) 为 了 的 位 势 (potential)， 称 
UJ SS З. ET 20, Uf, Ug 是 确 
定 的 ， 且 在 了 的 支 集 上 Uf < Ug RI, WE 
S 上 处 处 有 Uf<Ug. 即 忌 满 足 最 大 值 原理 
(maximum principle)。 反 之 ,有 如 下 之 事实 ， 设 
C(S) 中 具有 紧 的 支 集 的 函数 的 集合 为 Co 5)、 
WA U CAS) 上 的 正 线性 算 子 ， 它 的 象 是 
C. (s) 中 的 稠密 集合 。 如 果 如 满足 最 大 值 原 
理 并 且 存在 Co(S) 中 的 函数 序列 (fa) 使 得 
U1. 和 1， 则 存在 以 U 为 位 势 算 子 的 Hunt 过 程 
其 次 ,对 于 Марков WH M, #9 (5) 可 
测 的 函数 f 为 非 负 的 , 且 对 各 + >0 有 
“Tiki a 
成 立 , 当 1 一 0 时 eTA) > (ж), Ий! 
关于 M 是 a 超过 的 (a-excessive) (a > 0), 
特别 当 a 一 0 时 称 为 是 超过 的 (excessive)。 此 
处 T, 向 非 负 BGC) 可 测 函 数 有 自然 的 扩张 . 
此 外 对 于 120 A Uf 是 确定 的 , 则 Uf 是 超 
ta. M 为 Hunt 过 程 时 , 则 任意 的 超过 的 函 
# f 能 唯一 地 分 解 为 如 下 两 个 超过 的 函数 之 和 
f=h+g, , 
其 中 小 对 于 任意 相对 紧 的 开 集 G 满足 


M) 一 E,G(X,,)), 
ЕТ im Xu) % ($ 之 一 点 紧 化 中 的 ) 


无 穷 远 点 的 w, 满足 Ба (Х.и) =. ER 


的 分 解 称 为 了 的 Riesz #y8W (Riesz decompo- 
sition), 特别 当 M 为 Brown 运动 时 ,超过 函 
数 即 为 上 调和 函数 ， 上 述 之 分 解 与 调和 函数 论 
中 的 Riesz 分 解 是 一 致 的 , A 是 不 超过 f 的 最 
大 的 调和 函数 ， 在 Hum 过 程 中 若 f 是 超过 函 
ЖН, 则 0,00) 为 :的 右 连续 且 充 其 量 是 
第 一 种 不 连续 函数 . 又 解析 集 的 正则 点 的 定 
义 ， 亦 可 大 体 上 如 同 Brown 运动 那样 来 给 出 ， 
基于 这 一 点 ， 对 状态 空间 5 引进 所 谓 自然 拓扑 
(natural topology) 或 细 拓 扑 (fine topology). 按 
这 个 拓扑 ， 所 有 超过 函数 是 连续 的 。 若 位 势 
器 还 满足 着 干 假定 时 ， 容 量 等 的 定义 亦 能 与 
Brown 运动 时 平行 地 给 出 这些 位 势 的 核 ， 不 
一 定 像 Newton 核 那样 是 对 称 的 .关于 Dirichlet 
何 题 及 调和 函数 的 Martin 表现 等 也 有 从 概率 
论 立 场 出 发 的 研究 工作 ， 这 种 情况 亦 与 古典 的 
结果 有 广泛 的 类 似 性 (一 Mapkoe f£). 

以 上 主要 是 针对 非 再 归 Марков 过 程 的 位 
势 论 ， 但 对 于 再 归 Марков 过 程 的 位 势 论 亦 可 
建立 。 对 二 维 Brown 运动 的 对 数位 势 就 是 它 
的 典型 ,可 是 主要 的 结果 还 限于 Марков 链 的 
情形 [20])《 还 有 一 [10], [16], (181). 

(MHA SR) 加 性 泛 函 起 初 与 
Brown 运动 的 局 部 时 间 + 与 Марков 过 程 的 时 
得 变换 相关 联 而 被 引进 ， 其 后 与 位 势 论 、 黄 论 
等 相关 联 而 被 精密 地 研究 ,在 Марков 过 程 的 
研究 上 起 了 重要 的 作用 .。 

对 于 Марков LEM, : 与 之 函数 

Ф = p(w) 

荐 满足 以 下 条 件 时 , 则 称 8 为 9n 的 ( 右 连续 ， 
一 致 的 ) 加 性 泛 函 (additive functional). 

1) –%о < p(w) < 00; 2) 关于 :一 5) 右 
连续 ， 且 wx- (ш) FE, (Ub Ф, (w) 一 
p(w); 3): ЕН w mA %, 可 测 ; 4) 
对 于 任 一 六 

(12) gw) = pw) + ews). 
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此 外 ， 若 9 除 满足 1), 2), 3) 外 ,取代 4) 的 
是 (12) 对 各 r, HER P, 测度 0 外 均 成 立时 ， 
称 9 为 M 的 歼 加 性 泛 函 (almost additive func- 
tional), KAGAME e, Ф, HHH 
Be P, 测度 0 外 相等 时 称 为 等 价 ， 对 于 o, #; 
存在 与 9 等 价 且 仅 取 非 负 值 的 《至 ) 加 性 泛 函 
时 , 称 9 为 非 负 的 . 对 连续 的 至 加 性 泛 函 亦 按 
同样 的 意义 去 理解. 

Ж aa) 为 满足 下 述 条 件 的 1 ww 之 
BRAS Fro m 的 ( 右 连 续 , 一 致 的 ) 醚 性 泛 
HR (multiplicative functional). 

1) 0<a(w) < о; 
2) aw) 关于 * 右 连续 G < t) AK oc E 
在 , 对 于 (mU 有 a 一 ar-; 3 ) 固定 :时 就 
wife ®, 可 测 ; 4) 对 于 任 一 “与 有 
(12) а Aw) = а (w )a Go? ). 
加 性 泛 函 的 全 体 与 乘 性 泛 函 的 全 体 ， 按 下 列 关 
系 构成 一 一 对 应 : 
(13) a(w) = exp(—e(w)), 

ew) = — Іова (ш). 
可 以 像 加 性 泛 函 一 样 ， 定 义 乘 性 泛 函 的 等 价 性 
及 殖 乘 性 泛 函 及 其 连续 性 , 非 增加 性 等 ， 此 外 ， 
由 (13) 当 对 应 的 加 性 泛 函 为 连续 或 非 负 时 , 则 
LIPS LIA PE 

非 负 的 加 性 泛 函 9 可 以 唯一 地 分 解 成 三 个 
非 负 的 泛 函 之 和 

ew) = p(w) + ePCu) + eru). 
其 中 фо RES, eO. e MADER TT A 
调 地 增加 ，qp'” 与 эх 的 轨道 没有 公共 的 不 连 
续 点 ，p” 仅 在 ол 的 轨道 之 不 连续 点 处 增 
dm. m 的 轨道 的 连续 性 与 p = 0 是 等 价 
的 ,即使 轨道 是 连续 的 ,不 一 定 有 OP = 0, Tu 
在 Brown 运动 之 场合 ,对 任意 非 负 的 9 有 

Ф а om 0, 
于 是 可 知 ? 是 连续 的 . 
车 Pm 是 非 负 的 加 性 泛 函 , 当 


(и) «G = E, (| eao, Q2) 


为 有 限时 ， 则 xs(z) 是 a 超过 函数 ,反之 ,。 
超过 函数 在 下 述 场合 ， 可 用 非 负 的 加 性 泛 函 表 
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示 成 (14) 的 形式 . A M 是 Hunt 过 程 且 
w=, 

BE (5,8(5)) KAM BBM Crete- 
tence measure) ро: 对 于 任 一 а, а 超过 函数 除 
开 一 个 m 测度 0 的 集合 外 为 0 时 ， 则 处 处 为 
09。 此 时 ,有 限 的 «超过 函数 w 可 用 非 负 的 加 
ВФ RAR (14) 形式 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 于 Марков 时 间 的 增加 序列 (z) В. o. tE 
者 ,有 Be "ws(xroo)) 一 0 成 立 。 此 时 还 可 
以 挑选 90-0 者 作 e. Jii pg =O zv 
与 满足 上 面条 件 之 < 的 对 应 是 一 一 的 。 自然 
也 有 挑选 Фо = 0 之 9 的 情形 ,如 果 包 括 这 样 
的 Pp 时 ,对 应 就 不 是 一 一 的 .又 ,为 选取 与 ke 对 
应 的 P 为 连续 的 ,其 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 
的 Марков 时 间 的 增加 序列 , 令 lima, 一 "时 ， 


E (et uus) > Е, (ena te)) 成 立 ， 对 
于 w， 为 有 连续 的 9 与 之 对 应 , 还 有 如 下 的 简 
单 的 充分 条 件 ，1) 对 于 有 界 的 us 
e T (a) — 0G — соо); 
2) 关于 * 一 臻 地 
eT Tu n) — uL (n) —* 0). 

И Ей Ж EER FE HAY 89 kk, 
对 于 w KFS, AMER e. ATE 
工作 . 特别 ， 平 均值 为 0(E(q,) = 0) 的 P 在 
Марков 过 程 的 变换 上 的 应 用 也 是 重要 的 。 加 
性 泛 函 除 此 之 外 在 Dirichlet 积分 的 概率 论 方 
式 的 推广 及 Lévy 测度 ' 之 推广 均 被 应 用 。 

此 外 ,以 结合 律 

фСе) + p(w) = Pew), 
或 
СООО 


ARR (12) R (127) 的 非 时 齐 的 加 性 或 乘 性 
谤 函 也 曾 被 研究 〈[101，[18]，[26]，[32]， 
[33]), 

[Марков 过 程 的 变换 】 由 Марков 过 程 
经 一 定 的 运算 而 构成 男 外 的 Марков 过 程 总 称 
之 为 Марков 过 程 的 变换 ， 今 举 出 其 重要 的 例 
+. 此 外 基于 随机 积分 ' 的 变换 一 Brown 运动 ， 
BY ma BR. 


1) 基于 乘 性 泛 函 的 变换 ，。 设 “为 Марков 
过 程 ол 的 乘 性 泛 函 , 且 对 各 x 满足 
Ea) <1 
并 Pla = 1) = 1. Ф 
Pet, х, T) = Е.(аХГ(х,))(Г € ®(5)), 
P, x, {8}) = 1 — PG, S), 
M) P'G6z,E) 是 5 上 的 转移 概率 ,对 于 它 Ma- 
pros 过 程 me == (5, W°, Pe, x€S) 与 之 对 
应 . 称 % 0 M 的 基于 乘 性 泛 函 “的 变换 ， 
we 可 以 取 为 F, (ü lx a 具有 下 述 的 性 质 
BY, Д] 9x 为 强 Марков 过 程 时 ，J” 亦 为 强 
Марков 过 程 。 х РАЗН 8 а, APRS 
条 件 成 立 ,也 有 同样 的 事实 。 条件 是 ,对 于 任 一 
Марков В] с 及 满足 + >= 的 % 可 测 的 r， 
以 及 任 一 5s 上 的 有 界 测度 v, 除去 P, 测度 0 的 
一 个 集合 外 有 
а (и) = awawi), 
反之 , 设 给 定 同一 状态 空间 上 的 两 个 Mapkoe 过 
En, w, MAME 0. 此 时 若 w 
的 概率 分 布 P. 关于 M 之 P, 为 绝对 连续 时 , 
则 9w 是 9m 的 基于 某 殉 乘 性 泛 函 “的 变换 . 
下 面 列举 这 样 的 变换 的 具体 例子 . 

D МК. o е 0 <o, <1 MP oN 
变换 称 为 消灭 〈killing). 实际 上 me Ag 
着 эл 的 轨道 办 前 进 的 粒子 ,以 到 г 的 生存 概率 
% а, 那样 被 消灭 (飞跃 到 8) 而 得 到 的 Map- 
ков 过 程 。 特 别 当 c(x) E S 上 的 非 负 有 界 连 
续 函 数 时 , 令 


aa) = exp (— [06 002). 


则 = 满足 上 面 的 条 件 , 又 当 (T,) 为 CCS) 上 
的 半 群 且 具 有 生成 算 子 8 时 , me SERE CTI) 
FA CCS) 上 的 半 群 , 且 其 生成 算 子 ® 与 @ 
有 同一 定义 域 且 有 ® = ® — с ([19)). 
2) MBER. # p 为 满足 
Е,(ф,) —0, Egi) < © 
的 连续 加 性 泛 函 , 且 是 根据 
Ex(9i) = Е.ф) < оо 
而 由 oe, 所 确定 的 连续 非 负 加 性 泛 函 时 , 则 
af w) = ехр(ф, — 9/2) 


是 乘 性 泛 函 ， 上 且 由 它 所 确定 的 变换 称 为 漂移 
(drift) 变换 .特别 当 9л 为 N 维 Brown 运动 ， 
R. bytes, by 为 有 界 可 测 时 , 取 


sj, Ў sax (0 


《随机 积分 )， 


MU о, 给 出 漂移 变换 。 若 betty by € С„(5), 
у эя” 的 半 群 把 c.(S) 映 入 到 C. (5) m, 
若 1 在 s 上 直到 二 阶 导数 为 有 界 连续 时 。 则 f 
在 @ 的 定义 域 中 且 有 
zd. 506,91 
61-4 + 5 BS 
(191,027). 
3) 上 调和 变换 ， 设 * 是 9n 的 超过 函数 ， 
令 A = (|0 < ula) < оо), HXAw) € ARE 
令 
aw) = wu XAw))/u XAw)) Xo) & A 
时 令 a(w)-— 0, H) a, REZE. % 的 基 
于 a 的 变换 (上 调和 变换 (superharmonic trans- 
formation)) 是 由 Doob 引进 的 。 其 转移 概率 
P, rsT)， 当 z€ A NDS 


“(уз Са x, dy)u(y)3 2&4 


B i2>0 80; xs4 且 :一 0 时 为 8(T)。 
特别 当 mt 是 Hunt AE C (S) 在 s 的 
Green 算 子 下 是 不 变 的 ,又 « 是 连续 的 且 满 足 
0<с <u < < оо 
时 , 则 % 的 Green 算 子 亦 具有 同样 的 性 质 ， 
可 由 Of = 4 G(uf) 给 出 ， 其 中 
®(®°) = (11j« € 9(9)) 
(191). 
н) 时 间 变换 . 此 处 以 稍 广 的 意义 解释 时 
间 变换 time change), 考虑 以 下 的 例子 . 
4) 基于 加 性 泛 函 的 时 间 变 换 。 mH 
Hunt 过 程 , 且 9 为 连续 , 非 负 并 满足 
Р(ф = 0) = 1 
ШЕШ. 又 设 5* 为 满足 
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Fp(w)>0| & :>0)= 1 
的 = 的 全 体 ， 并 假定 5* 为 局 部 紧 的 ， 又 W* 
为 S 上 的 轨道 的 集合 ， 它 相当 于 s 时 的 W, 
而 8* 为 对 应 的 完全 加 法 族 , 车 定义 PF 为 
PICB) = Pez (w) € B) (BE B*), 
则 M* == (s*, W*, P*, z€ S*) 是 5* 上 的 
Hun P HRAMA Ф 基于 时 间 变 换 得 到 
的 Марков 过 程 。 其 中 er 是 Ф, WAER 
RRR, KREN! 大 致 说 来 可 视 为 以 
Хо) = Кегче (ш) 
为 轨道 的 Mapkos 过 程 ,其 Green 算 于 由 
E, (freni) do) 
给 出 。 假设 M AY Green WFE CCS) BA 
CCS) B. aG) ES 上 的 连续 函数 使 得 
Qc < а(х) < < оо, 
又 设 
eio) = (Qc Cw) Jdss 
则 s*—s, ў* =H, 8* 一 %, HA MHD 
Green 算 子 也 把 CCS) BRA С (5). M, M* 
的 生成 算 子 @，g@” 的 定义 域 是 一 致 的 , 并 有 
9% = 2716. 
又 着 两 个 Hun 过 程 SA, WAAR Ж 
空间 ,其 轨道 空间 到 与 IV. 一 致 , 且 到 达 测度 之 
族 (ACs, )} 一 致 时 , 则 可 依 单 调 递增 的 加 
性 泛 函 基于 时 间 变 换 从 其 一 方 变 到 另 一 方 ， 其 
逆 亦 真 〈[2]), 
5) 从 属 运算 . 起初 由 S. Bochner 所 引进 ， 
其 后 被 推广 如 下 . 设 ec? 是 支 集 为 [0, oo) 
的 无 穷 可 分 分 布 + 的 Laplace 变换 ', В. ЕК) 
是 以 (79 为 Laplace 变换 的 分 布 ， 若 CTI) 
HH Banach 空间 上 的 吉田 -Hile 半 群 , 令 
Tt (отба) 
(Bochner 积分 )。 则 (Tf) 亦 为 半 群 ， 并 称 为 
(T,) 的 基于 由 的 从 属 运算 (subordination), i& 
(T,) 的 生成 算 子 为 @, W —Ф(—®) 为 {T+} 
的 生成 算 子 . 
今 设 (T,) 是 CCS) (C.(S)) ESPERE, 
PAE ти 一 1， 又 假定 (X,) 为 对 应 于 半 群 
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(T,) 的 Марков GH, Н { 亚 (5 } 为 与 它 独 
立 的 加 性 过 程 并 满足 

E( 0) = Ci, 
(Y,) 由 下 式 定义 时 

Yw) = Xone е) 
MJ {Y,} 是 对 应 于 半 群 {Tf} 的 Mapxos 过 
程 。 这样 从 {Xs} 基于 可 加 过 程 (YO) 而 得 
到 {Y,}， 也 称 为 从 属 运算 . 特别 当 (CO) 
为 上 阶 单 侧 稳定 过 程 (一 可 加 过 程 ) 时 ， 称 为 =“ 
界 从 属 运 算 。 (X) 为 可 加 过 程 时 ， 则 由 OG) 
经 过 从 属 运算 而 得 到 的 Марков 过 程 亦 是 可 加 
过 程 。 特别 是 由 Brown 运动 的 。 阶 从 属 运算 
可 得 到 2e 阶 的 对 称 稳定 过 程 。 又 若 在 {Xs} 
上 施行 基于 (9.00) 的 从 属 运算 ,再 施行 基于 
与 它 独 立 的 {W,(+)} 的 从 属 运算 时 , 则 与 施行 
Verw) = QE GG шо) w) 相同 ([3][28]). 

6) 倒 换 过 程 ，{X,jier 为 《9,8,P) 上 的 

Марков 过 程 时 , 若 令 X?(w) = X-(w), 
1€ T* = (4| — 1€ T), 

则 (X? jier* 是 Макров 过 程 ,并 被 称 为 {Xs} 的 
倒 换 过 程 (reversed process)。 特 别 当 S 是 由 可 数 
个 点 构成 时 , 假定 UG) - (X7). 的 转移 概率 分 
别 是 Р(х,у), Ре, х,у), R. 

Q(x) =P.X((w) = х) #0 
时 , 则 有 下 列 关系 : 

P*G,2,0y) = OC ty )P(— t уз x) 
x O(—s, z)". 

设 对 应 于 在 S 上 取 值 的 时 齐 Марков 过 程 
(x, 的 B (S) EWERS {T}. 若 (5,9 
《5)) 上 的 c 有 限 测度 ! m， 对 于 支 集 为 紧 的 f 
使 

[PA mide) < | Imc, 
[20 
成 立 , 则 称 m 为 {X,} 的 次 不 变 测度 (subinva- 
tiant measure 或 excessive measure), EE 
时 称 为 不 变 测度 (invariant measure), ,在 S 上 
取 秆 的 另外 的 Марков 过 程 (Xr), 其 半 群 
{TT} 对 于 任意 的 |, ge CoS) 及 (X) WH 
次 不 变 测 度 m， 有 


(тост (4) = [Go Tt GO Cae) 


成 立时 , 称 (XT) 为 {X,} 的 伴随 过 程 〈adioint 
process). 实际 上 在 这 个 条 件 下 mm 也 是 【X 好 的 
KREWE, 故 反之 {X} 是 (XT 的 伴随 过 

倒 换 过 程 与 伴随 过 程 之 问 有 一 定 的 关系 . 
例如 {X} 具有 不 变 概 率 测度 wm 时, 若 Xo 的 分 
布 为 m， 则 于 所 有 时 刻 г, X, 的 分 布 亦 为 
m, {X} 的 倒 换 过 程 与 {X,} 的 伴随 过 程 一 致 
(221). 
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Марков $& [3 Markov chain 法 Chaine de 
Markov Ж Markoffsche Kene 4 марковская 
nem 日 vov273H] 点 P 在 某 集合 5 中 
随机 地 移动 ,并 考虑 其 随机 运动 X,G > 0) 的 
状态 被 概率 分 布 所 确定 者 .其 中 特别 重要 的 是 
在 Харт 
Xi, = als < a< em) 

的 条 件 下 X, 的 概率 分 布 与 在 条 件 X,, = а, h} 
X, 的 概率 分 布 一 致 的 情形 . 称 此 为 Mapkoe HE, 
具有 这 个 性 质 的 运动 称 为 Mapkoe WH. 特 
别 当 运动 是 在 可 数 个 点 构成 的 集合 S 中 移动 
时 , 称 为 _Mapkoe $£. 

今后 仅 考虑 时 齐 * 的 情形 ， 作 为 随机 过 程 + 
可 将 它 令 述 成 如 下 的 形式 . 设 运动 的 状态 空 
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词 ' 5 是 由 可 数 个 元 素 组 成 的 集合 , 且 时 间 参 数 
:的 空间 T 是 (0, 1, 2, =} R [0, oo) 中 
的 一 个 . 对 于 5 中 的 各 元 素 z, 有 由 = 出 发 的 
运动 X, 的 概率 分 布 P. 与 之 对 应 ， 若 对 于 满 


nene Llas n< sme { 
任意 的 

dssn€T(jed, uns mdr т), 
有 


(1) PAX arin = yit Хы, mm Yml X 
一 zi Xu = r.) 
= Py Xa, = yis, Xim = y.) 
成 立时 , 则 称 二 元 组 《X,,P.),er,zes 为 Марков 
%. 此 时 若 令 
Px, y) = Р(Х, = y), 1€ T, х, YES 
Wü (1) 与 概率 之 性 质 , 有 下 列 诸 式 成 立 : 


(2) 0< Р(х,у) <1, 
G) DS Pay) 1, 
ra 


(4) P,(z,y)= Dy PG PG). 


Ж Р(х,у) GET, x, y € S) 为 Марков 链 的 
转移 概率 C(ransition probability, transition func- 
tion)， 称 关系 式 (4) 为 Chapman-Koaworopos. 
方程 (Chapman-Kolmogorov equation), Ж 
BE Р, 一 (P(x，y)) 称 为 转移 矩阵 (transition 
matrix), 

反之 , 若 有 满足 上 述 (2), (3) 以 及 (4) 的 
P(x,y) GET, z, y € S), WE 

PAX, = ns X,, = xu) 
= P,(z,z)P,,-, Gs xi) 
Pinsin (хатои) 
为 基础 ,由 Колмогоров 扩张 定理 ,可 以 构造 出 
И Р(х,у) 为 转移 概率 的 Mapkos fE. 这 样 
的 Марков 链 本 质 上 是 一 个 。 对 于 和 矩阵 
P= (p.,), 

Ж Poy 满足 0 < Pay < 1, 


2 5-1 


E 


RUE EU RAE. STRAP, BS 
Р = (p(x, y)) (а = t, 2,7, 
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则 由 于 pax, y) 满足 条 件 О), G), (+), Ж 
存在 以 它 为 转移 概率 的 离散 时 间 参 数 的 Map- 
ков Е. 
对 于 Марков 链 , 若 г = 0 时 S 上 的 初始 
分 布 为 上 一 P( XÚ 一 *)， 则 时 间 c 的 分 布 
up = P(X, = y) 
n 2 
ко = D a PG y). 


特别 当 它 与 + 无 关 时 , 即 
(5) m = >) mPay) 


时 , 称 4 为 Марков 链 的 不 变 分 布 (invariant dis- 
tribution), 还 常 把 (5) 的 任 一 非 负 实数 解 a. 
叫做 不 变 测度 invariant measure), 

当 S 是 ” 维 格子 点 集 且 pev mns В], 
由 它 确定 的 Марков 链 称 为 随机 走动 (random 
walk), 特别 简单 的 是 下 述 情形 : 

x, = Олу 

(格子 点 x 与 原点 相 邻 时 ); =0 GEWE). 
也 有 只 把 这 种 情形 称 为 随机 走动 的 。. 

车 把 (3) 中 的 等 号 用 不 等 号 < 替代 时 , 考 
不 对 5 添加 另外 一 点 ( 死 点 )8 的 空间 5*, 若 令 
PG, y) m PS y), z. y € S; 

Pr(x,0) = 1— >) Р(х,у), z€ S; 
E 
Pð, 0) = 1: PK, x) = 0, 
Ду (X, PF) Ж S* 上 的 Марков f£. X, 3 
到 日 这 件 事 可 想像 为 运动 的 粒子 消灭 了 ， 而 变 
到 8 的 最 初时 刻 《 称 为 生存 时 间 (life time, 
terminal time), 此 时 若 只 对 较 5 小 的 £ 考虑 Xe 
也 可 以 认为 是 5 上 的 Марков 链 、 又 
D Pky) at 


yes 


5 
РОС = 90) =1 
是 等 价 的 ,而 它们 对 所 有 的 x 均 成 立时 , 则 称 链 
EFEN (conservative), 
有 时 也 把 具有 一 般 状态 空间 的 离散 时 间 参 
数 的 Марков 过 程 称 为 Mapkoe $£. 


上 面 所 讲 的 都 是 时 齐 的 情形 ， 可 是 也 有 非 
时 齐 的 情形 。 此 时 前 述 的 Р, 一 般 说 来 依赖 于 
时 间 +, GA Pen 表示 它 时 , (1) 式 变 成 
Р,„(Х, = yrs ttt. Kom = Yal Xe 
кз, = x.) 


Р, „СХ. = yu t7 


X, = ya), 
其 中 
PAS QS Ru mm Siw 
下 面 将 仅 考察 时 齐 的 情形 . 
【离散 时 间 参 数 的 Markov 链 】 设 
x = (X. P.) 
是 守恒 的 离散 时 间 参数 的 Маскоу 链 ， 对 于 状 
BE 5 @04-Ж A, Ж 
7, = min{n > 1|X, € A} (min = +00) 
为 到 集合 4 的 到 达 时 间 (hitting time), 
Po, < ©) > 0(—0) 
时 , 记 做 x 一 y (хону), xz 一 》 等 价 于 存在 使 
f PAx,y)>0 MH n> 1. ху Aye 
mhia rey. 使 得 x 一 y Н yx 的 
X # x) 
存在 的 = 的 全 体 F 称 为 5 BORE RRB AM dissipative 
pa), 对 于 S— F 的 元 素 , RA WEG 
TRA. S—F 的 等 价 类 分 解 记 作 UE, 各 
Е. 称 为 遍历 性 类 (ergodic class), 当 F = Ø 
且 只 有 一 个 类 时 ， 称 链 X 是 遍历 的 (ergodic) 
或 不 可 约 的 (irreducible)。 对 一 个 遍历 性 类 
E， 在 其 中 考虑 (n > MP. х) > 0} 的 最 大 
公约 数 а, WES re E XX. MAHER 
38 (period), HEE .国定 之 , 若 令 
С. = (y|P,Gx,y) > OF 
(n= 1, 2, ++, d), 
则 它 满足 下 列 关系 : E= 0С, -, 
G.NG, = @(п = m), 
JG.| = 471 E] СП 表示 集合 中 点 的 个 数 )， 
У) һу,+)=1 (yé G.). 


Er j 
称 E= UG.。 为 的 循环 部 分 〈cyclic рап) 分 
解 .此 分 解除 了 顺序 以 外 与 * ER. 

Pc, < оо) = 1 时 , 称 点 * 是 再 归 的 (re- 
<1 时 称 点 x 为 非 再 归 的 《non-re 


current), 


current, transient), 点 * 是 再 归 的 充分 必要 条 
件 是 


Spc, z) = о, 


= 
又 按 * 是 再 归 的 或 非 再 归 的 ，Px(X。 = х ER 
次 出 现 ) 分 别 是 1 或 6。 特别 当 所 有 的 点 均 是 
再 归 的 则 称 为 再 归 链 (recurrent chain)， 所 有 
的 点 均 是 非 再 归 的 则 称 为 非 再 归 链 《non-recur- 
rent chain), 当 点 * 是 再 归 的 ， 则 按 平均 再 归 
时 间 m, 一 E.(c,) 有 限 与 否 ,而 分 别称 点 z 为 
正 再 归 的 (positive recurrent) 以 及 零 再 归 的 
(null-recurrent), 

一 个 遍历 性 类 的 元 素 或 都 是 正 再 归 的 ， 或 
都 是 零 再 归 的 ,或 都 是 非 再 归 的 。 与 之 相对 应 ， 
称 该 类 为 正 再 归 类 或 零 再 归 类 或 非 再 归 类 ， 再 
者 ,有 限 状 态 空间 的 Марков 链 至 少 具 有 一 个 
遍历 性 类 ,它们 都 是 正 再 归 的 . 

[Марков 链 的 极限 定理 】 再 归 链 

x = (Xas Px) 
分 解 成 遍历 的 再 归 类 ， 再 归 链 的 各 种 狂 质 可 以 
归结 为 遍历 的 再 归 链 的 性 质 ， 下 面 假设 
x= (X. P) 
是 遍历 的 再 归 链 。 关 于 转移 概率 有 如 下 的 极限 
EARI. 设 X 的 周期 为 4, 
‘ 
s= Ú с, 
= 
是 向 循环 部 分 的 分 解 ; 且 z € Gay MUJ 
lim Pus (ns y) = dmg Cy € б,); =0 


G&G), 对 于 所 有 的 z,y€ S, A 


E 
lim N”! >) Py) 一 m? 
Neo 


E 


而 且 А 
re = Hin (поо 21046. ©) 


存在 且 是 有 限 的 。 若 将 ro SPE 的 函数 则 
是 不 变 测度 ， 而 任 一 非 负 的 不 变 测度 限于 ro， 
的 常数 倍 . 链 是 正 再 归 的 等 价 于 


У), <, 


yes 
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此 时 rn, m.m,. 从 而 满足 
D lal < ° 


的 不 恒 等 于 0 的 不 变 测度 存在 的 充分 必要 条 件 
是 链 为 正 再 归 的 .此 时 ws 是 mz! 的 常数 倍 。 
设 4 是 非 负 的 不 变 测度 , 令 


10 = X edl). 
а 


对 于 满足 1(11|) < о, 
0 一 1(lgl)<oo， 
I(g) #0 的 f, g AFARI: 


t (im (2; f «о/ў) хо) 
70/10) 71. 
另外 ,对 于 
Ў кх), 


= 
大 数 定律 *、 中 心 极限 定理 *、 和 迭 对 数 定理 ” 当 
N — оо 时 成 立 . 

[Марков 链 的 位 势 论 】 对 于 给 定 的 Map- 
ков 链 , 若 人 允许 无 穷 大 值 , 则 可 定义 


Gx, у) = Dee). 


车 此 G(z,y) 不 恒 等 于 co 时 ,以 它 为 核 ， 则 有 
广义 位 势 论 对 应 于 该 Марков $£ (— Марков 
过 程 、Brown 运动 ,位 势 论 )。 例 如 对 于 5 上 的 
KER p, 


G, (z) = У) GG, Yel) 
f 


称 为 电荷 9 的 位 势 。 又 3 上 的 实 函数 

K-o < f< +оо) 
称 为 是 上 调和 的 〈superharmonic，superregular)， 
BE Pf 其 中 P 是 以 Р(х,у) 为 核 的 算 
子 , 即 


PIE) = У) P(x, yO), 


MH 120 B f2 Pf 时 ， 称 了 是 超过 的 (cx- 
cessive), Ж 一 co<f 一 oo H ў = Pf 时 , 称 f 
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是 调和 的 《harmonic; regular), 又 着 上 面 的 关 
系 对 某 点 * 成 立时 ， 称 为 在 点 * 是 上 调和 的 等 
等 。 对 于 遍历 的 再 归 链 、 非 负 的 上 调和 函数 仅 
是 常数 . 
lim >) Pep (=) 
= 

存在 时 ,通常 称 它 为 电荷 Pp 的 位 势 ， 当 0 
时 , 它 是 超过 的 . 

1) 于 非 再 归 链 ,对 于 任 一 以 有 限 集合 为 支 
集 的 p, 其 位 势 了 一 G, HE. CHE 

(Р—1)с=—1 
及 limP.G 一 0。 其 中 了 是 单位 矩阵 . 从 而 P— 
1 对 应 于 Newton 位 势 论 中 的 Laplace HF A, 
上 面 所 述 调 和 的 定义 (P 一 Df = 0 相当 于 
Laplace 方程 Af 一 0。 对 于 5 上 的 函数 f, 若 
w= limP,f 存在 时 , 则 f 能 唯一 地 分 解 成 位 势 
Go 一 f 一 P1) 与 调和 函数 w 的 和 , 称 这 个 分 
解 为 1 的 Riesz 分 解 ， 设 E 是 5 的 有 限 子 集 ， 
В. op = min{n > 0]X, € Е), W) 
169) = Poe < со) 

是 (唯一 ) 在 z€ ES 上 调和 ,在 互 上 取 常 数 1 的 
位 势 , 称 它 为 集合 的 平衡 位 势 , 它 的 全 电荷 


CE) = Уу 6) — PIG) 


称 为 E 的 容量 (capacity)。 关于 核 G 还 有 最 大 
值 原理 1 、 扫 除 原 理 '( 一 位 势 论 ) 等 成 立 . 

2) 对 于 再 归 链 ,由 于 G(x,x) 一 оо, 位 势 
核 不 能 像 1) 中 那样 去 定义 。 所 以 ,定义 与 对 数 
位 势 + 核 类 似 的 核 。 以 下 设 链 是 遍历 的 。 对 于 
非 负 的 不 变 测度 и, 若 
4(х› y) = lim(G,(z, Disi! — GGG y)» 


G,G(z,y)= D P,(z,y) 


存在 时 , 称 为 ( 右 ) TERE (normal chain), $E 
是 正规 的 必要 充分 条 件 是 


2С) = lim > P.CGxz,z)P,(os€ -) 
a fe 


( 若 存 在 时 与 * 无 关 ) 存 在 . 正 再 归 链 是 正规 的 . 


设 是 以 有 限 集 为 支 集 的 函数 .9 的 位 势 了 存 
在 的 充分 必要 条 件 是 
> mpl) J; 
此 时 有 f 一 一 49 Hur. 位 势 Аф 满足 
(Р—1)4ф = Ф 
及 
lim Р„Аф = 0, 
位 势 了 是 以 有 限 集合 为 支 集 的 函数 的 有 界 位 势 
的 必要 充分 条 件 是 “f 是 有 界 的 ,于 Es WMA 
Уб) = 0", 

【随机 走动 】 设 3 是 4 维 Eudid 空间 的 
格子 点 的 全 体 时 ， 考 虑 在 其 上 的 随机 走动 ， 令 
St = {rl0—x} 

R S= {zl =r y, х, y€ sr), 以 下 关于 
满足 s= 5 的 随机 走动 ,主要 是 叙述 F. Spitzer 
的 结果 .满足 下 列 条 件 时 ,随机 走动 是 再 归 的 : 
i)d=1, > |z]P(0, х) < оо (|x| 是 0 与 * 
的 距离 ), m = ErP (0,3) = 0; ü) d= 2, 
m= 0, o= У) |х |2Р(0,х) < со, ifj d>3 
时 ,总 是 非 再 归 的 不论 再 归还 是 非 再 归 的 ， 
p.d BARRE. 

再 归 随 机 走动 是 右 正规 的 ， 且 位 势 核 4 满 
R (P 一 1)4 一 1 关于 满足 

(P—DA-I 

的 4 的 唯一 性 有 人 饶 有 兴趣 的 结果 [8]. 

m = 0 时 ， 称 为 对 称 随 机 走动 .关于 对 称 
随机 走动 ,已 知 有 类 似 于 Brown 运动 + 的 结果 : 
i) 4= 1, 0 <0< о B$, 


lim Ps (max! <4] SoV n z) =1— FG) 
(x>0), 
其 中 
F(x) = 1 — 4271 > (=) + 1)“ 


#0 
X exp ( 487 (24 + 1). 
ii) 反正 弦 律 (arcsine law): i$ T, 是 
xk <n) 


访问 0 ИК. d=1, 0 <o < оо i, 


lim P(T, < nz) = 2x"‘arcsiny = 


(0s x «& 1). 
iii) Wiener 1$2$5k (Wiener test): 若 对 于 所 
Abs, Р,(ок < co) = 1 PT, E MOS ИНЖ. 
4=3, c < 时 ，E 是 再 归 集 的 充分 必要 条 
件 是 


X coro, 


其 中 E.— ED (el < |x| <2}, 
【连续 时 间 参 数 的 Марков 链 】 设 转 移 概 
率 Р(х,у) Ж, 可 测 的 。 则 此 时 Р(х, y) 在 
4 一 0 的 任 一 邻 域 之 外 是 一 致 连续 的 ,存在 
ты = lim P(z, у) 


县 满足 
May 一 >, masP(z，y) 


nes 


= BG, may, 


Eri 
对 于 所 有 的 z€ S R > Oe 

P(x, y)=0 
时, 称 y MAAR (fictitious state), EF RES 
的 虚构 状态 的 全 体 , 则 Р(х, y) 在 S— F 上 
的 限制 是 转移 概率 . YF =O 且 函 数 族 

Р = (PC-,y)|t>0,y € 5} 
将 5 的 二 点 分 离 时 , 称 转移 概率 Р(х, y) 是 标 
HEH) (standard), Р(х,у) 是 标准 的 充分 必要 
条 件 是 
lim Рх, y) = Bary. 


F = @ 且 了 PP 不 一 定 将 5 的 二 点 分 离 时 ， 适 当 
地 将 状态 视 为 同一 ,可 归 到 标准 的 情形 , 故 下 面 
假设 P(x,y) 是 标准 的 .于 是 

lim CP, y) — Bay) = dary 


存在 , 且 Ay 时 ,有 «qn, <0, 4 

4. = —q,. (20), 
当 q, < oo 时 称 z 为 稳定 状态 (stable state), 
当 q, 一 оо 时 称 x 为 瞬时 状态 (instantaneous 
state), 若 q, < оо, W P(x, y) (关于 : 微 
分 ) 存在 ， 且 在 上 > 0 连续 .5 的 各 点 为 稳定 
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状态 时 ， 
я(х, y) = 490 # у); = Ox = у) 
满足 
(6)  0<a(x,y) <1, x(z,x) = 0, 
Des у) < 1. 
虽然 可 以 形式 地 从 Chapman-KonmoropoB 
方程 导出 Колмогоров 后 向 方程 (Kolmogorov's 
backward equation): 
(7) Pz,y)——qsP(z, у) 


+4. У) hes) PSY) 


及 其 对 偶 的 前 向 方程 〈forward equation): 
(8) Piles у) = —4,P(z, у) 
+4, > РКх» к)ж(а› у)› 
ta 

严格 地 说 来 ， 是 仅 在 适当 的 条 件 下 才 成 立 的 等 
式 . 例如 守恒 的 转移 概率 Р(х, у) 满足 (7) 的 
充分 必要 条 件 是 

Se ya 

Er 


车 存在 满足 Е. > 0 《x € S), 
у) Рх, у) < 5092 0) 


的 函数 时 , 则 Р(х, y) 满足 (8) 的 充分 必要 条 
件 是 

MMTLCODLIm 

Ex 


反之 , 若 给 定 0 < q, < о 以 及 满足 (6) 的 = 
时 ,满足 初始 条 件 
lim Р(х, y) = де, 


的 (7) 或 (8) 的 解 通常 有 许多 ,其 中 有 最 小 者 
P(x, y) 存在 .以 Рх, y) 为 转移 概率 的 链 ， 
称 为 依从 lq, =) 的 最 小 链 (minimal chain), 
具有 标准 转移 概率 的 Марков SEIS GM" 
虽然 存在 可 分 且 可 测 的 修正 ” Xo 但 不 一 定 存 
在 右 连续 的 修正 , 强 Марков 性 + 亦 不 能 对 所 有 
的 Марков 时 间 ? 成 立 (关于 轨道 的 详细 的 性 质 
一 [7]，[1]). Ф re = 0, 
r, = inb {1 > rad X # Xen) (n 2 1), 
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To lim Tas 


车 5 的 各 点 * 是 稳定 的 ,rt 服从 指数 分 布 
P(t > 1) = ett, 
结果 no X, 关于 P, 测度 独立 且 满 足 
E) = 47, PÁG, == у) = xx y). 
又 
Р(х,у) = P(X, = y,r= > t) 
是 最 小 解 ， 对 最 小 链 而 言 ， 存 在 右 连续 且 具 有 
左 极限 的 轨道 的 修正 ,满足 强 Марков #Е. 
具有 标准 转移 概率 的 有 限 Mapkos 链 ， 其 
所 有 状态 均 是 稳定 的 ， 满 足 (7) 及 (8)， 再 者 满 
足 (7) R (8) 的 转移 概率 解 是 唯一 的 一 个 最 小 
W. 
【 增 消 过 程 】 于 5 一 (0, 1, 2,-.-), W 
E 一 0o, mn>1 时 0 一 q < оо, 
x(n, m)=0 (m#n+1, n—1) 
的 链 称 为 增 消 链 《birth and death chain)， 称 
oy = inf {¢ > 0|X, = 0} 
为 消灭 时 间 (extinction time), Fk re 为 爆发 时 
dB] (explosion time), 特别 当 
x(n,n + 1) = 0 (Vn 21) 
时 , 称 Марков 链 关 为 增殖 过 程 (birth process), 
当 „(п n—1) = 0 (Vn >1) 时 称 X 为 死亡 
过 程 (death process). 满足 
x(n, n+1)>0, x(n, n—1)>0 
的 增 消 链 与 一 维 扩散 过 程 有 许多 类 似 的 性 质 . 
n> 1 时令 q. = А, + no 
xn, n 1) m AO, + Bad's 
x(n, n — 1) = nO, + и)". 
如 下 确定 的 x. 称 为 自然 尺度 (natural scale): 
nca, ail + à, 
Hem pit Ree 
+ (naa) Gar dat 
(02 3), хе = lim ха, 
于 各 x, 具有 质量 
m, = yrs t yt 
(0225 一 1 G@=1) 
的 测度 mm 称 为 标准 测度 (canonical measure), 
Рх,» х) 一 PG, тк 


成 为 Е = {ri。，xz,…} 上 的 转移 概率 ， 
Кх, 0) = PG z.) 


满足 与 (7) 等 价 的 差分 方程 
(9) 91/0: = D,f', 
其 中 


С) = Gu) — IG.)) Censi — 17 

D.g(x.) = Celen) — g Gm. 

这 是 与 一 维 扩散 过 程 生成 算 子 相 类 似 的 表示 . 

这 种 随机 过 程 均 可 由 Brown 运动 的 时 间 
变换 ?得 到 ,又 xe 可 看 做 是 边界 点 ， 被 分 类 成 
自然 ,出 口 、 入 口 、 正 则 边界 。 所 有 的 增 消 过 程 
由 (9) У x= 上 的 边界 条 件 所 确定 (一 扩散 过 
RB). 

[Марков 链 的 边界 问题 】 对 于 Марков 
链 ， 有 时 有 必要 考虑 给 状态 空间 5 以 适当 的 边 
m. 为 此 考虑 了 种 种 边界 ， 其 中 众所周知 的 
是 类 似 于 调和 函数 论 中 Мапа 边界 者 。 ТЇШ 
所 述 事实 ， 有 许多 对 于 离散 时 间 参 数 的 链 也 成 
立 。 

ig R = (x,, Pe) 是 依从 (q, =) 的 非 再 
归 最 小 链 , re 等 于 生存 时 间 ， 并 与 离散 时 间 参 
数 的 链 同样 地 (将 P 换 成 =) 定义 调和 函数 等 - 
又 设 7 = (ж) 是 满足 


бо<б(у) = Ут )G (х, у)<оо 


的 测度 ,其 中 
GG, у) = |, pe, ya, 


就 离散 拓扑 来 考虑 5， 若 导致 其 一 点 紧 化 的 S 
中 的 距离 为 о, 再 令 
K(x, у) = G(z,y)/rGG), 


并 设 
обу) = 
Sy 1 Klany) — Klany’) 
> 2" 1 + [KGey») — Klany’)? 
{x} = 5, 


依 p 一 和 十 户 使 5 完备 化 而 添加 的 点 集 95 称 
为 Martin 边界 (Martin boundary), 
M = SU8S 


是 紧 的 可 分 空间 。 由 p 的 定义 可 知 
K(x, š) = lim K(x,y) 


存在 , 它 关 于 § 是 M 上 的 连续 函数 ,关于 x 是 上 
调和 的 . 非 负 之 调和 函数 * 若 满足 w 宇 v 宇 0 
Hv 调和 时 ,v 是 * 与 常数 之 积 * 则 称 “ 是 极 小 
йй. O5 一 {E1K(-, E) 极 小 调和 } 称 为 Əs 的 
ЖАВ. CE F, 集合 .此 时 v 可 积 的 非 负 
的 上 调和 函数 * 可 用 М, = SU8S, 上 唯一 的 
测度 表示 成 
«G) = (КОС), 
称 上 为 «的 标准 测度 。 TELE IM 
集中 于 O5 E. 分 析 学 中 的 各 种 表示 问题 , 例 
如 Hausdorff 的 矩 量 问题 ， 可 以 看 作 是 关于 适 
当 的 Марков 链 的 表示 问题 . 设 * 是 7 可 积 的 
非 负 的 上 调和 函数 , 且 〈X,, P2). 是 具有 转移 概 
率 
Р(х,у) = и()7Су)Р (хуу) (010 — 0) 
的 Марков 链 , 则 
X,- = lim X, 


im. 
在 ,并 有 下 式 成 立 : 
PIOG- € B) = «G7 KC, нав), 


其 中 是 «的 标准 测度 . 
S 上 的 测度 v 若 满足 
va(x—1)<0 (=0) 
BP, > 称 为 上 调和 测度 (调和 测度 ). 将 满足 
0 < Gg < œ 
W> 固定 之 ,并 令 
K*(x, y) 一 G(x, y)Gg Ce)". 
可 用 函数 族 (K*(-,y)) OES) 与 pz 同样 地 
XEX of, Жр" — pi 十 oF 完备 化 而 附加 到 5 
的 点 集 85* 称 为 Martin 对 偶 边 界 (Martin 
dual-boundary)。 K* 可 被 扩张 到 sUƏs* L, 
K*(%,*) (1€ 85*) 是 上 调和 函数 。 设 使 K* 
(1,7) 成 为 极 小 调和 测度 的 4 € 85* 的 全 体 为 
Ost, WUE 


[аке < ео 


的 上 调和 调度 >， 可 用 5005, ЕЗИНЕ e E 
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一 地 表示 成 
v= | pdn)K* (n, `), 

ik &€ Mu ВЖ KCO, 8) Hide (Xi 
PE)» M) PEC < оо) = 0 或 二 1， 前 者 时 称 5 
为 被 动 边 界 点 (passive boundary point)， 后 者 时 
称 5 为 出 口 边界 点 《exit boundary point)， 把 以 
PCa sy) = K*(n, z)'K*(m,y)P/(y,z) 为 转 
BEHET (X, Pr), WA 

PIE < 0) = 0 È =1. 
前 者 时 称 ? 为 对 偶 被 动 边界 点 (dual passive bo- 
undary point)， 后 者 时 称 7 为 人 口 边界 点 Cen- 
trance boundary point), 

Green 算 子 ! 的 Feller dm. 将 (4,2) Bd 
定之 , 设 A = (X. P.) 是 依从 (4, я} 的 最 
ЛМ, Н (д5), (Əs*), 分 别 是 关 的 出 口 及 
人 口 边界 点 之 集合 ，Px(Xr-e (OS ex) = 0], 
满足 (7) 的 解 仅 有 最 小 解 ， 

P.(X,- € (95),,) > 0 
CE *e 5) 时 ,具有 无 数 个 解 ,又 满足 (7) 及 (8) 
的 解 一 般 说 来 也 有 无 数 个 设 
K(x,5) = KC, E)E), 
Кі (тх) = K*(n,x)Es"(e-"), 
Р(х,у) HAREM. BE PCr, y) 是 
满足 (7) 及 (8) 的 转移 概率 且 满 足 


Wren хуй < co, 


.于 是 存在 (683*)。 上 的 唯一 的 测度 族 MG) 


Ge (8s)。)， 对 于 它 有 
Сауу) = renti уй 


的 Feller 表示 
(10) GG, y) = GG) 


+ || кх, DME, not Qoi. 
其 中 
Gx, у) = [fene yt, 


KREFT 1 的 函数 的 标准 测度 。 求 所 有 满足 
(7) 6 (8) 的 转移 概率 之 问题 等 从 于 求 所 有 的 
M. dq), ZÉ) Green 算 子 恰好 是 《10) 式 右 
端的 一 部 分 。 由 于 M. 是 边界 上 的 函数 ， 求 
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所 有 的 M。 的 问题 对 应 于 给 定 边 值 条 件 来 解 
(7), (8). 在 这 方面 尚 有 很 多 未 解决 的 问题 
(141, DD. 


(8) [1] K.L. Chung СЕРЖ), Markov chains 
with stationary transition probabilities. Springer, 1960; 
[2] J. L. Doob, Stochastic processes, John Wiley, 1953; 
[3] W. Feller, An introduction to probability theory and 
its applications, John Wiley, 1950; [4] W. Feller, On 
boundaries and lateral conditions for Kolmogorov differ- 
ential equations, Ann. of Math. 65 (1957), 527—570; [5] 
W, Feller, The birth and death processes as diffusion pro- 
cesses, J. Math. Pures Appl., 38 (1959), 301—345; [6] J. 
G. Кетелу-Ј. L. Saell. Potentials for denumerable Markov 
chains, J. Math. Anal. Appl, 3 (1961), 195—260; [7] 
P. Lévy, Systèmes markoviens et stationaires, Cas déno- 
mbrable, Ann. Sci École Norm. Sup., (3), 68 (1951), 
327—381, [8] F. Spitzer, Principles of random walk, 
Princeton, 1964, (9] FULMER, MER, MEPR 
座 ， 共 立 出 版 ，1957; [10] T. Watanabe (I8), On 
the theory of Martin boundaries induced by countable 
Markov processes, Mem. Coll, Sci. Univ. Kyóto, 33(1960), 
39—108; [11] G. A. Hunt, Markov chains and Martia 
boundaries, Illinois J. Math., 4 (1960), 313—340. 


Brown 运动 [3 Brownian motion 法 mouve- 
ment brownien Ж Brownsche Bewegung 依 броу- 
HoBckoe движснис 日 72 VY MB) 植物 
学 者 R，Brown 观察 漂 在 水 上 的 花粉 时 ， 发 现 
该 微粒 子 不 断 地 进行 不 规则 的 运动 。 像 这 样 在 
液体 或 气体 中 浮游 的 微 位 子 ， 受 到 流体 分 子 的 
冲击 而 进行 极 不 规则 的 运动 ， 它 在 时 刻 + 时 的 
位 置 坐标 XG) 可 视 为 随机 变量 '，X (0—X 


G) AEA AY NC0,D1: 一 :1)。 布朗 运动 . 


是 由 L. Bachelier, A. Einstein, N. Wiener, P. 
Lévy 等 当 作 随机 过 程 处 理 的 ,并 进行 了 研究 . 
[Wiener 过 程 】 设 T 是 实数 空间 R' 本 身 
或 其 子 区 间 ， 在 概率 空间 2 上 定义 的 随机 过 程 
AXC) jer， 若 满足 下 述 的 三 个 条 件 时 , 称 为 R' 
上 的 Wiener 388 (Wiener process), 通常 将 
Wiener 过 程 叫做 Brown 运动 。 以 后 把 随机 
变量 看 作 是 2 上 的 函数 ,并 写成 
X(t) = XG:, о) (o€ 0), 
三 个 条 件 是 : Ü XG, wo) ERS ü) 对 于 满足 
hX«n«c < r, 的 任意 的 
„єт G= 1, 2, +n), 
X(5) — XG), 


Хз) — Х() 7, XG.) — XG2) 
是 互相 独立 的 随机 变量 ; ii) 设 X (0) M 
ABB XO, Ohe m < a) 作为 
随机 过 程 是 相互 独立 的 , 且 对 于 任意 的 +,;& T, 
X,G) 一 XG) 服从 正 态 分 布 N (0, |e — sl). 
Wiener 过 程 是 时 齐 的 可 加 过 程 +， 可 分 + 的 Wie- 
ner 过 程 的 轨道 XG50) er (o € 0) 是 以 概率 
1 为 连续 的 。 mm. R 上 时 齐 的 可 加 过 程 若 
轨道 是 以 概率 1 为 连续 的 , 且 XG) — XG) 89 
平均 是 0, 方差 为 |; | 时 ， 则 它 是 Wiener 
过 程 (一 随机 过 程 ). 

对 于 定义 在 概率 空间 OCB, P) 上 ,服从 正 
态 分 布 N(0，1) 且 相 互 独立 的 随机 变量 序列 
(X,(e)) ( — 1, 2,……)， 无 穷 级 数 
A E SS 2 dak y (o), 
Vx 0 ta k 

:€[0, 1] € T 

以 概率 1 关于 єт 一 致 收敛 。 设 其 和 为 
X(t,m)， 则 它 是 Wiener 过 程 {X(t,w) rer. 

【与 扩散 过 程 的 关系 】 Brown 运动 按 下 述 
意义 ,可 视 为 扩散 过 程 的 特殊 情形 。 设 

X = (X,(e), R“, P.) 

是 В“ 上 连续 的 Марков 过 程 (—Mapkos 过 
程 )， 它 的 转移 概率 ?是 

Plz, B) = 


[ex^ w|- k= 297 


120, x,y € R', BES(R), 
其 中 BR’) 是 R^ 上 的 Bord 集 全 体 组 成 的 
完全 加 法 族 ，|x1(x eR) 表示 * 的 模 。 对 于 
每 个 re R’, HE {X (о), P.) 是 前 述 意义 
下 的 Wiener 过 程 。 开始 于 * 的 Wiener 过 程 
{X P.) 的 集合 ， 构 成 Mapkog LHX, HZ 
为 d 维 Brown 运动 (d-dimensional Brownian 
motion)。 也 有 将 Brown 运动 与 Wiener 过 程 
两 种 说 法 混同 使 用 者 。 4d 维 Brown 运动 是 扩 
散 过 程 (一 扩散 过 程 ) 而 具有 强 Марков 性 ?+. 设 
Марков 过 程 X 的 半 群 ' 为 T,， 其 生成 算 了 ' 为 
时, 若 f 有 界 且 一 致 连续 ,到 二 阶 为 止 的 偏 导 


数 有 界 且 一 致 连续 , 则 f 包含 在 的 定义 域内 
BA Sf) = (1/2)А}(х)(хє 5), 其 中 心 是 
R: 的 Laplace 微分 算 子 . 

【与 位 势 的 关系 】 通常 称 

G.G) 一 


ie Core 人 (一 Р), a>0 
Жай Green 函数 ， 423 B, Brown 运动 
乃 非 再 归 的 +， 极 限 G+ G) = limG.G) Blo 


Br Green 函数 
Коба) = (T(a/2 — 1/42?) |x |742 


存在 。 d= 1, 2 Bt, Brown 运动 是 再 归 的 ?+， 
并 且 Ge.) 一 +оо, 然而 作为 
GAx)(a > 0) 


的 有 限 部 分 ,定义 
Ky) = lim (Ga) 一 Go(zo)) 

= (1/2) log (1/11) Со] = 1, 2 = 2 84); 

= —(1⁄2)|z|Go = 0, 4 一 1 RD 
Ko(x) 于 423 时 是 Newton 位 势 ?的 核 , d= 
2 时 是 对 数位 势 ! 的 核 。 基于 这 个 事实 ， 可 将 
Newton 位 势 论 及 对 数位 势 论 的 结果 作为 Brown 
运动 的 性 质 来 叙述 ， 又 设 Green 区 域 D EX 
于 A/2 的 Green 函数 为 G?(x,y), 令 

28g2(txyy)dy = P,(X(z,o) € dy, oop > t) 
时 ,有 
GG, y) = G, x yar. 

其 中 oon 是 X 到 D 之 边界 OD 的 到 达 时 间 ? 
(Марков 过 程 )。 这 种 情形 的 位 势 论 ， 对 应 
于 以 OD 为 吸收 壁 ' 的 Brown 运动 . 

WRB 是 Green 定义 域 D 的 紧 子 集 或 开 
子 集 而 有 紧 闭 包 BCD, MEARE 

P(x) = P(gs < әр) 

是 8 的 相对 于 DD 的 平衡 位 势 。 居中 紧 子 集 B 
的 对 数 容量 为 正之 充分 必要 条 件 是 对 于 每 一 
z€ R: d Plos < ceo) = 1, 

РТК" A, 设 

õla) = inf{tlt > 0,X(t,@) € A). . 
但 右边 为 空 集 时 , 设 其 为 oO。 根据 Blumenthal 
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0-1 R'A P.G. 一 0) 一 1 或 0 ,相应 地 称 点 
x* 关 于 4 是 正则 的 《regular) 或 非 正 则 的 Cirre- 
gular), 对 于 R(422) 的 紧 集 B, 

Ps = 0) = 0 
或 1 等 价 于 d — 2 时 


SCG) 及 4>3 
ё 


зинен) 


= 
的 收敛 与 发 散 ， 其 中 

By = {5127990 < |x — y| <2-*} NB, 
C(B,) 表示 By 的 容量 (4 一 2 时 是 关于 适 
当 的 有 界 区 域 的 对 数 容量 )。 它 被 称 为 Wiener 
检验 法 ! (一 Dirichlet 问题 ). ЖЖ, R^ 的 有 
RDOR D 的 边界 点 x 关于 ROD 是 正则 的 抑 
还 是 非 正 则 的 ,与 D 中 Dirichlet 问题 意义 下 的 
正则 、 非 正则 一 致 。 以 /为 边界 函数 的 Diri- 
cha 问题 之 解 由 w(x) = E.G, (2))) 给 
出 . 此 外 ， 

A(z, B) =. Р(х, (9) € B) (BC8D) 
从 z€ D 来 看 是 OD 的 调和 测度 ， 

【一 维 Brown 运动 】 -# Brown 运动 的 
基本 性 质 曾 被 Levy 详细 地 研究 过 ， 设 到 集合 
(a) 的 到 达 时 间 为 c., B+ 

m(t,@) = min X(s,0)» 
Б 
M(1,0) = ах ХО»), 
Уг, в) = |X(1,0)1, 

YG, o) = X(t, 0), t oo) 
= MG, о) — XG, o), 12 ow), 
Yt, o) = XG, в), t < бо), 
= XG, о) — mG, o), t> oo) 


则 有 下 列 各 事实 成 立 。 
1) (MG) >a) = 2, (MG) > a, 
XG) > a) 


= 2PM (£) > a, X(t) < a) 
= PIX) | > а), 
这 称 为 反射 原理 《reflection principle), 
2) ie, 0 < a< оо, Po} 


' 
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是 时 齐 的 可 加 过 程 〈 实 际 是 具有 指数 1/2 的 单 
侧 稳定 过 程 ?) 有 
Pío, 一 < г) = Pas, < 1) 
- |, bA 0-0 ds, 0S a <b, 
DUE 
3) ik 
e, ө) = | хн 


Je 
(XG, «))ds 的 右 连 续 的 反 函 数 为 et, о), 
其 中 Xom ERELLO, oo) 的 定义 函数 +, 令 
Y G, о) = X (Co o), e). 
此 时 四 个 随机 过 程 {Yi(t,w), 0 < roo, P.) 
G€ [0, 0), 0 < ¿< 3) 皆 是 同一 个 扩散 过 
程 ,其 转移 概率 为 
P(t,x,B)= 
L (emirin оонун 
| (e + ) dy, 
222 0, x € [0, co) 
是 以 0 为 反射 壁 * 的 【0,co) 上 的 Brown 运动 . 
4) 由 上 可 见 , 将 + 固定 时 ， 
M(t),—m(t), Y) (0<i<3) 
关于 服从 同样 的 分 布 ,例如 : 
Po( M(t) > a) = P(o, < г) 
= 2P(X (4) > a) 


一 J Ja, 29, 
xt 7t 


Po(X(4) € da, MG) € db) 
— V 2/x (26 — ауе-%-®Чиддь, 
O<a<b, 


5) 于 一 维 Brown 运动 ， 以 za 为 消灭 时 间 ， 
而 得 到 的 扩散 过 程 (XG), zesP.)(z € (0, 
oo)) 称 为 以 0 2598 Vct o (0, o9) E Brown 
运动 。 其 转移 概率 是 
ee ee NS 
PU, x, В) le” 
erin dy, 


t> 0, x € [0, oo). 


就 一 维 Brown 运动 而 言 ,被 称 为 反正 弦 律 
Carcsine law) 型 的 许多 事实 成 立 、 例 如 


n (xc CG, a < ө) 


z fo 
= фаст у, б<, 


P, Cr Qo) < +) = (2/2) ас siny s/t, 

0cs«t, 

其 中 or) = sup{s|X(s,0) = 0,0 < í < 1). 
轨道 的 零点 Ko) 一 UI XC о) = 0) Ж 
完全 不 连通 + 的 集合 , 它 的 Lebesgue В 0, 7 

Hausdorff-Besikovit 维 数 是 1/2. 

其 次 ， 将 一 维 Wiener 过 程 做 线性 插值 而 
得 到 的 随机 过 程 的 联合 分 布 ， 在 时 间 参 数 的 身 
影 变换 下 不 变 。 这 个 性 质 叫做 Wiener 过 程 的 
射影 不 变性 《projective invariance), 作为 特殊 的 
情形 , 设 (X(t, o) ass 是 X(0, о) — 0 的 
Wiener 过 程 , 可 知 (XG, о) E acm 与 

XQ 1 2) t dace 
有 同样 的 联合 分 布 ， Wicner 过 程 在 一 0 的 
邻 域 中 之 性 质 与 在 + 一 oo 的 邻 域 中 之 性 质 可 
相互 从 对 方 导出 . 

{4 Hk Brown 运动 】 4 维 Brown 运动 的 
轨道 虽然 以 报 率 1 连续 ， 但 在 有 界 区 间 亦 非 有 
界 变 差 的 ,因此 是 非 可 求 长 的 。 关于 轨道 的 连 
续 性 的 程度 , 有 下 述 事实 成 立 。 设 o) 是 定 
MF >_> 0 上 的 正 的 连续 单调 递增 函数 ， 
令 

Ee) = (| 1X G, e)| > М, 91/2). 
此 时 对 应 于 
Ф Py (inf ¿> 0) =1 


Dx 


或 0 , 称 P 属 于 局 部 连续 狂 的 上 类 或 下 类 、 其 
各 自 的 充分 必要 条 件 是 
[Prey errs < oo Geo). 
^ 
称 它 为 关于 原点 的 Колмогоров 检验 法 (Kol 
mogorov’s test), 考虑 空 时 Brown 运动 (spa- 
ce-time Brownian motion) {(—2,Х(2,00)), Pa}. 
这 里 X(t) 是 一 维 Brown 运动 ， 令 
D,= (G,x)| — 1/5 < 5 < 0, 
M — e CM) < z < оо}, 


则 0 = (0,0) 对 于 D, 是 正则 的 或 非 正则 的 ， 
依据 Pp 属于 局 部 连续 性 的 下 类 或 上 类 .。 因而 
Колмогоров 检验 法 是 对 空 时 Brown 运动 的 
Wiener 检验 法 。 特 别 是 
e) = logo: + (d + 2)logit + 2008г 

十 … + Dlogia-nt + (2 + а) ог)". 
d e>0MERFER, s< 0 时 属于 下 类 . 
其 中 之 login = logloge-ut, 

logat = logs, 

作为 特殊 情形 ,可 导出 一 维 Brown 运动 的 选 对 
PAM (law of iterated logarithm) 

" 1XG,0) – XG,o)) a 
Te aae 3) 
=e 
HK OO) 是 定义 于 (208770 上 的 正 的 

连续 单调 递减 函数 , 令 
Foe = МИХО) < V z 0/2). 
则 对 应 于 
Py (inf :>0) 一 0 或 1， 
RED 
Meo BUF ЖЕТЖ. КАРИЕРА, 
4 之 3 时 ， 


f ooa = ® GR < ®), 


d= 2 it, 
m H 
бетаге 0. 
4d 3 М, ФО) = Clogs) 对 应 于 
о<0 d o0 属于 上 类 或 下 类 .4 一 2 R 
в>о hj, OG) =r? 属于 上 类 ， 
4) = Gloge)-* 
属于 下 类 .由 射影 不 变性 ， 可 把 它们 搬 到 :一 
oo 的 邻 域 的 性 质 上 去 . 
关于 轨道 于 【0,1] 上 的 一 致 连续 性 ,有 下 
述 事实 可 言 。 Boe) 是 定义 在 + Sa>0b 
的 正 的 连续 单调 递增 函数 , 令 
eG) = V Фал). 
如 果 几 乎 一 切 轨 道 X(t,o) (0x : < 1) 满足 
相对 于 9 的 Lipshiz 条 件 ， 即 对 几乎 一 切 。 存 
在 elo) > 0 ER 0 < |: — 5| < elo) HE 
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|XG, e) — XG, @)| < e (|: — 5D, WK 
属于 一 致 连续 性 的 上 类 . 若 几乎 一 切 轨道 X(1， 
e) (0 < :< 1) 不 满足 相对 于 P 的 Lipschitz 
条 件 ， 则 称 中 属于 一 致 连续 性 的 下 类 .中 属于 
一 致 连续 性 的 上 类 或 下 类 的 充分 必要 条 件 是 


("score tras < oo GB = ), 


特别 是 
4G) 一 (2logz + (d + 53)logoy + 2logot 

+ +++ + 2loga,-ut + (2 + 6)logint) 
在 020 时 属于 上 类 ,在 a o 时 属于 下 类 . 
由 此 可 以 导出 关于 一 维 Brown 运动 一 致 连续 
性 的 条 件 

im XG, o) — XG) Д 
H(i aA 
=a, 

关于 轨道 还 有 下 列 事实 可 言 。 与 上 上 节 所 
述 事实 相关 联 , 当 422 时 , Ж ACR: 的 外 
容量 为 0 , 则 P. СРЖ г> 0 时 

X(t, 0) € 4) = 0, 

当 4 一 2 BUE, WP, 《对 于 任 一 
1> 0 使 得 XG we 4 W s> AERD 
1. 轨道 作 为 R*( > 2) 的 集合 的 测度 为 0， 
È 4 > 3 时 ,这 个 集合 不 是 稠 集 ，4 一 2 时 处 
处 稠密 ,这 些 事实 以 概率 1 成 立 。 又 以 概率 1 
有 下 列 事实 : 4 一 2 时 对 于 任 一 正 整数 人 Sh. 
道 有 重点 ，d 一 3 时 具有 二 重点 ， 但 不 具有 
三 重点 ,进而 当 424 时 二 重点 也 没有 , d> 
3 Bf, 关于 由 eloglogl/; 规定 的 Hausdorff 测 
m. RA (XG,0)|0<s <2} 的 测度 以 概率 
139 ta, HhO<:<1 H t, 是 正 的 常数 。 

【加 性 泛 函 】 it ols, о) 是 Brown 运动 
的 正 的 连续 的 时 齐 的 加 性 泛 函 ', 则 下 述 的 非 负 
的 测度 。 唯 一 存在 。 设 D 是 R: 的 有 界 区 域 ， 
B G"(z,y) 是 它 的 Green 函数 , 则 


а f. PAG) 一 1 一 Pa， 


其 中 G(z,y) 为 有 界 Green Kik DC R* 的 
Green 函数 ， 
P(e) = E-(exp( 一 cp(oao)))、 
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反之 ,对 满足 适当 条 件 的 非 负 的 测度 e 有 某 个 
正 的 连续 的 时 齐 的 加 性 泛 函 9 与 之 对 应 (一 Ma- 
рков 过 程 )。 特别 是 对 于 一 维 Brown 运动 , Е 
为 集中 在 点 “的 8 测度 所 对 应 的 加 性 泛 函 pCe， 
ao)， 可 定义 在 点 “的 局 部 时 间 (local time). 
这 个 性 质 曾 被 Levy 详细 研究 。 现 在 考虑 上 上 
节 的 Voss), Yil), Ф 
HT = (|Y, o) = 0}, 
Z = G]YG,oe) = 0). 
首先 有 
Po (lim vx /2 x (MG, oO Ss < D) 
的 非 递增 之 区 间 且 其 长 度 较 e 大 者 之 数目 ] 一 
MG, «) G > 0)) = 1. 
由 于 扩散 过 程 
X* = (YG, о), 0 < t eo,P,) 
5 
Кт = (Y G,e), 0 < : < oo, Р,} 
是 等 价 的 扩散 过 程 , 故 存在 与 关于 X- 的 M G, 
©) 相对 应 的 X+ ZE wt, o). Khi [0， 
oo) 一 g+ 可 表示 成 可 数 个 开 区 间 2, ZA, Ж 
有 
P (im /=e/2 x [具有 较 s 大 的 长 度 之 
ж. НАТ 10,0) 中 者 之 数目 ] 
me) m0)-1 ` 
此 外 还 有 下 列 各 式 成 立 : 
证 (imWz/2s X 【具有 较 в 小 的 长 度 之 


Z, На 0, ) 者 之 长 度 的 总 和 ] 
= et, o) (>0)=1, 
FP Clim C25)" |, хоо 4s 
= et(e)G 0) = 1 
ОАЕ 
#l o 的 到 达 次 数 , 则 有 
Pa Clim ed, (rp) = vr) 0)) = 1, 
就 一 维 Bown 运动 而 言 ,由 于 


" H Ў, 
im, gg 5 О Фе 


以 概率 1 存在 , 设 其 为 eC, aso) ШН 


im sup Ie rho — (nl 
UR qum 


< sse roa a) = 1, 


P, (im su sup 19 (1585) — 91 0,0)] 
V blog log 1/8 


«a s.) = 1. 


其 次 考虑 4 维 Brown 运动 的 不 必 为 正 的 ， 
连续 的 时 齐 的 加 性 泛 函 p (z, e). TRO MBA 
件 : 对 于 所 有 的 c> 0, s>0, a> 0 存在 
T0, 3T <Т,|х| &c 有 

Plot, о) >e) <8, 
则 存在 实 函数 了 及 取 R: 之 值 的 函数 0， 均 是 
可 测 的 且 对 任 一 “> 0 满足 

j. UG Pax < 005 
可 以 表示 成 
qo) = V(XG,o)) — V(X(0, @)) 

+ || WAG, o». exce o. 
上 式 右 问 的 末 一 项 表示 4 维 随机 积分 "(一 扩散 
过 程 )。 特别 是 对 任 一 C? RRN 有 下 面 的 
所 谓 苦 机 积分 的 变换 公式 成 立 s 

(X(t, @)) — KX (s, о) 
= |, кәй (хб, e)), aX, ө) 


+ арос, ey). 


由 一 维 Wiener 过 程 {X(1,0) Eia S 
出 的 流 是 Колмогоров 流 ， 具 有 任意 阶 的 混合 
性 +, 是 遍历 的 !( 一 平稳 过 程 )， 其 次 ,以 急 减 函 
数 空间 e^ 之 函数 

exp (+ (оош) 

为 特征 泛 函 + 的 各 点 独立 的 平稳 过 程 *+， 和 从 
Wiener 过 程 在 广义 函数 意义 下 微分 导出 的 平 
稳 过 程 , 有 相同 的 概率 法 则 . 

[Brown 运动 的 推广 ， 变 形 】 除了 迄今 讲 


述 的 以 外 ， 还 有 下 述 被 称 为 一 般 Brown 运动 
的 . 


在 某 概率 空间 上 定义 的 以 RY 的 点 = 为 参 
数 的 正 态 随机 变量 族 (X (а) er’, WE FA 
条 件 者 称 为 N HH SMH Brown 运动 (Bro- 
wnian motion with an N-dimensional time para- 
meter): 

i) Е(Х(а)) =o, 

й) ЕСХ(а)Х(Б)) = Q/2)Cl«l 

+ lb] —|6—al), 

iii) P(X(0) = 0) = 1, 

对 应 于 前 述 之 射影 不 变性 , 设 a€ А" 关于 
单位 球面 之 反 演 为 a*, 若 

X*(a) = |a|X(a*)(a # 0), 
X*(0) —0, 

则 {X*(a) jer’ 也 成 为 Brown 运动 .多 维 时 
间 参 数 的 Brown 运动 (X (a)) wv 的 轨道 以 
概率 1 为 连续 ,不 仅 如 此 ， 还 有 下 列 事实 成 立 : 
设 eG) 是 定义 于 (208 0 上 的 正 的 连续 递 
增 函 数 , 令 

E,(e) = (a ||X(a,e)| 

> lal eQ/14D1. 

P(E,Co) 之 闭 包 包含 0) 一 0 或 1 时 ， 分 别称 
属于 局 部 连续 性 的 上 类 或 下 类 .其 充分 必要 
条 件 分 别 是 


É 1 (pele "gy < co (或 一 co)， 
"t 


特别 
Ct) = (Zlogint + (2N 十 1)iogtat + 2logtut 十 
`° + Лова + (2 + 9)logoj 

在 5>0 时 为 上 类 ， FSO 时 为 下 类 . 由 此 
可 导出 

P ETTE ECT _ 1) =. 

SA аа ов log 17121 
其 次 ,函数 X(a, o) (lal <1) 满足 关于 
pO VE 

的 Lipschitz 条 件 的 概率 为 1 或 0 时 ,分 别称 中 
属于 一 致 连续 性 的 上 类 或 下 类 。 其 充分 必要 条 
件 是 

[oom er < со(ф = о), 


特别 是 
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eG) = (2N logs + (4N + I)logint 
+ 2logat + +++ + 2108-07 
+ (2 + 6)logw) 
x 8 > 0 时 为 上 类 ,在 5 和 0 时 为 下 类 ,特别 


1Х(а› o) | 
Р — 2 A е_ 
aba mE Рама — bllog 1/]a 


bl 
-1)-1. 


关于 多 维 时 间 参 数 的 Brown 运动 的 详细 的 研 
Зі, MwA Lévwya[10], Н. P. McKean [11] 
s. 
Langevin 方程 (Langevin’s equation) 
4060) 一 —aU (ede + ВХС) 

可 认为 是 一 个 随机 微分 方程 !( 一 扩散 过 程 ), 此 
方程 的 右 端 可 认为 是 粒子 速度 的 增 量 , 一 <U() 
dt EERI, вах (у 是 随机 的 外 力 ， 而 其 中 
之 XG) 假定 是 Wiener 过 程 。 由 这 个 方程 的 
解 


uc) = | pet axu) 


产生 的 随机 过 程 (000) ) асе 是 Марков 过 
程 , 且 是 正 态 平稳 随机 过 程 ,其 自 相关 函数 是 
T) 一 《PP/2a)e 

它 被 称 为 Ornstein-Uhlenbeck 的 Brown 运 
动 《Omstein-Uhienbeck Brownian motion) , 

在 扩散 过 程 的 状态 空间 为 Riemann 空间 ， 
Lie 群 等 情形 ， 也 可 以 定义 并 研究 与 该 空间 相 
对 应 的 Brown 运动 (一 可 加 过 程 ). 
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On the Lipschite’s condition for Brownian motion, J. 
Math. Soc. Japan, 11(1959), 263—274; (2] J. 1. Doob, 
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Amer. Math. Soc, 77 (1954), 86—121, [4] E. B. 
Дынкин (E. В. Dyakin), Марковские процессы, Физма- 
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扩散 过 程 【 英 diffusion process 法 processus 
de diffusion Ж Diffusionspriizess ñ диффузио- 
нный процесс Б #08212 (0,8, P) 为 
概率 空间 ， 对 于 在 拓扑 空间 s 上 取 值 ， 具 有 
连续 参数 * 的 Марков 过 程 ' {Xoe F 
样本 函数 ' X,(w》 以 概率 1 〈 即 对 几乎 所 有 的 
o € Q) 为 上 的 连续 函数 时 , 称 为 扩散 过 程 。 在 
Xlo) FIN ¿(e) 消 没 (去 到 在 5 上 添加 
的 点 ( 死 点 ) 9) 的 情形 下 ,如 果 X, (о) 在 
0<t<C(w) 

上 连续 ,也 称 为 扩散 过 程 ，5 为 一 维 区 间 时 , 称 
为 一 维 扩散 过 程 ，5 为 二 维 或 二 维 以 上 的 流 形 
《有 边界 亦 可 ) 时 ， 称 为 多 维 扩散 过 程 。 Brown 
运动 是 最 典型 的 扩散 过 程 〈 一 Brown 运动 ). 

扩散 过 程 与 某 种 偏 微分 方程 有 如 下 的 密切 
关系 ， 设 5 是 直线 ,假定 对 于 任 一 6 > 0, Map- 
ков HF (Хоссе 的 转移 概率 ? 

Ps, x,t, E) G<) | 


满足 
(1) 1 — PGsx,s + h, (x — 6x + €)) 
=G) (60), 


Rik 
Bin, L| G trs + dy) 
=2a(s,x) > 0, 
im + NC — x)P(s,255 + h, dy) 
=G, z), 


Hm + (pG,rz, + А, S)— 1) 
Acto b 


=c(s,x) <0 


存在 ,再 设 关 于 Lebesgue 测度 绝对 连续 : 

Р(з,х,1,(у y  dy)) = pG, z, t, y)dy 
时 , 则 p(s,z,r, у) 在 适当 的 附加 条 件 下 ,满足 
EBD DE 


6j & 
QO cm 


BGs, х) ӘР — eG p, 
8x 


PG — 0,2, r, y) = 8(z — у), 
及 


әр ° 

G) = 一 Bap CONO 一 
-O.(5(,5)p) + elis P» 
ду 


Plss r s+ 0, у) = (y — +), 
其 中 8 Dirac 8 WR. 4 (C) 守恒 ' 时 , W 
c 一 0。(2) 称 为 Konworopos 后 向 方程 (Kol- 
mogorov’s backward equation), (3) 称 为 前 向 方 
程 (forward equation), 还 称 它们 为 Fokker- 
Planck 偏 微分 方程 (Fokker-Planck partial dif- 
ferential equation), P(s, x, t, у) 是 非 负 的 ， 
关于 y 的 积分 不 超过 1, 还 满足 Chapman-Kon- 
могоров 方程 +: 

рб Dore = p(s,x,u, z) 
A. H. Колмогоров ([7], 1931) 导出 了 上 面 
的 方程 ,还 进一步 提出 满足 上 面条 件 的 〈2) 或 
(3) 的 解 PG, хуг, y) 的 存在 及 唯一 性 问题 . 
他 本 人 及 W. Feller 继续 对 这 个 问题 进行 了 研 
究 ,然而 在 转移 概率 满足 条 件 (1) 时 ,严密 地 证 
明 其 对 应 的 Mapxo8 过 程 是 扩散 过 程 ， 已 是 
1950 年 以 后 的 事 了 . 

对 于 时 齐 * 的 情形 ,由 于 pls ass А, у) 
不 依赖 s, 故 把 它 写成 Ph, х, у), als, z), 
BGs, x), cG, x) 也 变 得 不 依赖 ， 特别 是 (2) 
变 成 

ô a 

[©] E EPIO rx * 


¿G P+ сбор, 
Ox 


Р(0+, z, y) = a(x — у). 


Feller 详细 地 研究 了 这 种 情形 。 当时 间 参 数 z 
的 范围 是 [0, +оо), SKI (rn, r), BH. 
满足 前 面 附加 条 件 的 (4) 的 解 不 唯一 时 ,究竟 于 
n K r; 应 附带 加 上 什么 样 的 边 值 条 件 方 能 保 
证 解 的 唯一 性 , 他 用 了 吉田 耕作 -E. Hille 算 子 
半 群 ?理论 使 问题 得 到 解决 《[3])。 Feller 还 引 
进 一 般 微分 算 子 ,将 (4) 的 右边 的 微分 算 子 以 最 
为 一 般 的 形式 表示 出 来 ([4])。Feller 的 研究 的 
概率 论 内 容 由 E. B. Дынкин, Н. P. McKean, 
Jr., В, D. B. Кау, B. A. Волконский 
等 解释 明白 ,具有 强 Марков 性 ?+ 的 一 维 扩散 过 
ЖИ КАЛЕ Т. 然而 多 元 扩散 过 程 事情 
就 复杂 得 很 ,从 而 还 有 许多 未 解决 的 问题 . 
关于 Марков 过 程 成 为 扩散 过 程 之 条 件 ， 
有 如 下 结果 。 设 5 为 完备 度量 空间 (其 距离 以 
2 表示)，{X,} 为 在 3 上 取 值 的 Марков 过 
程 ,时 间 参 数 + 的 范围 为 on) (ts 是 有 限 
的 ), 并 设 对 于 任 一 正 数 s 有 
(5) sup PG,z, t, 5 — Ш,(ж)) = OCA) (440) 
成 立 ， 其 中 UG) x © Bik, Н sup 是 
对 满足 x ES, ғ, [m], 0 <í —s <À 的 
кугы 取 的 。 此 时 {X 是 扩散 过 程 的 充分 必 
要 条 件 是 ,对 于 任 一 正 数 有 


[OG хы) > m oCh) 010) 


成 立 ([9])。 作 为 这 个 结果 的 特殊 情形 ,可 得 到 
Дынкин (1952) 与 J. R. Kinney (1953) 的 结 
果 , 即 (5) 的 左边 为 oA) 73 UG) 是 扩散 过 程 
的 充分 条 件 。 特别 对 于 一 维 强 Марков WH, 
它 也 是 QG) 为 扩散 过 程 的 必要 条 件 . 
由 于 对 非 时 齐 的 扩散 过 程 尚 未 进行 深入 的 
研究 ， 以 下 限于 考虑 时 齐 的 扩散 过 程 。 假 定 
эй = (X,,W, P,|z € S) 
是 Марков 过 程 , S 是 状态 空间 +, W J jul 
间 ', 它 是 由 轨道 e:(0, +оо] > SU(O) 中 所 
有 在 0<t<0(w) 上 关于 : 连续 者 所 组 成 
Glu) 时 ol) = ð, 
0 和 上 <5Co) 有 wl) € S). 
р, 表示 在 上 一 0 时 过 程 由 х 出 发 的 情况 下 ， 
在 W 上 的 概率 测度 《一 Mapkos 过 程 )， 实 际 上 
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可 以 认为 Q — W, Hit X,(w) = ol), B 
XE 9 ЯЖ Марков 性 。 由 于 轨道 的 连续 
性 , RE 出 发 的 到 集合 E 的 到 达 测 度 ' H, 
《x，,* ) 集 中 于 EE 的 边界 上 .反之 ,给 定 了 集中 于 
边界 上 的 到 达 测 度 族 时 ,在 某 种 附加 条 件 下 , 存 
在 (许多 ) 与 其 对 应 的 时 齐 的 扩散 过 程 。 由 生成 
算 子 的 Дынкин 公式 + (Марков 过 程 )， 可 
知 , 对 扩散 过 程 ,其 生成 算 子 © 具有 局 部 性 . 所 
谓 局 部 性 是 指 若 u, v SATF @ 的 定义 域 , 在 
Fixe OBR—K, MA @.(xro) 一 ©, (x). 
【一 维 扩散 过 程 】 设 5 为 直线 ， 对 于 хє 
5, ЖР, (对 于 所 有 的 te [0,5) 有 ol) >x 
的 w 之 集合 ) 二 1， 则 称 x 为 右 奇异 点 (ight 
singular point), 把 不 等 号 倒 过 来 就 可 以 定义 左 
奇异 点 (left singular point), 当 点 z 既是 右 奇 
异 点 又 是 左 奇异 点 时 , 称 为 套 点 (иар), 当 点 
* 是 右 奇异 点 而 非 套 点 时 , 称 为 右 通过 点 (right 
shunr)。 亦 可 同样 地 定义 堪 通过 点 left shunt), 
当 点 * 既 非 右 奇异 点 也 非 左 奇异 点 时 ， 称 为 正 
RIA (regolar point), 
5 的 正则 点 的 全 体 可 以 表示 成 互 不 相交 的 
开 区 间 之 和 . 设 其 中 之 一 开 区 间 为 《rm，r). 对 
于 它 最 为 重要 的 结果 是 ， 存 在 定义 于 开 区 间 
(ro r) 上 的 递增 的 连续 函数 GOD UR (ro 
r) 上 的 两 个 测度 m, k, {# 9л 的 生成 算 子 © 
能 表达 成 
(6) Gu(x) = (u*(dx) — u(x)k(dx))/m(dx), 
其 中 at (dx) 表示 由 w(x) KF s(x) WES 
Bout (я) 所 确定 的 测度 dut), (6) 是 二 阶 
微分 算 子 au" + bu + cula > 0,c < 0) HOHE 
К. mm 对 于 非 空 的 开 集 必 为 正 的 , 又 m, k 均 
对 紧 集 为 有 限 的 ， 更 且 s,m, k 在 下 述 意义 下 
是 唯一 的 。 若 有 两 种 o, m. &G 一 1，2) 存 
在 , 则 有 常数 ¿> 0 存在 ,使 得 
s) = спб) + 常数 ， 
m(dx) = ста (dx), 
&(4х) = сак). 
# + 5 M 的 标准 尺度 (canonical scale), Hm 
为 M 的 标准 测度 (canonical measure, speed 
measure), FR k ж M 的 消灭 测度 (killing mea- 
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sure)， 这 三 个 量 决定 了 在 (ro r) E % 09 
行为 。 反 之 , EMH s т, k 能 成 为 某 个 9x 
的 标准 尺度 ,标准 测度 ,消灭 测度 . 若 任 一 轨道 
iE (ro ra) 的 内 部 不 消 没 , 则 消灭 测度 但 
等 于 0, 此 时 标准 尺度 :具有 下 述 意义 : 对 于 
Nr 

Pox, <0,,) = GG) 

— Оа) а) — Cn)» 
其 中 o, Ë eG) 到 点 y ABARAT. 

w(#) EW (ro r) 以 前 的 扩散 过 程 ЭЛ, 
可 由 Brown 运动 , 靠 状态 空间 (区 闻 ) 基 于 的 
拓扑 变换 及 基于 m 的 时 间 变换 ', 基 于 的 消灭 
法 ' 来 构成 ， 首 先 着 由 变换 r>) EM B 
射 到 区 间 GC + 0), Ст — 0)) 中 时 , 可 得 
到 标准 尺度 即 为 * 的 扩散 过 程 ,其 标准 测度 、 消 
灭 测度 是 原来 的 m, 由 这 个 变换 映射 而 成 者 ， 
故 一 开始 即 可 设 M 的 标准 尺度 为 *(z) — z. 
更 为 了 叙述 简单 , 设 〈r，m) = (9с, +оо). 
此 时 ， 对 于 直线 上 的 Brown 运动 由 其 加 性 泛 

' 
Е + 
pO = |0, (д) 
施行 时 间 变 换 , 接 着 以 其 乘 性 泛 函 

a(t) = exp (Гето, юк) 
施行 消灭 法 时 , 即 可 得 到 M, Hep (G, z) 是 
Brown 运动 的 局 部 时 间 +， 特 别 当 

m(dx) = a(x)^ Ux, 
Ках) = eG ldx 
时 , 则 有 
9G) = MC 


90 = ew (=f; lewo Dla), 


而 且 Gu = au” + cu, 

于 右 通过 点 的 生成 算 子 6 之 形式 是 一 阶 
微分 算 子 bw + cu(b > 0, < 0) 的 推广 ,于 
左 通过 点 则 是 bw + cu (b <0, ¢ <0) 的 推 
Г. FEAH Su(x) = —u (z)/E,(z). 

当 5 是 以 ro r; 为 端点 的 区 间 ， 且 其 内 
AUS M WEMAN, MEERE r 处 


MRA. SE n 分 成 下 列 4 个 类 型 . 令 
a(x) 一 m(dx) + (ак), r 是 ri 55 ri AE 
取 的 一 点 , 设 
a= | „о 1nd, 
ea |, Gs 002. 
可 将 ri 分 类 如 下 : 
a< co, В < co; 
正则 边界 (regular boundary), 
а < ос, В = co; 
ATOMA (entrance boundary), 
а == со, В < оо; 
出 口 边 界 (exit boundary), 
а = co, f = co; 
自然 边界 (natural boundary), 
这 个 分 类 以 及 下 面 的 讨论 ， 对 于 右 端 > WA. 
8 为 有 限 或 无 穷 大 分 别 意味 着 wa) H S 的 内 
部 在 有 限时 间 内 接近 r 的 概率 为 正 或 零 .又 。 
为 无 穷 大 时 ,即使 m 属于 5,060) 由 ri 出 发 也 
不 能 进入 5 的 内 部 。 “为 有 限时 ， 不 改变 在 3 
内 部 的 运动 ,可 以 构造 使 eG) din(n&s 时 
HERMESE) 出 发 进入 5 内 部 的 扩散 过 程 
M, 

n 是 ЗА 的 正则 边界 且 nes M, NF 
rt 的 行为 有 种 种 情形 ， 这 可 由 属于 生成 算 子 © 
的 定义 域 的 函数 * 所 满足 的 边界 条 件 表示 ， 其 
最 为 一 般 的 形式 是 

Yu(ri) + SBu(n) + рит Ста) = 0 
(7,8,4 是 常数 且 7,8 «0, p>, 

la| + 4> 0). 
特别 当 7 二 8 一 0 时 ， 称 05 MARE 
(reflecting barrier), 当 n 是 NR 的 正则 边界 
B паб 时 ， 则 w( 在 到 达 n 的 瞬间 就 消 
设 ,而 称 n 为 ЭЛК ЕЁ absorbing barrier), 
这 种 情况 对 应 于 边 值 条 件 u(n) 一 0。 不 论 何 
种 边 值 条 件 , 若 给 定 了 具有 反射 壁 的 Brown 运 
动 , 则 由 状态 空间 的 拓扑 变换 与 时 间 变 换 ,消灭 
HE, AIL, BBW vo 0 意味 着 于 nd 
K, 850 意味 着 轨道 访问 n 的 时 点 的 集合 
之 Lebesgue 测度 为 正 。 w= 0 意味 着 到 达 à 


的 运动 再 也 不 返回 内 部 . 

将 轨道 连续 性 的 假定 减弱 ， 准 许 由 边界 n 
通过 哎 跃 而 返回 到 内 部 时 , 则 边界 条 件 成 为 

Tu(r) + 884(r) + uut (n) 

+ |, CO 000) =0, 

其 中 ”是 使 得 min(1, sC) — (ni + 0)) 可 积 
的 测度 。 

当 :一 (ro i) 时 ,转移 概率 关于 标准 测 
度 是 绝对 连续 的 , 其 密度 pG z, y) 可 以 用 本 
征 函 数 展开 的 形式 表示 

Р(х,у) = [enm х,у). 

PG хуу) 关于 bry 三 变数 连续 , KF х,у 


WH, 而 且 p(t, х, у) 20, 当 5 是 半 开 的 或 
闭 的 , 亦 可 得 到 类 似 的 结果 [6]. 


GM 是 再 归 的 ， 即 对 于 所 有 的 z, y 有 


Ps(o < +оо) = P,(a, < +00) = 1 时 , 则 存 
在 M 的 对 5 内 部 的 闭 区 间 取 有 限 值 的 不 变 测 
Bet, 而 且 除 了 常数 倍 而 外 唯一 存在 ， 当 а E 
守恒 的 且 s 的 内 部 全 是 正则 点 时 ， 若 端点 是 人 
口 边界 ,自然 边界 或 作为 反射 壁 的 正则 边界 三 
者 之 一 时 ， 则 标准 测度 是 不 变 测度 ， 又 5 的 内 
部 为 正则 时 ,可 以 定义 与 Brown 运动 的 标准 局 
部 时 间 类 似 的 局 部 时 间 . 

【多 维 扩散 过 程 】 设 状态 空间 5 是 = Ж 
Euclid 空间 К" 内 的 区 域 或 其 闭 包 ,又 设 时 间 
参数 :的 范围 为 [0, +оо), 考虑 时 齐 的 扩散 
过 程 (X). 但 是 从 边界 允许 跳跃 。 若 具有 适 
当 的 正则 性 , 其 生成 算 子 @ 对 于 @ 的 定义 域内 
充分 光滑 的 函数 <, 与 以 下 的 椭 贺 型 * 偏 微分 算 
子 4 一 致 . 


《7) 4 一 5 a) 5 


dum 


S ыа) 2 
+ a эр + “©, 
e<0. 


满足 如 下 的 边界 条 件 
© 


щ S ADAM, н 
(8) Bu(z) + д(ж)Ан(ж) + (ж) 
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x BE ey» = 9, 


其 中 


Bu(x) = 


«у FH) + 
Sive Wo, 


s: gi 2“ 20) + rG)uG), 


= 
这 里 为 了 简单 起 见 ， P MM "> 
0, а EXT i, j 对 称 的 非 负 定 矩阵 , Y < 0, 
2<0, n2 0, 0/0» 是 由 a^^ 所 确定 的 内 向 
RMA, Xu JE x 的 有 界 邻 域 以 的 示 性 函数 ， 
了 .是 在 忆 外 为 有 限 而 在 忌 内 使 

Sy eer 

= 
为 可 积 之 测度 . 上 面 的 条 件 是 A. Д. Вентцель 
([11]) 所 得 到 的 反之, 当 《7) 的 右 端 被 给 定 ， 
хч S 具有 边界 且 已 给 定 〈8) 形 的 边界 条 件 
时 ,与 之 对 应 的 扩散 过 程 的 存在 及 唯一 性 问题 ， 
还 只 是 知道 特殊 情形 的 结果 , Шш s= R R. 
(7) 的 系数 是 连续 的 ， 则 至 少 有 一 个 对 应 的 扩 
кие. 

当 S$ 是 有 界 区 域 的 闭 包 且 具 有 充分 光滑 的 
边界 时 ,假定 给 出 了 具有 充分 光滑 的 系数 的 A. 
(8) 中 ио 且 除 上 与 7 以 外 全 为 0 时 , 仅 有 
一 个 扩散 过 程 与 之 对 应 。.7 亦 为 0 时 ， 称 它 为 
具有 反射 壁 的 扩散 过 程 (diffusion process with 
reflecting barricr)。 今 设 给 定 了 形 如 (8) 的 一 般 
的 边界 条 件 ,并 令 左 端 为 Lu。 又 令 作为 Au= 
0 的 解 且 在 5 的 边界 上 取 值 为 f(x) 的 函数 * 
为 Hf。 上 野 正 指出 在 某 些 自然 的 附加 条 件 下 ， 
# LH 为 边界 上 的 Марков 过 程 的 生成 算 子 
时 , 则 以 (8) 为 边界 条 件 的 扩散 过 程 ( 从 边界 允 
许 跳跃 ) 存 在 ([10]). 如 果 OG) 有 反射 壁 , 基 于 
DE X, 在 边界 上 时 增加 其 值 的 非 负 连续 加 性 
泛 函 而 对 {Xs} 进行 时 间 变 换 ， 可 以 反 过 来 得 
到 上 述 边界 上 的 Марков 过 程 。 

生成 算 子 为 4 之 形式 的 扩散 过 程 在 3 上 被 


ne s 扩散 过 程 
定义 时 ,多 种 偏 微分 方程 之 解 可 以 用 它 来 表示 . 
设 " 是 到 3 的 边界 的 到 达 时 间 . 此 时 Af) 可 
表示 成 EQTQGA)): 在 边界 上 为 0 的 
4 如 一 一 f 
的 解 可 表示 成 
z G) = E, (£ кх); 
在 边界 上 为 0 且 :一 0 时 为 fs) 的 
ди/д: = Au 
之 解 可 表示 成 
u(z,z) 一 EGG): < о), 
第 一 个 解 是 所 谓 的 Dirichlet 问题 之 解 , 且 边 界 
点 关于 Dirichlet 问题 ?是 正则 + 的 条 件 也 能 够 
以 概率 论 的 性 质 表 示 。 此 外 ,上 面 的 表示 中 若 
кх) 被 
Кх) (кодан) 

替换 时 ， 则 在 方程 方面 是 将 4 换 成 Atk 的 
结果 (M. Кас, 1951). &<0 时 ， 它 相当 于 
施行 了 消灭 法 . 

能 向 所 有 方向 扩展 的 多 维 扩散 过 程 ， 虽 是 
所 有 的 点 均 为 正则 的 一 维 扩散 过 程 的 推广 ， 但 
不 一 定 能 由 多 维 Brown 运动 基于 状态 空间 的 
变换 时间 变换 ,消灭 法 所 得 到 。 这 是 多 维 情形 
与 一 维 情形 大 不 相同 的 地 方 ， 即 使 加 上 下 述 的 
漂移 变换 也 不 一 定 能 从 Brown 运动 得 到 . 

设 M = (X,, W, P,|z€ R°) Rn 
Brown 运动 ， 重 新 定义 测度 P., MF BEB, 
即 对 于 时 刻 以 前 所 确定 的 事件 B 


P, 0 = E, (e (Ў унон 


-4$ fraa) s) 


m= 
(x; 是 X, 的 第 i 个 坐标 , 依 aX, 的 积分 表示 
随机 积分 ')。 这 样 一 来 、 
St = (X,, W, P.|z € R°) 
是 以 
1x 8 3722 
aa + 4” өн 


为 生成 算 子 的 扩散 过 程 。 这 个 由 MF) Ty 


变换 称 为 漂移 (drift) 变换 。 对 于 更 一 般 的 扩 
散 过 程 ， 定 义 改变 生成 算 子 的 一 阶 微分 项 的 运 
算 为 漂移 变换 ошап т, 
И. B. Гирсанов, Дынкин, KERMAT £ 
情形 ). 

Va, b 满足 Lipschitz 条 件 ! 时 ， 由 一 维 
Brown 运动 《X,}， 依 靠 解 随机 微分 方程 (sto- 


chastic differential equation) 


aX, = V 1a (X) dX, + 40) 
可 以 构成 以 a(x)a?/dx? + b(x)d/dx 为 生成 算 
子 的 扩散 过 程 X,(C. Н. Бернштейн, P. Lévy, 
人 煞 芯 ([5]))。 这 个 方程 指明 了 系数 a, b 的 意 
义 ， 也 可 以 把 它 推广 到 多 维 扩散 过 程 , 当 {X} 
AnH Brown 运动 时 ,方程 的 形式 变 成 


4Xi- > °%(%)4Х + ЫС), 


e 
其 中 设 

Sajah = 204, 

= 
х (в) HIR ps e DUROS 0 时 的 扩散 过 程 的 构 
成 ,以 及 二 维 时 具有 (8) 之 形式 的 边界 条 件 者 的 
构成 , 亦 可 使 用 随机 微分 方程 . 

对 于 没有 边界 的 紧 可 微 流 形 上 的 守恒 扩散 

xm {X,}， 与 (7) 相 当 的 是 


Een) 


ә 
+ > Pas 
其 中 а СЕКЕ, b 是 反 变 向 量 ，“ 
E (ot) 的 逆 矩 阵 的 行列 式 ， 并 假设 它们 是 充 
分 光滑 的 (此 处 的 b 与 (7) 中 的 6 不 同 ). 已 
经 知道 Uc) 可 由 这 些 系 数 确定 ， 又 对 于 {X,} 
存在 不 变 测 度 m, 而且 除 了 相差 常数 倍 是 唯一 
确定 的 。 它 可 以 用 函数 ? 表示 成 
pV aCe) oa dr", 

假定 "的 全 测度 是 有 限 的 ， 则 我 们 可 以 假定 全 
WEE. PRAT RARE TIX). 
Bug Xr 的 生成 算 子 的 形式 是 


i 2 
u^ 
al 
425 as Olona 8 
Èe Ox Өх" 


(X7) 与 原来 的 {X,} 一 致 的 充分 必要 条 件 是 ， 
刀具 有 位 势 , 即 可 用 某 个 f 写成 


- yeh 


= 
此 外 , 当 状 态 空间 有 边界 时 ， RARE 
的 扩散 过 程 的 充分 必要 条 件 是 ， {X*} BAR 
射 壁 的 扩散 过 程 

一 般 说 来 ， 在 非 紧 的 S 上 给 定 扩散 过 程 
{X,}, 而 dÇ 时 x, 的 极限 点 不 存在 于 SA 
时 ,将 由 {X,} 引导 某 种 自然 的 紧 化 。 由 于 这 
个 缘故 引进 了 Марков 过 程 的 Martin 边界 ?这 
一 概念 ， 
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可 加 过 程 [Ж additive process 法 processus 
additif 4$ additiver Prozess (А адлитивный 
процесс 日 加 法 过 程 ] 独立 随机 变量 之 和 的 
极限 分 布 的 研究 是 近代 概率 论 的 中 心 问题 之 一 
(一 极 限定 理 )。 将 独立 随机 变量 之 和 一 般 化 而 
考虑 具有 连续 参数 的 随机 过 程 时 ， 就 能 得 到 可 
加 过 程 的 概念 . 

【定义 和 基本 性 质 】 在 实 值 随机 过 程 + 
{Xsjocs<4=《 以 后 记 以 XC) (0 <: < +оо), 
又 为 简单 起 见 以 后 常 假 定 X (0) = 0) th, 对 
任意 的 a< n< n<... < r, 

XC) — ХО) G1, 2,02, n) 

为 相互 独立 时 ， 称 XC) 为 可 加 过 程 或 独立 增 
重 过 程 (process with independent increments), 可 
加 过 程 与 对 空间 齐 次 的 Марков 过 程 〈 即 在 平 
移 之 下 不 变 的 ，R! 上 的 Марков 过 程 ) 在 本 质 
上 是 相同 的 《一 Марков 过 程 )。 在 可 加 过 程 
XG) 中 ,对 任意 的 4> 0, 175, 

XG +h) — XG + á) 
与 X@)-XG) 的 分 布 相同 , 即 XG) — XG) 
的 分 布 仅 与 + 一 + ARM, 称 XC) 为 时 齐 的 
《temporally homogeneous)。 这 与 对 时 间 和 空间 
都 为 齐 次 的 Марков 过 程 在 本 质 上 是 相同 的 . 

今 设 X G) 为 已 给 的 可 加 过 程 。 如 JO) 

是 仅 为 时 间 * 的 实 函数 , 则 

Үш = Xt) — 0) 

也 是 可 加 过 程 ,而 适当 选择 KU), HE YG) AU 
有 以 下 的 性 质 ， 对 于 每 个 120, щ ste Cot 
p) 时 YC) ЛАРИ". 这 时 极限 值 与 
з, 的 取 法 无 关 而 确定 。 把 它 表 示 为 Y(t 一 ) (У 
@+)). 把 XG) 变换 为 具有 这 样 性 质 的 YC?) 
称 为 中 心 化 《centering)，Y(z) 称 为 中 心 化 过 
程 (centered process)，、 这 种 情形 ， 例 如 选取 使 
E (arctan (XG — f())) = 0 &5 fO) 就 可 
以 . 

Amik YO) 为 一 中 心 化 可 加 过 程 ， 则 除 
去 属于 最 多 为 可 数 的 时 点 集 5 的 + 以外， 

YG—) = Y(0 = YG+) 


100 ”可 加 过 程 


以 概率 1 成立。 te S KRA YO 的 固定 不 连 
续 点 (fixed point of discontinuity), 这 时 
YiC) = lim Us) 


以 概率 1 存在 . 但 这 里 ， 
UD= X (YG+) 


ies 

—YG—)) + YO) — YG-) — et 

ef 为 由 E(arctanU,(r)) = 0 确定 的 常数 ， 

s-G) 01,2, +), 
Ye) 定义 了 一 个 中 心 化 可 加 过 程 ， 

Үү) = YG) — Yi) 
成 为 一 个 没有 固定 不 连续 点 的 中 心 化 可 加 过 
程 ,并 且 YO 5 YQ Bor. YD 的 更 详 
细 的 分 析 没有 什么 意义 , 有 意义 的 是 VAG) 的 
部 分 ， 即 中 心 化 可 加 过 程 没有 固定 不 连续 点 的 
部 分 ,但 这 又 与 依 概率 连续 + 的 可 加 过 程 是 等 价 
0. 所 以 现在 设 Y; 0) 为 依 概率 连续 的 可 加 
ME. Y,G) 的 可 分 1 修正 9,00) 的 样本 函数 ， 
以 概率 1 为 最 多 第 一 种 不 连续 的 函数 ， 如 令 
ү) = Y. Ge), 

YT Ce) 的 样本 函数 以 概率 1 最 多 为 第 一 种 
不 连续 的 右 连 续 函 数 , 又 显然 YPGO Ж УО 
的 一 个 修正 +。 在 Y/O 的 研究 中 ， 取 这 一 修 
正 较为 方便 。 一 般 的 依 概率 连续 的 可 加 过 程 ， 
如 其 样本 函数 以 概率 1 最 多 为 第 一 种 不 连续 并 
且 右 连续 ， 则 称 为 Lévy BAB (Lévy process) 
(131, 071). 

又 可 加 过 程 以 及 Levy 过 程 的 概念 ， 都 能 
照样 地 扩张 为 XC) 取 值 于 N 维 空间 RY 的 
情形 。 

【与 无 穷 可 分 分 布 的 关系 】 t ХО) 为 
Lévy 过 程 ，X G) — X G) 的 分 布 为 

o, < :). 
这 时 Ф, 成 为 无 穷 可 分 分 布 (一 概率 分 布 ). E 
之 ， 能 确定 与 给 定 的 无 穷 可 分 分 布 8 对 应 的 
Lay 过 程 XO, EXO) 的 分 布 恰 为 о. 
特别 对 于 时 齐 的 Lévy 过 程 ， 因 @,, 的 特征 函 
数 gals) 一 ECBO) gos 
pula) = ep (G — 0902); 

故此 过 程 的 分 布 由 ФО) 完全 确定 ， 由 Levy- 


Хинчин 标准 型 1, 这 个 ФО) 由 
(1) ple) = imz — E = 


+ f(e == а n(du) 


所 给 出 ， 这 里 т, ve R, v>0, 并 且 n(du) 
是 使 a({0)) — 0, 


E ELE 


的 (一 co ,co) 上 的 测度 . 
唯一 确定 (一 概率 分 布 ). 

【基本 的 可 加 过 程 】 i) Wiener 过 程 。 当 
Lévy 过 程 X (O 的 样本 函数 以 概率 1 为 连续 
时 ，X(9 — ХО) 的 分 布 便 成 为 正 态 分 布 *. 特 
别 当 其 为 时 齐 时 ，(1) 中 的 ФС) 由 


(2) = imz 一 = z 


m,v,n(du) 由 p) 


所 给 出 ， 如 其 中 m 一 0，v 一 1， 则 称 其 为 一 
维 的 Wiener 3142 (Wiener process) 或 Brown 
运动 (Brownian motion), 它 是 作为 植物 学 家 
R. Brown 所 发 现 的 胶 质 粒子 运动 的 数学 模型 
而 由 N. Wiener (1923) 所 引进 的 ， 在 今日 概 
率 论 中 是 一 种 最 基本 的 随机 过 程 〈 一 Brown 运 
动 ). 

ii) Poison 过 程 。 当 Lévy 过 程 的 样本 函 
数 以 概率 1 为 仅 有 高 度 为 1 的 跳跃 增加 的 阶梯 
ARR, XC) — X (5) 的 分 布 便 成 为 Poisson. 
分 布 +. 特 别 当 其 为 时 齐 时 ，(1) 中 的 %(z) 成 为 
4) =A 1) G > 0), 这 时 ХС) HH 
Poisson Ñt (Poison process), 4ik XG) 为 
Poisson 过 程 ， 其 样本 函数 增加 的 时 点 为 To, 
Tot Tis, Tet Ti+ Ts +++, W To Т 
Ta .为 服从 同一 指数 分 布 IGO 一 167 的 独 
立 随机 变量 序列 。 反 之 ， 对 于 这 样 的 独立 随机 
变量 序列 {T。}， 如 令 

XC) = inf{n|To + Tit +++ + T, > 1), 

则 XC) % Poisson 过 程 。 由 此 可 知 ， 例 如 电 
话 交换 台 接 通电 话 的 次 数 ， 如 考虑 其 各 个 间隔 
相互 独立 并 服从 同一 指数 分 布 时 , 便 是 个 Pois- 
son 过 程 。 


【一 般 Ley 过 程 的 构造 】 为 简单 起 见 ， 
这 里 仅 考虑 时 齐 的 Lévy HE XO. 如 上 所 
Ж, XG) 的 分 布 由 函数 ФС) 所 确定 ,而 (<) 
的 表达 式 〈1) 显示 出 它 可 由 Wiener HEM 
Poisson 过 程 的 分 布 在 某 种 意义 上 合成 而 得 到 . 
这 一 事实 ， 从 揭示 了 XQ) 的 样本 函数 本 身 可 
Hi Wiener 过 程 和 Poisson 过 程 合 成 而 得 到 的 
Lsvy- 伊 腾 定理 就 更 加 明白 了 .事实 上 ，Lévy- 伊 
苹 定 理 是 比 表达 式 (1) 更 加 深刻 的 定理 ,不 仅 由 
于 (1) 是 它 的 推论 ， 而 且 (1) 的 概率 意义 也 可 由 
此 定理 彻底 弄 明 白 . 

Levy- 伊 芯 定 理 的 概要 如 下 。 SUH R 
的 Borel 集 ,离开 原点 有 一 个 正 的 距离 。 令 N 
G, U) 为 使 得 XG) 一 X G—)EUG < r) 
的 时 点 :的 个 数 ， 这 时 NG, U) A Poisson 
过 程 ， 令 其 平均 值 为 

E(NG, U)) = (U), 

MJ sU) 定义 了 R'— (0) 上 的 一 个 测度 ,并 
使 得 


is : =. n(du) < co, 
其 次 令 
„© = fL NG, du) 
ше > (XG)-XG—). 


оь) хае 
s(t) 在 elo 时 一 般 是 发 散 的 ， 可 是 把 它 加 减 
一 个 仅 为 :的 函数 后 


BO 一 SO 一 人 二 wd) 


tire 1 + 2 
在 elo 时 以 概率 1 关于 + 广义 一 致 收敛, 并 且 
XG) — lim EXO) 
成 为 具有 连续 轨道 的 Ley 过 程 。 另 一 方面 ， 
由 于 具有 连续 轨道 的 Lévy 过 程 必 可 表示 成 
mt + V v BG) (m, ov > 0) HBR, 


B) % Wiener 过 程 )， 
因此 XG) 可 以 分 解 成 


Q) XQ) = my» BG) 


эъди 115) 


+ E | (им G, ак) 
5m ees 


一 ilzec) 


进一步 如 Un Unte, U. 互 不 相交 , 则 BO, 
NG, Uj),--*, NG, Un) 相互 独立 。 从 而 (2) 
的 右 端 第 三 项 的 积分 与 其 它 项 独立 。 AS, 
这 一 表达 式 中 的 m, z，n《du) 与 (1) 中 的 相对 
BL. EK n(du) 为 Lévy 测度 (Lévy measure), 
它 在 一 般 的 具有 不 连续 轨道 的 Mapxos 过 程 中 
是 个 基本 的 量 . 

[Lévy 过 程 的 例 】 i) MA Poisson 过 程 . 
一 时 齐 的 Lévy 过 程 ， 其 样本 函数 只 有 跳跃 的 
变化 ， 其 Lévy 测度 有 限 ， 称 为 复合 Poisson 
过 程 (compound Poisson process), BD (1) 中 的 
4(z) 由 


жю = [Ces 929, 


= (л «o 


所 给 出 的 情形 。 今 如 令 
(du) = (1/2)n(du), 
под R 上 的 概率 分 布 , 它 是 ХО) 跳跃 时 
跳跃 大 小 的 分 布 。 复合 Poisson 过 程 可 以 如 下 
构成 。 设 To To Tec Un Us 2538 
互 独立 的 随机 变量 序列 ， 
P(T,€ (а, + dr)) = ear > 0), 
P(U, € du) = (du), 
并 用 
XG) =U, + U, ++ + UL, 
n=inf[n|T + Tit T, (0 
来 定义 Хб), 它 就 成 为 一 个 复合 Poison 过 
程 。 此 即 跳跃 次 数 是 个 Poison 过 程 ， 各 个 跳 
跃 的 大 小 服从 Oldu). 
i) 稳定 过 程 。 在 时 齐 的 Lévy 过 程 XG) 
中 , 当 对 每 个 :> 0 总 存在 常数 C, 使 得 ХО) 
的 分 布 与 CX) 的 分 布 相同 时 , 称 XG) 为 
稳定 过 程 《stable process), 当 XC) 的 分 布 为 
稳定 分 布 ' 时 ， 并 且 仅 当 这 个 时 候 ，X(#) 为 稳 


定 过 程 。 这 一 稳定 分 布 的 指数 ' a(0 < a < 2) 


称 为 稳定 过 程 的 指数 。 特别 当 “一 1 时 称 为 


1152 。 可 加 过 程 
Cauchy 过 程 (Cauchy process), а= 2 时 的 
稳定 过 程 本 质 上 是 Wiener 过 程 . (1) 中 的 602) 
是 

Фо) = C, (Fee —1)-4. 


+ 


+с- {с ede 4m. 


Jule? 


0<а<1, 


du. 
“ 


a) = al (en — 1 — isu) 


+ са E (et — 1 — izu) Tee 
1<4<2, a 
4) =їС + er (e 一 1 
ma 


izu y du 
HI 
其 中 Cy, С-, €, 0, C, 为 实数 ， 从 而 
9$) = (— Co + (2/121) С) il^, 
这 里 ,在 0<a<2, 641 时 
一 Co 一 (C+ + C-)T (—9) cos (x/2)a, 
С, = (C- — C,)T(—a) sin(x/2)a, 
4 C, 0 B, XG) 称 为 对 称 稳定 过 程 Cym- 
metric stable process)， 特 别 对 与 
Фа) = 18] 
对 应 的 对 称 Cauchy 过 程 ， 
кх) <= | t at 
йй. KRE 0<а<1, C-=0 B, ХО) 
的 样本 函数 以 概率 1 只 有 跳跃 增加 .这 时 XC) 
称 为 单 侧 稳 定 过 程 《one-sided stable process) 或 
© 位 的 从 属 过 程 《subordinator)。 今 设 X G) 
是 指数 为 8(0 << 2) 的 对 称 稳定 过 程 ， 
YOS X G) 独立 的 = 位 的 从 属 过 程 , 这 时 
ZG) = X (YG) 则 是 指数 为 ap 的 对 称 稳定 
过 程 ， 这 一 变换 称 为 从 属 运算 (subordination), 
它 与 半 群 的 生成 算 子 的 分 数 寡 的 理论 有 密切 的 
关系 ([2]， 一 MapkoB xt). 
稳定 过 程 在 XC) 取 值 于 N 维 空间 时 也 可 
同样 地 定义 . 特别 对 于 由 


‚в=1, 


EC xin) = go tele 
(z€ RY, 0<a<2) 
定义 的 N 维 对 称 稳定 过 程 ， 在 N > a 时 对 支 
集 为 紧 的 任意 有 界 可 测 函 数 1, 有 
E (fie + X) a) 

- бузса ы NE — yl "dy 
成 立 . 上 式 右 端 是 Frostman-Riesz 的 “次 位 势 ! 
《一 位 势 论 )。 这 是 Brown 运动 与 Newton 位 
WOAR (Brown 运动 ) 的 一 般 化 ,通过 它 可 
以 进行 稳定 过 程 样本 函数 性 质 的 研究 以 及 各 种 
平均 量 的 计算 ([1]). 

【可 加 过 程 的 一 般 化 】 时 齐 的 Levy 过 程 ， 
与 时 齐 、 随 机 连续 的 R' 上 的 Марков 过 程 ， 
特别 与 空 齐 的 Марков 过 程 ， 在 本 质 上 是 相同 
的 ， 由 此 事实 ， 在 使 空 齐 性 具有 意义 的 齐 性 空 
间 * 上 可 实行 可 加 过 程 的 一 般 化 。 设 M 为 变换 
群 G 作 用 的 齐 性 空间 . M 上 的 时 齐 Марков 过 
程 , 当 它 的 转移 概率 1 PG, х, E) 满足 

P(t, x, E) = P(t, gx, gE) (Vg € G) 

时 , 称 之 为 M БИЛ Марков 2348 (invariant 
Markov process, homogeneous Markov process), 
这 样 ， 可 加 过 程 恰好 是 当 G 为 平移 变换 群 时 ， 
R" 上 的 不 变 Марков Їй, С. A. Hunt EM 
为 Lie 群 ' 时 以 及 Lie 群 的 商 空间 时 ， 把 它 上 
面 的 不 变 Марков 过 程 完全 确定 下 来 ([5])， 

今 设 G 为 Lie R, ACG) 为 G WERE 

Lie 代数 令 C 为 G 的 一 点 紧 化 
С. = GU{o} 
上 的 连续 函数 的 全 条 ,对 于 YEA 当 
Y () = tim (Ryof — D#: 


(GG) = ехргҮ, Ref(r) = f(ro)) 
XT 的 一 致 模 存在 时 , 则 以 此 定义 YG). Ф 
С, = (fe C|Y (XJ) 对 任意 的 X, Y € ACG) 
存在 }。 设 Xo Xs, X, 为 ACG) WE, 
xi 3571 xa 为 С, 的 函数 并 使 
x) — 0, Xixile) = 8; 

(e 为 G 的 单位 元 )， 进 一 步 在 e 的 邻 域 引进 函 
数 


ele) = >) xg)» 

并 且 将 四 向 С. 上 按 pe C; 且 在 的 邻 域外 
Ф202 0 (为 常数 ) 进 行 扩张 . S z€ G K 
түт == gs, тю = o 定义 G, 的 变换 rr。 设 
XG) 为 依 概率 连续 的 G, 上 的 不 变 Марков 过 
程 。 这 时 与 X (O 对 应 的 半 群 T, ERER 
算 子 4 的 定义 域 中 包含 所 有 C, 的 函数 ， 对 于 
1€6 有 


AQ = É «Qu + axo) 


em 


+ f de = 1) 


= EXif()x())n(o). 
这 里 mw HEM, Cai) BRASH, 
aldo) 为 Ge 一 (e) 上 使 


| ф(о)л(4о) < co 


的 测度 。 反之 如 给 定 这 样 的 ao aú, n (do), 
则 存在 唯一 的 满足 这 一 关系 的 G。 上 的 依 概率 
连续 的 不 变 Марков ФЕ. 

在 Lie Ë G 由 其 紧 子 群 所 得 商 空间 M 
的 情形 ,也 有 同样 结果 成 立 。 在 其 它 M 为 球面 
和 Лобачевский 空间 等 的 具体 空间 时 , 还 可 
以 用 它 的 球 函数 求 得 无 穷 可 分 分 布 和 不 变 
Марков 过 程 的 标准 型 [4]，[5], [11]). 关 
于 可 加 过 程 的 到 达 《hiting) 概率 ,一 [12]. 
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分 枝 过 程 
tive process 
а ramifications $ multiplikativer prozess А 
ветвящийся процесс A SPOAR] 分 枝 过 
程 是 当 集 团 的 个 体 互相 独立 地 消灭, 增殖 (分 裂 } 
时 ,表现 集团 状态 的 一 种 随机 过 程 '; 是 将 诸如 
生物 集团 的 消长 ,遗传 因子 的 迁移 , 核 连锁 反应 
中 中 子 数 及 宇宙 线 往 射 中 粒子 数 的 增 减 等 现 
象 ， 用 概率 论 的 方法 模型 化 而 成 的 。 

【Gahon-Watson 分 枝 过 程 】 虽然 关于 连续 
参数 + € R 有 类 似 的 情况 ， 我 们 在 这 里 只 考虑 
时 间 参 数 z 是 离散 的 情形 (一 0,，1，2，… 小 设 
构成 集团 的 个 体 总 是 同 种 类 的 ， 且 各 个 体 与 其 
它 个 体 互相 独立 地 并 与 过 去 的 经 历 无 关 地 按照 
同一 概率 分 布 而 分 裂 成 几 个 个 体 。 又 设 时 刻 
(世代) n 时 的 个 体 数 为 2。 时 , B) CZ.) 构成 
Марков 链 '。 称 此 为 Galton- Watson 分 枝 过 
#2 (Galton-Watson branching process). 

设 分 裂 成 《个 的 概率 为 px BA 


К) = X». 
imo 


则 由 于 个 体 互相 独立 地 进行 分 裂 ，Z。 的 转移 
BOE py 可 由 (GY 中 的 # 的 系数 给 出 ,下 面 
将 在 Zo 一 1 的 条 件 下 来 考虑 . 

3 2, 的 母 函 数 


Rez. = 0 (s| <1) 
fea 
% 1.0), LE ORI 
ACs) = IG), foe) = fafals)) 

(m, n= 0, 1,2, --) RX BR Zi 的 平均 
值 ;为 m= fO) = ECZ) 时 , 则 可 得 Z, 的 
平均 值 E(Z.)= m". 

HEED, Z.—0 WA 


[Ж branching process, multiplica- 


法 processus multiplicatif, processus 


1154 SEE 


Zen = 2040 = 0, 

而 称 其 概率 为 消灭 概率 (extinction probability), 
设 此 概率 为 9 = P(limz, = 0), WI 

(0) mm 和 1 时 4 一 bm>1 时 0 和 94<1 
(但 f(s) = s 时 除外 , 以 下 相同 ), q 是 

К) 一: 

的 非 负 的 最 小 根 , 它 唯 一 确定 .此 外 , 当 m 二 1 
时 ，P(limZ, = co) 一 1 — q 成 立 , 因而 过 程 


{Z,} АЯН HE (transience), 

当 m < оо BP, W, — Z,/m", WW.) 
ERN UBER W 一 lm W. DUBE 1 存在 。 
当 m <1 时 , 则 Pw = 0) = 1, ifi m > 1 
Bf HJ ОЗЕ ДЕАК p(s) = Ee) 满足 下 
面 的 Kónigs-Schróder 方程 
Q) pm) = p(s)), Res > 0. 

当 ome d, ДАРОМ n Z. =0)=1, 
而 在 Z, 天 0 的 条 件 下 ， 关 于 极限 分 布 有 如 下 
的 Яглом 定理 : # m <1, Е(21) < оо, Д] 
存在 by = limP(Z, = k|Z, % 0) 

(Ba -1), 


UA) 的 母 函 数 


20) = 2 bet 
满足 
gQG)) = тв) + 1 — тС < 12, 
此 时 
g' (D) 一 limm"(1 一 如 07) 
ХЖ m= 1, f"(1) < co 时 , 则 
lim PQ2Z,/nf" (1) < «|Z, #0) 
=1—e“(u>0), 
【高 阶 Gahon-Watson 分 枝 过 程 】 今 考虑 
个 体 的 种 类 为 &(K 2) 时 的 情形 ， 设 个 种 
类 为 Tec. T. Nik T, 型 个 体 分 裂 时 出 
现 ra(m 一 1， 2,7 K) 个 To 型 个 体 的 概率 
为 P(ro ris т) HA 
bo = > Pr ra ra) 


Doom ЕШ. 


X ss e esk, 
则 于 时 刻 ” 的 个 体 数 
Z. = (Zi, Z5 
RAW К EF AH Марков 链 ， 其 转移 
概率 由 prs rrt)， 用 前 节 的 类 似 方法 
确定 之 (LI]). 

当 mr 一 af(1……，1)/8s < со Bf, JU 
对 于 和 矩阵 M = (mi), Z,,, 的 条 件 平均 值 ' 
成 为 

E(Zmin|Zm = em) = cmM", 
车 M 的 每 个 元 素 为 非 负 的 且 存在 使 MY 的 每 
个 元 素 为 正 的 自然 数 N 时 , 过 程 {Z。} 称 为 正 
型 正则 (positively regular) AY. shit M 具有 绝 
对 值 为 最 大 的 单 的 正 特征 值 ' 4, 此 2 起 着 前 节 
正 型 正则 过 程 在 某 些 简单 假设 
下 ,关于 消灭 概率 q— (0.4) (qi =P 
Cim Z, = 0|Z = e,)) 有 (1) 式 成 立 ,此 外 过 


THERE xr GC 1 意味 着 (1, …, 1)、 
0<q<1 意味 着 0<q'<1 

Gordo: 
意味 着 fs) 3G el, £). BRE 
Е(2{7{|2 = e) < oo, а > 1 时 ， 

w. = Z," 

以 概率 1 收敛 ， 其 极限 值 以 概率 1 与 M 的 对 
应 于 4 的 左 特征 向 量 ' v (и еее 0) ДЖ 
一 常数 因子 , 且 到 的 矩 量 母 函数 满足 与 (2) 同 样 
的 函数 方程 。4 和 < 1 时 ,与 Яглом 定理 类 似 的 
性 质 成 立 . 

[Марков 分 梳 过 程 】 时 间 参 数 : 为 连续 
时 ， 设 在 暂 短 时 间 Ae 内 出 现 分 裂 的 概率 是 
6(z) At， 且 在 分 裂 发 生 的 条 件 下 ， 分裂 成 《个 
个 体 的 概率 为 PLGY( = 0, 1, 2,---) Gti 
0) 以 及 PG) XT + 连续， 

bG) >0, P) 三 0 
E 


> P) = 1). 
= 


RMD ЕЮ Марков 分 枝 过 程 (Mar- 
kov branching process), 其 个 体 数 1Z(z)} 构成 


Markov 过 程 , 其 转移 概率 + P(r, 2) 由 Кол- 
могоров 前 向 方程 + 
SPD) рае, 1) 


ini 
+ 064) >) Pars DiPa- a (O) 
= 
P(t, r+ 0)= 1, 
i= 一 0, ik 
的 唯一 解 给 出 . 当 


Seales <1 


= 
和 时， 以 正 的 概率 使 得 个 体 数 在 有 限时 间 里 成 为 
оо, 而 当 

> APACE) 

= 


RF :广义 一 致 收敛 时 > 则 有 


D Paes 0) 1. 
e 

如 果 (O, P.C) 为 常数 ， 则 称 (Z0) 
为 时 齐 的 Марков 分 枝 过 程 。 关于 它 有 如 同 
Galton-Watson 分 枝 过 程 同样 的 结果 特别 是 关 
于 ZO) 的 极限 分 布 有 更 为 精确 的 结果 . 

最 近 对 于 非 时 齐 的 情形 ， 得 到 了 一 些 渐 近 
的 结果 。 此 外 对 高 阶 的 Марков 分 枝 过 程 亦 有 
所 研究 。 

【年 龄 相关 的 分 校 过 程 】 上 述 的 分 枝 过 
程 ,由 各 个 体 到 分 裂 成 几 个 个 体 的 时 间 ， 与 其 年 
龄 独立 , 而 与 年 龄 相关 Cage-dependent) 的 情形 
亦 有 所 研究 ， 

设 寿命 1 的 分 布 为 GO) = PO) (但 
G(0-) = 0, С(0,) <1, GC) 一 1) 的 各 个 
体 ,以 概率 


(Br = 1) 
分 裂 成 年 龄 为 0 的 《个 个 体 ， 设 时 刻 + 时 的 个 


体 数 为 Z(),— B BOE 20) 已 不 具有 Марков 
#'. e 
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FG) = PZ) = De 


CIs] <1, 220), 
则 ЕС, 2) 是 
G) FG) = (1 — 6G)) 


+ [TAEC £= 600, 


AG) = Ў) рук 


= 
的 唯一 解 (其 中 IFC] 1)。 然而 着 
Ge) —-1— e"(5 > 0), 
则 ZC) 是 Марков 过 程 ， 且 (3) 的 解 给 出 
Марков 分 枝 过 程 的 母 函 数 . ` 
щ (1) = m < co, G(0,) = 0 H GG) 
并 非 格子 点 分 布 ' 时 , 令 ZG) 的 平均 值 
MG) = E(Z()), 
则 当 m=1 时 MG) = 1, 而 m 关 1 时 
MG) ~ me™(t— оо), 
其 中 


m= (m—1) (am Í 167460), 


m| nace -1, 

但 m 过 1 时 ,假定 

f acerdGG) < oo, 
X3 m>1, (0)-c B б) 并 非 格子 
点 分 布 时 , 则 W, = (net)? z C) 有 

W -—1.i.m. W, 
HE, eG) = EC”) 满足 
eG) 一 人 AECA), Res > 0, 
再 假定 260) = 004, Н. 
acra <% (p>1) 

时 , 则 W = lim W, 以 概率 1 存在 。 


除了 上 述 的 分 梳 过 程 外 ， 更 为 一 般 的 分 枝 
过 程 也 正 被 研究 ([1]，[5]，[10]). 

[f$] (1] T. Е. Harris, The theory of branching 
processes. Springer, 1963, [2] T. E. Harris, Some 
mathematical models for branching processes, Proc. 2nd 
Berkeley Symp. on Math. Stat. and Prob. (1951), 305— 


1156 BR 


328, [3] Б. A. Севастьянов (В. А. Sevast'janov), Teo- 
рия ветвящихся случайных процессов, Ven. матем. наук, 
6 (1951), 6, 47—99; [4] А. М. Яглом (А. М. Jag- 
lom), Некоторые предельные теоремы теории ветвящихся 
случайных процессов, ДАН СССР 56 (1947) 795—798; 
[5] J. Е. Moyal, The general theory of stochastic po- 
pulation processes, Acta Math., 108 (1962), 1—31; [6] 
B.M. Золотарев (V. M. Zolotarev), Краткие сообщения 
уточнение ряда теорем теории ветвящихся случайных 
процессов, Теории вероятностей и ee применение 2 
(1957), 256—266; [7] В. П. Чистяков-Н. П. Ma- 
ркова (V. P. Čistjakov-N. Р. Markova), О некоторых 
теоремах для нгодноролных ветвящихся процессоя, ДАН 
CCCP, 147 (1962), 317—320; [8] А. А. Савин, В.П. 
Чистяков (A. А. Savin- У. P. Сізјакоу), Некоторые 
теоремы для ветвящился процессов с несколькими 
типами частиц, Теория вероятностей н ee примен- 
ение, 7 (1962), 95—104; [9] T. W. Mullikin, Limiting 
distributions for critical multitype branching processes 
with discrete time, Trans. Amer. Math. Soc., 106 (1963), 
469—194, [10] К. B. Athreya P. E. Ney, Branching 
processes, Springer, 1972. 


PR [3 martingale 法 martingale Ж Marun- 
gal iR mapiran Н мя] ik 
(0,9, P) 为 概率 空间 ,7 为 时 间 参数 e 的 变 
域 , 设 对 于 (€ T 对 应 有 完全 加 法 族 * S,,S,— 
9, (7 <). 因 必 要 时 可 进行 完备 化 , 故 可 
X (0, BP) 为 完备 "概率 空间 ，S, 包含 所 有 
P 测度 为 0 的 可 测 集 . (O, B, P) 上 的 实 值 随 
机 过 程 * {X,}jier《〈 在 这 个 题目 中 也 记 作 〈X,， 
1€ T) 等 ) 称 为 关于 S, WR, ШЖ i) X, WS, 
WMH ECIX,D) < ©; ü) m í<, MJ 
а) Е(Х,|9,) = X, (a. s.) 
((a.s.) 是 “几乎 必然 " 的 意思 , 以 下 在 明确 时 可 
省 略 ) 成 立 .在 (1) 中 将 等 号 换 为 < 或 过 时 ,分 
别称 {X,}eer WEER (supermartingale) FUER 
(submartingale)。 EMANUELE T. X, 也 人 允许 取 
Bü. DAF RICH (M), ##% бм), A 
(SM) 的 定义 关系 于 $,， 故 在 有 必要 明确 表示 
时 记 以 (Xoo єт). 如 果 (X,,S,,: € T) 
% (SM), & 

B, = B(X,, uE TA(—%, :]); 
MJ (х, 8,, єт) WE (M). 在 未 指定 完 
全 加 法 族 的 族 时 ,就 假定 是 关于 9, 的 《MD) 或 
(SM). ФИНЕ J. Ville, Р. Lévy 曾 
经 多 次 使 用 这 一 概念 。 (SM) WMS J. L. 


Doob 引进 的 并 做 了 系统 的 研究 . 这 些 概念 在 
随机 过 程 的 研究 中 应 用 于 许多 方面 . 

由 定义 ,( 上 、, 半 ) 蒜 具有 与 (上 、 次 ) 调 和 + 函 
数 相 类 似 的 若干 性 质 ， 下 面 叙述 (SM) 的 简单 
ER. 0) HF (SM)X,, mG) = EGG) 为 
的 增 函数 ， 并 且 当 且 仅 当 X, 为 (M) 时 有 

mG) 一 常数。 
ii) їй X, Y, 为 (SM)， 则 
aX,+ bY, (a, b >> 0), 

sup(X,, Y,) th (SM), ii) 设 X, 为 (SM)， 
1G) ж (=œ, +оо) 上 的 单调 增加 的 凸 函 
#0", ET 时 Е(|{(Х„)1) < eo, MX)» 
1€(—90, «1f T) % (SM), 5 X, 26 (M) 
时 去 掉 f fJ NE: (OX) 也 是 《SM)， 特 别 对 
+ (SM)X,, Xf = sup(X,,0) Æ (SM), HF 
(0X, |X,| 是 (SM). iv) fma, bET, 
a<b, BJ 

E(|x,|) < 2E(|xX,|) — Е(Х„). 
v) 特别 如 X,20 GET), WHF лєт 
(X,, 26 (一 co， n) П Т) 是 一 致 可 积 的 ，vi) 
WET, tah BUG) 为 一 致 可 积 的 充分 必要 
条 件 是 

lim E(X,,) > —%. 


这 里 ， 所 谓 随机 变量 族 (X, r 为 一 致 可 积 的 
(uni-formly integrable)， 即 是 1) 


|а <MUET) 
2) 如 有 PC4。) = 8. lima, 一 0， 则 
Hm (sop f X, Qo)|dP ) = o 


成 立 . 

例 1) 对 于 随机 变量 序列 Yo Y n 
(2) E(Ysnl Yit t> Ya) > 0,0 = 1,2,5 
成 立 , 则 

x= Sy, 
= 
Ж (SM), in (2) 中 等 号 成 立 则 是 《M)， 特 别 
in (Y.) 为 独立 变量 序列 且 ECY。) 一 0， 则 
x= dy, 


= 


是 (M). 
【收敛 定理 】 ЖР (SM) 的 样本 序列 的 下 
列 结果 是 重要 的 .如 (Xi, 1 < j < =) 为 (SM) 则 
aPC max |x;| > 2) < 2ECIX.I) 


— EQG) Q > 0). 
对 于 区 间 I = [2,5] 和 数列 
{xj} (1 <i<n), 
XX NU) mF: MO xaX 
xj« b 时 令 NU) = 0, HERR NCI) X 
{xj} 《1 «ji <n) 从 下 向 上 穿 过 工 的 次 数 〈 即 
满足 xia >b HiG, …，2) 的 
数目 )， 这 时 ,对 于 由 (X; 1 <i =< ») 确定 的 
NU) 有 
E(N(1)) < (E(|Xx,|) + 1a |)/G@ — а) 
成 立 《Doob AR). 
用 这 个 结果 可 以 得 到 以 下 的 收 全 定理 (con- 
vergence theorem), i) 当 
(Xn 1& n< 90) 
29 (SM) Bd, 1) 如 
sup ECIX,1) < 20, 
则 limX, = X. 以 概率 1 存在 且 
E(|x.|) < ©, 
2) 进一步 当 {Xn 1 < n < оо} 一 致 可 积 时 ， 
将 x. WER. (X.,1 < n < 0} 也 形成 为 
(SM). 3) 如 ECIX.D ARE 
(x., 1<n<%) 
Ж (SM), W 
lim E(X,) < Е(Х„); 
这 里 的 等 号 当 且 仅 当 (X., 1 <n < co} 一 至 
可 积 时 成 立 . ii) 如 (X.,—o < n < —1) 是 
(SM), Bi lim X, = X-. FEH 
—900 < X-. < о, 
进一步 如 有 
Jim E(X.) > 一 co， 
WW 一 oo 一 X- -一 oo B 
(X,, -© < л < —1) 
成 为 一 致 可 积 的 《SM).。 ш) 如 设 
(Xo Хз, Z) 
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ж (SM), Hj 1) 
lim X, = X. 


存在 且 
lim E(X,) < F(X.) < E(Z). 


DBE lim Е(Х,) = E(X.) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 (X., 1 < n< оо} 为 
一 致 可 积 ,并 且 这 时 《Xi，X,,……,X。，Z) 成 
% (SM). iv) 设 
(S.) (一 oo < n < oo; S,CS, CB) 
7$ (2,8, P) 上 一 列 完全 加 法 族 . 
S. = I s. = Vs. 


(包含 所 有 .的 最 小 的 完全 加 法 族 )， 
EZI) < ®, W 
im E(Z 34) = ECZ 184.) (aa), 


下 面 举 一 些 常用 的 收效 定理 的 应 用 例 ， 例 

2) 在 概率 空间 (9,9, P) 上 ,考虑 2 的 分 划 序 

列 x: Q = Mí? + Mi? + -- (Mi? EB), 这 

里 假定 xu 是 比 =。 更 细密 的 分 划 ， 令 包含 
{MP} G = 1, 2500+) 

的 最 小 的 完全 加 法 族 为 SS-= V Sn WP 


26 (0,9.) 上 的 完全 可 加 的 集 函数 ', 如 X.C o) 

Ë Xa (co)  eCMT?)/PCMT?) Co € му?) 所 

定义 , 则 (X,,9,,1 < n < соо) 成 为 (M)， 
lim X, = X, 


存在 .为 使 ?关于 РОР PES. 上 的 限制 ) 
绝对 连续 + 的 充分 必要 条 件 是 
(x., 1 <n < 0} 
一 致 可 积 ,在 这 时 x. = de/dP V) P 测度 1 
成 立 。 又 如 中 关于 P 奇异 ', WA P 测度 1 
有 Xe 一 0 i3) MIR Xo Xo 为 任意 
的 随机 变量 序列 ，Z(w) 为 BAXX) 
测 的 随机 变量 , 则 
lim Е(2 ХХХ) 一 ZG. 

特别 在 Xo X» 独立 的 情形 ,如 Z(o) 关 于 
任意 ”为 3(X。，X。n，"…) 可 测 的 随机 变量 ， 
则 以 概率 1 有 Z(o) 一 常数， 这 就 是 Komo- 
rope 0-1 t. P| 4) 当 X(0< 和 :<co) 


这 时 如 
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% Brown 运动 时 , X, f X;— : 同时 为 (M). 
反之 轨道 连续 的 具有 此 性 质 的 随机 过 程 必 是 
Brown 运动 . 

【样本 函数 】 在 (SM) QG 5,,+E T) 的 
时 间 参 数 的 变 域 了 为 一 般 的 情形 ， 能 和 够 确定 某 
区 间 DT, ZAMER S,G € 1) UR 5, 可 
测 函 数 GEI, t8 GL. S, 1€1) 为 
《SM)， 并 且 在 

r€ T H P(X, = Х,) = 1, 

故 不 失 一 般 性 地 可 取 了 为 区 间 、 进一步， 假定 
{X 为 关于 可 数 个 时 点 (s) 可 分 ?的 随机 过 
程 .将 离散 时 间 参 数 情形 关于 变化 的 估计 以 及 
收敛 定理 推广 到 这 种 连续 参数 情形 ， 可 得 样本 
函数 ?的 以 下 性 质 . i) (SM) {X,} 的 样本 函数 
以 概率 1 在 任意 有 限 区 间 la, ICT LAR. 
й) 令 To 为 了 的 内 点 的 集 , 则 Р(Х, o Xiao 存 
在 lié 7o) = 1; 又 对 任意 的 *e To 有 


lm E(X,) < E(X,—) < E(x,) 
< E(X) < lim Е(Х,). 


ш) Фр [X,) 的 固定 不 连续 点 + (P(X, 
X,= Xu) 一 1 ЖЕЛ), ржа 
是 可 数 集 , 并 且 
P(X, EE X,EX,. |: € D) — 1. 
以 下 为 简单 起 见 取 * 的 变 域 为 
Rt = [0, со), 
ABE (x,) 的 样本 函数 以 概率 1 右 连续 .这 
时 如 (X, :€ Rt) 关于 S, 是 (SM)， 则 关于 
з, = NS 


thE (SM), 故 不 失 一 般 性 可 假定 9, 一 34. 
关于 S, 的 停止 时 间 + т (随机 变量 r(o)， 

Р(0 <r< оо) =1, 
同时 对 一 切 的 上 二 0 满足 {<} ES.) 的 全 
жия 表示 。 M TET 时 对 任意 的 * > 0 使 
BAN <) € S, RIL TMK ASK 
成 一 个 完全 加 法 族 , 用 S, 来 表示 . Mo, гє 
х, о<т, M SCS. 又 如 

Pr 一 co) 一 1， 
W X. 为 S, 可 测 的 . 设 对 于 区 间 4 的 元 а, 对 


应 有 r.€ S, FHM a < g 则 
r, < r, < оо (a.s.). 
XO. (X2, S2. a€ A) 
(Xi-X.,.9123.) 
称 为 从 (SM) (Xo Sa 16 T) 任意 抽样 (op- 
tional sampling) 所 得 的 随机 过 程 。 例 如 ，1) 
X,<0 (a.s.); 
2) UG, € Rt} 一 致 可 积 ; 3) 对 一 切 的 ae 
4, r, 以 概率 1 有 界 ; 三 者 中 任何 一 个 成 立时 ， 
BY (X:,S:,ae4) 也 是 (SM)， 如 果 2) 或 3》 
成 立 , 则 有 
E(X:) < supE(X,). 
CERO) 《关于 这 一 节 一 [3], [4]》 
如 果 (SM)(X,, S, ¿€ RY) 一 致 可 积 , 则 
lim X, = X, 


存在 , 且 当 令 
s.= Vs, 


By, (X,,3,,: € [0,co]) 成 为 (SM)， 进 一 步 ， 
М {X req) 一 致 可 积 时 , 称 X， 属 于 种 类 
(р). МЕЖ о (0 < а < ос) 

(X,, re % 同时 r<a} 
一 致 可 积 ， 则 称 为 局 部 地 属于 种 类 (D). wR 
(SM)X, 一 致 可 积 , 则 能 将 X, 表示 为 
(з) X, = E (Kol) — (Е(Х„|®,) — X)» 
适当 选取 条 件 期 望 可 使 ЕСХ.|9,) 为 右 连续 
的 《M)， 这 时 

Z, = E(X«|8,) — X, 
Ar BUG E BO ERA ELI E 
innt 
由 位 势 论 的 类 推 , 称 与 Z TBI ЛЗ FP y 
位 势 , 称 (3) 为 X, 的 Riesz DF". 
(Q,9,P) 上 的 随机 过 程 (4,, € R*) 称 
为 ( 右 连续 ) 增 过 程 Cincrcasing process), Jn dli 
足 1) 44 为 3 可 测 ; 2) 样本 泡 数 以 概率 1 为 
右 连 续 的 增 函数 ，4 一 0。 特 别 当 
E (Aw) < о (4, = lim 4,) 


时 称 其 为 可 积 。 增 过 程 与 (SM) 有 以 下 的 关 
£. i) 位 势 X, 可 用 某 可 积 增 过 程 А, 表示 为 


в) X, = ECAs |.) — 4, 
的 充分 必要 条 件 ,是 x, 属于 种 类 (D). i) 为 
使 D) 中 的 А, 可取 为 连续 的 ,对 于 任意 的 re 
T, nir 有 

lim EQG,) = EQG) 


成 立 是 充分 必要 的 .证 ) 为 使 (SM)X, 能 写成 
X,=X,+A,(X; ж (M), A, 为 增 过 程 ) 的 充分 
必要 条 件 , 是 X， 局 部 地 属于 种 类 (D)， 这 些 
分 解 如 限制 A, 为 自然 增 过 程 《natvral increa- 
sing process) 时 则 是 唯一 的 .所 谓 增 过 程 A, 是 
自然 的 , 即 对 有 界 右 连续 的 任意 的 (OY, Ma 
《0<a 一 co)， 有 


E (> (4,— AX, 一 5), 一 0 


iz 
成 立 。 其 中 
$a -4-XY.—Y-) 


< 
是 
s. = (4, — 4) (Y, — Yi) 


Pere Tn 
在 L, 的 意义 上 的 极限 ， 这 一 分 解 被 用 在 Ma- 
pxos 过 程 的 泛 函 ', 随机 积分 ?等 的 研究 中 。 
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193—205; [4] P.-A. Meyer, Decomposition of super- 
martingales: the uniqueness theorem, Illinois J. Math., 
7 (1963), 1—17; [51 HU, ROMMEL, 1. u, HER 
ЕВ ЧБ, 1957 〈 中 译本 : GE МИИ, ESAE 
学 技术 出 版 社 ，1961); [6] P.-A. Meyer, Probability and 
potentials, Blaisdell, 1966; [7] D. L. Burkholder, Mar- 
tingale transform, Ann. Math. Stat., 37 (1966), 1494— 
1504; [8] J. Neveu, Martingales à temps discret, Masson 
et Cie, 1972, [9] A. M. Garsia, Martingale inequalities, 
Benjamin, 1973. 


平稳 过 程 [5 stationary process 法 processus 
stationaire $È stationäre Prozesse f стациона- 
рный процес 日 定常 过 程 ] 【定义 】 平稳 
过 程 是 对 于 时 间 的 推移 具有 某 种 平稳 性 的 随机 
过 程 (一 随机 过 程 ) 的 总 称 ， 从 大 的 方面 可 分 为 
强 平稳 过 程 和 弱 平稳 过 程 。 作为 时 间 变 数 (时 
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闻 参 数 ) 的 变动 范围 T, 有 实数 全 体 R 的 情形 
《连续 时 间 参 数 ) 和 整数 全 体 Z 的 情形 (离散 
时 间 参 数 ) 两 种 . 
їй (Q, ®, P) 为 概率 空间 ?， 
(x,(e)) Ge T, o € O) 
为 取 复 值 的 随机 过 程 +。 对 任意 的 n EEN 
f» hatt, t€ T 和 复 ” 维 空间 C^ 的 Bord 
Ж E. 如 总 有 
а) P(QG ыз, Xu) € E) 
Pr X,.)€ Es) 
成 立时 ， 称 {X,} 为 强 平稳 过 程 《strongly sta- 
tionary process))， 与 此 对 应 , 如 ECX?) SAR, 
直到 二 阶 矩 平稳 , 即 
(2) E(X,,) = E(X,), 
Е(Х, Хы) = ЕСХ,Х,) 
成 立时 , 称 (X,) HAPA (weakly statio- 
mary process), 这 一 条 件 与 
G) EK) 一 m《 与 + 无 关 的 常数 )， 
E((X, — m) (X, — m)) = e — ғ) 
G — s 的 函数 ) 
等 价 。 m. eG) 分 别称 为 这 个 弱 平 稳 过 程 的 
平均 值 (mean)， 协 方 浆 函数 (covariance func- 
tion). 
在 连续 时 间 参 数 时 ， 对 强 平稳 过 程 假定 
(x,) 的 依 概 率 连 续 性 : 
fim РОХ, — X,| > 6) = 0 (£ > 0), 
对 弱 平稳 过 程 假定 均 方 连续 性 : 
lim EQ Xs — X11?) = 0, 
后 者 与 协 方差 函数 рб) 的 连续 性 等 价 . 
【 弱 平 稳 过 程 的 谱 分 解 】 协 方差 函数 o (e) 
显然 是 正定 + 的 连续 函数 ,根据 Bochner 定理 '， 
谱 分 解 : 


б el] er 


йш. RE T 22 R (T = R hh) 或 R/Z 
(T-ZW),FX T 上 的 有 界 测度 ， 这 一 分 
解 称 为 协 方差 函数 的 Xuan 分 解 《Hinain' 
decomposition), F(d2) 称 为 它 的 谱 测 度 Gpec- 


tral measure), 


по 平稳 过 程 


ARNE Ра UG) 本 身 的 分 解 , 先 
考虑 Hilbert 空间 L, (Q) (这 里 0(8, P) 为 
基本 概率 空间 ,而 X, 是 这 上 面 的 平方 可 积 函 
数 ), 在 其 中 , 车 设 由 Xe T) 以 及 常数 1 张 
成 的 子 空间 为 M (X)， 则 由 弱 平稳 性 可 确定 
满足 UX, = Ха» Ul 一 1 的 单 参数 西 算 子 
群 U, GET) 根据 Stone 定理 + 设 U, 的 谱 
分 解 为 


(5) v, - |, E), 


FHA M(A) = ECA)OG — m), 则 得 到 X, 的 
谱 分 解 : 


(6) X, = U,X, = m+ Í. eM (dd), 


M(A) 满足 
O) (MCA), 1) = 05 
(MCA MCA) = F( A 0 A). 
这 个 分 解 成 为 弱 平稳 过 程 研究 的 出 发 点 。 例 
如 ,由 此 立即 可 以 推出 以 下 的 弱 大 数 定律 (wecak 
law of large numbers); 
Omm A fx = m+ M йб. 
这 是 连续 时 间 参 数 时 的 形式 ， 而 在 离散 时 间 参 
数 时 积分 变 成 和 ， 特 别 如 下 在 原点 连续 , 则 
M({0}) = 0, 
(8) 的 右 端 就 只 是 常数 了 (一 [2], 141, 18], 
191). : 
【 弱 平稳 广义 过 程 】 按 将 函数 一 般 化 而 考 
虑 广义 函数 同样 的 想法 ,对 于 弱 平稳 过 程 (连续 
时 间 参 数 ) ,可 以 考虑 弱 平稳 广义 过 程 。 设 D 
为 上 具有 紧 支 集 的 无 穷 可 微 函数 的 全 体 ， 在 
D 中 引信 与 广义 函数 理论 时 同样 的 拓扑 。 对 
PED 定义 XeeLK9)， 当 映射 o X, X 
续 并 且 线 性 时 , 则 称 随机 变量 族 {X。} OR 
义 的 广义 随机 过 程 (random distribution in the 
wide sense) (一 随机 过 程 )， 进 一 步 在 它 满足 
(9) (Kaes 1) = (X,,1), 
(Х.Х) = (X,, Xo)» 
xm) 1.00) 中 的 内 积 。 
tiple) = oG — h) 


RE, WER ORB NDE (weakly stationary 
random distribution). FH PRUE UG). 
BER LUE: 

(о) х,= |, КЕТО 


与 之 一 一 对 应 ， 与 普通 函数 时 一 栏 地 。 可 以 把 
这 个 {Xi} 和 (X,) 看 作 是 等 同 的 。 根 据 (9)、 
存在 使 


E(X,) — m [одаг 
的 m 和 使 
E((X, — Е(Х,)) (X, — EGG))) 
= (ж ф) 
的 广义 函数 с. Жи ж ал, G) 是 


H) WRB. т, р 分 别称 为 {Xe} ЮЖ 
均值 (mean value) 和 协 方 亲 广义 函数 (cova 
riance distribution), 根据 Bochner 定理 的 一 般 
化 , P 可 表示 为 缓 增 测度 F(4A) 的 Fourier Ж 
换 。 这 就 是 Хинчин 分 解 的 一 般 化 。 同样 地 ， 
关于 与 (5) 相 对 应 的 X, 的 分 解 以 及 大 数 定律 ， 
与 弱 平 稳 过程 情 形 平行 的 理论 也 都 成 立 〈 仇 蒋 
її [6]，[9]). 

【Gaus 型 平稳 过 程 】 取 实 值 的 随机 过 程 ， 
当 其 在 任意 n 个 时 点 的 ” 维 联 合 分 布 都 是 正 态 
分 布 '〔Gauss 型 ) 时 , 称 为 Gauss 型 随机 过 程 
(Gaussian process) 或 正 态 (型 ) 随 机 过 程 (normal 
process), 由 于 多 维 正 态 分 布 由 平均 值 向 量 和 
协 方差 矩阵 所 决定 , 在 Gauss 型 随机 过 程 中 弱 
平稳 与 强 平稳 等 价 ,所 以 就 称 为 Gauss 型 平稳 
过 程 《Gaussian stationary process), 前 面 叙述 过 
BERGE UG) 与 平均 值 m 和 谱 测 度 F(d4》 
相对 应 的 事实 。 特别 在 X, 取 实 值 时 ，F(d4》 
关于 原点 0 是 对 称 的 。 反之 对 于 这 样 的 wm 和 
F (dX)， 存 在 以 之 为 平均 值 和 谱 测 度 的 实 弱 平 
稳 过 程 {X,}。 这 样 的 {X,}， 即 使 把 分 布 律 相 
同 的 看 成 是 同一 个 ， 也 存在 有 多 个 ， 然 而 其 中 
Gauss 型 的 只 有 一 个 .在 这 种 意义 上 ，Gaus 型 
平稳 过 程 可 以 看 作 弱 平稳 过 程 的 代表 . 

以 上 事实 经 引进 复 Gauss 型 的 概念 可 以 扩 
张 到 取 复 值 的 弱 平 稳 过 程 。 在 这 种 情形 下 ， 可 


以 把 上 述 关于 F 的 对 称 性 的 限制 去 掉 . 进 一 
步 关 于 弱 平稳 广义 过 程 也 有 同样 的 事实 《[5]， 
[10]). 

[ARE] 在 离散 时 间 参 数 时 , 称 m = 0, 
оС) 二 1 (1 二 0); 一 0 G= 0) 的 实 弱 平稳 
过 程 为 白 噪 声 (white noise), 它 的 谱 测度 F(a) 
显然 就 是 Lebesgue 测度 dì. 在 连续 时 间 参 
数 时 ， 称 m = 0, p= 8 (Dirac 8 函数 ， 即 
ele) = Ф(0)), М Е (21) = a 的 弱 平稳 
TSO BRS. 不 论 哪 种 情形 ，Gauss 型 
白 噶 声 是 唯一 确定 的 ，Gauss 型 白 噪声 {X,} 
或 {X。} 在 下 述 意 义 上 是 各 点 独立 的 。 在 离 
散 型 时 ， 在 相 异 时 点 nooo te 的 值 X 
Xu Х„ 独立， 在 连续 型 时 ， 当 po po 
tes gu 的 支 集 互 不 相交 时 ，Xs,，X。,，……， 
Xo, 独立。 连续 时 间 参 数 时 的 白 噪声 可 以 表示 
为 满足 

E(Y@) — YC2) = 0, 

ECY@) —YG)) -:—5 <; 

的 随机 过 程 YO) 的 《作为 广义 过 程 的 ) 微分 
DY. 特别 在 Gauss 型 时 YC) 即 是 Wiener 的 
Brown 运动 + (一 Brown 运动 ). 

离散 时 间 参 数 的 弱 平稳 随机 过 程 ， 如 以 常 
系数 线性 差分 算 子 《连续 时 间 参 数 时 换 为 微分 
算 子 ) 作 用 后 成 为 白 噪声 , 则 称 之 为 自 回归 过 程 
(autoregressive process), 这 种 过 程 的 谱 测 度 绝 
对 连续 , 密度 等 于 (a 《连续 时 间 参 数 时 换 为 
ià) 的 有 理 函 数 的 绝对 值 的 平方 . 

【线性 预报 】 在 给 定 弱 平稳 过 程 {X,} M, 
对 XC <0) 的 值 施 以 线性 运算 用 来 求 

X,G > 0) 
的 近似 值 称 为 线性 预报 (linear prediction), Т 
的 数学 表示 如 下 。 这 里 假定 X, 的 平均 值 m 是 
0, (X,) 的 谱 测度 F(41) E S To, 这 并 
没有 本 质 上 的 限制 ， 由 X, <) 所 张 成 的 
ыо) 072 iB M, (X). M(X) 的 任 
意 的 元 Y 此 可 作为 X,G > 0) 的 线性 预报 值 
(linear. predictor)， 而 其 中 使 均 方 误差 
ECIX,— Yl) : 

BO ПХ, 一 YIP 最 小 的 Yo, 称 为 最 优 线性 预报 
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值 (optimum linear predictor), Yo, 不 外 是 X, 
在 МХХ) 上 的 投影 . 

MCX) 与 :同时 增加 ,而 当 其 与 无关 

时 , 称 X, 为 决定 性 的 〈determinisic)， 这 时 因 

Х,Є МХХ) # Yor = X,， 从 而 可 以 做 到 完全 

预报 ,在 概率 论 上 就 没 兴趣 了 ， 与 此 相对 地 , 当 


N MCX) = (0) 


时 ， 称 为 总 非 决定 性 的 〔purcly non-determinis- 
tic), 因为 一 般 的 {X,}， 可 以 表示 为 决定 性 
的 部 分 (X?) 与 纯 非 决定 性 的 部 分 (X 之 
和 (Wold 分 解 ), 并 且 


M(X*) = () М(х), 


M(X,) = М(х?) + M(X") 
( 直 和 )， 所 以 可 分 别 地 研究 (ХО) 和 (xn). 
为 使 OG) 为 纯 非 决定 性 的 充分 必要 条 件 
是 其 谱 测 度 FCd1) 绝对 连续 ,并 且 其 密度 K2》 
满足 
[оваа > —% (高 散 时 间 参 数 )， 
[ELD > —= (连续 时 间 参数 ). 
1+2 
如 {Xs} 为 纯 非 决定 性 的 , 则 {X,} 可 以 表示 
为 白 噪声 的 后 向 移动 平均 《backward moving 
average). Ni 


x= У) G — ƏB,, B, XERA 


(离散 时 间 参 数 ) 
x,= |, aG — oen, DB, EIR 


《连续 时 间 参 数 ), 
反之 有 这 样 表示 的 《X,} 是 纯 非 决定 性 的 。 又 
上 述 移动 平均 表达 式 中 的 або) 是 


ж 2 
У ae 


= 
(离散 时 间 参 数 ), 

iN КО шн Í ау 
(连续 时 间 参 数 》 


-10) 


ne 平稳 过 程 
的 解 。 这 种 解 存在 有 多 个 ,其 中 特别 有 标准 的 ， 
当 我 们 取 它 时 , 便 有 
MCX) = MC) 
这 时 ,已 知 X,(s <0) 时 
РАСА?) 
的 最 优 线 性 预报 值 为 
>) G — OB, 


m 


或 M(DB). 


或 
[ae — ав, 


进一步 在 寻求 一 般 的 YeMOO 的 最 优 线性 
预报 值 时 ,首先 表示 成 


Y 一 > SDB, 
或 
NOT 
再 取 最 优 线性 预报 值 为 
ñ 
Dios, 
或 
7977 
即 可 . 
弱 平稳 广义 过 程 的 线性 预报 经 简单 的 正则 


化 即 可 归结 为 弱 平稳 过 程 的 问题 ， 从 而 可 得 到 
与 上 面 同样 的 结果 。 线 性 预报 的 细节 ， 一 预报 
ж, 12), 141, 011). 

【 强 平稳 过 程 与 流 】 设 {X,(w)} Ge T, 
a € Q(8,P)) 为 强 平稳 过 程 ， 在 这 一 过 程 的 研 
Sub. WO 为 复 向 量 空间 CT, WB 为 Bord 
柱 集 类 生成 的 完全 加 法 族 ，X,《w》 可 考虑 作 
we Cr 的 + 座 标 。 这 时 称 X, 已 被 坐标 表示 
(coordinate representation), ”如 由 到 其 自身 的 
推移 变换 群 SOET) 以 

(So)G) = ols + +) 

жей, Шш (X) 的 强 平稳 些 可 知 S, 为 保 
测 变 换 (全 遍历 理论 )， 也 就 是 说 5, G e T) 给 
定 了 Q9. Р) 上 的 一 个 ( 非 压 次 的 ) 流 。 反 之 


如 SET) 为 2(g,P) йй, 则 对 任意 的 
可 测 函 数 Kooca), iH 
Xa) = ә) 

定义 的 随机 过 程 {Xs} 为 一 强 平稳 过 程 。 这样 
一 来 ， 强 平稳 过 程 的 性 质 与 流 的 性 质 有 密切 的 
关系 ， 例 如 关于 平稳 过 程 的 强大 数 定律 ， 就 归 
结 为 关于 流 的 Birkhoff 个 体 遍历 定理 。 又 强 平 
稳 过 程 的 遍历 性 以 及 各 种 混合 性 、 谱 测度 等 等 ， 
都 可 以 用 对 应 的 流 的 遍历 性 ,混合 性 , 谱 性 来 定 
X (141, [6)). 

【 流 的 理论 ] i (S)Ge T) ж OCB, P) 
上 的 流 ， 候 定 测度 P 是 完备 的 ， 关 于 流 的 遍历 
性 、 弱 混合 性 、 强 混合 性 一 遍历 理论 ， 作 为 将 
强 混合 性 精密 化 的 条 件 ,定义 n 次 混合 性 Cmi- 
xing property of degree n) 如下。 对 任意 的 B,€ 
B, ш 
(1) | im. RSS, Bi i П, ena, Ba) 


= P(Bo)P(Bi)-++P(Ba) 

成 立时 ， 则 称 S, 具有 = 次 混合 性 ， 进 一 步 作 
为 更 强 的 条 件 ,有 Колмогоров 型 的 流 (Kolmo- 
gorov’s flow), 在 的 子 完 全 加 法 族 的 序 
列 中 ， 按 包含 关系 引进 半 序 ， 以 此 为 基础 定义 
VB, A9, 分别 为 包含 一 切 8。 的 最 小 完全 加 
法 族 和 含 于 一 切 9. 的 最 大 完全 加 法 族 . SN 
为 P 测 度 为 0 或 1 的 集 类 . MWK HFE 名 的 
子 完全 加 法 族 B e 

(12) 5,9, = (S,B| B € Bo} 随 :同时 增 大 ， 


(13) A 55 = Я, 
аз) V se = 9 


等 三 个 条 件 成 立时 , 则 称 {S} 为 Колмогоров 
型 的 流 . Колмогоров 型 的 流 具 有 任意 高 次 的 
混合 性 . 
在 Hilbert 空间 1.60) 上 用 
Ufo) = (50) 
诱导 出 西 算 子 群 U,G € Т), їй U, 的 谱 分 解 
为 


(5) U- j. e? E (42). 


由 于 Ul =l, U, 使 (1) 及 其 正 交 补 空间 
н= (1): 

ЖЖ. 设 在 H 上 对 于 E(al) 出 现在 Hellinger 
Hahn 定理 + 中 的 测度 为 м asss. 特别 当 
а» bao ++ 都 与 T” 上 的 Lebesgue 测度 《在 相 
互 绝对 连续 意义 上 ) 等 价 时 , 称 流 (S) 为 可 数 
Lebesgue Æ! (c-Lebesgue type) 的 流 . Kon- 
могоров 型 的 流 是 可 数 Lebesgue 型 的 《[2]). 

两 个 流 《S}，{S4}， 当 可 由 保 测 变换 从 一 
方 推移 至 他 方 时 ， 称 其 为 测度 同 构 (measure 
isomorphic), 当 对 应 的 U, 是 以 Hilbert 空间 
的 同 构 对 应 推移 时 ， 则 称 为 谱 同 构 (spectral 
isomorphic》 或 西 同 构 《unitary isomorphic). 如 
果 测 度 同 构 , 则 当然 是 谱 同 构 。 反 之 则 不 一 定 . 
上 述 各 种 混合 性 都 在 测度 同 构 下 不 变 。 又 а» 
pas 一 致 ， 对 谱 同 构 来 说 是 充分 必要 的 . 

当 流 {5,} 的 谱 EG) 只 有 跳跃 增加 时 ， 
称 之 为 点 谱 型 (point spectrum type) 的 流 ， 根 
据 J. von Neumann 的 结果 ， 点 谱 型 的 遍历 流 
的 本 征 值 CEQ) 的 跳跃 点 ) 的 全 体 构成 T 的 
子 群 (不 必 为 闭 子 群 )， 并 且 各 本 征 值 都 是 一 重 
的 ([13]). 反之 对 T 的 任意 的 子 群 4， 必 存 
在 以 之 为 本 征 值 集 的 点 谱 型 的 遍历 流 ， 如 果 把 
测度 同 构 的 看 成 同一 个 ， 它 还 是 唯一 确定 的 . 

作为 测度 同 构 变换 下 不 变 的 概念 ， 除 上 述 
测度 列 {pw} 之 外 还 有 炉 《entropy).。 这 里 就 
离散 时 间 参 数 的 流 , 对 粹 加 以 说 明 。 在 这 时 ,如 
ip s= So ЙН 

S, =S" (n = 0, +1, +2, +++). 
4 А, Ast 4,68 互 不 相交 并 且 

o= U4 

时 , 称 == (Ao Anc A.) 为 2 的 有 限 分 
割 。 对 于 有 限 分 割 列 sh，%0，…，3t， 其 共 
同 的 细 分 中 的 最 粗 者 , 即 一 切 形 如 
ААЙ AG DA, CA; €95G = 1,2,+++,р)) 
的 集 构成 的 类 以 


V w 
表示 。 对 于 分 割 A= {4}, Fk 
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(16) на) = — 2) PCA, log PCA) 

G = 0 时 约定 log: = 0) 为 A AI, 
07 м5) = spim H (V s-at)/n 

A S ERIE (5,) HOH. 测度 同 构 的 {S,} 和 
{5} 6538483 (H. Г. Синай [14]). 

Bi 1) 在 X,G € Z) 独立 且 服 从 同 分 布 
时 , 它 是 个 强 平稳 过 程 ， 与 此 对 应 的 流 是 Кол- 
могоров 型 的 。 例 2) Gauss 型 白 噪声 的 流 也 是 
Колмогоров 型 的 ， 例 3) 设 X,Ge Z) 独立 且 
各 服从 (0, 2, 3,7, Р) 上 的 均匀 分 布 。 这 
个 平稳 过 程 的 流 称 为 p WR (p-flow), 一切 
p 型 流 都 是 Колмогоров 型 的 ,从 而 是 可 数 Le- 
besgue 型 的 ， 由 此 可 知 , 对 于 pst q, 型 流 与 
4 型 流 是 谱 同 构 的 . MARC BI loge, 
Jog 9， 因 其 相 异 ， 故 此 二 流 不 是 测度 同 构 的 
(Синай [14])， 例 4) 对 应 于 Gauss 型 平稳 过 
程 的 流 的 混合 性 ， 由 其 协 方差 函数 的 谱 测度 
F(dd) 的 光滑 性 所 决定 。F 连续 , 对 使 这 个 流 
为 遍历 的 来 说 是 充分 必要 的 ， 这 时 ， 实 际 具 有 
BRAH. HIRAMU F(dX) 的 Fourier Ж 
换 在 无 穷 远 点 为 0， 对 使 这 个 流 具 有 强 混 合 性 
来 说 , 是 充分 必要 的 。 进一步 ，F(d1) 绝对 连 
续 , 对 使 这 个 流 为 Колмогоров 型 的 来 说 , 是 充 
分 必要 的 ( 角 谷 静 夫 [10], AURAR 1121). 
例 5) 对 于 具有 负 的 常 曲率 的 Riemann 空间 上 
所 有 点 处 的 所 有 单位 切 向 量 全 体 2 引进 自然 测 
BE n 这 个 向 量 沿 测 地 线 以 单位 速率 移动 , 便 得 
到 Q 上 的 一 个 (g 不 变 的 ) 流 , 称 为 Riemann 空 
间 上 的 测 地 流 (geodesic flow) ， 它 是 Komoro- 
ров 型 的 ([13]). 

【 非 线性 预报 】 设 {X,(w)} GET, o € 
2Q(8,P)) 为 强 平稳 过 程 . 可 以 认为 Xo) 已 
被 座 标 表示 。 设 (S,) 为 此 强 平稳 过 程 对 应 的 
й. 如 令 B 为 使 XLo) (<) 可 测 的 最 
小 完全 加 法 族 , 则 显然 有 3, = 5,58. He L, 
为 与 1 正 交 且 9, 可 测 的 La (0) 中 的 元 的 全 
4k. 按 前 面 那样 以 Ufo) = f (So) 定义 本 
SFR U, WA ULL, 这样, 对 LIO) 
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的 任意 的 元 Y， 用 上 的 元 以 最 小 均 方 误差 来 
逼近 ,就 称 为 非 线性 预报 (non-linear prediction), 
这 时 预报 值 (predictor) 是 Y 向 Lo {1} 上 的 
投影 。 它 还 等 于 条 件 平均 值 EQ |B). 

与 线性 预报 时 一 样 , 当 


f L.= {0} 


TW, Ж X, 为 纯 非 决定 性 的 《purcly non-deter- 
ministic)， 与 此 相反 ， 当 L, 与 + 无关 时 , MOS 
PETER (deterministic), 前 者 与 


As = % 
р 


等 价 ,后 者 和 3 与 上 无 关 相同 .从 而 与 纯 非 决 
定性 的 X, 对 应 的 流 是 Колмогоров 型 的 . 
关于 非 线性 预报 ， 目 前 还 没有 形成 统一 的 
一 般 理 论 。 这 里 就 其 典型 Gas 型 平稳 过 程 
加 以 说 明 。 设 (x,) 为 取 实 值 的 Gauss 型 平 
稳 过 程 , 因 不 失 一 般 性 , 假定 F(X) 一 0。 A 
在 离散 时 间 参 数 时 更 简单 ， 故 对 连续 时 间 参 数 
的 情形 加 以 说 明 . 
与 线性 预报 时 同样 地 确定 M(X), A 
M(X)CL,, 
如 X, 是 纯 非 决定 性 的 , 则 有 


N MOO N А, = (o). 


从 而 X, 具有 后 向 移动 平均 表示 : 
x,= б — дав 
并 且 由 于 (X,) 为 Gauss 型 平稳 过 程 ，{ B,} 
是 Brown 运动 。 而 且 如 取 标 准 表示 并 令 
MX) = M.(DB), 
M B, 与 对 一 切 e, u(<s) 使 B(u) 一 B (e) 
为 可 测 的 最 小 完全 加 法 族 一致 ， 由 于 


з= V 8o 
任意 的 Ye L;(9) 可 写成 
ap у-ро 


t= 
+++, n) B, B, dB, 
这 里 的 积分 是 随机 积分 +。 EBA X,G <0) 


时 Y 的 预报 值 即 Y 向 L, + {1}( 直 和 ) 的 投影 ， 
由 到 0 为 止 的 积分 式 : 
(19) Y- 2 f Zu MAS f» 

AG sp)dB, dB,- d Bs, 
所 给 出 (N. Wiener [18]). 

【平稳 过 程 样本 函数 的 光滑 性 】 对 连续 时 
WSK: 的 弱 平稳 过 程 假定 有 平均 连续 性 ， 对 
强 平稳 过 程 候 定 有 依 概率 连续 性 ， 由 此 不 论 哪 
种 情形 总 有 依 概率 连续 性 。 从 而 令 其 可 分 且 可 
测 并 不 失 一 般 性 (一 随机 过 程 ). 

ж (X,) 为 弱 平稳 过 程 ,其 谱 测 度 Faa) 
的 2n Br SAP WU {X,} 几乎 所 有 的 样本 函数 ' 
为 "一 1 次 连续 可 微 ,并 且 {X"-?} 的 几乎 所 
有 的 样本 函数 还 是 绝对 连续 的 . 

对 于 Gauss 型 平稳 过 程 样本 函数 的 光滑 性 
有 更 精密 的 结果 。 根据 G. A. Hunt 的 结果 ， 
在 Gauss 型 平稳 过 程 {X,} 的 谱 测度 F(a4) А 
有 有 限 的 “ 阶 矩 时 ， 其 几乎 所 有 的 样本 函数 满 
足 如 下 的 a 次 Holder 条 件 ([5]): 对 任意 的 有 
限 区 间 了 和 任意 的 C，, 存在 充分 小 的 

ho = ho (1,C) 
可 使 对 4e 7114| < h 有 

IX, — Xe] < СТА Сов 1/143. 

又 根据 Ю. К. Беляев 的 结果 ，Gauss 型 平稳 
过 程 的 样本 函数 或 者 以 概率 1 为 连续 ， 或 者 以 
概率 1 在 任何 有 限 区 间 上 无 界 《[1]). 

对 于 E(X) —0, EQG) < co 的 强 平稳 
过 程 {X,}， 因 为 样本 协 方 闲 函 数 《sample co- 


variance function): 
RO = lim E |i, Xo) X Gs 


以 概率 1 确定 , 所 以 可 对 样本 函数 使 用 Wiener 
的 一 般 调和 分 析 理 论 ([16]) 《关于 样本 函数 性 
质 的 进一步 结果 , 见 [20]). 

【 强 平稳 广义 过 程 】 令 2 为 具有 紧 支 集 
的 C” 级 函数 的 全 体 ，2' 为 广义 函数 的 空 
BJ. 设 对 于 we 0(8,，P) 和 рє @ 确定 有 
X, (о), АЛЛО OR Xelo) AE 
下 的 泛 函 时 是 属于 Z’ 的 ， 这 时 ， 称 {Xe} 为 


ams 


us 


广义 过 程 (random distribution), 在 Xese 
Xrir Tp) = eG — А) 的 联合 
分 布 与 4 无 关 时 ， 称 {Xo(w)} 为 强 平稳 广义 
过 程 (strongly stationary random distribution), 
如 将 概率 分 布 相同 者 视 为 同一 个 过 程 ， 则 X, 
为 其 特征 泛 函 : 

(20) Clp) = E(e'*e) 

所 确定 ,而 且 Crp) = С(р) E X, ARP 
稳 的 充分 必要 条 件 ， 强 平稳 广义 过 程 最 简单 的 
例子 是 前 述 的 Gauss WARA (H. M. Ten- 
фанд, H. Я. Вилсикин [3]). É 

【平稳 过 程 的 一 般 化 】 平稳 过 程 的 概念 可 
在 种 种 方向 上 一 般 化 。 

1) 设 T 为 比 R 和 Z 更 一 般 的 集 ， 并 给 
CHT 到 其 自身 的 变换 群 G. 给 定 以 T 的 元 
+ 为 参数 的 随机 变数 族 {X,}， 当 

Хи, Хатт Xam 
的 联合 分 布 总 与 & € G 无 关 时 , 称 (X,)G € T) 
AA G 平稳 随机 变量 系 ， 同样 地 也 可 定义 对 
G 平稳 随机 变量 系 ([7]，[19]). 

2) ТЖ Riemann 空间 ，G 为 由 T 到 其 
自身 的 等 长 变换 全 体 构成 的 群 或 其 子 群 ， 今 设 
对 于 we 9(%，P)， 在 T 的 各 点 上 定义 了 固定 
阶 数 的 张 量 场 X (o). 称 

X(o) = (X,Go) |: € T) 

% Riemann 空间 T 上 的 随机 张 E 29 (random 
tensor field), G 的 任意 元 8g， 可 诱导 出 从 在 : 
的 切 向 量 空间 到 在 g .+ 的 切 向 量 空间 的 等 长 
变换 ， 由 此 对 w 的 每 个 值 ，& 将 张 量 场 Xo) 
变换 为 男 一 张 量 场 8gX(o). 当 XCo) 5 gXCo) 
服从 相同 分 布 时 ， 称 X(o) ж С 平稳 
的 。 用 类 似 方 法 还 可 定义 弱 G 平稳 性 〈[7]， 
(91). 

3) 用 与 随机 过 程 扩张 为 广义 过 程 同 祥 的 
方法 ,将 随机 张 量 场 一 般 化 ， 可 定义 随机 流动 
《random current) 并 讨论 其 平稳 性 ([7])、 

4) n 阶 平稳 增 量 过 程 (stochastic process 
with stationary increment of order л). 有 的 X, 
GER) 本 身 非 平稳 ， 但 取 # 阶 差分 时 便 成 为 
平稳 的 。 这 时 ， 如 考虑 X, 在 广义 过 程 意义 上 


与 
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的 * 阶 导数 D"X,， 则 是 个 平稳 广义 过 程 ,应 用 
它 的 理论 可 以 研究 X, ЖЯ. 例如 Brown 运 
动 即 是 1 阶 平稳 增 量 过 程 . 

5) K 次 弱 平 稳 过 程 (weakly stationary pro- 
cess of degree К). 弱 平稳 过 程 是 假定 了 到 2 
阶 矩 为 止 的 平稳 性 ， 如 代替 它 而 假定 到 大 阶 和 矩 
为 止 的 平稳 性 ， 则 可 定义 K 次 弱 平 稳 过 程 ， 并 
且 可 以 进行 比 普通 的 弱 平稳 过 程 更 精密 的 研究 
(0151). 
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Ж Extrapolation  4& прогнозирование 9 T 
PR) 设 (xXCO)G e T) CT 为 整数 或 实数 全 
体 的 集 ) 为 平稳 过 程 *。 当 随机 变量 XG) 直到 
时 刻 :为 止 的 值 XG)G <1) 已 被 观测 时 , 要 
研究 的 问题 是 以 这 些 观测 值 为 基础 ， 对 上 时间 
以 后 的 值 XG + r) 进行 预测 的 问题 .作为 预 
报 理论 是 由 A. Н. Колмогоров 和 ji. Wiener 
所 开创 ， 后 来 又 被 许多 人 所 研究 的 。 这 个 理论 
是 平稳 过 程 论 当中 占有 重要 地 位 的 一 个 分 支 ， 
它 从 通讯 .电工 学 开始 被 应 用 于 各 个 方面 . 2 
хере X(DG € T), BE 
ECIXCOP) < ©, 
关于 平均 值 无 妨 假设 E XQ) = 0。 随机 过 
Ë XU) GET) 在 概率 空间 (О,®,Р) E 
以 X(1,w)(1€E T, o € 0) Wi, Ф B, 为 使 
{XG)]s <1} 

可 测 的 最 小 完全 加 法 族 ，H,(X) 为 8, 可 测 且 
关于 概率 测度 了 平方 可 积 的 函数 全 体 所 构成 的 
Hilbert 空间 ,又 M (X) 为 由 (XG) |: < (BE 
张 成 的 H,(X) 的 子 空间 , B. 


U HO) = H(X) 
以 及 
U M(X) = M(X). 


4 xG)G«:) 已 知 时 , 由 这 些 已 知 量 的 函数 
BD H(X) R MAX) 的 元 Gs). 对 
XG + r) > 0) 

THUR PUERCO. RC, r) 称 为 
X (+ r) 的 预报 值 〈predictor) ， 在 预报 值 中 
使 预报 误差 

sr) = E(IXG + r) — 2G;,r)|2) 
最 小 的 称 为 最 优 预 报 值 (optimum (best) predi- 
cor) 这 时 由 于 平稳 性 ，o(r) 与 :+ 无关. 特 
别 当 寻求 XG, r) 的 范围 限于 MAX) 时 , 称 
为 线性 预报 理论 (lincar prediction theory), 对 此 
已 得 到 了 详细 的 结果 . 

【线性 预报 】 在 线性 预报 的 情形 , 取 XG) 
GET) 为 弱 平 稳 过 程 + 即 可 ， 这 时 最 优 线性 预 
报 值 (optimum linear predictor) 不 是 别 的 ， 正 


是 XG: + r) 向 MAX) 的 射影 '。 
首先 考虑 为 整数 集 的 情形 ， 即 离散 时 间 
参数 的 弱 平稳 过 程 的 情形 。 XC) 可 谱 分 解 为 


а) хо = | zo) 

(一 平稳 过 程 ), 这 时 必 存 在 关于 谱 测 区 
4FG) = ECZA) |?) 
平方 可 积 的 函数 POr), ШЖ АО, r) 表示 

为 
Q) , £60 EOR 
dn XG) 是 决定 性 的 ', 则 可 求 得 PQr) 使 
对 一 切 的 r, + 有 
RG, т) = XG + r). 

又 如 хоо) 是 纯 非 决定 性 的 *, 则 其 谱 测度 
关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ,其 密度 函数 (GQ) 
几乎 处 处 为 正 ,并 且 

Wu 


用 此 fC4)， 可 求 得 最 优 预 报 值 如 下 。 
于 关于 单位 圆 的 Hardy Ж' H, 的 


存在 属 


yG) =D cwe', 


用 其 边界 函数 p (2) = (79) 将 10). 表示 
为 

G) Ка) = Q/22) |e(2) D. 

而 XQ) 可 用 相互 正 交 的 随机 变量 序列 (EC E 
GET) 和 702) 的 系数 (CO) 表示 成 后 向 
移动 平均 * 


(9 жо X cG— (O. 


这 里 满足 关系 4) M (CCD) 和 (800) 的 组 
虽 有 多 种 。 但 当 vC) Ж (maximal, opi- 
mal) 即 能 写成 

G) 16) = Ino (E roo 


€ z 
a) 
e — 2 


时 ,(4 的 表示 在 下 述 意义 上 是 标准 的 : EE 
的 :有 Mi(X) = MG). 因而 С, ғ) 为 


XG + r) 向 M.S) WH, 


(6 G,rn= > CG + т 5) (0) 
(= j. “фа, 0420)) 
并 且 
ФО, т) = 


(pW— B соо‹-=)/»о). 
关于 预报 误差 ,有 


t 


alr) = >; CGY 


= 
例 ) 当 XC) 的 协 方差 函数 ?为 ¿C (а> 
0) 时 ， 
IQ) = 0/22) — 811 ве, 
pegi 
因 极 大 的 r) 为 VI — P (1 一 pz)- 故 得 


m 


m 


RG, r) 一 Le i = 


x 之 B'e (ах) = EXC), 


от) = 1 — Bre В = 1 — enm, 

上 述 讨论 向 多 维 弱 平 稳 过 程 

XG) = (XG), +++, Xe) Ge T) 
的 推广 ,被 Wiener, P. Masani, Ю. А. Розанов 
等 人 所 进行 ， 在 〈1)，(2) 中 ,分别 取 ZQ) 
是 以 1 为 参数 的 =” 维 正 交 增 量 过 程 , 取 Qr) 
为 ” 阶 矩 阵 , 它 们 仍然 成 立 ， 在 纯 非 决定 性 时 ， 
Wi W B 

JQ)= (40) k= 1, m 
j=l, n) 

具有 一 定 的 秩 m， 进 而 存在 属于 Hardy КОН, 
的 


rule) = 5) Cues 


由 其 边界 函数 rile) 一 oe) 可 表示 成 
G) Қ) = U2=)e@e@*, 
PA) = (ev); 
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ked,e.25.j—d,,m. 

т XC) WR (rank). ХО) 可 用 相互 正 

ЕО П ci om, ce T) 和 ry 的 系数 
{Се} 表示 成 如 下 的 后 向 移动 平均 


U хо Y) Ў сас — 080. 


LII 
ls 
与 前 面相 同 ， 为 使 这 个 表示 是 标准 的 充分 必要 
条 件 是 7(Z) 为 极 大 , 即 对 属于 H, 的 边界 函 
数 满足 (3) 的 任意 的 +(Z), 
7(0)у(0)* — 7(0)7(0)* 

总 是 正定 的 。 MRO ) 的 表示 是 标准 的 ， 则 最 
优 预 测 值 由 与 6) 类 似 的 形式 所 给 出 ， 特 别 在 
m = n 即 满 秩 (full rank) 的 情形 ， 可 以 得 到 
较 具 体 的 结果 。 为 使 纯 非 决定 性 的 XG) 为 满 
秩 的 充分 必要 条 件 是 


j log detf(4)4 > —00, 


在 最 优 预报 值 由 与 (2) 类 似 的 形式 表 出 时 ， 
$G,r) 为 


(pW 55 с (дес) Го). 


这 里 pa) СЗ) ИО, Cs) ЖЕН (Z) 
RO S CE RO HIE. 

在 XG) 为 一 般 的 情形 ， 如 将 XG) 分 解 
为 决定 性 部 分 与 纯 非 决定 性 部 分 之 和 ， 对 各 成 
分 使 用 上 述 方法 , 即 可 求 出 最 优 预报 值 (一 平稳 
过 程 ). 

在 了 为 实数 的 情形 , 即 连续 时 间 参 数 时 ,将 
关于 ‹ 强 连 续 的 弱 平稳 过 程 XG) 谱 分 解 为 


хо = (чаго), 


注意 谱 测度 在 直线 上 分 布 的 事实 ， 如 将 单位 贺 
内 正则 的 7(Z) 换 为 半 平 面 上 正则 的 函数 , 则 


` 可 进行 与 离散 时 间 参 数 情形 差不多 平行 的 讨 


ie. 为 使 XG) 为 纯 非 决定 性 的 充分 必要 条 件 
是 存在 谱 密度 函数 (Q), 使 
= log QD д>» оо, 


1+ 


极 大 的 >(Z) 可 表示 为 
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(2) 一 


Vrbe f. 


1+22Z а 
Q); 一 2 1+ 
利用 由 7Y(Z) 的 边界 ( 实 轴 ) 函 数 的 Fourier Ж 
换 所 得 到 的 CO 和 正 交 增 量 过 程 * EG), 7 
以 得 到 标准 的 后 向 移动 平均 表示 


xo = [CG — 92. 


由 此 寻求 最 优 预 报信 和 预报 误差 ， 与 离散 时 间 
参数 的 情形 是 一 样 的 ， 特 别 在 极 大 的 7(Z) 用 
次 多 项 式 PCZ) 表示 成 
7(2) = c/PGZ) 

CARBON, B XO 关于 + 为 ?一 1 次 可 
ж, йин РОГА) XC) 可 具体 求 出 ¿ECO 从 
fi $G, +)， 以 上 事实 向 多 维 平稳 过 程 的 推广 ， 
与 离 故 时 间 参 数 的 情形 一 样 

Wiener 还 着 眼 于 各 个 样本 函数 { xG), 

考虑 用 (XG) <) 的 线性 汉阳 

[xa = esc) 
(КНЯЗЕ) 寻求 XG + r, w) 的 最 
优 预 报 值 的 间 是 (110])， 谱 测度 仍然 起 着 重要 
作用 ， 计 算 的 方法 也 与 这 里 所 说 的 有 许多 类似 
之 点 . 

对 于 能 平稳 广义 过 程 y X() (e € sZ GR 
多))， 可 以 如 下 归结 为 通常 的 函数 型 的 平稳 
过 程 的 情形 。 协 方差 广义 函数 ”可 表示 为 

ep) 一 |5CDOdFCD)， 


Фо) = eee, 
存在 某 正 整数 K 使 谱 测度 4F(2) 满足 
[LG + учма) < о, 
今 取 А 
c(t) = expi(t < 0); = 0 G > 0), 

4 ext) 为 ce) 的 K 次 卷 积 .用 

Y(9) = X(ek* p) 
定义 广义 过 程 , 它 就 是 函数 型 的 弱 平稳 过 程 ,并 
且 满 足 

MX) = MY). 


其 中 MAX) A (X(9) | HZR 07 
张 成 的 线性 空间 ， 由 此 事实 即 知 XCP) 的 预 
测 能 够 归结 为 前 述 情形 . 

此 外 关于 线性 预报 ， 在 22 a) 不 必 为 随 
机 测度 (一 随机 过 程 ) 而 能 将 XC) 表示 为 《1) 
的 形式 的 情形 ,或 者 在 非 平稳 正 态 过程 的 情形 ， 
都 可 以 讨论 同 祥 的 问题 (H. Cramér [4], P. 
Lévy). 关于 平稳 Gauss 噪声 的 核 场 (germ 
field)， 曾 被 N. Levinson 和 H. P. McKean, Je 
所 研究 ([13])。 

【插值 和 滤波 】 与 线性 预报 理论 在 问题 的 
提出 以 及 解决 的 办 法 上 都 有 许多 类 似 之 处 的 、 
还 有 插值 (interpolation) ABBR (filtering), 

关于 除 某 时 间 间 隔 T, 以 外 的 XC) 的 
值 (XG) Ir € T) 为 已 知 时 ， 用 已 知 量 线性 组 
合 的 极限 作 XG)G € TD 的 最 优 近似 , 即 是 ( 线 
性 ) 插 值 的 问题 。 举 一 了 为 整数 时 的 例子 ， 例 ) 
取 Ti 一 {oj， 设 X CO 的 谱 测度 为 (CA) da, 
为 使 X (y) 的 插值 必定 伴随 有 误差 的 充分 必要 
条 件 是 


is^ 
而 当 XG) 已 表示 为 (1) 的 形式 时 X(w) 的 最 
PRM Аб) 由 


fem of. gN) 


所 给 出 ， 而 插值 误差 为 
EC]XG) — RCo) 1) 
"ERES 
=s (f sn) > 
XO 取 多 维 值 的 情形 也 已 进行 了 研究 (Pow 
нов [8]). 
滤波 产生 于 从 混 有 噪声 的 信号 中 分 离 出 所 
需要 成 分 的 通讯 问题 《Wiener [10], А. Blanc- 
Lapierre-R. Foret [2])， 设 在 了 为 实数 的 情形 ， 
XG) 取 复 值 并 且 可 表示 为 
х= NEZ =S + NO), 


Wü (SG), N (0) 为 平均 向 量 为 0 的 弱 平稳 过 
程 。 50) 相当 于 信号 , NGO 相当 于 噪声 . 


这 时 我 们 考虑 用 M,(X) HEH SG + r) 做 
最 优 近似 的 问题 . 最 优 近 似 是 S(: 十 r) 向 
MCX) 的 射影 ,然而 用 谱 测度 写 出 来 却 相当 复 
杂 〈[10])， 这 一 问题 多 数 是 在 SQ) 与 NG) 
正 交 的 假定 之 下 来 求解 。 进一步 加 强 ， 设 两 者 
的 谱 测度 绝对 连续 ,具有 密度 函数 大 (1), 太 (2). 
EBA (XG)| re T) 时 ,在 一 时 点 + 处 SG) 
的 最 优 (线性 ) 近 似 SG), He 
lA) = 50)/0:0) + 18G)) 

而 由 

Sc = |” eaaa) 
所 给 出 ,误差 ESO —S@))) 为 

(AOR + 162. 

【 非 线性 预报 】 Ætt M(X) 范围 更 广 的 
H(X) 当中 寻求 预报 值 XG, т) 即 是 非 线性 
预报 (nonlinear prediction) 的 问题 .这 时 有 

&G,r) = E(XG + т)|®,)› 
然而 仅 在 特殊 情形 下 才能 具体 地 求 出 它 来 

i) 在 正 态 随机 过 程 ' 的 情形 从 更 广 的 HAX) 
当中 求 出 的 最 优 预 报 值 仍然 属于 M(X), M 
而 与 线性 预报 值 是 一 致 的 。 d) 在 存在 依据 
Brown 运动 + 的 标准 表示 〈 一 Brown 运动 ) 而 表 
жй P 

x@=>> pes f 1n — bs 
e, a, — D)dB(u): + +d BC uy) 
时 ,由 H(X) = HO) 可 得 
tena X [fei 
e, us — t — 1)dBOn): d BÓ.) 


(021). ü) 设 xG) 为 古典 扩散 过 程 (一 扩散 
过 程 ), 生 成 算 子 为 
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O = a(x)d dx? + blx)d/dx. 
由 于 
8,0) = ECXCr)1XC0))， 
使 用 
8u/0: = Gu, u(0, x) =x 
的 解 u(t, х) 可 表示 成 
ROO, т) = u(r, X(0)) (111). 
iv) ET ORR, XG) G < ;) 的 多 项 式 在 
H,(X) 中 稠密 的 情形 ，Wicner-Masani [9] 处 
理 了 用 这 些 多 项 式 对 X Gor) 做 近似 的 问题 。 
此 外 ， 对 于 时 间 参 数 空间 7 为 多 维 情形 的 
线性 预报 理论 的 推广 ， 有 H. Helson-D. Low- 
denslager， 江 泽 培 ， А. М. Яглом 等 人 进行 了 
研究 。 关 于 由 随机 微分 方程 给 出 的 过 程 的 滤波 
的 近代 发 展 ， 一 [12]. 
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十 七 、 统 


统计 推断 [Ж statistical inference 法 induction 
4È statistische Folgerung f статис- 
тический вывод A #8 9029] 统计 推断 
是 科学 研究 中 最 重要 的 推断 程序 之 一 .这 种 推 
斯 程序 的 研究 ， 已 成 为 现代 统计 学 的 一 个 主要 
目标 从 数学 观点 看 来 “统计 的 ”这 个 形容 词 
意味 着 用 概率 去 了 解 各 种 现象 ， 但 得 到 这 种 见 
解 曾经 历 了 各 种 历史 变迁 . 

这 种 意义 下 的 统计 推断 是 归纳 逻辑 的 一 种 
形态 , 它 的 源流 也 可 以 追溯 到 F. Bacon, 但是， 
从 数量 上 去 掌 担 集团 是 统计 推断 早期 的 情况 ， 
从 这 种 意义 看 , J. Graunc 使 用 调查 员 调查 伦敦 
市 死亡 人 数 (1662), 是 历史 上 最 早出 现 的 统计 
推断 。Graunt 的 方法 是 社会 现象 的 数量 表现 ， 
W. Репу 在 《政治 算术 》(Political arithmetic, 
1690) 一 书 中 , 沿袭 Graun 的 方法 , 进行 了 社 
会 相互 间 的 比较 。 J. P. Sassmilch 更 进一步 继 
承 了 这 个 流派 ， 注 意 到 作为 大 量 观察 结果 所 出 
现 的 规律 性 ， 强 调 了 它 的 统计 意义 ， 统 计 学 
(statistics) 一 词 是 G，Achenwall 针对 十 七 世纪 
在 德国 兴起 的 政治 学 (4 Staatenkunde) 而 使 用 
的 术语 ， 但 这 门 学 问 以 描述 国家 的 状态 为 其 
目的 ， 和 今天 的 统计 学 是 很 不 相同 的 。 还 有 ， 
丹麦 人 J. P. Ancherson 发 展 了 政治 学 ,借助 
表格 使 描述 一 目 了 然 ， 提 出 了 更 方便 的 推断 方 
th. 

另 一 方面 ， 概 率 论 的 发 展 不 可 避免 地 要 影 
山 到 统计 推断 理论 。 现 在 人 们 所 理解 的 统计 推 
断 程序 ， 可 以 说 ， 最 早 的 就 是 T. Bayes 方法 . 
用 他 的 名 字 命 名 的 定理 (Bayes 定理 *) 指出 , 当 
已 知 原因 C 产生 结果 E 的 概率 PECE) 时 ,如 果 
已 给 出 原因 的 先 验 概率 (事前 概率 ) PCC), BE 
末 在 知道 结果 E 后 原因 C 的 条 件 概率 (后 验 概 
率 ') 就 是 


statistique 


计 数 学 


PC) = PCC)PAE)/ X) PCCPLE)» 


这 个 定理 当然 也 能 推广 到 С, E 为 连续 的 情形 ， 
它 暗示 着 如 下 的 统计 推断 : “如 果 知道 结果 E 
已 发 生 ， 就 可 以 对 所 有 原因 C 计算 其 后 验 概率 
Р.(С), 进行 比较 后 , 找 出 使 其 值 为 最 大 的 C*: 
Pe(C*) = max Pr(C)， 就 推断 出 C* 为 的 原 
因 .” 

C. F. Gauss 和 P. S. Laplace 应 用 Bayes 
定理 讨论 了 参数 的 估计 法 (一 统计 估计 ). 
Laplace 在 这 项 研究 中 , 把 参数 9 与 其 估计 值 4 
之 间 的 距离 的 单调 函数 w ( |z 一 01) 当 作 衡 量 
估计 误差 的 重要 程度 的 基准 ， 特 别 是 讨论 了 
W = |: 一 90| 的 情形 。 Gauss 也 仿照 Laplace, 
ART W(t — 01), 他 注意 到 着 取 W = G— 
OY, 就 能 得 到 数学 上 的 丰硕 成 果 。 Gauss 从 这 
种 考虑 出 发 对 最 小 二 乘法 ?进行 了 研究 ,他 那 时 
使 用 的 符号 和 术语 ,现在 仍然 使 用 、 

在 统计 推断 借助 于 概率 论 观点 取得 重要 进 
展 同时 ， 统 计 在 政府 工作 中 的 重要 性 逐渐 为 人 
们 所 认识 ， 各 国都 设置 了 统计 机 构 。 其间 L. 
A. J. Quetelet 曾 致力 于 比利时 的 国势 调查 以 及 
组 织 国际 统计 活动 。 Quetelet 有 所 谓 "平均 人 ” 
的 概念 ,但 它 起 了 总 体 概念 的 先驱 作用 .。 

生物 学 家 F. Galton 揭示 了 统计 方法 在 生 
物 学 研究 中 的 有 用 性 ,引进 了 回归 直线 '、 相 关 
系数 ?的 概念 , 创始 了 回归 分 析 +。 这 是 在 遗传 
的 研究 中 以 乔 清 儿 辈 特征 值 与 父辈 特征 值 的 相 
关 关 系 为 目的 的 ， 但 在 他 那个 时 代 ， 样 本 特征 
值 * 与 总 体 特征 值 ' 的 区 别 还 是 很 不 清楚 的 . 

K. Pearson 继 Galton 之 后 进一步 发 展 了 回 
归 与 相关 的 理论 ,成功 地 创建 了 生物 统计 学 ,并 
得 到 了 总 体 (population) 的 概念 。 所 谓 总 体 ， 
是 由 可 观测 的 个 体 构成 的 集团 ， 为 了 观测 从 这 


个 集团 抽出 的 个 体 ， 是 反映 总 体 特 征 的 样本 
(sample)。 统 计 研 究 不 是 研究 样本 本 身 , 而 是 根 
握 样 本 对 总 体 进行 推断 。 这 种 想法 导致 了 拟 合 
优 度 检 验 (test of goodness of fit), 亦 即 作为 样 
本 取出 的 若干 个 体 是 否 拟 合 从 理论 上 所 确定 的 
总 体 分 布 问题 。K. Pearson 用 微分 方程 刻 划 总 
体 分 布 的 特征 ， 并 将 这 些 分 布 分 为 若 于 类 型 . 
然后 ， 讨 论 了 样本 的 频率 分 布 是 否 拟 合 这 些 总 
体 分 布 , 为 了 对 此 进行 检验 ,发展 了 妆 分 布 +。 
K. Pearson 时 代 的 统计 学 家 把 总 体 看 作 是 
无 限 多 个 个 体 的 集团 (无 限 总 体 (infinite popu- 
lation))， 并 认为 样本 的 大 小 《size)( 亦 即 样本 
中 个 体 的 数目 ) 越 大 ， 就 越 能 精确 地 反映 总 体 
的 特征 。 因 此 , 取 尽 可 能 大 的 样本 ,由 近似 计算 
来 进行 统计 推断 ， 特 别 是 进行 假设 检验 (一 B 
设 检验 )， 这 叫做 大 样本 理论 (large sample 
theory), 例如 ,如 果 大 小 为 王 的 样本 Xs + Xe 
是 一 组 服从 正 态 分 布 МС, о?) 的 独立 "随机 
变量 ', BA, 随机 变量 T m V n (X — po)/o 


(x- E x/r) š = mm 时 服从 NG0,D， 
所 以 ,对 充分 大 的 样本 (o 一 co), 可 用 
a= (Saxe (а) 


来 估计 o, 并 且 可 以 认为 在 用 5 来 代替 了 中 的 
« 后 的 随机 变量 Z = V » (X — pw)/6 仍然 服 
мо, D. н, RE” 不 是 那样 大 的 
时 候 ， 也 可 用 这 个 方法 进行 假设 u= mm 的 检 
m. 

Student (这 是 笔名 , 原名 是 W. S. Gosset) 
于 1908 ERIT Z 的 精确 分 布 ,创始 了 精确 样 
本 理论 (一 样本 分 布 )，Student 的 这 个 发 现 ， 
不 仅 不 再 依靠 近似 计算 ， 而 且 能 用 所 谓 小 样本 
(small sample) 来 进行 统计 推断 , 并 且 还 成 为 合 
统计 学 的 对 象 由 集团 现象 转变 为 随机 现象 的 转 
E. 换 句 话说 , 总 体 应 理解 为 含有 未 知 参数 
(parameters) 的 概率 分 布 "总 体 分 布 ) 所 定义 的 
概率 空间 1; 要 根据 样本 来 推断 总 体 , 还 必须 强 
调 样本 要 从 总 体 中 随机 地 (at random) 抽取 .也 
就 是 说 ,一 定 要 是 随机 样本 (random. sampi), 


统计 推断 1171 

Student 推导 : 分布 ' 的 方法 是 极 不 完整 的 . 
R. A. Fisher 利用 维 几何 方法 (多 重 积 分 法 ) 
给 了 完整 的 证 明 。 此 外 ，Fisher 引进 了 解 消 假 
设 ' 和 显著 性 检验 的 概念 ,成 为 假设 检验 理论 的 
先驱 ;并 列举 了 一 致 性 、 有 效 性 和 充分 ?性 ， 作 
为 参数 的 估计 最? 应 具备 的 性 质 . 他 还 对 估计 
的 精度 与 样本 所 具有 的 信息 之 间 的 关系 进行 了 
SR, 得 到 了 信息 量 ! 的 概念 。 极 大 似 然 法 ?也 
是 由 Fisher 提出 的 。 这 个 方法 由 于 不 需要 假定 
关于 先 验 概率 的 信息 ,所 以 其 意义 是 重大 的 ,而 
假定 这 种 信息 的 存在 ， 是 用 Bayes 定理 进行 推 
断 的 一 个 致命 缺点 。 由 此 方法 得 到 的 估计 程 
序 ,只 证 明了 它 具有 渐 近 的 (大 样本 情形 的 ) 有 
效 性 , 这 是 一 个 缺点 。 试验 设计 法 (一 试验 设 
计 ) 也 是 由 Fisher 开创 和 发 展 的 统计 方法 之 
—. Fisher 凭借 随机 化 (randomization) 的 手段， 
成 功 地 把 概率 模型 带 进 了 实验 领域 ,并 作为 分 
析 这 种 模型 的 一 个 方法 ， 建 立 了 方差 分 析 " 法 . 
他 强调 了 统计 方法 在 试验 设计 中 的 重要 性 . 

Fisher 还 想 避 开 Bayes 定理 的 缺点 ， 作 为 
不 利用 先 验 概率 而 直接 由 样本 观测 值 来 求 参 数 
分 布 的 方法 ,引进 了 可 信 分 布 (fiducial distribu- 
tion) 的 概念 但 后 来 引起 了 很 大 争论 ， 例如 
Behrens-Fisher 问题 :“ 设 Ху, ХҮ, 
Y,。 为 分 别 由 NCms ot) Ж1 N (zn 03) 抽出 的 独 
立 样本 ， 当 其 中 参数 my ps oi Mar £ 20 AR 
时 ,检验 假设 m 一 p 的 问题 ,或 对 5 аз — ш 
做 区 间 估计 ' 的 问题 ”, 若 设 

х= BD хит, Y= SYM, 


s= 310, - 3/0 —1), 


s= Eo- УУ / (а — 1), 

5i 

T, = V m( — m/s 
和 

т,= V n (Y —)/S, 
HABEO BURA т — 1800 — 1 
的 + 分布 +。 Fisher BTML, EFA X, 
Y, Si, 5, 的 观测 值 у, л. 95, BM a fl ш 
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的 分 布 ,通过 变换 
m= ET m 
m 
mom y — Taf a 

GR Z, F, s 2 为 一 定 )， 可 以 从 Tof T, 的 分 
布 导出 ,从 而 得 到 了 

И) 
的 分 布 。 这 就 是 可 信 分 布 ， 由 此 决定 的 区 间 
l8 — G — ў) < e 称 为 可 信 区 间 。 

Fisher 给 出 了 很 多 现代 统计 学 的 基础 概念 
他 的 思考 方法 是 非常 直观 的 ,但 在 数学 上 也 存 
在 着 不 够 精练 的 地 方 . 例如 检验 程序 的 推导 方 
法 完全 是 直观 的 ， 但 未 提出 判断 这 些 程序 好 坏 
的 准则 ， 与 此 相反 , J. Neyman 和 E. S. Pearson 
发 展 了 假设 检验 的 数学 理论 。 他 们 把 所 有 可 能 
的 总 体 分布 族 看 作 一 个 集合 ， 其 中 考虑 了 一 个 
与 解 消 假设 相对 立 的 备 择 假 设 ， 引 进 了 检验 功 
效 函数 ' 的 概念 ， 以 此 作为 判断 检验 程序 好 坏 
的 标准 .这 种 思想 使 统计 推断 理论 变 得 非常 明 
W. Neyman 还 想 从 数学 上 定义 可 信 区 间 ,提出 
了 置信 区 间 ? 的 概念 ,但 这 两 个 概念 实际 上 是 有 
本 质 差异 的 . 

自从 A. Wald 的 统计 判决 函数 理论 (一 
统计 判决 函数 ) 于 1939 年 发 表 以 来 , 它 的 重要 
性 逐渐 增长 。 在 这 个 理论 中 , 把 推断 程序 的 全 
KD 命名 为 判决 函数 空间 ', 第 一 次 明确 地 定 
义 它 为 一 个 集合 .这 个 集合 力 虽 已 在 Neyman- 
Pearson 理论 中 不 明显 地 考虑 过 ,但 是 到 了 Wald 
才 明 确 地 成 为 考察 对 象 ， Wald 定义 了 统计 推 
断 程 序 的 风险 函数 + ,用 来 作为 推断 程序 好 坏 的 
准则 ;他 还 积极 地 利用 先 验 概率 和 有 关 的 Bayes 
程序 ,证 明了 完备 类 定理 +。 自 从 Fisher 引进 
极 大 似 然 法 使 得 估计 法 避 开 了 先 验 概率 和 
Neyman 强调 了 参数 空间 + 上 的 概率 分 布 没有 意 
义 之 后 ， 先 验 概率 作为 统计 方法 已 为 人 们 完全 
遗弃 不 顾 ， 所 以 ， 对 Wald 的 这 种 方法 反响 极 
大 , 其 后 , 还 出 现 了 很 多 关于 先 验 概率 的 著作 . 
Wald 还 使 统计 理论 与 对 策 论 (一 对 策 论 ) 结 合 
起 来 ,并 在 统计 学 中 引进 了 极 小 极 大 原理 +. 

如 此 以 数学 为 其 基础 的 统计 推断 理论 ， 它 


的 应 用 范围 正在 不 断 地 扩大 .工业 上 由 于 成 批 
生产 技术 发 展 的 结果 ， 二 十 年 代 以 来 广泛 应 用 
统计 质量 管理 ， 并 由 此 产生 了 抽样 检验 + 管理 
图 ' 等 方法 ,这 是 一 个 最 显著 的 例子 。 抽 样 调查 
理论 已 确定 为 从 有 限 个 个 体 所 构成 的 总 体 ( 所 
谓 有 限 总 体 (finite population)) 中 抽取 的 随机 
样本 理论 ,由 此 探究 了 各 种 抽样 程序 ,并 在 实际 
中 得 到 有 效 的 应 用 ， 此 外 , 统计 推断 理论 在 计 
量 经 济 学 、 计 量 生物 学 ,计量 心理 学 和 计量 社会 
学 等 学 科 上 的 应 用 一 直 在 发 展 (— 统计 质量 管 
理 ,抽样 方法 ,计量 经 济 学 ,计量 生物 学 ,计量 心 
理学 ). 

在 日 本 ， 数 理 统计 学 在 二 十 年 代 由 刍 田 粤 
治 遍 和 佐 蕨 良 一 部 等 人 介绍 进来 ; 到 了 四 十 年 
代 ， 北 川 敏 男 和 增 山 元 三 部 等 人 已 开始 进行 创 
造 性 的 研究 ， 
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Maritz, Empirical Bayes methods, Methuen, 1970. 


统计 量 [GE statistic 法 statistique Ё statistis- 
che Grósse {А статистические величины Н # 
计量 ] 统计 县 是 指 在 统计 推断 的 过 程 中 由 观 
测 值 ( 亦 即 样本 值 ) 的 函数 所 表达 的 量 ( 一 统 
计 推 断 ). 

【样本 与 统计 量 】 在 统计 推断 中 ， 基 础 概 
念 是 总 体 与 样本 .这些 概 念 可 用 概率 论 ( 一 概 
率 论 ) 观 点 表述 如 下 。 设 (0,®, P) 是 概率 空 
fl", PES 上 的 概率 测度 ', 随机 变量 ' X 确定 
了 一 维 概率 分 布 1 OCA) = PfolX(w)€ A) (A 
是 一 纵 Borel 集 *)， 这 产生 一 维 概率 空间 R, 


9, Ф). 其 中 尺 是 实数 全 体 , BE — ҖЕ Borel 
RR. RE, RX, o. X, 是 具有 相同 的 一 
HERE 2 Hi 0 且 互 相 独 立 + 的 随机 变量 ?这 
时 ,” 维 随机 变量 x = (X,, ---, X.) 叫做 由 
总 体 (O, B, P) 抽出 的 大 小 (size) 为 ”的 随机 
样本 (random sample), 特别 当 Xs, ++, X, R 
能 取 两 个 值 时 (通常 是 {0, 1}), 这 个 随机 样本 
叫做 Bernoulli 样本 或 Bernoulli 试验 序列 
(Bernoulli trials)。 一 般 地 , 设 由 X 确定 的 HERE 
率 分 布 + 为 On Ma 维 概率 空间 (R°, 8", 9.) 
(8° 是 = 维 Borel 集 的 全 体 ) 叫做 = 维 样 本 空 
间 (sample space), ， 此 时 Ф, 是 ”个 一 维 概率 分 
Ж 0 的 直 积 测度 !。 提 到 样本 X 的 时 候 ， 按 定 
义 , 它 是 一 个 随机 变量 ,但 有 时 也 把 它 看 做 是 实 
际 观测 的 值 ， 为 了 表明 后 者 , 称 它 为 样本 值 
(sample value》 并 用 小 写字 母 x 表示 ， 这 样 , 样 
本 值 既 可 以 表 为 x 一 X(w) (we 9), 又 可 以 看 
做 是 样本 空间 的 一 点 (样本 点 ). 

尽管 总 体 对 应 的 是 集合 0, 但 是 由 于 我 们 
的 绕 计 处 理 是 通过 样本 进行 的 ， 因 此 通常 并 不 
直接 芳 虑 0 本身。 由 样本 X 确 定 的 一 维 概 率 分 
# 0 Ri» 维 概率 分 布 pg， 分 别称 为 一 维和 = HE 
样本 空间 的 总 体 分 布 (population distribution), 
因为 那 是 由 总 体 上 的 概率 测度 诱导 出 来 的 . 

统计 量 Y 是 形 如 Y = A(X) 的 随机 变量 ， 
其 中 了 是 样本 空间 CR, 3", Ф,) 到 可 测 空 
间 + QR, ®') 的 可 测 函 数 。 与 样本 X 的 样本 值 
x 相对 应 的 统计 量 Y 的 值 用 y 一 f(x) 表示 . 

当 我 们 做 统计 推断 时 ， 我 们 并 不 精确 地 知 
道 总 体 分 布 @ 或 9,， 而 只 是 知道 它们 属于 @' 
RB 上 的 概率 测度 族 2 = {Po} (0€ 8)， 这 
i, Ө 叫做 概率 测度 的 参数 (parameter), ӨШ 
做 参数 空间 (parameter space). 

上 面 叙述 的 典型 情形 还 可 推广 如 下 . 1) 以 
r 维 概率 分 布 于 代替 一 维 概率 分 布 @, 从 而 大 
小 为 = 的 样本 确定 nr 维 样本 空间 。 2) 随机 变 
HX, cos X, 虽 互 相 独 立 , 但 它们 的 概率 分 布 
不 是 相同 分 布 。3) 随机 变量 X, …，X。 不 为 
互相 独立 。 在 上 述 情形 1), 2) 803) 中 ， 样 本 
空间 都 是 形状 (R*, B, 9.)。 但 ”不 一 定 是 样 


AE 
本 的 大 小 ,9。 也 不 一 定 是 = 个 相同 的 一 维 概率 
测度 的 直 积 . 4) 最 一 般 的 样本 空间 可 表 为 某 可 
测 空间 (С, 9) 和 上 的 概率 测度 族 P= 
{Po} (6€ ө). 

一 般 地 说 ， 统 计量 可 表 为 形 如 Y = 100 
的 随机 变量 ,其 中 f 是 样本 空间 C^, B) 到 另 
外 的 可 测 空间 Cav. €) 的 可 测 函数 ， 特 别 当 
(%, €) È (R, 9) x (R^, 9) 时 ， 称 Y 一 
HX) 为 一 维 统计 量 或 n 维 统计 量 . 

【总 体 特征 值 】 在 县 有 总 体 分 布 Po 的 一 维 
概率 空间 (R', 81, Po) 中 ,用 来 表明 一 维 分 布 Pe 
的 特征 的 下 列 诸 量 叫做 总 体 特征 值 (population 
characterigic)。， 令 Po 的 分 布 函数 ' 为 F(z) = 
Po(( 一 co，z)), 则 总 体 均 值 《population mean) 


p= j 2dF(2); MH (population variance) 
è= | (z — „Е (2); 总 体 标准 条 (population 


standard deviation) z (220); 8% А BY SE (popula: 
tion moment of order 4) pú = |а G) (i = 


n); 总 体 中 心 矩 (central moment) px 一 | 


B)'AF(z) (po — 9); 峭 度 《kurtosis) д,/о'; Ж 
出 率 (cocfficient of excess) no — 3; (А BE 
(skewness) 5/0); a 点 (a quantile) 或 100 a% 
分 位 点 (percentile) 是 满足 F(m — 0) < a < 
Е(т + 0) 的 m, 中 位 数 (median) 是 50% 分 位 
点 ,第 1 和 第 3 四 分 位 数 (first and third quartile) 
分 别 是 25%% 分 位 点 和 75% 分 位 点 ; 范围 或 极 
Ж (range) 是 第 3 四 分 位 数 减 去 第 1 四 分 位 数 ; 
众 数 (mode) 是 使 4F(z)/4s 为 最 大 的 = 值 . 
(关于 峭 度 等 词 , 如 有 必要 也 冠 以 总 体 一 词 , 如 
总 体 峭 度 等 . ) 这 里 冠 以 "总 体 "一 词 , 是 为 了 在 
必要 时 用 来 区 别 总 体 特征 值 和 下 述 样 本 特征 
值 
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【样本 特征 值 】 令 х= Cs tts) 为 
维 样 本 空间 的 点 (样本 值 )。 关于 一 维 Borel Ж 
4» z z ctt» z, 中 属于 4 的 数目 叫做 4 在 样 
本 值 x — (х\,---›х„) 中 的 频数 (frequency)， 
而 (频数 )/" 叫做 4 的 相对 频数 《relative frequ- 
ency). ÆW A = (—оо, z], 并 把 4 的 相对 频 
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数 F,(z) 看 做 z 的 函数 , 则 它 对 于 每 一 个 *e R° 
是 一 个 分 布 函数 + ,并 称 为 基于 样本 值 x 的 经 验 
分 布 函数 (empirical distribution function), 

恰 如 由 总 体 分 布 函数 求 出 总 体 特征 值 那 
FÉ, 由 经 验 分 布 函数 也 可 定 出 各 种 特征 值 。 这 
些 叫 做 样本 特征 值 ， 并 可 表 为 x，-…， z, 的 函 
ж. 

it х= (х, cs ra) 是 样本 X06, s 
X。) 的 样本 值 ,在 表示 样本 特征 值 的 ma， ons 
的 函数 中 ME. ---, х„ BUR Xs X, 后 得 
到 的 统计 量 叫做 样本 特征 值 (sample characteris- 
tic), 并 采用 与 对 应 的 总 体 特征 值 相 同 的 名 称 
(但 代替 “总 体 ” 冠 之 以 “样本 ”)。 也 就 是 说 , VE 
本 均值 (sample mean) 

х- У) Xf», 


in 


样本 方 闲 (sample variance) 
Уо - Xy /n 


(有 时 也 将 D ou 一 3» /(r 一 上 叫做 样本 


方差 )， 样 本 标准 到 (sample standard deviation) 


BR/ 


亦 即 样本 方差 的 正平 方 根 ,样本 中 位 数 《sampie 
median) 是 将 XX, X2，……，X。 按 大 小 顺序 排列 
时 位 于 中 央 的 值 (特别 当 ” 是 偶数 时 ， 取 中 央 
二 值 的 平均 ), 样 本 众 数 (sample mode) 是 频数 
最 大 的 X, 所 取 的 值 ， 样 本 A BYE (sample mo- 
ment of order k) 
Za- xx f», 
等 等 

除 此 以 外 ,常用 的 统计 量 还 有 将 X, X 
……,X, 按 照 大 小 顺序 重 排 的 顺序 统计 量 Corder 
statistic), ЖЕЖ ЗЕ (sample range) max X, 一 
min X,, 等 。 在 Bernoulli 试验 序列 中 ,由 一 串 相 
连 的 同样 记号 记 成 的 集 叫 做 一 个 游程 (run). 
iin, {Е (01100010) 中 ， 有 一 个 长 度 为 3 的 


"0" 游程 和 一 个 长 度 为 2 09 "1" HE. 

在 上 面 举 出 的 统计 量 中 ， 顺 序 统计 量 是 = 
BRE ,其它 都 是 一 维 统计 量 . 

对 于 样本 值 z = (r ts t) BWAT 
方便 而 将 R 分 割 为 若干 个 (多 数 情 况 下 是 等 宽 
的 ) 区 间 ， 以 便 将 = 个 值 ns zo c z. З. 
这 些 区 间 叫 做 组 (class). 将 各 组 的 频数 作成 一 
个 表 ( 频 数 分 布 表 (Frequency table)) 或 一 个 直 
方 图 (histogram), 便 可 观察 样本 值 的 大 概 分 布 
状态 。 要 想 从 这 些 图 或 表 了 解 样 本 特征 值 时 ， 
人 和 们 往往 在 每 个 组 中 确定 一 个 适当 的 值 (组 值 
(class value)) 〈 通 常 取 区 间 中 点 的 值 )， 并 在 假 
定 属 于 各 个 组 的 样本 值 的 分 量 都 等 于 它 的 组 值 
后 , 再 来 求 近似 的 特征 值 . 例 如, 当 WAR, 
相应 的 组 值 为 ,a2,…， а, 频数 为 如 fro ofr 


; 
时 ,用 # = Dal, / o 作为 均值 的 近似 值 ， 使 


方 为 最 大 的 a; 就 是 众 数 (mode). 

这 些 (总 体 的 以 及 样本 的 ) 特征 值 中 , 均 
值 \ 中 位 数 、 众 数 三 者 ， 都 用 来 表示 分 布 中 心 的 
大 概 位 置 .而 方差 ,标准 差 , 极 差 则 用 来 表示 分 
布 的 散布 程度 .一 般 地 说 , 峭 度 越 大 ,分 布 的 中 
心 越 接近 众 数 ， 超出 率 是 峭 度 与 正 态 分 布 的 峭 
HES 比较 的 产物 ， 正 的 偏 斜 度 越 大 ,一 般 说 来 ， 
分 布 的 尾巴 越 伸 向 右 侧 . 偏 斜 度 为 负 时 , 与 此 
相反 ,尾巴 伸 向 左 侧 。 

【二 维 的 情形 】 令 PB 为 二 维 总 体 分 布 ， 
(R:, B, Po) 为 二 维 概 率 空 间 , (Xa, o X.) 
(X, = (U,, уд) 为 来 自 同 分 布 的 大 小 为 
的 随机 样本 。 此 时 , 如 前 面 那 样 , 可 以 定义 U, 
和 VV; 的 边缘 分 布 ' 的 总 体 特征 值 ， 以 及 (U， 
Urs +-+, Ua) BD Vis Vas c V.) 的 样本 特 
征 值 . 

此 外 ,作为 表示 U, 与 Vi 的 相关 的 尺度 , 定 
X U, У, BR ИКЕ (population covariance) 


x || — ni — mena Fe 6) DR 


相关 系数 (population correlation coefficient) 为 
(HH Bow, HP Flu, v) 是 Ui 和 Vi 的 
BAD ABR, pw 和 uo 分 别 是 U, 和 V 8935 


体 均值 ,cov Mom 是 总 体 标准 差 。 作为 与 此 相 
对 应 的 样本 特征 值 ， 人们 用 (Ui Un -…, Ua) 
Ж] (Vi, Vas +++, V.) 的 样本 协 方 闲 (sample 


poem 
i -DV — V) f» 
以 及 样本 相关 系数 (sample correlation coefficient) 
yw, — DV, — P) 
(Sw. 3o, - o» 
其 中 ü ü 


U- 3 U,/», 


y= У) V, fn. 

当 协 方差 从 而 相关 系数 为 正 时 ,一般 地 说 U 
Vi 之 中 的 一 个 值 大 时 ， 另 一 个 的 值 也 大 ; 当 协 
方差 从 而 相关 系数 为 负 时 , 情况 恰好 相反 。 相 
关系 数 的 值 在 一 1 与 +1 之 间 . 当 相关 系数 等 
于 一 1 或 +1 时 , U; 与 Vi 以 概率 1 成 立 着 线 
性 关系 . 当 总 体 相关 系数 为 0 时 , 称 U; 与 V, 是 
不 相关 的 《uncorrelated)。 如 果 两 个 随机 变量 是 
相互 独立 的 , 则 它们 是 互 不 相关 的 ,但 其 逆 并 不 
X. 

f(») = EQU,|V, = v) 叫做 口 对 7 的 回归 
GAM (regression function), 

关于 X, ЖН EER JII, — 多 元 分 
析 ; 关 于 总 体 分 布 与 统计 量 分 布 之 间 的 关系 ,一 
样 木 分 布 . 

【统计 量 的 一 般 性 质 】 考虑 最 一 般 的 样本 
空间 与 统计 量 ， 亦 即 考虑 由 可 测 函 数 c 定义 的 
从 可 测 空 间 (27, 8) 到 可 测 空间 (@“ , €) 的 
统计 量 Y 一 (X). 因为 “是 可 测 的 ,可 从 X 的 
分 布 P 由 P'CC) = Р( (C))(CeE) 诱导 出 
(аи, E) 上 的 概率 测度 Pr。 这 个 PY 则 做 Y 的 样 


AQ. “诱导 出 罗 的 " 子 代数 sz) — (B| 
BEB, (В)є6}. Wa FR UBER A S H 
9 子 代数 . 


关于 两 个 o 子 代数 % fü %, SAC 
WPI 意味 着 对 % 的 任意 元 素 41， 必 存在 % 
的 元 素 A; 使 对 所 有 的 Pe € P, 满足 Po((41 一 
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420U (4 — AD) = 0. RIR, t o9 E) 
也 成 立时 , 记 作 sk = WIP). PT BE л 
和 的 值 域 分 别 为 (B71, €) MOM, ©). Ж 
时 , 我 们 称 几乎 确实 地 是 的 函数 , 并 写 
ас 1121, ДЕ н (9), 6.) 到 
(2, €) 上 的 可 测 变换 y= (O) 和 一 个 
NES, 使 得 对 所 有 的 Poe P, 有 P(N) = 0, 
RER —N 上 有 nG) = АС) figi. 4 
n D n2] 也 成 立时 ， 写 做 n= 01021. Ж 
n C nl 21, BJ AA) C ULP]. 

在 后 面 , АЗЕ SIG) 对 统计 量 :定义 的 各 
概念 , 除非 特别 声明 , 都 适用 于 一 般 的 % (即使 
不 是 由 统计 量 诱导 的 90. 

我 们 称 统计 量 :对 .多 是 充分 的 (sufficient), 
如 果 对 任意 的 Be 8， 存在 一 个 与 9 无 关 的 
Ae) 可 测 函数 pa(x) = PCB IM) (条 件 概率 ')， 
亦 即 对 所 有 的 A EA) 和 所 有 的 PED, 成 
立 着 

PAANB) = | eoa. 


EPOP, HiH PERDR, Me P 
也 是 充分 的 . 一 个 统计 量 :是 必要 的 (necessary), 
当 且 仅 当 对 所 有 的 充分 统计 量 w, 有 In. 
名 的 一 个 o 子 代数 外 是 必要 的 《necessary)， 如 
果 对 所 有 的 充分 6 子 代数 6, FAC ULI, 
我 们 称 : 是 完备 的 《complete)， 如 果 对 Ae) 可 


AEREN PG), | барн) = 0 对 所 有 


的 Poe аа Pile)  0}) = 0 
对 所 有 的 Poe P 成 立 ， 当 对 有 界 函数 p(x)， 
жешин, вана, 是 有 界 完备 的 
《boundedly complee)。 对 两 个 统计 最 和 ns 若 
WC) сч), MI ОСН) SERTE f 
CERO 完备 性 。 若 :是 (有 界 ) 完 备 且 充 分 的 ， 
UE n RAE FUSE AMO M A) 90017. 

【 受 控 的 概率 分 布 族 】 所 有 属于 P r 
对 名 上 的 一 个 。 有限 测度 + 2 为 绝对 连续 时 , 称 
PHAR (dominated) 概率 分 布 族 。 当 
多 为 受 控 时 ,每 个 Pe 根据 Radon-Nikodym 定 
再 ' 都 有 关于 2 的 密度 fo) = араа. ӘБ, 
PEA TBE Pom {Poy Pas oh 使 


us gH 
得 对 任意 的 Ne B, P,,(N) = 0 对 所 有 的 Pa, € 
4» = 1,2, -++) RIL, MM PN) = 0 
对 所 有 的 Pe 92 成立。 所 有 属于 多 的 Po 也 
部 关于 ъ= D) (T) Pa 为 绝对 连续 ,dPs/ 
4% = fol). 

对 受 控 的 P, eH ARI (AR o fS 
数 ) 的 充分 性 的 条 件 ,给 出 下 面 的 分 解 定理 . 分 
解 定 理 (factorization theorem): + 是 充分 统计 量 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 个 0 (EXE Ie A) 可 
WAS CBD z 的 函数 ) go) > 0, 并 且 存在 一 个 
与 9 无 关 的 8 可 测 函 数 h(x) > 0, 使 得 

fox) = ga C) АС) 

关于 Po (0 € Ө) RUF HAA x por. 

假定 多 是 受 控 的 ,并 且 统 计量 :满足 如 下 
条 件 : 对 @ 的 任意 两 点 9 fa 0”, z 对 由 两 个 分 
Ж Pe 和 Pow 所 成 的 族 (Pç, Por) 是 充分 的 ， 这 
时 ,+ 对 ажа. 

在 统计 推断 和 判决 问题 中 ， 知 道 充 分 统计 
量 的 秸 ， 往 往 跟 知道 样本 值 X 本 身 具 有 完全 相 
同 的 效果 ， FD, 只 考虑 关于 充分 "代数 为 可 
测 的 统计 量 往往 是 足够 的 (一 统计 判决 函数 ， 
统计 估计 ,假设 检验 )。 通 常 存在 许多 充分 统计 
量 , 要 使 用 其 中 形状 尽 可 能 简单 的 那些 。 最 复 
杂 的 充分 统计 量 是 1:(*) = x, 00—027, 6-8; 
而 最 简单 的 是 必要 充分 统计 量 《necessary and 
sufficient statistic) (也 叫做 最 小 充分 统计 量 
(minimal sufficient statistic)). 对 受 控 的 P, 存 
在 一 个 必要 充分 o RAA, 它 由 形 如 Belz) = 
{xlfelx) < а} (6€ 6, 0 < z < co) 的 集合 的 
SER. HP 还 关于 距离 

dlPos Po) = sup [PoC B) — P(B) | 
是 可 分 的 (或 者 说 ， 若 思 是 由 可 数 个 集 所 生成 
WK), 则 必要 充分 统计 量 存在 ,求法 如 下 。 EX 
DP 的 可 数 稠密 子 族 2 — (00, Ов, +" "1, іа 
405/41 = k, (a). A 上 引进 如 下 的 等 价 
关系 ~: BY ОЖ эт, x, 存在 常数 cl, х), 
(Е ka (x) = сбх) Ro G7) RË ko) = eG 
= ko GO 对 所 有 的 i 成 立时 , 记 作 x — r. Ж 
RE z сө (у= (z), 则 统计 量 


天 是 必要 充分 的 . 例如 , 令 d0o/a = foil), 
BU * Ce) = (fo GO» fo GO» -- 3 是 这 种 统计 量 
之 一 . 那 未 ,可 取 (eG) [x € 71 34 E, + 
RE={CICCY, UC) є) (> Kit Al 
RARO. 

当 多 为 受 控 时 , AU 是 充分 的 , B. AC 
WPI, WJ % 也 是 充分 的 ， 由 此 推出 , 当 一 个 
必要 充分 绕 计 车 S 存在 时 ，1) :是 必要 的 他 
tC PLPN; 2) : BRAM? D ALP); 3) 


+ 是 必要 充分 的 全 :一 LP] 成 立 。 同样 的 结 
ЖМ o 代数 也 成 立 . 
MR P 是 受 控 的 ，Xi。……，X。 是 在 样本 


空间 2 = К" 上 具有 同 分 布 相互 独立 的 随机 
变量 ， 并 且 每 个 EP 对 集合 A 的 点 + = 
(zo +++, z.) 的 分 量 的 所 有 置换 为 不 变 ， 则 顺 
序 统计 量 是 充分 统计 量 ， 若 .2 充分 大 , 则 顺序 
统计 量 也 是 完备 的 ， 例 如 ,我 们 有 如 下 定理 :如 
JA Р (Po {Е % C %' E) MH, 0 € @) X: 
+ R LAY Lebesgue 测度 D 是 绝对 连续 的 ， 而 
H {P310 € ө} 包含 所 有 使 得 g (z)= РОГА 在 
ас R 中 互 不 相交 的 有 限 个 区 间 内 为 常数 的 
概率 测度 PL, 那 未 顺序 统计 量 是 完备 的 .对 离 
散 分 布 ,也 有 同样 结果 . 

我 们 称 9 是 一 个 选择 参数 (sclection param- 
eter), 如 果 Јеж) = с(Ө)Хь„(х)Л (ж), 其 中 h(x) 
EENS MB, Xe, (z) 是 集合 Eo € BSA 
性 函数 , <(6) 是 依赖 于 0 的 常数 ， 这里，69 只 
影响 fo(=) > 0 的 范围 ( 亦 即 Ee), 而 在 本 质 上 
不 影响 fo(x) 的 函数 形式 .这 时 ,一 个 必要 和 充 
Зан 0) = (| {Eol Eo > x, Py € 2) 给 
出 . 这 里 , 取 形 如 展 式 右边 所 给 集合 空间 为 多 ， 
B4 €-(clcc a, (CEB), 我 们 称 
tta) 为 选择 统计 量 《selection statistic), 举例 
ш. 

i) 均匀 分 布 !. 设 Ө = 1016 = (а, В), 
—e <a<p< o), @ = R, P (а, В) 
上 的 均匀 分 布 ， 以 及 X = (Xis …… Xa) 是 以 
胞 为 分 布 的 大 小 为 "的 随机 样本 ， 那 末 ， 

Е,= {zla < min z, < max x, < 8) 
和 


fe) = (8 — a)™ + Xe QD. 
Be 


f) = (min z,, max s) 


€ = RU& € E: Borel 集 的 全 体 , 则 :x) Se 
择 统计 量 * (z) SARITA (GO =F MFI. 
从 而 , (G) 本 身 是 必要 充分 统计 量 . 

ii) FER. 设 Ө=(—оо,со), Bo= 
R, g (z) = ae (2 20); = 0 (z <8) 
(其 中 a 是 已 知 常数 ), 以 及 X 一 QX, X) 
是 以 ge 为 分 布 密度 的 大 小 为 = 的 随机 样本 , 则 

Е, = (z|0 < min E] 


和 
б) 一 ate" Xela) E, 


Ж (a) = min s; FH гш) 为 选择 统计 量 ， 


WE /* (xz) = (GOLZ2 1, БАТО eG) 是 必要 充分 
统计 景 , BS O={(a,0)|0<a < oo， 一 co < 
6 « e), WJ 


ee) = {mins >) sh 


= 
是 必要 充分 统计 量 . 

【指数 型 分 布 族 】 一 个 受 控 的 多 叫做 指 
数 型 分 布 族 (exponential family of distributions), 
щнщ б) 一 dPo/d2 能 表 为 如 下 形式 : 


G) Ke) = ep [22 900909) 


+ (0) + (х) |> 
кє, 066, 

Jep sG) G 一 0, 1, 575, 0 E B AMS 
BRK, a0) G = 0,1, +++ k) 是 依赖 于 8 的 
常数 . 

如 果 存 在 一 个 不 与 样本 本 身 或 顺序 统计 量 
等 价 而 更 为 简单 的 充分 统计 有 量 ， 那 末 在 适当 的 
正则 条 件 下 , P 为 指数 型 分 布 族 ， 下 面 举 出 条 
件 的 一 例 。 定理 : 设 X 是 从 总 体 分 布 为 及 的 
一 维 概率 空间 (270, Bo» PO) 抽出 的 大 小 为 = 
的 随机 样本 ,其 中 ЖГ Ж 尽 的 (有 限 或 无 限 的 ) 
区 间 , ® 是 Borel BALA. UE ! Lebesgue 
WE. ЖР 关于 ! 为 绝对 连续 的 ， ga(z) 一 


їй ому 
а/а ж Ko FKF ER, 并 且 关 于 Ж, 
上 的 = 为 连续 可 数 的 。 再 设 存在 一 个 有 如 下 性 
质 的 充分 统计 量 (G0) HA CCR”) 的 任何 开 
TRBMALWEN, BEB-N EEA 
xcex 使 (ху = (z). 那 末 多 是 指数 型 分 布 
ж, 并 县 (1) 中 的 小 于 n《[4])。 对 Xi Хь 
……，X。 不 是 同 分 布 的 情形 ,也 得 到 了 同样 的 结 
8 (5D. 
由 上 述 必 要 和 充分 统计 量 的 求法 明显 地 看 
出 ， 在 指数 型 分 布 族 (1) 中 , 统计 量 (z) 一 
Саб), 7 G0) 是 充分 的 ;而 若 (Ө), +++, 
ak(6) 为 线性 独立 , 则 此 统计 量 又 是 必要 的 . Ж 
ACCO), -+s «(Ө))|Өє Ө} 包含 一 个 《 维 区 
闻 , 则 +(e) 是 完备 的 。 此 外 , (GO 的 分 布 是 指 
数 型 。 若 Xo X, co X, 为 相互 独立 且 具 有 
相同 的 指数 型 分 布 , 则 X — (Xi, Xo Xa) 
的 分 布 也 是 指数 型 ， 其 逆 也 成 立 。 分 布 族 (1) 
是 Pólya 型 + 分 布 族 的 特殊 情况 ,下 列 各 种 分 布 
都 能 表 为 (1) 的 形状 。 在 下 面 , 设 X 是 各 分 布 
的 大 小 为 ”的 随机 样本 , fole) fe ii), iv), v) 
中 是 关于 Lebesgue 测度 的 密度 ,以 及 在 vi), vii) 
中 是 关于 各 点 加 权 为 1 的 测度 的 密度 (一 公式 
22.) 
iti) EASA N(a 07), Bum (— co, 
оо). 
3 1 


fols) = exp (- È aa 


OM тё n 
+ È 一 2E — niga — ferte). ç 
iv) 本 分 布 ' ГО, с), Bo = (0, eo). 
оС) = exp (e = m3 bgs У 
名 a 


一 nplogo — n log re). 
v) RAAT еби, с), Bo = (u, оо). 


toe) = ee (- (55) 2 


—nlogo +n), 
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vi) DHAM’ Bin(N, р), Zo = 10,1, 
2, NX 


ua) = ep (à Jn ;二 


[4 


+ nNlog (1 — p) — Ew). 


vii) Poisson 分 布 ' P(A), 2o = (0, 1,2, 
3, 


MG) = ep (È x) log 2 


= > log (х1) 一 m). 


【辅助 统计 量 】 统计 量 : 叫做 辅助 统计 量 
(ancillary statistic), dmt AC) 的 所 有 元 素 A, 
P(A) 与 6 无 关 ， 也 就 是 说 * 的 样本 分 布 与 6 
EA. 统计 量 为 辅助 统计 量 的 充分 条 件 是 它 与 
某 一 充分 统计 量 独立 。 反 过 来 , 辅助 统计 量 与 
所 有 的 有 界 完备 充分 统计 量 独 立 。 

【不 变 统计 量 】 BRED 27 me 
上 的 一 对 一 可 测 变换 群 G 和 G. 还 假定 已 给 一 
个 由 G 到 5 的 同 态 ' 对 应 g 一 有 满足 PoCg-:'B) 一 
P(B). BR, 若 世 是 可 迁 的 ', 则 存在 8 的 一 
个 固定 元 素 6,， 它 可 通过 С 的 一 个 元 素 z 变 
到 任意 的 ӨЄ Ө. 这 时 称 Ө 为 变换 参数 《trans- 
formation parameter), 特别, 若 @ 一 R, 且 在 随 
机 样本 中 ,对 任意 的 B € 8, 有 Pe(B) = PB 
— 0), FRB — 0 = (z|G + Ө,++-,х, + 0) 
€ B), 则 称 0 为 位 置 参 数 (location parameter), 
di @=(0, ©), В Р(В) = PCB/6)， 其 中 
B/0 = (x|(0x,,: - *,0x,) € B), WK 9 是 尺度 
BM (scale parameter). 如果 Ө 是 这 两 种 参数 
的 组 合 ,使 得 9 一 (a, p) (一 co <a< co, 
0 < p < оо), Po(B) = Po, ((B — а)/8) C& 
6, = (0,1)), BRA 多 为 指数 型 分 布 族 ， 则 
(1) 可 以 写成 


"SIT a = Lap (34 (454) 
HEHE hy G= 0,1, s m) 为 常数 . 


在 一 般 的 变换 群 G 中 , 统计 量 (GO 对 所 有 
的 gE G WE gx) = (х) (EB), Re 


为 关于 G 的 不 变 统计 量 invariant statistic), 4] 
果 不 变 统计 量 :满足 下 列 条 件 : (GO — (G7. 
存在 一 个 gE G, 使 + 一 gr, MKH ATG 
是 最 大 不 变 的 《maximal invariant), 如果 to K 
于 G 为 最 大 不 变 的 ， 那 末 * 关于 G 为 不 变 的 充 
分 必要 条 件 是 : 若 (z) = 107), W 1(x) 一 
az’). 


[5] {1] D.A.S. Fraser, Nonparametric methods 
in statistics, John Wiley, 1957; [2] E. L. Lehmann, 
‘Testing statistical hypotheses, John Wiley, 1959; (3] R. 
R. Bahadur, Sufficiency and statistical decision functions, 
Ann. Math. Statist., 25 (1954), 423—462, [4] L. Brown, 
Sufficient statistics in the case of independent random 
variables, Anm. Math. Statist, 35 (1964), 1456—1474; 
[5] E. W. Barankin-A. P. Майга, Generalizations of 
lisher-Darmois-Koopman-Pitman theorem on suffici 
Sankhyi, Ser. A, 25 (1963), 217—244; 
„ Mathematical statistics, John Wiley, 1962. 


样本 分 布 1% sampling distribution Ж distri- 
bution des échantillons Ф Stichprobenverteilung 
4& распространение образчиков 日 标本 分 布 ] 
为 了 进行 统计 推断 ,需要 知道 其 中 出 现 的 统计 
量 ' 的 概率 分 布 (一 统计 量 )， 一 般 地 说 , 统计 
量 的 概率 分 布 叫做 样本 分 布 ， 一 组 服从 相同 分 
布 F 的 互相 独立 ?的 随机 变量 ? X1, X, s X, 
叫做 来 自分 布 的 随机 样本 .这 里 主要 对 来 自 
正 态 分 布 的 随机 样本 (Xi， Xi» rr X2. И 
统计 量 Y = ACX es Xa) 的 样本 分 布 ， 当 分 
布 为 一 维 时 ， 统 计量 Y 的 例子 是 样本 均值 , 样 
本 方差 ! 等 样本 ,Xi,-……，X。 的 一 次 型 或 二 次 
型 ,它们 的 比 和 顺序 统计 量 * 等 等 ; 而 分 布 为 多 
维 情形 的 Y 的 例子 是 样本 均值 向 量 ' ,样本 协 方 
差 矩 阵 ? 和 关于 这 些 向 量 或 矩阵 的 特征 值 等 等 . 
下 面 ,均值 为 k 和 方差 为 的 正 态 分 布 ' 记 作 
Nlp, 07); 均值 向 量 为 p 和 协 方差 矩阵 为 X HY 
Р 维 正 态 分 布 ' 记 作 NCH, E) (一 公式 22)， 
【来 自 一 维 正 态 分 布 的 样本 】 如 果 随 机 变 
# X, …，X。 互 相 独 立地 分 别 服从 М, 
9)» ` NGA, a), WREKIN X, 的 线性 


型 у) ax, ш м(У ano У) ат). 特别 ， 
当 Xi。- …，X。 是 来 自 正 坊 分 布 N(w o) 的 随 


вежа BERG X = Уу x, /» BU NG 


中 /n)。 关 于 多 维 正 态 分 布 , 上 述 结果 同样 成 
x. 
设 X, c X, 为 来 自 正 态 分 布 NCO, 1) 
的 随机 样本 , 则 统计 量 Y 一 У) X1 的 分 布 叫做 
7 


自由 度 (degree of freedom) 00 n AY X? 5446 (chi 
square distribution)。 其 密度 函数 (以下, 只 给 出 
密度 为 正 的 范围 ) 为 
Fay) = 27*^(1(s/2))y*?7e7^, 
0<у< о, 
其 中 T 是 函数 '。 这 个 分 布 记 作 X Goss. 


y — 31 OG my 的 分 布 只 依赖 于 = 和 


4 一 Sa, XO 


lao = à d ela [CO] 
= eM F(n/2; ду) О)» 
0<у< о, 

Ж Уа AD fa Ж X DARIE EER, oF ЕЕ 
广 的 超 几何 函数 +。 这 个 分 布 叫做 自由 度 为 = 
和 非 中 心 参数 (non-centrality parameter) X 2 的 
非 中 心 X 分 布 (non-central chi square distribu- 
tion)， 并 记 作 X(n, 2) 分 布 。 非 中 心 次 分布 
具有 如 下 的 再 生性 +: d$ Yo oss Y, WHE 
相 独 立地 分 别 服从 (л, А) "5 тда)» 
则 SY, 的 分 布 服从 如 (并 me Da). & 


们 还 有 Cochran 定理 : ШЖ Xy X. E 
相 独 立地 分 别 服从 NGCm，1)，-…，NCu， 1), 
并 对 X1，……，X。 的 个 二 次 型 统计 量 On 一 
УУ) &?Х,Х, (m= 3, 4. HE An = 


(ai?) 满足 Ate + A= CLE), 
Am 的 秩 ! 为 rw， BAR, 01, 77» Ox 互相 独立 地 
分 别 服从 自由 度 为 rs …，, ru BOAR HLS 0 28 
的 充分 必要 条 件 是 nt 十 n mn. 特别 ， 
щи = 0 时， 这些 二 次 型 是 如 分 布 。 这 个 定 
理 包含 了 次 分 布 的 再 生性 . 
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若 随机 变量 X 和 Y 互 相 独 立地 分 别 服 从 

N(8,1) 8G), BJ T = X/V Y/n 的 分 布 叫 

做 自由 度 为 = 和 非 中 心 参数 为 5 的 非 中 心 上 分 
7B (non-central r-distribution)， 其 密度 函数 为 


бо = Ў) engt 2 Ltn t+ 10/2) 


io kL an P(n/2) 
G/V 0) 
X + A/a) arene > 
— co 一 上 一 oo. 


这 个 分 布 记 作 t(n, 8) 分 布 ， 特别 ， 当 3 一 0 
时 ,这 个 分 布 叫 做 自由 度 为 * 的 +t 分布 (rdis- 
tribution)， 其 密度 函数 为 
49 - Ie 1/2 (14 пу" 
ем Van T(n/2) ( i a 
—e << c. 
这 个 分 布 记 作 t(n) 分 布 . 
HEX, +++, X, EKA Ми, P) 的 随机 样 
£, 则 样本 均值 全 和 样本 方差 


#— У(Х, - Ху /G— D 
7 


为 互相 独立 ， 并 且 叉 服从 NGOs ez/m) 以 及 
(в — DS'/e 服从 自由 度 为 一 1 89 X° 2f. 
因此 , T — V n C — m)/S Gu EAL, SHE 
号 的 正 的 平方 根 ) 服从 自由 度 为 "一 1 和 非 中 
心 参数 为 V n (a 一 m)/e 的 非 中 心 上 分布; 
特别 , 当 p 一 as IB, 工 服从 自由 度 为 ”一 1 的 
:分 布 . 

设 随机 变量 X 和 Y 互相 独立 地 分 别 服从 
(т, 1) 和 LCa), W Z — (X/m)/(Y /n) 的 
分 布 叫做 自由 度 为 (m, п) 和 非 中 心 参数 为 4 
dk dio F 48 (non-central F-distribution), 特 
31,4 2 0 时 ,这 个 分 布 叫做 自由 度 为 (m,n) 
it) F 45 (F-distribution), 3180 FCm, n) 分 
布 。 设 这 些 分 布 的 密度 函数 为 fo 和 fuss 则 
对 0 一 > 一 co 分别 有 

(m/n)h атн 
B(m/2,n/2) (1 + mz/n) t" 


gna 


fe. = 


tment = (ЎА 


БЕ 27k 
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(m/nynrre 
B(m/2+k,n/2) (1 + ma/n) otk 
= улл ( Be 


mt 


d: 
mz fn. 

> T+ mz/n eels 

此 处 B 是 B 函 数 ', ,Fi 是 合流 型 超 几何 函数 1。 

设 随 机 变量 X 服从 自由 度 为 (m, n) BOF 
分 布 ， 则 Z = (log X)/2 的 分 布 叫做 自由 度 为 
(m, n) 的 二 分 布 (z-distribution)。 这 个 分 布 记 
作 z(m, п) 分 布 ， 其 密度 函数 由 

2(m/n)"^. em 
B(m/2, n/2) (1 + me*/n)imt»? 
给 出 ,此 处 一 2 < z < оо, 

[来自 多 维 正 态 分 布 的 样本 】 设 以 随机 变 
量 为 分 量 的 ” 维 列 向 量 ХЕБ Мр, 
2), 其 中 p= (а м»), E= (0) G, 
» p) Jhkb“” ATH HE. W 
K, 若 4 是 一 个 m x p 型 常 数 和 矩阵 , 则 AX 服 
MME ASS AG Мар, AXA’). 

设 ” 个 ? 维 列 向 量 Xo cs X 是 来 自 
NCO, 5) 的 随机 样本 , X — IM, +++, Xl 是 
p X п 型 矩阵 , 那 末 , W 一 XX' 的 分 布 叫做 协 
方差 矩阵 为 2 和 自由 度 为 ”的 ? 维 Wishart 
分 布 (Wishare's distribution), 并 记 作 МСЕ, n) 
或 简单 地 记 作 WC, п). 由 于 W = (W,,) E 
对 称 和 矩阵, 不同 的 随机 变量 Wi G < ү) 的 数目 
是 ,plp + 1)/2. KM PIES 
ЖЕН Ж. йл > p 时 ,其 密度 函数 为 

Iz, QV) 一 27" (п 2) |" 
X exp(—tuX-!W /2) |W "==, 
此 处 W > ож WE E PF), Г, 是 
多 变量 函数 ,其 定义 为 


i-a. 


Ta) = re] r(。 =), 


se. 
2 
36 a < phi, Wishart 分 布 是 奇异 的 (singular), 
没有 密度 函数 . 


“RX, …， 大 互相 独立 地 分 别 服从 


N(m 2), N(ng. 2), 又 设 X = Xs, 
Xl, M = lo psl. WK W = XX" 的 
分 布 叫做 协 方差 矩阵 为 У. В т Еф 
BRR A= MM’ 的 p 维 非 中 心 Wi- 
shart 分 布 (non-central Wishart’s distribution), 
4 n > pit Lee RB 

exp(—tr 3-'A/2) „Е, (n/2: X7 AZ7W /4) 

X I.W), W 0, 
此 处 fz,s 是 W (Z, n) ОБ d RE PR Ж, oF, 
(4 = 0, 1) 是 以 矩阵 为 变量 的 推广 的 超 几何 函 
B. n< p 时 ,这 个 分 布 是 奇异 的 。 非 中 心 
Wishart 分 布 如 同 非 中 心 26 分 布 一 样 具 有 再 生 
性 ; Cochran 定理 还 能 够 推广 到 这 种 多 维 的 情 
X. 
it W 服从 Wishart 21/5 W (Z, n) (2p). 

那 末 , 当 I= Rj, [W — 21| 0 А2 
> 4 的 密度 函数 是 

Оһ) 一 Cem? "(TI ay 


x J] a =a), 


此 处 C "^P? T, (o /2),G/2))7. 对 一 
般 的 X, 密度 函数 由 

LEI Fo (—27/2, L) Qus An) 
tH, JOE LIEL А, +++, 1, 为 对 角 元 素 的 对 
角 和 矩阵 . 

їй X A W 互相 独立 地 分 别 服从 分 布 
N(p, 2) MW(2, n) (n> p) B, BA T: = 
nX"W 7 X (652185 ét B iB Ж Ж x RAR pode 
HH pS 的 非 中 心 T? ds. (non-central Т? 
distribution). (в + 1 一 p)T?/np 服从 自由 度 为 
(p,n + 1 — р) 和 非 中 心 参数 为 pIa 的 非 
中 心 F 分 布 ， 特 别 当 p 一 0 时 , 后 者 成 为 F 分 
布 . 

如 果 为 ，…… X. 是 来 自 NCp,2) 的 随机 
样本 , 那 末 样本 均值 


R-X» 
жж эрин 
s= DA-DA - Xy /G — D 


是 互相 独立 的 , fud XA Ар. z/a) 和 
(n — 1)S 服从 Wishart 分 布 W(Z,n — 1). IR 
此 ,对 于 Hotelling 的 T? 统 计量 ': T: 一 2 X— 
— p)'S7 CX — po), (n — p)T?/p(n — 1) HR 
从 自由 度 为 (pn — p) 和 非 中 心 参数 为 "一 
p)! S` (p 一 po) 的 非 中 心 F 分 布 。 特 别 当 
B= po 时 这 个 分 布 成 为 分 布 . 

如 果 (Xo YD，…，(X。。Y。) 是 来 自 二 维 
正 态 分 布 的 随机 样本 ， 其 总 体 相关 系数 ' Ж», 
那 末 样本 相关 系数 


Ba- — Y) 

(ye, xy porn)” 

的 密度 函数 是 
1.00) = (2 一/e — 3) — ua 
уно Sr (аА) Ори) 
ха ти Sr Hea 
此 处 一 1 过 + 二 1。 特别 当 p 一 0 时 ,这 密度 
函数 成 为 . 
1 r((n— 1⁄2 » 
t) = PECES] = a, 
这 蕴涵 着 
те Vn—2R/VI—Ri 
服从 自由 度 为 一 2 的 :分布 . 

设 已 从 ? 维 正 态 分 布 抽 出 大 小 为 ”的 随机 
样本 ， 那 末 第 一 和 第 二 分 量 之 间 在 其 余 分 量 固 
定 下 的 样本 偏 相关 系数 + Ru.3. 的 分 布 ， 可 在 
上 述 样 本 相关 系数 的 分 布 中 ， 由 * 换 成 — 
p + 2 和 由 P 换 成 对 应 的 总 体 偏 相 关系 数 ' 
pu. GE. UE R 一 Ran 为 第 一 个 分 量 
与 其 余 p — 1 个 分 量 之 间 的 样本 多 重 相关 系 
数 '，p 一 po-…p， 为 对 应 的 总 体 多 重 相 关系 
BO. HEX R 的 密度 函数 由 


E 


«(нге + 


х p(z A Le 0) (ory* 


TAA пв 
给 出 ,此 处 orci. HRM eco, 
(a — p)R/ (р — 1) à — Е) 服从 自由 度 为 
(P — 1, n — p) ËB F 3348. 

【大 样本 理论 】 到 此 为 止 所 讨论 的 样本 分 
W, 都 是 样本 的 大 小 n 为 有 限 的 所 谓 小 样本 理 
论 ， 当 ”充分 大 时 , 亦 即 在 大 样本 理论 中 ,由 于 
可 以 应 用 中 心 极限 定理 *， 样 本 分 布 变 得 简单 ， 
应 用 上 也 有 很 多 的 方便 . 

对 于 殖 机 变量 序列 {Xah A BOUF F as) 
和 正 数 序 列 {0,} (a = 1,2, HM n — оо 
BE 〈X。 一 Am)/o。 依 分 布 收敛 !* 于 正 态 分 布 
NCO, 1), 则 称 X。 渐 近 地 (asymptotically) 服从 
N(as oi). 同样 可 以 定义 多 变量 的 情形 ， 对 
一 串 正 数 r。， 把 X,/r, ЭҢ n — oo 时 依 概率 收 
AFO, 仿照 Landau 的 符号 , 写 做 X, = 
oyCr.). 这样 下 面 的 定理 是 有 用 的 : # X, 一 
a+ oy Cr.) (a ERG, ra= o(1))， 且 实 值 函 
BIG) 在 点 x 一 a 的 邻 域内 :次 连续 可 微 '， 
则 有 


(2 = 3 EO (x, — Ot + on), 


BX, MEW Ми, 01/2), 1G) E x— n 
EEM, E f(a) v 0， 则 УСХ,) 渐 近 地 服从 
NG), О Си) п). MBIA, Ж 
X, 浙 近 地 服 从 p 维 正 态 分 布 N(p，3/n)， 实 
值 函数 f(x) 在 x 一 p 的 邻 域内 连续 可 微 ， 且 
e = (0f/8x, ``", 8//8x,).=, 不 为 零 向 量 , 则 
IX.) 渐 近 地 服从 NOCH), eXe /n). 

设 Xo eeto Xa EMME v 一 BCX) G = 
1,77 k) 为 有 限 的 一 维 分 布 抽出 的 随机 样本 ， 


a= Xx. бинед 


为 其 样本 矩 , 则 随机 向 量 (au ` ` +s et) Š поо 
时 渐 近 地 服从 均值 向 量 为 (m，*…， v4) 和 协 方 
SEGRE n7 (o4) (oy wai — vivi) B) k Hë 
ERD. 设 


M= DK Ry /» Ga kd 


li un i 


w= E(X— my G=2,-- D) 
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为 总 体 中 心 矩 , 则 随机 向 量 (X, Mo ++, Ma) 
当 пос 时 渐 近 地 服从 均值 向 量 为 (ro ais 
п) 和 协 方差 矩阵 为 一 (ou) А К ЕБУ, 
此 处 ocu = uis ov 一 ma muu Фу 一 n — 
dpi — Piatti — Bi + ij pi nia Cis 
722), 

服从 自由 度 为 = 的 x° 分 布 的 随机 变量 如 ， 
34 n — co 时 渐 近 地 服从 МС, 2n)。 还 有 

Vx, — Vn —1 
渐 近 地 服从 NO, 1). 后 者 近似 较 好 。 自由 度 
为 # 的 + 分布 也 当 n 一 co 时 渐 近 地 服从 NC0， 
D. 35 X, 服从 自由 度 为 (m,n) 的 F 分 布 , 则 
mX, Š n — со 时 渐 近 地 服 从 (m) 分 布 。， 车 
X。 服 从 二 项 分 布 ! Bin(ns р), Ч n — оо 
时 X, 渐 近 地 服 从 М(лр, np(1 — p» ЖН 
Arcsin V X,/n 渐 近 地 服从 NCArcsinW P , 1/ 
An). 这 个 变换 叫做 反正 弦 变 换 (arcine trans- 
formation) 或 角 变 换 (angular transformation), 
若 X, 服从 均值 为 +, 的 Poisson 分 布 ', В. д, 
оо (п — 00)， 则 X, 浙 近 地 服 从 N(4,, 1.) 和 
X, 渐 近 地 服从 NCV1。s1/4)。 来 自 二 维 正 
态 分 布 的 大 小 为 "的 样本 的 样本 相关 系数 R, 
当 n со 时 ， 渐 近 地 服 从 М» (1 一 2) /n) 
Co 是 总 体 相关 系数 ), 从 而 
z = (1/2)log ((1 + R)/(1 — R)) 
渐 近 地 服从 NC((1/2) log ((1 + p)/(1 — 9); 
1/n). 分 布 
1 1+ p 1 
v (e TED asss 


的 近似 更 好 。 这 个 变换 叫做 Fisher 的 = 变换 
(z-transformation). 

【顺序 统计 量 】 设 Xi，-…，X。 为 来 自 具 
有 连续 密度 函数 f(x) 的 一 维 分 布 的 随机 样本 ， 
Xa < +++ & Xo) 为 顺序 统计 量 *。 其 中 的 ? 
+ Yi = X. Y, = Xis Ү»а = Xo) 和 
Y, = Хо 的 联合 密度 函数 ,对 一 c ym 
< y, < co, Ë 


nl 


=e Di GI DG 1 


(uon) юну 


x (o) (f os] 


X у) fO). 
Шав <en 对 给 定常 数 0 一 
<<a <1, # a= ro B= r> o> 
n= т, 满足 条 件 


n3 + (n) G=, 0) 
且 ， 一 oo， 则 随机 向 量 (Yi 5-5, Yo) ЖЕШ 
服从 均值 向 量 为 5。 …， Er) RIDA SERIE 
(ou) (oy = LQ = ENE < D 
0 p ETEDI eb E, 是 总 体 的 2， 分 位 数 : 

free mus 16) #0. 

关于 最 大 值 Xe 的 渐 近 分 布 ， 可 以 在 较 宽 
的 条 件 下 ,选取 适当 的 一 串 实数 (a) I RUE 
Hk). 使 得 (Xe 一 a.) /by š p — о BH 
布 收敛 于 下 列 三 个 分 布 (函数 ) 中 的 一 个 : 


1) FG)—0, х<0; = exp(—x™), 
x20, 
2) FG) = exp(—(— z)”), z < 0: = 1, 
x20, 
3) F(=) = exp(—e"), —00 < x < co, 
ЖФ а > 0. 
(U 统计 量 】 设 X,，…，X。 是 来 自 某 分 


布 的 随机 样本 ，9(xi tto x.) 是 关于 变量 
ху» cts xm 的 对 称 实 值 函数 , 则 


и (Убх, Xo) 


叫做 ШИШ (U-statistic), Ж УЖИН 
(1,2, +++› n) RABE (а, ---, am) 的 求 
Tn. 假定 均值 E(g(Xi, +7, X.) 为 有 限 , 并 
4 0 = EX +++, Х„)). SEXUS UR 
方差 由 

EQU) = 6, 


уа ("у > Ë эйи? 


\m — t 
ӨШ, C E eG, o Xm) MCX oes 
XXXV) ЮВЕ, Я ХХ 


是 来 自 同 一 分 布 的 附加 样本 ,它们 既 互相 独立 ， 


XS (Xo c Xm) 独立 。 BH 0, My 
n > со 时 渐 近 地 服从 正 态 分 布 C8 m/n). 

以 上 的 结果 能 够 推广 到 有 几 个 总 体 和 祥 本 
的 情形 ， 设 Ха, Xi; 3 Xas tts Xone 
是 来 自 * 个 总 体 的 独立 随机 样本 ， 且 实 值 函 数 
Go 对 每 个 
关于 Gas ir tim) 为 对 称 , 则 称 

u= (воа 


ni 
isi ‘m; 


Хуану ttti Хоа 1» Xeno) 

ЖО Ий, RXUSTINSCG, 
2,: 0) 的 所 有 组 合 (aG), +++, aCim,)) 的 
求 和 ,如 的 均值 和 方差 可 如 一 个 样本 的 情形 那 
样 算出 ， 当 样本 大 小 m，'…， n 保持 一 定 比例 
趋 于 оо 时 , 口 渐 近 地 服从 正 态 分 布 。 此 外 , Л. 
个 口 统计 量 的 联合 分 布 渐 近 地 为 多 维 正 态 分 
LA 

【具有 单调 似 然 比 的 分 布 和 Pólya 型 分 布 】 
CA, B) 为 样本 空间 "，{peCxs)16e O) 为 
关于 某 一 固定 o 有限 ' 测 度 的 密度 函数 族 ， 那 
Ж роб) —— 在 观测 值 x 固定 下 看 做 9 的 函数 
一 一 叫做 似 然 函数 《likelihood function), 而 它 在 
点 98 的 值 叫做 该 点 的 似 然 (likelihood)， 我 们 说 
Car, ж) 上 的 分 布 族 一 {psj9e9} (OC 
К) 关于 实 值 函数 TO) 具有 单调 似 然 比 
(monotone likelihood ratio), 是 指 对 任意 的 0<0" 
(0, # e 9)， 似 然 比 pur(z)/ps(z) 0 T (z) 的 非 
减 函数 . 当 这 个 比 是 T(x) 的 单调 增加 函数 时 ， 
我 们 说 多 关于 TG) 具有 狭义 单调 似 然 比 . 
设 * 为 实数 ， 且 Plog роб) /000= 存在 ， 那 末 
PRF TO) = x 具有 单调 似 然 比 的 充分 必要 
条 件 是 OP log po(2)/060x > 0. ME Xv, X, 
是 从 具有 单调 似 然 比 的 分 布 抽出 的 随机 样本 ， 


且 实 值 函数 b(n, +++, x) 关于 各 分 量 为 非 减 
函数 , 则 均值 E (OG, trs X.)) 是 6 的 非 减 
函数 . 


若 对 所 有 的 m = 1,2, n 和 所 有 的 实 
数 m 一 … 一 mr 及 6 一 …- 王 0， FARK 
det (pei(xi)) 为 非 负 的 , MA A № Pólya n 
型 ; 若 此 行列 式 为 正 , 则 称 多 ARR Pólya n 
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E. È Pólya 2 型 等 价 于 有 单调 似 然 比 ， 若 
S? 对 于 所 有 的 正 整数 ”为 AKL) Pólya n 型， 
则 简称 为 (狭义 ) Polya 型 (Pólya type). 以 
pe(z) 一 exp (Өх + m(6) + (3) (x € AS 
R66 0 C В) 为 密度 函数 的 指数 型 分 布 族 ' . 
是 狭义 Pólya 型 此 外 ， 非 中 心 X Ж, 非 中 
心 + 分布 和 非 中 心 了 分 布 是 以 各 自 的 非 中 心 参 
数 为 参数 的 Pólya W, 

[5] 11] T. W. Anderson, An introduction 10 
multivariate statistical analysis, John Wiley, 1958; [2] 
Н. Chernoff, Large-sample theory: parametric case, Ann- 
Math. Statist, 27 (1956), 1—22 [3] Н. Cramér, Ma 
thematical methods of statistics, Princeton Univ. Press, 
1946 〈 中 译本 : H。 克 拉美， 统计 学 数学 方法 ， 上 海 科学 技术 
出 版 社 , 1966); [4] A. T. James, Distributions of matrix 
variates and latent roots derived from normal samples, 
Ann. Math. Statist., 38 (1964), 475—501; [5] 5. Karlin, 
Decision theory for Pülya type distributions, Case of two 
actions 1, Proc. 3rd Berkeley Symp. Math. Stat. Prob- 
1, Univ. of California Press (1956), 115—128, [6] A+ 
Е. Sarhan-B. G. Greenberg (eds.), Contributions to order 
statistics, John Wiley, 1962, [7] S. S. Wilks, Mathe. 
matical statistics, John Wiley, 1962. 


统计 线性 模型 【 英 statistical lincar model 法 
modèle linéaire statistique Ж lineares statistisches 
Modell 4& линейная статистическая модель Н 
ЖЕКЕНИ] t X= (Х,,---,х„у' (以 
下 如 无 特别 声明 ,向 量 指 的 是 列 向 量 , ЗЕД, Ж 
示 转 置 ) 为 n 维 随机 变量 ', 且 X 的 均值 向 量 为 
ECX) = (a` tsn) (> Ж). BEC) 
fen E = (os E G < n) 和 已 
FU п x k 矩阵 4 表 为 形状 AE, WX 可 表 为 
(1) X-4E-W, ECW) = (0, ---,0), 
此 处 W= (Wy, oW. х= X 的 分 布 ， 
往往 假定 下 列 条 件 : 

а) Xi …X。 是 互 不 相关 ?的 随机 变量 、 

b) Xi …,X。 具 有 共同 的 未 知 方差 叫 ， 

с) Xi oS X, 服从 正 态 分 布 。 
包含 这 些 条 件 的 方程 (1) 叫做 线性 模型 (linear 
model)， 而 WGR (error term) (一 试 
验 设计 ). 

回归 分 析 、 方 差分 析 和 协 方差 分 析 都 是 有 
关 线 性 模型 的 统计 分 析 方法 ,但 是 它们 的 区 别 
并 不 清楚 .1) 在 试验 设计 ' 即 方差 分 析 中 ,4 oy 
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ARH IERE (design matrix), 专 叫做 效应 (effect), 
而 4 的 元 素 通常 取 为 0 或 1.2) 在 回归 分 析 
(regression analysis) 中 , Xf ilg а = (ao 


Пп 


a 的 一 次 式 x 一 Da; 表达 的 量 *， 在 


n (Sk) {лї а, = (aoa) G= lors 
n) 进行 观测 , 得 观测 值 Xi，…，X。。 这 时 ,如 
果 观 测 是 无 偏 的 , 即 
к 
ECX) = У) а 


= 
WAL 4 = (ay), 便 得 到 模型 (1)， 通 常 a 的 
一 个 分 量 (例如 а) ЖІ, ай 
x — У as; 叫做 线性 回归 (linear regression) 或 
归 超 平面 (regression hyperplane), 特别 当 
&—2 N, x = ai 十 总 叫做 回归 直线 (regression 
line), Ey 叫做 回归 系数 (regression coefficient), 
向 量 a 的 分 量 或 称 固定 变量 或 称 说 明 变量 .有 
时 也 遇 到 a 从 而 4 是 随机 变量 的 情形 ， 那 时 只 
要 把 (1) 中 的 AE BHE A AEJ X RIES 
值 即 可 . 3) EHH 4 (analysis of covariance) 
中 ,4 分割 为 两 个 和 矩阵: 由 0 与 1 组 成 的 矩阵 
A (试验 设计 部 分 ) 和 相当 于 说 明 变 量 的 矩阵 
A (回归 分 析 部 分 )， 即 A= CA A), 
称 4 中 的 变量 为 相伴 变量 (concomitant varia- 
ble). 

【最 小 二 乘法 】 在 模型 (1) 中 ，4 的 列 向 
MEE X R R" (样本 空间 ) 中 张 成 的 于 空间 
IL, ( 它 的 维 数 * 等 于 4 的 秩 ) 叫做 估计 空间 
(estimation space), ifj IL, 的 正 交 补 空间 叫做 误 
$a] (error space). R" 的 点 x 到 [14 的 正 射 
影 ' y 可 由 射影 矩阵 ! P 表 为 了 一 Px. 这 时 
Y 一 P X nik ECX) 的 最 小 二 乘 估计 量 (east- 
squares estimator)。 求 最 小 二 乘 估计 量 的 程序 叫 
做 最 小 二 乘法 (method of least-squares), 这 就 是 
对 给 定 的 X, 求 专 使 误差 平方 和 (大 一 AEY'X 
(X — AE) 为 最 小 ， 为 达 此 目的 , 要 对 求解 
正规 方程 (normal equation) 4'4£ = A'X, ik 
Woo E — E, RRS Y — AERA, wh = k 
H Y-—a(44)7 4X. RI s< kh E RE 
—, fB Y ERME., Vk I п X n ffr 


阵 , 则 9 = X'(1 — P)X E š XAFS, 
的 距离 的 平方 . 

参数 专 的 具有 系数 向 量 В = (8 pt) 
的 线性 函数 B 专 叫做 (线性 ) oT 8 89 Cestimable), 
如 果 存 在 一 个 线性 无 偏 估计 量 (linear unbiased 
estimator) (形状 为 БХ 的 无 偏 估计 量 ?*) 的 话 . 
B 志 是 可 估 的 充分 必要 条 件 为 8 是 4 的 行 向 量 
的 线性 组 合 。 如 果 条 件 a), b) 被 满足 , 则 对 任 
EW a 维 向 量 ma， 在 参数 т = w AE 的 线性 无 
偏 估计 量 中 ,方差 (关于 £) 一 致 最 小 的 (最 佳 
线性 无 偏 估计 量 (best linear unbiased estimator)) 
是 eY, 其 方差 为 (uPsu)m, 而 0 的 均值 为 
Cn 一 s)m， 这 个 命题 叫做 Gauss-Markov 定 
E. 因此 了 一 wY 叫做 7 的 最 小 二 乘 估计 量 ， 
2 称 为 自由 度 (degree of freedom) n 一 ;的 误 
3 Jy $ü (error sum of squares) 52836 230 
(residual sum of squares). @ = Q/(n — ғ) 是 
到 的 无 偏 估计 量 ， 叫 做 均 方 误 总 (mean square 
eror), 若 条 件 a), b) с) 都 满足 ， 则 了 和 宁 
分 别 是 7 了 和 局 的 最 小 方差 无 偏 估计 量 ， 

【线性 假设 】 几 个 可 估 参 数 的 值 都 为 0 的 

统计 假设 H, 叫做 (一 般 ) 线 性 假设 (linear 
hypothesis)。 对 满足 线性 假设 及 的 者 ,4 舍 的 全 体 
是 由 wn X Ay EBE BR UIS RESK ARAN TL, 的 子 空 
间 I1s。 设 [的 维 数 (8 的 秩 ) 为 一". W 
n X k; 矩阵 C 的 列 向 量 张 成 的 子 空间 Me 只 与 
11s 在 原点 相 重 ， 且 п, 与 lc HERR My. 这 样 模 
型 (1) STRE o PERLE RI o АЈ C E 
Q) Х= Ву + CÇ + W, E(W) = 0, 
从 而 假设 如 成 为 “= 0”. X 到 My 的 射影 记 
te Z — P,X, W| On = ХОР, — Po) X 等 于 向 
RY 一 亿 的 长 度 的 平方 , 且 是 对 假设 万 的 误差 
平方 和 .由 于 ón = Qu/r EHRL E P y 
无 偏 估计 ， 所 以 区 叫做 无 偏方 楚 《〈unbiased 
variance). 

dk B'C = 0. AR КЕ 254 0, 使 
UB ЖІ, s ns sl, п FERIUC H 
第 :十 1，-…，n 行 都 为 0. Ф X = ux, = 
UBn, = Uc, Ŵ = UW, W (2) 成 为 站 一 
ñ ++ W. Хае а) япь), th 


满足 这 些 条 件 。 若 再 假定 条 件 c), 则 X A 
承 这 一 条 件 .假设 妃 成 为 “; 一 0”。 这 种 模型 
叫做 线性 假设 的 标准 型 (canonical form). 在 这 
模型 中 ,我 们 有 ER) 一 0 (4 —з+1,---›л), 
以 及 进一步 有 EK) 一 0 GH, nit 
1, ……，m)， 当 且 仅 当 石 为 真确 。 

在 条 件 a),b) Mc) 下 ,最 小 二 乘 估 计量 
Ү АЕ RAMU FS Yr RE. 并 且 X — Y, 
Y-ZmZHNBSLE. 2 BIR М BEB 
分 布 NCO, e'(1 —Р„)), NP, — Рв) С, 
«(Ра — Рь)) 和 МВт + PCE, PPs). Rik 
O/P, On/e 和 X'P,X/= 分 别 服从 非 中 心 参 
HOH 0, ССР, 一 Pa)C5/r 和 


(Bn + Pec) (Bn  P,CD)/o 


以及 自由 度 为 ”一 * r 和 s 一 r 的 非 中 心 必 分 
布 +。 假设 及 的 似 然 比 检验 ' EA 0/0 >с 
为 临界 域 的 检验 。 这 个 检验 既是 一 致 最 大 功效 
不 变 ! 检 验 , 又 是 最 紧迫 检验 ', 并 在 功效 函数 
有 单一 变量 CC (P, 一 Pa) C5/m 的 检验 中 ,是 
一 致 最 大 功效 的 。 特别 当 ;一 + 一 1 时 , 这 个 
检验 是 一 致 最 大 功效 无 偏 ' 检 验 。C5 的 置信 区 
间 ! 由 满足 (X 一 C5》'(P4 一 Pa)(X-C56)/? < 
cj， 或 等 价 地 对 任意 的 ue n, П Me, 满足 
Јас — w Y| < (аР) âco 

的 所 有 C 的 集合 给 出 。 如 果 存在 一 个 me 
n, nn, 使 置信 区 间 (aY — (w'u)26co, uY + 
Cu'u) бсо) 不 覆盖 0, 就 拒绝 假设 日 , 那 末 这 就 
是 上 述 的 似 然 比 检验 。( 另 一 种 区 间 估计 是 由 
J. W. Tukey [2] 提出 的 .) 这 样 ,分 解 式 


XX = ХР, —P,)X + X'P,X 
+ ХО — PX 


AGAMA (analysis of variance)， 列 于 表 1 
HOHE A 36 SY ERR Canalysis-of-variance table) 
th. 

在 (1) 中 , 当 W SERI PL 
(e 是 未 知 参数 , 2 是 已 知 和 矩阵 ) 时 , 使 9 一 
(X — AEY Xi CX — AE) 为 最 小 的 叫做 广 
义 最 小 二 乘 估计 量 (generalized least-squares 
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* 1 
яж| 平方 和 јан 59 > 
н \0n=X'(Pa-Pa)X| + | ó =Onlr | 18" 


в | Ов= Xx |.| 04/6 — 
误差 |0= xa- PAX] a -s| ë= 0f - 2 


总 和 | хх =| 


estimator), 这 个 估计 量 与 上 述 最 小 二 乘 估计 量 
有 相同 的 性 质 。 此 外 , 在 (1) rh, 若 4 是 已 知 
пх РЕ, 专 是 未 知 的 《 x p 和 矩阵， 以 及 
网 是 各 行 互相 独立 服从 ? 维 正 态 分 布 N(0,Z) 
пх p BRE ONTI X 3E UABGULdE BL 2 TCH 
fJ n x p SEB), WIX SBR ОВАН BUM 
(一 多 元 分 析 )。 


[#] (1) R.L. Plackem, Principles ot regression 
analysis, Clarendon Press, 1960, [2] H. Scheffé, ‘The 
analysis of variance, John Wiley, 1959; [3] Е. L. Le- 
hmann, Testing statistical hypotheses, John Wiley, 1959. 


多 元 分 析 [% multivariate analysis 法 analyse 
de quantité multivariable 4b Analytik mehrerer 
verandetn Quantititen А многовариантный 
amamus 日 多 变量 解析 ] 如 果 每 个 个 体 有 多 个 观 
测 数据 ,或 者 从 数学 上 说 ， 若 个 体 的 观测 数据 
能 表 为 ? 维 Euclid 空间 的 点 , 那 末 这 样 的 数据 
叫做 多 元 数据 (multivariate data)， 而 分 析 多 元 
数据 的 统计 方法 叫做 多 元 分 析 ， 到 目前 为 止 ， 
多 元 分 析 可 以 分 成 两 种 情况 : 一 种 是 一 元 分 析 
法 的 直接 推广 , 另 一 种 是 多 元 本 身 所 特有 的 . 
【多 元 线性 模型 】 多 元 线性 模型 (mult- 
variate linear model) 是 一 元 线性 模型 + 的 直接 扒 
г. W X = (ХОХ) 为 p 维 多 元 数据 
的 n(n > m + p) 个 观测 值 ХО, …,X 的 
р X n 矩阵 ,并 能 表 为 
Q) X= BZ +U, 
此 处 , B 是 未 知 参数 的 p X m 矩阵 ，Z 是 已 知 
说 明 变 量 的 m x ”矩阵 和 U 是 误差 变量 的 
P X ”和 矩阵， 我 们 假定 : 1) О 的 均值 ECU) 一 
о; 2)U 的 各 列 向 量 Uo, ..., U) 为 互相 独 
立 且 同 分 布 ; 3) 各 列 向 量 ww 服从 具有 相同 
协 方差 矩阵 7 的 分 布 。 那 示 ， 类 似 于 一 元 情 
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形 , 3 的 最 小 二 乘 估计 量 + 色 可 以 定义 为 使 
w(X—BZ)(X— BZ) HH pX m Ж 
BH IZZ] + 0 Bš , H 

B-xz'(zz) 

给 出 ,此 处 符号 ' 表 示 和 矩阵 的 转 置 . 令 
Q=XX — BzX, $-Q/G-») 
WB a 全 分别 是 8B 和 的 无 偏 估计 量 ， 若 再 
BE: 4) U 的 各 列 向 量 服从 ? 维 正 态 分 布 1， 
Wi B fn Q 为 完备 + 的 充分 + 统计 量 ， 从 而 伪 和 
号 为 最 小 方差 的 无 偏 估计 量 '"。 此 外 , 色 服 从 

正 态 分 布 ， 其 协 方差 矩阵 的 元 素 可 表示 为 

E((É, — Bis) Bau — 842) = сата. 
此 处 4» 04 和 mi 分 别 是 B, > 和 (ZZ) 的 
元 素 . Q 的 分 布 , 依 多 元 情形 的 Cochran 定理 ' ， 
是 自由 度 为 n 一 mm 的 Wishart 分 布 ' (一 样本 
28). 

为 了 检验 假设 B Bo H 

О, = (В — s)zz 8 — BoY, 

并 得 分 解 式 

(X — B,ZXX — bz) = Q, + Q. 
若 假设 真确 , 则 Qs 和 Q 独立 地 服从 Wishart 分 
布 。 当 假设 不 真确 时 , Qs 服从 非 中 心 Wishart 
分 布 '。 利用 这 个 事实 ， 已 经 提出 几 种 检验 程 
序 。 若 要 求 关于 线性 变换 的 不 变性 , WhTE 
阵 方程 1Qs — 201 = 6 ЮН А, s, 是 最 
大 不 变 统计 量 ' ,检验 程序 应 依据 这 些 根 的 函数 
来 确定 。 当 这 些 根 的 值 大 时 放弃 假设 , 这 是 一 
种 自然 的 临界 域 。 经 常用 的 检验 统计 量 有 : i) 
DUA te ee w = 101/19, +Q) - па + 
à) «c (S. S. Wilks); ii) w Q''Q,=> 1c 
(D. N. Lawley); iii) max 4, > с (S. N. Roy). 

， 这 些 统计 量 的 小 样本 分 布 是 复杂 的 ， 但 当 

n — co bj, —(n—m) log W ЖП n t ОО, 渐 近 
地 服从 自由 度 pm 的 22 ЯБ. {ЕЗ — 1 EPIS 
情形 , 如 果 m 一 1, 只 存在 一 个 非 0 的 根 4， 上 
述 的 程序 都 相同 ,从 而 归结 为 由 

T= Gz'XB — By 3>(B — Bo) 
做 的 检验 而 且 由 于 (n — p)T?/(n — p 在 
假设 真确 时 服从 自由 度 (p> л — p) 的 F 分 布 ， 
能 够 求 出 它 的 临界 域 。 我 们 还 知道 , 当 p 一 2 时 


(a—m— DG — /w)/m vw 
T m = 2 it, 

G—-1—9 — Мж) ру, 
分 别 在 假设 真确 时 服从 自由 度 Оњ, 2( 一 
m —1)) 和 自由 度 (2р, 2(n — 1 — p)) WF 
分 布 。 由 这 些 检验 程序 能 够 求 出 关于 B 的 联合 
置信 域 . 例如 Q'E —Й)л7'(в — BY < 
€. 

其 次 , FE BDI B = (В, В), 
此 处 B, SE p X q #, B E p X (m — 4) 36 
阵 , 则 检验 关于 Bi 的 假设 B, 0, 可 以 如 下 进 
行 ， 把 矩阵 Z 分 解 为 Z — (Zi i Zi), 此 处 Z, 
qX nE, 2,3 (m 一 9) x n EM. i 
Ê; = Xz(zz27,Q* = XX — ВАХ, Н 
Q= Q-Q, 则 当 假设 真确 时 Qs, 与 Q 独 
立 ， 且 服从 Wishart 分 布 。 从而, 用 Qu, 代替 
Q, 就 可 以 应 用 上 奴 的 几 种 检验 程序 . 

这 样 的 检验 程序 叫做 多 元 方 闲 分 析 (multi- 
variate analysis of variance 缩写 为 MANOVA) 
(一 统计 线性 模型 )， 很 多 标准 的 问题 可 按照 这 
个 方法 处 理 ， 下面 举 几 个 例子 . 

1) 设 是 由 相同 的 ? 维 正 态 分 布 N, 
E) 抽出 的 大 小 为 的 样本 , 则 X 可 表示 为 X= 
pl + U (1 是 只 由 1 所 成 的 = 维 列 向 量 )， 从 
而 , a 和 工 的 估计 量 分 别 由 应 一 X1/n 一 X fü 
£= (XK — 1) (Х – XYy/G — 1) 给 出 . 
可 见 假设 上 一 po 的 检验 可 用 Hotelling 的 T? 
统计 量 来 进行 , 即 临界 域 为 

T — (X — poy $-X — ш) 7 c. 

2) iX, G 一 1, JE p ESSA 
Ж Мр, E) ADA h A n KOREA, Б 
m= m p = p REAT: 令 

Q- EXENA, — ЛУ, 
此 处 

X, = XA/n,, 
Q= Son X, — X)(X, — Xy, 


X= Xx, = En) 
则 


УХ, — 1) GK, — Xt = Q, + Q. 


我 们 称 @Q 为 组 内 平方 和 矩阵 (matrix of sum 
squares within classes), Q, 为 组 间 平 方 和 矩阵 
(matrix of sum squares between classes), 当 假 设 
真确 时 , Q, 服从 自由 度 为 《一 1 的 Wishart 分 
fet. 

3) 设 X¿— P + a,+ B, + U, G = 1, 
* p3 fj 一 1,.…,qg)， 此 处 a,B 是 满足 
Za = 0, XB,—0 РЕЖ, О, 互相 独 
立地 服从 p 维 正 态 分 布 N(0, D). it 

Q.— 4 > CR — XXX, — Xy, 

T 


Q= 5) (®,— RH, - Xy, 
Q- У) 5 (X, — X, — X, + X) 
x CK XX + BY, 
X-XNX. 
X- XX 
*- у) у) хум, 


则 有 分 解 式 
2) > (X, — ХСХ, — Xy 


Q +9, +0, 

并 且 Q., Q, 和 Q 互相 独立 地 分 别 服从 自由 度 
为 p 一 1,49 一 1 和 (p 一 1)(q 一 1) 的 非 中 心 
Wishart 434i". Q., Qs 和 QQ 分 别 叫 做 a 平方 
FUE, В PASM R3 THOSE. 利 
用 这 些 矩 阵 可 以 得 到 假设 mw = 0G — 1, +++, 
P) 以 及 假设 B, 一 0 G= 1, ---, 9) 的 检验 程 
F. 

【变量 之 间 的 相关 】 多 元 分 析 所 特有 的 问 
题 ,一 般 说 来 ,是 处 理 p 维 观测 值 的 各 分 量 之 间 
相互 关系 的 结构 。 先 从 描述 性 的 概念 说 起 . 设 
Xo = (Xis -+s XD 为 ? 维 随机 向 量 ， 则 用 
来 描述 XC 的 各 分 量 之 间 关 系 的 最 常见 方法 
是 计算 X HHH 

£ = EXO — WX — By) = Gu)» 
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此 处 p = EKO), ВВВ P= Со) Cou 
oi/V oug). рх n КАЕ X HN 

S= (X — X1)(K — RUY /n) = G4) 
BOR = (Gu) (ra М susa) 分 别 叫 做 样 
本 协 方差 矩阵 (sample covariance matrix) 和 样 
本 相关 矩阵 (sample correlation matrix). 记忆 
的 余 因 子 为 Pus 则 
һар» = VA — IPI/P, 

则 做 变量 X, 与 Ki-… Xo REX, EFT, 


P 中 的 足 码 ?表示 已 除 掉 的 X 的 足 码 ) 的 多 
重 相关 系数 《multiple correlation coefficient). 
Pi = —Pu/ V Pi Phi 

叫做 变量 Xi 和 Х, 对 给 定 的 Х\,---,Х, (M: 
di X, $ü Ху) 的 偏 相关 系数 (partial. correlation 
coefficient), Pianino 等 于 X, 关于 Xs Xp 
(KEA X) 的 线性 回归 与 X; 的 相关 系数 ， 
Раа, 等 于 X, 一 多 和 Xi 一 多 的 相关 系 
HK, MK, MR, EX, 和 Xi 关于 Xi o Xo 
(REA X 和 X) 的 线性 回归 ， 同样 地 , IZ R 
的 余 因 子 为 Ruis 则 样本 多 重 相关 系数 (sample 
multiple correlation coefficient) 可 定义 为 


Елы» = VA — |В|/К„ 


以 及 样本 偏 相 关系 数 《sample partial correlation 
coefficient) 可 定义 为 

Rua=1-4- ВМК. 
如 果 X — (X... X9) Jet Р RESAH 
出 的 大 小 为 ”的 独立 样本 ， 那 末 Ria ш, 和 
Rua» 的 样本 分 布 是 已 知 的 (一 样本 分 
#). 

协 方差 矩阵 的 行列 式 | Ё | 或 者 |S| 叫 做 
OER) NHH (generalized variance), 是 用 来 
衡量 维 分 布 分 散 程 度 的 一 个 尺度 ， 具 有 共同 
协 方差 矩阵 x 及 均值 向 量 分 别 为 pa K m 
个 分 布 的 距离 ,常用 

8 — (р — m) У (m — В) 
来 表示 。 这 叫做 Mahalanobis 的 广义 距离 (gene- 
ralized distance). 

其 次 , 对 由 p 十 4 维 观 测 值 组 成 的 向 量 
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XY 
(y): BRIDA 


э (= хк) 
Уух Eyy” 


WBE lp Хуу 一 Уух Xxx Exv| = 0 
的 r(= min (р, 4)) ^ HOS ps <*> os, RU 
ei, +++, or? 叫做 典型 相关 系数 《canonical 
correlation coefficient), 是 关于 XM Y (£a 
换 的 最 大 不 变 统计 量 , 可 以 认为 是 表示 XS Y 
之 间 的 整体 关系 。 此外, 记 对 应 的 特征 向 量 
Ams MW eSvym— Evx E Xx E xvni WR 
性 统计 量 MY Rl CX yx хут) X 叫做 典型 
变量 (canonical variates), 

【 主 成 分 分 析 】 多 元 分 析 的 一 个 重要 问题 
是 用 少数 几 个 指标 来 表示 多 个 变量 的 变动 . 主 
成 分 分 析 是 处 理 这 种 问题 的 一 个 方法 ， 设 4 是 
r Xp 常数 矩阵 (r< >), B T= AX. T 
表示 由 线性 型 构成 的 r 个 指标 标准 化 XO foe 
其 各 变量 的 方差 均 为 1, WJ XO KF T 变量 的 多 
重 相 关系 数 的 平方 和 可 表 为 

О = u (РА'(АРА')-'АР). 

而 使 2 为 最 大 的 4， 是 由 P 的 较 大 的 7 个 特征 
根 所 对 应 的 + 个 特征 向 量 形成 的 + x p ВЕ, 
这 样 的 分 析 法 叫做 主 成 分 分 析 (principal com- 
ponent analysis), ТОП ЕҢ} (principal com- 
ponents), 

К, MRA X WESEN, IR 
的 特征 根 是 P 的 特征 根 的 最 大 似 然 估 计量 .在 
主 成 分 分 析 中 ,， 设 R 的 较 大 的 > 个 特征 根 为 
dattes Ars 而 对 己 的 特征 根 中 除去 较 大 的 > 个 
后 剩 下 的 p — r 个 都 相等 的 假设 ,可 用 

Вр, = [ЕСА (р à 55 

—A)/K(p — 17) 

来 进行 检验 .一 Clog R,-, (C 是 某 正常 数 ) 在 
假设 真确 时 可 由 2? 分 布 来 近似 。 

在 主 成 分 分 析 法 中 ， 有 时 也 求 协 方差 矩阵 
Z 的 特征 向 量 。 EEE XO 2 T RE 
回归 的 残 差 方差 之 和 为 最 小 。 此 外 , 还 有 对 各 
变量 考虑 适当 的 加 权 и, DL SB R W- 的 特 
征 值 和 特征 向 量 的 情形 . 


因子 分 析 (factor analysis) 与 主 成 分 分 析 
有 着 密切 的 关系 ， 设 X — BF + U, 此 处 B, 
FM USSIE p X rir Xn Bil p X n DE В. 
Une Ae RAIA. ATA 
间 题 是 求 未 知 的 B 和 F. FER (r< p) 个 
B+, В 表示 它 在 p 维 观测 中 所 反映 的 程度 . 
下 叫做 因子 得 分 (factor score), B 叫做 因子 载 
% (factor loading). XR, BE FF = nl. # 
ОЭ: EUU’) 一 no 为 已 知 ， 则 可 应 
用 最 小 二 乘法 的 原则 , 使 e (X 一 BF) 0-' x 
(X 一 BF) 为 最 小 以 确定 B 和 F， 这 样 的 B 可 
HERE OXX 的 较 大 的 + 个 特征 根 所 对 应 的 
特征 向 量 来 确定 。 Ho HAM Qo I 
We), 则 求解 关于 @ 和 8B 的 联 立方 程 ,可 得 解 色 
为 УХХ 的 特征 向 最 所 成 的 矩阵 和 解 命 为 
th XX'/n 一 BB 的 对 角 元 素 所 成 的 矩阵 

当 @ 已 知 时 , 若 对 U 假定 正 态 性 ， 则 由 上 
述 的 程序 ， 能 得 到 B 和 F 的 最 大 似 然 估计 量 ， 
与 此 相反 , 当 由 未 知 时 ,把 看 作 参 数 不 能 导出 
合理 的 推断 程序 。 若 再 假定 F 与 U 独立 且 服 
DEAS Ж, 则 XX 服从 多 元 正 态 分 布 ， 车 
E(F)=0, H| E(S) = E(XX’)/n = BB’ + o. 
于 是 可 以 考虑 由 样本 协 方差 矩阵 S XX'/n 
ЖНЕЙ BM O. Lawley 证 明了 , 如 此 得 到 的 
最 大 似 然 估计 量 与 上 述 联 立方 程 的 解 В 和 @ 
是 一 致 的 。 这 时 ,即使 假定 总 体 协 方差 矩 
阵 了 一 E(S) 为 已 知 ， 仍 然 存在 形 如 z = 
BB + Ф 的 表现 是 否 唯一 的 问题 ， 这 叫 识别 
(identification) 问题 ,还 没有 完全 解决 . 

【典型 相关 分 析 】 考虑 由 义 来 构 作 T = 
AX, 以 便 能 最 好 地 说 明 另 一 组 变量 Y 的 变动 . 
设 Rxx, Куу 和 Rxy 分 别 是 X,Y 和 XY 的 
样本 相关 和 矩阵 , 则 了 的 各 分 量 对 了 的 多 重 相关 
系数 的 平方 和 可 表 为 

O = u (Кух CARxx A)" ARy y). 

使 0 为 最 大 的 A, 可 由 RxxRxyRyx 的 较 大 
的 * 个 特征 根 所 对 应 的 特征 向 量 构成 ， 此 外 ， 
为 了 使 立 对 了 的 线性 回归 的 残 差 方差 矩阵 的 
迹 Grace) ЮА, RARI XA Y 035 26 56086 
Sxx 和 协 方差 矩阵 Sky ， 并 取 SzxSxySyx 


的 特征 向 最 即 可 . 

对 应 这 样 的 分 析 法 ， 假 定 线 性 模型 Y= 
BX +U, jk q Xx p HERE BHIR = r < p, 
B=— CA, CË q x rE, 4 是 r x p E. 
这 样 , MT = AX, WA Y = cT + U, 因此 
ТҮ. FEAR C'C = 1, 而 且 
U 的 方差 矩阵 хо жЕ, 则 由 最 小 二 乘法 知 
道 , 4 可 由 SxxSxy 3USyx 的 最 大 特征 根 所 
对 应 的 特征 向 量 构成 ， 若 Zu 为 未 知 , 而 由 
$,-Syvy —SyxSgxSxv 来 估计 , BARNA 
道 4 可取 为 SxxSxvSy vSvx 的 特征 向 量 . 此 
外 ,C 可 由 SyySyxSxxSxy 的 特征 向 量 构成 - 
可 是 ，SRxSxySyyrSyx 和 SyvSvxSxxSxv 
的 特征 根 ,都 等 于 方程 

108уу — SrxSxxSxr| = 0 
的 根 o, 也 就 是 等 于 样本 典型 相关 系数 的 平方 。 
Mm, T = AX f Z — CY 分 别 与 较 大 的 7 个 
典型 相关 系数 所 对 应 的 (样本 ) 典型 变量 相 一 
sc dk О 的 正 态 性 , 则 这 种 程序 等 价 于 最 
大 似 然 法 ,从 而 可 求 出 估计 量 的 样本 分 布 ， 此 
外 ,还 能 导出 关于 r 的 检验 ， 

尽管 模型 关于 X f Y 是 不 对 称 的 ,但 其 结 
果 关于 下 和 世 却 是 对 称 的 ,所 以 对 于 典型 变量 
TA ZSIDUALFHRRE. X Y pite — 
[DEG t tT A El ‚ЕН. Ж 
可 考虑 X 和 Y 的 联合 分 布 进行 说 明 。 若 假定 
(X, Y) 的 正 态 性 , 则 4 和 C 也 是 典型 变量 在 总 
体 中 的 系数 向 量 的 极 大 似 然 估计 量 . 

【线性 判别 函数 】 设 X G1. 
为 个 总 体 的 观测 值 ， 我 们 考虑 取 一 个 向 量 
а, (ë T, = Ха 尽 可 能 地 表示 这 个 总 体 之 间 
的 差异 .为 此 ,要 确定 a 使 也 ,的 组 间 方 差 与 组 
内 方差 的 比 HRA. HQ 为 T, 的 组 间 平 
方 和 矩阵 , Q, 为 组 内 平方 和 矩 阵 , 则 有 

1 = a'Q,a/aQ.a, 
所 以 a 可 取 为 Qz'Q 的 最 大 特征 根 所 对 应 的 
特征 向 量 。 这 样 的 了 叫做 线性 判别 函数 Cincar 
discriminant function)。 特 别 当 一 2 时 , EX, 
# X, 是 两 个 总 体 的 样本 均值 向 量 , 则 有 a= 
QNR — X). 4k > 2A ОЈО, J 
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较 大 的 "个 特征 根 所 对 应 的 特征 向 量 构成 的 矩 
B A, JE T, 一 AX. 则 得 到 7 维 线性 判别 函 
数 。 线 性 判别 函数 分 析 与 单 因素 试验 的 多 元 方 
差分 析 有 着 密切 关系 ; 若 对 分 布 假定 正 态 性 , 则 
能 够 求 出 关于 样本 分 布 的 种 种 性 质 . 

如 果 使 用 线性 判别 函数 ， 还 能 够 判定 新 得 
到 的 观测 值 如 是 属于 哪个 总 体 的 样本 , 设 
T, — АХ, HH To 的 值 与 T 在 各 总 体 的 均值 
T,— AX, 进行 比较 ， 由 此 便 可 决定 新 得 到 的 
样本 最 接近 哪个 总 体 . 

【其 他 问题 】 与 本 项 所 讨论 的 程序 有 关联 
的 样本 分 布 ,常常 是 非常 复杂 的 ,通常 只 知道 它 
们 的 渐 近 性 质 (一 样本 分 布 )。 完整 的 讨论 过 
分 地 依赖 于 正 态 性 的 假定 ; 虽然 近来 人 们 讨论 
了 MANOVA 的 某 些 非 参 数 程序 ,但 是 不 依赖 
于 正 态 性 假定 的 纯粹 多 元 方法 还 没有 找到 . 
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multivariate statistical analysis, John Wiley, 1958; [2] 
M. G. Kendall, A course in multivariate analysis, Griffin, 
1957; [3] D. N. Lawley-A. Е. Maxwell, Factor analysis 
as a statistical method, Butterworth, London, 1963; [4] 
C. R. Rao, Advanced statistical methods in biometric 
research, John Wiley, 1952. 


统计 判决 函数 
法 fonction de decision statistique 
Entscheidungsfunktion i функция статистиҷе- 
ского решения Н 统计 的 决定 办 数 ] 【基本 
概念 】 统计 判决 函数 论 作为 统计 学 的 统一 数 
学 理论 是 由 A. Wald 创立 的 (一 统计 推断 ). 在 
这 个 理论 中 ,检验 和 估计 等 数理 统计 问题 可 用 
一 个 统一 的 方法 叙述 如 下 《[1]】). 

назі CR D) 叫做 样本 空间 (sample 
space)， 它 的 元 素 z( € A>) 叫做 样本 点 (sample 
pont). 设 已 给 (40,9) 上 的 概率 测度 族 
P= {Pal9e9}， 此 处 9 叫做 参数 空间 (рага- 
meter space), 并 且 随机 变量 X 按 属于 多 的 真 概 
率 分 布 P 而 取 值 于 2 ， 这 一 项 将 讨论 对 参数 
в 作出 判决 的 问题 ,所 谓 决定 参数 的 真 值 ,使 得 
P= Ps， 为 了 描述 根据 X 的 样本 * 作出 这 种 判 
决 的 程序 ， 我 们 需要 一 个 三 重组 〈.ar ,6,D)， 


{Ж statistical decision function 
dk statistische. 
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其 中 E 是 集合 .or 的 子 集 的 "代数 , DEA 
到 (ur. С) 上 的 概率 测度 的 映射 3 的 集合 ， 
8: x 一 -|z)， 使 得 对 固定 的 Ce €, 函数 8 
(C| x) 是 8 可 测 的 . 我 们 称 .ex 为 行动 空间 
(action space) 或 判决 空间 (decision space), 8 为 
统计 判决 函数 (statistical decision function) 或 统 
WARM (statistical decision procedure) 或 简 
称 判决 函数 ， 以 及 DD 为 判决 函数 空间 (space of 
decision funcion). ”在 实际 的 判决 程序 中 ， 
3(Clx) 是 在 得 到 样本 点 x 后 采取 属于 C 的 行 
动 的 概率 。 我 们 进一步 考虑 一 个 非 负 函 数 <: 
Q X .er 一 R, 叫 做 由 行动 <(e .er) 引起 的 损 
失 函 数 (los function) w(9，a)， 使 对 固定 的 
Ө, w(6, a) 关于 “是 @ 可 测 的 。 取 损 失 的 平 
均 ,我 们 得 到 风险 函数 (risk function) 


16658) = | to. tial) Раг). 


WARAN а ЯП EFE, 如 果 对 所 有 的 
6e9 和 所 有 的 CEC, a(C|x) = #(C|z) X 
FP 对 几乎 所 有 的 z 成 立 的 话 。 特 别 , 若 对 各 
个 样本 点 *e Ж 都 存在 一 个 确定 的 行动 
а, а) (а, )1х) = 1, 则 3 叫做 非 随机 
化 判决 函数 (non-randomized decision function), 
否则 叫做 随机 化 判决 函数 (randomized decision 
functon)， 人 允许 我 们 使 用 的 判决 函数 5 的 集合 . 
D 则 做 判决 函数 空间 ， 系 统 (2 S, P, о, 
„>, 6, w, D) 叫做 一 个 统计 判决 问题 
(statistical decision problem)。 若 各 个 Pa (€ 2) 
RF A БЮ ЖШШЕ 1 为 绝对 连续 ， 
则 称 多 ZRF ,并 称 多 是 一 个 受 控 族 . Ж 
多 以 距离 


4(Pos Py) = sup |Po(B) — Pe(B)| 


构成 距离 空间 , 且 罗 是 可 分 + 的 , NU 多 是 受 控 
族 的 充分 必要 条 件 是 P 为 可 分 的 . 

点 估计 + ,区 间 估 计 + 和 假设 检验 ?可 用 这 个 
理论 的 观点 描述 如 下 . 

1) 在 点 估计 中 ,我们 假定 行动 空间 .ex 是 
及 的 一 个 子 集 , 且 给 定 函数 o: 7 一 -ex 和 1: 
HOR, 问题 是 利用 样本 点 re A Й eG) 


来 估计 !(Pe) 的 值 。 作为 损失 函数 , 往往 设 
ш(Ө,а) = C(0)(a — I(P,))°, 此 处 C(8) 是 8 
的 函数 ,叫做 平方 损失 函数 《quadratic loss func- 
tion)( 一 统计 估计 ). 

2) 在 区 间 估 计 中 , 行动 空间 是 区 间 全 体 . 
若 把 区 间 [u, v] RHR HA (u, v), WAM 
R: 的 半 平 面 R” = (z = (а, 2) < z) 为 
行动 空间 ， 作 为 损失 函数 ， 可 考 志 两 个 隐 数 
(9,z) 和 (Ө, z) 的 加 权 和 aml, 2) + 
BwX(6, z) (a, 8 >0), 其 中 w(9,z) 一 1(0¢ 
[mo 2:5 = 0 (Өє [s #3]), if wi(0,3) = 2; 
— za (— 统计 估计 ). 

3) 在 解 消 假设 ! H: 6 € wo 针对 备 择 假设 ' 
A: 8€ o) (ala, = D, o Uc = 9) 的 检验 
中 ,行动 空间 可 表 为 m 和 a, 两 个 元 素 所 成 的 集 
合 , 其 中 a AREH H, а 表示 接受 H. 损失 
函数 定义 为 (0,1) =1 (96 в); = 0 (@ € oi) 
以 及 w(6, 2.) = 0 (06 о); = 1 (06 0). iX 
叫做 简单 损失 函数 (simple loss function). RA} 
判决 函数 8 时 的 第 一 类 错误 ?或 第 二 类 错误 ?的 
概率 分 别 为 >(9,5) (OE ox) R "(6,8) (Өє wor) 
(一 假设 检验 ). 

如 果 Q 能 分 解 为 有 限 个 互 不 相交 且 非 空 的 
TAE о, on +++ о, ОЭБ, of 一 lai sau} 
和 z(6,aj) = си (6€ ,) GER e, 2 0, си = 
0)， 则 这 判决 问题 则 做 n FURR (s-decision 
problem). 

【理想 的 判决 函数 】 判决 函数 论 的 一 个 重 
要 问题 是 ， 在 判决 函数 空间 D 中 选择 最 好 的 判 
RBM 8。 对 两 个 判决 函数 S 和 5,, 如 果 对 所 
有 的 6, 有 +r(6, 81) < r(6, 8), 且 存 在 一 个 0 
使 (Gos a) < r(6,,8,), WBA RATA A He a BE 
ња, Ж. TBE 8, Ш a, — 8k 38 $$ Cuni- 
formly better), 如 果 在 忆 中 存在 一 个 判决 函数 
ae 比 口中 任何 一 个 判决 函数 a 都 一 致 地 好 ， 那 
未 8 是 最 好 的 判决 函数 。 但 这 样 的 判决 函数 
bK EEE. BED PREEK 5 一致 地 好 
的 a, 则 称 5 为 容许 的 (admissible)， 换 句 话说 ， 
5 是 容许 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 的 OCE 0) 和 a( € 
D), RSX r(0, 5) < -(6, 6) ЖЖ (0. 


8) = r(6, 5) (8 € O). 

除了 Pe 多 以 外 , 没有 关于 P 的 任何 信息 
时 ， 可 考虑 选取 使 预期 损失 的 上 限 为 最 小 的 判 
决 函数 8*， 这 叫做 极 小 极 大 原理 (minimax 
principle) : 

inf sup r(6，5) = sup (8, 8°). 

这 个 8* 叫做 极 小 极 大 判决 函数 (minimax deci- 
sion function) 或 极 小 极 大 解 (minimax solution). 

设 $ 为 2 的 子 集 的 一 个 代数 , 它 包含 2 
的 所 有 可 列子 集 为 元 素 ， 并 设 "(6, 0) 对 任何 
{йе йә 03 пр. 如 果 再 给 (9, 3) 上 的 一 
个 概率 测度 5， 叫做 先 验 分 布 (a priori distri- 
bution) ,我 们 选择 一 个 满足 


int |, r(0,8)48(0) — 人 re, 000) 
ME. XA ER r CO, 6) 的 积分 
|79, 04:09) 


分 别 叫做 Bayes Ж (Bayes solution) MXF š 
的 Bayes 风险 (Bayes risk). ЖЕ (Q, 9) 
上 的 先 验 分 布 族 。 若 判决 函数 ó 满足 


atf nc 


= inf, j. 1(8,8)45(6)) = 0, 


Wr ЮТ F 的 广义 Bayes f8 (Bayes solution 
in the wide sense), i P 受 控 于 1, АЯ 
Bx S 可 测 的 f(x, 0) = 4Рь/41, wO, a) 是 
8х6 可 测 的 ,并 且 


а. {ae or || wO, DHE, 280) 


= int |, CO, a) ICa, O)AECO)} 


对 任何 一 个 * 是 不 空 的 和 © 可 测 的 , 则 关于 £ 
的 Bayes 解 可 由 OCA, | x) = 1 求 出 ， 对 满足 


{ Ж, ө) 480) = 0 HEA Kes Ж (O, 9) 
上 由 
в §) = fif asco) |а) 


定义 的 概率 测度 nC |x,5)， 叫 做 后 验 分 布 (2 
posteriori distribution). 为 了 得 到 关于 5 的 一 个 


统计 判决 函数 пә 
Bayes 解 ,无 非 是 对 * 取 使 


[ «9. «ате», D 
lj 


为 最 小 的 行动 =- 

设 р нару. E 
对 任意 的 5e 一 D'， 存 在 一 个 比 6 一 致 地 好 
的 8€D’, 则 称 D' 为 一 个 完备 类 (complete 
class), 若 对 任意 的 5e D, 存在 一 个 8 ED R 
者 比 o 一 致 地 好 或 者 有 与 5 相同 的 风险 函数 ， 
则 称 D' 为 本 质 完备 类 (essentially complete class), 
BD BEEK, HB 的 任何 真子 集 都 不 是 完 
ER, WE D 为 最 小 完备 类 (minimal complete 
cus). 若 最 小 完备 类 存在 ， 则 它 是 唯一 的 , R. 
与 所 有 容许 的 判决 函数 的 全 体 相 一 致 

CARA) 在 = 判决 问题 中 ， 对 任意 
的 判决 函数 5 ， 当 得 到 观测 值 x 时 采取 判决 a， 
的 概率 O(c, x) Tia Е 8,(х). ХИ, 8;(x) EB 
MRR, HME al) 2 0, 2,100) +--+ + 
a.) 一 1。 从 而 ， 满 足 这 些 条 件 的 ”个 函数 
ai(z)，s:(*)，…，5o(x) 的 集合 

al) = (B(x),***, 8,0) 

可 以 看 做 一 个 判决 函数 。 记 如 此 定义 的 8(*) 
的 全 体 为 о. 如 果 参数 空间 0 是 一 个 有 限 集 
{Ois Ors ---, Og}, 那 末 我 们 可 以 定义 一 个 由 
D Blk Pie] R R 

Ф(в) = Cr(0, 9), ++, rCOes 8)), 
HED HR 5 = AD) 在 R 上 是 凸 闭 集 
(21). 若 对 非 随机 化 判决 函数 造 一 个 上 述 的 
向 量 值 函 数 8(z), 则 3(x) 的 坐标 2i(z) G = 
1,2, 7,0) 中 只 有 一 个 是 1， 而 其 他 都 是 0. 
此 时 ， 样 本 空间 如 Ba WF R B, (i 一 
1,77, n) 的 互 不 相交 的 并 ,使 得 alale) 一 1, 
HHMH z€ Bi. AmE (Z, 5) 上 的 概 
率 测度 ， 如 果 对 满足 m(4) >0 的 任何 集 
ACS 和 满足 0 < ¿ < m(A) HEN b, 存在 
4 的 一 个 子 集 BEB, 使 得 m(B) = b, 则 称 m 
是 不 具有 原子 的 。 штод, 且 所 有 的 
Ps 是 不 具有 原子 的 , 则 非 随机 化 判决 函数 的 全 
ж Z^ to Brie d 1D) 与 4( 多 ) 相 一 
致 。 这 表明 多 ”在 判决 函数 空间 中 是 一 个 
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本 质 完备 类 (21). TE, P 具有 原子 时 ， 
不 一 定 有 Ф(Ф°у = HD), 8 (09) 是 个 
ИЖ. 特别 当 x — 2, CS, 5) 上 给 定 
的 有 限 多 个 概率 测度 P,- Pr, Rt 的 点 
(РСВ), +-+, P,C(B)) (B € B) 的 全 体 S 是 一 个 
闭 集 。 此 外 ,如 果 Pl,… , Pi 都 不 具有 原子 , 则 
S 是 一 个 凸 集 ， 这 些 结 果 被 称 为 Ляпунов £ 
理 . 

一 个 具有 o = (1), = (2) fom 
G = j): = 0G = j) ВО 2 判决 问题 , 叫做 二 分 
法 (dichotomie) , 是 最 简单 的 统计 判决 问题 ， 我 
们 稍为 详细 地 讨论 这 个 问题 ， 为 的 是 要 说 明 判 
决 函数 的 优良 性 这 个 概念 。 对 于 一 个 二 分 法 ， 
S= HD) i) 是 一 个 凸 集 ; 问 是 一 个 闭 集 ; 
ш) 关于 点 (1/2, 1/2) 为 对 称 ; iv) 包含 点 (0, 
1) 和 (1, 0); v) 是 区 间 [0, 1:0, 1] 的 一 个 
子 集 ， 图 1 中 斜 线 部 分 就 是 S. 在 图 1 中 映射 
于 5 的 下 侧 边界 曲线 ACDB 的 5 全 体 构成 P 


адут 


中 的 最 小 完备 类 ; 映射 于 点 D 的 8 为 极 小 极 大 
解 。 令 5 为 一 个 先 验 分 布 , HH EOD 一 
£2) =p (a += l, a> 0,8 > 0). PWR- 
“个 关于 5 的 Bayes 解 ， 是 映射 于 5 的 方向 系数 
为 —e/8 的 切线 上 的 切 点 C 的 3, В 
E = (x | a(x) < 8g(z)) 

的 示 性 函数 ， 此 处 f 和 分 别 是 P. M PKF 
à = P, + P, 的 Radon-Nikodym 导数 dP,/dX 和 
aP,/di, RER, EREE LHR, 


使 得 对 任意 的 可 测 集 E, RIVE nOD |, лад 
和 PE) 一 [gd1。 这 个 事实 表明 ,由 Noman- 
Pearson 基本 引 理 ' 求 得 的 最 大 功效 检验 不 外 是 


Bayes W. 

【完备 类 定理 】 设 PEZET o ARM 
度 4 的 , 旦 f(x,6) 是 Ps 关于 4 的 Radon-Niko- 
дут SE. 设 工 是 LZ, 1) 的 子 空间 包含 
着 (00, 9)19e о}, FABRA 上 有 界 可 测 
函数 之 间 的 下 述 等 价 关系 : w p 是 等 价 的 ， 
чним | lac | faa 对 每 一 个 1e 工 成 
Xt. 我 们 还 假定 工 的 对 偶 空间 是 刚 定义 的 有 界 
可 测 函 数 等 价 类 的 线性 空间 驶 . 设 Color) 是 
.er 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 ，= "“ 是 
«€ Cor ) 关于 .ex 上 概率 测度 = 的 积分 ,以 
及 对 gEL 和 68€D,g。6 是 积分 


Jac 1226022. 
作为 判决 函数 空间 的 围绕 дє D HIBRI 
我 们 考虑 
V(5os а, g, в) = {8] |g ° 8° a 
—g9?89?a| <}, 
此 处 ae Colo), g€ L, £ > 0. 

设 F 为 给 0 的 一 有 限 集 赋予 概率 1 的 先 验 
ВЕ ФШ, в 为 关于 5《€ F) 的 Bayes 解 的 
全 体 ,以 及 WW 为 关于 F 的 广义 Bayes 解 的 全 体 . 
设 .er 为 局 部 紧 ? 可 分 ?的 距离 空间 ， 目 (ө, 
a) 对 固定 的 9 关于 a 为 下 半 连 续 函 数 。 MA, 
Жр ЖЖ НЕГ (0 <a < 1, HH, 2,6 
D, fi абу + (1 — а)ё;є D), W B OHE B 5 
из BOW 是 本 质 完备 类 ([3])， 此 外 , 如 
ROXTRS 

4(0,, Ө,) = sap, РСВ) — P4CB)! 


是 紧 的 , 且 2 上 的 函数 族 {w(6@, а) |46 .or } 是 
一 致 有 界 和 同等 连续 的 ， 那 末 关 于 先 验 分 布吉 
的 Bayes 解 的 全 体 了 本身 是 一 个 完备 类 《〈[1]). 
这 些 命题 叫做 完备 类 定理 (complete class theo- 
rem). 《关于 在 每 个 特殊 问题 中 的 完备 类 和 个 
别 程序 的 容许 性 一 假设 检验 , 统计 估计 , 公式 
23.) 

两 个 可 测 空 间 (S, 97) fn (к, R) 称 为 同 
构 的 , 如 果 存 在 一 个 由 S 到 有 R 上 的 一 一 对 应 e， 
使 得 Et S 蕴涵 (EEA, RZ, CHER 


ШШ ECS. UD HRAB (27, B) 和 行 
动 空间 (.ex , €) 上 有 定义 的 判决 函数 的 全 体 ， 
TA-ME(A,S) 上 定义 的 、 取 值 于 可 测 空 
IB] (&, €) 的 统计 量 ', WR D* 是 以 (2%, €) 
为 样本 空间 而 对 行动 空间  , €) 有 定义 的 
判决 函数 的 全 体 。 对 ate D* 使 3(C1x) = 
8*(C|T(z)) (C € 6) W ae D 的 全 体 记 作 Drs 
如 果 i 让 了 是 一 个 充分 统计 量 '; ú) (ше OS 
Re 及 其 Borel 子 集 类 所 成 的 可 测 空间 同 构 , 那 
末 D; 是 DD 中 的 本 质 完备 类 .反之 , MR) P 
是 受 控 族 ; i) (z, 0) 在 A LRK E; їн) 对 
2 的 任意 两 点 6 和 O, FE 6e 9， 使 得 对 任 
何 的 a€ of, wO; a) G = 1,2, 3) 中 不 会 有 
两 个 同时 达到 最 小 ， 那 末 Dr 在 D 中 的 本 质 完 
备 性 蕴涵 着 T 的 充分 性 ([4], [5])( 一 统计 
估计 ). 

WE Ж, OF .ar 上 分 别 存 在 一 对 一 变 
жс, 和 各 (属于 G,G 和 各 的 变换 分 别 
KFS, FME HAM ER), UREE A 30 
H G| G RI G WIAA Mee fü g — b, UE 
得 对 Be 有 P,(g-'B) — Pyo(B) fti (26, 
Fa) = «09, a), WHRAB (27, B, P, 
Ое, €, w, D) 叫做 关于 (G, б, б) 是 
不 变 的 (invariant). RF (G, б, G) 为 
不 变 的 判决 问题 中 , 满足 CEB | ez) 一 8(B|z) 
的 判决 函数 叫做 不 变 判决 函数 〈invariant decis- 
ion function). 

设 变换 群 G 是 局 部 紧 的 ， 且 是 紧 子 集 的 可 
BK ОК, ЖЖ. STEGER Bord 子 集 的 
c 代数， 使 映射 (g，x) > (g, gz) 在 下 述 意义 
上 是 可 测 的 : BUT x 罗 中 任何 集 的 逆 象 还 是 
TX еф. 对 于 这 样 的 TT, G 通过 = 的 轨 
道 ' (obi) 是 可 测 的 。 我 们 假定 下 列 条 件 : 
(1) 多 是 受 控 的 , (2) G ARE A L, 
(3)G 在 0 上 是 可 迁 的 , 《4) 对 G 的 任何 紧 子 
EJ 

Hm {CK /Ks ГУ) = 1, 


其 中 pr 是 C 上 的 右 不 变 Наг 测度 "以 及 天 。- 
JI {ghg E Kas hE J), G) Ar LEBEN 
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GG) эз, ЕВЕ ЭЗЕ! Pe; +), (6) 
BU | (8. son Gens z) 对 于 任何 的 9 


与 ze G(x) 能 达到 它 的 最 小 值 5(9, >》， 且 对 
а 一致 地 有 


ва |, (O, 20)Po(der: =)—0(6,2)} > 0. 


其 中 Kur (gelge Ka}. 那 末 最 佳 不 变 判 决 
函数 存在 ,并 且 就 是 极 小 极 大 解 ([5]) (一 假设 
检验 )。 在 [11] 中 指出 , 某 些 不 变 极 小 极 大 判 
决 函数 不 是 容许 的 。 

【信息 量 】 在 判决 问题 8 一 (多 ,3， 
2,0, .or,E,w,D) 中 , 当 田 是 由 有 限 个 概 
率 测度 Po,, Pea, s Po, 构成 时 , В" 的 子 集 
(009), 8), „(,,8), + *, COn, 8))18€ D) id 
fe L(G). E(P, 9) 上 有 定义 的 概率 测 
度 的 集合 P, = (Pe, Ph B 和 P= 
(Pa Риз +++ Ре) 无 论 对 任何 行动 空间 .er 
与 损失 函数 w(6, а) 的 判决 问题 8, = (Ж, 
в, @,, 9, .of 6, w, D) G = 1,2) BEH 
це) 2 LCS.) 时, 则 称 实验 A, 比 实验 P, 
更 富有 信息 (more informative) (181) ”这 时 ， 
对 于 判断 随机 变量 X 的 分 布 是 (Pg, Pez, ooo 
Ра) 中 哪 一 个 的 任何 判决 程序 , 都 存在 一 个 风 
险 更 小 的 关于 (Po,, Ро,» s Po AIRE. 
正 因为 风险 小 ， 辨 别 事物 的 能 力 就 大 ， 而 办 别 
能 力 大 小 意味 着 实验 对 某 些 判断 所 赋予 的 信息 
量 ,所 以 认为 L(Z ) 代 表 信息 量 .但 是 ,要 比较 
这 个 集合 的 形状 ,一 般 是 很 困难 的 。 

S. Kullback-R. A. Leibler 定义 了 如 下 的 信 
息 量 ([7])。 当 X 服从 关于 4 的 广义 密度 函数 
һ(> 0) Rh С> 0) 的 分 布 时 ,我 们 定义 

KX: 1,2) = Mh» f) 


= fi) 
NT MO Gad, 


并 叫做 KK-L 上 信息 数 (Kullback-Leibler information 
number)。 这 个 数 只 由 图 1 的 集合 5 唯一 确定 ， 
HHASMA, Io f) RBK. BAM AN 
验 概率 分 别 为 EG) BEC) (Ch) + EG) 一 
1)， 以 及 后 验 概率 分 别 为 nh l1) 和 7( 户 | z), 


1194 Bi Ha ERE 
则 由 Bayes 定理 ?, 有 
Һс) _ x A 

bray T MAID EOD 
上 式 右 边 表示 在 观测 到 = 后 状态 出 现 概率 的 变 
化 ， 而 左边 在 所 下 的 均值 无 非 就 是 Ch f). 
Кк ARARA WFE. i) 1(X: 1,2) 2 0, 
1(X: 1,2) = 0€»f = fa; ü) BX Y Hr, 
JU 1(X: 1,2) + 1(Y: 1,2) = I(X, Y: 1,2); 
iii) 若 统计 最 T= (z), 则 1(X: 1,2) & ICT: 
1,2), 4ER4TH (h h) 为 充分 时 等 号 成 
立 ; iv) ЖЯ} X... ，,X。 为 独立 且 服 从 同一 分 布 ， 
则 IQU, s. Xa: 1,2) = врха: 1,2). 

设 9 是 实数 直线 ， 且 统计 量 工 的 联合 分 布 
的 广义 密度 函数 g(: : Ө) 有 下 述 性 质 : i) E 
gG : 6) > 0 ff) z WRAS 0 EX, ii) gG : 8) 
关于 9 AREA) atk, iii) 关于 6 的 微分 与 
关于 :的 积分 顺序 是 可 交换 的 。 那 末 对 Ө 的 微 
ANSE 40, # ICT : 0,0+40) = ICT : 9)46:. 
此 处 

rie) |, (Pss: DY gc : Od, 


这 里 , I(T; 0) BR Fisher 信息 量 ? 相 一 臻 (一 £x 
ий). 

作为 能 够 无 误 地 识别 无 限 多 个 随机 变量 
Xo X» +++ DHA AM fis s R go 
go ”的 充分 必要 条 件 ,可 举 下 面 的 角 谷 定理 
《[2]): З X，X:，… 为 互相 独立 , 且 X, 服从 
BR gi. YX ABM f hf, За (Xu Xi,…) 的 
分 布 为 F; 当 X ABBA pM, 记 (Xis X, 555) 
的 分 布 为 G， 为 了 判断 (X,, Xis o) 是 服从 
下 还 是 服从 G， 我 们 把 判 错 记 作 1， 判 对 记 作 
0， 在 这 种 判决 问题 了 中, -A LE) 4 
GEH 4— (6, у)|0<х,у<1}), ffi L(# )—4 
的 充分 必要 条 件 为 


IL oh» g.) = o, 


EI 


此 处 
oae) = | VLOG) ax. 


Ж, Ж X。 有 同一 分 布 , Й L(G) 一 4， 并 且 
通过 独立 地 观测 Xi X, +++, 总 可 辨别 OCT 


是 服从 F 还 是 服从 G. 

【与 对 策 论 的 关系 】 统计 判决 函数 论 与 对 
策 论 * 有 密切 关系 。 从 对 策 论 的 观点 来 看 ,统计 
判决 问题 可 以 认为 是 “自然 界 "与 “统计 家 ”之 间 
的 请 奕 .自然界 提出 的 策略 ?是 “变量 x 的 真正 
的 分 布 法 则 P” 或 “真正 的 90”， 而 统计 家 的 策略 
是 “判决 函数 5"， 这 时 ,风险 函数 (9,8) 被 看 做 
是 统计 家 支付 给 自然 界 的 金额 (支付 函数 )， 先 
With FEAR ROAM, ， 随 机 化 判决 函 
数 是 统计 家 的 混合 策略 ， 极 小 极 大 解 不 外 是 统 
计 家 的 极 小 极 大 策略 ， 自 然 界 的 极 小 极 大 策略 
叫做 最 不 利 的 先 验 分 布 〈least favourable a priori 
distribution)。 若 把 判决 问题 严格 确定 ?为 一 个 
博 奕 ， 则 极 小 极 大 解 是 广义 Bayes # (一 对策 
i£) (181). 

在 判决 函数 论 中 序 贯 检验 ' 可 描述 如 下 : 
设 样本 空间 (27, 8) 为 一 串 可 测 空间 (C, 
$,)) MUR, B P RCA, 8) 上 的 概率 测度 
RUN. BR, rE BD 可 表 为 x sns) 
(ree Zn), BAD a RATER Go sree ts Sas 
a 人 ). 这 里 是 一 个 正 整数 的 有 限 集 , 这 些 整数 表 
жх 坐标 在 第 i 阶段 被 观测 的 序号 , a, *， sa 
是 互 不 相交 的 。a! 叫做 最 后 判决 (weeminal deci- 
sion) ， 而 行动 a 意味 着 人 们 在 第 i 阶段 的 实验 
G — 1,2, 5-5, n) 中 观测 到 x G € +) 后 采取 
最 后 判决 %， 令 对 的 全 体 为 .or BG ns 
sas a) 的 全 体 为 .qf 判决 函数 3 虽 有 形状 
Әбу 32s > Sas Cle) (CC oor"), (EEX £ H 


函数 , 它 与 序号 不 在 【js 内 的 坐标 值 无 关 . 损 
Жай w(9,( л, 550.09) 可 表 为 最 后 关 


决 a' 引 起 的 损失 (6, а) 和 实验 费用 (cost) 
Gis tx) ZM CLH). 这 里 ,费用 可 以 是 


观测 值 ORM, 但 它 与 序号 不 属于 [js 
的 坐标 值 无 关 (一 假设 检验 ,统计 质量 管理 ). 
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统计 估计 【 英 statistical estimation i estimation 
statistique Ë statistische Schätzung — (A статис- 
тическая оценка A 统计 的 推定 ] 统计 推断 + 
的 一 个 重要 问题 ,就 是 从 观测 到 的 样本 值 * 去 估 
计 总 体 分 布 + 参数 +( 或 其 函数 )。 这 个 问题 可 以 
叙述 如 下 (一 统计 量 ). 设 P — (Ро) (6€ 0) 
LETH (A,B) 上 定义 的 以 参数 0 为 
附 标的 概率 分 布 族 。 设 X 是 取 值 于 27 的 随机 
变量 '， 且 服从 概率 分 布 P(E 2). fP Ро 
的 6 值 叫 做 参数 的 真 值 ， 设 我 们 观测 随机 变量 
х, Вх (є 7). 对 0 上 给 定 的 函数 е, 
由 x 来 和 估计 & 在 9 处 的 真 值 g(6)， 叫 做 统计 
估计 问题 。g 叫做 参数 函数 (parametric func- 
tion), 它 的 值 域 通常 是 R' 的 子 集 ,但 有 时 是 R* 
或 函数 空间 的 子 集 。 统计 估计 有 点 估计 和 区 间 
估计 《区 域 估计 ) 之 分 ， 前 者 用 来 估计 “8g(6) 
是 某 一 个 值 ”， 而 后 者 用 来 估计 “ 某 区 域 包含 
e(O)’. 预测 随 机 变量 取 值 的 容许 区 域 的 问题 
也 可 放 在 统计 估计 理论 中 进行 研究 . 

[点 估计 ] 由 随机 变量 X 的 观测 值 = 来 估 
计 “g《9) 的 值 是 p(x)”， 这 种 统计 判决 程序 叫 
做 点 估计 (point estimation), 此 处 FP 是 由 样本 
空间 С, B) 到 可 测 空间 Cors E) 的 可 测 映 
射 ，P 或 随机 变量 p(X) Ш (0) 的 估计 量 
(estimator)， 而 由 观测 值 = 所 确定 的 值 © (z) 叫 
做 (Ө) 的 估计 值 (cstimate)。 这 个 估计 值 为 了 
与 下 述 估计 量 的 广义 概念 对 照 。 有 时 称 作 非 随 
机 化 估计 值 (nonrandomized estimate), Н 2 
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到 (er ©) 上 概率 分 布 全体 所 成 集合 的 映射 
叫做 随机 化 估计 量 (randomized estimator), #90 
当 概率 分 布 退化 为 一 点 分 布 时 ， 这 后 者 归结 为 
非 随机 化 估计 量 。 以 下 如 无 特别 声明 , 我 们 总 
假定 .of — R' € — B (Borel 集 的 全 体 ). 
关于 Po 的 均值 和 方差 ,我 们 分 别 记 作 Be 和 Te- 

【无 偏 估计 量 】 若 对 所 有 的 6€ o, 
Esp(X)) = (9), 

则 称 p(X) 为 g(9) 的 无 偏 估计 量 Conbiasec 
estimator), 有 无 偏 估计 量 的 参数 函数 8 叫做 可 


估 的 《cstimable)。 
6(0) = Eo p(X)) — g(0) 
通常 叫做 估计 是 p(X) 的 偏 做 (bias). 


如 果 我 们 只 考虑 无 偏 估 计量 ， 那 末 最 好 是 
选择 方差 Ve(p《(X)) 关于 0€ 0 为 一 致 最 小 的 
那个 估计 量 ， 我 人 有 下 面 的 Rao-Blackwell 
еш: BT 一 AX) 是 一 个 充分 统计 量 ', 则 对 
g(9) 的 任意 无 偏 估计 量 p(X), 条 件 均 值 ' 
ФО) = E(q(X)IT = г) 产生 g(9) 的 另 一 个 
无 偏 估计 量 p*(X) 一 6600), B Vp") < 
Vip) (6€ 0), 而 当 且 仅 当 p) = oC) 
(ac 0) 时 等 号 成 立 。 这 里 记号 a.e. 的 意义 
WE: a. е. P 是 指 命题 对 所 有 的 66 0 KF Po 
以 概率 1 成 立 。 g《0) 的 一 个 估计 最 四 叫做 一 
SRB.) 7738 (uniformly minimum variance, M% 
UMV) 无 偏 估计 量 , ШЖ] 8(6) 为 无 偏 的 ， 
且 在 g(6) 的 无 仿 估 计量 中 其 方差 对 Qe 0 一 至 
地 为 最 小 ，Lehmann-Scheffé 定理 : #7 JE 
一 个 完备 的 + 充分 统计 量 , 则 对 任意 的 可 估 参 数 
函数 ,存在 唯一 的 UMV 无 偏 估计 量 , 且 是 T 的 
BM. В: 设 X 一 (Xi, X» o Xa) BRA 
具有 指数 型 分 布 Ps 的 总 体 的 随机 样本 , 其 密度 
函数 为 


PE 
риб) = BCO )u Ся) exp | Dy a (0)5G }, 
= 


ERA (08:00), ` sa (0))|6 € 0) ZA R* 的 
开 集 , 则 T = (OO; 55 400) 是 一 个 完备 
porn WW scs 
是 参数 函数 E(d(T)) 的 唯一 的 UMV Жї 
ий. 
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【无 偏 估计 车 的 方差 的 下 限 】 在 完备 充分 
统计 量 不 存在 的 情形 ， 我 们 依然 想 使 无 偏 估计 
量 在 特定 一 点 6 = Ө, 的 方差 为 最 小 . 在 下 面 的 
三 个 定理 中 ,对 于 密度 函数 p), Prl) = 
po) / po C). 

Barankin 定理 : 设 吕 是 参数 函数 g(9) 的 
方差 在 9 一 6 为 有 限 的 无 偏 估计 量 的 全 体 . E 
SEM 不 是 空 的 , 且 对 所 有 的 9， 

Eo (C (X))) < co. 

ABA, fg Mr fe dE— 4 0527 ЖЕ 0, 处 为 最 小 
的 估计 量 wo。 实际 上 ，{qo) 一 MB, UE 
Po 是 由 《xs(X)16e 0) 生成 的 线性 空间 。 如 
果 在 所 有 关于 概率 分 布 Po, 平方 可 积 函数 的 空 
IH Le th, H (9,9) = Ea(p(X)w(X)) 来 定义 
内 积 (o, GEL), We RPE P WRB. 
此 外 ， 


Vac XD) = s [37 D ede} 


Jb b, sup CE t Ж) 跑 遍 所 有 正 整 数 ”和 
6,7, On € Q, AY 0 A; Eo (жо, (X) 0) 
为 元 素 的 a X п Е а) 0936009 Gs i) TOR. 
由 这 个 定理 可 导出 下 面 两 个 定理 . 
EM: UOCR'. 对 g(0) 的 任意 的 无 偏 
估计 量 pCX), 在 某 些 正则 条 件 下 ,有 
Ve(p(X)) 
> (g#'(0.))/ Es ((8 log p,(X)/8010 一 0,)) 
(Cramér-Rao 不 等 式 ), 其 中 等 号 只 对 指数 型 
分 布 plx) = В(Ө)и(х) ехр(а(0)Ф(х)) 才 成 
立 ， 一 个 正则 条 件 是 Ee (X02) < © 
(6€ 0); pole) 在 6 一 6 处 有 偏 导数 po,(*) 
(а. е. Pads В. 
lim Es, 


29-0 


Pa, san CX ) — po CX) 
(“оов — 

Poh X) \2 
—0))7* 
《另外 的 一 例 见 C11.) 

Ж: WX = Go XU) 是 来 自 密度 函 
数 为 Ох, 9) 的 分 布 的 随机 样本 , 且 设 
1(6) = Eg(COlog f(X1,0)/08)), 

WAF 


E(B log po(X)/00)) = п1(0), 
Cramér-Rao 不 等 式 成 为 
Va(p(X)) > (G'(99))/n1(6,). 
Ж 108) 叫做 分 布 Kx，9) 的 信息 量 (amount of 
information), 而 使 等 号 成 立 的 无 偏 佑 计量 p(X) 
叫做 g(9) 的 有 效 估计 量 (efficient estimator), 
定理 :对 g(9) 的 任意 无 偏 估计 量 p(X)， 
在 某 种 正则 条 件 下 RNA 
L 
Va(9(X)) > >; > eg COK" 


= im 


(Bhattacharya 不 等 式 ), 此 处 
6900) = d'g(0)/40' |в,» 


HK" 是 以 
PÉXX) PROD 
к ез Ë ЖОО), 
oI l8 k 


为 元 素 的 矩阵 (Ki) fig G, 0) 元 素 ， 一 
个 正则 条 件 的 例子 是 : Е (СХ) < оо 
(бє 0); polx) 在 6 一 6 处 关于 6 为 & 次 可 
Фа Ca. e. Po,); Bi Br (< < k) 偏 导数 
Py) (=) 满足 
4'po(X)\o=0, 


te ӨХ 
К Fo (( xy Ca8y — )-« 
EBRO — (0o ---,9,) 是 多 维 的 ， 则 对 


g(9) 的 任意 无 偏 估计 量 w(X)， 在 与 一 维 情形 
相同 的 条 件 下 ,我 们 有 
һа 
Va(9Q0) > У) >) EOD, 


此 处 gi;(9,) = 0g(0)/00,| oma,» Н. J” Ж 
Ju = Eo (Blog po( Х)/дӨ,| omo, 

+ Blog реСХ)/Әы|ө=ө,) 
为 元 素 的 矩阵 J = QU.) MMHG. i) Ж. 
dE), Ж 9*(X) = (OMX), -++ OEO) 是 
6—(0,, ---,9,) 的 无 偏 估计 量 ( 即 BoC O7(X)) = 
Bis i=1,2, ++K), W| 0*(X) 在 8, 处 的 协 方差 
矩阵 Fa(6*(X)) >J ОВП Va (0*(X))— 
J^ SAE). BX = (Ki XE 
来 自 密度 函数 为 (r 0) 的 分 布 的 随机 样本 ， 
Bik 

La = Eo (Olog f(Xs, 0)/00 luan, 


Xð log (X15 Ө)/дӨ;| ona,)s 
则 Jj; = nla, EBE I = (15) 叫做 分 布 人 x1,0) 
的 信息 矩阵 (information matrix), 
【中 位 数 无 偏 性 】 AER Meco, 4 
X R) Po 时 ,估计 量 p(X) 之 分 布 的 中 位 数 是 
参数 函数 e(0), IA 


Pol o(X)<g(8)} < + < PECX) < £C), 


BBA CX) MY Ж (0) 的 中 位 数 无 偏 估计 量 
(median-unbiased estimator)。 为 了 和 此 种 无 偏 性 
相 区 别 ， 前 面 说 的 无 偏 性 有 时 叫做 均值 无 偏 
《mean-unbiased) 性 . 若 p(X) 是 (Ө) 的 中 位 数 
无 偏 估计 量 , 则 对 任意 的 广义 单调 实 函数 A 估 
计量 AC GO) 是 参数 函数 欠 g(8)) 的 中 位 数 无 
偏 估计 有 量 ， 也 就 是 说 , 中 位 数 无 偏 性 在 单调 变 
换 下 能 够 保持 下 来 ， 而 均值 无 偏 性 就 不 是 这 种 
ME. 

如 果 我 们 只 考虑 参数 9 的 所 有 中 位 数 无 偏 
估计 量 , 那 末 作为 衡量 估计 量 好 坏 的 一 个 指标 ， 
可 使 用 函数 

a(u,0,p) = Рә(ф(Х) <u}, Ma <Okt, 
= Pol(X) >u), Hu > Olt. 
对 所 有 的 x 和 8 Cu = Ө), (ERR а 的 值 为 最 小 
的 估计 量 ФСХ) 叫做 一 臻 最 佳 的 这 个 性 质 在 
单调 变换 下 也 能 保持 ，A. Birnbaum 定理 : 
如 果 分 布 族 {Po) (0 € 0CR') RF HEH t (X) 
具有 单调 似 然 比 '， 且 T 一 《X) 的 分 布 函 数 
F(t, 0) 对 每 个 9 关于 连续 和 对 每 个 :关于 
6 连续 ， 那 末 存 在 参数 9 的 一 个 一 致 最 佳 中 位 
数 无 偏 估计 量 . 实际 上 , 若 6 ÂU E FG, 
0) = 1/2 的 解 , WJ p(X) = 6GCX) 就 是 所 求 
的 估计 量 。 

【 按 统 计 判 决 理论 的 系统 描述 】 (一 统计 
判决 函数 ) 当 参数 的 真 值 为 6 时 ， 由 参数 的 估 
计 值 (或 行动 ) 招来 的 损失 记 作 W (Ө, а), W) 
参数 函数 &(6) 的 估计 量 p(X) 的 风险 函数 ?可 
定义 为 

r(0, p) = EKW (0, p(X))). 
统计 判决 理论 处 理 这 样 的 问题 ， 通 过 适当 的 作 
法 , 选择 P 使 风险 函数 为 最 小 。 这 里 或 即将 提 
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到 的 完备 类 ，Bayes 估计 量 , 容许 性 , 极 小 极 大 
估计 量 和 环 变 估计 量 是 这 个 理论 的 最 重要 的 概 
念 . 上 述 无 偏 估计 量 也 是 这 个 理论 的 一 个 重要 
概念 . 

估计 量 的 集合 C 称 作 是 本 质 完备 类 ! ,如 果 
对 任意 的 估计 量 p, 在 C 中 存在 一 个 po。， 使 得 

r(6, p) < r(0,9), 6€Q. 
如 果 行 动 空间 of 是 尺 并 且 损失 函数 到 (9, а) 
对 于 任意 的 6 关于 a € .ax BOW MARINA 
下 面 的 两 个 定理 ， Hodges-Lehmann 定理 : 
如 果 当 [a] — со 时 W(9,a) 一 oo， 则 非 随机 
化 估计 量 全 体 所 成 的 集合 是 本 质 完备 类 ， 定 
理 : # T Кх) 是 一 个 充分 统计 量 , WTA 
函数 全 体 是 本 质 完 备 类 . 实际 上 ,对 8(6) WE 
意 估 计量 p(X), 条 件 均值 
9G) = E(e(X)]T = :) 
产生 一 个 估计 量 pv(X) = 6600) 满足 
r(6, p) < (6,9) (06 O), 
其 中 , 当 且 仅 当 9 = po 时 等 号 成 立 ,倘若 W 是 
狭义 凸 的 ， 形 如 
WCO, a) = 2(8)(a — (0), А00) >0 
的 损失 函数 W ПИК SP. 75 Я A BR BH (quadratic 
loss function), #14 2(6) = 1 B$, 
r(6, p) = EKCo(X) — 2(0))) 

叫做 C6) 的 估计 量 p(X) ARB (mean 
square error), 25 p(X) 是 g(0) 的 无 偏 估计 量 ， 
则 均 方 误 差 与 方差 Ye(w(X)) 是 一 致 的 . 

[Bays 估计 量 】 考虑 (0,9) 上 的 先 验 分 
Hit EL XXE SEIS AI (5,9) - E Cr (0, Ф) = 
EEW (Ө, p(X))) 遍及 其 值 域 的 下 确 界 , DU 
做 关于 二 的 Bayes 风险 +, 而 使 这 个 "СЕ, Ф) 达 
到 下 确 界 的 gC6) 的 估计 量 pCX) 叫做 关于 5 的 
Bayes 估计 量 (Bayes estimator), Bayes 估计 量 
可 如 下 求 得 : 假定 密度 函数 plr) 0 (8, 9) 
HM, ДЖУ (0, a)» (S, ©) 可 测 , 且 


| боа (ө) < о. 


对 每 一 观测 值 >，Bayes 估计 量 p(X) БИЙ а, 
使 


uss 统计 估计 
'(в|х) = ECW(6, a)|z) 
= j W(8, а)р(Ө|х)а:(0) 


为 最 小 ， 此 处 ба | х) 对 给 定 的 = 是 W (6, a) 
关于 6 的 分 布 
p(8|x)d&(0) = —PeGO48(0)_ 
pPoO) 


的 条 件 均值 . r(a1x) 叫做 后 验 风险 (a posteriori 
risk), 

Girshick-Savage 定理 : 假定 损失 函数 是 
平方 的 。 对 每 个 x， 后 验 风险 (а |) 要 么 是 
co( 对 a 的 每 一 个 值 ), 要 么 是 有 限 的 (对 的 所 
有 或 只 一 个 值 )。 BRE ЕЙ) Bayes 风险 是 有 
限 的 , 则 关于 的 Bayes 估计 量 p*《X) 可 唯一 
确定 如 下 : 若 对 а 的 仅 一 个 值 有 Calz) < 
оо, Hl p* (z) = as; ERRAR a 有 r(a |z) < 
оо, Шф*(«) 一 BtCg(6)M6)1z)/EeCM6)|z). 
车 E(4(0)) < оо, 则 Bayes 估计 量 要 么 是 有 
偏 的 ,要 么 是 平均 风险 为 0 . 

【估计 量 的 容许 性 】 参数 函数 C9) 的 估 
计量 p. CX) 叫做 容许 的 《admissible), 当 且 仅 当 
对 8(6) 的 任意 估计 量 (CX), RER (Ө, 
Ф) < r(6, p) (6€ 0) 蕴涵 "(6, Ф) = (0, 
Ф), 6€ Q, 

若 一 个 估计 量 是 关于 某 先 验 分 布 的 唯一 的 
Bayes 估计 量 , 则 它 是 容许 的 。 例 : HX, +++, 
X, 是 来 自 正 态 分 布 W(6。1) 的 随机 样本 , 且 损 
失 函 数 W (0, а) = (а — 0). WK Ф(Х) = 
Ce + n2X)/(1 + not) (又 是 样本 均值 7) 是 关 
T 0 的 先 验 分 布 N(e , о?) 的 唯一 的 Bayes 估计 
Ж. 因此 , 8 的 形 如 w(X) = aX + ó (0<a< 
1, =œ < b < co) 的 任意 估计 量 都 是 容许 
的 。 

以 下 只 考虑 平方 损失 函数 的 情形 。 首先 ， 
若 对 实数 <， 形 如 cy(X) 的 统计 量 作 为 e(0) 
的 估计 量 是 容许 的 , 则 

inf C) E9)/ EK 9) < е 


< sup (g(0)E¿(@)/ EK). 
Karlin 定理 : 对 具有 参数 9 的 一 维 指数 型 


分 布 
daPe(z)] = BCO)e*dplx) 
令 参 数 空间 2 为 开 或 闭 区 间 


10.9) = {| |` ансо < oo}, 


并 且 考 虑 参数 函数 

200) = EX) = —8(0)/&(0) 
的 点 估计 ， 那 末 , 若 对 实数 a 与 任意 的 < (g < 
< 一 5), 当 5 一 5 时 


fex. 
且 当 a 一 9 时 
[ya e. 


则 估计 量 px(X)=X/(4+1) 是 容许 的 。 系 1: 
Ж 9 一 (一 co, oo)， 则 估计 量 p(X) = x 
是 容许 的 . 系 2: 设 Q = (一 co, оо), 并 且 假 
定 区 间 (— оо, 0] 和 [0, oo) 都 有 关于 4 的 正 
WE. BARI p(X) = aX (0 <a <1) 的 
估计 量 是 容许 的 ， 这 个 定理 可 以 应 用 于 由 指数 
型 分 布 抽出 的 随机 样本 Xo ++ +> Xas 因为 充分 
统计 量 X = X>; X,/n 服从 指数 型 分 布 ， 并 且 
EKX) = EX). 

还 有 Karlin 定理 : 设 X 为 服从 分 布 

араб) = q(0)r(x) de (0 < x < 0): 

一 0( 其 他 ) 

的 随机 变量 ,其 参数 空间 为 Q = (0, оо), 此 处 
(эдш оо, 在 sl0)= COD Ca > 0) 
的 形 如 e (X) = (XD 的 估计 基 当 中 ,只 
Ж с = (2a + 1)/(a + 1) 的 估计 量 是 容许 的 . 
这 个 定理 也 可 用 于 随机 样本 的 大 小 大 于 ! 的 
情形 . 

Stein 定理 : ik Xi coo X 是 由 位 置 参 
数 为 9 的 一 维 分 布 dPeCx) = f(x — 0) ax 抽出 
的 随机 样本 ,并 令 

Ay = Аъ x) 


= Fe (TI ө) 
Va 
(k 70, 1,2), 


"Y S] 


x H Кх) П dx; < co, 


iu 
则 参数 6 的 Pitman 估计 量 (Pitman’s estimator) 
qiOQ 7X) = A(O509 7 X2/ AG 777 
X,) 是 容许 的 . 
【 极 小 极 大 估计 量 】 估计 量 e*(X) 叫做 
极 小 极 大 的 《minimax)， 当 且 仅 当 
sup 700, е") = inf sup (0, 9). 


ЖЯ: p* 是 容许 的 , 且 风 险 r(6, p*) 关于 6 是 个 
常数 , 则 gp* 是 极 小 极 大 的 。 例 : 位置 参数 9 的 
Pitman 估计 量 和 X 服 从 二 项 分 布 ' Bin (n, 0) 
时 6 的 估计 量 

Фи) = (Х + / п /2)/(а+\у/ п) 
都 是 极 小 极 大 的 。 

Hodges-Lehmann 定理 : 一 个 关于 先 验 
AY 8 AY Bayes 估计 量 p* 是 极 小 极 大 的 ,如果 
EGFR oCQ 以 概率 1, (0, p*) 对 6ew 取 
常数 值 (如 с), 并 且 对 9e OF (Ө, р") < c. 
Bl. 考虑 区 间 [0, 1] 上 的 所 有 概率 分 布 的 全 
体 ， 令 Xi,，.…，X。 为 来 自 其 中 一 个 分 布 的 骆 
机 样本 ， 那 末 


воо (Укажи) 0e Ve) 
是 E(X,) = р 的 一 个 极 小 极 大 估计 量 。 同样 
的 结果 对 所 有 的 绝对 连续 分 布 的 全 体 也 成 立 . 


Wald 定理 : 如 果 存 在 一 串 先 验 分 布 (5。}， 
使 得 对 任意 的 9€ 2 有 


limint (Ө, @*)—int | ,7(0»)a.(0)) <0, 


SW ре 是 极 小 极 大 的 . 

【不 变 估计 量 】 为 了 简单 起 见 ， 考 虑 参数 
9 (不 假定 是 实数 )e 2 的 点 估计 , 且 令 .or 一 9. 
设 在 2 和 0Q 上 分 别 有 一 一 对 应 的 可 测 变换 群 
G={r} 和 G 一 {7}, 使 得 存在 一 个 由 G 到 G 
的 同 态 对 应 r 一 е: # X IB AY fs Po, 则 rX 服 
从 分 布 Pre; 并 且 对 任意 的 6, 和, AWC, 
ға) 一 W(0, а). PRE 


Ф(тх) = pl); r€G, ac. 
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的 估计 量 ФОХ) 叫做 不 变 估计 量 (invariant es- 
timator), 一 个 估计 量 9 叫做 最 佳 不 变 估计 量 
best invariant cstimator)， 如 果 风 险 函数 r(6,9) 
Yep! = e 时 取 最 小 值 ， 此 处 w 限于 不 变 估计 
E. 

若 RAH, ， 则 不 变 估计 量 的 风险 函 
数 与 6 无 关 ,从 而 ,容许 不 变 估计 量 是 最 佳 不 变 
估计 量 . #1: 在 位 置 参数 6 的 点 估计 中 ,Pitman 
估计 量 关于 平方 损失 函数 是 最 佳 不 变 估 计量 . 
定理 : 若 2 是 一 个 紧 拓扑 空间 ，G 是 2 的 同 
БЕ, HE G HE gE G go E o (EE E O) 
FRAT 0, 则 任意 关于 С ЖЯ Har 测 
度 + 的 Bayes 估计 量 是 最 佳 不 变 估计 量 ， 这 个 结 
果 可 以 推广 到 局 部 紧 的 9 (一 统计 判决 函数 ). 

【 序 贯 估计 】 基于 序 每 抽样 的 估计 法 ,就 
点 估计 来 说 ,不 如 序 贯 检验 用 得 那样 普遍 ,因为 
其 效率 与 非 序 贯 估计 效率 相 比 并 不 特别 高 ， 作 
为 Cramér-Rao 不 等 式 的 推广 ,在 同样 的 正则 条 
件 下 ,对 参数 函数 g(8) 的 任意 序 贯 无 偏 估计 量 
AX) 有 

Fea(w(X)) > (g'(6.)/E,(N)1(06,) 
(Wolfowitz 不 等 式 ), 此 处 1(9,) 是 信息 量 , N 
是 序 贯 抽样 的 样本 大 小 。 

【 渐 近 理论 】 在 统计 推断 对 实际 问题 的 应 
用 中 ， 有 时 样本 大 小 ”取得 相当 大 ， 以 使 估计 
量 的 分 布 能 用 > oo 时 的 渐 近 分 布 来 近 
We 设 х= (ХХ) 中 各 元 素 X, @ 
立地 服从 可 测 空间 C7, 8) 上 的 分 布 p (0€ 
9). HERK n, E oars c x) 是 一 个 由 
乘积 空间 (A, B) F Cer > E) 的 可 测 映射 
那 未 大 小 为 ”的 随机 样本 Xo eeo Xa 的 函数 
Ф.Х) = Pal Xis 77. X.) 的 序列 (9,0) tú 
做 g(0) 的 估计 量 (estimator), 对 每 个 9€ O, 
当 参 数 的 真 值 为 8 时 ， 若 p. (X) 4 n — 00 时 
依 概率 收敛 ?于 g(9)， 则 称 fp,(X)} 是 z(0) 
的 相 容 估计 量 (consistent estimator)， 关 于 相 容 
估计 量 存在 的 充分 条 件 ， 由 下 面 结果 给 出 。 
LeCam 定理 : 0.27 是 一 个 Euclid Bi, В 
ERX k Borel 集 的 全 体 ， 若 参数 空间 0 是 R* 
的 局 部 紧 子 集 ; 对 9 到 9 有 Pe = Por (能 识 性 


1200 ”统计 估计 


条 件 ), 且 当 0, — Ө 时 Po, — Pos 则 存在 6 的 一 
个 相 容 估计 量 ， 如 果 对 每 个 a, p, 的 均值 
Eo p(X)) = т„(Ө) 
和 方差 rs(6) 一 Fo(9。(X)) 存在 ， 并 且 随机 
ЖШ (p(X) 一 m,(0))/v (0) 依 分 布 收敛 
于 正 态 变量 N(0, 1), 其 中 6 是 参数 的 真 值 , 则 
称 估计 量 {p(x)} 服 从 渐 近 正 态 分 布 N(m。(9)， 
va(9)) (— 概率 分 布 ;极限 定理 ;概率 论 ). 

【 极 大 似 然 法 】 设 分 布 Ps 具有 密度 函数 
Кх› Ө), Өє Q= R, 并且 zo c х, BRAG 
体 fCxs Ө) 的 随机 样本 Xis s x. 的 观测 值 ， 
WAH 


1400; zo x) = TT G 9) 


ist 
定义 的 6 的 函数 La 叫做 似 然 函数 《likclihood 
function), 1 Ө = ó,(z +++, z.) 对 固定 的 
xoc x, Ë L, HRA, BEC iH Carn, 
B") By (0, С) (€ 是 2 上 的 "代数 ) 的 可 测 映 
射 , б„(х) 一 6.(X，…，X。) THAO 的 极 
大 似 然 估 计量 (maximum likelihood estimator), 
这 种 寻找 估计 量 的 方法 叫做 极 大 似 然 法 
(maximum likelihood method)。 如 果 用 已 知 的 一 
一 对 应 的 双 可 测 变换 4 把 参数 9 变换 到 一 个 新 
的 参数 ? = M6)， 并 且 存 在 6 的 唯一 极 大 似 然 
估计 量 6。, IBR 4, = 从 6.(X)) 是 7 的 唯一 极 
大 似 然 估 计量 。 换 句 话说 , 极 大 似 然 法 在 一 对 
一 变换 下 能 够 保持 下 来 ，Wald 定理 : 假定 i) 
对 任意 的 z€ X, f(x, Ө) 关于 6 是 连续 的 ， 
B. lm Kx,0) = 05 ü) Eo{llog K,X0)l} < 
оо; iii) f(x, 0, р) = Kx 0) 和 os, 
r) = зар 100) 是 С27, 8) 上 可 测 的 ; iv) 
Eo{ log *f(X, Ө, p)}<0oME of log *e(X 7)) < 
co。 设 是 参数 的 真 值 。 那 未, 若 可 测 函数 序 
DIOC NACE 
L, (83 xis ++, x) >c >O (а.е. Po), Йй 
O,X,, ` ` > Xa) H n — co 时 几乎 处 处 收敛 ' 于 
6。 因 此 , # Ө 的 极 大 似 然 估计 量 存在 , 则 它 是 
相 容 估计 量 . 

4 ө 是 实数 ， 且 К, Ө) 关于 9 可 偏 微 对 ， 


方程 
ƏlogL, _ SOlogf(x, 0) _ 
06 > ЕЛ ° 


П MRH (likelihood equation), Cramér 
定理 : ROUES Н AC, 9) 在 含有 真 值 6 的 
开 区 间 4 内 对 ө 三 次 可 偏 微 ; 对 所 有 的 9€ 4, 
18f/8x| < F(x), 184/32] < F,G), R. 

|@P log ]/д@| < H(x) (а. е. P); 
此 处 FG 和 F,(z) 在 (一 ce， co) 上 可 积 ; 以 
EK EKH(QO) < M, B. 

0 < 100) = Es(Ologf(X, 0)/60)) < oc, 
则 似 然 方程 有 一 个 依 概 率 收敛 于 9 的 解 ( 当 
n— co), 且 这 个 解 渐 近 地 服从 正 态 分布 NCO 
(21(8,))7). 

一 般 地 ， 如 果 6 的 估计 量 服从 渐 近 分 布 
NCO, «(0)/), 则 在 适当 的 正则 条 件 下 , v(0)2 
((0))" (6e 0) 成 立 。 服从 渐 近 正 态 分 布 并 
对 所 有 的 6e 0 满足 x(9) = (100))-' 的 估计 
量 叫做 最 佳 渐 近 正太 (best asymptotically normal, 
缩写 为 BAN) 估计 量 或 渐 近 有 效 (asymptotically 
efficient) hitik. 除了 Cramér 条 件 以 外 ,作为 
极 大 似 然 估计 量 是 BAN 估计 量 的 一 些 正则 条 
件 已 经 得 到 。 LeCam 在 较 弱 的 假定 下 证 明了 ， 
对 任意 的 估计 量 ， 满 足 "(8) < (1(9)) 的 所 
Ж Ө 的 集合 是 Lebesgue 零 测 集 。 

WX = (№, cs Му, n Neb NIS 
AEN Minim c m), 本 十 十 
n=l, 且 4 是 所 考虑 的 上 维 向 量 x 二 mos 
xx) 的 全 体 , 例 如 当 我 们 考 起 = 对 6 一 (6 ……， 
0.) € OCR” 的 参数 表示 * 一 <(6) 一 (=i(6) 7, 
zx(0)) 时 , A={x(0)|9€ 0}. HP = N./n, 
i=l, со k fa t = (AP, +++, EC 
的 一 个 估计 量 {p(X)} 叫做 Fisher 相 容 估计 
量 (Fisher's consistent estimator), 如果 存 在 一 个 
4 上 不 依赖 于 ”的 实 函数 Са), 使 得 8(0) = 
p(x(0)) (0 € 9) 和 PX) 一 ФСК") (对 所 有 
п). 与 此 相对 , 前 面 定 义 的 相 容 性 有 时 叫做 
概率 相 容 性 . 若 估计 量 形 状 为 ps(X) = 06), 
且 P 是 连续 的 , 则 Fisher 相 容 估计 量 等 价 于 概 
SAI. EM: OW e.(X) — 06") 是 


209) 的 Fisher 相 容 估计 量 , 函数 p(x) 对 各 变 
E = 为 连续 可 偏 微 ， 以 及 8&(6) CO) G = 
l1, k) 对 每 个 9; BHA, BJ (o, OO ) 渐 近 
地 服从 正 态 分 布 VCa(8), v《9)/n), 此 处 


«o - Sato (бра. 


- (Ege, y 


m 


Bg(6) . 8g(6) p 
222p? дө, д6, P 


其 中 1" 是 信息 矩阵 ! 的 逆 的 〈i, j) ЖЖ. ЯТ 

极 大 似 然 估 计 而 言 ， 若 = = 各 (X) 使 似 然 函数 

L(x, X) = пу (I Ni y TI x" (x€A) 
га 


为 最 大 ， 则 序列 Co, (X) 是 = 的 极 大 似 然 估计 
量 ， 对 参数 表示 一 *(6) 的 情形 , 使 二 (=(6)， 
X) (бє 0) 为 最 大 的 6。(X) Ж ө 的 极 大 似 然 估 
计量 ， 设 = 和 6 的 真 值 分 别 为 m MO. WBA, 
Rao 定理 若 = 的 极 大 似 然 估 计量 (OO) 存 
HE, 则 各 (X) H n — со 时 几乎 处 处 收 剑 于 ж. 
对 有 参数 表示 = = <(6) HOC R 的 情形 ， 
Rao 定理 : 如 果 
Him mOn) = =(®Ю Go, 775 K) 
d 
lim Om = б; 
JEB. 0 的 极 大 似 然 估计 量 (6.00) 存在 ， 则 
Ө.х) эң n — co 时 几乎 处 处 收敛 于 9。 此外， 
如 果 对 每 个 i，(0,) 05 x(0) 在 6 的 邻 域 
二 次 连续 可 微 ;并 且 对 某 些 有 
di(0)/d0 | ous, з 0, 
则 8 的 极 大 似 然 估 计量 (6。(X)] 唯一 存在 , 满 
足 似 然 方程 , 且 是 BAN 估计 量 。 
使 
= BN sn OY [one) 


= 
为 最 小 的 6 的 值 , 叫做 参数 6 的 极 小 X 估计 量 
(minimum chi square estimator)。 还 有 使 


ж Ў) о)? /x. 


m 
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为 最 小 的 修正 极 小 允 估 计量 ,以 及 使 K-L 信 息 


У) n0) 10g (09/21) 为 最 小 的 估计 量 . 


所 有 这 些 估计 量 都 是 BAN 估计 量 . 

作为 求 估计 量 的 一 般 方 法 ， 还 有 矩 估计 法 
(moment method), i$ CR 和 2CR" Ф 
样本 和 矩 与 总 体 矩 相等 ,得 到 联 立 方程 组 

= EO = |0, 0)4z, 
= l, tta m, 
由 它 的 解 6 = Ó(X) € O 确定 估计 量 的 方法 称 
为 矩 估 计 法 . 

【区 间 估 计 】 设 * 是 随机 变量 X 的 观测 
值 , 且 5(х) 是 相应 的 参数 函数 g《9) 的 值 域 .er 
的 一 个 子 集 ， 若 判断 参数 函数 g0) 的 真 值 属 
于 5S(x)， 则 这 种 统计 推断 叫做 z(0) 的 区 间 
估计 (或 区 域 估 计 ) (interval estimation), #53 
常数 a(0 二 a 二 1),， 有 

Po{g(0) є S(X)} ®1—а, 0є0, 

则 随机 区 域 SCX) 叫做 g (0) КОЕК Ж. (con- 
fidence level) 为 1 一 的 置信 区 域 (confidence 
region), 而 左边 关于 9€ 2 的 下 确 界 叫做 置信 系 
Bk (confidence coefficient), 特别, 若 ОСА", B. 
置信 区 域 是 一 个 区 间 ， 那 末 这 个 区 域 叫做 置信 
区 间 (confidence interval)， 而 区 间 的 两 端 叫做 
置信 界限 (confidence limits), 在 g(0) 的 置信 
水 平 为 1 一 上 的 置信 区 域 族 中 ， 对 所 有 的 9 和 
ө (8 关 69)， 使 pfg(6)eSGX)) 为 最 小 的 
SCX) 叫做 g(0) 的 一 臻 最 大 功效 (uniformly 
most powerful， 缩 写 为 UMP) 置信 区 域 ， 若 
g(0) 的 置信 水 平 为 1 一 “的 置信 区 域 S(X) 对 
任意 的 6 和 8 (0 = 6 ) 满足 
Po (g(9) € S(X)} < 1— a, 

则 称 SCX) 为 g(6) 的 无 偏 置信 区 域 《unbiased 
confidence region). 同样 还 可 以 定义 置信 区 域 的 
不 变性 (invariance)， 并 且 5(X) 是 一 致 最 大 功 
效 无 偏 (UMPU) 或 者 一 致 最 大 功效 不 变 (UMPI) 
置信 区 域 的 定义 也 是 显然 的 . 

对 每 个 bue O, їй ACO) 是 假设 '9 = OBS 
水 平 的 检验 ' 的 接受 区 域 '。 若 对 每 个 +& 
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X, 5(=) = (01x € AQ), 0€ 0), H| SCX) 
是 6 的 置信 水 平 为 1 一 “的 置信 区 域 。 如 果 不 
管 假设 6 一 6 的 6 在 2 中 取 什 么 值 , A(6.) 都 
是 一 臻 最 大 功效 + 检验 的 接受 区 域 , 则 SCX) 是 
Ө 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 一 致 最 大 功效 置信 区 
dk. 同样, 对 应 一 致 最 大 功效 无 偏 (或 不 变 ) 检 
验 + 的 接受 区 域 4(6)， 可 以 构造 6 的 置信 水 平 
为 1 一 a 的 一 致 最 大 功效 无 偏 (或 不 变 ) 置 信 区 
H s(x). 

【容许 区 域 】 设 随机 变量 X 和 Y 分 别 服从 
可 测 空间 С, B) ACH, ©) 上 的 概率 分 布 
PE 和 Py (6€ 0), 并 且 考 虑 由 X 的 观测 值 z 来 
预测 Y 的 未 来 值 的 问题 如 果 用 一 个 把 点 输 
送 到 的 一 个 集 的 映射 S(z) 来 预测 Y 取 SC) 
中 的 值 , 那 末 SCX) 或 5(x) 叫做 Y 的 容许 区 域 
(tolerance region), 特别 , 若 实 随机 变量 的 容许 
区 域 是 一 个 区 间 , 则 这 区 域 叫做 容许 区 间 (tole- 
ance interval) , 它 的 两 端 叫 做 容许 界限 (tolerance 
limits), 

以 下 为 了 简单 起 见 ， 设 X 和 Y 是 独立 的 . 
容许 区 域 有 好 几 类 ， 首先 ， 若 对 任意 的 6< O, 
Ж PE (PY{Y € S(X)) SB) 二 7， 则 SGXK) 叫 做 
Y 的 容量 (content) 2% 8 RAF (level) 为 7 的 
容许 区 域 ， 其 次 , 若 对 任意 的 9€ O, 有 

ESC(PY{(Y € S(X)}) > 8. 

则 SCX) 叫做 Y 的 平均 容量 为 8 的 容许 区 域 . 
设 X = (Xo cos X) 是 来 自 某 分 布 的 随机 样 
本 ,并 且 X 和 Y 服 从 同一 分 布 。 如 果 集 全 {P319 
€ о) 是 一 维 连续 分 布 的 全 体 ， 并 且 PILY € 
S(X)) 的 样本 分 布 与 9 ER, ME SCX) ЖЕ 
参数 的 容许 区 域 。 例 : Xw < Xo < … < 
Хо 为 顺序 绕 计量 * ， 则 对 任意 的 + < ”区间 
[X Xol 是 非 参数 的 容许 区 域 . 
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of the, maximum likelihood estimate, Ann. Math, Statist. 
20 (1949), 595—601; [4] D. Dumas de Rauly, L'estim- 
ation statistique, Gauthier-Villars, 1966. 


假设 检验 [Ж testing statistical hypothesis 法 


vérification des hypothèses statistiques 8 Test der 
statistischen Hypothese 4 статистическая про- 
веркагипотез ”日 Ж] 统计 学 中 的 统计 
假设 (statistical hypothesis) 是 一 个 有 关 随 机 变 
BX 的 概率 分 布 + 的 命题 . 当 已 知 X 的 概率 分 
布 属于 参数 为 9 的 概率 分 布 族 — (0410 € 0) 
BY, 统计 假设 可 表 为 “6 的 真 值 属于 on”, 此 处 
wn 是 参数 空间 19 的 非 空 子 集 。 这 个 假设 也 写 
fE H; 9€ on, 当 wn 是 只 由 一 点 构成 的 集合 
时 , 假设 称 为 简单 假设 (simple hypothesis), @ 
则 称 为 复合 假设 (composite hbypothesis)， 要 检验 
一 个 假设 H, BRAUER ASI (A, 8) 
(HEA MA WF ITY o К" B) 的 
样本 点 + ee rn 来 判断 “假设 H 是 假 的 "或 者 
“假设 Н КАЕ”. 但 是 , H 不 是 假 的 这 一 
жа H 的 真确 性 。 前 一 主张 是 拒绝 
(reject) 假设 H, 而 后 一 主张 是 接受 (accept) 假 
设 H. 在 检验 问题 的 这 种 结构 中 ,假设 H 往往 
叫做 解 消 假设 《null hypothesis) 《一统 计量 )。 

设 已 给 观测 值 x € Ж. 考虑 以 概率 p) 
(0 万 p(x) <1) 拒绝 假设 对 和 以 概率 1 一 p(*) 
接受 假设 H 这 样 一 个 检验 程序 。 BA, RP 
检验 程序 可 由 Z 上 定义 而 取 值 于 " 与 1 之 间 
9 BPM p(x) 来 表述 。 这 时 ，9(s) DM 
做 检验 函数 Cest function) 或 检验 Gres). Ж 
eG) ERA B Ce 9) 的 示 性 函数 X), W 
观测 值 x 属于 B 时 拒绝 H, 否则 接受 Н. же 
8 叫做 临界 域 (critical region)， 它 的 余 集 叫做 
接受 区 域 (acceptance region)。 这 时 ，qp(*) = 
Ск) 叫做 非 随机 化 检验 (non-randomized test), 
而 由 一 般 的 g (x) 做 的 检验 叫做 随机 化 检验 
(randomized test), 

WEEK X09346 (K, B) 上 的 一 个 概 
率 测度 Pp。 当 9 是 参数 的 真 值 时 ,拒绝 H 的 概 
率 可 由 下 式 算出 : 


E) = |. (Peas). 


预先 给 定 一 个 常数 a (0 < < 1). 如 果 检 验 
ф(х) 对 6e on 满足 Ele) < “， 或 者 换 句 话 
说 ， 如 果 假设 H 真确 时 拒绝 H 的 概率 不 大 于 


aa 叫做 检验 9 的 水 平 (level) ， 而 这 样 的 检验 
叫做 水 平 < 的 检验 (level a test), ЖУР о б 
验 的 全 体 记 作 Ole), ЖЕ sup Elp) 叫做 检 


Ф ДИЛ ize). fOR BOR H, 确定 2 一 on 
的 一 个 子 集 os， 并 把 另 一 个 不 同 的 假设 A: 
“6 的 真 值 属 于 ws” 叫 做 备 择 假 设 (alternative 
hypothesis), 34 H 真确 时 拒绝 H SEAN И 
做 第 一 类 错误 (error of the first kind), 4 A 
真确 时 接受 H 而 犯 的 错误 叫做 第 二 类 错误 
(error of the second kind)。 当 Өє o, 时 拒绝 H 
的 概率 BEe(p)， 也 就 是 说 ， 对 O€ o, 作出 正 
确 决定 的 概率 叫做 检验 功效 (power)， 而 把 这 
功效 看 作 0 ( € о) 的 函数 ,就 是 检验 功效 函数 
(power function), 1 — Ee(p) (0€ w4) 是 第 
二 类 错误 的 概率 。 检验 的 集合 龟 中 的 一 个 检 
验 ? 岂 做 在 多 中 是 一 至 最 大 功效 的 《uniformly 
most powerful 缩写 UMP), 如 果 对 任意 的 E 
Ф, 有 Е,(е)2Е,(Ф)(0 € o4). 特别 当 w4 只 由 
一 点 组 成 时 , 叫做 最 大 功效 的 (most powerful), 
【Neyman-Pearson 基本 引 理 】 设 “是 (2 ， 
®) ER o HERE , B fo oo +> fear 是 上 可 
积 的 实 函数 ， 若 cu en co ca 是 ”个 实数 ,使 


me [ohne G= 1,2, 9m 的 检验 


函数 9 的 集合 Oley, ---, сл) 不 为 空 集 ， 则 在 
(o, 5 6) 中 至 少 存在 一 个 检验 po 使 


[otn DEK. RRR REFA 

两 个 条件 ; 

CD 对 适当 的 ko … 
$G) = 1, щаб) > 27 AAG) 时 ， 


ke 20 


=, 当 fen) < LAG) 时 
关于 4 几乎 处 处 成 立 3 
а) [ee ihnen 
Wl o EAE Ces s eO 中 使 | orada 为 最 


大 的 一 个 检验 。 如 果 Ces c ca) 是 = 维 空间 
R° WFR 
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E A TES 


| ela) | Etiam] 
IDA AB. PWE (2) HE Plen …， ca) 中 
ве [erd 0х, Ж o W (1). xm 
Neyman-Pearson #45138 (fundamental lem- 


ma of Neyman-Pearson), 
作为 一 个 例子 , 设 9 (0,2, nn 
1), Н (PI6eQ) 受 控 于 og 有 限 测度 k ， 令 
160 OP, 关于 的 密度 函数 。 若 假设 H 中 
的 wn 是 一 个 有 限 集 (1,---, п), 而 备 择 假设 
А c, 只 由 一 点 n 十 1 组 成 , 那 末 由 Neyman- 
Pearson 基本 引 理 , 对 cp 一.… = c, = а 满足 
(1) 和 (2) 的 第 就 是 一 致 最 大 功效 水 平 4 的 检 
юв. 
如 果 S 是 由 可 数 个 集合 生成 ， 那 末 针 对 
简单 的 备 择 假设 A: 6 一 56, 对 任意 假设 存 
在 一 个 最 大 功效 水 平 o。 的 检验 ， 求 这 样 一 
个 最 大 功效 检验 的 方法 由 下 面 的 Lehmann- 
Stein 定理 给 出 : 设 fo 为 Ps 关于 0 B PRSE и 
的 密度 函数 ， 并 对 wn 上 的 概率 测度 1, 定义 


һә 一 | cone. 考虑 检验 一 个 简单 解 


消 假设 H,: h, 是 样本 分 布 密度 ,针对 备 择 假设 
А; 0 一 6, 4 9 是 检验 HH 的 最 大 功效 水 平 
9 的 检验 。 如 果 存 在 一 个 概率 测度 2 使 

sup Eol pa) < а, 

4 


则 o, 是 针对 备 择 假设 A; 9 一 6 检验 解 消 假 
WH: бє ww 的 最 大 功效 水 平 的 检验 ， 因 为 
定理 中 的 测度 on 上 的 任意 概率 测度 ;都 
满足 Ee(px) > Ep), 所 以 叫做 最 不 利 分 布 
(least favorable distribution), 

当 备 择 假设 ok 由 两 点 以 上 组 成 时 ,一 般 不 
存在 一 致 最 大 功效 检验 。 然而 , 如果 9 = R, 
wn = (—00, 6,], wa = (б, оо), FE fol) 
是 关于 统计 量 T(x) 具有 单调 似 然 比 7 的 分 布 密 
度 函 数 (也 就 是 说 , 当 6 < 6 时 使 fe GO /fo(*) 
是 y = TG) 的 非 减 函数 的 密度 函数 ， 仙 如 属 
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于 一 个 参数 的 指数 型 分 布 + 族 的 分 布 )， 则 存在 
一 个 一 致 最 大 功效 水 平 “ 的 检验 q(x), 并 定义 
为 : p(x) = 1, # TG) > c; p(x) 一 常数 ， 
车 T(z) — c; UR eG) — 0, Ж TG) < <. 
对 于 一 个 参数 的 指数 型 分 布 ， 针 对 A: o, = 
(0,, 6) (0, 二 0,)， 存 在 一 个 检验 Н: wn = 
(—e,6,]U [0,, co) 的 一 臻 最 大 功效 水 平 < 的 
检验 。 然而 , 对 wn So, 对 请 位 置 的 问题 , 不 
存在 一 致 最 大 功效 检验 . 

一 致 最 大 功效 检验 存在 的 假设 检验 问题 是 
很 有 限 的 ,所 以 ,对 选择 检验 函数 的 准则 必须 另 
作 考 虑 ,可 以 考虑 两 种 作法 .一 种 是 限定 检验 
的 类 型 ， 且 在 限定 的 范围 内 求 一 致 最 大 功效 检 
验 的 方法 ; 另 一 种 是 引进 另 一 个 称心 的 准则 ,并 
照 它 去 选择 检验 的 方法 。 先 从 限定 检验 类 型 的 
方法 说 起 . 

【无 偏 检验 】 无 偏 性 准则 以 下 述 观点 为 基 
础 ， 当 假设 九 为 真 时 拒绝 万 的 概率 ( 即 第 一 类 
错误 的 概率 ) 不 要 比 当 厂 为 假 时 拒绝 如 的 概率 
《〈 即 检验 功效 ) 来 得 大 。 也 就 是 说 ,如 果 一 个 水 
Ha юрій ELp) > a (0E w,), WP 
叫做 无 偏 水 平 a 检验 (unbiased level a test). i 
Ф.а) HENKE a Юй. Ф.а) 中 的 
一 致 最 大 功效 检验 叫做 一 致 最 大 功效 无 偏 水 平 
а 检验 《uniformly most powerful unbiased level 
a test), 缩写 为 UMP 无 偏 水 平 < 检验 . 

如 果 Po 是 指数 分 布 族 ,其 参数 空间 0 是 RE 
的 有 限 或 无 限 开 区 间 ， 那 末 对 下 列 两 个 假设 检 
验 问 题 ， 存 在 UMP 无 偏 水 平 “的 检验 : 1) Н: 
0, <a, А: 0,7 а, JE 0, BK Ө = (0, 
Oas +++, 06) 的 第 一 个 坐标 ; 2) Н: 6, — a, А: 
Ө, a. 例如 , 对 均值 上 和 方差 o 都 未 知 的 正 
态 分 布 ,假设 Н: u= m 和 备 择 假设 A: р зе ро 
的 Student 检验 (以 后 给 出 ) 就 是 一 例 UMP 无 
偏 检验 . 

【相似 检验 与 Neyman 结构 】 Ж Elp) 对 
所 有 的 9e o (CO) 为 常数 , 则 Pm 叫做 关于 的 
相似 检验 (similar test), Ж Е,(ф) 是 6 的 连续 
函数 , 则 无 偏 检 验 p XT он 与 my 的 共同 边界 
点 集合 名 是 相似 的 ， 只 要 2 是 一 个 拓扑 空间 . 


因此 对 这 种 情况 , 无 偏 检 验 可 从 关于 名 的 相似 
检验 中 求 得 。 设 统计 量 ' y — TG) 对 P= 
{Pel6ee o) 是 充分 的 , 且 其 值 域 为 多。 BR 
的 条 件 均值 E (e | T (z) — у) 关于 Po LF 
处 处 为 常数 (以 下 记 作 Paa. e., 即 对 .22。 的 所 
有 的 Pe, FEN CB 使 PN) = 0 而 Excel 
TG) = y) tt & 一 N 上 为 常数 ), WEK PRA 
关于 T 的 Neyman 结构 (Neyman structure), 
对 多 的 充分 统计 量具 有 Neyman 结构 的 检验 
函数 ,关于 是 相似 的 ， 这 个 命题 的 逆 !“ 关 于 
相似 的 检验 函数 9 关于。 的 充分 统计 量具 
有 Neyman 结构 ”的 充分 必要 条 件 是 , T 的 边缘 
分 布 ! @ — (9, = PoT-'i6e o) 为 有 界 完备 的 
《〈 即 对 所 有 的 6ew 使 Ee( 一 0 的 T(x) 的 有 
界 函 数 f 满足 f(y) 一 0 (Paa. е.)). 

(KERR) 考虑 Q то 上 各 自 的 一 一 
对 应 变换 群 G 和 С. 设 G 的 各 元 素 8 是 可 测 变 
换 ( 亦 即 对 任意 的 BE 有 eBES), HEN 
由 G 到 到 的 同 态 对 应 g 一 上 使 

Po(g™'B) 一 Pae(B). 
如 果 рон = wn 和 go, = e, (g € G)， 则 称 假 
EH. бє wn 和 备 泽 假设 A: 9€ w4 关 于 G 是 
不 变 的 (invariant), 并且 这 时 称 及 针对 А oE 
设 检验 问题 是 不 变 的 ， 满 足 pler) = p(x) 
(g € G) zk o k P Ж Ж k F a të à 
(invariant level a test), ЇЖА Ф, 有 
Eao(p) = Er). 

从 而 , 如 果 G fE он LAT, 则 不 变 检 验 对 
wn 是 相似 检验 。 若 把 在 R° 上 的 平移 变换 : 
Gus c xn) > QR as с, z. + a) FA 
不 变 的 R 的 子 集 A 看 做 样本 空间 ， 且 对 任 
意 的 eco, FEO 一 5.69e9 使 Po(B) 一 
Pa({(r — as 77 х,а) 1 Gs * tn) € BY), 
则 是 2 上 的 变换 ， 这 时 ,实数 “叫做 位 置 参 
BK (location parameter), Я, 车 把 在 R° 的 相 
似 变换 Qn x) 一 (ar az.) (a > 0) 
下 为 不 变 的 子 空间 2 看 做 样本 空间 ， 且 对 任 
意 的 9€ O, FEO = 2:060 {Ё Р(В) = 
РС{(х\у/а› +++ „ Ја) Go +++, х„)Є BY)» BI 
实数 a 叫做 尺度 参数 (scale Parameter)， 在 一 个 


关于 变换 群 C 为 不 变 的 假设 检验 问题 中 ， 宁 可 
使 用 关于 G 为 不 变 的 检验 函数 .这 叫做 不 变性 
原理 (invariance principle), 若 检 验 函数 pl) 
对 所 有 的 ge G 满足 pler) = pNP ae), 
WAR 9 为 几乎 不 变 的 检验 函数 . 

不 变 水 平 “ 检验 的 全 体 记 作 Фа). Фа) 
中 一 致 最 大 功效 的 检验 叫做 一 致 最 大 功效 不 变 
ЖЖ. а 的 检验 (uniformly most powerful invariant 
level a test)， 或 缩写 为 UMP 不 变 水 平 = 的 检 
0. 在 关于 X 的 变换 群 C 为 不 变 的 假设 检验 
问题 中 ,如果 UMP 无 偏 水 平 检 验 p* 与 UMP 
REKE a R p FE, HUMP ERKE ak 
验 在 2 а. c. 的 意义 下 唯一 确定 ， 则 UMP 不 变 
水 平 a 检 验 也 在 Dae. 意义 下 唯一 确定 , B. 
Ф*(х) 一 фб) (Pac), BBM TE) X 
于 6G 是 不 变 的 , 且 当 TQ) = TG) 时 存在 
ge GE n= рх, WE ТО) 是 最 大 不 变 的 
(maximal invariant), 4 T (z) 关于 G 为 最 大 不 
ERT, фб) 是 不 变 的 充分 必要 条 件 为 PH 
T(s) 的 函数 。 例如 , 设 随机 变量 Xi，…… X. 
独立 地 服从 相同 的 正 态 分 布 N(x, P), 其 中 
和 中 均 为 未 知 ， 我 们 来 考虑 检验 假设 H: p/ 
с = 0 或 者 假设 HH，p/ < 0, 等 问题 。 对 样 


本 点 * 一 Go tote ee), E 
#= X =n 
和 
s=VE Gi x) 


MJ (z, 5) 作为 统计 量 是 充分 的 。 设 6 为 在 这 个 
统计 县 的 值 域 Bl 上 的 变换 (E, 2) Cez, cs) 
Ce > 0) BUBERI б 294€ Си, P) 的 空间 2 上 的 
变换 (us 0) (сн, co?) Ce > 0) 的 群 , 则 上 述 
假设 开关 于 G 是 不 变 的 。 由 变换 群 G 知 ， 
= Vn s/G/ Ма 0) 

是 最 大 不 变 的 ,所 以 UMP 不 变 水 平 “ 的 检验 可 
在 :的 函数 求 得 ,后 面 给 出 的 Student 检验 关于 
GE UMP 不 变 检验 . 

【 极 小 极 大 检验 和 最 紧迫 检验 】 标题 的 检 
验 有 时 用 来 代替 一 致 最 大 功效 检验 . 假定 P= 
{Fol9e 0) 是 受 控 ? 族 ， 罗 是 可 分 的 。 如 果 水 
平 “的 检验 p* 对 任意 的 水 平 的 检验 9 满足 
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inf Е,(ф*) > inf Eee), 
m 


eo, A 
则 称 q* 为 极 小 极 大 水 平 “ 检验 (minimax level 
а test), HERI a € (0, 1), 极 小 极 大 水 平 “ 
BREE. ACHRES (27, B) 上 的 一 
一 对 应 可 测 变 换 群 ， 并 且 假 设 检验 问题 关于 G 
为 不 变 。 那 末 关 于 检验 的 极 小 极 大 性 与 不 变性 
之 间 的 关系 ， 我 们 有 下 面 的 定理 : 设 存在 G 的 
子 集 所 成 的 a 域 .ex 13 (С, of) ERU Fit 
率 测度 (v,), 使 得 i) Be HW (Cx, g)l ax € 
B)€ % x oy; ü) 6.0, GEG HIM Age 
of 3 Hi) 对 任何 的 4e Ag € G, 有 

lim |», (4g) — (421 = 0, 


那 示 对 任何 的 a € (0,1), 存在 几乎 不 变 的 极 小 
BATS а 的 检验 。 不 变 检 验 问题 的 基础 是 
Hunt-Stein 引 理 : 在 上 述 条 件 i), i), ili) F, 
对 任何 的 检验 p, 必 存 在 几乎 不 变 的 检验 少 使 
得 

inf Ego (Ф) < Е,(ф) < sup Ege (9). 

aec aec 


满足 定理 条 件 的 变换 群 的 例子 有 : 1) RI 上 的 
平移 变换 群 ; 2) Re 上 的 相似 变 痪 群 ; 3)8 一 
(а, Б): (zo c £n) E R" Can + b, ss, 
ax, + b) e R (0 < a < co, —оо < b < co), 
变换 8 的 群 ; 4) 有 限 群 ; 5) А" 上 的 正 交 变换 
群 ;以 及 6) 这 些 群 的 直 积 . 

B83(0) = sup Eo) 叫做 包 络 检验 功效 


函数 (envelope power function), MAE Ф" 
(ЄФ(а)) 对 任意 的 pC(& Ф(а)) 满足 

sup (81(8) — Eo(p*)) < sup(82(0)— Es( 9); 
мо, ШЕ 

е" 叫做 最 紧迫 水 平 a 检 验 (most stringent 
level а test)。 对 任意 的 a€ (0,1), 必 存 在 最 紧 
AKF < 检验 .如 果 一 个 检验 问题 关于 .2 上 的 
变换 群 G 是 不 变 的 , 且 G 满 足 Hunt-Stein 31 
的 条 件 ， 则 一 致 最 大 功效 不 变 水 平 “ 检验 在 水 
平 a 检 验 中 间 是 最 紧迫 的 (一 统计 判决 函数 ) 
检验 的 容许 性 和 检验 族 的 完备 性 可 从 第 二 类 错 
误 的 概率 来 定义 (一 统计 判决 函数 )， 一 致 最 大 
功效 水 平 o 检验 和 一 致 最 大 功效 无 偏 水 平 。 检 


1206 ”假设 检验 
验 都 是 容许 的 . 

【有 关 正 态 分 布 的 常用 检验 】( 一 公式 22) 
本 节 讨 论 在 检验 问题 中 通常 用 的 有 关 正 态 分 布 
(и, P) 的 临界 域 S$。 如 无 特别 声明 ,参数 (x， 
о?) 是 未 知 的 ， 临 界 域 5 的 水 平 为 <。 cla) 和 
4(а) 是 由 。 确定 的 正 数 。 设 随机 变量 Xv. 
X, 独立 地 服从 同 分 布 NCp, 07), HIRR A 
x= (zo ttt z.) E 


1) 要 检验 假设 H. u< pw, 针对 备 择 假 设 A: 
u> ne M S = (xlt) > с(а)), 此 处 


iG) = V n G — 1m)/V nV) 

( 单 侧 t 检验 或 单 侧 Student 48 38 (one-sided 
Student test)), 2) 要 检验 假设 H: u= ps # 
对 备 择 假设 А: и no 可 用 

S= (ароба) | 2 с(а)), 
此 处 ж) 与 1) ФА (MM t 检验 或 双 侧 
Student 检验 (two-sided Student test))， 一 般 用 
统计 量 (GO 所 做 的 检验 叫做 Student 检验 
(Student test) 或 上 检验 (zeae). 3) 要 检验 假 
ЖН. г< 0, HANGER А: о> OE 
ta 0), 可 用 

$ = (|000) 2 с(а)), 
此 处 xà #/al Cü RJ X: HMB (one-sided chi square 
test)), 4) 要 检验 假设 好 : > а, 针对 备 择 

. BRA, 0 < оі, 可 用 

$ = (x|2°(z) < с(а)), 
此 处 好 与 3) НА СЮ). 5) 要 
检验 假设 Н. =a, 针对 备 择 假设 A: со, 
可 用 

S = {r|X(x) < cla) x HC) > 4(a)), 

此 处 如 与 3) HAA ACU X° 85 (two-sided 
chi square test))。 用 统计 量 好 所 做 的 检验 叫 轮 
检验 (chi square test)， 在 这 些 检验 中 , 3) 是 一 
致 最 大 功效 的 , 1) 当 a > 1/2 时 是 一 致 最 大 功 
效 的 ， 所 有 !) 一 5) 的 检验 都 是 一 致 最 大 功效 


无 偏 的 。3) 一 5) 对 变换 
Gs tt te) mm Gn Ras ttt z, + a) 
(~œ <а< о) 
是 一 臻 最 大 功效 不 变 的 , 1) 和 2) 对 变换 
(zo tts ta) 一 (ar +s axu) 
(0 一 az 一 2o) 
是 一 致 最 大 功效 不 变 的 ,从 而 是 最 紧迫 检验 . 
设 随机 变量 Xis o Xu 独立 地 服从 正 态 
分 布 WCu oi)， 随 机 变量 Yi ---, Y。 独 立地 
服从 正 态 分 布 NCp, 巡 )， 如 无 特别 声明 ， 其 中 
As ш» 01 和 四 均 为 未 知 。 这 里 举 出 关于 参数 
das ш» 中 和 中 的 主要 检验 ， 对 样本 点 m Gn, 
ten) Hy = (y sys 
s= > т 


8-0-9. 
6) 假定 ot 和 0 为 已 知 ， 并 考虑 假设 H. m= 
m HARB А: m< 心 ( 单 侧 检验 ) 用 
S= ((х› у)1Т(х› у) > cla)); 
对 备 择 假设 А: m po《 双 侧 检验 ) 用 
5 = (G, INTC 01 > с(а)), 
其 中 
T(x, y) = GPN àm + ап. 
这 两 个 检验 都 是 一 至 最 大 功效 无 偏 检 验 且 对 变 
换 Gio zo Yet y) > GiH a nns 
з. Бау asy. +a) EREN, 7) 假 
Ж о, = 0. EXIEBUR Н. шщ а. HERR 
ША 分 别 为 J pen TARE) ЯП и < a CR 
侧 检验 ) 时 分 别 用 
S= ((z, y)||T(z, y)] > co)) 
和 
s= {Cx, у)1Т(х«› y) > ela), 
其 中 


T(x, yya- EIN mta _ 


Mim + пуа д" 
这 些 检验 都 是 一 臻 最 大 功效 无 偏 检 验 且 对 变换 


(zi xy sy) > (ах, + borrar 
b, ay, + b, +++, ау, + Б) (一 co <b < о, 
0 < а < со) 是 不 变 的 。8) 检验 假设 Н: m= 
т» 这 里 不 对 o, 和 0 的 关系 作 任 何 假定 。 这 个 
检验 问题 叫做 Behrens-Fisher 问题 (Behrens- 
Fisher problem)。 这 里 ,要 造 出 假设 好 为 真确 时 
其 分 布 不 依赖 于 和 吕 的 统计 量 是 困难 的 (在 
例 1) 一 7) 中 一 直 用 这 样 的 统计 量 求 得 类 似 的 
临界 域 5)。 这 时 , 令 
((z,y)|G—y)/V &/m&/n > 16/52) 

为 临界 域 ， 并 适当 选择 函数 f{， 可 得 到 大 体 上 
相似 于 5 的 检验 ， 这 个 检验 叫做 Welch 检验 
(Welch's test), 9) 假设 Н; о, = 0 的 检验 .对 
备 择 假设 А: o < o ( 单 侧 检验 ), 用 

S= (Gy) FG y) < ¿(a)), 
对 备 择 假设 A: о, < о, ( 单 侧 检验 ), 用 

S= ((z, X) FG, y) > с(а)), 
对 备 择 假设 和 A: а, = oa( 双 侧 检验 ), 用 

S= (Gy) FG y) > dla) 或 

F(x, y) € с(а)), 
其 中 
FG, y) = 5/5. 

这 些 检验 是 一 臻 最 大 功效 无 偏 检验 ， 且 对 变换 
《xi stm dC Hbst satn t 
b, ау, + b, +++, ay, + b) ( — со < < со, 
0 <a < соо) 是 不 变 的 .用 统计 量 Р(х, y) fE 
的 检验 叫做 ЕЕ (F-test), 

【线性 假设 】 (— 统计 线性 模型 ) 这 里 只 
讨论 线性 假设 的 标准 型 ' 的 概念 。 设 随机 变量 
X，……*，X。 独 立地 服从 正 态 分 布 NCO 0) 
G 1, 2,7 n) 此 处 jas tas so (G < n) 
和 o 是 未 知 的 , 且 и = 0(n2 i2 2). 假设 是 
Н. = mm = g, = 0(r m», 针对 的 
备 择 假设 是 至 少 有 一 个 w ЖО. EFR 


s= 1e. sera tel FCR tto xac z.) 
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是 这 一 问题 的 一 个 一 致 最 大 功效 无 偏 检验 ， 而 
县 这 个 S 对 平移 变换 群 i Ce oz zeit 
ЕРСЫН 
z, ау хаду xa)， 相似 变换 群 82: (ns n 
х.) > Ce 77, сх„), R = (ж, х) Е 
的 正 交 变换 群 B: О(г) ALR = (Gan s 
х.) 上 的 正 交 变换 群 ga: O(n 一 S), 以 及 这 些 
ERE po go 8 和 g. 中 元 素 的 有 限 积 是 不 变 
的 .这 个 检验 也 是 下 检验 的 一 种 ， 线 性 假设 问 
题 包括 前 节 的 例 2) 和 7) 作为 其 特殊 情形 。 

【 似 然 比 检验 】 MAHER (likelihood ratio 
ка) 是 比较 容易 求 得 的 , 虽然 它 未 必 具 备 上 面 
指出 的 合意 条 件 ， 设 L(zo +++) zw; Ө) 为 似 然 


函数 "( 这 是 样本 分 布 的 密度 函数 ， 当 Xp nes 
X. 为 独立 且 对 参数 0 具有 相同 的 密度 函数 
fe, 0) Bt, L(zo nes ө) = TT Go, 9). 


则 似 然 比 (likclibood ratio) 为 
sup L(x, °° 24:0) 


bee, 
As ny) аг)? 
D 
用 临界 域 
$= (Gp ores xIAG s n) X 6) 


作 的 检验 叫做 似 然 比 检验 ， 此 处 c。 是 由 水 平 
a 确定 的 常数 。 设 баб s xn) 和 bnvy 
Gn, tts х„) 分 别 是 9 TE он ЯП on Uo, PAR 
大 似 然 估计 量 ', 亦 即 

L(x;6n(x)) = sup L(x;0) . 


аид “ 
和 Р 
L(x; bale) = sup L(x; 0), 
aeeauey 
则 


Ae) = L(z; бн)/1(х; нча). 
前 节 线 性 很 设 的 下 检验 是 似 然 比 检验 。 似 然 比 
检验 的 其 他 例子 , 见 公式 23。 但 一 般 地 说 , 似 
然 比 检验 未 必 具 有 前 几 段 所 提 的 合意 性 质 - 
【完备 类 】 ABH, 0<6MA; 06; 


1208 — B 


的 临界 域 Ce] TQ) 二 c)( 单 侧 检验 ) 的 全 体 ， 
其 中 统计 量 了 是 狭义 Pólya 2 型 + 以 及 问题 H: 
ө, < Ө <0, Xr A; 6 一 6 或 6 一 9 的 临界 域 
{zle < TG) < 4) CRM) 的 全 体 ， 其 中 
统计 量 了 是 狭义 Pólya 3 型 ， 都 是 最 小 完备 类 
的 例子 ([6]). 对 指数 型 分 布 的 简单 解 消 假设 ， 
已 在 较 弱 的 条 件 下 证 明了 凸 临界 域 的 检验 的 全 
体 是 本 质 完备 类 ([7])。 

【 渐 近 理论 】 X (A, 9. Pw) (> 一 1， 
2,77, n) 为 一 串 概率 空间 ,这 里 参数 空间 2 对 
BUE v 是 公共 的 . 设 (BOM, B, руб) WB, 
B, P4) (> = 1, 25-0050) 的 直 积 概率 空间 . 
对 每 一 样本 空间 (AO, 9, PP), 假设 H: 
OE wn (CO) 和 备 择 假设 А; 0€o, (CO 
一 он) 的 检验 函数 记 作 Ф. (хохь). EE 
将 Ф, КОЛЕЗІ (Ф) Сп = 1, 2，…) 简 单 地 叫做 
检验 ， 例 如 ,所 谓 “ 似 然 比 检验 ”, 往 往 理解 为 由 
(2,8, PP) 和 wn 定义 的 似 然 比 Au Gris 
nh х.) 所 成 的 检验 序列 
| Sa (Cerys ote) ТА Сео) < dads 
此 处 i. 是 一 常数 。 如 果 检 验 (eu) п е оо 
时 满足 Elpa) + 0 (8€ on) 和 Eso.) —> 1 
(ge of)， 则 称 (ф„) 为 相 容 检验 (consistent. 
test), 如 果 这 些 收敛 关于 8 是 一 致 的 , WJ Co.) 
叫做 一 致 相 窜 检 验 (uniformly consistent test), 
当 一 致 相 容 检验 存在 时 , 称 wn 和 o, 是 有 限 可 
辨别 的 《finitely distinguishable)。 设 观测 值 服 从 
Eat GF RD Can, By» Pw) 与 > 无 关 地 
等 于 (27, 9. P2). 并 且 on Mo, 关于 2 中 
的 距离 

p(0,0) = sup |Po(B) — PeCB)] 


是 紧 致 的 。 这 时 ，ww 和 o, 是 有 限 可 办 别 的 ， 
如 果 Ee(e) 对 任何 的 检验 函数 9 是 6 的 连续 
函数 的 话 (14])。 如 果 解 消 假设 和 备 泽 假设 者 
是 简单 的 ， 那 末 关 于 oy 和 o, KERRIER 
命题 ,可 举 出 角 谷 定理 (一 统计 判决 函数 )。 ， 

下 面 关于 似 然 比 检验 的 极限 分 布 的 结果 ， 
应 归功 于 H. Chernoff (131): Ж A” 26 n E 
空间 ， 且 9 为 包含 原点 0 BJ 2 Н R* 的 开 


dk. 设 观 测 信 独 立地 服从 具有 密度 函数 Xz,6) 
的 分 布 , 亦 即 设 样本 点 z = Gs +++, о) 的 似 


LG 0) = TT К» 9). 


再 假定 下 列 正则 条 件 : 1) logie, 0) 在 9 一 0 
的 邻 域 N 的 闭 包 的 各 点 上 关于 9 三 次 可 偏 微 ; 
2) 存在 一 个 可 积 函 数 F 和 一 个 可 测 函 数 Н, 使 
18) x 6€ М, Ж 191/90;| < F(x), ii) MOE 
N, ж |8'/80,00;| < ЕС), ій) |O*log]/ 
80;09,00,,| < HG) їз) sup Ee(H (ж) < co. 


3) 对 每 个 i j= 1,2, sb 
Jd = (ELC log f/80;) (8 log //99;) 1) 
是 有 限 的 , 且 和 矩阵 J, — UD HRAN є N 是 
TEEN. XO 的 子 集 o, BL 
PCrb sx; 0) 一 sup L(x, 5525.30). 
考虑 假设 6e он 针对 备 择 假设 9e wy 的 检验 ， 
令 „э Р(х trta кь; 0) 
а [OPEP 
这 个 2° 和 前 述 的 似 然 比 外 表 上 不 同 ,但 本 质 上 
起 同样 作用 。 Chernoff 求 出 了 4* 的 渐 近 分 布 。 
W lars yxa) ERI on 的 极 大 似 然 估 计量 , 且 
0 是 он 的 聚 点 ， 则 6(x) 依 概 率 收敛 于 0( 当 
6 一 0)。 我 们 称 2 的 一 个 子 集 C WHER, 如 果 
OEC With ge C〈 对 所 有 的 正 数 。 )， 如 果 
осо 满足 Vy€o: 
inf lz — уй оО) 
H WEC: 
int |z — уй = o (liz) 


(к®- >=), 
йй = фий СЯ. BE on 和 4 能 分 别 由 入 


dk Cu 和 C4 WH. KH 
= = V n AG), 


4 


此 处 


— (t 5 Əbgf(z.. 0) ... 
AG) GE emen 


A wo Əlogf(z., 0) Y 
"ES 88, ) 


则 一 2 log 2*(X) 310 = 0 时 的 极限 分 布 等 于 
inf (z, — 0)'J(z, — 0) 


becy 


— inf (z, — 6) (s, — 0) 


oec, 
的 分 布 。 特别 ,如 果 9 = REA оп (001: 
Os Oras 77, б) | — 0 «06,0, i— 5 
1, 555, k), 并 假定 一 些 正则 条 件 , BRERA 
假设 下 , —2log a*(X) 的 极限 分 布 是 自由 度 * 
的 她 分布. 

L 拟 合 优 度 检验 的 渐 近 状态 也 是 很 重要 
$0. W (Xo s Xa) 服从 多 项 分 布 ' Mos 
Doct Pa) 


(3 X-» X20) 


= 
并 考虑 检验 假设 H: p= phos Pr = р. 2° 
拟 合 优 度 检验 (chi square test of goodness of fit) 
HERRIE Cx Gs oes х,) 二 cj， 此 处 
à a ыз S (z, — np’)? 
Gs tn) > = 

亦 即 p, ÉL p? 5 py HOBART z /n 之 
差 的 加 权 平 方 和 。 这 个 统计 量 PC c z) 
M pom pi(im1, 2, 7 SR) 时 的 极限 分 布 是 自由 
度 为 《一 1 的 妇 分 布 ?+， 此 外 ,检验 如 Pr 
是 参数 9€ R' 的 函数 pi = p0) G = 3, ss 
s k) 这 样 一 个 假设 ,也 能 用 上 述 的 20 306 UC 
度 检 验 ， 假 定 pO) 满足 下 列 条 件 : 1) p (0)> 
e2>0G= 1,5-5 6), R 


n 
2 p:(0) = 1, 


2) p(0)X: 0 二 次 连续 可 偏向, 3) 矩阵 COps/ 
00,) REOS k. 如 果 在 这 些 条件 下 ， 收 正 最 小 
加 法 (modified chi square minimum method) 的 
方程 
б 
= np. Op 一 өйдө» 
> =, j 86, 9 Gairah 
有 唯一 解 6 = 0.01 <7 x)» B 34 0 = 8 时 
6. 依 概率 收敛 于 6, WJ 
į ^ 
ER УХ G, rps.) 
ae p пр(8.) 


假设 检验 1209 
的 渐 近 分 布 是 自由 度 为 "一 * 一 1 的 总 分布 
(8D. 

列 联 表 的 独立 性 检验 也 是 六 拟 合 优 度 检 验 
的 一 个 应 用 。 设 有 两 个 属性 4 和 B, 属性 4 分 
为 Ao Ary ots 4, 属性 B 分 为 Bo Bo …， 
B. 设 观 测 值 属于 4, 和 B, 的 概率 分 别 为 pi. 
和 pws 属于 AN B; 的 概率 为 pa. VR хи. z. 和 
zx; 分 别 是 在 大 小 为 = 的 样本 中 属于 A, B, 和 
A, Ü B, 的 观测 值 的 个 数 ， 表 1 叫做 列 联 表 
《contingency table)。 为 了 检验 两 个 属性 是 独立 
的 假设 Н. py = p. Poin 要 用 统计 量 

= 3 X Gu — zaza n) т). 


= = 
25 H URS, 则 24 n — co 时 渐 近 服从 自由 度 
为 (一 DG 一 D 的 如 分 布 , 


ж 3 联 表 


合计 xa x е х. 


似 然 比 检验 和 L 拟 合 优 度 检验 , 在 各 自 的 
条 件 下 是 相 容 检验 。 一 般 地 说 , 对 一 个 问题 有 
许多 相 容 检验 .因此 ,需要 考虑 另 一 个 准则 , 它 
为 许多 相 容 检验 中 的 最 佳 检 验 所 满足 ， Pitman 
的 渐 近 相对 效率 (asymptotic relative efficiency) 
就 是 这 样 一 个 准则 。 检 验 效 率 除 此 之 外 还 有 各 
种 各 样 的 定义 ([5]). 

另 一 方面 ,在 很 多 应 用 问题 中 ,不 能 限制 随 
机 变量 的 分 布 类 型 ， 对 于 这 种 情形 , 已 提出 各 
种 不 依赖 于 分 布 类 型 的 检验 ， 并 且 渐 近 理论 起 
重要 的 作用 (> 非 参数 方法 ). 

【 序 贯 检验 】 设 已 给 一 串 随机 变量 X. 
Xe co. 为 了 检验 一 个 与 这 些 变量 样本 大 小 
不 预先 确定 ) 的 分 布 有 关 的 假设 ,我 们 首先 观测 
Xo 然后 观测 Xo. 在 每 一 观测 阶段 ， 都 要 
根据 前 面 已 得 的 数据 ， 作 出 决定 是 继续 观测 还 
是 停止 观测 并 作出 拒绝 或 接受 假设 的 判断 ， 这 


1210 非 参 数 法 


种 检验 叫做 序 贯 检验 (sequential test), 3 Xi 

X2，…* 互 相 独 立 且 有 同一 密度 函数 JG). 为 

了 检验 解 消 假设 H. 6 = 0, 针对 备 择 假设 A; 

O=1, 我 们 提出 如 下 的 序 贯 概率 比 检验 《scqu- 

ential probability ratio test); 置 

G.= G Gi) J] nG / TI GO» 
га 


in 
且 确 定 两 个 常数 mw <a, # a < G, а, 则 
继续 观测 X... 否则 停止 观测 ,并 且 当 С, < а 
时 接受 Н, ЭҢ a < G. 时 接受 A，a。 和 a 分 别 
根据 犯 第 一 类 错误 的 概率 m 和 犯 第 二 类 错误 的 
概率 a 确定。 我 们 知道 , 在 犯 第 一 (第 二 ) 类 错 
误 的 概率 不 大 于 a (a) 的 序 贯 检验 中 ， 序 贯 概 
率 比 检验 , 4 A A 中 的 任 一 个 为 真确 时 ,使 
观测 次 数 的 期 望 值 为 最 小 (> Beit FR TK, 
统计 质量 管理 ). 


[5] [1] E.L. Lehmann, Testing statistical hy- 
potheses, John Wiley, 1959, [2] А. Wald, Sequential 
analysis, John Wiley, 1947; [3] Н. Ghernoff, On the 
distribution of the likelihood ratio, Ann. Math. Statist. 
25 (1954), 573—578, [4] J- Wollowitz-W. Hoeffding, 
Distinguishability of sets of distributions, Ann. Math, Sta- 
tist, 29 (1958), 700—7 


[6] 5. Karlin, Decision theory for Pélya type distri 
tions, Case of two 
Math. Stat. Prob.l, Un 
128; [7] А. Birnbaum, Characterizations of complete cla 
sses of tests of some multiparametric hypotheses, with app- 
lications to likelihood ratio tests, Aun. Math. Statist., 26 
(1955), 21—36; [8] H. Cramér, Mathematical methods 
of statistics, Princeton Univ. Press, 1946 《中 译本 : Н. Ж 
拉美 , 绕 计 学 数学 方法 ,上 海 科学 技术 出版 社 ,19657. 


非 参数 法 [3 non-parametric method, distri- 
bution free method 法 méthode non-parametrique 
46 nichtparametrische Methode, verteilungsfrei Me- 
thode 4& непараметрический метод Я 7 24% 
элк 5281 非 参数 法 是 为 了 能 适用 于 
更 广 的 概率 分 布 族 而 提出 的 统计 方法 。 这 个 名 
词 是 在 与 参数 方法 对 比 的 意义 上 使 用 的 ， 后 者 
假定 观测 值 的 分 布 函数 类 型 ， 并 对 其 中 所 含 参 
数 进行 推断 。 但 要 从 理论 上 严格 定义 这 个 名 
词 是 困难 的 .处 理 检验 问题 的 各 种 非 参 数 检验 
(non-parametric test) 方法 已 经 常 为 人 们 所 使 用 、 


非 参 数 估 计 (non-parametric estimation) 最 近 有 
一 些 进 展 .一 假设 检验 , 统计 估计 .。 

【一 样本 问题 】 设 Р(х) 为 实 随机 变量 X 
BITER, OG, ---, XV) 是 来 自 FC) 的 大 
Лб n ОРЕВИ, H (as ео xa) 是 观测 
值 . F fp attt (100p percentile) iat Fo» 
亦 即 FCE) 一 p。 为 了 检验 假设 7 Н: Е. < 
针对 备 择 假设 4: E >o MITEN TERE 
验 程序 : 设 о, cs xa) 是 比 和 大 的 z, 的 


数目 ， 那 末 由 检验 函数 plr tra): 
9-1, Nn. z.) >с Bf, 
=a, 当 (G, c x) mc 时 ， 

一 0， 当 in ots z.) < c 时 


作 的 检验 是 一 致 最 大 功效 的 ' (0 < a< 1, 
0<c <n), 这 个 检验 叫做 符号 检验 (sign test), 

【二 样本 问题 】 设 F(x) 和 GO) 分 别 是 
随机 变量 X 和 Y 的 连续 分 布防 数 ，(X1,……， 
X.) W (Yis +++ Ya) 分 别 是 X 和 Y 的 独立 随 
WER, H (аз, 57 tm) RI On tts Ya) 是 相 
应 的 样本 值 ， 考 虑 检验 假设 H: F(x) 一 G(z) 
针对 备 择 假设 Ay: FQ) 9 G(x) 或 Ax: 对 所 
Al х, FG) > Ge) H FG) # G(x)， 当 备 
择 假设 4; 为 真确 时 ,我 们 说 随机 变量 Y 随机 地 
大 (stochastically larger) 于 随机 变量 ,并 记 作 
FIG. 经 常用 的 这 种 备 择 假设 A; 的 一 例 是 
G(x) 一 F(x—8),0 > о. ROP HERA MIS 
递增 函数 全 体 的 集合 ， 那 末 假 设 H 和 备 择 假 
设 4 关 于 变换 x m AC), y = ВО) (€ 9€) 
所 成 的 群 是 不 变 的 。 对 的 最 大 不 变 统计 量 ? 


是 (将 观测 值 nm，…，zm; yn to Ya 按 大 小 顺 
序 排列 的 ) 顺序 统计 量 '。 

令 Plais tt xs yn cons у) 为 检验 函 
数 ， 置 


Р„(Е, F) = Ен(Ф), 
P.(F,G) = Ep) = 
人 ee yu») [I 262 
i 
x [I 4662. 
若 对 所 有 的 F > G, 有 РЕ, F) S a, B 


PAF, G) > e， 则 9 将 是 一 个 称心 的 检验 。 
Lehmann Ж: 若 y7 >y; G=l, 7n) 
蕴涵 pleo YT) > plis у), MJ PCF, G) > 
PAF, F). ih, же ИЮ", 则 9 是 无 
偏 检验 '。 例 :作为 U 统 计量 ', 设 

U = пту) SX Y), 


Eu y)— 1, ry 时 ， 
=0, r>y kj, 
DAME P =104U>c ht); = 0 (4U <e 
时 ) AY P ШК Wileoxon 检验 (Wilcoxon's test) 
或 Mann-Whitney 的 U 检验 。 这 检验 既是 
相似 的 又 是 无 偏 的 。 检 验 假设 H: РЕС, 针对 
备 择 假设 4: FA G = F(x/o) (o # 1 R o 
1), 是 另 一 个 二 样本 问题 。 关 于 此 例 , 田 村 亮 二 
提出 了 如 下 的 检验 ， 作 为 品 统 计量, 设 
түрпү 
u=(7) (;) D у) e, хуз YoYo) 

Яир plu, u'z v, v) = 1, M vuv, 

s< < v Hv исо vu < r В, 
一 0， 其 他 . 

于 是 检验 函数 是 一 1 (4 о>); 一 0 

Chu < с). 

如 下 的 统计 量 Tw 也 是 在 非 参 数 问题 中 经 
常用 到 的 。 把 观测 值 xis ct» хь; po 000 Ye 
按 大 小 顺序 排列 起 来 ， 从 最 小 的 算 起 第 i 个 是 
x WB Zu, 一 1; 是 ?时 置 Zw m 0 GUB N= 
m + n). 4 exi 为 一 实数 , 且 定义 

Ty = m У) cwiZw- 


设 Fa(x) 和 G(x) 为 两 个 样本 各 自 的 经 验 分 
布 函数 +, В. 
0< < 45 m/N&1—A«l. 
ЖЕ 
Нуб) = A «Fo + (1 — dy) GC), 
则 Tw 可 表 为 积分 
Ty = psc cor co 


(其 中 ем = JuG/N)). 
在 某 些 正则 条 件 下 ，Tw 4N> co 时 渐 近 服从 
ESDH. Tu 的 渐 近 均值 x 和 方差 如 下 : 


非 参数 法 ои 
к= [JG@ Fe). 


No —2(1 —»{ fj G(z)(1 — GG)) 


x J'(HG))J'(HG)4F G)4 FG) 

eR LS —FG» 

x GG ноу)ас саво? 
其 中 

J(H) = lim/a(H), 
HG) —1F@) (1 106€. 
B а= mas. 列举 用 Tw 做 的 检验 的 例子 如 
F: 首先 , 当 ea = i/N 时 ,统计 量 Tw 等 价 于 
Wilcoxon 检验 的 U0 统计 量 ， 设 7, 是 从 标准 正 
态 分 布 N(0, 1) 抽出 的 大 小 为 NN 的 独立 样本 中 
从 最 小 的 算 起 的 第 i 个 顺序 值 ， 且 置 
E(Z,)， 则 由 Tw 做 的 检验 叫做 Pisher-Yates- 
Terry 正 态 得 分 检验 (normal score test), #7 
是 N(0,1) 的 分 布 函数 的 反 函 数 , 则 由 Tw 做 的 
检验 叫做 van der Waerden f) X 检验 . 
【K 样本 问题 】 X Oel, okis 

1, 0) 是 从 分 布 函数 Р,(х) G1, +++ k) 
抽出 的 大 小 为 mw 的 独立 样本 。 名 样本 问题 人- 
sample problem) 是 检验 假设 File) 一 … = 
F(x)， 针 对 的 备 择 假设 是 F) 不 全 相等 ， 

F(x) = F(x — 6) (6, > 0) 


en 一 


或 者 
F(x) = F(x/o) (cç, >1). 
对 这 个 问题 ， 使 用 向 量 值 U 统 计量 U 一 
(U*, - - -,U*) 的 二 次 型 统计 量 做 的 检验 已 经 提 
出 几 种 。 设 Us 是 由 函数 


Plans ees кый tino tt ami) 
G-1,- k) 
定义 的 统计 量 , 若 


N= Xu— o, m=oN (0<р;<1), 
Н Xe = 1, W 
V = (VN (U: — EQ), 
V N(U* — E(U*))) 
渐 近 地 服从 多 维 正 态 分 布 N(0，2) (一 样本 分 
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布 )， 设 8 为 协 方差 矩阵 * 3 = (oy) HEA 
9 所 对 应 的 特征 空间 上 的 射影 矩阵 +。 若 4 是 
一 个 满足 4B 一 0 和 3A = 1 一 BRM, MJ 
УЛУ” # ЕЛИ ЫМА х ОЕК FR ЕН BER F rh {> 
LIH BARETA VAV > 为 临界 域 
的 各 种 类 型 的 检验 ,其 中 的 一 个 是 以 


plas 7x) = У) nai x); 


i=l, k 
Qus < »B alr, y) = 1; Be > y B aC 
у) = 0) 为 基本 函数 的 检验 , 这 叫做 Kruskal- 
Wallis 检验 (Kruskal-Wallis test). 

【检验 的 渐 近 相对 效率 】 如 果 对 同一 个 假 
设 检验 问题 存在 很 多 检验 ， 那 末 比 较 这 些 检验 
的 好 坏 是 需要 研究 的 问题 。 设 lo.) 和 {ф„} 是 
水 平 检 验 的 两 个 序列 ， 此 处 pa 和 o, 是 基于 
大 小 为 的 样本 的 检验 函数 ， 并 且 它 们 的 检验 
功效 函数 分 别 记 作 BOO lpn) ABCA on). BO 
是 实 参数 ， 考 虑 假设 Ө 一 9。 和 备 择 假设 序列 
{6,}, S i — оо BF O, — б. {ms} fa (n?) Ж 
正 整数 的 递增 数列 ,使 检验 功效 函数 ?满足 

a< imp(eblpw) = lim&(6,] o.) < 1. 
若 对 所 有 这 样 的 数列 {n} 和 (aP ), limn? /n,= 
Д9. 06.) 存在 且 不 依赖 于 a 和 tmp(6 
qu» WR e (Фф) 对 {be} 的 渐 近 相对 效 
ЕЗД 

我 们 还 假定 检验 (00) 和 (0.1 用 统计 量 

T.=t(X) 与 7 一 司 (X)， 由 如 下 形式 给 出 : 
Ф.) = 1, 4 (2) >с, 
=a, 当 „(ку=с, 
=0, Щ „(к)<‹; 
Ф.) = 1, а G) > c*, 
=b, iie) et, 
= 0, 4G) «c*, 
此 处 和 一 Oh, t X) fl m Cay tn). 
为 简单 起 见 , 置 % 一 0 和 Ө, = R/V» (kB 
XO. A(T.) Яп (T2) 渐 近 地 服从 正 态 分 布 ， 
则 在 适当 的 条 件 下 ,。 由 
e — tim (289075) 04810-0) Т2) 
(G4 E(T2)/40 |o aX T.) 


给 出 。 作为 一 个 例子 , 考虑 关于 位 置 参数 的 二 
样本 问题 。 若 总 体 分 布 为 正 态 分 布 ， 且 使 用 
Wilcoxon 检验 来 检验 均值 相等 的 假设 ， 则 这 检 
验 对 Student 的 :检验 的 渐 近 相对 效率 为 3/=. 
对 于 同一 个 问题 ，Fisher-Yates-Terry 正 态 得 分 
检验 及 van der Waerden 的 X 检 验 对 Student 的 
+ 检验 的 渐 近 相对 效率 均 为 !。 在 样本 问题 
中 ， 若 样本 是 正 态 分 布 的 ， 则 检验 均值 相等 的 
Kruskal-Wallis 检验 对 FF 检验 的 渐 近 相对 效率 为 
3/x. 

СКолмогоров-Смирнов 检验 】 设 Р(х) 为 
随机 变量 的 分 布 函数 , F。(x) HR ÉT Fole) 
的 大 小 为 ”的 随机 样本 的 经 验 分 布 函数 。 置 

4, = sup Еб) — Роба) |, 
D, = sup (F, (X) — FG), 
= Fale), 
) 


F, 
sa = sup | 一 
p 


E.G) — FD. 


5, = 
zh Fé) 


S 
则 有 
lim Pr(d, < z/V n) = LG) 


= Ў cotes, 
< 
limPr(D, < г/М/ ^) = KG) 
= 1 — е2", 
mp jn 


pp.<D-1-D У (7) 

х(1-0-2) (2^. 
парс Аа) m c (d 
s * кыо 


X (2k + 1) e kennt Uae, 


my ft Б,» 
lim Pr(S, < 2/2) 一 = ЫСА 


统计 量 das Das ss 和 S, 都 可 用 来 检验 假设 
F(x) = Fole) (这 个 检验 叫做 氢 合 优 度 检验 ) . 
在 二 样本 问题 中 , 设 Fa(x) 和 G。(x) 为 两 个 经 
验 分 布 函数 , 它们 分 别 来 自分 布 FG) 和 G(*) 
的 大 小 为 m 和 的 随机 样本 。 置 


dma = sup |Е„(ж) — С. (х) 1, 

Dn,» = sup (F,,(z) — С„(х)). 
如 果 假设 F = G % Ий, B m š n EXT oc 使 得 
N = mn(m + п)» co 以 及 m/n 为 常数 ， 则 
有 

ШР (а < 2/V N) = LG. 

Бар, < z/V N) = KG. 
由 于 这 个 事实 , dmn 和 D... 可 以 用 来 检验 假设 
F=G. 用 统计 量 do, D., dmna 和 D... 做 的 检验 
叫做 Колмогоров-Смирнов 检验 ( Kolmogorov- 
Smirnov test), 

【 非 参数 估计 】 由 于 这 个 问题 用 一 般 理 论 
来 统一 处 理 是 困难 的 ， 这 里 只 举 数 例 以 说 明 它 
所 处 理 的 问题 . 
如 果 对 大 小 为 = 的 样本 Xi，……， Xas 存在 

一 个 函数 了 使 得 Ef, Xa) = (0), 则 称 
006) 为 可 估 的 参数 函数 ， 使 gC0) 为 可 估 的 样 
本 容量 的 最 小 值 疾 叫做 (Ө) RY BES (degree), 
并 且 样 本 大 小 为 m 的 g(9) 的 无 偏 估 计量 
1б» +з) 叫做 核 Ckemel). 我 们 总 可 取 
一 个 对 称 函数 作为 核 。 如 果 样 本 大 小 n 2 m 
= 200) 的 度数 ， 则 


охо (Уд) 


是 g(0) 的 无 偏 估计 量 ', 其 中 f 是 核 , 且 C 是 由 
X cs X, 取出 m 个 的 所 有 可 能 的 组 合 。 例 
1) a= E(X) 是 度数 1 的 可 估 参 数 , JEH U = 
nx = X. 02) о = ECX — му) 是 度数 
2 的 可 估 参 数 , (zu x) = xd — n 是 核 ， 对 
HWA f = Ca 一 za)/2 ,并 且 
U = (XX: — 5X)/(n — 1). 

HORNE ЖИ ЕЕ 5G FSD" SEIT HE. BBA U 
是 最 小 方差 无 偏 估计 量 '. 

设 F(x) 为 X 的 分 布 函数 , Cy) 为 了 的 分 
布 函数 ,对 于 


s= (x< vy) = [ree 


= | - ec» 
的 估计 问题， 在 检验 假设 了 = G 和 备 择 假 设 
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F> G 中 出 现 的 也 统计 量 是 8 的 无 偏 估 计量 . 

考虑 GG) = F(y — 0) 中 的 位 置 参 数 6 
的 估计 问题 。 为 了 求 得 6 的 估计 量 6(x), AN 
经 常 考虑 假设 已 : 6 一 0 针对 备 择 假设 4: 02-0 
的 检验 ,并 选择 临界 域 为 hx，?) — ACs s 
+» Ya) > e (常数 ) 的 检验 ， 设 h(x， 
у + а) = hn хь; yi H as tta ya + a) 
Ж а 的 递增 函数 ， 并 且 4 的 分 布 当 8 = 0 时 关 
于 点 上 是 对 称 的 。 那 末 , 令 

6* = sup (6]4(X, Y — 0) > и} 


xay yo tt 


和 

6** = inf (0|A(X, Y — 0) < u), 
并 取 6 = (0* + 0**)/2 作为 9 的 估计 量 ， 在 
很 多 实际 情况 中 , Ó 有 时 是 中 位 数 无 偏 估计 
a. 

设 对 ”个 个 体 的 第 诗 个 个 体 测 了 两 个 特性 
aÑ, 并 把 每 组 数据 Cs a) M Gotio 
be) 按 大 小 顺序 重 排 。 重 排 后 w HE Cars a.) 
中 的 位 置 叫做 第 i 个 个 体 关 于 特性 4 的 秩 
(rank), 并 用 序数 X, 表示 。 同 样 可 以 定义 第 i 
个 个 体 关于 特性 b BDE Yi. 用 来 表示 这 两 种 特 
性 相关 程度 的 系数 ,叫做 秩 相关 系数 (coefficient 
of rank corrclation)， 下 面 叙述 两 种 ， 订 设 ” 个 
个 体 按 两 种 特性 所 排 成 的 秩 分 别 为 Xb ……，X。 


MY … Y.. Ha 一 Xi 一 Y, 则 
rs 一 1 一 6>) „4 
i wan 


叫做 Spearman 秩 相 关系 数 。 若 两 种 特性 之 
闻 完 全 没有 相关 (例如 ,X; 和 Y, 为 独立 的 随机 
变量 ), 则 E(rs) 一 0 和 V(rs) = (a — 07. 
š) 从 ”个 个 体 中 取出 第 i 个 和 第 1 个 个 体 . 若 
X, 和 X, 的 秩 与 Y, 和 Yj 的 秩 顺 序 相同 , 亦 即 若 
(X, — XC, — Y) > 0, Ф by = 1; 否则 
44-0. 统计 量 


mo (GY e 


ш Kendall 秩 相 关系 数 ， 此 处 之 取 遍 由 ” 
个 取 两 个 的 一 切 组 合 。 若 两 种 特性 之 间 完 全 没 
有 相关 , 则 

E(rx) 一 0 
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和 
(re) = 2(2n + 5)(9n(n — 07. 
应 用 这 些 统计 量 可 以 检验 两 种 特性 无 相关 性 的 
qu. 
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вание экспериментов A ЭРЕ] 从 数学 
的 观点 来 看 ， 试 验 设计 是 以 分 析 给 定 的 线性 模 
型 ! 和 在 某 种 意义 上 决定 一 个 好 的 线性 模型 为 
目的 的 一 种 统计 方法 .方差 分 析 也 可 包含 在 试 
验 设计 之 中 (一 绕 计 线性 模型 ). 

设 观测 值 亦 即 ” 维 随机 样本 ?+ X 06s 
X.) 可 表 为 线性 模型 : 
a) X=4 + W, 
此 处 ,4 是 已 知 的 ” х + 实 矩 阵 , 专 一 (5s 
EY e RBs BI, W 一 (Wi,"…,W。)》 是 
具有 均值 ECW) = (0, +++, 0) 的 随机 向 量 ， 
那 末 ХО ЭЙЗИ) (observation vector), W 
叫做 误 楚 项 (error term), DAK Ё WU Hi X 的 效 
Rz (effect), 矩阵 4 叫做 设计 和 矩阵 design matrix) 
或 专 的 关联 矩阵 incidence matriz)， 其 元 素 在 
多 数 情形 中 是 0 或 1， 按照 效 应 专 的 性 质 ， 线 
性 模型 (1) 分 为 下 面 三 种 情况 。i) 固定 效应 模 
Æ (fixed effect model) 是 在 线性 模型 中 专 是 固 
定 的 未 知 参数 的 模型 . 这 时 ENTREE RAB 
定 效应 (fixed effect). ЕНЕЙ = 一 РЕ 
(其 中 F REAM, Fe 尽 ) 叫 做 线性 参数 


linear parameter) 或 参数 函数 .ii) 随机 效应 模 
型 (random effect model) 是 在 线性 模型 中 的 
分 量 Z, 是 随机 变量 的 模型 。 这 时 , 5, 叫做 随 
机 效应 (random effect), HIBS iE 5. iti) 混 
合 模 型 《mixed model) EE £ HRA Е SU 
所 又 有 随机 效应 E, BEEN, GAT (1) 变 成 
о) X—4€'+ 4,5 + W, 


此 处 PG, +, RAE RM, 
m= (Lo, S ВИНЕ, HEX 
的 概率 分 布 *, 往 往 假定 下 面 的 条 件 : 

а) 误差 项 W, Gm 1, sn) 是 互相 独 
立 + 的 随机 变量 ,是 ECW.) 一 0， 

b) 误差 项 w, G 一 1,---, n) 有 共同 的 未 
815381 ot, 

c) 误差 项 W, G = 1, s n) 服从 正 态 分 
ж", 

зу 随机 效应 E, G = 1, «5, 0) 是 互相 独 
立 且 与 误差 项 W 也 独立 的 随机 变量 ， 

с) 随机 效应 S, G m 1, ---, 0) 有 共同 的 
未 知 方差 中， 

D 随 宙 效应 S, RAES N. 

设 LCA) 为 一 个 由 4 的 列 向 量 张 成 的 线性 子 空 
间 ， 线 性 模型 

G) X- B+ W 

叫做 关于 线性 模型 (1) 的 假设 ， 如 果 LCB) S: 
L(A). 

试验 设计 主要 关心 的 是 :1) 统计 推断 , 诸 
如 对 模型 (1), (2), (3), D, d) 和 ii) 的 估计 
或 假设 检验 ; 2) 求 满足 某 种 要 求 的 矩阵 4; 3) 
给 出 理论 根据 ， 借 以 阐明 按 上 述 模型 对 观测 数 
据 的 统计 处 理 的 有 效 性 。 

{区 组 设计 】 这 里 将 用 所 谓 区 组 设计 
(block design) MERER. BAT» ТИЮ 
小 区 (plot), 各 小 区 的 观测 值 为 X。(a 一 1 +++, 
2)， 几 个 小 区 构成 一 个 区 组 (block)， 区 组 中 
小 区 的 个 数 叫做 区 组 的 大 小 (ане). A EAR 


KARANA k (i= besi Dema). 
设 有 。 种 称 为 处 理 (aeatment) 的 操作 实施 于 每 


个 小 区 . 设 第 i 个 处 理 实施 于 第 i 个 区 组 的 小 
区 < 的 观测 值 Х„ 有 下 列 结构 : 

х„= ta + Was 
rh & G =1,:--, v) 叫做 处 理 效应 (treatment 
effect) AI o, G = 1, +-+, b) 叫做 区 组 效应 
(block effec). ЖЕЕ У) = 0. 这 时 天 可 


用 振 阵 记号 表 为 : 

(4) X = ФЕ + zx + W, 

Hb e = (pai) (а= 1, niim dust 
其 中 pu = 1( 当 第 i 个 处 理 实施 于 小 区 a); 
= 0( 其 他 ), JER V (Ф) (am 1, sm 
i=l, -r b), HP du 一 1 ( 当 小 区 “属于 
第 i 个 区 组 ); 一 0 (其 他 )。 这 里 假定 


Eomh Dewees 
Daiwa 3-1 
和 
Dos hl. 


ri 叫做 第 ;个 处 理 的 重复 数 (number of rep 
lication)。 若 置 N = (m) 一 Ф, Bi ni 是 第 i 
个 处 理 实施 于 第 í 个 区 组 的 次 数 。 和 矩阵 叫做 
区 组 设计 的 关联 纸 阵 (incidence matrix). 

我 们 说 处 理 /与 处 理 六 是 连通 的 (connec 
wd), 如 果 存 在 一 整数 链 айай “tata 使 得 
1 和 2 和 (一 1 -ees 0), 1636026060 
1,774) Al mig, > 0, iy, > б, т, > 0975s 
nas >> 0 mi > 9。 同样 可 以 定义 两 个 区 组 
之 间 的 连通 性 。 若 所 有 的 处 理 和 所 有 的 区 组 互 
为 连通 , 则 称 设计 是 连通 的 这 时 ,后 面 定义 的 
JEP: CHOBE v 一 1。 若 设计 是 不 连通 的 ， 则 
关联 矩阵 可 分 因为 二 个 或 更 多 的 连通 部 分 ， 
вам c (e). BOTRE TURS 
虑 连通 情形 . 

【国定 杭 弄 中 的 估计 与 检验 】 这 里 假定 关 


于 W 的 条 件 3) 和 b) 成 立 . ESI LES 
IRA S 和 H 的 正规 方程 是 
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v $ Ф 
©) (v )em(ug)-(, )x. 
置 ФФ = diag (п, `` > r,) = D, (diag (++ -) 
是 以 … -为 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 )， 
Wu = diag (h, +--> ke) = Dy 4 
C = D, — Мру 
和 
Q=( —хргт)Х, 
RY (5) 变 为 " 
(6 cÉ =Q, H - DiX- N Š). 
令 工 是 一 个 使 C 对 角 化 的 正 交 矩阵 , 亦 即 
L'CL = diag (бо, `" "> рел» 0) 


m = Alp; > (V i)). 
A* = diag (oi, pz 0) 


和 C*=LA*L’, R| $—c*Q 是 (6) 的 特 解 , 且 
У) 8,- 0. ФИНЕ F= (РР o> 
T 


F, 的 参数 函数 = 一 FE URE (urea 
tment contrast)， 如 果 系数 的 和 DF, 为 0， 特 


别 当 FF — 1 时 , 处 理 对 比 < 叫做 正规 化 对 比 
(normalized contrast)。 若 设计 是 连通 的 , 则 任意 
的 处 理 对 比 < 是 可 估 的 ', 且 * 的 最 佳 线性 无 偏 
估计 量 + 是 在 一 FÉ. ig f EER C 的 对 应 于 
特征 根 o, 的 单位 长 度 特征 向 量 , 且 


Fe У) а, 
WARDER A D а/е 


这 里 假定 关于 W 的 条 件 a), b) 和 c) 成 
立 . 考虑 假设 H: h 一 … 一 &, 的 检验 。 这 个 
Li DET] 
(7) X — zn + W. 
考虑 R° 的 直 和 分 解 
Re = L(I) + LEY) + Li(0,9) + Lay, 
其 中 LECA) 和 Lš 分别 是 L( B) RT L(A) 和 
R HERB MAL — (1,---,1)'є К”. 
分 解 子 空间 LU), Le), Lolo, W) 和 了 加 
的 射影 矩阵 ?分 别 记 作 PG 一 1, …，4)， 则 
P, = C1/n) Enns 
P, = DPU — (1/2) Enns 


ime ”试验 设计 

P= (I, UD;W)oC*o (1, Уч), 

P,= 1, — P, — P, — Р, 
其 中 Е 是 元 素 全 为 1 的 < x bp GMI 
n X 单位 矩阵 。 关 于 模型 (4) 的 假设 (7) 的 
检验 的 方差 分 析 ' 由 

X'X = K'PX RXPX +X'P,X +X'PX 

给 出 . 这 叫 区 组 内 分 析 (intrablock analysis). 对 
假设 互 常用 的 一 个 检验 可 由 临界 域 

F = (a — b — + 1)/(e — 1)) 

x (CP,X/ X' PX) > 常数 

给 出 (= 统计 线性 模型 ). 

【最 优 设计 】 在 某 种 意义 下 ， 使 正规 化 对 
化 = 的 估计 量 站 的 方差 为 最 小 的 区 组 设计 叫做 
最 优 (optimal) 设计 。 设 已 给 处 理 数 v, 区 组 数 
MARAKI k < v G=,- b). IIE 


ot 
下 列 条 件 之 一 的 区 组 设计 是 最 优 的 : D 2 o 
m 


为 最 大 ; П) min pi 为 最 大 ; Ш) 参数 与 一 与 的 
估计 量 的 方差 的 总 和 为 最 小 . 若 
m= em (з — b)/(v —1) = es 

且 mi 一 1 或 0, 那 末 , 无 论 对 哪个 条 件 D, Ш 和 
ш) 设计 都 是 最 优 的 。 这 时 我 们 有 c — (1, 一 
cE). 这 样 的 区 组 设计 叫做 平衡 区 组 设计 
(balanced block design). 特别 , 当 区 组 的 大 小 心 
KRAF i 而 为 常数 4《， 处 理 的 重复 数 ,不依 
MT i 而 为 常数 ,相遇 数 ar 一 D тти 


《处 理 i 和 六 一 起 实施 于 相同 区 组 的 次 数 ) 不 
依赖 于 i 和 产 而 为 常数 2 时 ,设计 是 平衡 的 。 
这 时 设计 叫做 平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced 
incomplete block design， 缩 写 为 BIBD). 由 于 
k< v, 所 以 是 不 完备 的 。 这 样 一 个 BIBD 记 作 
(wv，k，5，r，4)， 并 且 有 关系 vr = bk, Uo 一 
1) = rkl) r< b fir Sk. WBS о = b 
时 ,设计 称 为 对 称 的 。 当 "一 2 为 偶数 时 ， 
r 一 1 必须 是 一 个 完全 平方 数 。 BIBD 存在 的 
一 些 必要 条 件 已 经 得 到 ， 其 中 的 一 个 是 用 
Hasse-Minkowski 的 了 不 变量 
c,(4) = (—1, —1y П (р) 


iei 


表述 的 ,此 处 


(m, m (22, 


是 Hilbert 的 范 数 剩余 记号 ?和 D, 是 4 的 主子 
行列 式 。 但 是 BIBD 存在 的 充分 必要 条 件 还 不 
知道 . 

构造 BIBD 的 一 个 方法 ,是 把 有 限 域 ' 上 的 
投影 几何 和 有 限 仿 射 几何 的 子 空间 当 作 区 组 ， 
但 靠 这 些 只 能 构造 特殊 的 设计 。 为 了 说 明 构造 
BIBD 的 另 一 方法 , 我们 令 G 为 一 个 ” 阶 加 群 ， 
并 且 xf?，-…， x 名 是 对 应 此 群 各 元 素 * 中 的 m 
个 处 理 。 ЖЕР) 称 做 属于 第 “组 ， 以 及 处 理 
对 G8 WP) Ri Co Bx”) HIME (difference), 
如 果 x 一 z 一 (40), RANI AY 
k t RGB By о, rn], Be 
{x 各，……， x 站}， 使 得 每 个 区 组 B; 恰好 包含 
属于 第 “组 的 7 个 处 理 (a 一 1,…, т), 并 在 
相同 区 组 中 的 所 有 处 理 对 中 间 ， 存 在 2 Cos 
В, x) 型 的 差 。 这 样 一 组 * 个 区 组 叫做 楚 集 
(difference set). 差 集中 的 这 + 个 区 组 叫做 初始 
区 组 initial block)， 设 已 给 这 样 一 个 差 集 ， 那 
末 我 们 通过 把 加 群 G 的 元 素 加 到 每 个 B, G = 
1,… ,1) 的 处 理 上 ,可 以 得 到 ”个 区 组 ， 这 =? 
个 区 组 形成 一 个 BIBD (> 一 mn, k= rm/t, 
b = nt, т 2). 

【混合 模型 中 的 估计 】 在 区 组 大 小 与 重 
复数 r 一 定 的 区 组 设计 (4) 中 , 设 专 是 固定 效应 ， 
多 是 随机 效应 H, 并 假定 W 满足 条 件 a) Mb) 
以 及 万 满足 条 件 d) fn c) GXHHB 5, 换 为 H 
的 坐标 Hi). Æ ECH) = т, ў 1,5775 b, RU 
RH Hub H Г,т, 4) 便 可 写成 
(8) X — Гт + @t + £H + W, 

HE ЕСН) = 0.， 求 专 的 最 小 二 乘 估计 兮 的 正 
规 方程 是 
(9) (C + e? + 407 0)8 
= Q + ee + £07 Q.. 

dub c Q E # (6) 中 定义 , 并 且 

Су = NDj'N 一 ror'Eo 

Q = (Dg — e EAP)X. 
(9) Жо: ot BEARD AL. 3 otto 


不 给 定时 ， 把 由 方差 分 析 表 得 到 的 呈 + koi ËJ 
无 偏 估 计量 代 人 《9) 而 得 的 解 ， 当 区 组 数 趋 于 
无 穷 大 时 是 专 的 相 容 估计 量 +. 

设 模型 (8) 中 的 专 (为 简单 起 见 记 作 8) 和 
Н 都 是 随机 效应 。 BOE F, H 和 W 互相 独 
Xr, B 8, H 和 W 的 分 布 分 别 是 N (0, o31,)， 
N(0.oil,) 和 N(0,o1。). (8) 的 性 的 分 布 有 四 
ABM v, о, 01,01. 当 & 一 ”时 ,最 小 充分 估 
计量 + 一 般 是 不 完备 的 +。 KA, To of Moi 
的 最 优 估计 量 就 不 能 确定 。 例如 ，BIBD (v, 
ks bs r 1) 的 随机 模型 的 最 小 充分 统计 量 
Ж (Ух, X'PAX, X'P5X, X'P,X, X'P.X, 
Х'Р,Х), 此 处 
Py = kr — a) BTB 

一 人 r(r 4) Bans 
0 Pam RR Dr + д) 

x (T —£'BT)XT — ТВ), 
=k'B— Rr — 1)'BTB 
+ (r — a)n Bons 
Py I — (В — Ра, 
P, = rT — n Enns 
Kh T =op fü B ши. 这 时 有 

Е(ХР,Х) = (п — b — > + 1o, 

Е(Х'Р,Х) = (b — v)(o? + kn). 
ea PED Н о ЖП oi CAR iE IB 
不 能 保证 其 最 优 性 (一 统计 量 ). 

【随机 化 】 无 论 是 什么 试验 ， 小 区 总 有 小 
区 本 身 的 效应 。 区 组 要 构造 成 使 区 组 内 的 小 区 
效应 尽量 地 均匀 ,但 也 不 能 完全 消除 小 区 效应 . 
于 是 ， 当 从 。 个 处 理 中 取 * 个 实施 于 某 一 区 组 
有 时， 哪个 处 理 安排 在 哪个 小 区 要 随机 地 决定 . 
这 种 程序 叫做 随机 化 (randomization). 这 样 一 
来 ,小 区 效应 是 随机 的 ,而 且 模型 (4) 中 的 误差 
项 可 以 看 作 是 小 区 效应 与 原 有 误差 的 总 和 。 当 
k= fN = ЕЁ}, 设计 叫做 随机 区 组 设计 
(randomized block design). 

【 析 因 试验 】 设 有 4 个 因素 Fo Fot 
Е, XEEN, BARKA sC m 1. 4) 
个 水 平 (level)， 假 定 # 个 因素 的 水 平 的 所 有 组 
++ X sy 种 处 理 的 效应 可 表 


‚ @ = +X n x 
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为 主 效应 (main effect) 和 交互 作用 (interaction) 
的 和 .。 这 样 一 种 试验 叫做 析 因 试验 factorial 
experiments), 24 4 = 2 时 , 主 效应 记 作 
BA (580, P= Gir 825 

交互 作用 记 作 

EP = (81, Es Ehn) > 
此 处 


Sano, 
= = 
Ds- o 
若 对 试验 次 数 没有 任何 限制 , 可 把 ve x n 
个 处 理 组 合 各 重复 试验 : 次 。 这 种 试验 叫做 二 
因素 试验 设计 (two-way layout), 观测 向 量 X 
的 分 量 X, 可 表 为 线性 模型 
Xim T +E +E + ER + Win 
i= hess Geb kabest 
或 用 向 量 记 号 表 为 
X= Tr + А + Ad + Аш" + W. 
方差 分 析 由 XX УХРХ 给 出 , 此 处 
P， 是 由 直 和 分 解 Re = LP) + LEC) + 
Lt (A) + Laat (Au) + Lant 导出 的 子 空 
间 的 射影 矩阵 G 一 1, 2，…，5)，X 关于 
足 码 太 的 算术 平均 记 作 Xj.， 同 样 得 到 Х,.., 
Х.Х... WJ 
Х'Р,Х = n, 
X'p,X = „>С 
X'p,X = XC 
ХХ = XQ. —X, 
KPX — У(Х — X42". 


方差 分 析 表 如 表 1. 
Rl z*au* 
因 x 平方 和 | Ah E 
F t жЕ | XPX Pen 
F, # ж É Xx aol 
Fs 交互 作用 XPX | -Do-D 
LESE | хх 87 


【代数 的 应 用 】 在 试验 设计 的 理论 中 , 结 
合 代数 与 关系 代数 的 概念 起 着 重要 的 作用 VE 
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4; G = 0,1, +++, m) 是 元 素 为 1 或 0 的 vxv 
XPHOBEE, 满足 下 列 条 件 的 4;， 叫 做 结合 矩 
阵 : 

34 - Bos 


izo 


且 对 每 一 * 1, FERB ри, 使 


Ad, 一 2 Lom 


若 А, 一 (oj 的 ар = 1, 则 称 处 理 i SERE T 
是 第 i 结合。 由 矩阵 Ao As -…，Am 生成 的 
实数 域 上 的 代数 ' .er 叫做 结合 代数 (association 
algebra), .er 是 可 换 的 ,而 且 А, — Pa = Ca) 
是 .er 的 正则 表示 。 存在 正则 矩阵 C = (eu) 
使 所 有 P, 同时 变换 为 对 角 和 矩阵 : 
CBC = diag (zus ***s Zwi) 
E 9,1, m). 


pU 4-(X€ee) D en; 


是 .er 的 互相 正 交 的 赛 等 元 . m 一 3 时 -er 的 
一 个 例子 : 

4o l, @ las 

A = (Ey, —L)8L,; 

A= L, Q (En 1,)> 

A = (En, — 1„) @ (Enn — 1), 
其 中 O 表示 Keonecker BY, H Ao Аз, 42 
Ay ERATE ,of 叫做 G3 型 结合 代数 。 结合 
矩阵 Ao Ay, A 和 43 对 应 着 二 因素 试验 设计 
的 处 理 之 间 的 关系 。 正 交 的 寡 等 元 这 时 是 

AB = CES Е,» 

AE = (L, — SE ig) ЗЕ, 

AP = Ey, Q Ch, — S'E re) 
和 

AP = (1, T SEQQ Q CL, — s'E,,,). 
4 (22) 个 因素 的 析 因 试验 设计 的 .er ， 可 同 
样 得 到 。 当 4 一 3 时 ， 可 得 到 结合 矩阵 A, 
G@=0,1,-++,7). 已 知道 有 各 种 类 型 的 结合 
方案 ,其 中 的 一 些 分 为 可 分 组 \ 三 角 和 循环 等 类 
型 . 

考虑 由 一 个 试验 单位 (我 们 称 之 为 小 区 ) 组 
成 的 试验 设计 。 把 小 区 之 间 的 关系 尺 定 义 为 小 


4 = 1,, 


区 的 一 组 有 序 对 (i, i). n 个 小 区 之 间 的 关 
系 R 可 表 为 由 0 与 1 组 成 的 x x n я} Fe E EE 
Cra): 
wl 1、。 如 果 依 关系 R :和 1 有 关系 ， 
to, У ЖЖ, 
MAME ICR. MR uM k 
种 关系 Ris …-，Rk， 则 由 和 矩阵 Ry, ---, R, E 
成 的 实数 域 上 的 代数 A 叫做 设计 的 关系 代数 
(relationship algebra). .家 是 一 个 半 单 代数 +. 
BID. 在 4 一 2 的 析 因 试验 中 重复 t 次 的 

情形 ,由 下 列 矩 阵 生成 的 实数 域 上 的 代数 HE 
这 一 试验 的 关系 代数 (relationship algebra): 

By = Ac @ ln 

В, = ACE, — 1), 

B, = A QE, 

B, = A, @ Ens 

B, = A, Em 
其 中 4, G = 0, 1, 2, 3) 是 С, 型 结合 矩阵 , 对 
Ri R WO BEAN HA EAB IE ҖЕ Ж 

BE = АЕ, 

B? = ЛӘ Em 

B? = 4? Q Em 

B? = Аў Q MEn 


Tä 


和 
BP = A © (l, — Ew)» 

而 这 些 都 与 二 因素 试验 设计 的 射影 矩阵 已 相 
A. 

例 2). 考虑 一 个 有 ”个 处 理 和 “个 区 组 的 
区 组 设计 ， 其 中 每 个 处 理 重复 相同 的 次 数 + 和 
每 个 区 组 的 大 小 同 是 一 定 的 人 (天 о). 设 由 结 
BE AGG 0,1, +++, m) 定义 处 理 之 间 的 结 
BRA. 2. 为 第 i 结合 的 处 理 i 和 1 所 实 
施 的 区 组 数目 。 设 计 叫 做 部 分 平衡 不 完全 区 组 
设计 (partially balanced incomplete block design, 
缩写 为 PBIBD), 如 果 д, 不 依赖 i 和 z 而 为 一 
eH > 0. Tg m = 1%], 设计 是 BBD. 
设 观测 向 量 由 (4) 表示 。 置 B 一 ww, T, = 
04,9 , DIH Les Enns В, T; (i — 1,2, m) 
生成 的 实数 域 上 的 代数 BE PBIBD 的 关系 代 
ж. ENN 一 2244, 一 Ded, HH o(0< 


pi < rk) 是 常数 , 且 Т? 一 04#0 ， 则 当 户 一 
rk 时 称 LTP) 与 区 组 混杂 (confounded); 当 
0 <p,< rk 8 (ТР) 与 区 组 部 分 混杂 
(partially confounded); 当 p; = 0 时 称 L(TT) 
SKAER. #RETRM, 完全 可 约 的 , B. 
与 图 1 所 示 类 型 的 矩阵 的 代数 同 构 。 使 单位 阵 
1。 分解 为 R 的 相互 正 交 的 寡 等 元 ， 可 以 得 到 
PBIBD 的 方差 分 析 ， 对 一 个 PBIBD，(6) 中 的 
жй C 的 形状 是 


c= >rt, 


此 处 ri = k — Koi 


图 1 图 2 


【两 方 消除 非 均 匀 性 的 设计 】 考虑 ”个 处 

理 在 * Xx w 甜 形 区 组 的 试验 设计 。 行 效应 和 列 
效应 分 别 记 作 m RI». 这 样 一 来 , ХЕ АКЕ 
(0) Х= Ги + ФЕ + n+ Hy + W 
ЖАГ, o, V 和 区 的 定义 与 区 组 设计 的 相同 . 
SEL = ФП, M = фе, D, = ФФ, F=D,— 
wOLL'—w'MM' u^w?LE,L', ШЕЕ 
到 (6) 中 的 矩阵 C 的 作用 ， 当 F 的 秩 为 一 1 
时 ,设计 称 为 连通 的 ， 若 
а) F = т(1,— Ev)» 
则 设计 满足 前 述 的 最 优 条 件 D, П), ш). E 
«wc В. (11) 成 立 ， 则 设计 称 为 拉丁 方 
(Latin square); Жи = v H (11) 成 立 , 则 设计 
称 为 Youden Jj (Youden square); ## >v 
且 (11) 成 立 ， 则 设计 称 为 Shrikhande 方 
(Shrikhande square), 

BOR "个 处 理 之 间 的 关系 可 由 结合 方案 来 
定义 ， 则 两 方 消除 非 均 匀 性 的 部 分 平衡 设计 
(partially balanced designs for two-way elimination 
of heterogencity) 可 如 PBIBD 那样 定义 。 这 时 ， 


下 一 > uA? 


m 
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RI RIE = (1, En — 1) WOD 
成 立 , 从 而 最 优 条 件 得 到 满足 。 两 方 消除 非 均 
匀 人 性 的 部 分 平衡 设计 的 关系 代数 A DEX E 
和 PBIBD WHE, A 与 图 2 所 示 类 型 的 矩阵 
的 代数 同 构 。 使 /。 分 解 为 2 A ELE SEE 
等 元 , 可 得 出 这 个 设计 的 方差 分 析 . 

【 正 交 表 】 考虑 ç 种 不 同 字母 在 N x k E 
阵 的 排列 、 若 对 任意 4(2 < a < D PI, ”个 字 
母 取 4 个 的 排列 (可 能 排列 的 数目 是 AVE N TT 
里 各 重复 次, 则 这 种 排列 叫做 一 个 大 小 (size) 
26 N, SURGE (constraint) 20 ks ЖЖ (level) 为 
© FARR BE (strength) 2% 2 AYER (orthogonal 
layout), id/E (N, 6, о, d). HB, 4 4 = 21 
4 一 189, ERR (=, k, v, 2) fr F k — 2 
个 互相 正 交 的 。 阶 拉丁 方 。 正 交 表 的 存在 与 
BIBD 的 存在 有 着 密切 的 关系 。 例如 ， 正 交 表 
CRs £ + 1, ks 2) 的 存在 性 等 价 于 BIBD (v = 
P. b= kk + 1), k, = £ + 1,42 = 1) ОА 
在 性 . 

关于 试验 设计 ， 上 面 没 有 涉及 到 的 主题 还 
有 很 多 。 特 别 , KTS MLR, 见 [4], 关于 部 
分 实施 , 见 [5], 关于 响应 曲面 , 见 [7]. 

(51 [1] ЗНА, KANOR, 东洋 经 
Bü, 1962; [2] UTEN, KAHE, ME 
应 用 数学 , 1958; [3] A. T. James, The relationship 
algebra of an experimental design, Ann. Math. Statiste, 28 
(1957), 993—1002; [4] Н. Scheffé, The analysis of 
variance, Joha Wiley, 1959, [5] О. Kempthorne, The 
design and analysis of experiments, John Wiley, £952; 
[6] W. G. Cochran-G. M. Cox, Experimental designs, 


John Wiley, 1950; [7] G. E. P. Box-N. R. Draper, 
Evolutionary operation, John Wiley, 1968. 


抽样 方法 [Æ sampling methods 法 méthode 
d’échantillonnage Ф Stichprobeverfahren íA 
метод осмотра образчиком Н ЖЖ?) 
抽样 方法 ， 是 要 从 被 调查 集团 的 几 个 而 不 是 所 
有 的 观测 值 中 得 到 关于 整个 集团 的 讯息 的 一 种 
手段 。 有 关 的 集 田 ,通常 叫做 总 体 ,而 被 观测 或 
调查 的 部 分 叫做 样本 (sample)。，」. Neyman 提 
倡 随机 抽样 思想 ,对 抽样 引进 某 些 随机 操作 ,以 
保证 所 得 结果 的 客观 可 靠 性 。 在 此 不 想 涉及 具 
体 调查 的 技术 细节 ， 而 只 说 明 其 数学 上 的 理论 
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结构 . 

设 总 体 由 NN 个 单位 组 成 , 叫做 大 小 为 入 的 
有 限 总 体 (finite population of size №). i44% 
位 有 特征 值 a, 它 是 集合 2 的 元 素 。 总 体 所 有 


的 特征 值 的 集合 记 作 Ө 一 (wm，-…，axw)， 并 把 
它 看 做 一 个 参数 '。 所 有 可 能 的 Ө 的 集合 记 作 
aco’, 


设 一 个 单位 已 被 抽出 ， 并 按 某 种 程序 进行 
观测 ,被 观测 的 单位 的 序号 是 J, 被 观测 的 单位 
的 特征 值 是 X. 若 观测 是 没有 误差 的 , 则 X 一 cy 
设 ”为 被 观测 单位 的 个 数 即 样本 的 大 小 (sample 
size), п 可 以 是 随机 变量 。 整个 观测 值 记 作 
(J, X) = Qv XX 此 处 
X, =a. Jote 如 之 中 允许 有 相同 的 重复 
出 现 . 确定 J 的 概率 格式 叫做 抽样 程序 (samp- 
ling procedure)， 若 抽样 程序 满足 条 件 C): 
Pr (J; =) 不 依赖 于 mw FI Xia, c X, UB. 
BLL Л ns Л ARK Xi +++, Xim) WI 
此 抽样 程序 叫做 随机 抽样 程序 (random sampling 
procedure)， 此 外 , 若 J 的 联合 分 布 不 依赖 6, 则 
称 抽样 程序 是 正则 (regular) 的 ， 若 ”为 一 定 ， 
H Pr (Л) 关于 J 为 对 称 的 , 则 称 抽样 程序 为 一 
жїз. 

抽样 方法 的 两 个 主要 数学 问题 是 ， 决 定 一 
个 随机 抽样 程序 和 提供 关于 6 的 统计 推断 方 
法 


【推断 的 问题 】 假定 条 件 C) mx. (J, 
X) 的 概率 分 布 为 
Pr((J,X) = Go °° X) 
一 Pr(7 = i04 00) Pe Q, = hl Jis Ха) (X) 
P, = Хо Jets X OG, 
其 中 4) 一 1， 当 X= ap 
=0, 4 X, = aj. 
这 个 公式 可 简化 为 形状 
Pr ((J, Х)) = PO, X> (X D, 
其 中 
СХ, J)=1, Ж Хаа ilem 
一 0， 其 他 . 
上 式 是 抽样 调查 问题 的 基本 模型 .我 们 注 


tides Xio 


意 到 P(J, X) 与 参数 0 XX. 
现在 , 设 1= (hy е Ie) << 
<ln) E J 去 掉 重 复 后 的 顺序 统计 量 和 了 一 
Qu Y) (Yi 一 a) RI X (8 , Ш 
G, Y) 3i (J, X) 求 得 的 统计 量 '。 U, Y) 
的 分 布 也 和 上 面 一 样 表 为 
Pr (C, Y)) 一 PUL У), (Y, Г), 
其 中 
(У, D) —1,Y;— a 1 一 1 m 
一 0， 其 他 . 
因为 对 所 有 的 9 有 „СҮ, D) m (X, J), Pr 
以 ,条 件 分 布 Pr (X, J)|(Y, D). 与 参数 9 
XX. 从 而 , UY) 是 充分 统计 量 *. TER 
据 充分 统计 量 的 一 般 理论 可 知 ， 关 于 所 有 的 推 
断 问题 ， 利 用 去 掉 重 复 后 的 顺序 统计 量 就 足够 
Te 
【估计 的 问题 】 设 (Ө) = glm c av) 
为 一 个 实 参数 , 考虑 它 的 无 偏 估计 量 7"。 定理 : 
g(0) 有 无 偏 估 计量 的 充分 必要 条 件 是 , 它 能 够 
分 解 为 形状 
g(0) = E (а, t tuos 
Pe = GG), 4502) > 05 
А 
车 抽样 程序 是 正则 的 ， 第 二 个 条件 可 以 换 成 
Pr(E SG) sj) > 0, v= 1,250 
《[4])， 从 而 , 若 o; 为 实数 , 且 抽 样 程序 为 正则 
的 , 则 a = Da/N 是 可 估 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 
i A Pr (131) > 0, ЦЕ о = Elo — 227 
(N — 1) = УУ (a, —a/NCN — 1) 是 可 
估 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 的 i 和 i 有 
Prd 5G, )) > 0. 
П = 并 不 可 估 , 除 非 


i 
Pr = (1, -++ N)) >0, 

对 于 任意 的 g(6), 上 述 的 分 解 不 是 唯一 

的 . 对 应 不 同 的 分 解 可 以 导出 不 同 的 无 偏 估计 

ж. 此 外 ,对 抽样 程序 为 正则 的 情形 , 当 68 一 9 
时 总 可 以 构造 一 个 无 偏 估计 量 ¿(0) 使 
Pr (200) = 8(bo)19 = &) = 1, 

如 果 g《9) 是 可 估 的 。 从 而 局 部 最 佳 无 偏 估计 


量 的 方差 常 为 0。 所 以 ， 除 了 方差 常 为 0 的 估 
计量 以 外 ,一 致 最 小 方差 无 偏 估计 量 ' 不 存在 . 

如 同 抽样 程序 和 参数 那样 、 如 果 总 体 的 单 
位 中 间 存 在 某 种 对 称 性 ， 那 末 对 估计 量 也 要 
求 某 种 对 称 性 是 合理 的 . 设 G 是 NN 个 数 的 
置换 群 。 设 对 oco 和 reG， 有 79€8 和 
g(v0) = g(0)， 如 果 对 所 有 的 re G, 有 

Pe (J) = Pr (J), 

那 末 称 抽样 程序 关于 G 是 不 变 的 +。 一 个 估计 
量 称 为 不 变 的 ， 如 果 其 值 对 样本 单位 号 的 置换 
Y€ G 为 不 变 的 话 。 如 果 G 是 所 有 置换 的 全 体 
《 即 对 称 群 ), 那 末 不 变 估 计量 只 是 Y GR X) 
的 函数 ， 若 了 iHi m BE, WY 是 完 
备 的 ' (在 某 些 弱 的 条 件 下 )。 所 以 存在 唯一 的 
最 小 方差 不 变 无 偏 估计 量 ， 

当 有 某 种 附加 信息 时 ,可 用 补助 变量 Caux- 
агу variable) fi, ` ` Ву 来 表示 , 而 这 些 变量 
是 已 知 的 ， 且 假定 与 w, oy 有 某 些 关系 。 
假定 ai 为 实数 ， 且 要 估计 的 参数 是 9 一 2 一 
С а)/№. 4 /的 维 数 m > k+l, 时 ,如 果 对 
HAEARN PM К с» ось 我 们 有 


a; = ФО cis tn iml, +t N, 


那 末 我 们 可 以 为 & 造 出 一 个 方差 为 0 的 无 偏 估 
计量 。 特 别 , 对 应 关系 mw = cB, 的 估计 量 ， 叫 
做 无 偏 比 估计 量 (unbiased ratio estimator); 对 
应 a, = суй, + с, 的 估计 量 叫 做 无 偏 回归 估计 
JE (unbiased regression cstimator)， 若 抽样 概率 
是 均匀 的 ， 则 无 偏 比 估计 量 由 

& — 7B + (QN — D/N(Q — 1) LY — 73] 
给 出 , 此 处 7 是 mVP; 的 样本 沟 值 ,5 是 p, 的 样 
本 均值 ,有 Ж B; 的 总 体 均值 . 

【 渐 近 置信 区 间 ]】 通常 不 可 能 根据 精确 小 
样本 理论 得 到 任何 有 意义 的 置信 区 间 +。 但 若 
a 是 实 的 ,并 且 抽样 程序 是 一 致 的 和 无 放 回 的 ， 
ІШ МПа = oo 并 且 lim sup n/N 二 1 时 , 样 
本 均值 X 渐 近 地 服从 正 态 分 布 


TEE 


其 中 


抽样 方法 н 


a Жы. — ay. 
ET Xs —ay, 
RE 


max (а; — à) 


此 外 。 当 一 oo 时 样本 方差 收敛 于 oa 由 这 
些 结果 ,我 们 可 以 构造 a 的 渐 近 置信 区 间 . 

【抽样 程序 的 问题 】 在 确定 抽样 程序 时 ， 
必须 考虑 抽样 的 技术 以 及 估计 值 的 精度 这 两 
个 方面 。 作 为 常用 的 抽样 程序 , 考虑 多 级 抽样 
(multistage sampling) ”和 分 层 抽 样 。 stratified 
sampling)， 或 者 两 者 的 某 种 组 合 。 例如 将 总 体 
分 为 个 子 总 体 , 第 一 阶段 , 先 将 子 总 体 作为 抽 
样 单位 ， 选 取 几 个 子 总 体 ， 其 次 ， 再 由 所 选取 
的 子 总 体 抽 出 最 终 单位 ， 这 种 方法 叫做 二 级 抽 
样 。 选取 子 总 体 的 概率 可 以 是 均匀 的 , 或 者 是 
与 子 总 体 的 大 小 成 比例 的 ， 分 层 抽样 , 是 把 同 
一 总 体 分 为 几 个 组 (叫做 层 (stratum)), 在 每 个 
层 中 ， 以 不 同 的 比率 选取 单位 的 一 种 方法 若 
第 i 层 的 大 小 为 Wi CEN; = N)， 每 层 抽 样 的 
大 小 为 w， 且 每 个 层 内 的 抽样 概率 是 均匀 的 ， 
那 末 总 体 均值 & 的 最 普通 的 估计 量 为 

a= X (NX)/N. 
此 处 X, 是 第 i 层 的 样本 均值 .如 的 方差 为 
V(&) = (/NYE(QNI/n)Q — в/о 
此 处 中 是 第 i 层 内 的 总 体 方差 

如 果 从 第 层 中 抽出 一 个 单位 所 需 费 用 为 

ci， 那 末 在 总 费用 一 定 的 条 件 下 , 令 

n/N, © ai] Nl c, 
便 可 使 估计 量 的 方差 V(&) 为 最 小 。 这 叫做 最 
优 分 配 (optimum allocation). 

如 果 从 判决 函数 + 的 观点 来 统一 看 待 抽样 
程序 和 估计 程序 , 那 示 ,上述 的 程序 可 以 认为 是 
最 佳 不 变 程序 或 者 极 小 极 大 ?程序 ， 

在 实际 中 ， 样 本 单位 的 测定 不 能 说 是 没有 
误差 的 。 这 样 ,我 们 设 

X; — а; + ei 


此 处 si 表示 误差 。 如 果 已 知 误差 的 概率 性 质 ， 
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则 可 制订 能 估计 误差 有 多 大 的 抽样 程序 。 Р. 
C. Mahalanobis 的 “贯通 抽样 ”(interpenetrating 
sample) 的 方法 ， 就 是 为 了 控制 误差 的 一 种 方 
Ж. 

【概念 的 问题 】 虽然 已 经 确认 抽样 方法 在 
大 量 社会 的 或 经 济 的 调查 中 是 有 用 的 ， 但 是 关 
于 方法 的 基础 (特别 是 当 辅 助 信息 存 在 时 )。 还 
有 困难 的 概念 问题 尚 待 解决 . 
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John Wiley, 1953; [2] M. H. Hansea-W. N. Hurwitz- 
W. G. Madow, Sample survey methods and theory 1, Il, 
John Wiley, 1953; [3] T. Dalenius, Recent advances in 
sample survey theory and methods, Ann. Math. Statist., 
33 (1962), 325—349, [4] K. Takeuchi, Some remarks 
on general theory for unbiased estimation of a real pa- 
rameter of a finite population, Japan. J- Math., 35 (1966), 
73—84; [5] D. Raj, Sampling theory, McGraw-Hill, 
1968. 


统计 质量 管理 
contrôle statistique des qualités 8 statistische 
Qualitatskontrolle ”从 статистический контроль 
качества Н НАДИН) 在 质量 管理 
的 业务 中 ,用 统计 方法 进行 的 ,叫做 统计 质量 管 
理 . 这 里 讲 的 “质量 ", 一 般 指 产品 的 强度 、 纯 度 
等 从 物理 ,化 学 上 可 以 测定 的 量 ,此 外 还 包含 为 
顾客 提供 的 服务 的 质量 、 银 行 贷款 经 营 的 好 坏 、 
已 出 卖 的 产品 修理 的 难 易 等 ， 是 一 个 很 广泛 的 
概念 。 在 这 些 特性 中 多 数 是 具有 随机 波动 性 
的 , 因此 它们 就 成 为 应 用 统计 方法 的 对 象 。 特 
别 是 工业 生产 的 产品 质量 ， 是 主要 而 且 典 型 的 
对 象 ， 所 以 下 面 就 对 这 种 情况 予以 说 明 (一 % 
计 推 断 ). 

把 产品 的 质量 这 个 多 方面 的 概念 ， 用 几 个 
尽 可 能 是 物理 上 的 特征 加 以 规定 ， 称 为 质量 特 
ФЕ (quality characteristic), 把 质量 特性 看 做 随 
机 变量 , 并 控制 它 的 波动 , 就 是 统计 质量 管理 . 
为 此 目的 , 当然 要 测 出 质量 特性 值 , 进行 分 组 ， 
求 频数 分 布 表 ,以 了 解 其 分 布 的 大 致 情况 ,此 外 ， 
在 生产 过 程 的 各 个 阶段 中 ,还 需要 下 述 的 方法 . 
例如 ， 在 设计 阶段 ， 在 研究 室 做 试验 的 试验 设 
Ht; 为 了 弄 清 各 种 生产 条 件 、 各 种 质量 特性 之 
间 的 关系 ， 以 便 确 定 应 当 取 为 管理 对 象 的 特 狂 


[3È statistical quality control 法 


而 做 的 相关 分 析 和 回归 分 析 *; 着 眼 于 其 特性 的 
波动 ， 并 为 发 现 生产 条 件 的 异常 而 用 的 管理 图 
dk: 为 了 进一步 得 到 改进 生产 条 件 的 数据 ， 而 
用 于 工厂 试验 的 试验 设计 ;产品 的 出 厂 检验 , 原 
料 的 验收 ， 以 及 在 生产 的 各 个 阶段 中 抽检 所 用 
的 抽样 检验 等 等 。 在 这 些 方法 当中 , 本 条 只 说 
明基 量 管理 所 特有 的 统计 方法 一 一 管理 图 法 和 
抽样 检验 方案 。 

【管理 图 法 】 管理 图 法 的 目的 ， 是 在 质量 
特性 的 波动 中 ， 判 断 在 生产 过 程 稳定 的 状态 下 
由 偶然 原因 产生 的 波动 和 查 明 后 能 够 消除 的 异 
常 原因 所 产生 的 波动 。 从 一 批 (lob) (由 生产 过 
程 生产 出 来 的 一 定数 量 产品 的 集合 .在 管理 图 
法 中 也 叫做 群 (subgroup)) 产品 中 抽出 大 小 为 
?的 随机 样本 7 Qi. Xis o X), GES 
的 统计 量 *， 并 由 此 作出 判断 。 记录 这 些 统计 
量 的 观测 值 的 图 (graph) 就 是 管理 图 (control 
chart). 

根据 所 假定 的 样本 分 布 型 和 所 用 的 统计 


县 ,管理 图 分 为 X VES СХ) (ЕБ 
AA NGE), RRAS R= 37 x, /n 做 


WERA), RERE (Rhan) CESS Ai, 
R 一 max X, 一 mia X.) (这 两 者 通常 是 并 用 的 ， 
mHK X-R HB), p 管理 图 (p-chart) (二 项 
分 布 ， 样 本 均值 ), pn 管理 图 《pchart) (二 项 


Af. > Xi)» e WSB echar) (Poisson 分 


%, > х) u язаш (u-chatt) (Poisson 分 


布 , 样 本 均值 ) 等 等 。 
Bint X ERE. Bog X; (一 1,2，…， 

n) 是 互相 独立 的 且 服 从 相同 的 正 态 分 布 N(x、 
四), 此 处 &k 和 oa, 如 后 所 述 ,使 用 由 过 去 的 大 量 
数据 计算 的 估计 值 。 于 是 关于 藉 有 

3e. 
Jn 
由 于 这 个 值 很 接近 1, 所 以 如 果 


Зд), җә P 
Pr (x Ae = 0.997. 


RE (a—3o/J 5 , pt 300 п), 
则 可 判断 为 发 生 某 种 异常 使 得 X, 的 分 布 起 了 
变化 。 对 其 他 的 管理 图 也 完全 相同 , 估计 好 统 
计量 的 网 值 和 标准 差 、 而 当 统计 量 的 值 不 落 人 
《均值 ) + (3 x 标准 差 ) 的 区 闻 时 ,就 判断 分 布 
有 了 变化 . 特别 在 X-R 管理 图 中 ,区 管理 图 起 
着 发 现 4 变化 的 作用 ， 而 R 管 理 图 则 起 着 发 现 
0 变化 的 作用 .管理 图 通常 由 一 根 表示 统计 量 
均值 的 和 两 根 表示 均值 加 减 三 倍 标准 差 的 平行 
线 组 成 ,并 依次 把 由 每 批 (lot) 算出 的 统计 量 的 
值 点 在 其 上 . “3” 这 个 系数 是 在 经 验 上 认为 合 
适 而 被 广泛 使 用 的 (叫做 Зо 法 (three sigma 
method))， 并 没有 特殊 的 理论 意义 . 

为 了 应 用 上 述 管理 图 法 ， 事 先 要 在 研究 过 
去 数据 的 基础 上 ， 把 产品 适当 地 分 群 ， 使 样本 
Xili 1,2, ++, n) 有 相同 分 布 。 当 把 生 
产 过 程 依次 生产 的 产品 质量 特性 Yo Yos os 
Yo EAL, RAHAT» IR 
封 不 动 地 假定 它们 服从 同一 分 布 是 有 困难 的 。 
例如 Y, 的 分 布 随 “ 而 变化 的 周期 为 Y 时 ,每 隔 
N 个 取 一 个 所 成 的 群 是 同 分 布 的 。 有 的 时 候 ， 
通过 Y, 的 适当 分 层 , 也 能 得 到 同样 的 效果 . 由 
这 样 的 操作 所 成 的 群 叫做 合理 的 群 〈rational 
subgroup). 若 能 造 出 合理 的 群 ， 则 称 生产 过 程 
是 处 于 管理 状态 (state of control), Xit, X 
管理 图 中 的 上 和 的 估计 可 如 下 进行 。 假 定 全 
部 过 去 的 数据 已 分 为 个 合理 群 ， 且 由 每 个 群 
抽出 的 大 小 为 = 的 样本 为 Xa G — 12, e 
пур 一 1，2，…，A)、 通 常 ,用 

x n 
RD E/E 


ie im de 


(x. > х.) 


(R; = max X; — min Ху) 


估计 o» 此 处 d; ЖОМ Xo X12 X, 服从 正 态 分 
i N(u,0*) fit, f E (max X, — min X) = der 
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的 常数 ,与 ”是 有 关 的 。 当 生产 过 程 不 处 于 管 
理 状态 , 亦 即 不 能 造 出 合理 的 群 时 ,应 采取 适当 
的 措施 作 进一步 的 分 析 , 并 调整 生产 条 件 , 使 能 
造 出 合理 的 群 . 

【抽样 检验 方案 】 抽样 检验 (sampling 
inspection》 是 把 由 一 批 产品 抽出 的 样本 的 质量 
特性 值 与 预先 确定 的 判定 准则 进行 比较 ,以便 
判定 这 批 产品 是 否 合格 的 一 种 检验 方法 。 抽 
样 可 以 分 几 次 进行 。 每 次 抽样 都 有 一 个 判定 
准则 ， 以 便 根 据 到 那 时 为 止 的 抽检 结果 来 判 
定 该 批 产品 是 否 合格 或 炙 续 抽检 ， 并 在 继续 
抽检 时 要 有 一 些 规 则 来 决定 下 一 抽样 的 样本 
大 小 ， 这 些 准 则 和 规则 合 在 一 起 , 叫做 抽样 检 
验方 案 (sampling inspection plan)、 抽 样 的 次 数 
一 般 是 随机 变量 .只 由 一 次 抽样 结果 必须 做 出 
最 终 判定 的 方案 ， 岂 做 一 次 抽样 检验 (single 
sampling inspection)， 最 多 由 两 次 抽样 能 下 最 终 
判定 的 叫做 二 次 抽样 检验 (double sampling 
inspection)。 同 样 可 以 定义 多 次 抽样 检验 (mul- 
tiple sampling inspection)。 对 抽样 次 数 事先 不 作 
限制 的 ,叫做 序 贯 抽样 检验 (sequential sampling 
inspection), 但 这 时 要 使 抽样 次 数 为 有 限 的 概率 
Al, 

抽样 检验 方案 一 经 确定 ， 具 有 一 定量 的 一 
批 产品 的 合格 概率 就 可 计算 ， 合 格 概率 作为 该 
批 产 品 组 成 的 函数 ， 叫 做 检验 方案 的 抽检 特性 
(operating characteristic), 在 很 多 情况 ， 一 批 产 
品 的 质量 可 以 由 一 个 参数 0 (废品 率 ,质量 特性 
的 平均 等 ) 来 表现 ,并 且 我 们 只 讨论 其 抽检 特性 
可 表 为 6 的 函数 的 抽检 方案 ， 此 函数 的 图 形 叫 
做 OC 曲线 (OC curve), RMIX OC 曲线 赋 加 
一 些 称心 的 条 件 ， 并 设计 出 满足 这 些 条 件 的 检 
验方 案 。 为 此 准备 有 数 表 〈 抽 样 检验 表 ) 以 供 
实际 使 用 。 通 常 采用 的 条 件 是 一 批 好 产品 尽 可 
能 合格 和 一 批 坏 的 产品 尽 可 能 不 合格 ， 即 当 
0 < 6, (ROSH) 时 不 合格 的 概率 最 多 是 o, 
而 当 Ө > 0, (s Ө < 0) 时 合格 的 概率 最 多 是 
B. XE, a MHT HAR 〈producer's risk), Ё 
叫做 用 户 风险 (consumers risk). 

若 把 一 批 产品 定 为 不 合格 与 拒绝 假设 
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9 « 6 对 应 起 来 ， 那 末 OC 曲线 不 外 是 将 检验 
功效 曲线 翻 过 来 (1 一 检验 功效 的 图 形 ), ЕН. 
厂 方 风险 和 用 户 风险 分 别 对 应 第 一 类 错误 7 和 
第 二 类 错误 '。 所 以 , 选择 抽检 方案 , 就 是 对 检 
验 功效 曲线 赋 加 某 种 条 件 后 选择 检验 的 问题 . 
实际 所 用 的 抽检 方案 多 半 也 是 基于 通常 熟知 的 
检验 作出 的 , 它们 各 具备 某 种 最 优 性 质 。 下 
面 举 出 若干 方案 为 例 。 其 中 ,计数 抽样 检验 
(sampling inspection by attributes) 是 用 离散 分 布 
的 统计 量 作 的 抽检 方案 ; 计量 抽样 检验 (am- 
pling inspection by variables) 是 用 连续 分 布 的 统 
计量 作 的 抽检 方案 (一 假设 检验 ). 

1) 批 废品 率 为 的 计数 一 次 抽样 检验 . 
设 某 批 产品 的 废品 率 为 p， 并 把 它 看 做 上 述 的 
BM 0. OC 曲线 应 当 满足 的 条 件 是 ,指定 ?的 
FAME po р, (0 < p< n < D URT HA 
险 a 和 用 户 风险 p。， 从 这 批 产品 随机 地 抽出 = 
个 ,假定 其 中 有 Z 个 废品 ,并 由 Z 作 出 决定 。Z 
服从 超 几 何 分 布 ', 并 当 批 量 足够 大 时 近似 地 服 
从 二 项 分 布 。， 对 Z 的 分 布 无 论 是 在 哪个 假定 
之 下 ， 都 要 在 满足 条 件 的 抽检 方案 中 确定 一 个 
使 所 需 的 样本 大 小 ”为 最 小 的 方案 。 这 是 一 个 
当 Z 大 于 由 po po a fl 确定 的 一 个 常数 时 判 
断 这 批 产 品 为 不 合格 的 方案 。 这 个 抽检 方案 对 
应 于 假设 : p< po 针对 备 择 假设 : p> 的 一 
致 最 大 功效 ?检验 。 

2) 总 体 分 布 为 NCp， P) (P 为 已 知 ) 时 ， 
关于 “的 计量 一 次 抽样 检验 。 从 一 批 产品 抽出 
大 小 为 上 的 样本 (Xu, Xs o XQ. BOE X; 
独立 地 服从 同一 分 布 N(x， 0")。 设 质量 特性 值 
越 小 质量 就 越 好 。 若 指定 上“ 的 两 个 值 ao T д 
(m< ж) ДЖ © Жї 8, 则 可 确定 使 = 为 最 小 的 
一 个 抽检 方案 。 这 是 一 个 当 样 本 均值 

yet Ух 
пі 
超过 由 ps а ат 确定 的 某 个 值 时 判断 这 批 
产品 为 不 合格 的 方案 。 这 个 方案 也 对 应 于 假 
设 : ncm as 针对 备 择 假设 : а 2 内 的 一 致 最 
大 功效 检验 . 
3) 抽样 多 于 一 次 的 情形 。 也 象 上 面 那样 


指定 参数 的 两 个 值 以 及 。 和 P， 但 由 于 各 次 所 
抽样 本 的 大 小 m nm e 可 以 自由 选取 ， 所 以 
满足 所 加 条 件 的 抽检 方案 可 能 很 多 。 通 常 是 求 
++ -的 期 望 值 (平均 抽检 个 数 (average 
sample number)) 尽 可 能 小 的 方案 例如 ,也 采 
用 与 序 贯 概率 比 检验 + 对 应 的 序 贰 抽样 检验 方 
案 ( 一 假设 检验 ). 

4) 在 一 些 特殊 的 抽检 方案 中 值得 一 提 的 
有 挑选 型 抽样 检验 (sampling inspection with 
screening) 和 调整 型 抽样 检验 (sampling inspec- 
tion with adjustment)。 前 者 是 对 不 合格 的 一 批 
产品 进行 全 部 检验 ， 并 把 废品 换 成 正品 的 一 种 
方案 。 这 时 ， 在 指定 请 (这 里 叫做 批 容许 废品 
ж (lot tolerance percent defective)) 和 或 者 
抽检 后 的 平均 废品 率 (叫做 平均 出 厂 质量 水 平 
(average outgoing quality lex) 后 ,我 们 采用 平 
均 抽检 数量 《expected amount of inspection) ( 包 
括 不 合格 批 在 内 的 抽检 个 数 的 期 望 值 ) 为 最 小 
的 方案 。 后 者 是 根据 抽检 结果 而 加 严 或 放宽 判 
定 准则 的 一 种 方案 . 


СФ] [1] J.M. Juran ed., Quality control. hand- 
book, McGraw-Hill, 1962; [2] А. J. Duncan, Quality 
control and industrial statistics, Richard D. Irwin, 1952, 
(3) 日 本 规格 协会 ,管理 网 法 JISZ-9021, ANOS ë 2, 
1954; [4] ВЖЕ, RRE, A SUT МН 
化 也 主 才 一 教材 ， 日 本 规格 协会 ，1963. 
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计量 经 济 学 【 英 econometrics ik  économétrie 
46 Okonometrie ik эконометрика 日 计量 经 
济 学 ] 计量 经 济 学 一 词 ， 可 在 各 种 意义 下 使 
用 。 广义 的 解释 , 一 般 是 指数 学 方法 在 经 济 问 
题 中 的 应 用 ， 包 括 数理 经 济 学 和 数学 规划 法 等 
等 。 但 这 里 采用 比较 狭义 的 解释 , 把 在 经 济 分 
析 中 系统 地 应 用 的 数理 统计 方法 叫做 计量 经 济 
学 . 

计量 经 济 学 的 主要 课题 是 对 各 种 经 济 量 之 
间 的 关系 提供 分 析 方 法 .按照 各 种 经 济 量 之 阅 
关系 的 类 型 ， 这 些 方法 可 以 分 为 四 个 范畴 .1) 
因果 关系 的 分 析 : 当 一 组 经 济 变量 Xi... X, 
影响 到 另 一 经 济 变量 Y 时 ， 可 以 分 析 这 些 影响 
的 广度 和 方向 。 2) 平衡 关系 的 分 析 : 当 一 组 
经 济 变量 Yo- Y, 由 市 场 平衡 机 构 决 定时 ，、 


分 析 确定 这 一 平衡 的 关系 . 3) 相关 关系 的 分 
Жї: 当 一 组 经 济 变量 Yes Y, ARRERA 
因素 而 同时 受到 影响 时 ,分 析 变量 的 相关 结构 。 
4) 时 间 相 依 关系 的 分 析 : 分 析 一 组 经 济 变量 随 
时 间 发 展 的 过 程 . 

【回归 分 析 的 问题 】 范畴 1) 的 一 般 方 法 
是 回归 分 析 '。 但 是 在 经 济 分 析 中 ,会 出 现 一 些 
特殊 问题 。 例 如 , 自 变量 Xi，-…，X。 的 个 数 很 
多 ,并 且 它 们 之 间 存 在 很 高 的 相关 ,因此 各 个 系 
数 的 估计 精度 显著 地 下 降 。 这 种 现象 叫做 多 重 
共 线性 (multicollinearity) 问题 ， 此 外 , 误差 项 
为 互相 独立 和 方差 为 一 定 的 假定 也 是 有 疑问 
的 . 误差 项 的 方差 不 相等 的 情形 ,或 者 在 时 间 序 
列 数据 中 误差 项 是 自 回归 的 情形 也 是 屡 见 的 . 
关于 多 重 共 线性 ,已 有 各 种 各 样 的 研究 ,但 是 有 
决定 意义 的 理论 还 没有 得 到 .如 果 误 差 的 协 方 
EM 3 为 已 知 ， 那 末 可 以 应 用 广义 最 小 二 乘 
法 +, 但 协 方 差 矩 阵 3 通常 是 未 知 的 . 

【 联 立 方程 组 】 范畴 2) 是 经 济 分 析 所 特 
有 的 。Y 一 (Y,,…,Yo) 是 由 G 个 经 济 最 组 成 
的 一 个 向 量 ， 且 在 它们 中 间 存 在 决定 变量 平衡 
水 平 的 G 个 关系 ,我 们 还 设 天 个 变量 Z = 
(21, +", Ze) 独立 于 经 济 关系 但 影响 平衡 关 
Ж. 变量 Y 叫做 局 内 变量 (endogenous variable), 
Z 叫做 局 外 变量 (exogenous variable), XAR 
通常 设想 为 线性 的 。 亦 即 
a) Y= BY+TZ+u, 

此 处 B 和 T 是 常数 矩阵 , au 是 干扰 或 误差 向 量 . 
(1) hy 做 线性 结构 方程 组 (linear. structural equa- 
tion system)， 也 可 看 做 联 立 方程 组 ， 由 于 (1) 
是 关于 的 联 立方 程 ,求解 便 得 
(о) Y=aZ+o0, п= (1 — Br, 

о = (1 — B)*u, 
IJ rH, 
(2) 称 为 简化 型 (reduced form). 通过 简化 型 
《2) 可 以 确定 了 对 Z 的 关系 , 并 且 如 果 我 们 有 
关于 YY 和 的 充分 数据 ,就 能 够 估计 I。 从 简 
化 型 的 参数 能 否 唯 一 确定 8 和 T 中 的 未 知 参 
数 , 这 是 一 个 识别 〈identification》 问题 .《1) 中 
一 个 方程 里 的 参数 能 够 识别 的 必要 条 件 是 : Ж 
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知 参数 的 个 数 (或 者 ,因为 在 方程 组 中 的 已 知 参 
数 通 常 都 令 为 0， 所 以 就 是 方程 中 出 现 的 变量 
的 个 数 ) 不 大 于 天 + 1. 如 果 恰 好 等 于 天 十 1， 
则 称 方程 为 恰好 识别 的 《just identified); 如 果 
小 于 K + 1， 则 称 方程 为 过 分 识别 的 《over 
identified), 

荐 所 有 的 方程 都 是 恰好 识别 的 ， 则 对 任意 
боп, 存在 唯一 的 下 和 Г, 它们 满足 

n-(1—By?r. 
所 以 , 若 把 (2) h T RT RH RHE n, 
则 可 从 (1 一 Bñ — f finr B fa r. 这 个 程序 
则 做 间接 最 小 二 乘法 (indirect least squares me- 
thod); 并 且 等 价 于 极 大 似 然 法 ,如果 假定 的 
正 态 性 的 话 。 

如 果 某 些 方程 是 过 分 识别 的 ， 那 末 估 计 方 
法 将 是 复杂 的 。 已 经 提出 的 方法 有 三 种 : (1) 
ЗНА (Full system method); (2) 单一 方程 法 
(single equation method); (3) 子 组 法 (subsystem 
method), 在 整 组 法 中 ， 同 时 考虑 所 有 的 参数 ， 
如 果 假定 正 态 性 , 则 能 够 得 到 极 大 似 然 估 计量 。 
因为 计算 极 大 似 然 估 计量 常常 是 困难 的 ， 所 以 
提出 了 比较 简单 但 又 与 极 大 似 然 法 渐 近 等 价 的 
三 级 最 小 二 乘法 (three-stage least squares me- 
бо). 单一 方程 法 和 子 组 法 只 考虑 一 个 方程 
或 部 分 方程 中 参数 的 信息 ， 并 且 分 别 估计 在 每 
个 方程 里 的 参数 。 有 一 种 建立 在 极 大 似 然 法 基 
础 上 的 单一 方程 法 ， 叫 做 限制 信息 极 大 似 然 法 
(limited information maximum likelihood method); 
还 有 二 级 最 小 二 乘法 (two-stage least squares 
method)， 它 首先 用 最 小 二 乘 估计 n, HRY = 
iZ， 然 后 再 应 用 最 小 二 莱 法 于 模型 

Y — BY +г2 + а. 
这 两 种 方法 以 及 另外 的 一 些 方法 是 渐 近 等 价 
的 

关于 这 些 方法 的 小 样本 性 质 ， 只 得 到 部 分 
结果 ;关于 它们 的 相对 优越 性 还 不 知道 . 

[其 他 问题 】 范畴 3) 的 问题 可 用 多 元 分 
析 + 解 决 。 有 时 依靠 主 成 分 分 析 和 典型 相关 分 
析 可 以 分 析 大 量 数据 的 变动 ， 但 所 得 结果 在 实 
用 意义 上 ,还 有 很 多 疑点 . 
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范畴 4) 是 时 间 序 列 分 析 的 问题 。 对 于 经 
济 问题 的 时 间 序 列 ， 通 常 的 随机 过 程 理论 很 不 
适合 ,因为 它们 并 不 满足 诸如 平稳 性 或 Марков 
性 的 条 件 , 但 是 自 回归 模型 则 经 常用 到 。 按照 
传统 ， 人 们 把 经 济 上 的 时 间 序 列 的 波动 分 为 让 
趋势 , i) 循环 波动 , ii) 季节 波动 和 iv) 偶然 波 
动 ,但 是 要 把 这 些 波动 分 离开 来 或 消除 出 去 ,这 
在 方法 论 上 仍 未 成 熟 ， 近来 也 有 人 试图 把 谱 分 
析 方 法 应 用 于 经 济 的 时 间 序 列 ， 但 对 其 结果 还 


是 有 疑问 的 . 

[$] (1] T.C. Koopmans-W. C. Hood(ed,),Studies 
in econometric method, Cowles Commission Monograph, 
John Wiley, 14 (1953); [2] H. Theil, Economic fore- 


casts and policy, North-Holland, 1959; [3] J. Johnston, 
Econometric methods, McGraw-Hill, 1963. 


计量 生物 学 [3 biometrics 法 biométrie Ж 
Biometrie 4k биометрика Б 计量 生物 学 ] 计 
量 生物 学 处 理 的 是 生物 科学 各 个 分 支 《诸如 遗 
传 学 \ 传 染病 学 和 人 口 论 等 ) 上 的 数学 问题 。 

【和 遗传 学 】 遗传 学 上 的 Mendel SS 
(Mendel’s model) 如 下 。 在 特定 染色 体 的 特定 
基因 座 中 有 两 个 基因 。 其 中 的 一 个 在 生殖 之 际 
承受 于 父亲 而 另 一 个 则 承受 于 母亲 。 每 个 基因 
都 以 概率 1/2 承受 于 父母 这样 继承 下 来 的 基 
因 , 除 了 由 于 以 极 小 的 概率 发 生 的 突变 以 外 ,其 
特性 通常 是 不 变化 的 。 个 体 的 跟 传 特性 , 由 一 
对 或 多 对 基因 所 决定 . 

例如 ,人 的 血型 是 由 一 对 基因 决定 的 .三 种 
基因 A,B 和 0 的 组 合 与 血型 的 关系 如 下 . AA: 
(AA) Wü (AO); В 型 : (BB) 或 (BO); AB 
型 : (AB); О 型 : (OO). 基因 的 组 合 (AA) 
和 (AO) 等 叫做 基因 型 ,相当 于 血型 的 叫做 表 
现 型 基因 A 和 B 对 O 是 优势 的 , O 对 A MB 
是 劣势 的 ，A 和 B 之 间 没 有 优 劣 关系 。 也 就 是 
їй, O 的 特性 只 出 现 于 组 合 (00) 中 ,而 不 出 现 
FAS (АО) 和 (BO) rh. 至 于 A 及 B 的 特 
性 ， 只 要 它们 有 一 个 进入 组 合 之 中 ， 就 会 影响 
到 表现 型 。 

设 在 基因 座 中 父 和 母 的 基因 型 分 别 为 (xi， 
£2) 和 Ол» 思 )， 则 子 的 基因 型 (z， za) 的 概率 分 
布 是 Pr (zi 一 ay ау) 1/4 G, j=1, 2). 这 


就 是 Mendel 法 则 的 概率 论 基础 。 现在 假定 父 
母 之 间 有 一 种 近亲 关系 ， 也 就 是 有 一 个 或 更 多 
的 共同 的 祖先 ， 并 设 〈 E) 为 共同 祖先 的 基 
因 型 . 那 末 ,同一 个 基因 遗传 到 父 和 母 再 遗传 到 
子 的 可 能 性 是 存在 的 。 也 就 是 说 , Pr imn 
B z = z = š) 0 对 所 有 共同 祖先 求 得 的 
这 些 概率 之 和 也 做 近 交 系数 (inbreeding coeffi- 
ciem). RRR f 可 由 下 列 递 推 公式 计算 : 
f= Уба) dL». 

此 处 求 和 号 跑 遍 由 下 列 两 个 逐步 序列 组 成 的 每 
一 个 圈 : 从 父 和 从 母 出 发 追溯 到 在 这 两 个 序列 
中 是 唯一 成 员 的 共同 祖先 ， 数 吉 和 ww; 分 别 是 
图 中 从 父 和 母 追 滴 到 共同 祖先 的 步 数 ，f4 是 共 
同 祖先 的 近 交 系数 。 对 自家 授精 和 华 性 基因 的 
情形 ,要 用 不 同 的 公式 

与 基因 型 无 关 地 进行 的 交配 叫做 任意 交 
配 ， 进 行 任意 交配 的 总 体 叫 做 任意 交配 总 体 . 
考虑 一 个 具有 ”种 基因 As Ap -- A, 的 总 
体 在 基因 座 中 进行 任意 交配 , 并 令 ro nn cs 
zs 为 基因 的 频率 ,如 果 既 没有 淘汰 也 没有 突变 ， 
那 末 基 因 型 AA, AA, 和 A.A, 等 的 频率 等 于 
GaAs + xÀ; + +++ 十 xs AUI 的 展 式 中 相应 项 
的 系数 лї, 2x, 和 好 等 。 一 个 有 趣 的 事实 是 : 
若 总 体 的 雄性 和 肉 性 数目 相同 ， 则 基因 型 频率 
在 堆 肉 的 差异 ， 如 果 有 的 话 ， 将 不 在 第 二 代 出 
现 ， 并 且 共同 频率 如 平衡 状态 那样 遗留 到 后 
代 ， 这 叫做 Hardy-Weinberg 法 则 《Hardy- 
Weinberg law)。 引 起 偏离 这 个 法 则 的 因素 之 一 
就 是 近亲 结婚 。 为 了 看 出 这 一 点 , 设 有 这 样 一 
个 总 体 , 它 有 基因 A 和 a ,它们 的 频率 分 别 为 p 
和 (1 一 p). 近 交 系数 为 了 的 基因 型 频率 是 AA: 
(а — Dp + fp, Аа: 20. — PG — p), aa: 
G —fDG = р)? +G 一 p)。 要 证 明 这 一 点 
可 以 考虑 有 A 和 a 的 一 个 无 限 总 体 , A 和 :在 
总 体 中 的 比例 分 别 为 ?和 (1 — р), 以 及 从 该 
无 限 总 体 中 随机 地 抽取 二 个 和 一 个 的 概率 分 别 
XG — D AF. 

总 体 遗 传 学 (Population genetics) 研究 Ax 
变 、 连 锁 、 自 然 淘汰 ,近亲 婚姻 ,移居 和 隔离 等 因 
素 对 总 体 遗 传 特性 的 影响 。 另外 , 还 有 估计 基 


因 频 率 等 的 数理 统计 间 题 ,但 严格 地 说 ,这 类 问 
题 叫做 统计 遗传 学 更 为 合适。 R. A. Fisher, S. 
Wright, J. B. S. Haldane 和 木村 资 生 等 人 是 这 
个 领域 的 创始 人 . 
【传染 理论 】 在 感染 传染 病 后 ， 通 常 要 经 
过 一 段 潜伏 期 才 发 病 ， 我 们 无 视 这 眉 洲 伏 期 而 
假定 个 体 在 感染 后 马上 感染 别人 ， 并 假定 别人 
受 感 染 的 概率 与 他 接触 的 被 感染 个 体 的 数 上 且 和 
接触 时 间 成 正比 ， 考 虑 一 个 有 n + 1 个 个 体 的 
总 体 , 其 中 有 一 个 个 体 在 初期 被 感染 ， 设 * 是 
在 时 间 * 未 被 感染 的 个 体 的 数目 , 则 有 
dx/dt = —#х(п + 1 — х), 
且 由 此 得 到 
x = n(n + 1)/(n + expln + 1)г), 
其 中 + 一 px。 这 样 , 我 们 得 到 各 时 刻 被 感染 个 
体 的 增长 率 为 
dx _ n(n + 1) exp (n + Dr 
ar (n + exp(n + Lr)? 
这 叫做 传染 曲线 (epidemic curve)。 这 是 一 个 决 
定性 模型 ， 把 它 看 作 一 个 Марков 链 ' 的 问题 ， 
求解 关于 概率 母 函 玫 或 矩 母 函数 ! 的 微分 方程 ， 
就 可 作为 :的 函数 得 到 未 被 感染 个 体 的 数目 的 
概率 分 布 、 均 值 和 方差 。 这些 就 是 传染 理论 
(epidemics) 的 课题 ， 由 于 发 病 后 的 死亡 、 康复 
或 隔离 ， 有 的 既 不 可 能 传染 别人 也 不 可 能 再 爱 
感染 ， 一 般 传染 理 论 (general epidemics) 研究 
两 种 变量 ， 即 未 被 感染 个 体 的 数目 和 已 受 感染 
而 不 传染 别人 的 个 体 数目 . 
【人 口 数学 】 RP RRA, t 表示 时 间 ， 
则 人 口 增长 率 由 (1/P)(aP/4:) = R 给 出 . 假 
定 R 为 一 常数 +， 便 得 到 几何 级 数 法 则 (law 
of geometric progression) Р == Aexp(rt), Hi 


> 


ER = r(1 — P/L) (r, L EBM), 就 得 到 逻 


辑 斯 详 曲 线 (logistic curve) 

Р = 1./(1 + epC—rG — 8)). 
人 口 数学 (population mathematics) 研究 的 是 年 
龄 分 布 .每 一 年 龄 群 的 出 生 率 、 结 婚 年 龄 分 布 和 
年 龄 分 布 随 着 时 间 的 变化 及 稳定 性 等 问题 的 概 
率 处 理 。 稳 定 人 口 (stable population) 是 其 年 
龄 分 布 不 随时 间 而 变化 的 人 口 . 
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此 外 还 有 称 为 生物 测定 (bioassay) HFE 
是 一 门 与 生物 学 有 很 大 关系 的 推断 理论 ， 

[5] (1) AAR RS, ИНА, 1960; 
[2] N. T. J. Bailey. The mathematical theory of cpi. 
demics, Griffin, 1957, [3] M. S. Bartlett, Stochastic 
Population models in ecology and epidemiology, Methuen, 
1960; [4] D. J. Finney, Statistical method in biological 


assay, Griffin, 1952, [5] C. R. Rao, Advanced statistical 
methods in biometric research, John Wiley, 1952. 


计量 心理 学 【 英 psychometrics 法 psychométrie 
4k Psychometric {А психометрика 日 计量 心 
理学 ] 计量 心理 学 是 以 数学 形式 表现 心理 现 
象 并 进行 统计 推断 的 一 个 方法 ， 主 要 问题 有 感 
觉 、 嗜 好 等 的 官 感 试 验 , 以 及 有 关 学 习 过 程 、 社 
会 态度 和 智力 检验 等 的 理论 模型 . 

【 官 感 试验 】 以 人 的 感觉 作为 计量 来 测定 
物品 的 质量 特性 , 叫做 官 感 试验 《sensory test), 
试验 员 的 选择 必须 得 当 ， 试 验 环 境 必须 处 于 统 
计 管 理 状态 。 下 面 论述 数理 统计 方法 在 官 感 斌 
验 中 应 用 的 基本 内 容 . 

【成 对 比较 法 】 当 有 * 个 对 象 ( 有 时 是 处 
理 或 者 刺激 ) Oy, 0，……， O, 时 ,通过 比较 其 中 
的 每 两 个 来 达到 比较 全 体 ， 这 种 方法 叫做 成 对 
比较 法 (paired comparison), 下 面 举 出 几 个 有 
代表 性 的 数学 模型 。 1) Thurstone-Mosteller 
模型 : 对 于 对 子 (0;, 0), HE О, 优 于 0; 的 
概率 记 作 pu. 在 比较 这 一 对 的 ”个 试验 员 中 ， 
喜爱 0, МЮ пи 和 喜爱 O, WA BH ay 
( 一 一 m5)、 在 这 个 比较 中 , 设 对 O, 和 O, 的 
感觉 的 强度 分 别 为 Xi 和 Xi， 且 当 X, > X, 时 
认为 O, 可 取 。 还 假定 X, X) 是 服从 均值 为 
(nis ni). 方差 均 为 和 相关 系数 为 ?的 二 维 
ERD A OMAR. RAMEE, 可 以 假 
20 — p)? = 1 У) ш 0. Oe) % 


= 


标准 正 态 分 布 函数 ， 且 py 一 Olu — n). 用 
pa = nafn 当 作 pi 的 估计 值 , 可 以 得 到 估计 值 
Âi 应 用 p = OCA; — ñi) 和 py， 可 以 检验 假 
ЖН: m= ma. 2) Bradley-Terry 
模型 : 试验 方法 与 1) 相同 。， 假定 ,的 参数 
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"(n 0, >= 1) 存在 , 使 得 pa 一 <i/ 


ni + =i). OR =< 的 极 大 似 然 估计 值 , 便 可 进行 
假设 互 的 检验 。 3) Scheffe MH: 每 一 对 
(Ois 0) 都 提 给 2n 个 试验 员 。 其 中 = 个 试验 
员 先 验 0,， 其 后 验 0; 剩 下 的 个 试验 员 以 
相反 的 顺序 验 这 个 对 子 ， 采 用 7 点 法 进行 评定 
GER 9, 5 或 3 点 法 ), 在 7 点 法 中 , 对 顺序 对 
(0, о), RR AAPA 3.2, 1,0, —1. 
—2, —3 中 的 一 个 , 它们 的 意义 分 别 是 o, 甚 优 
于 oj, 0, RF On 0, 稍 优 于 0,, ERE, О, 
稍 优 于 0;, 等 等 。 第 《个 试验 员 给 O, O; 的 
优 劣 的 评分 记 作 xine MKD ti 可 以 看 做 是 
主 效应 \ 扣 除 偏差 ,顺序 效应 和 误差 的 总 和 . Ж] 
用 统计 线性 模型 +, 可 以 进行 对 这 些 效应 的 检验 
和 各 种 参数 的 估计 ，BIBD*，PBIBD* 等 也 可 应 
用 于 成 对 比较 法 。 

【秩序 法 】 按 某 种 属性 把 01, Or ---, O, 
排 成 等 级 的 方法 叫 秩序 法 Cranking method), 
为 了 衡量 两 个 秩序 的 一 致 程度 ， 有 两 个 主要 的 
秩 相关 系数 : Spearman 秩 相关 系数 ?和 Kendall 
秩 相关 系数 +, BH A С> з) 个 秩序 之 间 一 致 性 
的 有 一 致 性 系数 (cocfficient of concordance), 二 
样本 的 Wilcoxon 检验 ?是 以 合并 样本 的 顺序 性 
质 为 基础 的 。 Kruskal-Wallis 检验 + 是 二 样本 
Wilcoxon 检验 对 不 样本 检验 《4 > 3) 的 一 个 推 
广 .许多 非 参 数 检验 ?可 以 应 用 于 这 些 问题 (一 
非 参数 方法 ). 

两 点 试验 法 (pair rest)、 三 点 试验 法 (trian- 
gle test) ЯП 1-2 点 试验 法 (duo-trio test) BLT 
感 差 的 试验 法 。 试验 方法 如 下 。 两 点 试验 法 : 
叫 试验 员 选 择 两 个 对 象 4 和 B 中 他 认为 好 的 那 
个 ， 三 点 试验 法 : 叫 试验 员 把 А, A, B 中 两 个 
同类 的 选 出 来 。 1-2 点 试验 法 : 先 让 试验 员 熟 
Ж 4、 然 后 叫 他 从 4 和 中 选 出 他 已 经 看 到 的 
那个 ，4 和 刁 之 间 不 存在 差异 的 假设 可 用 二 项 
分 布 ?进行 检验 。 

【尺度 化 】 按照 某 种 规则 给 现象 以 数量 
化 ,叫做 尺度 化 〈scaling)。 若 用 数值 来 表现 对 
刺激 的 感觉 则 产生 一 维 尺度 化 问题 。 假定 心 


理 现象 是 服从 某 分 布 律 的 随机 变量 而 其 分 布 律 
的 参数 决定 心理 尺度 ， 则 通过 估计 参数 便 得 到 
心理 学 的 尺度 化 。Thurstone-Mosteher 模型 中 的 
参数 и, 就 是 一 个 例子 。 在 实际 问题 中 要 求 多 
维 尺度 化 模型 。 М. S. Torgerson 给 出 一 种 决 
定 多 维 尺度 化 的 方法 . 

【学 习 理 论 】 设 为 了 研究 某 一 行动 做 了 一 
系列 的 试验 ， 并 且 每 次 试验 都 产生 一 些 影响 到 
将 来 行动 的 特殊 事件 (刺激 ,响应 \ 强 化 等 )、 那 
末 这 行动 本 身 随 着 一 次 又 一 次 的 试验 而 不 断 地 
变化 。 学 习 模型 《learning model) 反映 这 种 行 
动 的 变化 过 程 ， 并 往往 可 由 响应 概率 的 递 推 公 
RARA. 

假定 在 第 n 次 试验 中 ， 两 个 互 不 相 容 的 响 
应 选择 A, 和 A; 分 别 以 概率 P 和 1 一 忆 ЖЕ, 
且 在 该 次 试验 中 出 现 的 事件 为 En 而 

Pr (#, = Е) = = 


(i22. ZA S 1). 


iz 


BA Р, 的 递 推 公式 可 以 表 为 形状 
Ps = us dus Ponts rs e). 
如 果 这 个 递 推 公式 可 以 写成 
f= fb; Bas Punts c») 
(d= 0,1, -++,2—1), 


就 称 响应 概率 与 d 次 试验 序列 相关 (d-trial path 
dependent), 特别 , 当 4 一 0 时 ， 就 称 响应 概率 
与 试验 序列 独立 Cpath-independent), 为 了 简单 
起 见 , 我 们 置 
ЮР, d E; d mE) ++, dn Е) 
= fua (P.) 
Grist k= 1.2... D). 
车 响应 概率 与 试验 序列 独立 , 则 
Tua.) = hifi РО)» 
此 处 
10.) = {Pas d. = En) 
= 5 k). 
若 递 推 公式 可 表 为 了 一 fs Oar n), WE IS 
应 概率 与 试验 序列 氢 独 立 (quasi-independent of 
path) (1121). 在 递 推 公 式 f 中 ,车 
fot Pa) = fa Gr. 


w 


ЖЖ E, 和 E; 是 可 换 的 。 若 任何 两 个 事件 都 是 
可 换 的 , 则 称 事件 可 换 性 (event commutativity) 
的 条 件 得 到 满足 . T f n CR 

P, = FCn; duo c) P). 
在 事件 可 换 性 的 条 件 下 , 显 式 可 以 写成 

P, = FCN; №, +++, № P), 
此 处 N, 是 E, 从 第 一 次 试验 到 第 一 1 次 试验 


О ә Ni 一 "一 1)， 若 事件 的 可 换 


性 和 响应 概率 的 试验 序列 独立 性 都 得 到 满足 ， 
则 可 以 得 到 显 式 P, 一 fifi CPD. FE 
举 几 个 模型 的 例子 。 

【线性 模型 】 在 线性 模型 (lincar model) 
中 , 递 推 公式 f 可 以 写成 P, 的 线性 函数 . 例 1) 
Bush-Mosteller 模型 (17])， 这 个 模型 假定 响 
应 概率 与 试验 序列 独立 , 递 推 公式 表 为 

f(P.) = «P, 十 (1 — о), d. = E. 
此 处 mw (0 < a; < 1) 表示 E, 对 学 习 的 无 效 性 
ЖЕП u (0 < 1, «1) 是 访 的 不 动 点 *、 在 此 
模型 中 E, 5 E,G 六 力 为 可 换 的 充分 必要 条 件 
是 :fi 或 为 一 单位 算 子 ', 或 者 4 一. 例 2) 
Estes 的 刺激 抽样 模型 (simulus-ampling model) 
(18). 把 刺激 看 做 由 普 个 元 素 所 成 的 集合 ,各 
元 素 对 应 于 响应 A 或 响应 A; 且 这 种 对 应 俯 
赖 于 每 次 试验 。 着 在 第 次 试验 中 J. 50 
对 应 Ao 则 有 P, = J./m. 设 在 第 ”次 试验 中 
HHH s (< m) 个 元 素 ,其 中 X. 个 对 应 Ar, 其 余 
WX, (一 :一 X。) 个 元 素 对 应 A. 作为 第 
次 试验 的 结果 , 若 A 被 强化 , 则 设 Ye 一 1, 否则 
设 Y, 一 0. 再 假定 
Jeti = J, + XY, — Xl — YQ. 
由 此 我 们 得 到 递 推 公式 & Ж 
Pyar = Pa + (X,Y, — X — Y.))/m. 

在 这 个 模型 中 ，@ ,一 〈(X。，Y。)， 且 响应 概率 
与 试验 序列 独立 。 此 外 , 也 提出 了 响应 概率 与 
试验 序列 拟 独立 ([9]) 或 者 与 试验 序列 相关 的 
线性 模型 ([11]). 

【 非 线性 模型 】 在 非 线性 模型 (non-linear 
model) 中 递 推 公式 不 能 表 为 尸 的 线性 函数 . 
例 3) Luce 的 Ё 模型 (Luce's @-model) ([101). 
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WES ”次 试验 中 41 和 А, 的 山 应 强度 分 别 为 
ze 和 v, (都 为 正 数 )， 并 假定 4i 的 响应 概率 P. 
29 v./Cv, + v,). 响应 强度 v, 和 v, 依赖 于 每 
一 次 试验 . 若 假 定 响应 强度 与 试验 序列 独立 且 
voa 与 的 无 关 ， 则 v, 的 递 推 公式 当 ,一 E, 
HY v.a pu). 这 里 ， 若 对 于 " > 0， 有 
qi) > 0, 以 及 对 于 "> 0 和 < > 0, 有 
eo) = себ»), 

BA eir.) = Be, (8, > 0). FAR. v; RO E 
公式 可 以 表 为 Oo) = bw, (> 0). 所 以 ， 
Mb, Е, B$, Pn = PLC, + bC — P) 
(一 pp)， 这 个 模型 是 非 线性 的 ， 且 响 应 概 
率 与 试验 序列 独立 。 若 将 递 推 公式 显 化 , 则 得 


P, = f (n а(н), 


可 知事 件 是 可 换 的 。 此 外 , 也 提出 了 响应 概率 
与 试验 序列 拟 独立 ([6]) 或 者 与 试验 序列 相关 
ена (1101). 

这 里 说 明了 只 有 两 个 响应 选择 的 情形 ， 但 
也 能 推广 到 多 于 两 个 响应 选择 的 情形 。 要 拟 合 
一 个 模型 和 实验 数据 , 除 响 应 概率 外 ,要 用 到 由 
模型 诱导 出来 的 各 种 统计 量 (总 错误 数 ;第 一 次 
成 功 的 试验 数 或 最 后 失败 的 试验 数 ， 以 及 诸如 
响应 游程 "的 长 响应 之 间 的 自 相关 一 关 的 序 货 
统计 量 等 ), 并 设计 了 相应 的 参数 估计 法 。 


【 参 】 关于 官 感 试验 方面 , [1】 H. A. David, The 
method of paired comparisons, Griffin, 1963 [2] 
J- P. Guilford, Psychometric methods, McGraw-Hill, 第 二 
版 , 1954;[3] M.G. Kendall, Rank correlation methods, 
Griffin, 第 三 版 ，1962; [4] W. S. Torgerson, Theory 
and methods of scaling, John Wiley, 1958, [5] 日 本 科 
"juge AERA. BHR FF >7, 
JUSE 出 版 社 , 1962， 关 于 学 习 理 论 方面 [6] R 上 
Audley-A. R. Jonckheere, The statistical analysis of the 
learning process, Brit. J. Statist. Psychol., 9 (1956), 87— 
94, [7] R. Rs Bush-F. Mosteller, Stochastic models for 
learning, John Wiley, 1955, [8] W. K. Estes, Compo- 
nent and pattern models with Markovian interpretations, 
in R. R. Bush-W. K. Estes (ed), Studies in mathematical 
learning theory, Stanford Univ. Press, 1959, p. 9—52, 
[9] М.І. Hanania, A generalization of the Bush-Mostel- 
ler model with some significance tests, Psychometrika, 24 
(1959), 53—68; [10] R. D. Luce, Individual choice 
behavior, A theoretical analysis, John Wiley, 1959, [11) 
S. H. Sternberg, A path-dependent lincar model, in R. R. 
Bush-W. K. Estes (ed), Studies in mathematical learning 
theory, Stanford Univ. Press, 1959, p. 308—339, [12] 
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S. Н. Sternberg, Stochastic learning theory, in R. D. 
Luce-R. R. Bush-E. Galanter $$, Handbook of mathema- 
tical psychology П, John Wiley, 1963, p. 1—120. 


保险 数学 法 ma- 
thématiques des assurances {& Versicherungsma- 


[3& insurance mathematics 


thematik Ё математика для страхования 日 
保险 数学 ] 保险 制度 是 由 多 数 人 缴纳 预先 计 
算 好 的 少量 金钱 (保险 费 ), 以 便 在 发 生 偶然 事 
故 时 满足 经 济 上 的 需要 的 一 种 制度 . 受 保 人 在 
经 济 上 的 需要 额 叫做 保险 金 ， 承 办 这 种 业务 的 
人 叫做 承保 人 。 保险 数学 是 研究 有 关 保 险 制度 
的 数理 基础 的 一 门 应 用 数学 ， 是 把 数学 成 功 地 
应 用 于 社会 生活 的 最 早 的 一 个 情形 。 保 险 数 
学 ， 从 其 应 用 的 侧面 来 看 ， 可 分 为 两 个 大 的 领 
ж. 其 一 是 计算 诸如 保险 费 和 义务 储备 金 等 每 
个 保险 合同 的 各 种 价值 ; 其 二 是 属于 保险 公司 
业务 上 的 ， 包 括 再 保险 制度 .最 高 保险 金 \ 应 急 
储备 金 和 利润 分 析 等 的 研究 . 

保险 数学 的 唯一 基本 原则 是 收 支 等 价 原则 
(principle of equivalence)。 这 就 是 说 , 对 每 一 保 
险 合同 , 它 决定 每 年 的 保险 费 和 储备 金 ,使 得 承 
保 人 的 未 来 保险 费 收 入 的 现在 价值 等 于 未 来 保 
险 金 支出 的 现在 价值 . 

保险 数学 计算 的 基本 因素 是 : 1) 事故 的 发 
生 概率 ; 2) 未 来 的 期 望 利率 ( 称 为 假定 利率 ) 
З) 承办 保险 所 需要 的 经 费 , 利用 这 些 因 素 和 
收 支 等 价 原则 来 计算 保险 费 ， 下 面 是 一 个 人 寿 
保险 的 古典 计算 方法 的 例子 ,为 了 计算 的 方便 ， 
“交换 符号 ”的 利用 是 很 久 以 来 就 有 的 . 

设 P 是 纯 保险 费 ( 不 计 上 述 3) 中 的 经 费 )， 
P 是 总 保险 费 ,，T, 是 加 入 后 第 :年 的 死亡 保险 
金额 ，E, 是 加 入 后 第 年 开头 的 生存 保险 金 
Wü "ERM, MERA RRA. Bike, 
8 和 7 是 正 的 常数 ， 初 始 费 用 一 。 X(T, 或 
Еу), 收集 保险 费 的 费用 一 BP, 维持 费 一 >x 
(т, E). 其 次 ,考虑 作出 人 的 生死 模型 . 设 
1, 是 活 到 =* 岁 的 人 数 ，4。 Bx 岁 的 人 在 一 年 
间 的 死亡 率 ， 则 ¿, 人 中 在 一 年 间 的 死亡 数 
d, = 1:9:， 一 年 后 的 生存 人 数 G+ 1 岁 的 人 
XO lon 一 4 一 ds 一 1:(1 9). 下 面 是 通 


常 使 用 的 交换 符号 的 定义 : 记 v= 1/(1 + y 
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这 时 ,对 x 岁 的 一 个 受 保 人 ,承保 人 未 来 收入 的 
现在 价值 可 表 为 P(N. 一 Ns+m)/Ds， 而 承保 
人 未 来 支出 的 现在 价值 可 表 为 


eet 


17s 
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+ BP(N, — N,+..)/D., 

由 此 , 4 (收入 的 现在 价值 ) 一 《支出 的 现在 价 
值 ) 便 可 求 出 总 保险 费 己 .〈 在 上 式 中 , 令 表 示 
经 费 的 a,8 和 7 为 0 而 求 出 的 保险 费 己 叫做 
纯 保 险 费 , Р 一 P 岂 做 附加 保险 费 .) 

对 死亡 以 外 的 残废 或 意外 事故 的 支出 ， 只 
要 我 们 能 得 到 一 个 偶然 性 模型 ， 就 可 以 应 用 类 
似 的 计算 方法 . 

【义务 储备 金 】 在 保险 期 间 中 ， 经 常 出 现 
未 来 收入 的 现在 价值 小 于 未 来 支出 的 现在 价值 
的 情况 。 如 果 出 现 这 种 情形 , 承保 人 要 把 这 个 
差额 作为 义务 储备 金 《liability reserve) 去 积 
累 。 它 的 财源 是 过 去 收入 的 保险 费 和 利息 ， 不 
考虑 经 费 的 纯 保 险 费 义 务 储备 金 可 由 
se ( 2 re 
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ИЯ. 纯 保险 费 P 和 纯 保险 费 储 备 金 7 之 间 ， 
有 下 列 关系 : 

P = (oV, — Vin) + (T, 一 V,)eq;+, + Es. 
右边 第 一 项 叫做 储 车 保险 费 ， 因 为 它 是 在 第 “ 
年 收入 的 保险 费 中 ， 作 为 义务 储备 金 被 积累 的 
数额 ;第 二 项 叫做 应 急 保险 费 ,用 来 充当 保险 金 
与 事故 (死亡 ) 发 生 时 现存 义务 储备 金 之 差额 
第 三 项 是 用 来 支付 生存 保险 金 (或 养老 金 ) 的 数 
额 。 承保 人 承担 风险 的 金额 T, 一 V, 的 符号 对 


所 有 的 * 为 正 时 是 死亡 保险 ; 为 负 时 是 生存 保 
险 ; 对 不 同 的 * 在 正 与 负 之 间 变 化 时 是 混合 保 
RË T, = V,, 则 保险 是 纯粹 的 储 著 .现今 的 
多 数 保险 是 死亡 保险 ， 而 养老 金保 险 则 是 生存 
保险 。 长久 以 来 , 当 上 述 三 个 基本 因素 1), 2) 
和 3) 更 改 时 保险 费 和 义务 储备 金 如 何 变化 的 
问题 ,已 为 人 们 所 研究 。 

【风险 论 】 在 保险 数学 中 占 特殊 地 位 的 有 
风险 论 (risk theory). 保险 数学 是 随 着 概率 论 
的 诞生 而 发 展 起 来 的 。 但 是 由 于 A. H. Колмо- 
горов 等 人 的 研究 ,建立 了 以 测度 论 为 基础 的 概 
ж, 不 可 加 免 地 改变 了 保险 数学 的 面貌 ， 其 
中 一 个 代表 的 例子 就 是 风险 论 . 

风险 论 分 为 两 个 部 分 。 一 个 称 为 古典 风险 
Ж (classical risk theory) 或 个 体 风险 论 individual 
tisk theory), 这 里 把 保险 合同 在 一 定期 间 内 产 
生 的 盘 亏 看 做 随机 变量 。 由 于 承保 人 的 收益 
等 于 所 有 保险 合同 的 随机 变量 的 总 和 ， 应 用 概 
率 论 便 可 得 到 各 种 概率 函数 ， 第 二 是 集体 风险 
Ж (collective risk theory)， 它 不 注意 对 每 一 个 
别 的 合同 进行 考察 ,而 是 作为 一 个 整体 ,研究 承 
保 人 的 收 支 状 况 随 时 间 的 变化 .。F. Lundberg, 
Н. Craméc 等 人 作 了 集体 风险 论 的 英 基 工作 . 

考虑 一 个 只 经 营 死亡 保险 的 承保 人 ， 假 定 
他 除了 支付 保险 金 外 没有 其 他 任何 支付 . 设 aP 
是 在 单位 时 间 de 中 的 应 急 保险 费 收 入 , a= 是 
在 de 之 间 发 生 偶然 事故 的 概率 和 p(x)dz 是 在 
偶然 事故 发 生 时 保险 金 在 z t; z + dz 之 间 的 
《条 件 ) 概率 。 若 取 平均 应 急 保险 金 为 单位 额 ， 
则 

人 sp(ede = 1. 


因此 在 4: 之 间 支 付 保险 金 的 期 望 值 为 


保险 数学 пи 


a f apa) dz = dz. 


由 收 支 等 价 原则 , dP — du. 为 了 简单 ,如 果 将 
应 急 保险 费 收 入 P 取 做 时 间 ， 那 末 承 保 人 在 时 
Ta] dP 之 间 的 收益 是 : D 偶然 事故 不 发 生 的 概 
329 1 一 dP， 且 收益 为 4P; i 偶然 事故 发 生 
的 概率 为 4P， 保 险 人 金 在 = 与 = + ds 之 间 的 条 
件 概率 为 p(z)dz， 且 收益 为 aP 一 s。 其 特征 
函数 ?是 
v(t) = e" (1—4P) + dP 人 De 


因为 在 时 间 (0, P) 承保 人 的 收益 是 各 时 间 dP 
之 间 的 收益 的 和 ,其 特征 函数 为 


exp (P [7 c — 1 + noches). 


假定 一 位 承保 人 以 应 急 储备 金 * 开 始 营 
Xy. 在 当初 的 应 急 储备 金 中 加 进 收入 或 减 去 支 
出 后 的 储备 金 在 未 来 为 负 的 概率 叫做 破产 概率 
(ruin probabiliy)。 若 破产 概率 为 (6), 且 应 急 
保险 金 常 为 正 , 则 有 
plu) = aye", 
此 处 R 是 由 
[eme 14+ + DR 


确定 的 常数 ，) 是 应 急 保险 费 的 安全 补贴 率 ， 
( 当 把 这 个 方法 应 用 于 实际 问题 时 ， 通 常 令 
a 一 1, 以 便 使 破产 概率 适当 地 大 .) 


0<a,<1, 


[$] (1] С. W. Jordan, Life contingencies, Society 
of Actuaries, 1952, [2] W. Saxer, Versicherungsmathe- 
matik, Springer, 1 1955, П 1958; [3] Е. Zwinggi, 
Versicherungsmathematik, Birkhauser, 1945, [4] P. F. 


Hooker-L. H. Longley-Cook, Life and other contingencies 
1, Cambridge Univ. Press, 1953, [5] Н. Cramér, Col- 
lective risk theory, Stockholm, 1955, [6] FMRE, @ 
院 数 学 ， 上 ， 下 ， 生 命 保险 文化 研究 所 ，1963， 
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数学 规划 
programmation mathématique 


[Ж mathematical programming 法 
Ë mathematische 
Programmierung  /A математическое програм- 
мирование (планирование) Н 数理 计 面 法 ] 
数学 规划 狭义 地 是 指 线性 规划 、 二 次 规划 
(一 非 线 性 规划 ), 非 线性 规划 ' ,动态 规划 ' 等 ,发 
展 至 今 已 成 为 所 谓 规 划 论 的 数学 理论 的 总 称 . 
随机 规划 (stochastic programming) 当然 也 在 内 . 
广义 地 理解 有 时 也 包括 排队 论 ?*\ 对 策 论 7\ 库 存 
管理 论 ( 一 库存 管理 论 ), 拓 扑 的 研究 方法 等 .这 
时 ,如 果 着 重 于 它 的 数学 形式 , 则 也 可 以 用 规划 
数学 (mathematicsfor programming) 这 个 名 称 . 
广义 的 数学 规划 的 发 展 基础 ， 可 以 说 在 于 
运筹 学 ' 与 经 济 规划 论 。 以 数学 模型 来 讨论 关 
于 系统 管理 的 决策 是 可 能 且 必 要 的 ,这 种 认识 
是 在 二 十 世纪 四 十 年 代 以 后 确立 起 来 的 。 将 某 
一 个 组 织 或 系统 的 秩序 看 成 自然 的 ， 就 是 承认 
人 无 能 为 力 的 法 则 的 支配 。 所 谓 规划 ， 则 与 
此 相反 , 它 承认 入 为 作用 的 可 能 性 和 有 效 性 .而 
数学 规划 就 是 在 对 于 人 为 作用 的 效果 建立 规律 
в. 
从 目的 与 方法 的 关系 考察 系统 时 ,必须 
区 别 有 关 变量 和 关系 式 的 类 型 。1) 给 定 条 件 或 
外 生变 量 (external variable); 2) 目标 变量 Ctar- 
get variable BR object .variable); 3) 策略 变量 
(strategic variable), 这 些 是 关于 变量 类 型 的 区 
别 。1) 也 称 为 规划 系数 ; 3) 也 称 为 规划 变量 . 
模型 的 结构 就 是 根据 在 这 些 变量 之 间 存 在 的 
关系 而 决定 的 。 结构 方程 (equation of struc- 
ture) 或 运动 方程 (equation of motion) 的 区 别 ， 
表现 在 模型 的 各 变量 之 间 的 关系 上 ， 前 者 主要 
是 作为 静态 模式 ， 后 者 则 是 引进 时 间 变量 的 动 
态 描述 。 这 里 必须 特别 提出 的 是 ， 对 于 变量 可 
以 变动 的 容许 范围 即 变 域 有 一 个 规定 ， 即 在 数 
学 规划 中 存在 有 边界 条 件 〈boundary condition), 


它 的 存在 使 规划 问题 成 为 现实 。 这 些 边界 条 
件 ,常常 是 以 不 等 式 给 出 .在 由 不 等 式 定义 的 区 
域 的 内 点 处 ,结构 方程 或 运动 方程 起 作用 ,而 在 
边界 点 上 ， 边 界 条 件 与 这 些 方程 一 齐 起 决定 性 
的 作用 。 例 如 , 设 es с 为 = 维 列 向 量 ,2 为 mm 
维 列 向 量 , 4 为 m x n 实 矩阵 ,在 
x>0, Ах<Ь 

的 条 件 下 ， 求 出 使 内 积 + (с, z) 为 最 大 的 
x”， 这 是 线性 规划 的 问题 。 这 里 ,x 为 策略 变 
R, 4, b, c 为 外 生变 量 ，z 为 目标 变量 CR 
BO. x20, Ax «€ b 是 规定 x 的 容许 取 值 区 
域 的 边界 条 件 。 

规划 本 来 是 关于 将 来 要 实现 的 行动 的 ， 因 
此 是 与 预测 有 关 的 。 对 于 所 给 条 件 、 目 标 \ 结 构 
关系 以 及 它们 的 函数 类 型 和 参 变量 ， 都 不 确实 
了 解 ， 这 应 说 是 正常 现象 ， 因 此 在 规划 的 数学 
模型 中 ,要 求 有 不 确定 条 件 下 的 行动 决策 理论 。 
为 此 ， 提 供 下 列 三 个 模型 

1) 确定 性 模型 (deterministic model), 变 
量 全 部 是 确定 性 变量 ， 而 且 在 关系 式 以 及 边界 
条 件 中 出 现 的 系数 也 全 都 具有 确定 的 值 ， 例 
如 ,上 述 的 线性 规划 . 

2) 随机 性 模型 《stochastic modcl)， 条 件 变 
量 中 的 某 一 变量 ， 结 构 关系 式 或 边界 条 件 的 某 
一 系数 ， 不 是 确定 性 变量 而 是 随机 变量 ， 例 如 
排队 论 ,统计 控制 论 等 。 

3) 对 策 性 模型 (game theoretic model), 这 
是 试图 将 规划 问题 归结 为 互相 对 抗 的 主体 之 间 
的 对 策 的 模型 。 对 于 不 得 不 在 非 确实 的 信息 所 
提供 的 条 件 下 决定 行动 的 主体 来 说 ， 将 不 确定 
事件 作为 随机 事件 来 处 理 , 尚 缺乏 客观 依据 时 ， 
就 假想 一 个 阻碍 它 且 进 行 对 抗 的 对 手 ， 在 制定 
规划 决策 的 限度 内 这 样 一 种 虚构 还 是 具有 现实 
性 的 。 克 服 规划 中 出 现 的 不 确定 性 问题 ,很 有 
可 能 应 用 对 策 论 的 方式 来 研究 . 


如 果 更 仔细 地 考察 规划 过 程 的 实际 情况 ， 
就 可 以 明白 ， 对 一 个 行动 者 来 说 , 并非 只 是 
从 某 一 预先 规定 的 行动 集合 中 选择 最 优 行动 
而 是 从 实际 行动 的 结果 中 获取 信息 ， 再 进一步 
改善 选择 ， 学 会 采取 更 为 适宜 的 行动 并 不 断 加 
以 修正 .因此 ,行动 者 一 面 是 学 习 者 , 另 一 面 也 
是 探索 者 ,在 这 样 的 意义 上 说 ,规划 论 也 就 与 适 
2 (adaptation), 3] (learning) 以 及 自 组 织 系统 
(self-organizing system) 的 理论 相 联系 起 来 了 . 
然而 在 数学 规划 的 实际 问题 中 ， 由 于 数学 模型 
的 复杂 ， 导 出 解析 形式 的 困难 以 及 它 的 数值 解 
法 的 困难 ， 所 以 也 使 用 模拟 技术 。 对 应 于 上 述 
的 三 种 模型 ,模拟 也 分 为 确定 性 、 随 机 性 (Monte 
Carlo 法 )、 对 策 性 (例如 ,营业 对 策 ) 三 种 类 型 . 
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线性 规划 [Æ lincar programming 法 progra- 
mmation linéaire Ф lineare Programmierung Ё 
линейное программирование, линейное плани: 
posae 日 PRET] 线性 规划 (HS 
为 LP) 是 用 来 处 理 在 线性 等 式 及 不 等 式 组 的 
条 件 下 求 线性 目标 函数 (objective function) 的 极 
值 问 题 的 方法 。 通常 还 附 有 变量 向 量 的 各 分 
量 均 为 非 负 的 条 件 。 从 它 的 理论 构成 方面 看 ， 
要 建立 存在 极 值 解 或 判别 一 个 解 是 极 值 解 的 条 
件 ,其 方法 包含 有 代数 的 和 拓扑 的 两 种 。 在 古 
典 形式 中 ，LP 被 表述 为 凸 集 * 上 的 问题 ; 特别 
是 ， 凸 锥 的 对 偶 性 和 线性 不 等 式 组 起 了 重要 的 
作用 。 然而 ,在 现代 表现 形式 中 ,利用 了 线性 规 
划 的 对 偶 性 ， 以 及 在 非 线性 的 场合 也 适用 的 对 
于 Lagrange 形式 的 鞍点 条 件 。 从 Re 中 的 纯 
代数 理论 到 线性 拓扑 空间 ' 中 的 理论 ,展现 出 在 
各 个 不 同 阶段 上 的 处 理 方法 . 
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【发 展 历史 】 线性 规划 的 历史 ， 至 少 可 以 
追溯 到 G. Monge (1781), J. B. Fourier (1823). 
关于 R 的 凸 多 面 锥 , 凸 多 面体 ， 有 限 个 线性 
不 等 式 的 代数 理论 ， 有 P. Gordon (1873), J. 
Farkas (1902) ([7]), E. Stemke (1915) 
(1191), H. Weyl (1935) ([21]) 等 的 古典 结 
Ж. 其 后 有 А. W. Tucker (1956) 的 精确 化 
的 结果 ([15] 论文 1 )。 关于 Rh 的 一 般 凸 集 
理论 ，C. Carathéodory (1911) ([2]), A. Haar 
(1924) ([9]) 是 古典 的 结果 。 其 后 有 A， Char- 
nes-W. Cooper-W. Kortanek (1963) ([3]) 的 
推广 .在 Stieltjes 积分 情形 下 的 F. Riesz (1911) 
理论 中 ,包含 了 分 析 学 的 许多 重要 的 表示 定 
理 . 为 回顾 理论 的 发 展 ,这 里 仅 引用 G. Choquet 
(1956) @ЖЖ (141). 在 以 线性 规划 的 形式 
向 函数 空间 的 推广 中 ， 有 以 P. C. Rosenbloom 
(1951, 1952) ([18]) 为 主 的 对 数列 空间 "(1) 的 
推广 . 从 H. W. Kuhn- Tucker (1951)([14]》 
的 最 大 值 问 题 与 鞍点 问题 之 间 的 对 应 关系 出 发 
的 推广 中 ，L. Hurwicz (1958) ([10]) 及 石井 
惠 一 〈1964)([11]) 在 线性 拓扑 空间 中 作出 的 
理论 与 应 用 都 是 值得 注意 的 ， 另 一 方面 ， 线 性 
规划 对 经 济 学 的 应 用 ,基于 J. von Neumann 的 
对 策 论 1(1928)， 平 衡 增长 模型 (1935，1936) 
(1201), №. Leontief ([16]) 的 产业 关联 分 析 
等 而 应 运 发 展 ,出 现 了 T. C. Koopmans 等 [13] 
《1951) 以 后 所 做 的 工作 ， 关 于 实用 的 计算 方法 
及 在 产业 上 的 应 用 ,1. B. Канторович (1939) 
《[12]) 等 取得 的 孤立 成 果 长 期 未 被 注意 ,而 以 
G. B. Danzig 提出 的 单 形 法 ([13] 第 21 章 ) 为 
转机 ， 主 要 在 美国 得 到 发 展 的 方法 占有 压倒 的 
жй. 

以 下 ,只 要 没有 特别 说 明 ， 系 数 都 是 实数 ， 
设 Re л ЯЕ Euclid 空间 ，X,Y 等 为 ” 维 列 
юш, R= R, “表示 和 矩阵 的 转 置 , * 表 示 对 侦 
空间 ?或 它 的 元 素 或 对 侦 算 子 ?， 对 于 向 量 的 三 
DEFRAG, <, < MARR, x< v 和 
XX 二 Y 分 别 意 为 X, < Y, G= 1,55, n) 和 
Х,< Y, G—1,::5 п), ХҮ MEH 

Xx < Y BX = Y. 
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【线性 不 等 式 与 凸 集 的 理论 】 对 于 А" 的 
AAR K, EKZER ASK ZTA 
由 一 个 超 平面 分 离 之 《分 离 定理 '); 关于 凸 多 
HE’ с, W A, В WHR, (X|AX >0} 的 
形式 与 {Х|Х = BY, Y>0} 的 形式 这 两 个 
定义 的 同等 性 ; 凸 多面 锥 C SERIE’ 

c*=(Y|YX>0, vxec) 

之 间 的 对 偶 性 C = C; 关于 有 界 的 凸 多 面 
体 !+,“ 被 有 限 个 超 平面 所 包围 的 区 域 "与 "由 有 
限 个 顶点 生成 的 凸 集 "这 样 两 个 定义 的 同等 性 ; 
以 上 这 些 都 是 闭 凸 集 的 基本 性 质 ， 无 界 的 凸 多 
面体 ， 可 由 有 界 的 凸 多 面体 和 凸 多 面 锥 进行 加 
法 运算 而 得 到 (一 凸 集 )， 与 这 些 事实 密切 对 应 
的 线性 不 等 式 的 定理 , 举 出 如 下 几 个 。 Minko- 
wski-Farkas 定理 : AX — B (B 为 向 量 ) 具 
Ж x 之 0 的 解 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 满足 
шл 20 的 所 有 的 U, MSti ОВ 20. Stie- 
mke 定理 : 关于 4， 下 面 两 个 命题 之 中 必定 
只 有 一 个 成 立 : i) AX=0, X>0 AMS ü) 
U'A20 有 解 ，Tucker 定理 (互补 松弛 性 定 
理 (theorem of complementary slackness)); 对 于 
4 的 两 组 不 等 式 i) AX 一 0 (X 20) йн) 
U'A 20, 存在 满足 АШ + X > 0 HR X, 
U. 

【有 限 维 空间 的 线性 规划 】 问题 一 般 以 如 
下 的 形式 表述 。 设 4 为 m x n ре, Be Re, 
рє В". 

问题 P; 在 条 件 i) AX = В, ü) X D0 
之 下 , 求 出 使 X, — PX — max 的 X € F°. 

称 满足 i) 的 任意 的 X 为 解 《solution), W 
JE ü) 的 解 为 可 行 解 (feasible solution), 以 于 
表示 可 行 解 的 全 体 , 则 $ < @ 的 条 件 是 : 不 
存在 满足 
a) VA>0, 'в<0 
的 VE R=*; Xoe В" 是 最 大 解 的 条 件 为 : 存在 
满足 
(2) и'л>Р, 

(3) (U'A —P)X,—0 
H U = U,€ R™, Ж Uo 为 影子 价格 (shadow 
price), (2) 为 单 形 准则 (simplex criterion), 条 


fr D, ü), (2), G) 表明 ,对 于 X 宇 0， 
(4) O(X,U) = PX —U'AX + U'B 
(Xe Uo) HRA. 改写 (4) 为 

@(X,U) = Px — U'(AX — B) 

= (P —U'A)X + ОВ, 
可 以 推导 出 下 面 的 对 侦 定理 . AP SPR 
述 的 问题 D 互 为 对 偶 问题 (dual problem). 

问题 D: 在 条 件 (2) 之 下 , 求 出 使 UB 一 
min 的 Uc R"*, 

这 里 ,下 述 的 线性 规划 的 对 偶 定 理 〈dualiy 
theorem of linear programming) 成 立 。 如 果 问 
题 P(D) 有 可 行 解 , 且 目 标 函数 上 (下 ) 方 有 界 ， 
则 这 两 个 问题 都 有 极 值 解 ， 且 两 者 的 极 值 是 一 
致 的 ， 这 时 问题 D 的 最 小 解 由 上 面 的 we 给 出 , 
若 问题 P(D) 有 可 行 解 , 则 问题 DC(P) 下 (上 ) 
方 有 界 . 

Kuhn 和 Tucker 将 最 大 解 对 应 于 (4) 的 较 
点 的 事实 推广 到 非 线性 的 情形 ([14]). BE (X) 
为 Xe R° 的 可 微 函 数 ,4(X) 为 从 R" BIR" 
的 可 微 映射 ,这 时 ,在 关于 可 行 解 集合 的 某 种 条 
件 的 限制 下 ,对 于 最 大 化 问题 : 在 条 件 

A(X) >0, X20 
之 下 ,对 f(X) — max 的 最 大 解 Xo， 存 在 Woe 
R"*， 使 得 对 于 
G) @(X,U) = f(X) + U'A(X), 

i) Ø% < 0,0%X0 = 0 (Xo > 0); 

š) @b >0, CFU, = 0(U, > 0) 
成 立 , 这 里 

@ = (80/011, 00/0, + *,ӘФ/Әх,)х-х, 
等 ， 另 一 方面 若 Xo US 除了 满足 i), ú) 以 
外 ,还 满足 

ш) Ф(Х, U) < ФОХ) + ФАХ 

— X)(VX > 0); 

iv) Ф(Х0) > @(Xo»Uo) + et (U — Uo) 
(vU > 0); 

则 X, 即 为 最 大 解 。 MR A(X) 的 各 分 量 及 

Кх) 在 所 有 的 X 2 0 ЖЮН А X, 成 

为 最 大 解 这 一 命题 ,与 IU, 2 0, È (Xo U) 

是 @ 的 鞍点 的 命题 是 等 价 的 。 设 Р(Х) 为 从 


Re 到 Rt 上 的 可 微 映射 ,将 上 述 的 最 大 化 问题 
的 1(X) 一 max 置换 为 求 在 R* p к< 
意义 下 的 极 大 点 即 有 效 点 cfficient point) 的 问 
题 时 ， 则 有 如 下 更 一 般 的 定理 : 对 于 X。 有 适 
当 的 VER, Voc 0 使 得 对 于 
Ф(Х, U) = VeF(X) + U'A(X), 

1), ii) 成 立 . 

【空间 的 扩张 与 应 用 】 在 序列 空间 


O= {x= G1: Ini <=} 


中 的 线性 规划 ， 曾 由 Rosenbloom (Bull. Soc. 
Math. France, 1951—52) 研究 过 . 利用 (1) 上 
的 线性 泛 函 ? д, 4€(D)* = (m) G= less 
k), MED Sx UX) ci SU) AX 
AX) < с 
以 及 й) x, >0 (Vj) WAH, # GQ) 上 建立 
了 作为 
(co) = (X = (xi) | lim z; = 0} 
的 对 偶 空 间 的 弱 拓扑 +。 若 (X) 为 弱 下 半 连 
BE" ACK) 为 弱 上 半 连 续 ', 在 3 名 时 A(X) 
EDAR, WACK) 的 最 大 值 在 $ 的 端点 达 
到 ， 在 完全 正则 性 的 假定 下 它 是 唯一 的 。 有 界 
的 S 成 为 端点 的 凸 闭 包 (convex hull)， 就 是 
包含 端点 的 最 小 的 凸 闭 集 .将 这 一 理论 用 于 通 
过 在 R 上 给 定 的 函数 系 
PG = 1, 2) 
能 表示 为 


JG) = У) ae) 


m 
的 函数 族 ， 则 C. Н. Бериштейн 的 函数 逼近 
论 、 绝 对 单调 函数 的 理论 和 复 变数 函数 论 的 一 
些 不 等 式 可 以 统一 处 理 ， 如 使 用 已 扩张 到 作为 
有 界 函 数 的 Banach 空间 上 的 线性 泛 函 而 定义 的 
有 限 可 加 测度 (A. Д. Александров, 1940— 
43) 上 的 上 述 理论 , 则 作为 对 于 以 


о = | xG, Dan) 


的 形式 表现 的 f(x) 的 函数 空间 上 的 线性 泛 函 
的 极 值 问题 ,有 非 负 调 和 函数 的 插值 公式 ,关于 
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它 的 Fourier 系数 的 Carathéodory-L. Fejér 的 
结果 ,还 有 关于 热传导 方程 ' Harnack 定理 的 类 
似 结果 等 等 . 
设 /为 任意 的 足 标 集合 ， 定 义 广义 有 限 序 
列 空 间 (generalized finite sequence space) (f(J)) 
为 在 X — (x) G € J) 中 除去 有 限 个 i 之 外 为 
«= 0 这 样 的 X 的 全 体 。 对 这 一 空间 的 推广 
是 由 Charnes-Cooper-Kortanck 给 出 的 ([3]), 设 
Ai B€ R=>G € ])， 若 考虑 下 列 二 问题 : 
IR Py: 在 
Dy tdi roce aa», 
X20 之 下 ,使 
У) pix, > max, 
79 
问题 Dj: 在 U'A >p G € J, UER) 
之 下 ,使 U'B > min, 
WW {(4;，pi)1ie J) 在 比 Haar 条 件 稍 强 的 标 
准 封闭 这 个 条 件 下 ， 在 这 两 个 问题 之 间 完 全 对 
MERI. 
Kuhn-Tucker 的 理论 向 线性 拓扑 空间 的 推 
广 是 由 L. Hurwicz 所 作 的 ([10]). 设 27 0 
REZ, Ye ORES, Ye 的 
ДЕЧ Prs P, HAGA AUR DAA 
MK, F.G 分 别 是 从 DD 到 &,a 的 凹 映射 
(= RR), G(D) 包含 P, WAR. 如 果 
X, 是 在 G(X) >0 (XED) 下 的 F (X) 的 
最 大 解 , 则 存在 Ү > 0, 23220, EH 
Ф(Х,2*) = Y1(F(X)) + ZHG(X)) 
在 (XoZ4) 处 有 鞍点 。 Pys P; 有 内 点 的 条 件 
是 不 能 完全 排除 的 ,但 再 稍 许 弱 一 些 , 能 够 包括 
Clo), (L,), G), (S) 的 情形 (Hurwicz- PR 
BAX [1] 论文 5). 对 于 F,4 为 线性 , Y 一 R 
的 情形 ,以 Hurwicz 给 出 的 形式 , 设 空 为 局 部 
0ч", Р.Р, 各 为 B.S 的 闭 凸 锥 ,考虑 
问题 L: 在 
G(X) = 4(X) 一 了 全 0 X>0 
之 下 ,使 
F(X) = X*(X) > max, 
令 
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@(X,Z*) = X*(X) + Z*(4(X) — B). 
XO e€ 尽 ， 定 义 从 W = A x R FB 


yx 
的 线性 映射 为 


T((X>e)) = (A(X) — pB, (X, 8); 
则 在 9 * -的 非 负 同 锥 经 те 映射 所 得 的 象 集 
成 为 9Z* 的 正则 凸 ? 集 的 条 件 下 ，X 为 问题 
1 的 最 大 解 之 命题 ,与 IZE", (Xo Z1) 为 
的 非 负 较 点 之 命题 是 等 价 的 ， 设 空间 为 Ba- 
nach 空间 ,使 用 Fréchet 微分 +, 则 在 并 不 比 Ku- 
hn-Tucker 的 条 件 限 制 强 的 一 些 限制 之 下 ,能 够 
平行 地 讨论 非 线性 问题 的 最 大 解 和 用 导数 表示 
的 弱 鞍 点 条 件 之 间 的 对 应 。 石 井 在 较为 简单 地 
表示 的 条 件 之 下 ， 病 明了 目标 函数 的 sup 与 
Lagrange 形式 的 inf 3 的 一 致 性 ,同时 给 出 达 
到 sup, inf 所 应 满足 的 条 件 , 并 将 此 应 用 于 发 
JR Чебышев 不 等 式 + 和 Cramér-Rao 不 等 式 ' 的 
一 般 理论 ([11]). P 

【实用 计算 方法 】 在 有 限 维 线性 规划 的 实 
用 的 数值 计算 法 中 ,以 Dantzig 的 单 形 法 为 基础 
的 二 段 单 形 法 (2-phase simplex method) 是 标准 
的 ， 还 有 对 偶 单 形 法 dual simplex algorithm), 
合成 单 形 法 (composite simplex algorithm), Æ 
对 侦 法 《primal dual method) 等 ， 它 们 都 是 以 
主 元 + 消去 法 为 基本 运算 的 多 种 变形 ,可 以 根据 
具体 情况 采用 (P. Wolfe-L. Coder [8] 论文 
23). 

在 问题 P 的 条 件 i) 和 xo 一 max 合并 起 来 
的 关于 十 1 个 变量 的 m + 1 个 方程 中 ， 对 应 
PRA xo 列 的 线性 无 关 的 m + 1 个 列 向 量 的 
变量 集合 称 为 基 《〈basis)， 仅 对 属于 一 个 基 的 变 
量 给 以 非 零 值 所 得 的 解 称 为 基本 解 《basic solu 
tion)， 将 可 行医 本 解 (feasible basic solution) fj 
заж f. b. s. 将 方程 关于 一 个 基 的 变量 解 出 的 
形式 称 为 医 本 型 《basic form, canonical form), 
对 基本 型 应 用 主 元 消去 法 ， 就 得 到 一 个 将 基 变 
量 蔡 换 了 的 基本 型 与 基本 解 . 重复 这 样 做 ， 最 
后 达到 最 优 解 的 方法 就 是 单 形 法 (simplex me- 
tod), 对 基本 型 逐次 反复 运用 主 元 消去 法 形 
式 的 计算 表格 称 为 单 形 表 (simplex tableau). 


在 二 段 单 形 法 之 中 , i) 找 出 一 个 基本 
Wü) 找 出 一 个 可 行 基本 解 ; ш) 求 出 一 个 最 大 
解 ;逐次 执行 这 三 个 阶段 ,在 各 阶段 上 所 求 的 解 
不 存在 时 会 自动 地 得 到 判别 。 无 论 何 种 情形 ， 
计算 总 将 在 有 限 次 迭代 后 结束 在 ili) 这 一 阶 
眉 上 的 各 步 计 算是 , 求 出 一 个 可 行 基本 解 X, 对 
它 求 出 由 满足 (3) 的 器 确定 的 Л —Р, RE 
它 的 分 量 的 符号 判别 ， 如 果 设 有 满足 单 形 准则 
(2), 则 选取 主 元 素 ,使 得 X 移动 到 给 出 PX 的 
更 大 值 的 与 原来 的 可 行 基本 解 X 相 邻 的 S 的 
顶点 处 。 退 化 情形 的 计算 程序 的 有 限 性 ， 可 由 
在 主 元 的 选择 上 引用 辞典 式 顺 序 而 得 到 解决 . 
在 ii) 这 一 阶段 ， 将 基本 型 表示 的 基本 解 中 取 
人 负 值 的 变量 之 和 一 max 作为 仅 限于 那 一 步骤 上 
的 假定 目标 函数 并 对 之 使 用 ii) 进行 计算 的 做 
法 是 高 效率 的 。 这 一 过 程 当 F— @ 时 自动 地 
给 出 (1) 的 了。 

使 B 与 P 作 为 一 个 参 变量 :的 线性 函数 而 
变动 ， 在 求 最 大 解 Xo xa, U, 的 参数 规划 
(parametric programming) 中 ， 主 元 消去 法 也 占 
主要 地 位 ，maxxo 为 了 的 凹 函 数 ，P 的 凸 函数 

除 主 元 消去 法 之 外 ， 还 有 许多 方法 提出 来 
作为 基本 运算 .线性 规划 的 无 限 维 空间 推广 与 
实用 计算 想 结合 的 一 条 途径 。 有 利用 Dantzig- 
Wolfe 的 分 解 原理 (decomposition principle) 的 广 
义 线 性 规划 的 处 理 方法 ([6]), 二 段 不 确定 性 线 
性 规划 (2-stage programming under uncertainty) 
的 问题 也 可 通过 对 于 对 偶 角 形 系 统 (dual ang- 
ular system) 应 用 分 解 原理 来 进行 计算 . 

【整数 规划 】 限定 变量 的 全 部 或 一 部 分 取 
整数 值 的 线性 规划 问题 称 为 整数 规划 Cinteger 
programming). 求解 整数 规划 的 方法 , 由 R. E. 
Gomory 在 1959 一 60 年 [8] 的 论文 34 中 提出 了 
几 种 方法 . 主要 想法 是 在 无 视 整数 限制 条 件 下 
求 得 的 解 为 非 整数 时 ， 再 导出 整数 解 应 该 满足 
的 较 强 的 不 等 式 条 件 ， 依 靠 添加 这 样 的 约束 条 
件 , 删 去 前 已 求 得 的 解 对 基本 型 的 一 行 
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规定 一 个 正 整数 1， 设 


а; = [4/2] 2 + p; 
(0 <p;< 243; 7 =0,15---52)5 


(oma) 


则 对 于 《6) 的 非 负 整数 解 , = 就 成 为 非 负 的 整 
数 , 通过 令 2>0, MA po 二 0 的 解 。 SR 
一 个 基本 型 的 一 行为 


(7) xc > ах = ao 


= 
其 中 a 不 是 整数 。 RATA ARE 
序 , 取 ;一 1， 并 加 上 条 件 z2 0， 以 删 去 = 
2o 的 基本 解 ， 对 于 全 部 变量 和 全 部 系数 都 为 整 
数 的 情形 ， 计 算 过 程 的 有 限 性 已 得 到 证 明 . 对 
整数 规划 问题 ， 已 得 到 的 能 够 满足 实用 的 计算 
方法 将 会 开辟 出 广泛 的 应 用 领域 ， 这 已 由 
Dantzig 部 分 地 指出 《[5])。 


Be 
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运输 问题 [Ж wansportation problem Ж pro 
blème de transport 4È Transportproblem 'f за- 
дача о nepenosKax A 输送 问题 ] 运输 问题 
是 线性 规划 问题 的 特殊 情况 (一 线性 规划 ,下 述 
的 问题 H)， 然 而 通常 把 与 线性 规划 有 同样 性 
质 的 问题 A, T, F, S, CPS 等 统称 为 运输 型 的 
问题 是 方便 的 ， 在 历史 上 ， 作 为 几何 间 题 处 理 
的 最 早 的 工作 是 G. Monge《〈[16]) 的 一 系列 研 
究 [1],[11]。 另 一 方面 ,如 E9], [14] 从 实用 的 
观点 得 出 的 特殊 类 型 的 线性 规划 问题 具有 特殊 
的 代数 性 质 : “条 件 关系 式 的 系数 矩阵 为 完全 
4480 (completely unimodular), 即 所 有 的 子 行 
列 式 为 0, +1". 人 们 还 陆续 发 现 了 具有 这 样 
的 性 质 的 其 他 问题 ， 并 且 弄 清楚 了 它们 之 闻 的 
相互 关系 ,还 明确 了 它们 同 [13]，[2] 所 述 系统 
的 组 合 图 论 (graph theory) 的 重要 课题 有 密切 
WER (131, 181). 

线性 有 限 图 (finite linear graph) 是 由 顶点 
的 有 限 集 了 ， 边 的 有 限 集 4CV X V 给 出 的 
一 维 复 形 '*， 并 且 有 V, A 上 的 整 系数 加 法 群 
M(V),M(A) 之 间 的 边缘 算 子 * 

ð: M(4) >M(V) 
WR CAFR TER 
8: M(V) > M(A). 


1238 运输 问题 


由 树 (tree) 或 最 大 树 (maximal tree) 与 补 树 
(co-tree)〔 或 称 共 二 e 树 ) 构 成 作为 一 维 循环 形 之 
基 的 闭路 的 集合 ,而 且 与 此 对 应 ,可 以 构成 8(M 
(V)》 中 的 基 ([10]). 8(M(V)) 的 元 素 被 称 
为 切割 集 《cut set). 

【运输 型 问题 】 问题 H: Hitchcock 运 
输 问题 (Hitchcock transportation problem). 在 
D t= an Do ra= bis 

= = 
ra 220 的 条 件 下 ,使 
> У) caru > min, ' 
- m 
问题 А: 分 配 问题 assignment problem). 
在 Са 
У) = 1, Ў), 
m m 
xy 一 0 或 1 的 条 件 下 ,使 
DD сну min. 
ein 
问题 T， 图 上 运输 问题 (transshipment pro- 
blem) 或 称 网 络 运输 问题 (transportation prob- 
lem on а network). 设 以 各 边 G, NEA 上 
的 “流量 "(ftlow) xú 为 变量 ,要 求 i) 对 各 项 点 的 
净 流入 量 一 给 定 值 ; i 0< mw у; 在 这 两 
个 条 件 下 ,使 
У) су — min, 
«те, 
问题 F， 最 大 流 问题 (maximum flow pro- 
blem). 在 图 上 逐个 给 出 流入 点 ,流出 点 ,在 六 
对 其 他 顶点 的 净 流 入 量 = 0; 以 及 ü) 的 条 件 
下 ， 使 总 流 人 量 一 总 流出 量 一 max。 
问题 S; 最 短路 问题 shortest path problem) 
在 图 G 的 各 边 上 长 度 给 定时 ， 求 出 连接 两 个 顶 
点 的 最 短 通路 . 
问题 CPS; 日 程 计划 《critical path schedu- 
ling》([12]).。 在 有 向 道路 的 存在 所 定义 的 半 
KAD MV ARK ves 最 小 点 vo 时 ,在 
Уй € tj t (0, = T). 
ba < ys <, 


的 条 件 下 ,使 


>) суи > max. 


«тел " 

考察 这 几 种 问题 问题 H, T, F, CPS 本 
身 是 线性 规划 问题 ,从 上 述 图 的 性 质 , 知 它们 的 
系数 矩阵 是 完全 么 模 的 ， 对 于 整数 的 右 端 项 可 
以 求 得 整数 最 优 解 ， 且 对 于 整数 的 目标 函数 系 
数 可 以 求 得 整数 对 偶 解 .问题 A, 5 也 可 以 无 
视 整数 条 件 而 分 别 包含 在 问题 H,T ZH, [Al 
题 H, A，T 可 以 相互 变换 ,它们 与 CPS 一 起 
都 可 以 利用 问题 F 的 解 解 出 〈[6])， 利 用 以 消 
元 法 为 基本 运算 的 线性 规划 问题 的 各 种 解法 的 
特殊 化 ， 能 够 对 运输 型 诸 问题 给 出 一 些 特殊 解 
dk. 问题 H, A, T,S 的 对 偶 解 允许 分 别 作为 
顶点 位 势 来 解释 ，CPS 是 一 种 类 型 的 位 势 问 
题 ， 同 它 的 对 偶 问 题 一 起 可 以 作为 某 一 力学 系 
统 或 电流 回路 的 平衡 条 件 来 解释 ([5]，[3])。 

线性 规划 的 对 偶 定理 ， 对 于 问题 F 成 为 最 
大 流 最 小 切断 定理 (maximum flow minimum 
cut theorem)《[4])， 稍 行 推广 ， 则 得 到 关于 问 
题 的 可 行 解 存在 条 件 的 О. Gale 定理 ([7])， 
关于 有 限 集 族 的 一 系列 表示 的 了 . Hall 定理 
(1935) 的 推广 《[18] 论文 10)， 关 于 半 序 集 ' 
分 解 为 最 小 数目 的 线性 有 序 集 ?的 R.P. Di- 
worth 定理 (1950) ([18] 论文 11), 关 于 图 的 
两 个 顶点 集 的 连通 性 的 G.Menger 定理 ([4])， 
在 问题 A 的 解法 ([15]) 中 用 到 的 D. Konig 定 
38 (1131), 以 及 关于 一 般 的 图 上 位 势 的 存在 性 
的 B. Roy 的 结果 ([17]) 等 . 
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非 线性 规划 [Ж nonlinear programming 法 
programmes non-linéaires 4% nichtlineare Progra- 
mmierung {Å нелинейнос программирование 
日 非 粮 形 计 面 法 ] 一 般 的 非 线性 规划 问题 
(nonlinear programming problem) 可 以 表述 如 
F: 设 X° 29 nf Eudid 空间 А" 中 的 子 集 ， 
OG техн). роон) tts ge Ges 
x.) 为 在 X° 上 定义 的 实 值 函 数 ， 问 题 是 确定 
满足 约束 

gts n) «0G 71, m) 
Homes s) € X° 同时 使 得 Qno, z.) 
《 称 为 目标 函数 (objective function)) 取 最 小 值 
(或 最 大 值 ) 的 点 G, x) 的 集合 。 RN 
只 需 考 卉 最 小 化 的 问题 ,因为 最 大 化 的 问题 ,由 
于 明显 的 关系 тах = 一 min( 一 9)， 可 以 变 成 
最 小 化 问题 . 

车 用 向 量 记号 ， 最 小 化 问题 《minimization 
problem) 可 以 表述 为 如 下 形式 : 

(P) 确定 所 有 = 的 集合 , 使得。 _ 

(x) = тіл0(=), P 
ZEX = {rlr € X°, g(x) < o), 
其 中 g (вос ga), ERA, 对 于 实 向 
Ж a = Cassy ae) Rik, а 0 意味 着 
2150, ---, 2,0 

集合 х 称 为 可 行 区 域 〈feasible region) RAR 
3& (constraint set), ii # 称 为 最 优 解 (optimal 
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solution) 或 简称 解 。 在 许多 非 线性 规划 问题 中 ， 
X° = Ке. # X° = R° 且 96 和 8 为 在 Rb 
定义 的 线性 函数 , 则 问题 (P). 成 为 线性 规划 问 
B (linear programming problem), 目标 函数 为 
二 次 函数 而 要 满足 线性 约束 的 最 小 化 问题 称 为 
二 次 规划 问题 (quadratic programming problem), 
如 果 X 是 凸 集 , 而 6 在 X 上 为 凸 (或 止 ) 函 数 , 则 
相应 的 问题 称 为 凸 规划 问题 (convex program- 
ming problem). 凸 函数 与 四 函数 在 非 线 性 规 
划 中 起 重要 作用 。 因 为 它们 满足 最 优 性 的 相当 
直接 的 充分 条 件 ， 也 是 使 得 最 优 性 的 必要 条 件 
能 够 不 需要 经 过 线性 化 就 给 出 的 仅 有 的 一 类 函 
ж. 

在 通常 的 微分 学 中 ， 如 果 一 个 多 变量 函数 
在 适合 一 些 等 式 约束 的 情况 下 要 寻求 最 大 值 或 
最 小 值 ,通常 是 用 Lagrange 乘 子 法 ， 作 适当 的 
修改 ，Lagrange 乘 子 法 也 可 以 用 于 求解 非 线性 
规划 问题 . ] 

关于 最 小 化 问题 (P) 的 Lagrange 函数 
(Lagrangian function) ф 定义 为 
d, м) = 66) + иек), 

其 中 一 (xb ro)，u 一 (xm)， 且 
и 表示 的 转 置 ， T 


gn) 一 27 швом). 
m 


(2,4) 3529 (x su) 的 鞍点 (saddle point), 

倘若 rex,ucR",u-0, Н 

Ф(«, u) < G, 0) < d(x, в) 
对 所 有 z€ X° 和 所 有 满足 > ойу we RoR 
ar. 

H. W. Kuhn X A. W. Tucker ([15]) 证 
明了 ,在 某 些 正则 条 件 下 , 凸 规划 问题 可 以 归结 
为 寻求 Lagrange 函数 Ф (z, а) BOE НО fF] 
题 . 

【最 优 性 判 据 】 我 们 现在 要 印 述 关于 最 小 
化 问题 (P) 的 一 些 最 优 性 判 据 。 

1) (H. Uzawa [22]) WR (z, š) Ж 
OCs, u) 的 鞍点 , 则 z 是 最 优 解 . 

2) (Kuhn and Tucker [15]) 设 X* ЖЧ 
集 , 且 6 fü £ 是 可 微 的 凸 函数 。 如 果 存 在 (, 动 
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使 得 
VOC) + u'vg(x) = 0, 
BEX, Wg(z) = 0, #20, 
则 z 是 最 优 解 , 其 中 VOG) 表示 Ө 的 梯度 向 
Ж, Vel) 表示 8 在 x 点 的 Jacobi EBE, 

上 述 的 1), 2) 是 问题 (P) 的 最 优 解 的 
充分 条 件 。 另 一 方面 ,关于 最 优 性 的 必要 条 件 
由 下 面 的 结果 给 出 . 

3) (F. John [12]) Ж X° 为 开 集 ，9 和 
в 可 微 , 则 若 x 是 问题 (P) 的 解 , 便 存 在 > 

om 5e А" 使 得 
HVOF) + HVg(#) = 0, 
4G) <0, #000) = 0, 42 0. 

要 推导 出 其 他 的 必要 条 件 ， 我 们 需要 称 为 
HRM (constraint qualification) 的 一 类 正则 
RE. 下面 是 两 个 这 样 的 约束 规范 . 

(S) 设 X 为 凸 ， 则 凸 向 量 函数 z 称 为 满 
Æ Slater 约束 规范 (在 X° 上 ), 如 果 存在 z'€ 
和 使 得 ZG) <0 

CBD gia") < 0,---, eG < 0). 

(KT) 设 X° 为 开 集 ， 则 称 向 量 函数 € 在 
zcX' 处 满足 Kuhn-Tucker HRB, 如 果 
£dE z 可 微 , 且 若 》 是 任意 一 个 向 量 ， 并 满足 
REKER VgilE) -y <0, 

iel = (ilgG) < 0), 
WJ y 与 包含 于 
X = (z|xe X°, gy <0} 
фо НЮ). 

4) (Uzawa [22]) Ж X° Ж, OME 
是 X° 上 的 凸 函数 ， 且 设 & 满足 Slater 约束 规 
范 ， 如 果 z 是 最 优 解 , 则 存在 ue 尺 " ,二 二 0， 
使 得 zeg(z) 一 0 Н Gu) 是 

Ф(х, и) = Olx) + (z) 
OBER. 

5) (Kuhn and Tucker [15]) 设 X° XF 
ER xz 为 问题 (P) М, TEILE 
可 微 , 并 设 8 满足 Kuhn-Tucker 约束 规范 ， 则 
存在 we Re 满足 

VOC) + Vgl) = 0, zGz) <0, 
а) = 0,0 > 0. 


GHAN 数学 规划 中 的 对 偶 定 理 (duality 
theorem) 表述 了 两 个 问题 之 间 的 某 种 关系 .这 
个 关系 有 两 个 方面 ，(i) 一 个 问题 是 约束 最 小 
化 问题 而 另 一 个 问题 是 约束 最 大 化 问题 ; Gi 
其 中 一 个 问题 的 解 的 存在 性 保证 另 一 个 问题 的 
解 的 存在 性 , 且 在 这 种 情形 它们 的 最 优 值 相 等 . 

XR R 中 的 开 集 , he 和 8 分 别 为 
KARMA m 维 向 量 函 数 ， 二 者 都 定义 在 X 
上 .我 们 考虑 下 面 两 个 问题 : 

(Р) 原 问题 : Ж mind(x), 对 

x€X-—(x|xe X°, g(x) < 0). 
(D) 对 偶 问 题 : Ж 
maxh(x,u) 一 0(z) + ugle), 
对 
(x, u) EY = ((z,a)|z € X°, 
u€ R", и> 0, Voler, u) = 0) 
(其 中 v.s.) 表示 向 量 ， 它 的 分 量 是 偏 导 
Ж Iplar, м) Әхи, i= 1, rs m). 
线性 或 二 次 情形 的 例子 是 : 


(Р) (D) 
min(—p'x) max(—6'u) 
对 Ла < br 0. 对 А'и > psu > 0. 
min(—p'x) max(—b'u) 
对 dz <b, 对 A'u = pu > 0. 


min (= Ск т) max (-F Cr — a) 
对 4x < 6,20. 对 cr + à mp. 
min (® “с = кх) тах (-i zex 一 м) 


对 Ax <b, 对 Cr + A'u = pu > 0, 
这 里 4b 是 m 维 向 量 , ?是 " 维 向 量 , 4 m X n 
矩阵, C 是 mn x 对 称 阵 . 注意 ， 在 线性 情形 ， 
对 偶 问 题 不 含有 原 变量 z. 

关于 这 些 对 偶 问 题 (P) 和 (D) 有 一 些 对 
偶 定理 ,下 面 举 出 二 个 : 

1) (P. Wolfe [25]) 设 X° ЧК, 0 
和 8& TRAM, B. z. 满足 Kuhn-Tucker 
约束 规范 .如 果 z R. (Р) 的 一 个 解 ， 则 存在 
we R" 使 得 (z, а) Ж (D) 的 解 且 

OG) = 4. 9). 


2) (O. L. Mangagarian and J. Ponstein 
117) 设 X° RAR, 0 fne 是 可 微 的 凸 函 
Ж.Н (2,2) 是 (D) 的 解 。 如果 8) 在 
t ARORA ЧАН, Ml + 是 (P) 的 
解 且 OG) = gle, 8). 

上 面 两 个 问题 (P) 和 (D) 并 不 是 对 称 
的 .对 称 的 对 偶 性 的 概念 已 由 G. B. Dantzig, 
E. Eisenberg 和 R. W. Cottle 引进 .他们 考虑 
了 下 面 的 对 偶 规划 问题 : 

原 问题 : Ж 

minF(x,u) = K(z,u) — Ww V,K(xu), 
ELE 

V.K(2,4) <0, x20 E «20: 


对 偶 问 题 : Ж 

max G(x,4) = K(x,u) — x V,K(xsu), 
ELE 

VK(x,u) 20, 20H «420, 
其 中 kK 是 在 (4) € R° x Е" 上 连续 可 微 的 . 

主要 结果 ([8]) 是 原 问题 和 对 偶 问 题 存在 
KAHER (E8), REH G) 对 原 问 题 存 
在 一 个 最 优 解 (m.a): (ii) K 对 每 一 个 “是 = 
的 凸 函 数 ,对 每 一 个 * 是 * ШЖК; (ш) К 为 
二 次 可 微 且 二 阶 偏 导 数 矩 阵 〈B5K/6waw) 在 
(z, а) BREN. 

【求解 方法 】 G) 二 次 规划 (quadratic pro- 
gramming), 对 于 求解 凸 ( 凹 ) 二 次 规划 问题 已 有 
一 些 方法 〈[14])， Е. M. L. Beale 法 〈[6]) 
是 线性 规划 的 单 形 法 的 直接 推广 。 M. Frank 
及 P. Wolfe 算法 ([9]) 与 Wolfe 算法 ([24]) 
都 是 直接 与 Kuhn-Tucker 关系 有 联系 的 并 用 
TAWH. 

Gi) Arrow-Hurwiez- R #6 I 3k (Arrow- 
Hurwicz-Uzawa gradient method) ([4]). 四 或 
凸 规划 问题 可 以 由 寻求 Lagrange 函数 plru) 
的 鞍点 来 解决 。 设 p(x, ú) 关于 ” 维 向 量 
x > 0 是 严格 四 函数 且 属 于 С, Рт 8 
“> 0 是 凸 函数 且 属 于 C, 并 且 具 有 鞍点 (z, 
4). 要求 得 (х,и) 的 鞍点 ， 设 计 出 以 下 的 梯 
度 法 是 自然 的 : 


非 线性 规划 za 


4х, _ Әр dui Op 

dt Ө dr Ou; 
为 保持 变量 在 正 封 限 内 ， 我 们 对 上 式 略 加 修改 
而 考虑 如 下 的 微分 方程 组 : 


0, £ s —0 B P? <o, 
dx; _ Ox, 


EE A 


Galas т), 


0, E£ «—0 B. 9? 0, 
du ди, 
а ee? ‚ LITE. 
G= 1... m). 
在 某 些 正则 性 假定 下 ,对 任 一 初始 条 件 〈xw) 
此 方程 组 存在 唯一 解 《x(s)，u(z))， 并 且 解 的 
= Sy HR x6) Mr оо 时 收敛 于 

将 上 述 结果 用 于 Lagrange 函数 p(z,u) R 
们 可 以 解 凸 或 凹 规划 问题 . 

(iti) Rosen 梯度 投影 法 (Rosen’s gradient 
projection method) ([20]). 如 果 可 行 域 的 一 
点 s* 没 给 出 最 小 化 问题 (P) 的 解 ， 我 们 可 以 
从 z 沿 着 函数 一 6 (х) 的 梯度 方向 求 出 一 个 
可 行 点 且 得 到 较 小 的 函数 值 。 若 x* 是 边界 点 
且 如 果 梯 度 向 量 指向 可 行 区 域 的 外 部 ， 此 法 失 
效 。 Rosen 方法 ([20]) 是 将 梯度 投影 到 可 行 
区 域 的 边界 上 ,随后 沿 此 投影 方向 进行 搜寻 .这 
样 得 到 的 下 一 点 保持 在 可 行 域 的 边界 上 . 

Civ) 可 行 方向 法 (method of feasible direc- 
tions). 这 是 最 初 由 С. Zoutendijk ([26]) 提 
出 的 。 考虑 在 满足 约束 z€ SCR" ZF ROC) 
的 最 小 值 的 问题 ， 其 中 S 是 满足 某 些 正则 性 条 


. 件 的 一 个 连通 闭 集 ，6(*) 是 н 维 向 量 * 的 连 


续 可 微 函数 , 且 对 某 一 个 a, 集合 
{xE S'6(z) <a} 
是 有 界 和 非 空 的 . 
任 一 按 下 列 步骤 来 解 这 一 问题 的 方法 都 是 
可 行 方向 法 : 1) 从 某 个 使 8(x**) < supa 的 
PES FE, 2) MERGER A rt 过 渡 到 
mt 时 ,首先 在 x* 点 确定 一 个 方向 é, ef 
对 所 有 充分 小 的 4 > 0, 射线 xt b nt 位 于 
5 内 ，3) 随 后 确定 步 长 A, 从 而 得 到 第 (4 二 1) 
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次 迭代 点 th ert tas, 4) 重复 这 一 过 
程 直至 某 个 预先 规定 的 停止 条 件 得 到 满足 . 

有 许多 确定 + 的 方法 在 大 多 数 情形 下 ， 
A, 是 由 沿 着 所 得 到 的 方向 进行 一 维 搜寻 而 确 
定 的 。 Zoutendijk 统一 了 各 种 形式 的 可 行 方向 
法 并 且 提 出 了 产生 最 优 方向 + 的 规范 化 准则 ， 
同时 从 计算 方法 的 观点 对 此 问题 进行 了 详细 的 
ВР: (1271, 1281). 

【推广 】 L. Hurwicz (0118) BRT ER 
性 拓扑 空间 中 的 一 般 的 规划 论 ， 主 要 结果 是 将 
Minkowski-Farkas 定理 和 Kuhn-Tucker 定理 (一 
线性 规划 ) 推广 到 线性 空间 中 的 规划 问题 。 P. 
P. Varaiya ([23]) 考虑 了 Banach 空间 中 的 非 
线性 规划 问题 : 

(B) Ж max 1(z=)， 约 束 为 +E A, gG € 
Ay, Җир X, Y 为 实 的 Banach 2218], z€ X, 
g: X — Y 是 Fréchet BURN. f 为 实 值 可 微 
函数 ,4 是 X 的 子 集 ,而 4y 是 Y 中 的 凸 集 ， 主 
要 结果 类 似 于 Kuhn-Tucker 必要 条 件 。 当 Ay 
是 闭 凸 锥 时 ，Varaiya 也 揭示 了 关于 (B) 的 一 
A AMAA, L. W. Neustadt ([19]) 研究 
了 线性 向 量 空间 中 的 非 线性 规划 问题 ， 并 且 给 
出 对 最 优 控制 理论 的 应 用 . 主要 结果 是 : (iD 对 
于 最 优 性 的 Kuhn-Tucker 型 充分 必要 条 件 ;(i) 
对 于 求 得 广义 Kuhn-Tucker 条 件 中 的 乘 子 的 对 
偶 性 定理 ; Gi) 对 于 最 优 控制 理论 的 应 用 - 
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动态 规划 [3k dynamic programming 法 pro- 
grammation dynamique Ф dynamische Program- 
mierung {А динамическое программированис 
日 动 的 计 面 法 ] 决策 问题 已 经 成 为 现代 数学 
的 对 象 ， 多 阶段 决策 问题 大 致 有 两 个 类 型 。 它 
们 的 共同 之 处 是 ， 根 据 在 各 阶段 分 别 选择 怎样 
的 决策 而 确定 全 过 程 。 区 别 在 于 ， 一 个 类 型 在 
中 间 阶 段 不 确定 结果 ， 全 过 程 的 结果 直到 最 后 
一 个 阶段 才 被 确定 ， 另 一 个 类 型 不 仅 在 每 一 阶 
段 确定 相应 的 结果 ， 而 且 这 样 的 结果 还 成 为 在 
它 以 后 的 阶段 考虑 决策 时 的 前 提 ， 前 一 种 类 型 
常常 用 扩充 型 对策 论处 理 ， 而 系统 地 处 理 后 
一 种 类 型 的 方法 有 动态 规划 .这 是 R. Bellman 
在 本 世纪 五 十 年 代 发 展 起 来 的 一 种 方法 。 它 继 


线性 规划 ?7， 非 线性 规划 ?之 后 成 为 数学 规划 理 
论 中 的 一 个 基本 分 支 . 

这 里 所 讨论 的 动态 规划 过 程 的 基本 结构、 
大 致 可 以 看 出 有 以 下 共同 点 : 1) 系统 无 论处 
于 过 程 的 哪 一 阶段 ， 都 由 一 组 状态 变量 刻 划 其 
特征 。2) 无 论 在 过 程 的 哪 一 阶段 ,都 从 不 同 的 
决策 《decision》 中 选择 。3) 决 策 的 结果 以 状态 
变量 的 变换 形式 表现 出 来 。4) 仅 仅 是 各 阶段 上 
系统 的 现状 能 够 影响 下 一 阶段 的 决策 选择 ， 而 
与 通过 怎样 的 途径 达到 这 一 现状 的 经 历 无 关 
(Марков 性 质 )。 5) 在 过 程 中 决策 选择 的 整 
个 序列 称 为 策略 《policy)， 策 略 的 目标 是 使 状 
态 变 量 的 某 个 特定 函数 之 值 为 最 大 (或 最 小 ). 
这 个 特定 函数 就 称 为 目标 函数 ， 如 上 所 述 使 这 
一 目标 函数 值 为 最 大 (或 最 小 ) 的 策略 称 为 最 优 
策略 Coptimal policy), 由 Bellman 所 发 展 的 
动态 规划 方法 的 特点 是 始终 利用 下 述 的 最 优化 
原理 《principle of optimality): “最 优 策略 应 具 
备 如 下 性 质 就 是 无 论 初始 状态 和 初始 决策 
如 何 ， 对 于 作为 这 一 初始 决策 的 结果 所 产生 的 
状态 ,以 后 的 决策 序列 必须 构成 最 优 策略 .” 

决策 过 程 可 以 按 其 是 确定 性 的 、 随 机 性 的 
或 对 策 性 的 以 及 是 离散 的 或 连续 的 来 进行 分 
类 ， 下 面 结合 起 来 叙述 几 个 典型 情况 . 

【离散 确定 性 过 程 】 决策 的 结果 可 以 唯一 
地 确定 的 过 程 称 为 确定 性 过 程 (deterministic pro- 
cess). 当 过 程 的 分 段 数 为 有 限 或 者 可 数 无 限时 ， 
则 称 为 离散 的 。 这 个 过 程 的 系统 状态 以 M 维 向 
di ?表示 ,尽管 在 各 个 阶段 它 可 变化 ,但 设 其 总 
是 属于 某 一 区 域 D 内 的 . T 一 {Te} 为 变换 T, 
的 集合 ,这 里 设 9€5， 变 换 рє D， 所 得 的 状 
dk Ts(p) 仍 设 它 属于 D， 那 么 ,N 个 阶段 组 成 
的 有 限 过 程 中 的 策略 就 是 选择 在 各 阶段 依次 实 
施 的 N 个 变换 的 组 合 (To To co Тк), 这 
E p= TiO), p= Ta) 

pw = Tap). 

Xt. м 阶段 的 最 优 策 就 是 使 最 终 状 态 px 的 
函数 kw) 作为 目标 函数 而 取 最 大 值 。 于 是 ， 
以 加 (p) 表示 初始 状态 为 时 而 其 后 采用 最 
优 策略 的 情况 下 的 N 阶 侦 收 益 。 应 用 最 优化 原 
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理 的 方法 要 点 有 以 下 二 个 : 第 一 ， 是 将 面临 的 
问题 嵌入 到 更 一 般 的 问题 类 型 中 去 加 以 解决 的 
方法 ， 称 之 为 嵌入 原理 (imbedding principle). 
不 是 探求 一 个 孤立 的 过 程 的 最 优 策略 的 特性 ， 
而 是 致力 于 求 得 一 类 过 程 的 最 优 策略 集合 所 具 
有 的 共同 特性 .第 二 ， 是 应 用 媒人 原理 与 最 优 
化 原理 导出 递 推 关系 (recurrence. relation), 从 而 
建立 关于 未 知 函数 组 [Q0 的 函数 方程 的 方 
法 ， 称 之 为 函数 方程 法 (functional equation 
approach)。 设 初始 状态 为 p， 并 采用 某 一 变换 
T, 作为 最 初 决策 , 则 得 到 的 新 状态 为 TP). 
在 这 以 后 的 万 一 1 个 阶段 上 运用 最 优 策略 时 ， 
则 得 到 的 最 大 收益 (maximum return) ж fe 
《Te(p))。 根据 最 优化 原理 ， 它 与 取 《 阶 段 最 
优 策略 所 得 的 收益 СР) 之 间 ， 必定 有 如 下 的 
关系 成 立 : 

f. Cp) = max аСТ, G2). 


这 个 关系 式 对 于 N > k > 2 的 所 有 《都 应 当成 
立 ,特别 对 于 =l, WA 
ҺО) = max R(T, GO). 


KALE TPE BLAME» MRX 
К) = mas CT G). 


【离散 随机 性 过 程 】 决策 q 的 结果 不 是 确 
定 一 个 变换 ， 而 是 考虑 某 一 变换 按 概率 分 布 规 
律 概率 地 确定 的 情形 。 现 在 , 设 处 于 状态 时 ， 
已 取决 策 为 9。 这 时 其 结果 使 系统 的 状态 在 
(2,2 + dz) 之 间 的 概率 以 2G.(p,z) 表示, 设 
= 的 分 布 函数 G(p, z) HER. Wik, 作为 
它 的 结果 ,在 进行 下 一 步 的 决策 之 前 ,成 为 怎样 
的 新 状态 = 也 是 已 知 的 。 这 样 引入 概率 分 布 的 
场合 ， 往 往 会 提出 收益 期 望 值 的 问题 。 与 离散 
确定 性 过 程 的 情形 相同 ， 设 目标 函数 为 最 终 阶 
眉 状 态 的 收益 , 则 最 优 策略 是 使 这 个 值 为 最 大 . 
于 是 ,同样 地 ,可 得 下 列 函 数 方程 : 


AQ) = max | „А40 0р, з), 
N>k>2, 


ҺО) = max | | RG)4G,(p, з). 
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关于 无 限 阶段 , 则 有 
1 = max | 1=)26,(р, z). 


【连续 确定 性 过 程 】 在 某 一 连续 统 的 各 点 
选择 决策 并 考虑 上 述 决 策 过 程 时 ， 若 限于 确定 
性 的 情形 ， 则 往往 是 变 分 法 的 问题 。 例 示 处 理 
这 种 情形 的 动态 规划 的 要 点 ,从 0 和 : < T 的 
初始 时 刻 0 开始 ， 设 终止 时 刻 为 了 ， 若 假定 关 
于 其 间 的 所 有 时 刻 上 都 可 以 进行 决策 ， 如 果 试 
图 应 用 前 述 的 最 优化 原理 ， 则 可 预料 如 下 的 函 
数 方程 成 立 : 

Kits) = A (pos); 


这 里 设 fp， 0) 为 从 初始 状态 P 出 发 ， 采用 最 
优 策略 ,在 区 间 [0,7] 上 所 得 的 收益 ， 上 式 右 
边 的 意思 是 ,以 DD 表示 在 区 间 [0,*] 上 任意 一 
个 可 能 的 策略 ， 以 po 表示 初始 状态 为 ?时 采 
用 策略 忆 的 结果 状态 。 根 据 最 优化 原理 ， 可 以 
将 区 间 [0,z + 5] 分 成 [0, 0] 和 [r,t +s], 
设 对 前 一 区 间 采 用 策略 忆 的 结果 状态 po 作为 
后 一 区 间 的 起 始 状态 ， 则 在 后 一 个 长 为 * 的 区 
间 上 采用 最 优 策略 的 收益 为 ро: D. 于 是 ， 
应 用 最 优化 原理 ， 对 一 切 可 能 的 的 选择 就 以 
关于 De [0,:] W sup RRA. 对 导出 这 一 
函数 方程 有 关 的 条 件 在 此 不 所 叙述， 但 是 下 面 
一 点 是 应 该 注意 的 。 那 就 是 , 当 自治 系统 的 党 
微分 方程 解 的 唯一 性 得 以 保持 时 成 立 的 半 群 性 
质 , 即 初始 点 为 *C0) — < 时 以 

x(t) = flest) 
表示 解 ,此 时 类 似 于 

Hess +4) КС, s), 0) 

的 关系 成 立 。 

在 动态 规划 中 ， 必 须 求解 这 样 导 出 的 函数 
方程 ,但 问题 不 仅 在 于 了 解 关于 解 的 存在 性 与 
唯一 性 的 一 般 定理 ， 而 且 现 实情 况 是 要 按照 各 
个 具体 问题 寻求 特殊 的 独创 方法 .应 该 看 到 , 动 
态 规 划 的 理论 开拓 了 五 十 年 代 以 前 未 曾 见 过 的 
函数 方程 理论 中 的 新 领域 . 

1) 多 阶段 分 配 过 程 (multistage allocation 
process). 将 所 给 数量 为 x > 0 的 物资 分 成 了 
及 = 一 ?两 部 分 ， 前 者 派 作 用 途 4 的 收益 为 


20), AA IRE HR BMH hx — у), 
此 计 得 收益 为 z(y) + h(x — у). 但 是 派 这 样 
的 用 处 消耗 掉 物资 的 一 部 分 ， 设 多 余 的 物资 还 
有 ay + Кх —y). KHO<a,6<1 且 设 
as6 为 常数 .这 些 多 余 的 物资 再 按 某 一 比例 分 
配 使 用 于 4,B 这 两 种 用 途 ， 这 样 经 过 有 限 次 
或 无 限 次 反复 分 配 使 用 ， 要 使 各 阶段 所 得 收益 
合计 即 总 收益 为 最 大 ,怎样 的 策略 为 最 优 ? 

对 于 无 限 阶段 过 程 的 情形 ， 由 最 优 策略 所 
得 的 总 收益 若 设 为 (=), WA 

IG) — sup [gG) + AG — y) 


+ flay + bx — у))1. 

2) 多 阶段 选择 过 程 (multistage choice pro: 
cess), 要 开采 储量 为 x 的 金 矿 4 和 储量 为 v 的 
Ф B, 但 采掘 机 只 有 一 台 . BARA, WR 
得 储量 的 л 倍 (0 二 r< 1) 且 机 台 还 能 进 
一 步 使 用 的 概率 为 p, 而 其 余 的 1 一 p, 为 机 
人 台 不 能 使 用 或 采掘 量 为 0 的 概率 ， 同 样 ， 若 开 
F B, 则 可 设 采 据 率 为 r HER 户 ，! — pr 
具有 相同 的 意义 。 这 时 ， 要 使 直至 机 合 不 能 再 
使 用 为 止 采 掘 记得 的 金 矿 量 为 最 大 ， 应 当 怎样 
地 逐次 决定 4， B 的 选择 ? 这 个 问题 是 离散 随 
机 过 程 。 若 设 应 用 最 优 策 略 时 的 采 拥 最 期 望 什 
为 х,у), WHE z, y 2 0 的 范围 内 ,如 下 的 
函数 方程 成 立 : 
H(z, y) = max {pCi + KO 一 r)x, 3» 

pry + Hx, (1 — 7251. 
这 时 ,最 优 策略 成 为 下 述 形式 : 若是 


pirix/(L — p) > ризу/(1 — p), 


则 选择 4; 如 果 不 等 号 的 方向 相反 , 则 选择 B. 
BSS RU, 则 4. B 无 论 选 择 哪个 都 行 ， 这 
一 条 件 是 由 (z, у) 的 位 置 所 决定 的 ， 但 在 作 
出 那样 的 决策 之 后 ,或 许 机 人 台 已 是 不 能 使 用 也 
未 可 知 ， 在 机 台 能 够 使 用 时 ,从 (x,y) RER 
移 到 一 个 新 的 状态 。 于 是 ， 下 一 阶段 的 选择 按 
照 上 述 的 准则 而 决定 . 
{Марков 型 决策 过 程 】 设 N 个 状态 5, 
Sa Sw 之 间 的 N X N 转 移 概率 矩阵 
Gala) G, i= 1, 2,7 N) 


依赖 于 参 变 量 4， 但 与 时 刻 n(n — 1, 2,---) 
ER. 在 各 时 刻 要 使 处 于 Si 这 一 特定 状态 的 
概率 为 最 大 而 对 参 变量 4 之 值 进 行 选择 。 若 设 
过 程 为 与 已 往 的 历经 途径 无 关 的 Марков 型 
的 , 则 问题 就 是 选择 如 下 的 4* 一 9*(n)， 使 得 


nG +D = ma (Ўн) 


ЕП 


= M о), 


s 
y(n +1) = Di ypa) 
党 

j=2,3, N。 


关于 连续 时 间 + 也 有 类 似 的 问题 。 无 论 离 
散 的 或 连续 的 ,这 样 的 问题 统称 为 Mapxos 型 
决策 过 程 (Markovian decision process). 这 在 
动态 规划 中 也 曾 由 Bellman 讨论 过 , R.A. Ho- 
ward 还 讨论 过 伴 有 报酬 的 Mapkos 型 决策 过 
TRO 即 对 于 各 个 状态 Oo A k 个 可 能 的 选择 
1，2,，…X， 其 中 若 选择 4, 则 转移 概率 确定 为 
Phs ERA i 状态 时 , 则 获得 报酬 b. 3X HE 
为 有 限 ， 并 设 i 一 般 是 表示 不 同 的 状态 。 现 
在 若 设 v Cn) 一 《在 从 状态 i 开始 的 ”阶段 
Марков 型 决策 过 程 中 采用 最 优 策略 所 得 到 的 
总 期 望 收益 ), 则 由 动态 规划 中 的 最 优化 原理 而 
得 


an + 1) = mas (D> pih 0). 


车 设 初始 状态 为 i 时 ， 在 = 阶段 过 程 中 的 选择 
为 401), 则 一 旦 给 出 在 * = 0 处 的 边界 条 件 ， 
就 可 以 由 上 面 的 函数 方程 逐次 地 确定 d; (n). 
这 样 , 以 收益 函数 (n) 为 目标 而 逐次 递 推 求 
解 的 方法 称 为 收益 值 迭代 法 。 关于 这 一 方法 
包含 有 确定 收益 值 的 运算 ， 策 略 改进 程序 以 及 
和 迭代 循环 。 这 由 R. A. Howard 给 出 之 后 , 又 
有 D. H. Blackwell 等 人 严格 地 证 明了 收敛 性 
жи. 

【动态 规划 与 变 分 法 】 多 阶段 决策 过 程 若 
为 连续 型 ， 则 动态 规划 从 来 就 与 变 分 法 处 理 的 
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问题 具有 某 些 共同 之 处 。 例 如 , 当 函 数 yO) 与 
200) 之 间 存 在 着 条 件 
dxr(D/az = A(x(#),y(4)), x(0) = < 
时 ,对 于 求 控制 函数 убо) EZE 
10) — «6 ye) a 
为 最 小 的 问题 , 警 如 在 
1x€0] & т< со 
(m 为 某 一 常数 ) 这 个 约束 条 件 下 求解 的 问题 * 
车 设 上 述 这 样 的 函数 y 的 所 属 区 域 为 D(0,T)> 
令 
16, T) = max faz. 


那么 ,由 最 优化 原理 得 
Т) = тах 


ye DG.) 


(f. g(x.y)dt 


+ (GG), T — 0). 


由 此 , 令 y(0) = yo 4s — ORY, 则 推 得 
8I/8T = max(g(es yo) + (81/8c)&Ces yo)). 


这 与 变 分 法 中 的 Euler 微分 方程 有 着 密切 的 关 
系 。 另 一 方面 动态 规划 的 原理 可 以 用 来 将 变 分 
法 问题 重新 归结 为 多 阶段 决策 过 程 ， 并 对 之 应 
用 动态 规划 的 函数 方程 求解 . 

【动态 规划 和 最 大 值 原理 】 一 般 地 说 ， 在 
最 优 控制 理论 中 动态 规划 方法 具有 比 最 大 值 原 
理 更 为 普遍 适用 的 特征 ， 然 而 ,与 后 者 相 比 ,这 
一 方法 缺少 严格 的 逻辑 基础 。 最 近 ，V. О. Bo 
ltyanskii《[6]) 提出 过 动态 规划 方法 的 论证 . 考 
虑 下 面 的 最 优 问 题 : 

Hsu) 0, 1,::-, n) HH EVC 
R 及 «ОСЕ 定义 的 函数 ,其 中 V 是 开 集 、 
关于 变量 在 V x U 上 连续 可 微 , Rost 是 
了 中 的 两 个 给 定点 。 在 按照 

dx, 
e = fiz, ule), imn 
的 规律 运动 的 相 点 从 = 一 *(fo) 转移 到 
x= x(n) 
WAARDE В Sk 09 Es Hl 
ule) = (ml), (0) EU 

中 , 求 这 样 的 控制 a(z)， 对 它 泛 函 
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17 GO аан 
É 

取 最 小 值 。 

如 果 一 个 连续 函数 ol) = ens sx 
对 于 一 点 。e Vy 具有 下 述 性 质 ， 则 称 为 Bell- 
man B. (1) o(a) — 0; (2) 在 V 中 存在 
FUR M (oG) 的 奇 点 集 ), 它 不 含 内 点 且 使 得 
函数 oCx) 在 集 廊 一 M 上 是 连续 可 微 的 ,并 请 
ERE 


s (Ë Bente sero) =o 


z€V — M. 
下 面 的 定理 给 出 一 个 最 优 性 充分 条 件 . 
定理 : 假定 对 在 区 域 VCR 中 给 定 的 


& 16.900), 


存在 一 个 关于 点 a € V 的 Bellman 函数 w(x) 
且 具 有 逐 段 光滑 的 奇 集 。 再 假定 对 任 一 点 z € 
V, 存在 一 个 控制 uG) 将 相 点 从 > — x09 转 
移 到 à — a — x(n) 并 且 满 足 关 系 式 


(inco aca ~ —eG5, 


出 这 样 一 个 控制 Се) 在 了 中 是 最 优 的 . 

通过 以 上 诸 例 说 明 ， 动 态 规划 方法 的 特征 
是 : 1) 与 计算 一 切 可 能 的 策略 的 穷 举 法 相 比 ， 
能 降低 维 数 ; 2) 若 对 变量 的 取 值 范围 有 所 限 
制 ， 能 够 求 得 用 微 积分 方法 难以 求 得 的 最 大 值 
和 最 小 值 ; 3) 即使 所 给 函数 不 是 以 解析 形式 
表示 的 ,也 可 以 递归 地 求 得 数值 解 : 4) 用 古典 
的 方法 不 能 处 理 的 一 些 问题 可 以 容易 表述 ， 特 
别 对 于 二 点 边 值 问题 以 及 隐 变 分 问题 的 解决 是 
有 力 的 ; 5) 数学 规划 的 许多 问题 可 以 表述 为 动 
态 规划 .特别 关于 5)， 对 库存 管理 ,生产 计划 
或 最 优 搜索 等 ,都 提供 了 有 效 的 方法 ; 还 有 ,在 
控制 理论 + 中 ,关于 最 优 控制 ， 自 适应 控制 等 问 
题 ,动态 规划 也 给 出 了 极为 有 效 的 方法 . 


{&] [1] R. Bellman, Dynamic programming, 
Princeton Univ. Press, 1957; [2] R. Bellman, Applied 
dynamic programming, Princeton Univ. Press, 1962; [3] 
R. Bellman, Adaptive control processes, A guided tour, 
Princeton Univ. Press, 1961; [4] S. M. Roberts, Dyna- 
mic programming in chemical engineering and process 


control, Academic Press, 1964; [5] G. Leitman, Opti 
mization techniques with applications to aerospace systems, 
Academic Press, 1962; [6] V. С. Boltyanskii, Sufficient 
conditions for optimality and tbe justification of the dy- 
namic programming method, SIAM J. Control, 4 (1966). 
326—361. 


WR [Æ theory of games 法 théorie des 
jeux £k Theorie der Gesellschaftsspiele 4 Teo- 
рия up B /—203&] 【历史 】 Hil, 
对 策 论 是 指 研究 社会 现象 的 特定 的 数学 方法 ， 
在 J. von Neumann 的 初期 成 果 ([6]) ,以 及 他 
同 O. Morgenstern 的 合 著 ([7]) 的 直接 或 间接 
影响 下 ， 正 在 出 现 显著 的 进展 ， 对 策 论 的 基本 
症 想 ， 就 是 在 分 析 多 数 个 主体 之 闻 的 利害 关系 
时 ,重视 在 各 种 室内 游戏 (围棋 ,象棋 , 玩 扑 克 牌 
等 ) 中 的 竞赛 者 之 问 的 讨价还价 ， 交 涉 ， 结 伙 ， 
利益 分 配 等 行为 方式 的 类 似 性 . 大 致 已 达到 
完善 地 步 的 不 过 是 最 简单 情形 的 二 人 零 和 对 策 
(zero-sum two-person game) 的 理论 。 关 于 一 般 
的 n 人 对 策 (n-person game), Ё von Neumann 
和 Morgenstern ([7]) 以 来 提出 过 各 种 求解 的 
途径 ,但 还 没有 确立 统一 的 理论 。 Ai, HH 
论 给 予 数理 经 济 学 和 其 它 社会 科学 以 很 大 的 影 
响 ,特别 是 在 这 些 科学 领域 中 拓扑 学 、 代 数学 方 
法 的 得 到 积极 应 用 。 作 为 基本 的 研究 方向 ， 有 
非 合作 对 策 (non-cooperative game) 与 合作 对 策 
(cooperative game) 的 各 种 理论 ， 尚 未 解决 的 问 
题 也 很 多 ,但 今后 的 研究 主流 ,看 来 是 后 者 . 
[n 人 非 合作 对 策 论 】 集合 
Xi 一 1 в) 


与 在 直 积 
Hx 
i 
上 定义 的 实 值 函数 
KG ent ta) G = 1, sm) 


的 组 对 (К, Xi} G 一 3, п) 称 为 标准 型 
(normalized form) п 人 对 策 。 Kis Xis х(х,Є 
X) 分 别称 为 竞赛 者 i 的 支付 函数 (pay-off 
function), 策略 空间 (strategy space) 和 策略 
(swrategy). 如 果 


D KG, ro) 一 < 

= 
FEM, UFR BAH (constant-sum game), 
特别 当 “ 一 0 时， 称 为 零 和 对 策 (zero-sum ga 
me). 在 各 竞赛 者 选择 策略 之 际 ， 当 不 允许 竞 
赛 者 之 间 结 伙 时 , 称 为 非 合作 对 策 , 当 允许 这 样 
做 时 , 称 为 合作 对 策 . 

非 合作 对 策 的 基本 理论 比较 简单 ， 可 以 在 

J. Nash 提出 的 平衡 点 (equilibrium point) 的 概 
$51) Е%—. HAN E 


KiG, 77. Bits Bis Sas ctt 4.) 

2 Ks seas xis Piscis Es 
对 所 有 的 х, X, 成 立 的 策略 组 合 
(和 Bist Rh) 


称 为 平衡 点 ， 这 一 概念 的 萌芽 已 见于 不 完全 竞 
争 理论 的 先驱 者 A. Cournot 的 著作 〈[15]). 

关于 二 人 零 和 对 策 的 von Neumann 鞍点 
定理 (saddle point theorem) 〈[7])， 相 当 于 
Ху, X, % Euclid 空间 内 的 单 形 ，K1, K, OR 
线性 型 , 且 恒 等 关 系 

Ki(x xj) 十 Кух, 2) = 0 

成 立 这 种 最 简 情形 下 的 平衡 点 存在 定理 。 这 种 
场合 的 平衡 点 〈 名 ,名 ) 与 鞍点 saddle point) , 即 
满足 

Кук 2) < Kilti £2) < Ка) 

€ Xo z€ X, 

的 点 组 是 同一 个 概念 鞍点 的 存在 与 等 式 


max min Кү(хү›х;) = min max Ki(x1,x7) 
OX, sex, PAM 


的 成 立 是 等 价 的 ， 所 以 也 称 车 点 定理 为 最 小 最 
大 定理 (minimax theorem), 在 最 小 最 大 定理 
成 立 的 情形 ， 就 称 二 人 零 和 对 策 是 严格 确定 的 
(strictly determined)。 对 于 这 种 情形 , 设计 了 实 
际 求 得 鞍点 的 各 种 数值 算法 (例如 ,线性 规划 的 
单 形 法 一 线性 规划 ), 

如 设 M,N 分 别 为 含有 m, n 个 元 素 的 有 
限 策略 集 ， 且 第 一 个 竞赛 者 的 支付 函数 为 

aG, j) = aG € M, j € N), 

则 一 般 地 不 能 保证 鞍点 的 存在 ， 然 而 ， 如 果 各 
个 竞赛 者 各 自 利 用 策略 集 M. N 上 的 概率 分 
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Ж х= (ay tastes te) (z. 20, Xx; = 1), 
Y= Ov yer у) 0320, Ey, = 1) 
作为 广义 策略 ， 并 以 在 这 样 的 广义 策略 之 全 体 
XY 上 的 支付 的 期 望 值 
K(x, y) = Хаку, 
为 新 的 支付 函数 而 展开 对 局 ， 则 鞍点 存在 ， 这 
是 上 述 的 von Neumann 鞍点 定理 的 概率 论 的 
解释 .将 一 些 策略 概率 地 混合 使 用 的 上 述 广义 
策略 称 为 混合 策略 (mixed strategy), 特殊 地 , 当 
混合 策略 为 一 点 分 布 时 ， 称 之 为 纯 策 略 (pure 
strategy). : 
作为 一 般 对 策 的 平衡 点 存在 定理 的 典型 情 
形 是 ,着 设 Xi ЖРК, К, 连续 ， 而 且 对 于 
任意 固定 的 x,€ XGA i) 使 
Kí(»***5 z zo mas ttt» Xe) 
为 最 大 的 x, 的 集合 为 凸 ， 则 利用 角 谷 不 动 点 
定理 "([3]) 以 及 它 在 局 部 凸 线性 拓扑 空间 的 推 
广 (一 不 动 点 定理 ), 可 以 证 明 平衡 点 的 存在 。 
ln 人 合作 对 策 论 】 对 竞赛 者 的 集合 
N = {1,2,..,n} 
的 任意 的 子 集 S C N 定义 的 实数 值 集 函数 
oS), HEME i) (Фф) 一 0, ii) 超 加 性 条 
#: 4 S, TCN, H SNT = Sit 
ASUT) > o(S) + oT), 
则 称 之 为 ”人 合作 对 策 的 特征 函数 (characteri 
stic function), 当 对 策 被 表述 为 标准 型 时 ， 在 
适当 的 条 件 下 能 够 由 支付 函数 与 策略 空间 构成 
特征 函数 。 o(S) 表示 由 属于 S 的 各 竞赛 者 的 
结伙 而 可 以 确保 的 , S 全 体 成 员 的 总 得 益 ， 设 
给 竞赛 者 i 的 得 益 最 终 分 配 值 为 w， 则 满足 
i) = > o({s}), 
以 及 
i Ja, = (№) 


= 
的 向 量 a — (о, ---, а,) 被 称 为 这 一 对 策 的 
分 配 (imputation). 在 此 分 配 之 中 ， 除 了 由 对 
策 的 规则 所 决定 的 得 益 和 支付 之 外 ， 还 包含 着 
EEK RABAT (side payment), 对 于 两 
个 分 配 ac (2,2), 8 = (Biss В.) 
ERA SCN 存在 , 且 使 得 
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1) (S) > SMa, 2) a, > 8, 


f 
《对 所 有 的 ie 3) 成 立 ， 则 称 = 优 势 (dominate) 
于 Bp. 根据 优势 的 概念 ， 可 以 在 全 体 分 配 的 集 
合 IT 里 引信 非 传递 的 二 元 关系 . 1 的 一 个 子 集 。 
对 于 这 一 关系 满足 适当 条 件 者 ， 看 着 是 合作 对 
RESUME (solution of cooperative game). 至 于 作 
为 解 的 特征 的 条 件 , 除了 von Neumann-Morgens- 
tern 形式 的 条 件 之 外 ， 还 提出 了 其 他 的 一 些 条 
件 ,但 目前 尚 没有 充分 满意 的 条 件 ， 就 此 而 言 ， 
п 人 合作 对 策 的 理论 远 未 达到 充分 系统 化 的 地 
步 ， 以 下 列举 有 代表 性 的 二 种 情形 的 求解. 

分 配 的 集合 P 满 足 如 下 的 条 件 D，i) 时 ， 
就 称 它 为 von Neumann-Morgenstern 解 : i) 
在 任意 的 二 元 素 в, pe P 之 间 不 存在 优势 关 
A; i 对 于 任意 的 7 € P, 在 P 内 有 优势 于 7 
的 元 “存在 ， 另 一 方面 ， 无 论 根据 怎样 的 分 配 
都 不 产生 优势 于 所 有 的 分 配 的 集合 C 时 ， 则 称 
< 为 合作 对 策 的 核心 (core)， 根 据 定义 得 ， 


c= fal Z) > vs)( 对 所 有 的 SCN)- 


关于 P, C 的 存在 还 不 知道 有 一 般 的 定理 ， 在 

存在 的 情况 下 , P 一 般 不 是 唯一 的 ,而 C 是 唯一 

的 ,任意 的 P 必 定 包含 C. 核心 这 一 概念 是 由 

D. B. Gillies 与 L. S. Shapley 引进 的 。 
核心 是 线性 不 等 式 


>a < (N), 


m 


Da: > 0(s) (VSCN) 


Er 
之 解 的 集合 , 它 的 性 质 是 熟知 的 ,而 且 可 以 由 线 
性 规划 的 方法 进行 研究 。 

从 早期 关于 von Neumann-Morgenstern Ж 
的 研究 中 ， 曾 经 猜测 过 可 能 对 所 有 对 策 都 存在 
这 样 的 解 。 但 是 ,这 一 猜测 最 后 被 否定 了 ,因为 
W. F. Lucas (1161) 发 现 一 个 十 人 对 策 , 对 之 
不 存在 这 样 的 解 . 

另外 ， 还 有 把 满足 适当 条 件 的 分 配 的 特定 
结果 看 成 是 合作 对 策 之 值 的 思想 。 在 这 一 方向 
上 ,有 代表 性 的 是 Shapley i (Shapley value) 


([9] vol. П, 论文 17)， 对 于 N 上 的 超 加 性 的 
集 函数 (特征 函数 ) v($), wS), 定义 取 值 
为 = 维 线 性 空间 之 点 的 泛 函 

ale) = (ne), ++ 
当 它 满足 如 下 的 条 件 i), 
Shapley 值 : 


mn(Cz))， 
0, d) 时 ， 称 为 
i) quo) = тб); 


ii) 2; aCe) = AN); 


iii) nv + w) = n (v) + (ш). 
这 里 , = 是 N 中 元 的 任意 置换 ,而 且 
xw) = v(xS). 
Shapley 值 由 条 件 i), ü), ñi) 唯一 地 确定 如 
下 : 
„у= Sa Dr (a = 
тт ! 
x (GG) — «G — {7})), 
其 中 * ES 中 元 的 个 数 ， 求 和 是 关于 包含 i 的 
所 有 S 进行 的 . mw(v) 是 一 个 分 配 , ERES эб») 
可 以 有 概率 论 的 解释 。 设 肯定 出 现 包 含 第 
i 个 竞赛 者 在 内 的 某 一 个 合作 ， 其 成 员 数 目 为 
= (JH + 个 竞赛 者 所 组 成 ) 的 概率 ， 对 于 各 个 
5 一 1 n 均 为 1/n， 且 若 设 成 员 数 目 相等 
的 二 个 结伙 产生 的 概率 相等 , 则 nC) 就 等 于 
i 对 结伙 S 的 限界 贡献 
oS) — ws — {i}) 
在 这 一 概率 分 布下 的 期 望 值 . 
合作 对 策 的 理论 围绕 着 上 例 所 始 的 各 种 解 

的 性 质 的 研究 不 断 获 得 进展 .特征 函数 ,分 配 ， 
优势 , 旁 支付 这 些 概念 , 虽 以 竞赛 者 之 间 可 转移 
BY (transferable) 价值 测度 的 存在 为 前 提 , 但 考 
虑 到 对 经 济 理论 等 的 应 用 ， 最 近 几 年 由 R. J. 
Aumann 和 B. Peleg ([17]) 等 提出 了 对 不 存 
在 共同 价值 测度 的 情形 进行 考察 与 这 些 概念 相 
对 应 的 概念 ， 并 且 按 同样 方式 发 展 了 相应 的 理 
ie. 

【对 策 的 扩充 型 】 连 室内 游戏 的 结构 都 能 
加 以 公式 化 的 有 扩充 型 (extensive form) 对 策 . 
室内 游戏 可 以 看 成 是 由 竞赛 者 从 多 数 个 对 象 之 
PHRF, S6 ERES) poet 
TERADE (move). 所 组 成 的 半 序 集 ， 以 对 


MR (tree of a game) 表示 之 对策 树 的 分 枝 
点 表示 步 着 ,并 指定 着 是 哪 一 个 竞赛 者 的 步 着 . 
从 最 下 端的 分 枝 点 是 次 向 上 方 的 分 枝 点 前 进 直 
至 最 上 端的 一 点 (不 含有 循环 ) 的 一 条 通路 就 表 
示 这 一 室内 游戏 的 具体 的 一 次 经 过 ， 称 它 为 一 
局 (play). 在 一 局 中 、 各 个 竞赛 者 的 得 分 是 确 
SER. 对 上 述 扩充 型 对 策 引 进 策略 的 概念 ， 可 
以 将 扩充 型 对 策 变换 为 标准 型 对 策 . 扩充 型 对 
策 的 理论 ,应 归于 von Neumann 和 Morgenstern 
(17] chap. Ш), Н. W. Kuhn ([9] vol. П, 论 
xn). 

【对 数理 经 济 学 的 应 用 】 经 济 理论 中 的 数 
学 研究 方法 ， 大 致 分 为 以 定性 的 研究 为 目标 的 
纯粹 理论 与 以 实证 的 、 统 计 的 研究 为 目标 的 计 
量 经 济 学 (econometrics). 前 者 称 为 数理 经 济 
学 (mathematical economics). 从 历史 上 来 看 ， 
数理 经 济 学 源 出 于 A. Cournot《1801 一 77) 的 
研究 工作 ， 由 L. Walras, (1834—1910) 的 一 
般 平 衡 理论 形成 体系 ， 但 数理 经 济 学 的 正式 确 
立 则 是 在 本 世纪 四 十 年 代 之 后 ， 特 别 是 在 第 二 
次 世界 大 战 以 后 。 它 无 论 在 思想 上 和 方法 上 ， 
受 对 策 论 的 直接 与 间接 的 影响 是 显著 的 。 关 于 
典型 的 数理 经 济 学 问题 列举 数 例如 下 . 

Walras 的 一 般 平衡 论 是 以 完全 竞争 经 济 
competitive economy) 的 分 析 为 主要 内 容 的 . 考 
虑 包括 大 量 的 财 货 ;消费 者 (家 计 )， 生 产 者 ( 企 
业 ) 的 经 济 ， 这 时 ,如果 有 适当 的 价格 体系 ( 财 
货 的 交换 比率 ) 存在， 并 且 在 这 种 价格 体系 之 
F, 各 主体 作为 价格 接受 者 (price-taker) 进行 
活动 , 那 末 就 能 实现 给 消费 者 带 来 最 大 效用 ,给 
生产 者 带 来 最 大 利润 ， 而 且 能 使 财 货 的 供需 达 
到 一 致 的 完全 竞争 平衡 (competitive equilibrium) 
的 状态 。 这 一 命题 被 称 为 竞争 平衡 的 存在 定理 
(existence theorem of competitive equilibrium), 是 
Hi Walras 猜测 性 地 提出 的 ,直至 半 个 世纪 后 的 
五 十 年 代 才 在 数学 上 得 到 证 明 。 证 明 的 依据 是 
角 谷 的 不 动 点 定理 (例如 见 [2])。 完全 竞争 经 
济 的 模型 大 体 上 与 非 合作 对 策 相 接近 . 

此 外 ,Walras 还 通过 一 旦 需求 超过 供给 , 则 
其 财 货 的 价格 要 上 涨 ,反之 , 则 价格 会 下 跌 这 样 
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的 价格 变动 方式 ， 预 料 到 经 济 最 终 将 向 竞争 平 
ХАКК, HART RR Gh titonnement) 
理论 ， 这 一 理论 现在 作为 ”个 变量 的 常 微分 方 
程 组 的 解 的 全 局 性 稳定 问题 而 得 到 研究 .表述 
探索 过 程 的 微分 方程 由 于 其 经 济 学 的 制约 而 具 
有 数学 上 的 特殊 性 质 ， 因 此 以 这 一 特殊 性 质 为 
基础 ,论证 了 竞争 平衡 解 的 收 剑 性, 在 这 方面 
的 研究 中 , K. Arrow, H. Block 和 L. Hurwicz 
的 结果 是 有 划时代 意义 的 ([1]). 

完全 竞争 的 概念 ， 是 以 在 包含 多 数 主体 的 
经 济 中 ， 各 主体 对 于 整个 经 济 体系 的 影响 作用 
是 很 小 的 这 样 一 个 古典 的 思想 为 基础 的 ， 在 这 
一 点 上 有 兴趣 的 是 用 对 策 论 方法 对 它 进行 处 理 
的 尝试， 若 将 国民 经 济 视 为 合作 对 策 ， 则 竞争 
平衡 解 属 于 前 述 的 核心 ， 用 适当 的 方法 让 主体 
的 数量 增 至 无 限 大 时 ， 此 核心 收敛 于 仅 由 竞争 
平衡 解 组 成 的 集合 ， 这 个 结果 已 被 H. багі, 
G. Debreu 等 人 证 明 ， 另 一 方面 , 利用 测度 ' 论 
的 概念 将 一 开始 就 包含 无 限 个 主体 的 经 济公 
式 化 ， 证 明 其 核心 仅 由 竞争 均衡 解 组 成 的 ， 有 
R. J. Aumann, K. Vind 等 人 的 研究 工作 。 此 
外 ,作为 合作 对 策 形式 的 国民 经 济 的 Shapley fft 
随 着 主体 数 的 增 大 而 收敛 于 竞争 平衡 解 也 得 到 
了 讨论 . 

应 用 简单 的 线性 模型 讨论 国民 经 济 的 静态 
平衡 和 动态 变动 的 ， 有 产业 关联 论 ， 线 性 规划 
(一 线性 规划 )。 如 象 经 济 成 长 ， 资 本 积累 等 的 
真正 的 动态 问题 最 近 也 正在 成 为 活跃 的 数学 方 
面 的 分 析 对 象 。 在 这 一 方向 上 的 研究 ， 有 论 及 
最 优 经 济 成 长 过 程 对 平衡 成 长 过 程 时 偏 移 的 盘 
旋 定理 (wrnpike theorem) (Е [4] 中 有 恰当 的 
解说 ) 还 有 水 及 整个 周期 的 效用 使 积分 为 最 大 
的 成 长 过 程 的 变 分 法 的 研究 ,这 同 Л. C. Пон 
трягин 的 最 优 控制 理论 ([8]) 也 在 联系 着 . 
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排队 论 [X queuing theory 法 théorie des atten- 
tes Ж Warteproblem Á теория очередей, 
теория массового обслуживания 日 待 合 世 四 
理论 ] 譬如 ， 当 旅客 到 售票 处 购买 火车 票 时 ， 
如 果 前 面 已 有 旅客 ,就 要 按 次 序 排队 等 候 .又 如 
市 内 电话 ,由 于 线路 占 满 , 会 在 拨号 过 程 中 出 现 
忙 音 ,而 不 得 不 等 待 重 拔 ， 这 种 拥挤 ,在 营业 窗 
口 或 电话 线路 空 暇 时 也 会 出 现 ， 而 在 顾客 集中 
来 到 或 者 长 时 间 占 用 窗口 或 线路 的 顾客 较 多 ， 
也 就 是 说 ,来 到 和 离 去 的 时 间 有 随机 波动 时 ,就 
成 为 一 种 不 可 加 免 的 现象 了 ， 在 许多 实际 问 
题 中 ， 希 望 尽 可 能 地 减少 这 种 拥挤 特别， 对 
于 电话 线路 的 设计 ， 还 必须 预测 这 种 拥挤 的 程 
` IE AiG 1910 年 左右 开始 ， 对 这 种 现象 进行 
概率 论 的 分 析 和 研究 就 以 话 务 理论 的 名 称 开展 
起 来 了 .近期 , 随 着 运筹 学 ' 的 发 展 ， 逐 渐 注意 
到 路 电话 通信 以 外 的 其 他 领域 中 所 产生 的 类 似 
问题 ,与 此 相应 ,或 则 党 加 或 则 放松 各 种 约束 条 


件 ,做 了 大 量 的 研究 ,形成 了 所 谓 排队 论 的 专门 
mit. 

【问题 的 公式 化 】 按 到 达 的 先后 次 序 对 顾 
客 编号 ， 设 第 i 个 顾客 于 时 刻 m РК. 并 等 待 
w 时 间 ， 接 着 在 窗口 受到 服务 ;; 时 间 之 后 离 
Ж. 在 后 ,也 将 涉及 成 批 到 达 或 成 批 服务 的 情 
ж, 但 这 里 暂且 假定 顾客 是 单个 行动 的 。 {ri} 
形成 一 个 随机 过 程 *, 通 常 所 处 理 的 是 

f —w pli 52,7) 

为 相互 独立 且 服 从 同一 分 布 F (z) 的 随机 变 
量 序列 的 情形 。 i (G2) 也 是 相互 独立 且 服从 
同一 分 布 G (z) 的 随机 变量 序列 。 令 在 时 刻 
+ 时 正 被 服务 和 正在 排队 等 待 的 顾客 的 总 数 为 
E), ШУНИ F (ж), GO) 同 为 指数 分 
布 ! 时 ,5$(z) 10 — Марков 链 !( 特 别 是 生 灭 过 
Ë), 在 FG) 是 指数 分 布 的 情形 也 就 是 (ro) 
为 Poison 过 程 的 情形 ， 由 于 它 不 仅 符合 通常 
出 现 的 最 易 引 起 拥挤 和 排队 的 实例 ， 而 且 很 多 
实际 情形 都 能 通过 它 来 给 出 适合 的 表述 ， 再 加 
之 数学 上 处 理 的 方便 ， 所 以 人 们 对 这 种 情形 进 


行 了 相当 深入 的 研究 . 
当 (X) G1, 2, +++, 4) 是 相互 独立 
且 服从 相同 指数 分 布 的 随机 变量 时 ， 
>x 


mi 


服从 自由 度 为 2 的 2 分 布 +, 在 排队 论 中 ， 特 
别称 此 分 布 为 & 阶 Erlang 4x5 (Erlang's dis- 
tribution), 当 F (x) 或 G (z) RI HAW 
Erlang 分 布 时 ， 可 将 到 达 和 服务 都 分 成 《个 假 
想 的 窗口 ( 称 此 为 相 《phase))， 每 个 顾客 烦 次 
RA X, 的 时 间 通 过 各 相 ， 若 以 相 作 为 单位 来 
WH, WEG) 为 一 生 灭 过 程 。 这 一 考虑 还 能 
进而 推广 到 混合 型 Erlang 分 布 ,因此 ， 在 原则 
上 可 用 这 种 方法 来 处 理 相当 一 般 的 分 布 . 但 由 
于 计算 上 的 复杂 性 激 剧 增 大 ， 从 而 在 实用 上 并 
不 是 那么 有 效 〈[14]，[22]). 

当 Gl) 为 指数 分 布 时 ，{s(r, 一 0)} 为 
一 Марков $£; 4 F(x) 为 指数 分 布 时 , BX 
注 于 服务 结束 的 时 刻 G0. WU (Gs 十 00) 为 
一 Марков 链 ( 单 服务 台 情形 )。 这 样 的 Ma- 


рков 链 一 般 被 称 为 嵌入 Марков $£ (imbedded 
Markov chain). ”由 于 根据 这 一 分 析 所 得 的 结 
论 与 根据 ЕС) 本 身 的 分 析 所 得 的 结论 ,在 反对 
现实 问题 上 非常 接近 ,因此 , 对 于 这 种 Марков 
链 进行 研讨 的 方法 也 被 广泛 地 应 用 .这 是 从 D. 
G. Kendall 开始 的 〈[7]). 

如 果 考 虑 的 并 不 是 象 EO 这 祥 的 顾客 总 
数 ,而 是 等 待 时 间 w， 则 只 有 一 个 窗口 时 ， 可 
得 递 推 关系 

win = max (0, w; + 5; — gi). 

以 这 一 等 待 时 间 所 具有 的 Марков 性 质 为 基础 
的 分 析 也 是 有 效 的 ， 这 里 有 两 边 取 特征 函数 ' 
引进 函数 论 讨论 的 方法 (F. Pollaczek, [13]), 
以 及 从 概率 论 的 角度 归结 出 积分 方程 的 方法 
(110], [16], [81], 141) 等。 

可 以 采用 类 似 于 媒人 Марков 过 程 的 方法 
来 处 理 w,， 因 为 此 时 考察 的 只 是 一 些 特定 时 
刻 ,但 反 过 来 ,也 可 以 添加 辅助 变量 于 EGO 过 
程 来 构造 出 一 个 Марков 过 程 ([5] 等 )。 就 是 
说 ,在 有 。 个 窗口 的 情形 , 同 Ge) 一 起 考虑 在 
时 刻 * 正 被 服务 的 顾客 从 服务 开始 到 : 为 止 所 
经 过 的 时 间 m C Cj m 1,2,+--,‹) 以 及 

CG) = 一 (此 处 r, S rm n). 
d GO, mG, rs nO). 看 作 是 相 
空间 内 的 一 点 ， 这 就 成 为 一 个 Марков 过 程 . 
因此 ， 从 这 一 观点 出 发 ， 只 要 没有 特殊 的 约束 
条 件 , 就 可 以 把 一 般 的 排队 过 程 归结 为 Марков 
过 程 , 这 样 ， 就 能 以 Chapmann-Koamoropos 7 
程 ! 等 为 线索 进行 Марков 过 程 的 分 析 。 然 而 ， 
由 于 它 的 复杂 性 ， 在 目前 情况 下 作为 一 般 的 解 
法 很 难说 是 成 功 的 .作为 这 一 流派 的 成 果 ， 虽 
然 时 期 上 较为 陈旧 ，L. Takács 引进 的 虞 等 待 
时 间 (virtual waiting time) ([19]), 和 V. E. 
Bene’ 对 一 般 到 达 模 型 的 处 理 ([1]) 等 应 该 受到 
注意 ， 还 有 ,在 . Kendall 的 综合 报告 中 ,关于 上 
述 诸 点 也 阐述 过 极 富 于 启发 性 的 见解 〈《[24]). 
而 J. F. C. Kingman ([29]) 则 统一 了 本 节 所 
述 的 几 种 方法 。 

[Kendall 记号 】 所 谓 多 窗口 的 排队 系统 
(queuing system with many servers), ERZA 
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窗口 无 论 对 哪个 顾客 都 可 以 提供 同样 效果 的 服 
务 ,而 且 所 有 顾客 仅 排 成 一 个 公共 队伍 的 情形 . 
于 是 ,不 论 哪个 窗口 有 空 , 按 是 序 轮 到 的 下 一 个 
顾客 就 立即 到 窗口 接受 服务 。 这 种 情形 ， 比 起 
在 各 个 窗口 前 面 分 别 排队 的 情形 所 引起 的 拥挤 
程度 要 小 些 ,因此 在 实用 上 是 不 可 忽视 的 特点 ， 
同时 ,由 于 数学 处 理 上 也 出 现 颇 为 不 同 的 状况 ， 
所 以 ， 窗 口 数目 的 确定 就 成 为 排队 问题 数学 表 
述 的 不 可 欠缺 的 条 件 .当然 ,具体 地 假定 Р(х), 
G(x) 为 怎样 的 分 布 也 是 重要 的 条 件 , 因此 
Kendall 为 了 简单 地 表示 出 排队 模型 ， 引 人 了 
F/G/c 这 样 的 记号 ([7]), 称 之 为 Kendall i 
号 《Kendall's notation), 这 里 ,< 表示 窗口 数 ， 
当 它 是 特别 指定 的 数 时 , 就 写 上 那 一 数字 ，F ， 
G 分 别 表示 到 达 间 隔 与 服务 时 间 的 分 布 ， 并 根 
据 具体 场合 所 用 到 的 分 布 类 型 ， 采 取 如 下 的 一 
ялав, M 一 指数 分 布 ,D 一 单位 分 布 , E= 
k Wr Erlang 2d, T—T 分 布 ，G 一 一 般 分 
布 ， 等 等 。 其 中 C 表示 没有 确 指 特定 的 分 布 类 
型 的 场合 。 另 外 ， 当 (g) BIN, SR GI. 
这 种 记号 也 有 在 进一步 推广 的 形式 下 被 使 用 的 
(1181, [22], 1231). 

Ua а AH) 对 M/M/ 的 情 
E, PEO = n) 一 pale) Wi F HM 2y 3 
分 方程 : 
а) pole) 一 —epolt) + pile)» 

pa) = epe) — Q + ep GOD 
*pe nl, 

gh, E (g) = 1/0, EG.) = 1. 在 初始 条 
HE p.(0) = Bam 之 下 ,方程 (1) 的 解 是 


(2) pale) 一 crop 次 


x (ten Qi 0) + онн Р) 
жа-ө Ўн), 
& 


(1147, [22], (233) 此 处 1,60. 为 第 一 类 修 
E Bessel 函数 (一 公式 19)。 象 (2) 这 样 对 任意 
的 上 之 0 解 出 的 解 称 为 瞬时 解 《transient solu- 
ton). 4 

lim PEG) = n|E (0) = m) = p. 
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存在 且 与 初始 条 件 无 关 时 ，{p。} 称 为 平衡 
分 布 (equilibrium distribution) at BA 4 Ж 
(steady distribution), 由 于 瞬时 解 对 于 通常 的 
应 用 反而 不 便 , 且 一 般 难 以 求 得 ,所 以 普遍 的 作 
法 是 求 出 平衡 分 布 来 使 用 ， 使 得 平衡 分 布 存在 
的 条 件 称 为 遍历 条 件 (ergodic condition). 对 
FER M/M/1 的 情形 ， 当 且 仅 当 P IB, 
平衡 分 布 存 在 , 即 为 
Pa (1 —p)p",n 2 0. 
一 般 地 ,在 GI/G/s 之 情形 ， 除 概率 为 1， 
8 一 5 一 常数 的 情形 外 ，*E(g。) > EG) 是 
使 平衡 分 布 存在 的 充分 必要 条 件 (J. Kicfec-J. 
Wolfowitz [8]). R. М. Loynes ([27]) 还 将 
讨论 推广 到 了 (e). {и} 均 为 严格 平稳 的 情 
*. 
【各 种 排队 模型 】 在 许多 实际 情形 ， 有 必 

要 对 Kendall 记号 所 指出 的 三 项 条 件 进一步 附 
加 一 些 别 的 条 件 ， 以 便 正 确 地 反映 现实 ， 随 着 
应 用 范围 的 日 趋 广泛 ， 这 些 附加 条 件 也 逐渐 增 
£. 现 有 研究 中 有 代表 性 的 条 件 是 : 1) 服务 
的 次 序 , 2) 窗口 的 设置 , 3) 顾客 成 批 行动 的 方 
式 ，4) 排队 方式 与 等 待 方式 ，5) 特殊 性 服务 ， 
6) 关于 到 达 顾 客 总 数 和 等 待 空间 大 小 的 限制 
等 。 一 般 称 这 样 的 条 件 为 排队 规则 (queuing 
discipline). 《狭义 情形 下 , 仅 指 第 DDAF, 
对 于 这 些 条 件 的 每 一 项 给 以 扼要 的 说 明 ([22]， 
[9], (21, (231). * 

1) 次 序 (order), 只 要 没有 特别 说 明 , 总 
是 规定 为 先 来 先 服务 ,但 是 ,也 考虑 给 予 某 类 顾 
客 以 优先 权 的 情形 ， 或 者 服务 者 从 排队 等 待 的 
顾客 中 等 概率 地 选 出 一 人 进行 服务 的 情形 《 随 
机 选取 ) 等 。 这 类 模型 在 电话 等 领域 中 应 用 的 
实例 很 多 ， 只 要 问题 是 着 眼 于 EC) 等 人 数 指 
标 ， 它 们 在 原则 上 与 先 来 先 服务 的 场合 并 无 不 
E. 但 是 寻求 w。 的 分 布 却 是 这 类 模型 中 值得 
关心 的 重要 问题 . 

2) 设置 (arrangement), 窗口 排列 成 串联 
的 形式 ， 顾 客 从 第 j 级 窗口 出 来 ， 就 立刻 到 达 
第 ji 十 1 级 ,这 种 类 型 的 排队 称 为 串联 排队 
如 果 在 后 级 窗口 前 的 等 待 空 


(tandem queue), 


间 有 限 。 就 会 发 生 在 前 级 窗口 处 服务 结束 但 顾 
安 无 法 离开 的 现象 ， 这 一 现象 称 为 阻 灌 《bloc- 
king)， 各 级 窗口 都 只 有 一 个 , 且 在 它 前 面 的 等 
待 空间 不 予 限制 的 情形 下 , 沉 历 条 件 为 

ymax, (ЕС) < EGzO 


(J. Sacks [15])， 其 中 ， 表示 第 ”个 顾客 在 
Big-1 2, .») mA MH. 在 有 
阻 沾 现 象 的 情形 ,铃木 武 次 证 明了 : 当 ”一 2， 
同时 ， 在 第 二 级 前 没有 等 待 空 间 时 的 遍历 条 件 
能 以 Ekmax s4) < ECg,) 给 出 ([17])， 关 于 


等 待 时 间 等 分 布 ,已 有 的 结果 还 很 少 ,对 于 Poi- 
son 到 达 ( 平 均 到 达 间 隔 为 1/2)， 指 数 分 布 服 
务 的 二 级 串联 排队 (平均 服务 时 间 分 别 为 /ly 
o/h), 在 两 级 窗口 前 的 等 待 空间 都 无 限制 的 
情形 下 ,两 级 的 顾客 数 分 别 为 m. m 的 平衡 分 
布 是 pipx(1 — ө)" (1 一 pa)”， 因 而 可 将 各 级 
顾客 数 的 分 布 看 成 是 相互 独立 的 ([2]，[22]). 
窗口 呈 网 络 形 的 模型 可 通过 模拟 + 进行 探讨 。 

3) Жн (bulk). 成 批 到 达 单个 服务 ， 单 
个 到 达成 批 服务 ， 以 及 成 批 到 达成 批 服 务 的 情 
形 , 统 称 为 成 批 排队 《bulk queue)《[9], [14], 
[22]). 

4) BSAA (customer behavior), 到 达 
的 顾客 由 于 见 到 队伍 太 长 而 立即 离 去 的 情况 是 
有 的 。 这 一 现象 被 称 为 折 回 〈balking)， 另 外， 
也 有 排 了 队 但 因 等 不 及 而 中 途 离 去 的 顾客 行为 
的 模型 。 这 些 可 统一 进行 研究 〈[20]). 

5) 特殊 性 服务 时 间 (special service ti 
mes), 在 有 一 些 模型 中 ,对 窗口 空 暇 时 到 达 的 
顾客 ,或 反之 ,对 先 到 顾客 正在 服务 时 到 达 的 顾 
客 ， 除 了 固有 的 服务 时 间 以 外 还 需要 额外 的 时 
W. 也 有 考虑 额外 的 服务 时 间 依 赖 于 等 待 时 间 
等 因素 的 情形 ([13] 等 ). 

6) 输入 总 数 的 限制 (restriction of the input 
source), 如 果 将 机 器 发 生 故 障 , 或 将 电话 交换 
机 上 收 到 呼唤 视 为 顾客 到 达 的 话 ， 由 于 顾客 总 
数 有 限 ， 到 达 间 隔 的 分 布依 赖 于 排队 系统 的 状 
D. 考虑 到 实际 应 用 的 需要 ， 对 顾客 总 数 有 限 
的 情形 进行 过 许多 研究 。《[2], (141, (181, 


(22), 

【在 稳定 状态 的 平均 等 待 时 间 】 M/G/I 
的 平均 等 待 时 间 W , 由 

W-= 25,/2(1 — b) 

给 出 《F, Pollaczek [13], A. Я. Хинчин [21], 
Kendall [6]). 并 且 , 等 待 时 间 的 方差 为 

2b3/3 (1 — дь) + 2763/4 (1 аһ), 
其 中 ,6; 是 服务 时 间 的 i МТБ. ERB, 
着 设 各 批 顾客 数 为 相同 的 一 般 分 布 《 令 它 的 j 


Brey а, ), 则 可 推广 为 

W = AB8) + (62/03) — D/20 — дь) 
(D. P. Gaver [3]). 平均 等 待 时 间 与 平均 队 
长 之 间 有 着 密切 的 关系 ,对 于 GI/G/s 的 情 
Ж, L= W RÙ Q. D. C. Lime [11])， 
其 中 , 工 表示 在 任意 时 刻 观察 到 的 平均 队长 . 若 
设 在 顾客 到 达 之 前 的 豚 时 观察 到 的 平均 队长 为 
L*, WAX M/G/s 公式 L* — aw RI (R 
村 英 典 [12])。 WA, J. Е. C. Kingman 对 
G1/G/1 的 情形 研究 了 P — 1 时 的 渐 近 性 态 ， 
得 到 了 W ~ Var (g, — )/2 E(g, — s) 的 结 
Ж (251, (261, 0281). 
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in the theory of queues, Addison-Wesley, 1963; [2] D. 
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"The theory of queues with a single server, Proc. Cam 
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SEMA (32 operational research Ж operations 
research Ë recherche opérationelle ”本 Operation 
suntersuchung {Å нсследование операций Н 
#<u— u gL Xs 0) 十 一 于 ] 运筹 学 (opera- 
tions research, 简称 OR) 这 一 名 词 ， 是 在 第 
二 次 世界 大 战 中 产生 的 这 是 美国 称 ， 在 英国 
多 称 之 为 operational research。 实 际 上 ， 在 英国 
它 是 与 对 空 火器 的 研究 有 关 而 产生 的 ， 随 即 在 
美国 这 一 思想 也 得 到 传播 。 战 后 ， 英 美 等 国 为 
将 运筹 学 用 于 产业 方面 进行 的 努力 ， 以 至 使 它 
具有 广泛 的 应 用 范围 。 然而， 要 确切 地 定义 运 
筹 学 究竟 是 什么 ,未 必 是 容易 的 . 
下 面 列举 三 个 有 代表 性 的 定义 。 

第 一 ，P. M. Morse 和 G. E. Kimball 的 
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定义 ,运筹 学 是 : 1) 对 在 负责 经 营 管理 部 门 
职权 内 的 业务 , 2) 根据 科学 的 方法 , 3) 向 负责 
经 营 管理 的 部 门 , 4) 提供 作为 决策 判断 依据 的 
最 优 资料 的 科学 方法 . 

B,C: W. Churchman-R. L. Ао. E. 
L. Апо 的 定义 ,运筹 学 是 : 1) 对 于 有 关系 
统 运用 的 问题 ，2) 应 用 科学 的 方法 ,技巧 和 工 
A, з) 向 管理 系统 运用 的 人 们 , 4) 提供 对 问题 
的 最 优 解答 . 

第 三 ，S，Beer 的 定义 。 认为 运筹 学 是 : 
1) 关于 人 员 , 机 械 ,材料 和 资金 ，2) 在 其 所 处 
的 周围 环境 中 发 生 的 , 3) 经 营 和 管理 上 , 4) 会 
有 可 能 性 出 现 的 问题 进行 的 , 5) 基于 现代 科学 
的 研究 。 从 而 运筹 学 的 独特 方法 是 : 6) 根据 对 
可 能 出 现 的 行动 的 度量 \ 比 较 ,预测 , 7) 研究 制 
订 管 理 策略 (strategy of control), 

以 上 的 三 个 定义 ， 因 为 对 本 来 是 同一 个 对 
象 作 出 规定 ,当然 具有 共同 点 。 首先 第 一 点 ,无 
论 哪 一 种 定义 ,与 其 说 是 决策 本 身 ,不 如 说 是 希 
望 给 出 作为 判断 决策 基础 的 旁观 和 建议 ， 因 而 
是 只 限于 向 经 营 管理 部 门 提供 服务 。 第 二 点 ， 
它 之 所 以 应 限于 旁观 和 建议 ， 是 因为 有 科学 方 
法 能 够 适用 的 范围 这 一 限制 。 科 学 的 方法 以 具 
有 作为 演绎 系统 的 模型 ， 而 且 模型 的 合理 性 能 
够 与 实际 资料 对 比 而 进行 验证 为 其 基本 要 求 . 
第 三 点 ,业务 《operation) 要 成 为 这 样 的 科学 研 
究 的 对 象 ,必须 满足 以 下 三 个 条 件 : j 它 是 客 
观 确定 的 ; ü) 业务 的 作用 结果 ,效应 和 影响 可 
以 客观 地 计 测 ; ш) 有 重复 实施 的 可 能 . 第 四 
点 , 昌 是 以 科学 的 方法 为 基础 ,但 并 不 是 以 建立 
某 个 一 般 的 科学 性 命题 为 目的 ， 目 的 在 于 求 得 
面临 的 实践 行动 的 指导 策略 .以 上 这 四 点 ， 是 
运筹 学 的 基本 要 求 ， 也 是 在 上 述 的 三 个 定义 中 
的 共同 之 处 ， 

然而 ， 另 一 方面 也 可 以 看 到 ， 上 述 三 个 定 
义 ， 在 运筹 学 的 发 展 上 侧重 有 所 不 同 。 在 第 一 
个 定义 中 ,前 提 是 运筹 适用 的 场所 ,在 第 二 个 定 
义 中 ,明白 地 表现 出 来 的 是 系统 的 运用 .还 有 ， 
在 第 一 个 定义 中 ， 将 提供 于 经 营 管理 部 门 的 最 
优 资料 称 为 决策 判断 依据 ， 第 二 个 定义 则 进 一 


步 加 强 意义 称 为 最 优 解 . 运筹 学 的 实际 成 果 。 
反映 出 很 多 是 求 最 优 解 的 问题 ， 而 当 通过 最 优 
解 的 表现 形式 来 考察 时 ， 也 可 看 出 数学 规划 方 
法 往往 被 应 用 于 运筹 学 .至 于 第 三 个 定义 ， 最 
明确 地 在 1) 一 4) 中 规定 了 系统 ,在 5) 一 6) 中 
规定 了 运筹 的 概念 ,在 7) 中 给 出 了 运筹 学 的 目 
$. CE 5) 中 还 六 确 指 出 依靠 科学 是 应 用 研 
究 的 一 个 方法 ， 业 务 与 组 织 ， 是 在 它们 互相 干 
涉 且 互相 影响 的 形态 上 研究 的 。 运 筹 学 的 方法 
论 认为 有 必要 对 此 提供 综合 的 ,全 面 的 处 理 ,而 
且 以 各 部 门 之 间 的 协调 合作 形成 运筹 学 工作 组 
为 其 特征 。 

运筹 学 的 方法 ， 由 于 集中 关注 于 输入 与 输 
出 之 间 的 关系 ， 而 能 对 整体 有 个 全 面 更 好 的 看 
法 .不 去 详 究 内 部 机 理 而 把 它 当 作 装 在 盒子 里 
的 东西 ， 不 去 过 问 盒子 的 内 部 而 仅仅 掌握 它 的 
输入 对 输出 的 关系 ， 运 用 这 种 所 谓 暗 依法 已 成 
为 一 种 基本 方法 .按照 运筹 学 求解 的 步骤 ， 由 
i) 问题 的 数学 描述 ，ii) 构成 模型 以 及 解 的 探 
Ж.Ш) 对 模型 与 解 进行 试验 , v) 建立 对 解 案 
的 管理 ,并 付 之 实 施 等 组 成 。 建 立 数 学 模型 时 ， 
应 当 强调 建立 系统 中 的 信息 传输 系统 模型 的 重 
要 性 .常用 的 数学 模型 ， 有 分 配 模型 ， 竞 争 模 
型 ,排队 模型 ,库存 模型 ,生产 模型 等 等 
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控制 论 (HK cybernetics 法 cybérnetique Ж 
Kybernetik А кибернетика Н PA WAT 4 
222] 【控制 论 的 定义 】 控制 论 (Cybernetics) 
作为 综合 地 处 理 动物 与 机 器 中 的 通信 及 控制 机 
能 的 科学 领域 , 是 由 N. Wiener (1894—1964) 
于 1947 年 创始 的 . 


这 一 名 称 源 出 于 意思 为 舵手 的 希腊 语 
rupepvirms， 与 调 速 器 (governer) 是 同一 个 语 
源 。 创立 这 一 新 的 科学 领域 的 动因 是 来 自 G) 
自动 计算 ，(ii) Ame, Gi) 信息 处 理 等 方 
面 的 研究 ， 当 时 ， 这 些 领 域 中 已 经 出 现 如 高 速 
电子 计算 机 ,自动 瞄准 器 ,电信 设备 和 自控 仪器 
等 技术 发 明 ， 从 而 为 构成 自动 化 技术 基础 的 电 
子 学 ， 通 信 工 程 学 和 控制 工程 学 的 近代 发 展 英 
ETEM. 

控制 论 的 中 心 问题 不 是 研究 物质 或 能 量 ， 
而 是 研究 信息 ， 因 而 人 工 脑 (mechanical brain) 
以 及 人 工 智能 (artificial intelligence) 的 研究 当然 
从 一 开始 就 是 极为 重要 的 .控制 论 的 一 个 重要 
分 支 称 为 生物 控制 论 (biocybernetics) . 它 是 用 控 
制 论 方法 来 研究 生物 信息 现象 的 ， 生 物 控制 论 
提供 了 有 用 的 生物 研究 中 的 假说 ,同时 ,生物 学 
中 的 实验 知识 和 发 现 也 刺激 了 控制 论 的 发 展 . 

控制 论 自 1954 年 以 来 已 获得 了 显著 的 进 
JR: 第 一 ,是 Wiener 对 非 线性 随机 理论 《non- 
linear random theory) 的 发 展 . 在 此 基础 上 , 建 
立 了 自 组 织 系统 《sclf-organizing system) 和 学 习 
理论 (learning theory)。 后 者 不 仅 与 生物 控制 
论 中 的 组 织 (organization) 理论 有 深入 的 联系 ， 
而 且 使 控制 论 得 到 别开生面 的 发 展 ， 第 二 ， 
苏联 科学 家 在 以 下 两 方面 取得 了 显著 的 进展 : 
а) 确立 了 控制 论 与 数学 和 物理 学 并 列 的 作为 
基础 科学 的 地 位 ，(2) 培植 了 控制 论 对 于 经 济 
规划 的 应 用 . 第 三 ， 控 制 论 在 西欧 也 得 到 了 显 
著 的 发 展 ， 那 里 的 控制 论 研究 对 于 基础 的 哲学 
思想 ,以 及 对 于 工程 学 ,语言 学 和 人 文学 等 方面 
的 应 用 也 极为 丰富 . 

尽管 有 以 上 这 些 新 发 展 ,但 是 在 核心 的 数 
学 理论 的 构成 上 ，Wiener 用 J. W. Gibbs 的 统 
计 力 学 处 理 的 某 些 数学 模型 对 控制 论 问 题 的 原 
始 表述 仍然 具有 中 心地 位 的 重要 性 Wicner 曾 
以 下 述 方式 为 控制 论 下 过 定义 : “ 设 有 两 个 状 
态 变 量 ,其 中 一 个 是 能 由 我 们 进行 调节 的 ,而 另 
一 个 是 我 们 不 能 控制 的 。 这 时 面临 的 问题 是 如 
何 根据 那个 不 可 控制 变量 从 过 去 到 现在 的 信息 
来 适当 地 确定 可 以 调节 的 变量 的 最 优 值 ， 以 求 


emie 
实现 对 于 我 们 为 最 合适 最 有 利 的 状态 ， 控 制 论 
正 是 旨 在 提供 我 们 解决 这 样 一 些 问题 的 方法 和 
же”. 
【控制 论 的 数学 表述 】 (D 首先 要 处 理 对 
于 不 可 控 变 量 的 时 间 序 列 给 出 数学 表述 的 问 
Ж. Wiener 考察 了 数学 模型 为 Brown 运动 ' 
的 所 有 不 规则 运动 (— Brown 运动 ). 
事实 上 ，Wiener 给 出 了 一 个 构造 式 的 定 
义 ， 通 过 建立 (+, X) 平面 上 的 
0<¢< 1, —o < X< o 


的 带 状 区 域 上 的 样本 函数 XG) 与 一 个 概率 空 
IH O 中 的 之 间 的 对 应 ， 构 造 地 定义 了 具有 以 
下 一 些 性 质 的 XC, o) (0 <: < 1, 060): 
(1) XQ, о) = 0; (2) 对 于 0 一 ma<a<1l 
的 任意 实数 n, n, ЕА" 
XC @) 一 XCn，o) 
服从 平均 值 为 0 而 且 方 差 为 n, — n 的 正 态 分 
布 ' NO, — h); G) 对 于 
0о<л<һ<вз<һ<1 
的 任意 实数 n, n, n Moi 随机 变量 
X(t,0) — X(n, a) 

与 随机 变量 X(4, о) 一 X(n, o). 互相 独立 。 

这 样 的 Xle) (0 < r < 1, o€ 0), Ж 
为 Wiener 过 程 (Wiener process), 可 以 证 明 
它 具 有 如 下 的 性 质 : G) XG о) 作为 HR 
数 以 概率 1 为 连续 ; Gi) XC, o) 作为 “的 函 
数 以 概率 1 为 不 可 微 . 条 件 (1) 也 可 以 取消 ,这 
时 ,可 将 XG, o) 的 定义 域 延 拓 为 

— oo 一 上 一 oo. 
这 样 的 推广 使 得 XC, o) 
(—%0 < < о, we 0) 

和 定义 在 整个 实 * 轴 上 的 、 具 有 特定 的 概率 测 
度 的 所 有 连续 函数 的 集合 相 重合 ， 在 此 概率 测 
度 意义 下 ， 上 述 集合 中 的 几乎 所 有 函数 对 于 + 
是 几乎 处 处 不 可 微 的 函数 , 这 一 函数 族 由 Wie- 
ne 采纳 为 输入 函数 族 . 

Wiener 方法 有 两 个 本 质 的 方面 。 其 一 是 
遍历 定理 的 有 效 性 。 Wit, 在 Wiener A) MR 
率 空 间 + 中 的 相 平均 就 按 概率 1 等 于 各 个 样本 
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函数 的 时 间 平 均 ， 因 此 只 有 撩 估计 Wiener 的 概 
率 空间 中 的 样本 函数 的 时 间 平 均 即 可 .因为 对 
几乎 所 有 的 样本 函数 ， 当 观测 时 间 长 度 趋 于 无 
穷 大 时 样本 平均 趋 于 相 平均 .其 二 ， 根 据 上 述 
的 性 质 (2), (3), 能 够 对 于 由 Xw) 导出 的 
随机 变量 进行 详细 的 计算 ， 例 如 ， 我 们 有 
NEED — X(t, a) deo 
1 


BR D 


| Go XG 0): "XG d 


0, n=2m + 1, 
= HÍ Xn, s)X (1, 900), п = 2m; 
fei 72 


其 中 ,第 二 个 等 式 右 端的 已 是 关于 从 2m 个 
п G= 1,2525 2m) 中 取 每 二 个 为 一 组 的 所 
有 可 能 的 组 合 (ila 2h. c. mm) RA, 
当 上 > 时 ,我 们 有 


j: X(t, Xs ae)de = s. 
而 且 还 有 


P i (|тоо) 


0, п = 2т + 1, 
"e i [е.а п = 2т, 
i 


其 中 也 的 含义 同上 . 

GD 其 次 , 需要 设计 一 个 将 输入 函数 变换 
为 输出 函数 的 算 子 。 

在 控制 论 的 Wiener 表述 中 占 重 要 地 位 的 
算 子 具有 两 个 性 质 : G) 可 平移 性 (ranslata 
bility), 即 平移 THe) 一 fG + r) 对 任 一 实数 
r 可 交换 。 (i) 可 实现 性 (realizability)， 即 输 
出 函数 YO) 仅 与 输入 函数 的 过 去 力 至 现在 时 
ПК XG — r) (0 < r < о) AK. Wut 
之 外 ， 还 可 以 增加 第 三 个 性 质 ，( 让 ) 算 子 的 线 
性 (linearity), 在 控制 论 的 基本 问题 中 都 是 满足 
的 。 应 该 看 到 ， Wiener 理论 的 特点 之 一 是 它 
网 能 适用 于 线性 问题 ,也 能 适用 于 非 线 性 问题 . 

ап) 第 三 ,需要 在 算 子 设计 中 建立 起 确定 


最 优 性 意义 的 判 据 。 由 于 Wiener 方法 在 本 质 
上 是 属于 统计 学 的 ,因此 很 自然 地 引进 无 偏 性 ， 
最 小 方差 ， 以 及 对 输入 和 输出 函数 的 自 相 关 函 
数 * 和 相关 分 析 等 概念 。 从 而 ，Wicner 又 创立 
并 发 展 了 广义 调和 分 析 (generalized harmonic 
analysis) 还 借助 于 遍历 定理 ?, 将 它 应 用 于 每 个 个 
别 的 样本 函数 以 取得 所 需要 的 信息 ， 广 义 调和 
分 析 还 可 应 用 于 经 典 调和 分 析 即 一 般 的 Fourier 
分 析 所 不 能 应 用 的 情形 ， 这 是 由 于 在 理论 中 出 
现 的 函数 并 不 一 定 总 满足 象 周 期 性 , 列 周 期 性 ， 
或 当 :一 +оо 时 绝对 收 和 敛 于 o 这 样 一 些 性 质 . 
通过 这 些 数学 表述 ， 容 易 看 出 关于 时 间 序 
列 的 预报 (prediction) 理论 和 滤波 (filtering) FË 
论 中 的 ”Wicner 方法 的 数学 特色 在 控制 论 中 
的 意义 。 例如 ， 当 知道 至 某 一 时 刻 г 为 止 的 
XG) Zü (—— <<), ЖЖ 
fi XG + а) (a > 0) 进行 预报 时 间 题 可 归结 
为 寻求 核 函数 K (rz)， 并 通过 它 来 定义 一 个 满 
足下 述 条 件 的 线性 、 可 平移 、 可 实现 的 算 子 


[xe — ако): 


im ш = 
im ae IX +a) 


| xG = ек) [de = min, 
这 个 问题 的 解 由 广义 调和 分 析 的 结果 给 
出 .我 们 定义 谱 密度 函数 00) 为 
olr) = lim L E XG + r)XG)4: 
T9 T )-т 
- Me фу. 
现在 ,由 于 有 假设 
í Llogi@ (11 2G di < со, 
—- 1+2 
所 以 得 谱 分 解 表 示 
9(1) = Pa), 
其 中 Flu + iv)， 能 证 明 它 在 下 半 平 面 
(v=0) 
内 既 没 有 奇 点 也 没有 零点 ， 这 样 , 解 K(r) 由 
下 式 给 出 : 
f сако) 一 


ea fn w. 
ЯЛЛАА FB SH W 
Ж. 

由 Wiener 讨论 的 非 线性 算 子 已 被 证 明 在 
验证 牵引 现象 〈phenomenon of pulling off) 上 
是 有 用 的 ， 后 者 在 处 理 自 增殖 和 自 组 织 问 题 上 
ABBA A. Wiener 的 设想 是 ， 非 线性 随机 理 
论 (nonlinear random theory) 必定 成 为 生物 控制 
论 的 基础 。 在 Wiener 的 理论 中 ， 非 线性 算 子 
被 展开 为 正 交 算 子 的 级 数 , 后 者 对 应 于 Hermite 
ZSIR RA KARRAR- RAM 

Urn tote} (im 1,2506), 

其 中 每 一 个 又 可 被 展 成 Laguerre 函数 ' 的 级 
m. 


[8] (1) N. Wiener, Cybernetics (or control and 
communication in the animal and the machine), John 
Wiley, 第 二 版 1961; [2] N. Wiener, Nonlinear proble- 
ms in random theory, MIT Press, 1958; [3] N.Wiener- 
J. P. Schadé, Cybernetics of the nervous system, Progress 
in brain reseateh XVII, Elsevier, 1965; [4] K.Steinbuch- 
5, W. Wagner, Neuere Ergebnisse der Kybernetik, R. Ol- 
denbourg, 1964; [5] S. Beer, Decision and control, 
John Wiley, 1966. 


信息 论 [3 information theory 法 information 
théorie Ё Informationstheoric А теория инфо- 
pwaum 日 情报 理论 ] 现在 称 之 为 信息 论 的 
关于 通信 系 绕 中 的 信息 传输 的 数学 理论 最 初 主 
要 是 由 С.Е. Shannon 开创 的 ([1] ,发展 至 今 已 
成 为 最 重要 的 数学 领域 之 一 ， 它 综合 了 各 种 数 
学 方法 的 应 用 ， 包 括 数理 统计 ,概率 论 , 泛 函 分 
析 ,Fourier 分 析 , 以 及 一 部 分 代数 知识 .一 个 信息 
传输 系统 有 信息 的 发 生源 , 称 为 信 源 (informa- 
tion source)， 以 及 信息 由 之 传输 的 通道 ， 称 为 
信道 《channel), 最 后 信息 被 传送 到 接收 端 《re- 
ceiver，destinator)。 在 信息 从 信 源 转移 到 信道 
之 前 ,要 经 过 编码 《coding)， 相 应 地 , 在 信道 与 
接收 端 之 间 需 要 译 码 (decoding). 《一 编码 理 
论 )， 有 时 ,由 于 通信 系统 中 的 嘻 声 《noise), 被 
接收 到 的 最 终 信 息 是 错误 的 。 在 这 种 情形 ， 信 
道 称 为 有 噪声 信道 noisy channel), EMRA 
FER ЧАЗИ (noiseless channel). 下 面 , 先 考虑 
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信 源 中 所 用 的 元 素 的 集合 4 是 有 限 的 情形 ， 而 
后 再 考虑 无 限 的 情形 . 

DAI 在 信息 论 中 ,信息 量 (amount of in- 
formation) JH3& 《entropy》 进 行 计量 ,其 定义 如 
F: 信 源 由 一 个 有 限 的 集合 4 以 及 在 其 上 定义 
的 一 个 概率 分 布 ' p 构成 , 记 作 [4, pl, CTA 
看 成 是 一 个 有 限 概率 空间 ， 例 如 

А = (a +++, aw} 

可 为 字母 的 集合 ，? 为 4 的 字母 的 使 用 概率 分 
His p, р(а) 是 me4 在 数据 中 出 现 的 概 
率 , 且 p. 20, Ур 一 1. 这 样 构 成 的 信 源 有 
Д (muss. ву; prctio Pw) 表示。 在 信 源 
[4，p] 中 , 由 每 一 元 素 a € A 所 产生 的 信息 
量 用 a) = —logp (а) 来 定义 ， 称 之 为 自 
信息 《sclf-information), 这 里 的 pla) A а, f 
出 现 概率 ， 进 而 ,自信 息 的 平均 值 , 即 


H(A) = — >) pla) log plan) 


= 
(p) 2 0, Epela) = 1) 

就 称 为 信 源 LA, pl 的 炉 (entropy). С. E. 
Shannon, A. Я. Хинчин, А. D. Fadeev 等 人 讨 
ie T Rao RCL 13). T 46 HRS CR RU 
常 取 2 为 底 的 对 数 , 定 其 值 的 单位 为 比特 (biD). 
当 取 10 为 底 或 e 为 底 的 对 数 时 ,相应 的 单位 称 
为 迪 西 特 (decit)( 十 进 制 单位 ) 与 亲 畦 《nat). 

GAREN 作为 N 个 变量 

simis Ns OD n 1) 
的 取 值 在 loas +оо) PARR, T 
H(- ) 的 几 个 重要 的 特性 由 Shannon 等 人 给 出 
G(13]). G) 函数 f(p) = Hlp,1 一 p) 在 

o<p<1 
上 是 连续 的 , 且 对 至 少 一 个 po 0 < p < 1, 有 
Кр) 9. Gi) Xf (po: p) 的 任 一 置换 
(Piss tto рм)» 
H(ps 57s ры) = HG +> Ра). 
Gü) 对 任 一 p= gtr > 0 В 
429,720, 

H(pis t» Pui d т) 

= H(p ts pw) + рыН(4/рм» r/ px). 
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此 外 ,下 列 命题 成 立 : 


м 
G) 一 > pla) log p(a,) < log М. 
= 


等 式 当 且 仅 当 pla) = 1/NG = 1,5-5, N) 时 
RY. GH) 给 定 两 个 信 源 [4,p] M(B, р], 
它们 是 一 个 概率 空间 (X, р) 的 子 空间 ， 我 们 
可 以 定义 me4 5j B, € B 的 联合 概率 分 布 
р Ca, Bi), Bro ORE: 


H(A, B) = —S) pais Bj) log ps) 


ШЗ H(A, B) S H(A) + H(B). эң 
ARAN RAN i i 

p ns Bi) = pCa) eC) 
at AAS. (Ш). HA plate) 表示 
条 件 概率 +, 则 


HAM) = — 3) rnt) on Gl 


称 为 4 关于 BEB Шей, Аж 
H (418) = У) 0(8,)H(416;) 


为 给 定 B 时 A ОЯН (conditional entropy). 
ACT AERE, TE 
H(A,B) = H(A) + H(B| A) 
= H(B) + H(A4|B), 

以 及 H(A|B)< H(A), 其 中 , SERS 
Cais Bi) = рСо)р(8,) 
对 所 有 的 i, 7 成 立时 ， 上 面 的 不 等 式 才 有 等 号 

mr. 

【 信 源 】 构成 信 源 的 集合 ， 可 以 直接 给 出 
一 个 有 限 集 4 一 (a, +08}, BAS BR 
用 At = AX KAR 

A= JT Gi 4, 
k=0, +1, *2,-), 
其 中 每 个 a。€ 4" 及 ae 42 表示 为 
а, = (ays t X) 
CoE A) 和 
a — (7,925225 Ops 97770096 A). 9, 
为 在 Az 中 的 所 有 柱 集 * 生 成 的 "代数 ， 在 


村 ,上 给 定 一 个 概率 测度 + P， 则 定义 了 信 源 
[47, Р). 当 P 在 42 上 的 推移 变换 1T 下 具 
有 不 变性 , 即 
P(E) 一 PCTE) (E€S,) 
时 ,[47, P] 称 为 平稳 信 源 (stationary. information 
特别 , 若 对 任意 关于 了 不 变 的 集合 
E= ТЕЄ9,, 
都 有 PCE) — 0 或 1, 则 称 {47,P] 为 遍历 信 


source), 


3 (ergodic information source). 在 平稳 信 源 
[4*, P] 中 ,对 每 个 
a= (-+-, алу а о, 9777) 


令 一 个 截断 的 有 限 维 向 量 a, — (a, 5-5 a) 
与 它 对 应 ， 则 自然 可 导出 信 源 [4", PS 设 
НСА") 为 【4",P。] 0098, BU 


lim H(4*)/n 


HE. ЖХ BME H(4*, P), KIM 
源 [47,P] 的 相当 于 一 个 元 素 的 平均 精 (mean 
entropy). 当 [A2,P] 是 一 个 遍历 信 源 时 ， 若 
信 源 [4", Pol 的 自信 息 为 一 log Pu(e。) 〈 其 中 
a € 4°, a, € А"), РЧ n—oo В, — log Pa(aq)/m 
依 概 率 收敛 于 H (A7, Р). 这 就 是 McMillan 
定理 ([13]). 

【信道 】 最 简单 的 信道 是 无 噪声 的 ， 对 之 
存在 输 人 元 素 与 输出 元 素 之 间 的 一 一 对 应 ， 通 
过 信道 时 不 产生 信息 量 的 损失 . 《在 有 噪声 信 
道内 , 总 会 产生 信息 损失 ，) 设 由 信 源 [4z,P] 
给 出 信号 a= Сац om а …)， 如 果 每 
个 “€ 4 是 逐次 通过 信道 的 ， 则 接收 端 得 到 
与 之 对 应 的 某 一 有 限 集 B 的 元 素 ;的 序列 

= Cs, Bors Bos Boc). 
ES, 为 由 Bz 中 的 所 有 柱 体 生成 的 c 代数. 
任 一 *e A* 确定 了 一 个 条 件 概率 ' > (Slo) 
(5 єЗ»), 可 当成 从 47 到 B^ 的 转移 概率 .由 
A’, B? $n» 共同 刻 划 的 信道 被 记 为 【47,，»， 
B*]. 

1) 可 测 性 ， 如 果 对 于 任 一 集 Se Sy v GI 
+) 是 (47, S.) 上 的 可 测 函数 , 则 信道 (4°, 
v，87] 称 为 可 测 的 (measurable), 2) 平稳 
=. 如 果 对 任意 的 a€ A7 和 565, 


v(TS}Ta) = »(S|a) 
RX, 则 信道 L4". >, B^] 称 为 平稳 的 stat 
onary), 3) 非 预测 性 。 设 对 某 一 固定 的 指标 
值 * 以 及 某 个 Se S,, 4 = B; 对 i 三 + 成 
立时 ,信息 
b= (555 [Ba po Bor JES 
等 价 于 
£= (++, Bas Bos Bsr DES. 
此 时 ， 如 果 对 ii Н + ЈЕ а = a, 的 
a= (s aas а oro) 和 
a= (+++, ais а арг) 
v(S|a) = v(S|a") 
成 立 , 则 此 信道 称 为 非 预 测 的 《nonankicipating). 
4) 有 限 历 史 性 。 如 果 存 在 一 个 固定 的 整数 
m > 0， 使 得 给 定 任 一 柱 集 
cas = [Bar Batis ***» Bi) E Sao 
其 中 n, £ 是 满足 < 上 的 任意 整数 ,等 式 
э(сы|а) — Denel a^) 
对 于 任何 一 对 满足 
ор a(n твк) 
的 a= Co ал, а» а") 和 
a! m (s das а ory +++) € A? 
都 成 立 ， 则 信道 称 为 具有 有 限 历史 (finite his- 
tory)， 而 [8,5 7-7» 0,1 是 所 有 第 人 座 标 等 于 
во <<) TEE: EE 
BER IBI e т > 0 被 称 为 历史 长 度 (length 
of history), 这 时 的 转移 概率 
2([p tts Bel | Loews ess m1) 
可 由 这 一 历史 长 度 推导 得 到 。 5)M 步 相关 性 . 
设 已 给 定 一 个 正 整数 M. 如 果 对 任意 的 整数 
#ln,r, s cn r< <), 只 要 
s—r >M, 
对 两 组 坐标 序号 所 确定 的 柱 集 
Cor = [Bas Batist tt Bel 
和 сы ™ Boban В. 就 有 
»(с,„ Menta) = venela) * (с1а) 
成 立 ， 则 称 信道 为 办 步 相关 的 〈M-dcpendent) 
《高野 金 作 (13])。 6) 无 记忆 信道 .如 果 有 某 一 
个 整数 m 0 存在 ， 使 信道 既是 有 限 历史 又 是 
妈 步 相关 的 , 则 称 此 信道 为 具有 有 限 记 忆 (finite 
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memory) 的 信道 .特别 , 当 普 一 0 时 , 即 对 于 每 
一 对 整数 a,r 且 n< r, 


Klasit laus tts m1) 


= TI (tailed, 
e 


则 称 此 信道 为 无 记忆 (memoryless) 信道 

【信道 的 传输 容量 】 给 定 信 源 [4 Pak 
和 信道 [47,», 87]， 两 个 概率 测度 即 在 《4 x 
B,S,@S,) 上 的 Pas 以 及 在 (B,3s) 上 的 Ps 
分 别 由 下 式 定义 : 


Pa(E x F) = {сетор 


РЕ) = Р.А X Б), 
E€S,, FES, 

我 们 称 P, 为 输入 测度 (input measure), Рав 为 
合成 测度 (compound measure), 而 Ps 为 输出 测 
Ж (output measure), 若 Py» » HPHH, Paw 
和 P, 也 是 平稳 的 ， 若 LA", P.) 是 遍历 的 且 
14°, v, Вт] 为 具有 有 限 记忆 的 信道 , 则 CB", 
Р,] 也 是 遍历 的 。 当 Pas Рав» Py 为 平稳 时 ， 
ЖЫЙ H(A2, P), H(B*, Py), HCA* х B, 
Pas) 有 定义 。 这 时 ,从 信 源 [47 Pa] 出 发 通 
过 信道 [4?,>，B2z] 传送 信息 的 传输 速率 (tra- 
nsmission rate) 定义 为 

R(4?,B*) = H(A*, P4) 

+ H(B?,P,) — H(A? x Bz, Pan) > 0, 
这 是 信 源 14°, P) 发 出 信号 通过 信道 14°, 
», B*] 传输 时 所 得 到 的 相当 于 42 的 一 个 元 
素 的 平均 信息 量 ， 在 有 限 记忆 且 M 步 相关 的 平 
稳 信道 L47, », Bz] 中 ,关于 一 切 可 能 的 遍历 
信 源 [42, Pa], 以 

C, = supR(P) = supR(4?, B7) 
表示 这 一 R 的 上 限 , 称 C. 为 此 信道 [4?,»,B7] 
的 遍历 传输 容量 (ergodic transmission capacity), 
关于 一 切 可 能 的 平稳 信 源 (47, P41( 从 而 遍历 
信 源 全 被 包括 在 其 中 ) 的 R 的 上 限 被 称 为 信道 
L4*, v, B7] 的 平稳 传输 容量 《sationary trans- 
mission capacity)， 记 为 С. 在 上 述 情 形 , C= 
C, 成 立 .这 一 结果 是 由 L. Carleson, И. П. Ча. 
реградский, A. Feinstein 等 人 建立 的 ([13]). 从 
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而 C, C, 通称 为 信道 的 传输 容量 (transmission 
capacity), JAK, L. Breiman 证 明了 对 某 个 遍 
历 输入 测度 P 成 立 C, 一 RCP), 即 上 界 可 以 达 
到 ([13]). 

【信息 论 的 基本 定理 】 最 先知 道 的 信息 论 
基本 定理 (fundamental theorem) 是 关于 无 记忆 
信道 的 Shannon 定理 《[1]). 其 严格 证 明 是 由 
A. Feinstein 给 出 的 ([2]). 定理 是 说 ,给 定 一 个 
具有 容量 C, > 0 的 平稳 无 记忆 信道 以 及 取 自 
一 个 遍历 信 源 的 任意 数据 , 则 对 任 一 > 0 和 

ROO<R<C,), 
存在 具有 充分 大 的 长 度 "的 编码 信息 (0,7-5, 
a), 它 以 R 为 传输 速率 传递 有 关 数 据 ， 同 时 译 
码 错 误 的 概率 4。 小 于 6. 

这 一 基本 定理 的 弱 北 定理 (the weak con- 
verse theorem) 是 说 , 在 基本 定理 所 假设 的 信 源 
与 信道 的 条 件 下 , 若 R > C.， 则 当 编码 长 度 ” 
趋 于 无 穷 大 时 ， 译 码 的 错误 概率 2。 不 收敛 于 
Æ (A. Feinstein (3], D. Blackwell-L. Breiman- 
A. J. Thomasian [14]). 在 这 种 情形 ,一 般 地 
加 一 1 (n— оо) 也 并 不 一 定 成 立 ， 如 果 弱 逆 
定理 的 结论 被 1, -> 1 代替 ， 则 结果 就 称 为 强 
IE (the strong converse theorem), 对 于 强 
逆 定 理 成 立 的 充 要 条 件 业已 给 出 CA. Feinstein 
Y3]， 吉 原 健一 [15])， 对 无 记 亿 信道 证 明 的 基 
本 定理 由 Xma 推广 如 下 《[13]): 通过 平稳 
的 非 预测 的 有 遍历 传输 容量 C。 和 有 限 记忆 mm 
的 信道 [42z,>，Bz]， 对 于 任意 的 e > 0 和 

к(о< R< C), 
从 遍历 信 源 发 出 的 任意 信号 可 有 长 度 ” 为 充分 
大 的 编码 词 实现 以 R 为 传输 速率 且 译 码 错误 概 
率 小 于 s 的 传输 . 

【编码 问题 】 信息 论 基 本 定理 证 明了 理想 
编码 在 适当 条 件 下 的 存在 性 .关于 形成 理想 编 
码 过 程 的 实际 方法 也 有 各 种 研究 。 对 于 无 噪声 
入 道 ,问题 已 经 完全 解决 ,有 几 种 实际 的 编码 方 
ФЕ, flim, Shannon, R. M. Fano 和 D. A. Huf- 
fman MBER ARB H-AS we RE Th EF E 
一 的 等 长 编码 法 .。 对 于 有 了 噪声 信道 ,也 有 R. 
W. Hamming, 223678, D. E. Muller 和 M. 


J. E. Golay Ж ARJSESECESIR [12], R. B. Ash 
[16], W. W. Peterson [17]). 特别 , 对 于 二 
进 制 对 称 信道 ,利用 奇偶 性 校 验 ' 已 经 建立 了 类 
似 于 基本 定理 的 编码 定理 ([16]X 一 编码 理论 ). 

【连续 的 情形 】 А. Н. Колмогоров ([41) 
及 其 学 派 研 究 了 连续 信 源 的 情形 并 且 讨论 了 广 
义 的 Shannon Bip. it E, petes ADAE 
可 测 空间 + (X,3), (Y,9).--- 之 中 的 随机 变 
量 的 序列 . W Py, P, 为 对 5 和 的 概率 分 布 ， 
而 Pa 为 对 Esn 的 联合 分 布 , 则 Esn 中 任何 
一 个 关于 另 一 个 的 信息 量 由 


1(Е›л) = sup >) PACE, X F.) 


X log [P,,(E, х F;)/P,(E,)P,(F,)] 
定义 ， 其 中 上 确 界 是 对 X RY 的 所 有 可 测 子 集 
遍 取 的 , 即 关于 X, Y 的 一 切 可 测 分 划 {Е,}, 
(F) uium. Б ВОДНЕ Ор E) = IEE). 
对 IEn) W IE) 的 积分 表示 和 信息 密度 的 
概念 已 由 И. M. Гельфанд-А. M. Jaglom, A. 
Pérez 等 人 ([5]) 引 进 ,对 于 1(,) 所 具有 的 基本 
性 质 也 进行 过 种 种 研究 ([8]). 用 这 些 概念 Kon- 
могоров 作出 了 连续 信道 的 数学 模型 ,信道 的 精 
确 表现 由 P. Л. Добрушин ([5]) 进行 过 讨 
论 ， 此 外 ， 也 引进 了 信息 的 再 现 精确 度 《exac- 
tness of reproduction)， 信 息 与 信道 之 间 的 信息 
稳定 性 (information stability) FREA , Shannon 的 
编码 定理 也 对 这 些 一 般 情形 进行 过 讨论 〈[51， 
[8]). Колмогоров 及 其 学 派 还 对 动力 体系 的 
流 引 人 灶 的 概念 ， 他 们 得 到 了 许多 有 价值 的 成 
X (В. A. Рохлин [6], Я. T. Синай [7]). 
Ce fi) 设 4 为 度量 空间 (X, о) 的 完全 
HATH, Hike > 0 为 给 定 正 数 。X 的 子 集 
的 有 限 族 Di UL ROG ATO e Mo, 如果 对 
每 一 子 集 Un H dU, < 2e, E. 


4c Ü U. 
= 
XP xu" z, 的 有 限 集 被 称 为 对 于 4 的 в 
网 ,如 果 对 于 每 一 点 a€ 4， 至 少 存在 一 点 


m 6 fx nl 


使 得 (ar) e. 有 限 点 集 atesa, EA 
HH en] 2r PERO, WR olas a) >> e 对 所 有 
Wi, G зе j RIL. MAN 6220, 4 的 
种 盖子 集 的 个 数 和 对 于 4 的 网 元 素 的 个 数 
的 最 小 值 分 别 记 为 Ne(4) 和 NE (A), 4 的 
8 可 分 辨 点 的 最 小 数目 记 为 M.(4). 令 
H(A) = log У.А), 
НАСА) = log МСА), 

В. C.(4) = log M.(4)， 分 别称 它们 为 4 的 
€ f (e-entropy), ART XM e 88, 以 及 4 的 
€ SE (e-capacity), 它们 满足 关系 

Cal A) < H(A) < H(A) < СА). 
这 些 量 在 计算 信息 的 再 现 精确 度 和 信 源 编码 过 
程 中 被 采用 ， 这 些 概念 也 被 用 于 各 种 函数 空间 
的 逼近 问题 ,在 解决 Hilbert 第 十 三 问题 中 也 有 
ЖЖ (Колмогоров, ЖП B. M. Тихомиров | 13), 
G. G. Lorentz [21]). 

WTAE — EHS infe S. Kullback, 
R. A. Leibler 给 出 的 用 于 母体 判别 的 平均 信息 
30091), 由 L. Brillouin 给 出 的 与 物理 上 热力 
ЗН НОА (negentropy) ([10]), DLE J. 
von Neumann 的 量 测 理 论 中 的 信息 量 的 概念 
《中 村 正弘 - 梅 垣 洗 春 ([11]) 等 ). 
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编码 理论 [3 coding theory 法 théorie codée 
4 Codierungstheorie {А теория кодирования 
н FEO MAM) 电信 上 的 Morse 码 和 印 
刷 电 码 等 的 编码 问题 最 初 由 C. E. Shannon JH 
纳 成 为 数学 上 的 编码 问题 ， 在 电信 中 ， 信 息 常 
被 表现 为 离散 信号 的 序列 ， 这 就 是 对 每 个 字符 
指定 可 用 信号 的 有 限 序列 bo ns b. 与 之 对 
应 ， 从 而 可 以 看 成 为 某 一 个 映射 6. BHAT 
个 不 同 的 信号 可 被 取 用 , 则 这 样 的 序列 Pus +++, 
b, 可 以 看 成 是 基数 为 9 的 一 个 ”位 数 〈 在 通信 
系统 中 , 一 般 4—2). 以 序列 (X) RER 
符 X 的 运算 称 为 编码 (encoding), 相反 的 运算 
称 为 译 码 (decoding). Ф(Х) 称 为 X 的 代码 字 
(code word), Ф 的 象 集 ( 即 代码 字 的 集合 ) 称 为 
代码 (code), 

编码 理论 的 目的 是 构造 适 于 高 效率 地 进行 
信息 输送 的 代码 ， 如 果 信号 是 通过 无 噪声 信道 
传输 的 , 则 与 此 有 关 的 问题 仅仅 是 传输 速率 ( 字 
符 / 秒 ) 的 最 优 性 .信息论 在 这 方面 起 着 重要 的 
作用 ， 因 为 它 给 出 了 用 粹 (一 信息 论 ) 来 表示 
的 传输 速率 的 理论 上 界 . 信息论 的 基本 定理 指 
出 ,如 果 将 烤 为 H( 比 特 /字符 ) 的 信息 源 所 产生 
的 字符 编排 成 为 适当 的 代码 (或 密码 )， 则 能 够 
由 传输 速率 为 C/H (字符 / 秒 ) 的 信道 来 传递 信 
息 。 关 于 无 噪声 信道 ,有 shannon, R. M. Fano, 
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D. A. Huffman 和 池 野 信 一 等 人 提出 的 编码 方 
法 ([11). 

当 信 息 传 输 带 有 误差 时 、 自 动 检 错 与 纠 错 
具有 明显 的 实际 重要 性 ， 检 和 错 的 一 种 简单 方法 
是 增加 一 位 数字 如 以 扩大 每 一 个 代码 字 bes 
bns 使 得 各 位 之 和 bot b + ++ + b, 等 于 模 
а ОЗ, 这 一 附加 位 数字 b 称 为 奇偶 校 验 位 
(parity digit), 这 样 , Kon 十 1 位 数字 中 出 现 
的 单个 错误 可 以 由 检验 它们 的 和 而 察 知 。 通 过 
烘 加 更 多 位 数字 , 则 可 以 检查 出 更 多 的 错误 ,而 
且 在 某 些 情况 下 ,还 能 予以 纠正 。 但是, 这些 附 
加 位 显然 降低 了 传输 速率 ， 

这 种 情形 的 另 一 个 重要 问题 是 所 要 求 的 运 
算 的 复杂 性 ， 即 包含 有 编码 , 译 码 , 加 上 检 错 与 
纠 错 的 运算 ， 这 方面 ， 也 有 以 概率 论 为 基础 的 
编码 法 ,如 Shannon 的 随机 编码 法 ， 但 因为 它 
们 没有 提供 实际 的 译 码 方法 ， 所 以 被 认为 实质 
上 是 无 法 使 用 的 。 

以 下 主要 讨论 二 进 制 代码 组 (binary block 
code)， 记 为 5S， 它 是 具有 固定 长 度 ”的 二 进 制 
数 的 集合 。 这 样 ， 代 码 5 便 是 Boole 环 1B。 一 
(0, 1)" 的 子 集 。 5 的 元 素 z 被 称 为 代码 字 , 而 
x 的 分 量 x, (x 二 0 或 1，i 一 1,…，”) 通 称 为 
tet (bi). 元 素 re B。 的 重量 (weight) 是 
d£ xm (x) 中 ,数字 1 出 现 的 个 数 , 记 为 wla). 
两 个 元 素 r, ує В, 之 间 的 Hamming 距离 
(Hamming distance) d(x, y) 是 其 中 的 不 相同 
fie Cai y.) 的 总 数 ， 显 然 ， 

d(s, y) = w(x®y), 
其 中 eO RAE B, 环 上 的 按 位 加 法 ， 两 个 代码 
# X, YCS KURER d(X, Y) Ж mind (х,у). 
设 * 为 某 一 被 接收 的 元 素 y 的 对 应 代码 字 中 
的 错误 位 的 个 数 ， 如 果 相 应 的 被 传输 的 代码 
FÈ x， 则 应 该 有 .s 一 d(x, y). Rd HS 
中 的 不 同 代码 字 之 间 的 最 小 距离 。 若 >o 
FL s< d, 则 出 现 的 错误 可 以 被 检查 出 来 , 因为 
y 不 可 能 是 S 中 的 另 一 个 代码 字 . Bs < 〈2 一 
1)/2, 则 出 现 的 传输 错误 可 以 得 到 纠正 ,因为 只 
要 把 与 ? 距离 最 近 的 代码 字 作为 被 输送 的 代码 
字 即 可 ， 将 每 个 代码 字 «Mn+ +e.) 扩充 为 


(arm yt)。， 则 可 以 增加 代码 S 的 最 小 
距离 4。 新 代码 SC B... 的 最 小 距离 4 满 
足下 述 条 件 ( 称 为 Hamming + FF): WHR d> 
2z 十 1， 则 有 


> (t f *) (4 — 1)! < до, 
= 
其 中 , 9 是 可 用 的 符号 数 (这 里 4—2), R 是 
信息 率 (information rate), B. 
R = loges/(n + k), 

SE 8 中 的 代码 字 个 数 . 对 某 个 * 值 ， 达 到 
这 一 上 界 的 代码 被 称 为 完全 的 perfect)。 最 
近 , 对 于 素数 时 4, 已 经 得 到 完全 代码 的 全 部 表 
示 ([7]). 

许多 重要 的 代码 可 以 在 各 种 代数 理论 的 基 
础 上 进行 定义 和 分 析 , 其 中 特别 是 有 限 域 理论 . 
Wq 是 一 个 素数 寡 , 则 集合 

V, = (0, l5 4— 1)" 

可 以 看 成 是 有 限 域 CF(9) 上 的 一 个 =” 维 向 最 
空间 。 V. 的 一 个 向 量子 空间 5 被 称 为 线性 代 
E (lincar code), 如 果 对 ,的 每 一 元 素 “, 使 
CHEF GF(9) 上 的 多 项 式 

e(X) = a + cX Mc + Хи, 

则 以 生成 函数 (generator) g(X) 为 模 的 循环 代 
码 (cyclic code)S 定义 为 ; 

S= (c]e(X) = 0 (mod g(X))}. 
特别 ,如 果 维 数 ” 是 q" 一 1 的 因子 (m 是 某 一 
正 整数 )， 则 在 GF(4") 中 某 个 ” 阶 元 素 8 满 
足 的 关系 式 ; 

a) =e) = р) 
所 对 应 的 任 一 生成 函数 g (X). 确定 一 个 所 谓 
的 BCH 8) (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem code), 
这 样 一 种 代码 能 够 检 出 r 个 错误 并 纠正 r/2 个 
WR. BCH 码 类 中 还 包含 许多 重要 类 型 的 码 、 
例 妨 Hamming F3} (Hamming code), Reed-Solo- 
mon 码 (Reed-Solomon code) 等 等 ， 此 外 ,对 纠 
正 密集 错误 的 代码 也 正在 研究 ， 这 个 问题 还 同 
试验 设计 法 有 着 密切 的 关系 《[6])， 还 有 专门 
考虑 用 于 电信 技术 的 编码 ([5]). 

其 他 的 重要 类 型 的 码 包括 用 于 纠正 突 发 错 


误 (burst errors) 的 卷 积 码 (convolutional codes), 
用 于 算术 电路 的 AN 码 (AN codes) DL É fE 
为 BCH 码 类 的 扩充 的 Сорра 码 (Goppa 
codes) 等 ， 新 的 代码 和 新 的 译 码 算法 仍 在 继续 
RE. 这 一 研究 领域 紧密 联系 于 信息 论 ， 代 
数学 ， 以 及 组 合 分 析 的 各 种 应 用 ， 如 试验 设计 
等 ([3]). 

【 参 】 0) 喜 安 善 市 - 室 避 三 部 ， 情 报 理 痊 ， HERE 
现代 应 用 数学 , 1957 〔 中 译本 : 喜 安 善 市 , 室 锅 三 部 ,现代 应 用 
数学 丛 节 ， 人 信息论， 上海 科 学 技术 出 版 社 ，!1962); (2) J. 
Wolfowitz, Coding theorems of information theory, Sp: 
cinger, 1961; [3] Е. R. Berlekamp, Algebraic coding 
theory, McGraw-Hill, 1968; [4] W. W. Peterson, Erro- 
correcting codes, MIT Press, John wiley, 1961, 第 二 版 
1972, [5] R. G. Gallager, Low-density parity check 
codes, MIT Press, 1963; [6] ЗОИ, $4 SAF 4 > 
22, BABEL TORR, ATTRA, 1953; (71 
A. Tietäväinen, On: the non-existence of perfect codes 
over finite fields, SIAM, J. Appl. Math., 24 (1973), 
58—96; [8] MEMM, IRDOSIECRSRS. 数学 ， 
15 (1963), 6—12; [9] S. Lin, An introduction to er 
cor-correcting codes, Prentice-Hall, 1970. 


随机 数 (ЭЕ random numbers 法 nombres 
aléatoires Ф Zufallszahlen (А случайные числа 
日 乱 数 ] 可 以 看 成 服从 同一 分 布 的 独立 随 
机 变量 ?的 实现 值 数列 称 为 随机 数 (random nu. 
mbers)， 将 它们 列 成 表 的 形式 则 称 为 随机 数 
表 (table of random numbers). 随机 数 是 利用 
Monte Carlo 法 + 进行 计算 和 对 随机 现象 进行 模 
拟 ' 的 基础 , 对 于 统计 学 各 种 方法 中 的 抽样 , 随 
机 组 合 等 也 是 不 可 缺少 的 工具 .然而 ,要 对 随机 
数 作出 严密 的 数学 定义 的 尝试 却 是 不 久 前 才 开 
始 的 ([1])， 实 用 上 ,只 能 满足 于 这 样 的 定义 :“ 
符合 一 些 关 于 拟 合 度 、 独 立 性 等 的 统计 假设 检 
验 ,不 具有 明显 的 规律 性 的 数列 ,为 随机 数 .” 
【 伪 随 机 数 】 少量 的 随机 数 可 以 从 已 有 的 
随机 数 表 中 选取 ， 也 可 以 利用 函数 表 末 昆 的 位 
数 ， 大 量 需要 的 随机 数 ， 也 可 以 通过 具有 随机 
性 结构 的 物理 装置 产生 ,而 用 于 特殊 的 目的 . 然 
而 ,在 数值 电子 计算 机 的 使 用 中 ,用 的 是 根据 一 
定 的 算法 产生 的 。 在 实际 应 用 上 可 以 看 成 随机 
数 的 数列 。 这些 称 之 为 伪 随 机 数 (pscudo-ran- 
dom numbers). 作为 随机 数 的 共同 的 分 布 , 一 
般 的 是 十 点 {0，1,…，9} 上 的 均匀 分 布 ， 以 
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及 区 间 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 。 后 者 可 以 由 
(0, 1, =, N—1) (N > 1) 上 的 均匀 分 布 
Жон. 分 布 函数 为 FC 的 随机 数 ， 可 由 
FC) 将 (о, 1) 均匀 分 布 变换 得 到 。 根据 
FC) 的 性 质 相应 地 运用 各 种 技巧 ,可 以 找 出 减 
少 演算 的 方法 ([6])。 rh, NUEVE RERO. 
用 和 含 弃 法 一 般 是 有 效 的 〈[2]，[6]). 

4 N= m BEI, 1, N-—1 上 
均匀 分 布 的 ( 伪 ) 随 机 数 的 生成 方法 ， 有 下 列 几 
种 。 每 一 RUFUS RAE RLU 
间 短 而 且 简单 的 演算 实现 . 

1) 平方 取 中 法 (middle-square method), 这 
种 方法 是 由 J. von Neumann 首先 提出 的 ， 将 
n 进 制 位 的 数 平方 而 得 出 2s 位 的 乘积 , 从 中 
取出 它 的 中 央 部 分 位， 反复 这 样 做 而 得 到 的 
数列 ,最 后 成 为 一 个 短 循环 ,或 者 在 极端 的 场合 
形成 二 个 数 重复 出 现 ， 不 过 关于 到 达 这 种 程度 
的 数列 长 度 等 尚未 形成 理论 ， 需 要 赁 经验 来 检 
定 . 

2) Fibonacci 数列 ?的 利用 。 该 数列 {me} 
由 uka = ш 十 e (moda) EX. CBAR 
是 独立 的 ,但 是 根据 经 验 ,对 多 数 的 初始 值 可 以 
形成 均匀 分 布 . 

3) 同 余 法 (congruence method). 该 数列 
由 mpa = аш, + с (moda!) 或 (modm' 士 1) Ж 
X. 按 ¿= o, 0， 相 应 地 分 别称 为 乘法 同 
余 法 ,混合 同 余 法 以 示 区 别 。 求 出 周期 即 

ta ™ h 

RARAY kH E, DARET AGER n 
确定 使 周期 尽 可 能 长 的 a,。 的 方法 , 根据 整数 
理论 已 弄 清 楚 ， 这 一 方法 对 于 多 数 的 检验 给 出 
良好 的 结果 ， 特 别 是 < 一 0 的 情形 值得 推荐 ， 
但 是 有 报告 说 ， 若 相继 作出 “(之 3) 个 这 样 的 
数组 ,从 它 作为 ! 维 随机 变量 的 各 种 性 质 ,反例 
不 能 形成 随机 数 . 

4) 均匀 分 布 ' 的 利用 。 按照 H. Weyl 的 
EX, ERI (0, 1) 上 均匀 分 布 的 整数 变量 
的 函数 值 f(k) (modl) 序列 , 虽然 一 般 地 有 相 
关 性 ， 但 对 于 特定 的 目的 (例如 用 Monte Carlo 
法 计算 定 积分 等 ) 可 以 作为 伪 随 机 数 使 用 。 然 
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而 ， 若 作出 z, = Au(mod1) (为 任意 的 无 理 - 


数 ) 这 样 的 数列 , 则 可 证 明 序 列 相关 ? 


н 
mN- 9 egress — 1/4 

关于 1 — 80675 0. 

【随机 数 的 检验 】 x (0, D) 上 均匀 分 布 
随机 数 的 检验 ,可 以 考虑 如 下 几 项 : 

1) 将 区 间 〈0，1) 分 成 适当 的 小 区 间 ,对 
落 在 各 个 小 区 间 之 内 的 频数 ， 进 行 多 项 分 布 的 
етю COC 检验 7)， 或 者 考察 一 组 随机 数 
所 沙 人 区 间 的 图 形 (Poker 检验 )。 进一步 ,还 
可 看 出 关于 相继 二 个 随机 数 所 落 入 的 区 间 的 转 
移 频数 的 一 致 性 , 

2) 对 一 组 随机 数 的 经 验 分 布 函数 与 理论 
分 布 函数 之 间 的 差距 进行 检验 (Колмогоров- 
Смирнов 检验 等 ). 

3) 仅 考察 一 组 随机 数 的 大 小 顺序 ,检验 排 
列 顺 序 是 否 随机 (升降 游程 ). 

CERRO 设 实数 x(0 < x <1) 的 小 数 
部 分 的 r 进 制 表示 为 Denr b 

By 一 byby + +b 
为 0，1,…，r 一 1 的 任意 排列 ， 且 设 在 整数 
列 X, == xxx, 中 构 形 В, 出现 的 次 数 为 
NOB, X). 对 于 所 有 的 《，Bx， 当 
lim N(B» X.)/n 一 


时 ， 称 * 是 关于 r 的 正规 数 (normal number), 
虽然 已 经 证 明 , 除 掉 Lebesgue 测度 为 0 的 集合 
外 的 其 他 数 ,都 是 关于 任 一 个 > 的 正规 数 ,但 是 
让 规 数 的 具体 例子 尚 一 无 所 知 

从 V2，V3 s ж, е 这 些 无 理 数 以 十 进 小 
数 表 示 时 的 各 位 数字 的 不 规则 性 ， 是 否 可 说 这 
些 数 为 正规 数 ， 进 而 能 否 将 它们 的 数字 序列 看 
成 随机 数列 ,这 样 的 问题 是 有 兴趣 的 。 尽 管 , 理 
论 的 阐明 尚未 得 出 ， 然 而 至 今 为 止 所 作 的 很 多 
检验 〈 例 如 见 [4]，[5]) 并 没有 提出 上 述 诸 数 
不 是 正规 数 的 反 证 

[£] [1] A. М. Kolmogorov, On tables of гат 
dom numbers, Sankhy3, A, 25 (1963), 369—376; [2] 
H. A. Meyer (ed.), Symposium on Monte Carlo methocs, 


John Wiley, 1956; [3] T. E. Hull-A. R. Dobell, Random 
number generators, SIAM Rev., 4(1962), 230—254; [4] 


N. C. Metropolis-G. Reitwiesner-]. von Neumann, Statis- 
tical treatment of values of first 2000 decimal places of 
< and x calculated on the ENIAC, Math. Tables Aids 
Comput, 4 (1950), 109—111; [5) Pig, FP 10 5 
HOR, BSN, 2 (1964), no. 7,6 11: [6] RBE 
昭 , 斤 似 乱 数 四 生成 ,数学 ，15 (1963), 68—71; [7] 山内 二 
28-HOR—— MEM. RET SERUR O 1: DORIA MIL. 
WOME F + b OE, MBM 1965; [8] В. Jansson, 
Random number generators, Victor Pettersons, 1966. 


模拟 [Ж simulation & simulation Ф Simu- 
lation А моделирование, имитация 日 J 
Pab-LYar, MR) 所 谓 模拟 ,广义 地 理 
解 是 为 了 考察 现实 事物 所 具有 的 性 质 而 用 类 似 
事物 进行 实验 或 观测 的 做 法 、 若 对 于 现实 的 事 
物 直 接 进 行 实验 ， 需 要 花费 相当 大 的 费用 或 要 
当 长 的 时 间 , 或 者 测定 本 身 有 困难 ,或 者 条 件 变 
化 的 影响 甚大 等 而 不 可 能 或 难以 进行 ， 这 时 就 
应 用 模拟 . 

现在 被 广泛 地 称 为 模拟 的 主要 有 以 下 四 种 
类 型 。 当 然 ,这 不 过 是 大 致 的 分 类 ,实际 上 通常 
是 以 这 些 类 型 的 混合 形式 进行 模拟 的 . 

第 一 ,是 模型 实验 , 有 船舶 和 飞行 器 等 的 水 
槽 实验 或 风 洞 实 验 ， 或 是 在 化 学 工业 中 的 中 间 
试验 工厂 等 。 这 是 在 设计 大 型 实物 之 前 ， 用 小 
型 的 实物 作 实验 ， 旨 在 检验 或 修正 作为 设计 依 
据 的 理论 . 

第 二 ,是 所 谓 相似 模拟 (analog simulation) 
或 实验 分 析 (experimental analysis) 的 类 型 ,这 
是 这 样 一 种 类 型 的 模拟 , 先 探 索 另外 一 种 现象 ， 
它 与 支配 某 一 事物 性 质 的 规律 有 相同 微分 方程 
(也 包括 近似 地 相同 的 微分 方程 的 情形 )， 并 对 
之 进行 实验 ,从 而 研究 对 象 事物 的 性 质 ， 例 如 ， 
对 力学 的 振动 问题 用 等 价 的 电路 来 处 理 ， 或 将 
热传导 的 问题 变换 为 力学 系统 ， 或 在 浅 底 水 模 
中 进行 关于 超 音 速 的 研究 等 ， 还 有 ， 在 难于 对 
现实 的 问题 进行 理论 分 析 时 ， 探 求 在 现象 上 具 
有 类 似 的 性 质 ， 在 数学 结构 上 为 已 知 的 另 一 问 
题 ， 并 建立 与 之 相似 的 数学 模型 的 方法 ， 在 人 
机 学 的 研究 中 有 很 多 是 依靠 这 一 方法 的 ， 这 一 
类 型 的 方法 ， 以 往 主要 是 用 作 工 程 问题 的 分 析 
手段 ,最 近 已 经 广泛 地 用 于 经 济 现象 的 研究 , 神 


经 系统 的 研究 ， 用 人 工 心脏 进行 循环 系统 的 研 
究 等 方面 。 作 为 进行 相似 模拟 的 工具 ， 在 考虑 
常 微分 方程 时 ， 最 广泛 的 是 利用 模 氢 计算机?. 
在 偏 微分 方程 的 情形 ,将 它 改 变 为 差分 方程 ,再 
变换 为 相应 的 电路 模拟 ,这 种 做 法 居多 . 

第 三 ， 是 随 着 数字 计算 机 的 进步 而 逐渐 受 
到 重视 的 数字 模拟 .模拟 这 个 名 词 , 狭 义 地 理解 
主要 就 是 指 的 这 种 类 型 。 一般 说 ， 很 多 对 象 是 
比 相似 模拟 的 规模 更 大 更 复杂 的 事物 无 论 是 
什么 样 的 问题 ,只 要 掌握 了 它 的 数学 结构 ,并 清 
楚 它 的 算法 !， 则 通过 编制 对 它 进行 处 理 的 ( 数 
字 计 算 机 的 ) 程序 ， 就 容易 在 计算 机 中 进行 模 
拟 。 特 别 是 ， 对 于 某 些 专用 机 器 ,设备 的 组 合 ， 
或 经 营 管理 的 组 织 体系 等 ， 以 及 关于 系统 的 研 
究 (设计 ,运用 方法 ), 在 这 些 方面 用 得 较 多 ， 有 
时 将 这 种 情形 特别 称 为 系统 模拟 (system simu- 
lation). 道路 或 飞机 场 的 交通 管理 ,水 库 的 使 
用 ,机 械 工 厂 中 的 机 器 位 置 与 运转 ,化 学 工程 中 
的 各 种 平 千 ， 考 虑 到 库存 与 需求 的 生产 日 程 计 
划 , 更 为 广泛 地 掌握 企业 活动 的 经 营 管理 模拟 ， 
以 及 计算 机 系统 的 模拟 等 ,都 是 这 样 的 例子 .此 
外 ， 数 字 计算 机 模拟 还 被 广泛 地 用 于 原子 反应 
堆 的 设计 ,高速 公路 的 路 面 设计 ,国际 问题 的 研 
究 等 方面 ， 还 有 ， 在 研究 要 制造 的 计算 机 的 指 
令 系统 ， 或 者 在 机 器 本 身 制造 完成 之 前 研究 程 
序 系统 ， 也 可 以 在 已 有 的 其 他 计算 机 上 作出 正 
在 设计 或 制造 的 机 器 的 模拟 程序 来 进行 模拟. 
在 进行 模拟 之 际 ， 当 有 必要 考虑 过 程 中 的 随机 
变动 时 ,随机 数 ?起 着 重要 的 作用 ， 这 种 模拟 特 
别称 之 为 Monte-Carlo 法 ( 见 后 述 ). 

第 四 ,是 带 有 人 对 人 ,人 对 自然 之 间 的 对 策 
因素 的 模拟 。 属 于 这 种 类 型 的 有 军队 中 用 于 作 
战 训练 的 战争 对 策 ， 企 业 活动 中 训练 用 的 企业 
对 策 , 以 及 飞机 驾驶 员 训 练 用 的 模拟 装置 等 .在 
这 种 情形 ， 人 的 意志 决定 介 人 于 过 程 中 为 其 特 
征 ， 璧 如 说 ,在 企业 对 策 中 ,参加 者 分 属于 几 个 
企业 集团 ， 每 一 个 集团 各 自 对 如 何 安排 设备 投 
资 ,研究 投资 ,广告 ,生产 计划 等 ,每 季度 讨论 决 
定 一 次 ， 对 于 作出 的 决定 ,利用 随机 数 , 根 据 董 
含 的 规则 算出 某 一 季度 的 销售 成 绩 、 库 存量 、 持 


wy 1265 


有 现金 等 .考察 它 的 结果 ,再 作出 下 一 季度 的 决 
X. 这 样 地 持续 几 次 ,在 各 集团 之 间 竞 争 成 长 。 
这 样 做 ,不 仅 是 单纯 地 作为 训练 之 用 :而 且 将 它 
当 作 研究 人 的 意志 决定 的 机 理 的 一 种 手段 ， 今 
后 看 来 是 重要 的 还 有 ， 处 于 这 一 范畴 的 边缘 
而 受到 注目 的 ， 作 为 学 习 机 器 出 现 的 所 谓 仿 脑 
机 就 是 模拟 人 的 大 脑 活动 的 机 器 ， 

以 上 四 种 类 型 的 模拟 ， 每 一 种 都 是 目的 在 
于 定量 地 阐明 事物 的 研究 手段 ， 重 点 在 于 掌握 
数学 结构 并 建立 模型 《包括 根据 其 实验 结果 对 
模型 修正 ). 

[Mente Carlo ik) Monte Carlo 法 (Mo- 
nte Carlo method) 这 一 用 语 ， 是 1945 年 左右 由 
J. von Neumann 和 S. M. Ulam 引进 的 , 他 
们 将 它 定义 为 “使 用 随机 数 处 理 确定 性 数学 问 
题 的 方法 .”G. L. L. von Buffon 投 针 实验 , 即 
利用 很 多 次 随机 投 针 的 实验 求 出 圆周 率 * 的 近 
似 值 ,就 是 这 一 方法 的 古典 例子 ， 近年 来 , BH 
着 电子 计算 机 的 发 展 ,利用 数字 计算 机 ,大 规模 
的 模拟 成 为 可 能 ， 并 逐渐 广泛 地 应 用 起 来 ， 对 
于 定 积分 
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的 计算 ,大 量 作出 在 {a < r < bA < y< B| 
范围 内 均匀 分 布 的 随机 数组 《x,y)， 若 实验 性 
地 求 出 ， f(x) 的 概率 p, 则 有 

1=p(B — AY — а), 
这 就 是 应 用 该 方法 的 一 例 。 此 外 、 对 于 求 逆 矩 ， 
阵 , 偏 微分 方程 的 边 值 问 题 等 ,通过 对 表示 这 些 
对 象 的 随机 模型 的 模拟 来 求解 ， 也 是 在 上 述 的 ; 
本 来 意义 下 使 用 Monte Carlo 法 的 例子 .然而 ， 
在 这 种 问题 中 ， 多 数 情形 采取 直接 的 数值 计算 
法 是 有 利 的 .现在 对 于 以 随机 移动 等 为 中 心 的 
概率 论 与 随机 过 程 问题 ,在 建立 方程 有 困难 时 ， 
或 者 虽 能 建立 方程 但 求解 有 困难 ， 这 时 就 利用 
数字 计算 机 进行 模拟 求解 ， 这 样 的 方法 一 般 统 
称 为 Monte Carlo ik. 在 这 种 情况 下 ,不 一 定 要 
对 原来 的 现象 本 身 进行 模拟 ， 而 常见 的 是 对 以 
相同 的 方程 表述 的 随机 模型 进行 模拟 ,或 者 对 
基本 方程 的 简化 方程 求解 进行 模拟 
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在 整个 模拟 过 程 中 ， 随 机 数 的 生成 与 检验 
是 重要 的 ,对 此 一 随机 数 . 
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数据 处 理 [% data processing 法 traitement 
de l'information 4# Datenverarbeitung (А 06- 
работка данных 日 7 — 2 Д) 近年 以 来 ， 
Bi FT OL BAR TR, 大 规模 的 数据 传输 和 
处 理 系 统 得 以 实现 ， 而 且 以 此 为 前 提 的 数据 处 
理 的 技术 与 方式 的 研究 也 得 到 发 展 .下面 所 述 
的 是 它 的 简单 的 概况 介绍 .广义 的 数据 处 理 包 
括 统计 量 ' 的 处 理 , 试 验 设计 1, 运 筹 学 ', 但 是 这 
些 都 放 到 其 他 条 目 中 去 解说 . 

数据 处 理 的 研究 ， 可 以 分 为 关于 各 种 处 理 
手法 的 研究 ， 和 关于 总 体 的 处 理 系 统 例如 程 
序 设计 技术 的 研究 〈 一 计算 机 【指令 和 程序 设 
MD. 还 可 以 按 应 用 的 目的 列举 出 信息 检索 
(information retrieval), 库存 管理 ,计划 评价 (pro- 
grim evaluation and review technique》 等 自 成 休 
系 的 各 个 领域 。 也 可 以 根据 处 理 对 象 的 数据 集 
合 了 的 性 质 ， 分 为 各 种 问题 。 以 下 就 按 这 一 方 
针 顺 次 进行 叙述 (以 下 ,假定 D 为 有 限 集 ). 

[D 为 全 序 集 的 情形 】 此 处 , 基本 上 是 
排序 sorting) 问题 和 查 表 〈bble look up) [8] 
题 ， 所 谓 排序 ， 是 按照 在 乙 中 规定 的 次 序 排列 
所 给 集合 DD 的 元 素 ( 即 排列 )、 由 于 以 前 曾经 利 
用 分 类 机 进行 穿孔 卡片 的 排序 ， 所 以 也 称 之 为 
分 类 Coring). 将 多 数 个 已 经 良 序 化 的 数据 序 
列 归 总 起 来 排 为 一 列 良 序 集 的 做 法 称 为 合并 
(merging), 这 些 方法 在 使 用 磁带 作为 存储 装 
置 时 特别 重要 ， 在 许多 事务 处 理 计 算 中 也 是 必 


要 的 . 

数据 排序 时 的 基本 操作 是 对 给 定 的 D 中 的 
次 序 进行 “比较 ”。 在 对 ”个 元 素 构成 的 排列 进 
行 排序 的 一 般 方法 当中 找 出 比较 次 数 为 最 小 的 
方法 ,是 相当 麻烦 的 问题 ,但 对 于 ol 的 情 
形 ,及 .n = 20，21 等 的 情形 已 经 解决 〈[1]). 
对 于 一 般 的 "， 除 了 知道 比较 次 数 的 下 限 〈log， 
21) 外 ， 还 有 一 些 应 用 上 较为 方便 的 方法 ， 如 
果 将 一 些 方法 的 名 称 及 在 = 较 大 的 情形 比较 次 
BOT 的 近似 值 列举 出 来 ， 则 有 合并 法 Coring 
by merging) T ~ nlogzn， 选 择 法 (sorting by 
selection) (反复 进行 选取 最 小 元 素 的 操作 》 T~ 
n(n — 1)/2, TRAGE. (sorting by insertion) (每 
次 一 个 ,将 新 元 素 补 加 到 已 有 的 序列 之 中 ) T~ 
п (п 一 1)/4， 交 换 法 (sorting by exchanging) 
(反复 进行 二 个 元 素 的 比较 和 交换 位 置 37 ~ m 
SS. Kb, EDHBSA 位 数字 的 p 进 制 
数 的 情形 ， 也 可 以 利用 基数 法 (radix sorting) 
(狭义 的 分 类 法 ,反复 进行 每 个 特定 位 的 排序 )， 
或 地 址 计算 法 (sorting by address calculation) 
(将 4e 存放 于 存储 器 的 地 址 4 处 ， 配置 结 
东 后 ,再 按 地 址 顺序 收取 ), 或 者 它们 的 变型 等 。 
《在 这 些 场合 ,比较 运算 不 一 定 是 必要 的 . ) 在 实 
际 应 用 上 ， 还 必须 考虑 存储 器 的 类 型 及 其 容量 
021, (401, (11D. 

如 果 给 出 从 D 到 另 一 集合 D 的 单 值 对 应 
请 避 一 D'， 并 将 这 一 对 应 的 映射 表 以 适当 的 形 
式 存放 于 存储 器 内 ,这 时 就 产生 查 表 的 问题 .所 
谓 查 表 , 是 由 所 给 的 4E D RH f(x*)， 这 种 场 
合 的 基本 运算 ， 是 处 于 表 中 某 一 位 置 的 +e D 
与 4 的 比较 . 能 使 比较 的 平均 次 数 少 且 占 用 存 
储 单元 少 而 解决 问题 的 方法 为 好 。 至 于 造 表 方 
法 ,有 按照 z€ D 的 出 现 频率 的 顺序 对 z, f(z) 
的 配对 进行 排列 的 方法 1, 以 及 按照 x<ED 在 D 
中 的 次 序 进行 排列 的 方法 人 ， 对 于 11, R 1(4) 
的 方法 ， 有 从 表 的 开始 处 顺 次 进行 比较 的 方法 
TL; 还 有 取 备 查 区 间 ( 最 初 为 表 的 全 部 ) 的 中 点 
( 那 是 由 存储 器 中 所 规定 的 地 址 系统 机 械 地 确 
定 的 )， 通 过 比较 检查 是 否 越过 4， 从 而 逐次 缩 
小 区 间 直 至 所 选区 间 充 分 小 令 人 满意 为 止 的 二 


分 法 (binary chopping) П, 等。 设 D 的 元 素 个 
数 为 a, 如果 假定 每 一 元 素 出 现 的 频率 都 相等 ， 
则 所 需要 的 比较 次 数 ， 用 方法 П, 平均 为 w/2， 
用 方法 n, 平均 为 logus 按照 x 的 分 布 如 
何 , 我 们 有 选择 地 使 用 方法 1 和 U. 例如, 若 此 
分 布 接 近 于 指数 分 布 ( 设 n 为 充分 大 )， HE 
是 有 利 的 ,但 若 近 于 均匀 分 布 , 则 1 与 W. 相近 ， 
比 之 1 为 差 .无 论 用 哪 一 种 方法 , 当 各 个 dE DD 
的 数据 量 可 视 为 相同 时 ,, 是 易于 实施 的 ;在 一 
般 情况 下 ,也 有 如 下 所 述 的 利用 树 表示 的 方法 . 

在 各 个 ¿€ D 为 自然 数 的 情形 ， 则 有 将 
1(4) 存 储 于 存储 器 中 地 址 4 处 的 方法 , 据 此 , 因 
2 104) 的 存储 地 址 直接 由 阁 个 ,4E D 确定 ， 
没有 必要 进行 比较 ， 所 人 以 查 表 的 速度 极 快 . 但 
是 , 除 在 局 稠密 地 集中 于 某 一 范围 内 的 情形 外 ， 
为 了 有 效 地 使 用 存储 器 ， 有 必要 作 种 种 考虑 而 
选取 适当 的 方法 ([3], (10), [111). 

这 些 方法 和 技巧 是 库存 管理 等 的 基础 。 

【DD; 为 偏 序 集 的 情形 】 在 所 给 有 限 集 满足 
自 反 律 与 可 迁 律 这 些 顺序 关系 的 情形 下 ， 在 存 
储 器 内 表现 这 一 顺序 的 方法 ， 一 般 是 以 地 址 作 
为 媒介 . 下 面 就 以 例子 来 说 明 一 种 简单 的 方 


mi 
图 1 所 示 是 作为 表现 对 象 的 偏 序 集 的 例 
子 .各 个 小 圆圈 ( 称 为 结 点 ) 表 示人 D 的 元 素 ， 其 
中 ,以 附 写 的 文字 表示 d € D， 对 于 一 个 de D, 
使 三 个 量 d. L, R 为 一 组 与 它 对 应 。 其 存储 
地 址 以 .d? RR. 假定 2* 260. LIR 的 含义 
从 下 列表 示 的 例子 中 容易 推 知 : 
a) (doy dt, d7)» (dis 0, 0), 
(dz, d}, 0), (à, d$, 0), 
b) (d df, ef). (4, 0, 0), 
(ers df. 4), (ds 05 0), 
‚(4 0, 0). 
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BH, e 是 为 了 方便 而 补 加 的 元 素 , REAR 
TD, 元 论 取 什么 都 行 。 即 使 在 需要 许多 地 址 
ers else 的 情形 , 令 a — еа me Й 
足够 了 . 当然 ,具体 的 实施 方法 有 各 种 各 样 ,不 
限于 这 里 所 述 的 . 

а), b) 这 样 的 数据 集合 ， 被 称 为 树 表示 
(tree representation) 或 称 为 表 (list). 

逻辑 式 的 集合 , 按 给 定 的 推理 规则 排序 , 便 
成 为 偏 序 集 。 一 系列 推理 过 程 成 为 一 个 有 序 子 
集 ， 所 以 ,为 了 对 逻辑 推理 过 程 作 自动 处 理 , 只 
要 能 对 树 表示 作 自 动 处 理 即 可 ， 处 理 树 表示 的 
基本 运算 是 新 结 点 的 增补 ， 某 些 结 点 的 消除 等 
等 .， 能够 实行 所 有 这 些 运算 的 、 在 某 种 意义 
上 带 有 普遍 性 的 一 些 处 理 系统 实际 上 已 有 实例 
〈[4]，[5])， 对 于 普遍 性 的 证 明 ， 要 利用 基础 
理论 的 结果 (一 自动 机 )。 这 些 系统 在 一 般 的 符 
号 处 理 ,逻辑 推断 ,语言 处 理 上 应 用 广泛 ， 对 于 
计划 评价 也 有 应 用 . 

(D 为 半 群 的 情形 】 在 语言 数据 (例如 单 
词 ,或 句子 ) 的 处 理 中 自然 往往 要 考虑 由 有 限 个 
生成 元 (字母 ， 或 词汇 ) 生 成 的 非 交 换 自由 半 群 
D。， 这 时 ,如 果 生 成 元 相互 之 间 存 在 自然 的 顺 
序 ， 则 按照 “辞典 式 顺 序 " 来 规定 D 的 偏 序 ， 那 
里 ， 把 局 的 某 个 元 素 作为 索引 标题 的 辞典 式 表 
示 方 法 ， 可 以 应 用 树 表示 ， 虽 不 能 说 查 表 速 度 
以 及 所 占用 的 存储 容量 是 那么 满意 ， 但 它 有 时 
能 使 复杂 的 数据 处 理 简单 化 . 

也 有 对 忆 事 先 给 定 与 群 的 运算 相 类 似 的 偏 
序 的 情形 。 这 时 由 有 限 个 基本 关系 〈 依 据 群 运 
算 与 可 迁 律 ) 生 成 的 偏 序 是 特别 重要 的 。 在 这 
种 场合 , 判定 在 ds dED 之 间 怎 样 的 顺序 关 
系 成 立 (或 不 成 立 ) 的 问题 是 基本 的 。 对 于 这 一 
问题 ， 树 表示 以 及 下 述 的 后 进 先 出 存储 器 也 提 
供 了 有 用 的 方法 . 

【其 他 情形 】 为 了 对 代数 式 以 及 带 有 括号 
的 语言 进行 数据 处 理 ， 作 为 辅助 的 数据 存储 管 
理 方式 , 采用 后 进 先 出 存储 器 (push down sto 
rage) 方式 往往 是 便利 的 。 这 种 存储 的 特点 是 ， 
取出 数据 的 顺序 恰好 与 数据 进入 存 鱼 的 时 间 顺 
序 相反 .这 是 利用 对 应 于 括号 的 性 质 ， 即 闭合 
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与 打开 的 顺序 相反 。 这 是 自动 程序 设计 * 中 的 
BRAKE. 

数据 处 理 的 统一 的 系统 理论 还 没有 .抽象 
计算 机 的 理论 (一 自动 机 ,计算 机 ) 正 在 建立 . 近 
年 来 ,这 一 理论 已 联系 到 计算 语言 学 《computa- 
tional linguistics), 许 多 结果 正在 积累 ([5],[7]， 
(8]). 

【信息 检索 】 最 后 ， 作 为 一 项 有 兴趣 的 应 
用 ， 提 一 下 信息 检索 . 所谓 信息 检索 是 整理 和 
存储 大 量 的 数据 ， 根 据 需要 自动 地 检索 和 提供 
《印刷 ) 必 要 的 数据 的 工作 。 必 要 的 数据 是 以 满 
是 某 些 条 件 的 形式 指出 的 。 根 据 这 些 条件 的 记 
述 方法 ,这 一 问题 也 有 难 有 易 . 人 类 的 语言 如 
能 全 部 在 其 原来 的 意义 上 使 用 ， 信 息 检索 就 可 
以 说 是 一 种 人 工头 脑 。 实 际 上 是 ， 或 者 规定 记 
述 的 方法 ,或 者 使 解释 的 方法 简化 ， 来 供 实用 . 

如 果 问 题 是 对 各 个 数据 分 别 附 给 一 个 标识 
符 , 并 由 所 给 的 标识 符 求 一 个 数据 ,这 个 问题 与 
查 表 问 题 是 一 致 的 。 如 果 是 有 多 数 个 独立 的 标 
识 符 ， 要 收集 所 有 满足 与 那些 标识 符 有 关 的 某 
个 逻辑 命题 的 数据 ， 则 问题 变 得 非常 困难 .这 
方面 的 问题 在 数学 上 还 没有 公式 化 的 表述 . 

[5] п) т-на, FAOW RRAN 
MN, CRA 一 上 АНА), 志气 通信 学 
& 1961; [2] 天 一 博 ， 分 类 ， 情 报 始 理 ，2 (1962), 86— 
92, 146—151; [3] PKAR, AIRES RE 
db Atm FMR, HMMM, 3 (1963), 184—188; [4] A. 
K. Scidmore-B. L. Weinberg, Storage and search proper- 
ties of a tree-organized memory system, Comm, ACM, 6 
(1963), 28—31; [5] J. McCarthy (ij, Lisp manual 1, 
5, Computation Center and Research-Laboratory of Elec- 
tronics, M. 1. T. 1962, [6] R. D. Luce-R. R. Bush- E. 
Galanter, Handbook of mathematical psychology, vol. 2, 
John Wiley, 1963, [7] Y. Bar-Hillel, Language and 
information, Addison-Wesley, 1964; (8) J. A. Forder-J. 
J. Katz, The structure of language, Readings in the phy- 
losophy of languages, Prentice-Hall, 1964; [9] 奥 野 治 
M-A- PEG- RUN R7 о 9, E 
HBB. 1965; [I0] D. Е. Knuth, The art of computer 
programming, vol. 1, Ch. 2, Addison-Wesley, 1973, (11) 
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控制 理论 [Ж control theory 法 théorie de 
contedle Ë Kontrollestheorie K теория pery- 
лирования Н 制御 理论 ] 【概述 】 在 控制 工 


程 学 中 ,自动 控制 理论 (theory of automatic con- 
to) 很 早 就 发 展 起 来 了 ([14]) .自动 控制 的 古 
暴 理论 主要 处 理 线性 控制 系统 。 其 数学 结构 是 
由 常 系数 常 微分 方程 组 来 描述 的 ， 并 且 以 控制 
系统 的 稳定 性 ?为 中 心 问题 .Laplace 变换 ! 的 应 
用 在 讨论 系统 的 响应 特性 中 起 着 重要 的 作用 ， 
并 获得 了 一 些 稳定 性 判 据 ， 直 至 本 世纪 三 十 年 
代 , 自 动 控制 理论 是 处 于 这 样 一 个 阶段 ， 因 此 ， 
就 数学 方法 而 言 , 没 有 新 的 独创 ,仅仅 是 做 了 许 
多 工作 以 使 现 有 的 数学 方法 用 之 于 实际 问题 . 
尽管 如 此 ,在 数学 方面 也 有 所 整理 和 加 工 , 如 象 
G) 在 考虑 到 控制 作用 的 时 灌 时 ，、 应 用 常 系数 
差分 微分 方程 "来 处 理 ; Gi) 讨论 了 系统 的 过 渡 
te; Gü) 外 部 干扰 的 表示 ; Gv) 讨论 了 与 
干扰 有 关 的 频率 响应 分 析 。 总 而 言 之 ,当时 
的 古典 控制 理论 中 所 采用 的 数学 原理 从 整体 上 
їй, 是 属于 对 线性 可 平移 算 子 适用 的 一 般 调 和 
分 析 和 Cauchy 级 数 的 范畴 . 

第 二 次 世界 大 战 之 后 ， 在 电子 学 上 的 飞 路 
进步 和 新 的 自动 控制 装置 及 系统 的 创新 发 明 开 
妊 了 走向 自动 化 时 代 的 道路 ， 与 此 有 关 ， 现代 
控制 理论 得 到 了 显著 的 进展 . 

第 一 ， 数 学 表述 的 一 般 化 使 我 们 能 够 将 实 
际 情形 所 遇 到 的 各 种 特性 纳入 考虑 ， 非 线性 控 
制 理 论 以 非 线性 振动 理论 为 基础 ,而 采样 值 控 
制 理论 有 赖 于 相 空 间 的 系统 分 析 ， 离 散 控制 系 
统 以 离散 的 控制 动作 和 控制 信号 的 离散 传输 为 
实际 背景 . 这 里 面 进 一 步 又 可 划分 为 空间 形式 
的 离散 控制 即 动作 水 平 取 离散 值 的 控制 ， 以 及 
时 间 形 式 的 离散 控制 即 控制 信号 在 离散 的 时 间 
间隔 点 上 获取 的 控制 . 

第 二 ,不 规则 输入 ,包括 有 随机 噪声 的 情形 
使 得 控制 问题 的 随机 表述 纳入 考虑 ， 本 世纪 三 
十 年 代 后 期 的 随机 过 程 ' 理论 在 这 方面 有 重要 
的 应 用 .引进 了 评价 控制 特征 的 统计 判 据 ,作为 
解决 这 些 问题 的 解析 方法 ， 处 理 不 规则 运动 的 
广义 调和 分 析 也 成 为 重要 的 工具 . 

第 三 ,也 是 最 显著 的 特点 , 即 现代 控制 过 程 
的 实现 形式 是 以 计算 机 中 心 为 管理 中 枢 的 集中 
控制 系统 .计算 机 由 于 具有 大 容量 的 信息 存储 


器 和 高 度 的 信息 处 理 能 力 ， 从 而 导致 许多 先进 
的 控制 机 能 的 实现 ,如 象 最 优 控 制 ， 适 应 控制 ， 
学 习 控制 等 ， 无 论 在 控制 理论 和 实际 工程 应 用 
方面 ,都 已 成 为 极为 重要 的 内 容 . 

以 上 这 些 新 领域 中 的 研究 也 激 起 控制 论 * 
(cybernetics) 作为 一 门 控制 与 通信 科学 的 发 展 . 
控制 理论 是 现代 的 一 个 重要 的 研究 课题 .事实 
上 ， 现 代 控制 理论 所 涉及 的 许多 分 支 已 逐 涤 形 
成 新 的 学 和 领域, 例如 自 组 织 理论 ， 学 习 理论 ， 
适应 理论 等 ， 可 以 认为 ， 控 制 理论 与 方才 所 述 
的 由 它 衍生 出 来 的 三 个 理论 形成 了 信息 科学 的 
一 个 基本 方面 .现代 控制 理论 所 涉及 的 范围 甚 
为 广泛 ， 我 们 将 仅 限于 解说 其 中 的 几 个 目前 认 
为 是 主要 的 研究 课题 . 

【最 优 控制 问题 的 确定 性 数学 表述 】 设 在 
* 时 刻 的 某 一 个 实际 系统 的 状态 由 n 维 向 量 

2G) = GG), PG), tQ) 
表示 。 系 统 的 状态 由 一 组 微分 方程 及 初始 条 件 


= = Gs x н)» 


x(q) x 71,2, 
所 确定 ,其 中 ， 

utm (Qu), G): m) 
被 称 为 控制 函数 (control function) 或 控制 (con 
trol). 它 是 取 自 某 一 类 预先 规定 的 容许 函数 的 
集合 ,通常 要 求 它 满足 约束 条 件 (constraints) 

Rit, хуш) D0, j= 1,200 r. 

控制 函数 的 选择 还 必须 使 系统 从 初始 状态 (1 
xo) 出 发 能 够 达到 终 态 〈a, +)， 通 常 假设 (z, 
x) 在 (n +1) 维 Euclid 空间 的 某 一 区 域 9 
中 变化 , 而 * 在 m 维 Euclid 空间 的 一 个 区 域 尺 
中 变化 ， 最 优 控制 optimal control) 的 问题 是 
选取 控制 x(z); 使 得 给 定 的 泛 函 
а) Ha) = ela) + eG na 
取 最 小 值 (或 最 大 值 ), 其 中 , g 是 定义 在 终 态 的 
集合 上 的 给 定 函数 , } ЖЕЗ хц 上 定义 的 一 
个 给 定 的 函数 ， 而 积分 是 沿 着 对 应 于 u (5) 的 
选择 而 得 到 的 解 进行 的 。 通 常 假定 给 定 的 函数 
1,6,RERXU 上 有 定义 并 具有 连续 性 和 可 
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微 性 . BRE ATE ру p HE 
WES, opus. 

最 优 控制 的 存在 性 问题 是 讨论 对 于 泛 函 
(4) 是 否 存在 下 确 界 ,如 果 存 在 的 话 ,这 个 下 确 
界 是 否 可 由 某 一 容许 控制 w* КЮ, 

研究 线性 系统 的 时 间 最 优 问 题 (time-opri- 
mal problem) 最 先 得 到 存在 性 定理 .这 类 问题 
是 状态 方程 中 的 函数 形式 为 

G = ЎЎ а + 了 btut + М, 

m = 

i= 12, n, 
并 且 要 求 以 最 短 的 时 间 将 系统 由 时 刻 的 某 一 
初始 状态 xm 转变 成 х 相 空间 的 原点 ， 通 常 要 
求 控制 向 量 « 的 分 量 满足 约束 条 件 

Iw] <1, i=], 2, m. 

对 于 写成 矩阵 向 量 形 式 的 线性 系统 ， 


4* — 4z + Bu + h. 
a 


A= (a9), B = (b), 
A= G, Byes, °) 
其 中 4, B, À 是 与 时 间 有 关 的 矩阵 和 向 重 - 
这 是 J. P. LaSalle ([3]) 推广 了 R. Bellman, 
1. Glicksberg, О. Gross([1]) 和 H. H. Kpacose: 
кий ([2]) BEAD £A. La Salle 提出 了 以 最 
快 的 时 间 达 到 一 条 运动 着 的 轨 线 上 的 点 z (2) 
的 问题 ， 并 且 证 明了 如 果 存 在 这 样 的 控制 «能 
使 由 之 决定 的 一 条 运动 轨 线 x(:) 达到 移动 目 
标 、 则 一 定 存 在 着 饱和 型 (bang-bang type) 的 最 
优 控制 .所 谓 饱 和 型 , 即 这 样 的 最 优 控制 函数 wy 
它 的 分 量 仅 取 两 个 水 平 的 离散 值 ， 也 即 约束 规 
定 的 饱和 值 ,通常 是 十 1 和 一 1, 再 附加 一 些 对 系 
数 4 和 8B 的 限制 ,La Salle 还 证 明了 能 击 中 z(#) 
的 控制 的 存在 性 和 最 优 控制 的 唯一 性 .- 关 于 有 
固定 端点 的 时 间 最 优 问 题 的 一 般 结果 是 由 A. 
Ф. Pummo8《{4]) 给 出 的 ,其 中 放弃 了 微分 方 
程 为 线性 的 要 求 ， 并 且 控制 向 最 = 允许 属于 随 
时 间 而 变动 的 有 界 闭 集 OCr, x). E. B. Lee 
( 李 ) 及 L. J. Markus 得 到 了 关于 紧 致 目标 集 
在 固定 的 时 间 区 间 上 连续 移动 的 闻 题 的 一 个 结 
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果 , 也 包括 了 La Salle 的 存在 性 定理 . 
[Понтрягин 最 大 值 原理 】 设 时 刻 * 的 状 

BABE x (r, x*，…… ,x"),m 维 控制 参量 

是 “一 (ww … ,w"), 相 应 的 状态 方程 组 是 


,i 


函数 Hsu) 及 Bf(x,w)/8x!' 设 为 在 R" x U 
直 积 集 上 为 连续 ， 其 中 D 是 R” 中 的 U 的 闭 
包 . 定 义 在 闭 区 间 [ro a] 上 的 一 个 分 段 连续 函 
数 如 果 满 足 ule) € U, 1€ [aa], 则 称 它 为 容许 
控制 . 设 我 们 在 尺 "中 给 定 两 点 ro ro LE 
在 状态 方程 组 的 解 x(#), 其 初 值 为 x (n) 一 xo 
而 终 值 为 z(a) — x. 考察 不 面 的 泛 函 : 
= reo, aya, 

其 中 , P EER x D 中 连续 的 某 一 适当 的 
BA. ZE J 取 最 小 值 的 控制 e 称 为 对 应 于 
端点 值 为 mm 到 的 最 优 控制 (optimal control), 
对 应 的 轨 线 x(z) 称 为 最 优 轨 线 (optimal tra- 
jectory), 设 r 适合 运动 规律 


а NE 
d Pst, x, 


引进 (n 十 1) 维 向 量 “' 
x= (x sl EO 
并 且 引 进 ”二 1 ТВА (Фо, he tnn 
由 。)， 后 者 满足 下 列 微分 方程 组 : 
4% Sy, 


a3", u), 


i= 0, 1, 2,008, n. 
y 
5 В v z,u) = (Ф, es 2 
- > paf (x ч). 
= 
设 = R RAPIT <° 轴 且 通过 点 
(0, 2,) ЖА. Понтрягин 最 大 值 原理 (Pon- 
trjagin’s maximum principle) SUGBAN F: 
Hu), t Xr Rn OHM xe 为 初 


始点 而 终止 点 在 直线 = 上 的 轨 线 x CO) 的 一 个 


容许 控制 。x(5) 及 “x(z) 为 最 优 控制 及 最 优 轨 
线 的 必要 条 件 是 ， 存 在 一 个 非 零 的 绝对 连续 的 


向 量 函数 ФО) — Chole), Фе), ++, Dale) 
与 函数 ule), x(z) 相对 应 ,使 得 : G) 以 s€ U 
为 变量 的 函数 HC Gr) l)u) 关于 区 间 
fx EA 
几乎 处 处 在 点 “一 xz) 处 达到 最 大 值 , 即 
H($(),x(2), (2) = max H($),xG),«) 


(几乎 处 处 成 立 ); Gi) 在 终止 时 刻 n, pe 
关系 式 
Фа) & 0, НСА) аа) u(n)) = 0... 

最 大 值 原理 可 以 推广 到 非 自 治 微分 方程 组 
的 情形 ,有 界 可 测控 制 函 数 的 情形 ， HESS 
点 的 问题 . 

【最 优 控制 的 特征 】 假设 已 经 肯定 了 最 优 
控制 的 存在 , 接 下 去 的 问题 就 是 刻 划 它 的 特征 。 
一 般 认 为 ， 特别 是 在 不 出 现 约束 的 情形 ， 最 优 控 
制 问题 可 以 作为 变 分 法 ' 的 问题 处 理 。 设 y = 
u“, AAEE Gray) .空间 中 作为 Bolza 问题 
提出 ， 当 有 约束 出 现时 ， 我 们 可 以 引进 松弛 变 
B (slack variable) £ = СЕТ, ее, Е), HI 
相应 的 微分 方程 


“>. Rss а) EU) = 0, 


但 是 ， EXE IER AMO UU HABD. 两 
介 突 出 的 方法 ,一个 是 以 Понтрягин 及 其 合作 
者 B. Г. Болтянский 及 Р. B. Гамкрелидзе 
([6J[7]) 所 提出 的 最 大 值 原理 为 基础 的 方法 , 男 
一 个 是 Beliman《[8][9][10]) 所 提出 的 动态 规 
划 ' 方 法 .这 两 者 都 给 出 最 优 控 制 的 必要 条 件 . 
我 们 假定 问题 的 表述 如 前 ,函数 z. f, G, 

R 都 是 在 相应 的 定义 域 上 属于 С 类 的 .对 于 
约 东 作 下 面 的 假定 : G) 车 > > m, MER 
的 至 多 m 个 分 量 可 以 在 某 一 给 定点 (+, r, 办 上 
MS. Gi) 在 每 一 点 G, z, н), RR, 
表示 矩阵 (8R'/8wi), 其 中 j 一 1,…，m, 而 
i 取 使 Ri(1; х,а) = 0 成 立 的 关系 式 的 指标 
ЖАНИЯ ИЕЫ (oru), Re 有 最 大 
的 秩 ; 
- 设 控制 为 在 一 个 适当 的 固定 区 间 

[EVI 


上 定义 的 逐 段 连续 函数 ,1 6. T s 
Саз) Є, ЇЕ Cr, x, м, до, д) KIER 
H, 其 中 4 为 纯 量 ,而 4 为 向 量 A= (0, … 
a), 我 们 定义 
H(t, z, и, hos 2) = Gi x, u) 
+ > EGG, xu). 
= 

L. D. Berkovitz([11]) 证 明了 下 述 定理 : 

设 志 为 容许 控制 类 中 的 最 优 控制 ，K* 为 
对 应 的 相 轨 线 ，x*(z) 为 [ts n] 上 的 最 优 状 
态 函数 , 则 存在 常数 4。 宇 0， 以 及 一 个 # 维 向 
HAG) 在 [en] 上 定义 且 连续 , 且 有 一 个 + 
维 向 量 aC) < 0 在 [toon] 卡 定义 且 连 续 ( 除 
去 在 那些 + 值 对 应 于 K* 的 角 点 之 处 ， 其 处 此 
函数 具有 唯一 的 右 极限 与 左 极 限 )， 使 得 向 量 
‘Cho A) 不 为 零 向 量 ， 并 且 满足 下 列 条 件 : 

L GBR FAG BRU: 


dx OH 
aat me 
` 4. JE, 
à ` CR 
; ` 
i i= PE EA er 
SH KOR? SSos 
= 
(= lec А 


WR OF Fm lyre r, 
在 K* 的 端点 (n，*x?)、 横 截 条 件 成 立 


Og +H а — a oo, 
ar š 
poles р 
或 等 价 的 条 件 为 


a(t id 


* >: “(| (o i) = 0, 
i= Be: +s P. 
B K*, Pre 
IL 对 每 一 组 元 素 (+:;x*，w*)E K*， 以 及 
容许 控制 x 一 xD) 有 


控制 理论 ил 
H(15x* ,u5 3o) 2) > H(z, z* 
a(n + Dates) 


1 = 
m. Was = — 
ww 


ou” shosh). 


fpf l, ms 
并 设 1G, 2) HW (о, хон) 一 0 成 立 的 
ie {1,…， 7) WFR, WEK 的 每 一 点 处 ， 
对 满足 方程 组 


а= 0, iel 
的 所 有 向 量 е = (eh е"), FARRAR 
立 : 
Ў еро, 


ќа 

这 一 定理 可 以 由 引进 松弛 变量 并 将 控制 
问题 转化 为 变 分 法 问题 来 证 明 。 我 们 可 以 用 
G. A. Bliss ([12]) 得 到 的 并 由 E. J: McShane 
(13). 扩充 的 某 些 必 要 条 件 , 这 些 条 件 再 转变 
为 对 控制 问题 的 条 件 ， 从 而 导致 定理 的 证 明 , 
条 件 1 来自 Lagrange ЗЕР, 条 件 TI 来 自 
Weierstrass 条 件 ， 而 条 件 Ш 和 不 等 式 pn < u 
是 来 自 Clebsch 条 件 .条 件 1 和 H 组 成 对 这 一 
问题 的 -Hoarparm 最 大 值 原理 的 形式 ， 由 于 
Tioarparma Да a. « 0, ЮН 85 БАЈ 
НЕ RS, Понтрягин 最 大 值 原 理 有 广泛 
的 应 用 . 近 儿 年 来 已 有 最 大 值 原理 对 仿 微 分 方 
程 模型 以 及 随机 性 模型 的 推广 .“ à 

【动态 规划 与 控制 过 程 】' 设 W(1,x) 作 为 
初始 时 刻 与 状态 (zs, x) 的 函数 表示 上 述 泛 函 
JC) 的 最 小 值 。 Bellman 用 动态 规划 方法 得 
到 的 必要 条 件 是 如 下 的 方程 ([9]): 


кз). = min [о 0) 
+ Swoon ns] 
= 
其 中 u= «CO 遍历 所 有 的 容许 控制 a 
由 此 方程 能 导出 Hamilton-Jacobi 方程 "的 
一 种 形式 。 Bellman 还 证 明了 动态 规划 方法 对 
于 较 一 盘 的 控制 过 程 包括 适应 控制 过 程 的 有 效 
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性 〈[9])， 他 的 做 法 是 利用 对 最 优 控制 成 立 的 
泛 函 方程 求解 . 

【函数 空间 的 一 些 控制 问题 】 自 Понтря 
гин 等 人 发 表 了 关于 最 优 控制 的 结果 ([7]) 之 后 ， 
对 于 将 此 原理 推广 到 涉及 偏 微分 方程 的 控制 问 
题 的 方向 上 ,已 经 有 相当 多 的 工作 ,其 中 有 一 些 
问题 可 以 放 在 抽象 函数 空间 的 控制 理论 的 范畴 
内 予以 处 理 . 如 对 于 发 展 方程 (evolution equation) 
的 控制 问题 即 可 归结 为 抽象 函数 空间 中 的 常 敏 
分 方程 的 控制 问题 ， 只 要 将 空间 微分 算 子 作为 
适当 的 函数 算 子 处 理 . 

E: 1. Понтрягин 最 大 值 原理 . 

. . Ю.В. Егоров ([ 15]) #777 Понтрягин 最 
大 值 原 理 使 之 适用 于 Banach 空间 中 的 常 微分 方 
程 .应 用 动态 规划 的 方法 ,P.K.C. Wang( 王 耿 介 ) 
《[16]) 在 1964 年 与 W. L. Brogan ([17]) 在 
1965 年 也 对 由 偏 微分 方程 描述 的 系统 获得 相 
应 的 最 大 值 原理 。1965 年 ，A. T. Бутковский 
《[18]) 也 对 涉及 偏 微分 方程 和 积分 方程 的 控制 
系统 得 到 了 最 大 值 原理 连同 许多 其 他 的 有 兴 
趣 的 结果 。 也 在 1965 ££, А. V. Balakrishnan 
《[19]), 利 用 凸 规划 的 方法 ,研究 了 关于 Banach 
空间 的 发 展 方程 的 时 间 最 优 和 终 值 问题 .此 后 ， 
A. Friedman ([20]) 用 不 同 的 方法 改进 了 
Balakrishnan 的 结果 。 他 们 的 结果 在 形式 上 类 
似 于 原来 对 常 微 分 方程 所 得 到 的 类 似 结果 .用 
泛 函 分 析 的 方法 ，].-L，Lions([21]) 解 决 了 关 
于 偏 微分 方程 的 控制 理论 的 许多 问题 ， 特 别 是 
推导 出 一 些 变 分 不 等 式 ， 它 相应 于 Понтрягин 
最 大 值 原理 。 Lions 还 从 这 些 不 等 式 推出 一 系 

, 列 的 “ 单 侧 边界 问题 ”。 

2. WHE (Controllability). 

在 偏 微分 方程 的 控制 理论 中 出 现 的 控制 大 
笨 上 有 两 种 类 型 。 这 就 是 ， 分 布控 制 以 及 边界 
控制 . 前 者 是 控制 函数 定义 在 某 一 空间 的 区 域 
上 、 后 者 则 是 控制 函数 定义 在 某 个 区 域 的 边界 
E. Бутковский ([18]) 将 关于 偏 微分 方程 的 
可 控 性 问题 化 为 矩 量 问题 进行 过 处 理 ， 与 此 类 
f, D. L. Russell([22]) 通 过 利用 非 调和 Fourier 
级 数 解 符 量 问题 ， 分 析 了 一 维 波动 方程 的 可 控 


性 问题 。 考虑 发 展 方程 


(2) du ли + Bf, 
а 


在 Hilbert 空间 X 中 定义 且 具 有 初始 条 件 
u(0) = 0, 

其 中 4 是 一 个 X 中 的 强 连 续 半 群 {es >u} 

的 无 限 小 生成 算 子 ,而 8 是 由 一 个 Hilbert 空间 

Y 到 X 的 有 界 算 子 。 SR C'([0, oo), Y) 

作为 我 们 的 容许 控制 类 。 对 任 一 控制 f，(2) 式 

的 唯一 解 


ue) 一 É 4 Bf (ds 


称 为 轨 线 我 们 说 (2) 式 写 出 的 方程 在 时 刻 了 
可 控 , 是 指 X 是 集合 


R = {fe Bi sacle соту} 


的 闭 包 Rr。 此 方程 为 可 控 于 某 一 有 限时 刻 ， 
是 指 X = Urok. 显然 ,如 7T < s, WRC 
Re. 如果 (е) RAPERE, W R Rey 
因此 这 种 情形 的 可 控 性 是 与 无 关 的 ， 对 于 热 
传导 方程 ,其 中 4 — A, (24) 为 全 纯 ， 因 此 
可 控 性 是 独立 于 时 间 * 的 但是， 车 将 一 个 波 
动 方程 写成 一 阶 发 展 方程 组 ， 则 可 控 性 取决 于 
时 间 (Russell [22]). Н. O. Fartorini ([23][24]) 
研究 了 (2) 的 可 控 性 与 4,B 性 质 的 关系 在 假 
定 4 是 半 有 界 的 自 伴 算 子 的 情形 ， 推广 了 La- 
Salle. 对 常 徽 分 方程 描述 的 情形 所 得 到 的 结果 ， 
Fattorini 给 出 了 为 使 2) 为 可 控 的 《对 有 限 维 
的 Y 及 某 些 B) 须 使 4 满足 的 充分 必要 条 件 . 
对 于 高 阶 发 展 方程 的 可 控 性 也 已 由 Fattorini 
([25]) 进 行 过 研究 ,他 还 研究 了 对 边界 控制 问题 
的 可 控 性 ,将 其 归结 到 分 布控 制 的 情形 ([26]). 
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du magasin 


{Ж inventory control 法 contrôle 
46 Vorratskontrol 4È теория ynpa- 
вления запасами, теория инвентаризации Н 
在 库 管理 论 ] 建立 库存 管理 论 ,必须 探讨 i) 费 
用 与 收益 , ii) FR, їн) 运送 ,并 确定 它们 的 数 
学 结构 。 XT cH 1) 订货 费 或 生产 费 ，27 
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储存 费 (保管 费 ), 3) 贴现 率 ，4) 罚 金 ，5) 收 益 
(但 是 价格 及 需求 被 置 于 企业 的 控制 之 外 )，6) 
与 生产 率 变化 有 关 的 费用 ,7) 处 理 费 ,等 等 。 关 
T i 让， 有 能 够 完全 预测 的 情形 与 不 能 的 情形 . 
还 有 需求 行情 稳定 的 情形 与 不 稳定 的 情形 ， 对 
于 需求 量 不 是 预先 已 知 ， 但 对 需求 量 的 概率 分 
布 规律 为 已 知 的 情形 ， 以 及 对 需求 量 为 已 知 的 
固定 量 , 但 它 的 出 现时 期 可 看 作 随机 变量 且 服 
从 已 知 的 概率 分 布 规律 的 情形 ， 已 建立 起 它们 
的 理论 . 至 于 连 这 些 随 机 变量 的 概率 分 布 规律 
也 为 未 知 的 情形 ,可 以 考虑 运用 极 小 极 大 原理 . 
关于 ін) 的 问题 ， 是 在 从 订货 至 到 货 ， 从 下 达 
生产 指令 到 产品 制造 出 来 之 间 有 一 个 时 间 延 
雍 ， 同 时 在 这 一 时 间 内 的 需要 景 又 不 能 确实 预 


,先知 道 的 情况 下 出 现 的 。 


库存 管理 论 的 数学 模型 ， 有 的 假定 定货 和 
发 货 皆 是 在 一 系列 等 间隔 的 时 间 出 现 ， 而 在 另 
外 的 情形 ， 则 假定 在 相继 的 时 期 中 的 需要 量 是 
独立 随机 变量 ， 设 z, 为 在 某 一 期 间 的 初始 时 
BEEKE, у, 为 发 出 订单 后 的 库存 水 平 ，s。 
为 订货 量 ，r; 为 销售 量 ， 当 考虑 离 散 的 时 间 间 
P, Н.Ж ЕНИН, n у, хо 

Хм t ys — For 

HERRY io MEGN fF Hi £: Phe RAT 
货 决定 ,其 后 出 现 需求 ,而 收益 及 费用 是 决定 于 
需求 和 库存 时 ,将 费用 作为 负 的 收益 汇 算 时 , 则 

收益 一 价格 x 销售 量 

= or, — max (0,8, — y); 
订货 费 — c(z,)， 保 管 储存 费 = h(y,)， 
处 理 费 一 vy, 8) 
P(E, — y)» & — у, > 0, 

па - {, By <0. 

随 着 生产 费用 而 变化 的 费用 一 C(zr: 一 
ze). 通过 以 上 的 分 析 ， 利 润 m 是 由 收益 中 
扣除 订货 ,储存 ,罚金 ,处 理 , 由 生产 率 变化 而 引 
起 的 费用 得 到 的 : 

x, = r(E, — max(0, £, — y,)) — ce(s) 

— PCE — yi) — AG) — vs 
— &) — G(z, — з). 
最 优 策略 的 决定 是 : 1) SCARE, WJ 
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取 使 x, 为 最 大 的 ro 但 r 设 为 已 知 ; 2) 若 需 
Ж š, HAA, 并 可 将 它 看 成 随机 变量 时 ， 则 使 
=. 的 期 望 值 为 最 大 。 不 论 是 哪 一 种 情形 , š, 都 
是 在 计划 者 的 控制 之 外 的 外 部 变量 . rs 在 策 
略 的 比较 中 可 以 不 予 考虑 。 而 7 5 шах(0, &,— 
») 可 以 纳入 罚金 之 中 。 于是， 在 静态 的 库存 
模型 中 ,问题 即 为 : 使 损失 
L,(z,|z,) = e(z,) + РС, — yi) + (yi) 

+ обу, — E) + G(z, — x). 
或 其 期 望 值 达到 极 小 。 以 上 只 是 一 段 期 间 ， 一 
般 地 ,在 工段 期 间 中 ,损失 的 贴现 值 为 


Mala) = уут 


a 
+ Vyr — $1)» 

这 里 0 <a <1 为 贴现 率 ,右边 最 后 一 项 为 处 

AR, z= (zo tacts zr) 为 确定 库存 的 策 

路 .进一步 推 广 到 无 限 段 期 间 , 则 为 


161) = > aL, Gali). 

一 般 说 来 ， 想 通过 对 于 这 些 数 学 模型 进行 
分 析 , 找 出 一 个 构造 性 方法 求 出 最 优 策略 ,并 不 
是 容易 的 ， 在 特殊 情况 下 ， 有 三 种 处 理 这 些 模 
型 的 方法 : 第 一 ， 在 问题 的 参数 全 部 给 定 的 情 
形 ， 提 供 确定 最 优 策略 的 实际 的 计算 公式 。 第 
二 ,建立 最 优 策略 应 当 满 足 的 函数 方程 ,并 对 之 
求解 的 方法 ， 第 三 ,是 推广 非 线性 规划 ' 的 特殊 
方法 .关于 第 一 种 ,确定 性 或 随机 性 库存 模型 中 
的 经 济 批量 公式 即 为 其 例 。 关 于 第 一 种 , 以 R. 
Bellman 的 动态 规划 ' 为 依据 的 方法 是 有 名 的 
关于 第 三 种 ,由 于 非 负 条 件 和 边界 条 件 起 作用 ， 
数学 规划 + 的 特征 尤为 显著 . 斯 坦 福 大 学 在 这 
方面 的 研究 是 著名 的 .在 适当 范围 的 策略 当 
th, 要 求 最 优 策略 时 往往 就 是 已 知 的 实际 上 经 
常 采用 的 库存 管理 方式 .例如 ,二 库 法 (two-bin 
system) È (o S) 策略 等 , 都 是 可 以 由 这 样 的 
理论 导出 .二 库 法 ,就 是 一 旦 库存 量 * 减少 到 * 
这 一 界限 以 下 时 立即 订货 ,使 库存 量 为 5, 只 要 
r> 就 不 订货 这 样 一 种 方式 。 对 于 需求 的 概 
率 分 布 的 变动 ， 可 以 考虑 动态 的 库存 模型 .这 


种 场合 下 的 《s，5) 策略 的 作用 特性 也 有 所 讨 
论 . 


[5] 11) K. J. Arrow-S. Karlin-H. E. Scarf, Stu. 
dies in the mathematical theory of inventory and produ: 
ction, Stanford Univ. Press, 1958; [2] H. E. Scarf-D. 
M. Gilford-M. W. Shelly, Multistage inventory models 
and technigues, Stanford Univ. Press, 1963; (3] T. 
Whitin, The theory of inventory management, Princeton 

. Pres, 1953, [4] 横山 保 - 福 志良 ， 在 康 管 理 ， 共 立 

; D] 北川 敏 男 ,在 唐 管 理 , 现 代 碗 计 学 辞典 ， 束 
BM, 1962; [6] G. Hadley-T. M. Whitin, Analysis 
of inventory systems, Prentice-Hall, 1963. 


生产 计划 理论 [HX scheduling, production plan- 
ning 法 plan de production ¿Ë Produktionsplan 
4A теория планирования производства A 生 
MBE) 所 谓 生产 计划 理论 在 各 方面 都 
可 以 见 到 .作为 经 济 计划 的 计划 模型 ,有 1) 财 
政 政策 的 , 2) 最 终 需求 的 ，3) 结构 形式 的 , 4) 
总 支出 的 , 5) 工业 化 的 各 种 类 型 ,其 中 , 2), 3) 
及 5) 都 侧重 于 生产 方面 ,因此 在 广义 上 都 可 以 
称 为 生产 计划 理论 . 

然而 ， 作 为 生产 计划 理论 首先 应 当 举 出 的 
是 自 T. C. Koopmans 命名 以 后 发 展 起 来 的 活 
动 分 析 (activity analysis). 这 个 理论 的 主要 内 
容 是 线性 规划 。 事 实 上 ， 用 线性 规划 处 理 的 应 
用 问题 ,很 多 与 生产 活动 有 关 . 生 产 活动 的 可 加 
性 ,分 割 与 结合 以 及 生产 活动 水 平 的 限界 等 ,都 
使 生产 计划 的 问题 有 可 能 归结 为 线性 规划 的 问 
题 . 寻求 最 优生 产 计 划 的 线性 规划 中 的 一 些 线 
性 代数 方法 在 现代 经 济 学 中 占有 重要 地 位 .其 
所 以 如 此 ， 不仅 因为 线性 规划 作为 一 种 计算 方 
法 是 有 用 的 ， 而 且 因 为 象 线性 规划 的 对 侦 问 题 
那样 , 对 于 价格 的 作用 , 也 提供 以 深刻 的 灼 见 。 
一 般 平衡 理论 的 创始 者 对 于 各 个 经 济 变量 之 间 
存在 的 方程 组 解 的 存在 性 ， 未 能 给 出 解析 的 
证 明 。 关于 确定 这 种 平衡 解 的 问题 ， 联 系 到 
Walras-Cassel 方程 有 A. Wald 的 论文 ,进而 将 
寻求 联 立 线性 不 等 式 组 


«У ayes У) bytes і 2s 


m = 


z amiz X. i=l, 2e, m 


m 
的 非 负 解 (未 知 数 为 a, 8, xi yi) 的 问题 归结 
为 求 


Ф(Х,Ү) = 


ЎЎ Г „/$) > ЕТ 


== - = 
的 鼓点 的 问题 ， 对 解 的 存在 性 的 证 明 是 由 耳 
von Neumann 利用 Beouwer 的 不 动 点 定理 ' 作 
出 的 .这 一 结果 表明 ,无 论 需 求 函数 怎样 给 定 ， 
只 要 需求 量 不 超过 供给 量 ， 肯 定 会 有 平衡 解 存 
E. 

生产 活动 与 生产 管理 相 结合 而 具体 化 为 晶 
程 计划 ， 这 在 机 械 加 工 等 方面 颇 多 过 到. 在 
这 种 情形 , 活动 的 不 可 分 性 ， 准 备 费 用 (sct-up 
cost) ,作业 程 序 的 约束 等 问题 都 会 产生 ,因而 已 
不 可 能 在 线性 的 假定 下 进行 讨论 .尽管 如 此 , 仍 
然 往往 可 以 使 用 运输 问题 的 线性 规划 方法 . 但 
是 ,日 程 计划 有 它 的 特殊 困难 .原因 是 : 0) fF 
业 中 有 技术 上 的 顺序 要 求 , ü) 在 作业 中 有 临时 
插 进 或 其 它 特 殊 情 况 ， 证 ) 必须 考虑 工厂 的 能 
PMMA, iv) 预定 计划 的 变更 多 ，v) 数据 的 
处 理 量 大 ,对 此 的 处 理 方法 ， 首 先 必须 从 目标 
iB. objective function, criterion) 的 定义 开始 . 
例如 ,应 使 其 为 最 小 的 目标 可 有 : 1) 偏离 预定 
完成 日 期 的 方差 , 2) 最 大 误 期 , 3) 工程 期 间 库 
存 物品 的 费用 , 4) 机 器 设备 的 停工 率 , 5) 误 期 
引起 的 费用 ,等 等 ， 至 于 数学 模型 ,也 有 确定 性 
模型 与 随机 性 模型 之 分 ， 在 如 此 种 种 可 能 场合 
之 中 ， 着 眼 于 技术 顺序 的 处 理 方式 ， 仅 仅 选择 
那些 技术 上 可 行 的 方法 ， 再 从 它们 中 间 选 出 关 
于 目标 函数 为 最 优 的 计划 的 方法 ， 这 就 是 所 谓 
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Nelson ik ([91). 此 外 ,在 附 给 优先 号 数 〈(prio 
rity number) 的 做 法 上 , 有 立足 于 成 本 费用 的 ， 
也 有 用 时 间作 为 指标 的 ,特别 在 后 者 之 中 ， 
UCLA 法 是 有 名 的 ([10]). 还 有 称 为 生产 日 程 对 
(production scheduling game) 的 方法 .这 是 根 
据 一 定 的 准则 ,给 结果 评分 , 据 此 有 助 于 认识 判 
断 准 则 的 必要 性 ,以 及 统一 计划 的 重要 性 . 

作为 生产 计划 理论 ， 其 次 应 当 提 到 的 是 与 
库存 计划 论 有 关 的 方法 ， 有 时 也 与 销售 计划 论 
相 联系 . 例如 , 设 在 时 刻 * 的 生产 速度 为 z(a), 
[rs Go 时 , 在 200) Sr) 的 条 件 下 ， 
使 


feo + Bmax(dz/dt, 0))de 


成 为 最 小 的 问题 。 利 用 库存 管理 的 雇佣 与 生产 
的 稳定 化 问题 也 在 这 个 范围 内 .这 就 是 说 ， 把 
保持 库存 当 作 减 少 雇佣 变动 的 一 种 手段 ， 这 
与 利用 库存 管理 使 生产 平稳 化 的 问题 有 密切 联 
系 。 至 于 生产 的 平稳 化 ， 动 态 规划 方法 是 极其 
жк. 


[£] [1] Т. С. Koopmans, Activity analysis of 
production and allocation, John Wiley, 1951, (2) O. 
Morgenstern, Economic activity analysis, John Wiley, 
1954, [3] J. von Neumann, Über ein okonomisches 
Gleichungssystem und eine Verallgemeinerung des Brou- 
werischen Fixpunktsatzes, Ergebnisse eines Mathematisc 
hen Kolloquiums, 8 (1937), 78—83; [4] R. 
Sequencing theory, Progress in operations res 
L. Ackoff (ed.)), John Wiley, 1961, (5] G. B. Dantzig 
Linear programming and extensions, Princeton Univ. 


Press, 1963, [6] A. Vazsonyi, Scientific programming 
in business and industry, John Wiley, 1958; [7] 吉 谷 
能 一 ， 生 产 计 面 上 日 程 半 面 ， 日 刊 工业 新 交 社 ，1960; (8) 
EWKA, ERDRE, CHL 1964 ;[9] R. T. Nel- 
son, Job-Shop scheduling; an application of linear prog. 
ramming, Industrial Logistics Circuit Project, discussion 
paper no. 28, 1954; [10] А. J- Rowe-J. R. Jackson, 
Research problems in production routine and scheduling, 
Research’ Report no. 46, UCLA, 1955. 


十 九 、 力 学 和 理论 物理 


单位 制 [Ж system of units 法 système des 
unités 4 Masssystem  /& система единиц 日 
单位 系 ] 表示 各 种 物理 量 的 单位 都 可 以 由 几 
个 基本 单位 (elementary units) 推导 出 来 , 这 些 
基本 单位 的 体系 就 称 为 单位 制 . 

【力学 单位 制 】 力学 的 单位 制 通常 都 是 由 
以 长 度 、 质 量 、 时 间 为 基本 单位 的 绝对 单位 制 
(system of absolute units) 推导 出 来 的 ,但 是 ,有 
时 也 使 用 以 长 度 、 力 \ 时 间 为 基本 单位 的 重力 单 
位 制 (system of gravitation unis), #1 中 列 出 
了 绝对 单位 制 (括号 内 为 重力 单位 制 ) 的 单位 名 
Ж. 此 外 ,为 了 特殊 目的 ,有 时 还 使 用 表 2 所 列 
的 长 度 单位 ， 


ж: 绝对 单位 制 
基本 单位 
(括号 内 为 重力 单位 制 | 7 | wx 
с.с. з.| Men. ACER: p 
ü kg C . 
м.к.в.| foe ECHO. m 


жми, lb (WE), 
B sec 


4 质 旺 单位 是 斯 勒 格 (slug). 


ж? 长度 的 特殊 单位 

名 w | 符号 | 大 小 я ж 
微米 pm 107mm 一 般 

* А 10cm 光 的 波长 

XX 射线 单位 10-Hem хана 
天 文 单位 1.495 10 m. KBAR 
光 年 (光速 XX1 E) 9.46x 10*m. CEES 
веш parsec | 3.259 3638 伍 星系 


天 文 单位 是 地 球 与 太阳 的 平均 距离 ; DEEEH H 
EH 1” 的 距离 60" 180/x) 天 文 单位 - 

【热学 单位 制 】 温度 单位 在 理论 上 采用 绝 
对 温度 (K)， 而 在 实用 上 采用 摄氏 温度 CC), 
或 者 华氏 温度 CF), 热量 单位 采用 卡 ( 小 卡 ) 


(cal); 使 1 克 水 从 145°C 上 升 到 15.5%C 所 需要 
的 热量 称 为 1 卡 。 实用 上 多 取 它 的 10 f. ER 
为 千 卡 CAE) (aD. 热 的 功 当量 为 1 卡 一 
4.184 x 10 尔格 . 

【电磁 学 单位 制 】 电磁 学 单位 制 有 从 静电 
学 的 Coulomb 定律 出 发 而 以 Biot-Savart 定律 规 
定 磁 学 量 的 静电 单位 制 ， 有 从 磁 学 的 Coulomb 
定律 出 发 得 到 的 电磁 单位 制 ,也 有 把 介 电 常 数 、 
BSR AMARA Gauss 单位 制 ， 但 目前 
普遍 使 用 的 是 M. K. S. 合理 单位 制 。M. K. S. 
合理 单位 制 是 以 力学 量 的 M. K. S. 单位 制 为 
基础 推导 出 来 的 , 其 中 电流 的 单位 为 安培 
(ampere)《A)。 安 培 的 定义 如 下 : 让 大 小 相等 
的 稳 恒 电流 通过 在 真空 中 相距 1 米 、 横 截面 积 
可 以 忽略 不 计 的 两 根 无 限 长 平行 导线 ， 当 每 米 
导线 的 相互 作用 力 为 2?X 107 牛顿 时 ， 则 这 个 
电流 的 大 小 就 是 一 安培 ， 

【其 他 单位 】 光 强 的 单位 为 坎 德 拉 《cd); 
按照 1948 年 第 九 届 国 际 计量 会 议 的 规定 ,处 于 
铂 效 因 点 温度 的 黑体 , 它 的 1 米 ? 平 坦 表面 向 重 
直方 向 发 出 的 光 强度 的 1/(6 x 10°), 就 是 1 坎 
德 拉 ( == 0.98 ARIE) (1967 年 第 十 三 届 国 际 
计量 大 会 修订 的 坎 德 拉 定义 如 下 : 坎 德 拉 是 在 
101325 牛顿 每 平方 米 压力 下 , 处 于 铀 凝固 温度 
的 黑体 的 1/(6 x 10°) 平方 米 表面 在 垂直 方向 
上 的 光 强 度 . 一 一 译 者 注 ). 该 会 议 还 规定 ,向 各 
个 方向 均匀 发 光 强 度 为 1 坎 德 拉 的 光源 所 发 出 
的 总 光 通 量 为 4= 流明 Om); 以 1 流明 的 光 通 
量 均匀 地 照射 1 米 : 面 积 时 的 照度 为 1 勒 克 斯 
(x), 在原 于 物理 学 中 ， 经 常 使 用 电子 伏特 
(eV) 作为 能 量 单位 ,这 是 一 个 电子 通过 LV CUR 
特 ) 的 电势 差 所 获得 的 能 量 . 

在 理论 工作 中 ,有 时 也 把 万 有 引力 常数 、 光 
速 、Planck 常数 和 Boltzmann 常数 等 普遍 常数 


的 值 取 为 1 来 规定 质量 、 长 度 和 时 间 等 基本 单 
位 ,这 样 的 单位 制 也 称 为 “绝对 单位 制 ”. 


[$) [1] 芝 忽 吉 - 白 并 俊明 六 ， 理 化 学 定数 去 ， 岩 
BL, 1952; [2] Handbook of chemistry and physics, 第 
四 十 五 版 ，Chemical Rubber Co., 1964. 


量 纲 分 析 


dimensionelle 


[ 英 dimensional analysis 法 analyse 
4% Dimensionsanalyse {Å анализ 
размерностей 9 次 元 解析 ] 物理 量 的 单位 制 
都 可 以 由 几 个 基本 单位 "推导 出 来 , EU O, p, 
由 等 代表 基本 单位 , 则 任何 其 他 单位 ( 称 为 导出 
Mtr (derived unit)) a， 根 据 定义 或 者 物理 定 
律 都 可 以 表示 为 a = сё'ф"ф"--- WER (с, 
1, m,n, WERA). KAHRI, m, n 
HEROS o 的 量 纲 (dimension)， 这 种 表达 法 可 以 
写 为 
[a] = [bd 

称 为 量 纲 公式 (dimensional formula), 通常 以 
长 度 . 时 间 、 质 最、 温度、 能量 等 作为 基本 单位 ， 
分 别 记 作 工 , T, M , 6, 用 等 .应 用 下 述 的 = 定 
理 和 相似 定律 去 考察 各 物理 量 之 间 的 关系 ， 就 
叫做 量 纲 分 析 . 

x EM (>-theorem)。 HA n ИРЕ а, 
B, ore, 如 果 Ка, В, o) = 0 这 个 关系 式 的 
成 立 与 基本 最 的 单位 无 关 , 则 fo, 8,7) = 0 
总 是 可 以 转换 为 Fon, m) = 0 的 形式 ; 
这 里 = 是 ”一 普 个 无 量 纲 量 (m 是 基本 量 的 个 
数 ), 它们 具有 m = op PUER. EER 
中 如 果 取 m = of yt, Ий PRS 
Ж a, а = Boyt ns яз, co 就 表明 
与 其 他 各 物理 量 P. у 等 之 间 的 关系 . 

相似 定律 (law of similitude), 一 般 地 说 ， 
两 个 同 种 类 的 物理 系统 , 如 果 = 的 值 相同 ， 它 
们 的 物理 状态 就 是 相似 的 。 因此 , 可 以 从 模型 
实验 的 结果 去 推断 实物 的 情况 . 

例如 ， 考 虑 在 不 可 压缩 粘性 流体 中 运动 的 
几何 形状 相似 的 物 洒 受到 的 阻力 D， 设 物体 的 
速度 为 w, 物体 的 特征 长 度 为 1, 流体 的 密度 为 
о, Hb OG и CREAR M LIT I) j H 
= RAE D/P = f(ovl/n). 因此 ,由 相似 
КЕЧ зор а AEZGURS ER 7) AR. 无量 
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MH R = vi/v(v = p/p) 称 为 Reynolds 数 
(Reynolds number), 若 考 虑 到 重力 所 产生 的 造 
波 阻力 以 及 可 压缩 性 的 影响 ， 还 必须 把 重力 加 
速度 g 和 声速 = 包括 进去 ,于 是 有 
D/pyP = f(vi[v, 02/18, v/a, Ci Са") 

(Cr, Ci 是 与 流体 的 性 质 有 关 的 其 他 无 量 纲 常 
XO. Fr 二 vi/lg 称 为 Froude #& (Froude 
number), M — v/a 称 为 Mach 数 (Mach 
number), 

对 于 流体 的 热 传 递 问题 ， 若 设 固体 的 表面 
积 为 5， 单位 时 间 内 散发 的 热量 为 OCHT), 
k FAR CHLOTT O), ERA 
«(HM767) (括号 里 均 为 量 纲 公式 ), 两 个 特征 
温度 为 To， Ti, 而 特征 长 度 为 1, UPR RID, Ж 
需 考虑 无 量 纲 量 Nusselt 数 《Nussclt number) 

Nu = Q/(kSCTy — T0/D, 
Prandtl f& (Prandtl number) 
Pr 一 Me («=R/oc), 
Grashoff $& (Grashoff number) 
Gr = PCT: — To)/v'To, 
而 且 根据 = 定理 ,可 以 得 到 关系 式 
Nu = (Е, Pr, Gr, €i, C, 777). 
Pe = vl/x = PrR 
称 为 Péclet $% (Péclet number), 

因为 几 个 物理 量 之 间 成 立 的 物理 关系 式 ， 
理论 上 是 对 基本 (运动 ) 方 程 进行 数学 运算 而 得 
到 的 ,所 以 ,在 这 些 关系 式 中 出 现 的 数值 系数 在 
多 数 情况 下 数量 级 为 1, Kit, 相反 地 , 在 几 个 
量 之 间 进 行 量 纲 分 析 时 ， 如 果 根 据 实 验 结果 所 
决定 的 系数 值 不 是 过 大 或 过 小 ,就 可 以 推断 ,在 
这 几 个 物理 量 之 间 可 能 存在 物理 相关 性 . 


[5] (1] A.W. Porter, The method of dimensions, 
Methuen, 1933. 


变 分 原理 [È variational principle 法 principe 
de variation Ж Variationsprinzip  варнацио- 
нный принцип A 变 分 原理 ] 在 物理 学 的 诸 
原理 中 ， 有 一 些 不 以 微分 形式 而 以 变 分 形式 表 
示 的 原理 ,它们 描述 某 些 量 取 极 值 的 条 件 , 这 些 
原理 总 称 为 变 分 原理 。 在 这 些 原理 中 , 首先 有 
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经 典 力学 中 的 Hamilton 原理 和 几何 光学 中 的 
Fermat 原理 ,此 外 在 电磁 学 、 相 对 论 、 量 子 力学 、 
场 论 等 部 门 中 也 都 能 见 到 变 分 原理 的 实例 。 变 
分 原理 的 最 大 特点 是 它 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 
在 历史 上 ， 变 分 原理 在 产生 当时 曾 带 有 宗教 的 
和 形而上学 的 色彩 ， 而 现在 是 以 这 一 条 原理 为 
主导 来 给 一 般 理 论 建立 基础 ， 因 此 被 认为 是 物 
理学 诸 定律 的 最 高 形式 . 

【力学 】 自从 1744 年 P. L. Maupertuis 发 
表 了 关于 最 小 作用 定律 (law of the least action) 
的 近乎 神学 的 论文 以 来 ，L. Euler, C. Е. Gauss, 
W. Hamilton, Н. R. Hertz 等 人 相继 进行 了 寻 
求 单一 的 ,普遍 的 力学 原理 的 工作 . 

设 9, 为 一 个 质点 系 的 广义 坐标 , 考察 函数 
LC Ges dry 0) 从 时 刻 到 时 刻 4 的 积分 。 只 要 
比较 这 个 积分 在 时 刻 从 坐标 空间 一 个 定点 
出 发 而 在 时 刻 n Р e Bh e fe 
的 积分 值 ， 并 适当 地 选取 工 的 形式 ， 则 实际 的 
(依照 力学 定律 的 ) 运动 gz) 可 以 由 上 述 积 分 
取 极 值 (平稳 值 ) 的 条 件 , 即 


5 f Lat — 9, 
h 


来 决定 。 这 就 是 Hamilton 原理 (Hamilton’s 
principle), L Ë: Lagrange 函数 ”在 Newton Jj 
学 范围 内 , 质点 系 的 动能 工 可 以 用 4 的 二 次 型 
表示 ， 如 果 作用 在 各 质点 上 的 力 能 够 用 不 含 d 
的 势能 的 也 梯度 — grad 给 出 , 则 可 以 取 世 一 
TV, 而 在 带电 粒子 的 狭义 相对 论 力学 中 ， 
也 可 以 取 
L = —me( — je) — ep + (У, А); 

这 里 wm 是 粒子 的 静止 质量 ,< 是 电荷 ，V 是 未 
度 ( 它 的 大 小 是 w)，< 是 真空 中 的 光度 ,P 和 A 
分 别 为 电场 的 标量 势 和 矢量 势 。 

在 广义 相对 论 中 ， 质 点 的 运动 可 由 变 分 原 
理 8 | ds — 0(4 298826) 导出 ， 它 的 几何 意义 
无 非 是 四 维 时 空 的 短程 线 而 已 。 

【几何 光学 】 光线 (经 过 反射 折射 ) 通过 


Po, Р, 两 点 间 的 实际 路 径 ， 可 以 由 下 列 条 件 决 
ж: 则 与 其 附近 某 些 假想 路 径 相 比 , 通过 时 


间 取 极 值 (平稳 值 )， 这 就 是 Fermat 原理 
(Fermat’s principle), 若 设 折射 率 为 w， 则 可 以 
把 这 一 原理 表示 为 

8 jaa 一 0. 


光线 的 反射 定律 、 折 射 定律 以 及 在 均匀 媒质 中 
的 直 进 定律 ,都 可 以 从 这 一 原理 导出 . 

Uie) 从 变 分 原理 用 适当 的 Lagrange K 
数 不 仅 能 导出 质点 系 的 运动 方程 ， 还 可 以 导出 
场 的 方程 (电磁 场 的 Maxwell 方程 ,电子 场 的 
Dirac 方程 ', 介子 场 方程 , 重力 场 方程 等 )， 这 
时 从 Lagrange 函数 的 相对 论 不 变性 以 及 规范 
不 变性 的 假定 出 发 ， 可 以 把 场 的 各 种 可 能 的 性 
质 和 守恒 定律 等 作 统 一 论述 ， 这 也 是 变 分 原理 
的 一 个 特征 . 

特别 是 对 于 真空 中 的 电磁 场 ，Lagrange PÑ 
数 的 密度 为 


1 -E 
L z;UH E», 


积分 是 在 四 维 空间 的 某 区 域 中 进行 的 。 

若 令 村 为 任意 量子 力学 系统 的 Hamilton 
算 子 ， 则 本 征 函数 少 可 以 由 下 面 的 变 分 原理 决 
定 : 


a {ное =o, кї [nae 一 1 


Ab ф Eo АИТ. HAN HEIT 
变 分 法 的 直接 法 ', 而 基于 直接 法 的 数值 解法 ,在 
求 能 量 本 征 值 的 近似 值 以 及 本 征 函数 的 近似 值 
时 常常 要 用 到 。 特 别 是 当 由 被 限定 为 一 体 波 函 
数 的 积 的 形式 时 ,可 以 导出 Hartree 方程 , 对 它 
进一步 适当 地 对 称 化 ,还 可 以 导出 Fock 方程 
[#) [1] R. Courant-D. Hilbert, Methods of ma 
thematical physics, Interscience, 1 1953, 101962. (中 译本 : 


R. ifl, D. 希 尔 伯 特 , 数 学 物理 方法 着 1 1958, 48 П 1977, 
科学 出 版 福 )， 一 变 分 法 的 S]. 


Newton 力学 (3 Newtonian mechanics 法 
mécanique newtonienne ¿Ë Newtonsche Mecha- 
nik #& механика Ньютона A =, -— hv Wj 
学 ] 关于 表述 物体 运动 现象 的 规律 即 运动 
定律 的 研究 。 是 从 研究 落体 运动 开始 的 ，G- 
Galilei (1564—1642) 首先 建立 了 落体 运动 的 


正确 定律 。 然而 力 和 加 速度 的 一 般 关 系 是 
Newton 首先 阐明 的 ， 他 建立 了 下 述 的 关于 运 
动 的 三 条 定律 ， 称 为 Newton 运动 三 定律 
(Newton’s three laws of motion), 以 这 三 条 定 
律 为 基础 建立 的 力学 称 为 Newton 力学 . 这 
些 定律 是 Newton 在 他 的 巨著 《原理 》(Principia) 
中 发 表 的 (1686 一 1687)。 他 在 这 部 著作 中 , Ж 
统 地 阐述 了 引力 定律 及 其 应 用 ,流体 问题 ,太阳 
系 内 诸 行星 的 运动 等 。 

第 一 定律 : 静止 或 作 直 线 匀 速 运动 的 物 
体 , 如 果 不 受 使 它 改变 运动 状态 的 外 来 作用 ( 即 
外 力 ), 一 切 都 永远 保持 它 的 原 有 状态 . 

这 条 定律 又 叫 惯性 律 或 情 性 律 Claw of 
inertia), 

第 二 定律 : 物体 运动 的 变化 与 作用 力 成 正 
比 , 而 且 发 生 在 力 所 作用 的 方向 。 物体 的 质量 
站 与 速度 V 的 乘积 mV 称 为 动量 (momentum)。 
若 令 以 适当 的 单位 表示 的 力 为 就 可 以 把 这 
条 定律 写 为 dmV)/dr = Е. RA 4V/à 是 
加 速度 a， 所 以 当 严 一 定时 就 可 以 把 上 式 写 为 
ma = F. 这 些 方程 称 为 运动 方程 (equations of 
motion)， 有 时 也 把 第 二 定律 简称 为 运动 定律 . 

第 三 定律 :属于 同一 力学 系统 的 两 个 物体 
间 的 相互 作用 力 ， 大 小 相等 方向 相反 。 这 条 定 
律 又 称 为 作用 与 反作用 定律 或 简称 为 反作用 定 
律 (law of reaction), 

Newton 力学 的 基础 的 严密 公式 化 ， 在 E. 
Mach 之 后 曾 进 行 了 各 种 尝试 。 进入 本 世纪 以 
来 ， 知道 当 物 体 的 速度 近 于 光速 或 运动 范围 小 
于 原子 半径 时 ，Newton 力学 就 不 适用 了 ;于 是 
建立 了 相对 论 和 量子 力学 '. 与 此 相对 , Newton 
力学 也 称 为 经 典 力 学 (classical mechanics), 

(8) 一 分 析 力学 的 8). 


刚体 动力 学 【 英 dynamics of a rigid body 法 
dynamique de corps rigide 4 Dynamik des star- 
теп Körpers ñ динамика твёрдого тела Н 
刚体 中 力学] 【刚体 】 内 部 任意 两 点 间 的 距 
离 ， 从 力学 的 观点 来 说 永远 不 变 ， 而 且 施加 任 
何 外 力也 不 发 生 形变 的 物体 称 为 刚体 (rigid 
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body)， 在 力学 中 刚体 和 质点 都 是 为 了 把 理论 
简化 而 引 和 的 概念 。 在 实际 存在 的 物体 中 , 多 
数 固体 受到 普通 大 小 的 外 力作 用 时 发 生 的 形变 
很 小 , 可 以 看 做 刚体 。 刚体 可 以 看 做 是 无 数 质 
点 的 集合 ， 因 此 适用 于 一 般 质点 系 的 运动 方程 
也 适用 于 刚体 ， 而 且 它 的 运动 完全 可 以 由 下 术 
动量 定理 和 角 动 量 (动量 矩 ) 定 理 来 决定 。 

【动量 定理 】 设 刚 休 K 上 的 一 点 + 处 的 微 
小 体积 的 质量 为 dm 并 且 假定 刚体 的 运动 即 r 
为 时 间 的 函数 ,这 时 称 

dr 
e-f, Zam 
为 刚体 的 动量 (momentum)。 若 令 作用 于 KK 的 
HDA F,G = 1,2,…), 则 
40/4‹ = У Fi, * 
这 就 是 动量 定理 (theorem of momentum), Ж 
令 刚 体 的 重心 (质心 ) G 的 速度 为 Ye， 加 速度 
为 Ac， 刚 体 的 质量 为 m， 则 Q= туо, Вт 
可 以 把 上 式 写 为 
„0У,/ = mA, = DF. 
对 于 空间 的 任意 一 点 ro， 


Ha | em пх ат, x 表 示 矢 量 积 
K dt 


称 为 天 的 围绕 ro 的 角 动 量 (angular momentum), 
令 力 已 的 作用 点 的 矢 径 为 Pi WJ 

4H/a: = XP, x Е) = G. 
这 称 为 角 动 量 定理 (thcorem of angular momen- 
tmm)。 对 于 有 固定 点 ro 的 则 体 , 取 固定 点 re 为 
原点 ， 并 令 关于 固定 于 空间 的 坐标 轴 的 角 动 量 
Н 和 刚体 旋转 的 角速度 外 的 x, y, z 分 量 分 别 
X Hey Hy, Hs; Oxy ey, 0n, 则 

H, = do, 一 Fo, 一 Eos, 

H, = —Fa, + Be, — Dos, 

H, = —Ec, — Do, + Cos, 
式 中 A, B, C 分 别 为 刚体 的 关于 xz, y, z 轴 的 
转动 惯量 (moment of inertia), D, E, F 称 为 惯 
性 积 (product of inerta)， 可 以 分 别 用 下 式 给 
出 , 即 


4 一 | (Pim, B= T + 2)dm, 
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Ga j Gic ym, D 
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полне. ALR 
程 可 以 把 刚体 绕 固定 轴 的 旋转 完全 描述 出 来 ; 
但 是 对 于 绕 固定 点 旋转 的 刚体 ,在 一 般 情 况 下 ， 
4,B，C,D,E,F 是 时 间 的 未 知 函 数 ， 因 此 ， 
上 面 的 方程 实际 上 不 大 方便 . 

【惯性 椭 球 】 二 次 曲面 

Ax + By? + Са? + 2Dys + 2Ezx 

十 2Fxy 一 1 

表示 以 原点 为 中 心 的 梢 球 ， 称 之 为 惯性 桐 球 
(ellipsoid of inertia), 如 果 选 这 个 椭 球 的 主轴 
£, n, 为 坐标 轴 , 就 可 以 把 蚀 性 椭 球 的 方程 写 
为 AP FB TU = 1; A, B, T EXT Е, п, 
4 轴 的 转动 惯量 ， 称 之 为 主 转动 惯量 《principal 
moment of inertia), £, n, C 称 为 惯量 主轴 
«(principal axis of inertia), 

若 令 角 动 量 A AP o 在 惯量 主轴 方 
(URIS 9] 0 Hi, Aa, Н; «д, cn, өз, Wi 
Hy = Ao, Hy = Воз, H; Toy, Ж 9789 
合成 力矩 G= EP, x Е) ЖЖС, Gry 
Gs, li] dH/de = G 的 分 量 成 为 

Або де = бу + (B — T Joro, 

Bdw,/dt = G, + (T — A)exa, 

Tdos/dt = G; + (A — B Jw, 
这 称 为 Euler 方程 . 

惯性 椭 在 刚体 上 而 且 随 刚 体 旋转 ，、 
因此 券 察 局 性 椭 球 的 运动 就 可 以 同时 知道 刚体 
本 身 的 运动 。 这 种 用 惯性 椭 球 的 运动 表示 刚体 
运动 的 方法 称 为 Poinsot 表示 (Poinsot’s rep- 
resentation)， 惯 性 椭 球 相同 的 两 个 刚体 ,如 果 外 
力 的 力矩 相等 ,即使 形状 不 同 ,其 运动 也 相同 。 

自由 运动 的 刚体 ， 其 重心 G 的 运动 可 以 根 
据 动量 定理 决定 。 绕 重心 旋转 的 运动 , 也 可 以 
根据 把 角 动 量 定理 4Н/4‹ = G 加 以 变形 而 得 
到 的 公式 4H'/ds = С 来 决定 。 这 里 Н E 
关于 重心 的 角 动 量 , G 是 外 力 关 于 重心 的 力 
和 矩 ， 在 这 种 情况 下 , 也 是 取 关于 以 重心 为 中 心 


ROR ROE EA TO. 


[8] [1] F. Kleio-A. Sommerfeld, über die The- 
обе des Kreisels 1, H, Ш, IV, Teubner, 1910。 另 一 分 析 
力学 的 DE). 


分 析 力学 [Æ analytical dynamics 法 méchan- 
ique analytique $$ analytische Mechanik А 
a 解析 力学 ] 1. 
Newton 本 人 的 力学 表示 法 是 几何 方法 ,后 来 L. 
Euler, J. L. Lagrange 等 人 研究 了 用 分 析 法 处 
理 力学 的 方法 ， 称 之 为 分 析 力学 ， Lagrange Ж 
用 单 值 地 表示 力学 系 位 置 的 所 谓 广义 坐标 
(generalized coordinates) q; (j = 1,2, +++, fs f 
是 系 的 自由 度 ) 导出 了 Lagrange 运动 方程 
(Lagrange's equation of motion): 

4 (89% — bf oo, 

di \ôå, ôq; 

{елуу өзү, 

这 里 q, = 44/4, L 表示 动能 7 和 势能 U 的 
X, Ж oq, 4; 的 函数 ， 称 为 Lagrange 函数 
(Lagrangean function), W. R. Hamilton 还 利用 
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Pi = ӘТ/Ә4,, 
H= Урф — Š 
= Hn, s pd ts 9) 
把 运动 方程 改写 为 下 面 的 形式 : 
dq. 0H don _ OH 
d Bp’ а да,” 


i ы Банк. Г, 

T5) Hamilton 典型 方程 (Hamilton’s canonical 
equations), р; FR 29 55 q, 共 罗 的 广义 动量 (genera- 
lized momentum), 9), Ру 称 为 典型 变量 (canon- 
ical variables), 458 q; 表示 力学 系 的 位 置 时 ,如 
果 表 达 式 中 不 显 含 时 间 :， 则 Hamilton 函数 
(Hamiltonian function, Hamiltonian) 及 和 系统 的 
总 能 量 7 十 器 一 致 . 

【典型 变换 】 使 典型 方程 的 形式 不 变 的 变 
换 (p, 4) — (P, 0): 


称 为 典型 变换 (canonical transformation), 这 里 
W = Wars q 4 Ors 77 0), 


并 是 对 于 变换 之 后 的 系统 的 哈密 顿 函 数 。 典型 
变换 的 集合 构成 一 个 群 , 称 为 典型 变换 群 (group 
of canonical transformations), 若 令 & 为 无 穷 小 党 
数 ,典型 变换 群 的 无 穷 小 变换 可 用 下 式 , 即 
aS осад 
А Өр, 
给 出 ， 这 里 5 是 p, 4 的 任意 函数 , 称 为 无 穷 小 
EMAER (generating function), 可 以 认为 
典型 方程 意味 着 p, fE e 一 de 范围 内 的 变化 
是 以 Hlp, q, t) 为 母 函数 的 无 穷 小 典型 变 
换 . 

р. 4 的 任意 函数 F(p, а) 因 无 穷 小 变换 而 
产生 的 变化 为 

dF = e(F, S). 


ар = —e 44, 


这 里 , 称 
Ou Ov Ou dv 
(n T Za эө, 
ES Au, о) 
T (a. Pi) 
为 Poisson 括号 '， 于 是 力学 县 РС, 4) 对 时 间 
的 变化 可 以 写 为 
4Е/й = (F, H). 
因此 ,满足 (F, H) = 0 WER FO, d) 是 典 
RIBS" 
如 果 典 型 变换 (p, 4) — (P, 0) 使 动量 和 
坐标 成 为 P, = о 9, = В, 这 样 的 具有 一 定 值 


的 系统 ,运动 就 可 以 由 
ow „өш 
М eg” Ba, 
来 决定 。 这 里 W 是 Hamilton-Jacobi 方程 , 即 
om Ор 
qutt qur) mo 
的 全 解 ' (一 接触 变换 ). 
[ 参 】 [1] E. T. Whittaker, Analytical dynamics, 


Cambridge, 1917, [2] MARS, EIF, BB, 1941, 
增订 版 1957; [3 ] RAM. BROS IDOE 
典 力 学 ， 岩 波 , 1964; [4] G. D. Birkhoff, Dynamical 
systems, Amer. Math. Soc. Colleq. Publ., 1927; [5] М. 
Born, Vorlesungen über Atommechanik, Springer, 1925. 
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omic sphérique Ё spharische Astronomie fk 
сферическая астрономия Н 球面 天 文学 ] 在 
天 体力 学 ?中 ， 主 要 研究 以 太阳 为 基准 的 行星 、 
替 星 的 真实 位 置 ,以 地 球 为 基准 的 月 球 、 卫 星 的 
真实 位 置 ;而 在 球面 天 文学 中 , 主要 研究 天 体 在 
以 地 面 观测 者 为 中 心 的 天 球 上 的 视 位 置 和 运动 
等 问题 。 因此 , 球面 天 文学 的 主要 目的 是 探讨 
使 天 球 上 的 天 体 的 位 置 发 生变 化 的 所 有 的 原因 
以 及 这 些 原因 所 产生 的 影响 ， 这 些 原 因 有 大 气 
差 . 地 心 视差 , 光 行 差 , 局 年 视差 ,岁差 、 章 动 . 自 
行 等 等 . 

天 体 的 光线 通过 地 球 周围 的 大 气 时 ， 由 于 
大 气 各 层 的 密度 不 同 而 发 生 折射 ， 于 是 受到 大 
气 折 射 , (astronomical refraction》 的 影响 。 当天 
体 在 天 顶 时 大 气 差 为 零 ， 在 地 平 线 时 大 气 差 最 
大 ( 约 为 34.5). 

与 月 球 ,太阳 人、 行星 等 天 体 间 的 距离 相 比 地 
球 半径 还 不 是 小 到 可 以 忽视 的 程度 ,因此 ,在 地 
球 表 面 和 在 地 球 中 心 所 看 到 的 方向 要 有 差异 . 
这 种 差异 当 观 测 者 位 于 赤道 上 而 天 体 在 赤道 的 
水 平 线 上 时 最 大 , 称 为 地 心 视 可 (Beocentric paral- 
lx), 月 球 的 地 心 视差 在 533..9 到 60.2 之 间 3 
化 ,太阳 在 8”.64 到 8".94, 水 星 在 6” 到 1675, 
金星 在 5” 到 32”, KEE 35 到 23”.5， 木 星 
在 1.4 到 2”.1, 土星 在 07.8 到 1".1 之 问 变化 。 
对 于 像 恒 星 那样 的 很 远 的 天 体 ， 可 以 把 它 的 地 
心 视差 看 做 零 . 

地 球 绕 着 与 其 公转 轨道 面 约 成 66°.5 角 的 
地 轴 以 大 约 一 日 (23 小 时 56 分 4.691 Ф)% 
期 自转 ,同时 绕 着 太阳 以 一 年 (365.2564 天 ) 为 
周期 公转 ， 于 是 地 球 表面 上 的 观测 者 因 所 在 位 
置 的 纬度 不 同 而 以 不 同 的 速度 ( 例 : 在 赤道 上 
为 0.465 公里 / 秒 , 在 东京 为 0.370 公里 / 秒 ) 自 
转 ， 又 以 29.785 公里 / 秒 的 平均 速度 沿 轨道 公 
ж. 由 于 地 球 的 自转 速度 和 公转 速度 的 影响 ， 
来 自重 星 的 光线 要 产生 光 行 差 ， 因 此 可 以 看 到 
恒星 的 视 位 置 在 变化 . 由 自转 速度 产生 的 光 行 
差 叫 周 日 光 行 束 (diurnal aberration); 由 公转 速度 
产生 的 光 行 差 叫 局 年 光 行 林 (annual aberration), 
在 地 球 上 看 到 的 恒星 的 位 置 ， 由 于 周 日 光 行 差 
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的 影响 ， 在 表 观 上 以 一 日 为 周期 在 0” 到 07.32 
的 范围 内 变化 ;由 于 周年 光 行 差 的 影响 ,在 表 观 
上 以 一 年 为 周期 在 0” 到 20”.496 的 范围 变化 . 
此 外 ,关于 太阳 系 内 的 天 体 ,光线 到 达观 测 者 的 
时 间 有 差异 ,需要 加 以 修正 . 

所 谓 周年 视差 (annual parallax), EMÈ 
球 和 太阳 为 基线 的 两 端 ， 由 此 两 端 所 看 到 的 恒 
星 的 方向 差 , 这 也 是 以 一 年 为 周期 变化 的 。 实 
际 上 ， 需 要 考虑 周年 视差 的 只 有 离 地 球 极 近 的 
恒星 ,这 样 的 恒星 不 过 二 十 个 左右 . 

由 于 受到 月 球 、 太阳 、 行星 的 引力 的 影响 ， 
地 轴 在 黄道 极点 的 周围 作 岁差 运动 ， 春 分 点 不 
断 地 在 黄道 上 逆行 ， 在 这 种 情况 下 ,由 于 月 球 、 
太阳 ,行星 的 引力 是 周期 变化 的 ,所 以 春分 点 的 
运动 也 不 是 一 定 不 变 的 ， 可 以 把 它 分 为 不 变 的 
运动 和 周期 运动 两 种 ， 前 者 称 为 进 动 (precer- 
sion)， 后 者 称 为 章 动 (nutation)。 因为 恒星 的 
位 置 是 以 春分 点 为 基准 决定 的 ,所 以 它 的 赤 经 、 
杰 纬 受 岁差 和 章 动 的 影响 也 在 不 断 地 变化 . 

因为 所 有 的 恒星 都 在 空间 运动 (自行 )、 
所 以 恒星 在 天 球 上 的 位 置 也 在 改变 . 

上 述 事项 是 球面 天 文学 的 主要 研究 对 k 
此 外 , 研究 日 蚀 \ 月 蚀 问题 的 日 月 蚀 理论 ,研究 
天 体 的 视 位 置 和 实际 轨道 的 关系 的 轨道 计算 '， 
计算 太阳 、 月 球 \ 行 星 \ 恒 星 的 位 置 而 编制 天 体 
历 的 历法 计算 学 等 也 可 看 做 是 球面 天 文学 的 一 
НИЎ. 另外 , 还 有 实用 天 文学 和 航海 天 文学 也 
可 以 看 做 是 球面 天 文学 的 延伸 。 所 谓 实用 天 文 
学 是 研究 观测 天 体 用 的 仪器 (子午 仪 、 子 午 环 、 
KUL Z4 DU BAL, RA Осера) 的 
理论 和 用 法 ,或 研究 时 刻 \ 经 度 、 纬 度 , 方 向 角 的 
观测 法 及 产生 的 观测 误差 的 学 问 ; 航海 天 文学 
所 研究 的 是 决定 船舶 在 海上 的 位 置 的 方法 ， 最 
近 还 利用 雷达 测定 从 观测 者 到 月 球 、 行星 的 距 
离 , 有 助 于 决定 太阳 系 的 大 小 . 


[8] [1] W. Chauvenet, Spherical and practical 
astronomy I, Lippincott, Philadelphia, 1906; [2] W. M. 
Smart, Textbook on spherical astronomy, Cambridge, 1936; 
Сз] 莞 木 俊 肪 ， 球 面 天 文学 ， 鲁 星 社 ，1950; 14) @Ж 
ARA. RHR NY, BY MBP, 1935; [5] E. W- 
Woolard-G. M. Clemence, Sphericalaitronomy; Academic 
Press, 1966. 


天 体力 学 [X celestial mechanics, astro-dynamics 
ik mécanique céleste 4 Mechanik des Himmels 
4& небесная механка 日 天体 力学] 天 体力 
学 主要 是 用 力学 方法 研究 太阳 系 内 的 行星 、 芷 
星 、 月 球 、 卫 星 等 天 体 的 运动 的 学 问 ， 更 广义 地 
说 , 银河 系 内 的 恒星 、 双 星 的 运动 ,天 体 的 平衡 
形状 ;地 球 、 月 球 等 天 体 的 自转 运动 等 也 是 这 门 
学 问 的 研究 对 象 

这 门 学 问 的 基础 是 Newton 力学 +, 必 要 时 
把 广义 相对 论 + 的 效应 等 作为 修正 加 以 考 虞 
这 样 , 根 本 问题 就 是 解 运动 方程 ; 但 是 , 众 所 周 
知 , n 体 问题 的 微分 方程 , 当 ” 之 2 时 是 不 能 完 
全 解 出 的 (~ 三 体 问题 )， 但是; 在 具体 情况 
下 。 o 体 问题 可 以 对 照 着 观测 精度 求 近似 解 , 控 
讨 这 种 方法 的 学 问 也 是 天 体力 学 中 的 一 个 主要 
部 分 . 

可 以 看 做 质点 的 两 个 天 体 的 运动 ， 是 相互 
引力 作用 下 的 二 体 问 题 (two body problem), 
利用 重心 运动 的 积分 可 以 把 这 样 问题 归结 为 有 
心力 作用 下 的 一 体 问题 。 它 的 Hamilton-Jacobi 
方程 满足 分 离 条 件 ， 因 此 是 可 以 完全 解 出 的 。 
二 体 问题 的 轨道 是 以 二 体 的 重心 为 一 焦点 的 二 
Pathé, AB MARA AMA (elliptic mo- 
tion), 有 关 椭 圆 运动 的 Kepler 轨道 要 素 *， 是 
Hamilton-Jacobi 方程 的 积分 常数 的 函数 ， 是 由 
被 始 条 件 决定 的 常数 . 

【 摄 动 】 研究 三 体 以 上 的 ” 体 问 题 ? 时 , 首 
先 由 二 体 问题 的 梢 圆 运动 出 发 ， 然 后 用 D RD" 
法 , 即 常数 变易 法 (method of constant variation ) 
REF RAS MB BH DS 
数 ,对 于 行星 的 运动 是 行星 与 太阳 的 质量 比 ,对 
于 月 球 的 运动 是 由 地 球 上 看 到 的 地 球 与 月 球 和 
地 球 与 太阳 的 距离 之 比 ， 最 近 由 于 电子 计算 机 
的 发 展 ,对 于 行星 运动 等 , 通过 数值 计算 , 用 了 
相当 长 的 时 间 求 得 了 把 所 有 引力 都 考虑 在 内 的 
微分 方程 的 解 。 但 是 , 当 讨论 太阳 系 的 稳定 性 
等 问题 时 , 还 是 用 解析 法 比较 便利 。 在 这 种 情 
况 下 ， 通 过 典型 变换 等 消去 短 周期 摄 动 项 来 求 
长 期 摄 动 (secular perturbation) 的 方法 更 为 有 
效 , 这 是 一 种 平均 化 的 方法 ， 到 目前 为 止 , 由 于 


BB BORSE ORE MERU SHE, MUARA 
的 稳定 性 的 许多 重要 问题 还 没有 得 到 解决 .至 
于 太阳 系 的 行星 的 长 期 摄 动 ， 由 于 行星 轨道 的 
偏心 率 以 及 轨道 面 对 黄 道 面 的 倾斜 角 都 很 小 
可 以 通过 忽视 其 三 次 方 以 上 的 各 项 ， 来 求解 线 
性 方程 。 这 种 运动 方程 的 固有 值 , 在 一 般 情况 
下 ， 相 当 于 近日 点 或 轨道 面 升 交点 (— 轨道 计 
Se") 的 运动 的 平均 角速度 , 决定 这 个 固有 值 的 
醒 有 方程 特别 称 为 长 期 方程 (secular equation), 

【入 造 卫 星 】 由 于 人 造 卫星 在 地 球 的 附近 
运动 ， 所 以 讨论 这 种 运动 时 就 不 能 把 地 球 看 做 
质点 或 球体 ;必须 把 地 球 看 做 扁平 的 旋转 椭 球 . 
这 时 ,首先 从 二 体 问题 的 椭圆 轨道 出 发 ,这 个 二 
体 问题 是 把 地 球 的 位 势 看 做 球体 的 位 势 来 解 
的 ,而 地 球 是 扁平 的 ,由 此 产生 的 影响 可 以 作为 
摄 动 来 计算 . 然而 ,众所周知 ,即便 采取 与 地 球 
的 实际 位 势 非常 接近 的 某 种 特殊 位 势 ，Hamil- 
ton-Jacobi 方程 也 满足 分 离 条 件 ， 是 可 以 解 的 . 
这 种 分 离 型 位 势 等 于 处 于 虚 轴 上 的 具有 相等 质 
量 的 二 固定 中 心 问题 的 位 势 ， 如 果 地 球 的 位 势 
是 轴 对 称 的 , 则 卫星 的 运动 方程 的 自由 度 是 2. 
这 时 对 于 分 离 型 位 势 存在 两 个 基 频 ， 当 这 两 个 
频率 相等 时 成 为 所 谓 “ 临 界 倾斜 "问题 ， 这 是 很 
有 数学 趣味 的 问题 . 人 造 卫星 的 力学 问题 也 可 
以 应 用 于 银河 系 内 的 恒星 运动 . 

【平衡 形状 把 天 体 看 做 流体 研究 它 在 旋 
转 时 的 平衡 形状 (equilibrium figures) 和 稳定 
в, 从 很 早 以 来 就 开始 了 。 特别 是 关于 两 个 互 
相 有 潮汐 作用 的 天 体 的 研究 ， 是 很 有 趣味 的 。 
关于 地 球 -月 球 系统 消长 的 研究 也 是 这 个 问题 
的 应 用 . 

地 球 自转 的 研究 ， 即 岁差 、 章 动 , 纬 度 变化 
的 问题 ,也 是 弹性 理论 ,地 球 物理 学 的 应 用 。 С 
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轨道 计算 
tion de l'orbite 德 Bahnbestimmung 4& onpene- 
ление орбиты 日 GNIS] 研究 轨道 计算 的 
目的 在 于 下 述 各 点 : 1) 讨论 天 体 的 轨道 ，2) 
根据 测 得 的 天 体位 置 决定 轨道 要 素 , 3) 由 已 知 
的 轨道 要 素 推算 天 体位 置 ， 所 研究 的 天 体 主要 
是 太阳 系 内 的 大 行星 小 行星 \ 趋 星 、 卫 星 \ 人 造 
卫星 等 ;广义 地 说 ,还 包括 决定 流星 \ 目 视 双星 、 
分 光 双 星 、\ 蚀 变 光 星 等 天 体 的 轨道 ， ` 
(Kepler 轨道 要 素 】 现在 以 小 行星 为 例 讨 
论 天 体 的 轨道 ， 小 行星 运行 描绘 着 以 太阳 为 一 
焦点 的 椭圆 轨道 这 个 椭 贺 轨道 可 以 由 初始 条 
件 或 Hamilton-Jacobi 方程 的 积分 常数 决定 (二 
天 体力 学 ); HUE, 在 天 文学 中 通常 用 六 个 
Kepler 轨道 要 素 (Kepler’s orbital elements) (图 
1) 决定 轨道 ， 这 就 是 说 , 椭圆 的 大 小 和 形状 由 


{ orbit determination 法 détermina: 


esa 和 偏心 率 “ 决定 ， 长 轴 的 方向 由 近日 
点 参数 (从 升 交点 到 近日 点 的 fü B BS) o gk E 
(有 时 不 月 = 而 用 近日 点 距离 q = a(1 一 e)). 
轨道 面 的 位 置 用 它 对 黄道 面 的 倾角 ; 和 升 交点 
黄 径 0 决定 ， 小 行星 在 轨道 上 的 位 置 用 它 通过 
近日 点 的 时 刻 z 决 定 ， 由 Kepler 第 三 定律 
2 一 户 求 出 = 就 能 计算 小 行星 的 公转 多 期 立 
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或 平均 角速度 п = 2xz/T， 即 平均 运动 (mean 
motion), 平均 运动 是 表示 椭圆 运动 的 Hamilton- 
Jacobi 方程 的 解 的 基本 频率 , 它 是 能 量 常 数 
一 p/24 对 作用 变数 V pa 的 导数 . 

为 了 表示 天 体 在 椭圆 上 的 位 置 ， 要 用 近日 
点 和 天 体 的 角 距 离 , 即 真 近 点 角 (true anomaly) 
v; 偏 近 点 角 (eccentric anomaly) E， 以 及 平 近 
ВАЙ! (mean anomaly) М = nÇ: — 1). Ж 
够 从 Kepler 轨道 要 素 直接 求 出 的 是 平 近 点 角 ; 
然而 ， 在 计算 天 体 的 坐标 时 需要 把 它 变换 成 真 
近 点 角 或 偏 近 点 角 . BE 和 M 的 关系 可 以 用 
Kepler 方程 , 即 
а) E —<sinE = M 
表示 ， 解 这 个 方程 并 以 M 表示 Е, 则 得 
(2) E=M + 21G/n)].(ne)sinnM , 


m 
Rp J. JE n Gt Bessel 函数 '。 然 而 实际 求解 时 
常用 数值 方法 或 直接 查 表 . 

【轨道 计算 】 观测 天 体 的 位 置 通常 是 测定 
天 球 上 的 两 个 坐标 ( 赤 经 , Ж). 因此 ,为 了 
决定 六 个 轨 首 要素 需要 隔 适当 的 时 间 观 测 三 组 
位 置 ， 如 果 能 够 用 某 种 方法 知道 观测 者 和 天 体 
的 距离 ， 通 过 计算 可 以 立即 求 出 天 体 的 轨道 要 
Ж. 但 是 ,在 一 般 情况 下 并 不 是 这 样 . 决定 轨道 
需要 特殊 技术 ， 在 十 九 世纪 初期 ，C. F. Gauss 
研究 了 最 初 发 现 的 小 行星 , 即 谷 神 星 (Ceres) 的 
轨道 的 决定 ， 以 此 为 开端 确立 了 决定 轨道 的 方 
法 (狭义 的 “轨道 计算 ”)， 即 使 不 知道 观测 者 和 
天 体 的 距离 ， 也 知道 天 体 的 轨道 在 一 平面 内 . 
作为 第 一 级 近似 , 应 用 Kepler 第 二 定律 , ИШ 
积 速度 一 定 的 定律 ， 假 定 两 次 测 得 的 天 体位 置 
和 太阳 构成 的 三 角形 的 面积 与 两 次 观测 经 过 的 
时 间 成 正比 , 就 可 以 进行 决定 轨道 的 计算 . 这 
种 方法 称 为 间接 法 .同样 方法 可 以 推广 到 抛物 
线 或 双 曲 线 轨道 的 情况 . 

【密切 要 素 和 轨道 修正 】 在 二 体 问题 "中 ， 
椭 加 轨道 是 固定 的 ， 也 就 是 说 ，Kepler 轨道 要 
素 不 随 着 时 间 变 化 。 但 是 , 若 考 虑 到 其 他 天 体 
的 影响 而 用 常数 变易 法 + 计算 摄 动 *， 就 可 知道 
在 一 般 情况 下 轨道 要 素 是 随时 间 变 化 的 ， 可 以 


认为 这 种 变化 是 周期 摄 动 \ 长 期 摄 动 ' 和 长 周期 
摄 动 三 者 之 和 . 

由 于 摄 动 的 影响 ,实际 轨道 要 偏离 椭圆 ,但 
是 根据 天 体 在 某 一 瞬间 的 位 置 和 速度 可 以 定义 
一 个 椭 贺 ， 这 种 每 一 瞬间 每 一 瞬间 的 轨道 的 要 
素 称 为 密切 要 率 (osculating clements)， 这 种 要 
素 是 随时 间 变化 的 。 为 了 计算 这 种 摄 动 需要 知 
道 运 动 的 初始 条 件 ， 即 初始 时 间 的 密切 要 素 . 
在 比 天 体 的 公转 周期 小 得 多 时 间 内 ， 密 切 要 素 
的 变化 很 小 。 于 是 根据 在 这 上 段 时 间 内 
时 的 三 组 观测 就 可 以 决定 轨道 要 素 ， 可 以 认为 
它 是 在 这 三 个 瞬时 的 平均 瞬时 测 得 的 密切 要 
ж. 如 果 观 测 时 间 很 短 , 所 决定 的 要 素 的 误差 
就 要 大 些 ， 因 此 需要 从 较 早 的 时 期 开始 进行 较 
多 的 观测 。 这 时 ,由 前 面 求 出 的 轨道 要 素 出 发 、 
以 把 摄 动 计算 在 内 的 预报 值 为 基础 ， 求 出 它 和 
每 一 次 观测 值 的 差 ， 用 这 个 差 和 最 小 二 乘法 把 
轨道 要 素 加 以 修正 ,这 样 来 决定 天 体 的 轨道 . 

【人 造 卫星 】 小 行星 的 公转 周期 为 几 年 > 
在 几 周 内 轨道 要 素 没 有 很 大 的 变化 ， 决 定 密 其 
要 素 比 较 容易 。 Ri, 人造 卫星 的 公转 周期 只 
是 两 小 时 左右 ， 在 几 小 时 内 ， 不 只 是 周期 摄 动 
很 大 ,长 期 摄 动 也 很 大 ， 对 于 这 样 的 天 体 ,需要 
预先 知道 它 的 近似 轨道 要 素 , 计 算出 周期 摄 动 > 
考虑 到 它 的 影响 而 把 观测 值 加 以 修正 这 样 ， 
以 经 过 修正 的 观测 值 为 基础 进行 轨道 修正 ， 就 
可 以 求 得 一 种 平均 轨道 要 素 ， 轨 道 要 素 的 近似 
值 也 可 以 用 其 他 方法 ， 例 如 入 造 卫 星 的 发 射 条 
件 来 计算 这样 的 平均 轨道 要 素 可 以 每 天 决 
定 , 根 据 它 在 某 一 时 期 (例如 一 百 天 ) 内 的 变化 
情况 , 即 长 期 摄 动 的 大 小 ,可 以 得 到 有 关 地 球 千 
围 的 大 气 的 密度 以 及 地 球 的 重力 位 能 的 情报 . 
此 外 ,需要 注意 的 是 , 对 于 人 造 卫 星 , 用 雷达 等 
装置 测量 距离 ， 根 据 测量 Doppler 效应 决定 速 
度 , 都 比较 容易 - 

关于 其 他 行星 的 卫星 ， 可 以 测定 卫星 的 关 
于 行星 中 心 的 两 个 坐标 。 决定 了 卫星 的 轨道 
就 可 以 根据 Kepler 第 三 定律 决定 行星 的 质量 ， 
根据 长 期 摄 动 决定 行星 的 重力 位 能 . 

【双星 】 关于 目 视 双星 ， 可 以 用 研究 卫星 


的 方法 来 研究 ， 但 是 严格 估算 到 双星 的 距离 党 
常 是 不 可 能 的 。 关于 分 光 双 星 ,可 以 通过 测量 
Doppler 效应 求 得 速度 在 视线 方向 的 分 量 ; 关 于 
蚀 变 光 星 ， 可 以 根据 测 得 的 轨道 要 素 得 到 有 关 
它们 的 质量 、 密 度 、 大 小 等 重要 知识 。 以 及 用 来 
研究 它们 的 内 部 结构 的 重要 资料 . 

(5] [1] J- Bauschinger, Die Bahabestimmuog 
der Himmelskorper, Willelm Eugelmann, 1923 [2] G. 
Stracke, Bahnbestimmung der Plancten und Kometen, Sp. 
ringer, 1929, [3] WIEKE, RAOMMHM, RAT 
FRE, (NE, 1964, 


三 体 问题 (Ж problem of three bodies 法 
probléme des trois corps Ж Dreikórperproblem 
AK вопрос трёх тел 日 3 体 问题 ] 假设 具有 
任意 质量 т, Co 0) 的 = 个 质点 Pilis yo z) 
(1,2, 5775 0) 按照 Newton 运动 定律 ' 运 
动 ,而 研究 其 运动 方程 : 


《1) 


f= 1,2, 00159, w= ху уу 25 


U — Y Emm па BBWS BH 


i 


„= VG — 8 On — yi + ау 
的 问题 称 为 n 体 问 题 (problem of л bodies), 
一 体 问题 和 二 体 问题 的 方程 是 可 以 完全 解 出 
їй, п > 2 时 不 能 完全 解 出 ， 但 是 ,= 一 3 的 情 
况 在 天 体力 学 中 是 很 重要 的 而 且 具 有 数学 孝 
味 ， 因 此 成 为 有 名 的 三 体 问题 ， 当 ”> 3 时 通 
常 称 为 多 体 问题 (problem of many bodies), 

方程 (1) 具有 十 个 所 谓 经 典 积分 ， 其 中 包 
括 能 量 积分 (energy integral), BU 
E (1/2)т,((я,)# + GY GO) 
—U= Wi (2 = 20/4); 
六 个 重心 积分 〈center of gravity integral), BD 
E тий, 一 常数 ， 
E mw, = (Zi mu) + 常数 ; 
以 及 三 个 角 动 量 积分 (angular momentum inte- 
gral), BP 
У) mlub; — wii) = 常数 


由 这 十 个 积分 并 利用 Jacobi 方法 消去 升 交 点 和 


(u= ш). 
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时 间 e, 可 以 使 (1) 的 阶 数 下 降 为 bn — 12, Н. 
Bruns 证 明 , 除 这 些 经 典 积分 外 没有 代数 函数 的 
积分 ; Н. Poincaré 还 证 明了 没有 其 他 单 值 函 数 
的 积分 (Aca，Math.11 (1887)), 这 些 结论 称 
为 Poincaré-Bruns 定理 . 于 是 不 得 不 放弃 用 
求 积 法 求 (1) 的 通 解 . 因此 到 目前 为 止 , 对 于 
n > 3 的 情况 还 不 能 用 解析 法 求 (1) 的 通 解 ， 
只 求 得 了 几 个 特 解 . 
CHE) 如 果 ” 个 质点 作 平面 运动 ， 而 且 
在 + 二 时 作用 于 各 质点 的 合成 加 速度 指向 整 
个 系统 的 重心 6G， 其 大 小 与 从 G 到 各 质点 的 距 
离 成 正比 , 则 称 这 = 个 质点 构成 中 心 图 形 (cen- 
ter figure)， 在 中 心 图 形 中 以 适当 的 角速度 旋转 
的 系统 是 =” 体 问题 的 一 个 特 解 ， 把 这 种 概念 推 
广 到 空间 运动 是 很 容易 的 . 
щл = з}, 已 知 的 三 体 问 题 的 特 解 有 
Lagrange 的 正三 角形 解 (equilateral triangular 
point solution》 和 Euler 的 直线 平衡 解 (straight 
line equilibrium point solution) 两 种 。 除去 相当 
于 中 心 图 形 的 自明 特 解 以 外 ， 对 于 任意 质量 已 
知 的 特 解 只 有 这 两 种 . 
【 解 的 存在 】 关于 通 解 的 存在 , P. Painlevé 
曾 证 明 , 除去 min ri 一 0， 即 发 生 碰撞 的 情况 
外 ， 存 在 解析 解 。 К. F. Sundman 证 明 (Acta 
Math. 36 (1913))， 在 三 体 问题 中 ， 若 令 二 体 
的 碰撞 时 刻 为 m, 则 它 的 解 可 以 展开 为 (1 一)t 
WHR, 于 是 可 以 解析 开拓 到 碰撞 以 后 ， 三 
体 碰撞 的 发 生 条 件 是 关于 重心 的 总 角 动 量 为 
零 ， 因 此 必须 是 平面 运动 。 这 就 是 Sundman 
HH. G. Bisconcini, Sundman, H. Block, C. 
L. Siegel 等 人 证 明 ， 三 体 问题 的 几何 图 形 渐 近 
地 接近 于 Lagrange 特 解 的 图 形 ,而 且 碰 撞 方向 
是 确定 的 ， 在 一 般 情况 下 解析 开拓 是 不 可 能 
的 . 
【 摄 动 理论 ] 对 于 天 体 运动 等 实际 问题 进 
行 计算 时 ，Sundman 的 展开 法 因 收 敛 半径 太 小 
不 能 解决 问题 , 这 时 可 以 用 所 谓 摄 动 法 ， 在” 
体 问题 中 , 如 果 质 量 mas cos т, WH mi 小 得 
多 ， 在 讨论 第 ” 体 的 运动 时 首先 假定 m 一 
= mu- 一 0， 解 仅 由 m 和 m, AR 


m= 
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的 二 体 问题 ， 然 后 考虑 m, ---, mm 的 影响 ， 
求 出 解 的 偏差 ,这 种 方法 称 为 摄 动 perturbation) 
法 .把握 动 函数 展开 从 理论 上 求 偏差 , 称 为 一 
般 摄 动 理论 (general theory of perturbation); 用 
数值 积分 法 求 偏差 , 称 为 特殊 摄 动 理论 (special 
thepry. of perturbation), 7£—fRPRAVHE Ye Pile St 
问题 很 重要 ,而 且 即 使 都 是 三 体 问题 ,也 必须 根 
据 其 体 的 天 体系 统 的 相互 关系 把 摄 动 函数 适当 
地 简化 而 后 进行 讨论 。 于 是 , 例如 产生 了 月 球 
的 运动 理论 ,特殊 小 行星 的 运动 理论 等 问题 , 另 
外 还 产生 了 卫星 的 运动 理论 〈 例 如， 木星 和 太 
阳 以 及 木星 的 三 个 卫星 ), 这 是 多 体 问题 的 一 个 
ЭЖ. 
【限制 三 体 问题 】 用 数学 方法 解决 三 体 问 
题 是 非常 困难 的 ,从 十 九 世纪 Hill 提出 月 球 运 
动 理论 以 来 ， 数 学 兴趣 集中 于 限制 三 体 问 题 
(特别 是 平面 三 体 问题 )， 所 谓 限 制 三 体 问题 
(restricted. problem of three bodies) 是 假定 第 三 
体 的 质量 为 零 而 对 其 他 两 个 具有 有 限 质量 的 物 
体 的 运动 没有 任何 影响 ， 而 且 后 两 个 物体 围绕 
着 重心 作 匀 速 圆 运动 的 情况 ， 对 于 平面 运动 ， 
利用 旋转 坐标 〈#，?)， 坐 标 原点 取 在 质心 ， 具 
有 有 限 质量 的 二 体 总 是 处 在 轴 上 ， 并 适当 选 
取 单 位 ,使 得 总 质量 ,旋转 轴 的 角速度 以 及 万 有 
引力 常数 都 等 于 1， 这 时 第 三 体 的 运动 方程 可 
以 写 为 
d dy Әу 
0) аач 
a dé _ ôU 
Ae z nos | 
А А 
EC 
0ca-ci, 
ne Gar, 
пе Маъ +m. 
这 组 方程 具有 能 量 积分 , 即 
(EY + GY —2U = 常数 ， 
称 为 Jacobi 积分 (Jacobi's integral), Siegel 证 
B8, BR Jacobi 积分 外 不 存在 代数 积分 ， 用 
Poincaré 定理 可 以 证 明 不 存在 其 他 单 值 积分 . 


T. Levi-Civita 研究 了 两 个 有 限 奇 点 的 正则 化 和 
通过 有 限 奇 点 的 解 。B. O. Koopman 还 研究 了 
通过 无 限 远 点 的 解 . 

消去 微分 方程 (2) шй г. 它 就 成 为 三 维 
流动 的 表达 式 ， 而 且 这 种 流动 具有 不 变 积分 7， 
因此 有 人 从 这 种 观点 把 这 些 方程 进行 了 拓扑 学 
的 研究 ， 对 于 限制 三 体 问题 ， 特 别 是 关于 周期 
解 ,得 到 了 重要 结果 . 

【 准 局 期 运动 ，Konmoropoe-ApnonpA-Moser 
EH) 假设 相 空间 2 是 有 界 域 B. C К" 和 环 
Т" 的 积 , 并 令 p = (pis +> Pa) 是 В" 上 的 坐 
PR, q = (ns "77 q.) (mod 2x) Ж Т" 上 的 坐 
标 。 如 果 给 定 的 Hamilton 函数 H(p, 4) ER 
解析 函数 而 且 具 有 

H(p, q) = HG) + НФ, а) 
的 形式 ,这 里 H' JE: q 的 以 2x 为 周期 的 函数 , 则 
对 于 В" 上 的 任意 初始 矢量 v = (w °° 
未 受 摄 动 的 Hamilton 函数 系 的 解 由 
pit) = vjs 90) = wjt + 400) 
G a 2%. n) 

给 出 ,其 频率 为 wj = Ht (e). A. H. Колмого- 
pos [5] 和 B. И. Арнольд [6] 证 明了 下 述 
定理 , 即 如 果 未 受 摄 动 的 Hamilton 函数 系 是 非 
简 并 的 , 则 det | Hh joy] > 90， 如 果 Н 足够 小 ， 
则 对 于 几乎 所 有 的 频率 都 存在 摄 动 Hamilton 
BHA 


5%) 


p= + GO, 92 

qi = 0, + F (0, -- 5 On) 
的 一 个 解 ,这 里 0, = ot + 0,(0), MES |F] 
16] 都 很 小 时 ，F;，G; 是 0, +++ 0, 的 以 2 
为 周期 的 实 解析 函数 。 在 下 述 意义 下 , 这 些 解 
是 准 周期 的 ， 即 对 于 q1，*…*，9。 的 以 2x 为 周 
期 的 任意 实 解析 函数 (ps 4) 都 可 以 把 函数 
KG). qG)) RARA FER Fourier 级 数 : 


E I ud [OL y: 
AH ho oo he 遍及 所 有 整数 ,系数 out 当 
Ik = © lkl 
时 以 指数 形式 减 小 ， 此 外 , 这 些 准 周 期 解 在 相 


空间 2 内 构成 一 个 测度 为 正 的 集合 , 使 得 当 
IH 趋 近 于 零 时 它 的 余 集 的 测度 趋 近 于 零 . 
J. Moser [10, 11] 以 Hamilton 函数 存在 用 吉 
个 导数 的 要 求 代替 关于 它 的 解析 性 的 假设 ， 推 
T-T Колмогоров-Арвольл 定理 . 如 果 未 受 摄 
К Ж Ж fal Jta. Колмогоров-Арнольл- 
Moser 定理 就 不 能 应 用 了 , 因此 , 对 极限 简 并 的 
情况 需要 进行 特殊 处 理 . Арнольд [8] 就 一 般 
椭 贺 平衡 证 明了 点 和 具有 二 自由 度 的 周期 运动 
的 稳定 性 (如果 在 取 一 级 线性 近似 时 平衡 位 置 
ERER, Apoa [8] KRE HRH H F 
#8). А. M. Леонтович [9] 把 简化 三 体 问题 
《平面 的 和 圆 的 ) 的 Lagrange 周期 解 的 稳定 性 
作为 上 述 结果 的 推论 推导 出 来 了 .B. M. Ap 
нольд [7] 还 证 明了 下 述 结论 , 即 如 果 行 星 的 质 
量 比 中 心 物体 的 质量 小 得 很 多 ， 从 初始 条 件 的 
优越 性 来 说 , n 体 运动 是 准 局 期 的 ,对 于 这 样 的 
初始 条 件 Kepler 轨道 的 离心 率 和 倾斜 都 很 小 . 
关于 更 进一步 的 参考 文献 和 和 解说 可 参照 Apao- 
fon-A. Avez [12], C. L. Siegel-J. Moser [13] 
Fa 8k BC ЕВ 14]. 


[8) (1) E. T. Whittaker, A treatise on the ana. 
lytical dynamics of particles and rigid bodies, Cambridge 
Univ. Press, 第 四 版 ，1937; [2] H. Happel, Das Drei- 
karperproblem, Koehler Verlag 1941; (3] BUS, 天 
HHKOMML BB, Е 1947, T 1950; [4) Y. Hag 
ihara (BRAM), Celestial mechanics, 1, Dynamical prio 
ciples and transformation theory, MIT Press, 1970. If pt. 
1 and pt. 2, Perturbation theory, MIT Press, 1972. Ш. 
pt. 1 and pt. 2, Differential equations in celestial mecha 
nics, Japan Socity for the Promotion of Science 1974. IV, 
Periodic and quasi-periodic solutions, Japan Socicty for 
the Promotion of Science, 1975; [5] N. Kolmogorov, 
(A. H. Колмогоров), On the conservation of qusi-periodic 
motions for a small change in the Hamilton function. 
Dokl. Akad. Nauk SSSR, 98 (1954), 527—530: [6] B. 
И. Арнольд, Доказательство теоремы A. H. Колмогор- 
ова о сохранении условно-периолических движений при 
малом измении функини гамильтона, Успехи Mar. Наук, 
18 (113), 1963, 13—40; [71 B. И. Арнольд, Малые 
энаменатели и проблемы устойчивости движения в клас- 
сической н небесной механике, Успехи Mar. Наук, 18 
(114), 1963, 91—196; (8) В. И. Арнольд, Об усто 
йчивости положения равновесия гамильтоновой системы 
обыкновенных уравневий в общем эллиптическом случае, 
Локл. Акад. Наук CCCP, 137 (1961), 255—257; [9] 
A. M. Леонтович, Об устойчивости лагранжевых перио- 
дических решений ограниченной задачи TEX тел, Докл. 
Акад. Наук CCCP, 143 (1962), 255—258: 110) J- 
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Moser, On invariant curves of arca-preserving mapping ot 
an annulus, Nachr, Akad. Wiss, Gottingen, math-phys. 
KI. (1962), 1—10; [11] Moser, On the theory of quasi 
periodic motion; SIAM Review (1966); [12] V. t. Arnol'd 
(B. И. Арнольд)-А. Avez, Ergodic problems of classical 
mechanics, Benjamin, 1968; [13] С. L. Siegel-J. Moser, 
Lectures on celestia! mechanics，Springer，1971， 其 他 一 天 


体力 学 的 [ 参 ]. 


弹性 理论 [Ж theory of elasticity 法 théorie 
de Vélasticité 4 Theorie der Elastizität (K 
теория эластичности 日 弹性 论 ] 当 固 体 受 
外 力作 用 发 生 弹 性 形变 时 ， 其 各 部 分 受到 什么 
样 的 作用 力 ， 发 生 什么 样 的 形变 呢 ? 把 物体 看 
做 连续 体 而 从 经 典 力学 的 立场 解决 这 些 问 题 的 
理论 ,就 是 弹性 理论 ， 这 种 理论 是 宏观 的 近似 ， 
后 面 讲 的 应 力 与 伸 长 的 比例 关 系 有 时 不 一 定 成 
立 ， 因 此 应 用 于 实际 问题 时 需要 注意 它 的 适用 
范围. 

【应 力 】 在 物体 中 取 一 法 线 方向 为 v 的 小 
平面 ， 平 面 两 侧 的 物体 部 分 在 单位 面积 内 的 相 
互 作用 力 称 为 关于 这 个 平面 的 应 力 (stress), 用 
Pol Pox Pry> Pos) KET. 应 力 在 垂直 于 平面 
的 方向 的 分 量 称 为 正 应 力 (normal stress), # 
平行 于 平面 的 方向 的 分 量 称 为 切 向 应 力 (an 
gential stress) 或 切 应 力 (shearing stres)， 在 物 
体内 的 任何 一 点 ， 关 于 通过 这 一 点 的 三 个 正 交 
平面 的 三 个 应 力 为 ps(pis Pays Pen)» Pol Pree 
руу» Руа)» РСР Рау» ан) Pp。 和 这 三 个 应 力 
平衡 而 且 满足 下 面 的 关系 , 即 

р, = P.cos(v, х) + pvcos(v, y) 

+ р, соз (», z). 
这 个 关系 可 以 写 为 矩阵 积 的 形式 : 


Pox Pex Pox Pas) [cos (vo z) 
全 )- Pes Pry ro) (smc у) |. 
Р Pex Pye Pea! cos vs 2) 


JUDR (Pars Pays 7t» Рак) 构成 张 量 ', 称 为 应 
PHM (stress tensor)， 而 且 关系 式 Prs 一 Ро» 
Pa Pa Pay = Рох 成立 。 应 力 张 量 是 对 称 张 
量 , 通 常用 
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KER. 和 = 分 别 为 正 应 力 和 切 向 应 力 . 应 
力 张 量 的 散 度 和 作用 于 物体 实体 部 分 的 力 ( 在 
运动 物体 中 还 包括 惯性 力 ) 一 起 构成 平衡 式 . 
对 称 张 量 的 特性 是 至 少 有 一 组 主 方向 ， 在 这 个 
方向 上 只 有 = 分量 ( 主 应 力 ), r 分 量 完全 为 零 . 
主 应 力 的 值 等 于 的 三 次 本 征 方程 的 根 . 

【应 变 】 ikulu, о, o) Mat ди 为 物体 
中 要 邻近 的 任意 两 点 x(x, у, z) 和 zx 十 sx 的 
位 移 , 如 果 略 去 .5x 的 二 次 以 上 的 各 项 , 相对 位 
H buldu, dv, 8w) 就 可 以 用 

8а = (8u/8x)(8x) 

来 表示 。 如 果 把 右边 的 张 量 (Su/8x) 分 为 对 
称 张 量 和 反对 称 张 量 而 写 为 


2e, у, v 0 —e, e, 
z v. 28, т, + w, 0 —e, 
ту Y. 26. —e, w 0 


(RP e, = ди/дх, +115 у, = 0w/8y + 0v/ 

ses; ө, = де/ду — So/5s，.……)， 则 第 
示 刚体 的 旋转 (用 矢量 /2 表示 ); 第 一 
项 表示 物体 应 变 , 称 为 应 变 张 量 (strain censor), 
应 变 张 量 可 以 用 在 物体 内 想象 的 线 分 的 长 度 和 
角度 的 变化 来 表示 ， 即 sz， sy， в, 表示 线 分 的 
伸 长 , rs， v» v 表示 角 的 改变 ;但 是 在 应 变 张 
量 的 主 方向 只 有 线 分 量 ， 角 分 量 为 零 。 从 位 移 
(w, v, w) 和 应 变 分 量 (6s tt ne 的 关 
系 能 够 导出 联系 应 变 分 量 的 六 个 恒等式 ( 相 容 
性 条 件 )， 研 究 形变 较 大 的 问题 时 ,需要 取 到 位 
移 的 二 次 项 . 

如 果 假 定 应 力 c 和 应 变 s 成 正比 (服从 
Hooke 定律 (Hooke's law))， 而 且 应 力 和 应 
变 的 两 主轴 一 致 ， 则 在 各 向 同性 物体 内 三 个 方 
向 的 应 力 和 应 变 的 关系 为 : 

Es, = а, — v(a, 十 oa) 
SRP E ZAK Young BUR, v 表示 Poisson H. in 
果 物 体 是 各 向 同性 的 ， 那 未 有 两 个 弹性 系数 就 
够 了 ， 但 是 为 了 便利 再 用 一 个 系数 G = E/ 
2(1 +»), 就 得 到 re = Gr. 的 关系 。 如 
果 用 位 移 的 一 次 式 表示 应 变 分 量 ， 应 力也 成 为 
u, v, w 的 一 次 式 , 于 是 可 以 把 平衡 条 件 的 方程 
改写 为 : 


式 中 


对 于 运动 物体 则 以 了 一 pz, … REX. Co 
表示 密度 , # 表示 加 速度 ). 

【能 量 理论 】 使 位 移 发 生 微小 变化 时 必 有 
外 力 ( 包 括 惰性 力 ) 做 功 , 如 果 同 时 再 有 热量 出 
入 , 则 两 者 都 使 物体 的 内 能 发 生变 化 ,在 这 些 量 
之 间 有 人 能量 方程 成 立 。 严格 地 说 , 形变 一 般 不 
是 完全 弹性 的 。 除 去 这 一 点 , RERE Сй) 
形变 时 内 能 的 变化 和 发 生 弹 性 形变 时 的 内 能 变 
化 是 相等 的 ， 发 生 振 动 性 (绝热 ) 形变 时 ,因为 
有 湿度 的 变化 问题 就 不 像 等 温 变 化 那样 简单 
了 . 但 是 ,除去 上 述 由 非 弹性 产生 的 差异 之 外 ， 
这 些 情况 都 存在 着 应 变 能 县 函 数 ， 由 此 可 以 得 
到 解 的 唯一 性 , 极 小 能 量 理论 ,关于 功 和 位 移 的 
互 易 定理 等 重要 理论 . 

当 解 决 棒 \ 板 等 具体 问题 时 ,也 有 不 以 位 移 
为 主题 而 利用 应 力 函数 的 方法 无 论 哪 一 种 方 
法 ， 通 常 都 可 以 作为 微分 方程 的 边界 值 问 题 来 
处 理 。 但 是 ,在 以 极 小 能 量 原理 为 基础 的 变 分 
问题 中 ,也 可 以 利用 直接 方法 . 

【符号 】 应 力 和 应 变 的 符号 并 不 统一 .在 
工业 上 常用 o, cles у, TEP 的 分 量 写 为 
кшз Tays rao 但 是 在 A. E. H. Love 的 有 关 
弹性 理论 的 著作 中 把 p. 的 分 量 写 为 Xo Yes 
Z,, 而 且 以 ez， eys КЁ е, Ya. r. Heys HH 
代表 应 变 张 量 的 分 量 ， 但 是 实际 的 应 变 张 量 的 
分 量 分 别 为 rs/2，eys/2。 弹性 常数 的 符号 也 
ASR. 常用 的 是 E. 也 有 用 G 的 ， 但 是 不 
REDEEM. Love KA GMA Lamé 的 符号 
#({1]), 对 于 Poisson Ek, Love Ho, ASA 
了 和 应 力 符号 相 区 别 采 用 了 >。 在 工业 方面 的 
著作 中 常用 Poisson 比 的 倒数 m, EROS Poisson 
数 . 


【 参 】 [1] A.E, H. Love, Mathematical theory of 
elasticity, Cambridge Univ. Press, 第 四 版 1934; [2] 1. 
S. Sokolnikoff, Mathematical theory of elasticity, McGraw- 
Hill, 第 二 版 1956。 


流体 力学 [Æ hydrodynamics ¿k hydrodynami- 
que Ф Hydrodynamik А гидродинамика 日 
流体 力学 ] 气体 和 液体 都 具有 受到 微小 作用 
力 就 改变 形状 的 性 质 ， 所 以 在 运动 状态 方面 也 
有 许多 共同 点 , 因此 总 称 为 流体 (flvid)。 把 这 
种 容易 变形 的 性 质 用 数学 的 语言 来 表达 ， 就 是 
当 处 于 静止 状态 时 ,想象 其 中 任意 一 个 分 界面 ， 
分 界面 两 侧 相互 作用 的 力 ( 即 应 力 ) 永 远 垂直 于 
这 个 面 ,而 且 作 用 方向 是 相对 的 ,这 样 的 连续 体 
就 是 流体 ， 不 考虑 分 子 结构 而 研究 气体 和 液体 
的 平衡 与 运动 的 学 科 , 就 是 流体 力学 .特别 是 ， 
研究 流体 平衡 的 部 分 称 为 流体 静 力学 (hydro 
statics)， 研 究 流体 流动 的 部 分 称 为 流体 动力 学 
(hydrodynamics), 

表示 流体 运动 的 方法 有 两 种 ， 一 种 是 把 流 
体 看 做 无 数 质点 的 集合 ， 研 究 各 个 质点 在 各 时 
刻 所 作 的 运动 ,这 是 Lagrange 方法 《Lagran- 
ge’s method), 例如， 流体 的 某 一 粒子 在 时 刻 
+ = 0 的 坐标 为 (+,y，*) = (a, b, с), 在 任意 
WH) OK BI e= filer bs cst), y m far b> 
сэл)» x == (a, b, es 1) 的 位 置 ， 这 时 流体 的 
运动 用 函数 及, fa» 思 就 可 以 完全 决定 。 另 一 种 
是 Euler 方法 (Euler”s method)， 这 种 方法 是 
研究 流体 在 任意 时 刻 和 任意 位 置 的 速度 обы, 
v, w), 密度 p、 压力 等 所 具有 的 值 ， 也 就 是 
把 属于 流体 的 各 种 物理 量 当 作 时 间 和 空间 (x， 
y» z 1) 的 函数 来 研究 . 任何 一 个 物理 量 Р, BB 
着 流体 粒子 运动 发 生 的 时 间 变化 率 ， 称 为 
Lagrange 导数 (Lagrangean derivative), JH 
DF/Dt 表示 , 它 和 普通 偏 导数 有 下 式 所 表示 的 
关系 , 即 

DF/Dt = 8F /8t + «OF /Ox 

+ vôF/ðy + wOF/8z, 

上 述 五 个 量 , 即 速度 的 三 个 分 量 (и, v, w) 
ТАЛАКА (р, р) (其 他 状态 量 , 如 温度 T, 
炉 5 等 一 般 由 状态 方程 T 一 T(p,p)，3 一 
Sp» о) 决定 ) 可 以 由 表示 质量 \ 动 量 \ 能 量 守 便 
定律 的 五 个 (1 + 3 + D) 关系 式 决 定 ， 相 当 于 
质量 守恒 定律 的 是 连续 方程 《equation of con- 
tinuity), B 
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а) 89/8: + div(po) = 0: 
相当 于 动量 守恒 定律 的 是 运动 方程 (equation of 
motion), BJ 
(2) 0(ov)/8: + div (pv @ v — p) = pK 
(K 表示 作用 于 单位 质量 的 外 力 ,p 表示 应 力 张 
E, @ 表示 张 量 积 +, -二 阶 张 量 的 div 分 别 取 于 
各 行 矢量 ), 利用 (1) 将 (2) 的 各 分 量 写 出 , W 
为 
jj p2“ as ó SENE 
Co p Pe = E di Ser + Kes 
Dr Өр,. 
ob =: Орално е Obr + OK ys 
w as б a n 
— Ober + бра + Ор ок 
相当 于 能 量 守恒 定律 的 是 能 量 方程 (cnergy 
equation), HBD 
(3) O(pvi/2 + pE)/0: + div (ov(v'/2 
*E)-v:ph)—0 
BRIBE RAT EZ (equation of entropy production) > 
gm 
G) eTDS/Di = —div h + 0 
(E 表示 单位 质量 的 内 能 , 2 表示 单位 时 间 内 单 
位 体积 发 生 的 热量 , A 表示 热流 )， 但 假定 K, 
Pa» 及，Q 是 已 知 的 ,或 与 其 他 量 的 关系 (例如 >、 
h= 一 x grad T (x 是 温度 传导 率 )) 是 已 知 的 。 
【完全 流体 】 如 果 流 动 中 有 速度 梯度 ， 就 
要 出 现 消减 这 种 梯度 使 速度 均匀 的 切线 应 力 ， 
这 时 p 就 不 是 对 角 张 量 (一 psn， 即 压力 )， 这 
种 性 质 称 为 流体 的 粘性 〈viscosiy)， 这 时 ,@ 和 
五 一般 不 为 零 。 但 是 为 了 便于 进行 数学 处 理 ， 
作为 实际 流体 的 大 范围 的 近似 ， 假 想 一 种 没有 
粘性 的 (有 时 还 是 绝热 的 ) 流体 ,这 种 流体 称 为 
完全 流体 《perfect fluid), #8 O), (2) 中 的 
pia 只 是 压力 ,就 得 到 Euler 运动 方程 (Euler * 
equation of motion), BI 
Oo pDv/D: = —grad p + pK; 
4 (3) hay O = 0, h = 0, 488] DS/Dt = 0, 
或 者 它 的 积分 5 一 常数 CS NN Wk. Chomentzopic. 
flow) 受 绝热 定律 oc or 支配 ); 完 全 流体 的 运 
动 由 Euler 运动 方程 和 这 样 的 热力 学 关系 决 
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XE. 特别 是 对 于 液体 ,由 于 可 以 忽视 密度 变化 ， 
Te o= 常数 ,于 是 (1) 成 为 
(5) divo = 0, 
REC), (5), TUEA (r, ys z, £) 的 函数 
来 决定 四 个 未 知 数 (и, v, w, p). 

密度 一 定 的 流体 称 为 不 可 压缩 流体 Cin- 
compressible fluid), 密度 变化 的 流体 称 为 可 压缩 
‘HEHE (compressible fluid)。 由 常识 知道 ,气体 是 
可 压缩 流体 ; 但 是 和 在 气体 中 传播 的 声波 的 速 
度 с = Vdp/Jdp 相 比 ,气体 的 流速 4 一 Lol Ж 
是 很 大 时 ， 也 可 以 把 它 作为 不 可 压缩 流体 来 处 
38. q/c = M 称 为 Mach 数 (Mach number), 

由 速度 矢量 得 到 的 矢量 oE, т, 0), BD 
в = rot v, 称 为 旋 广 《vorticity，rotation) ,流体 
的 微小 部 分 信 胃 速度 (1/2)@ 旋转 ， 几 一 0 的 
流动 称 为 无 旋 流 (irrotational flow), о я 0 的 
流动 称 为 旋 流 〈roratiomal flow), 曲线 dx:dy: 
ds = uiviw W dxidyide = Eit 分 别称 为 
Sk oils, Time CHES | ode 称 
为 关于 C 的 环流 (circulation), 

在 无 旋 流 中 ， 速 度 可 以 表示 为 o= grad Ф 
的 形式 , 9 称 为 速度 势 (velocity potential)... 外 
H K RAW o (K = 一 grad 0), WRP RE p 
的 函数 ,压力 方程 (pressure equation) 

2. LS 2 + a= 6и 
在 流动 的 各 点 都 成 立 ， 在 定常 流 中 ,方程 
iw 

© — Z4 +| +0- жк 


对 每 条 流 线 都 成 立 ， 这 就 是 Bernoulli 定理 . 
上 面 两 方程 相当 于 运动 方程 的 能 量 积分 。 还 有 
相当 于 角 动 量 守恒 定律 的 Helmholtz ` 涡 旋 定 
38 (Helmholtz’s vorticity theorem), 这 就 是 说 ， 
щ K= 一 grad Q, p = Ко) вї, ИЖА 
也 不 消灭. 

对 于 不 可 压缩 流体 的 无 旋 运动 , 由 (1) 可 
MGH Laplace 方程 АФ 一 0， 因 此 问题 就 归 
结 为 在 适当 的 边界 条 件 (例如 ,速度 在 固定 壁 的 
法 线 方向 的 分 量 为 va = 00/05 = 0) 下 决定 调 


ARR. 特别 是 对 于 二 维 流动 的 问题 ， 根 据 
(1) 可 以 引信 流 函 数 (stream function) = Wg / 
ду, v = —Әҹ/Әх, 而且 Cauchy-Riemann 微分 
方程 + 09/0x = 0v /0y, ӘФ/Әу = —Ow/0x 
成 立 , 所 以 f= Ф + iW RE z = x + iy 的 解析 
函数 .因此 二 维 无 旋 运动 理论 在 本 质 上 和 复 变 
函数 论 是 等 同 的 , 保 角 映射 理论 发 挥 了 巨大 作 
用 . 

对 于 可 压缩 流体 的 无 旋 定 常 流动 ， 如 果 
o= 0, 由 (6) 知 道 ,P 和 oe 以 及 声速 c 都 可 以 
作为 q 的 函数 来 决定 , 于 是 由 (1)、(4) 可 以 导 
出 关于 g 的 二 阶 非 线性 偏 微分 方程 
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这 个 方程 相应 于 M 小 于 1 (流速 小 于 声速 ) 或 
大 于 1 (流速 大 于 声速 ) 而 分 别 成 为 酉 圆 型 或 双 
曲线 型 仿 敏 方程 (一 混合 型 偏 微分 方程)， 对 
于 二 维 流动 ,由 (1) 知道 

u= 00/0x = (1/0099 /9у), 

v = 09/8y = —(1/0)09Ф/Әк), 
HASLAM Y. KERTO fi T fD) 
非 线性 方程 ; 然而 ,相应 于 Legendre 变换 7( 结 
果 是 等 同 的 ,考虑 一 个 以 速度 的 大 小 和 倾角 
6 为 独立 变数 的 速 端 平面 (hodograph plane), 
就 可 以 得 到 线性 方程 


д4 dq “өд! 00 
M Б aA 
од 00 
90 _ а DV 
86 Og 


(4(oq)/4q = p — M9). 
以 此 为 基础 研究 可 压缩 流体 的 二 维 流 动 的 方 
法 称 为 速 端 曲线 法 〈hodograph method), Xj Р 
M 较 小 的 流动 有 逐次 逼近 法 ， 这 种 方法 的 出 发 
点 是 忽视 了 《7) 中 的 OCM?) 项 而 得 到 Laplace 
方程 ,也 叫 M: 展开 法 (M?-expansion method), 


对 于 绕 过 置 于 (z 方向 的 ， 速 度 忌 的) 均匀 流 中 
的 薄 导 或 细 长 物体 的 流动 ЖН $ t: (thin 
wing theory, slender body theory)， 这 是 假定 r, 
© 很 小 而 以 方程 ` 
(8) (1 — M2)8:@/0= + Ə2@/8y 
Р + 09/02 = 0 

为 一 级 近似 的 理论 . 4M<1,RM>1 (假定 
不 很 大 ) 时 ,可 以 用 无 穷 远 处 的 Mach Ж М„ = 
U/c,, 代替 M 来 进行 线性 化 (Prandt-Glauert jr 
М). 当 M>1 时 ,(8) 具 有 特征 曲面 , 即 
Mach 圆锥 (Mach cone)， 它 和 流动 成 的 角 为 
arc sin c/4 = arcsin 1/M ,可 以 认为 ,这 是 从 声 
源 出 发 以 速度 < 扩展 的 球面 波 以 速度 q 移动 时 
产生 的 包 络 面 . 当 M ~ 1 时 ,着 令 @ 一 cax 十 
9 (cs 表示 4 一 “时 的 流速 )， 对 于 作 绝热 变化 
的 气体 可 以 用 混合 型 偏 微分 方程 

Әф, Pp 7+1 Ay O" 
ME 26 erc E 
fE (8) 的 近似 方程 . 

‚ 这样, 在 M = 1 两 个 领域 共存 的 流动 称 为 ， 
近 于 声速 的 流动 ( 跨 声 速 流动 ) (transsonic flow); 
用 速 端 曲线 法 求 出 的 精确 解 虽然 是 已 知 的 ， 但 
在 一 般 情况 ， 从 M > 1 向 M < 1 的 连续 减速 
是 不 稳定 的 或 不 可 能 的 ， 在 流动 中 通常 会 出 现 
冲击 波 (shock wave)， 这 是 状态 量 的 不 连续 面 。 
可 以 认为 , 它 属于 (1), (2), (3) 的 弱 解 , 特别 
是 对 于 固定 在 这 个 面 上 的 坐标 系 ， 可 以 得 到 它 
们 的 积分 形 : [ov,] 一 0，[paie + priva] = 05 
14/2 + E + p/p) = 0([] 表 示 这 些 量 在 面 的 
前 后 不 连续 , ”表示 法 线 方向 分 量 )、 如 果 认 为 
炉 是 增加 的 ， 由 此 可 以 导出 冲击 波 前 后 的 流速 
和 状态 量 之 间 的 关系 式 ， 对 于 理想 气体 这 种 关 
系 称 为 Rankine-Hugoniot $R (Ranking 
Hugoniot relation), 在 弯曲 的 冲击 波 的 后 方 的 
流动 中 焙 不 是 一 定 的 ,这 种 流动 不 是 无 旋 的 ;从 
头 部 有 尖 的 细 长 物体 的 尖端 发 生 的 冲击 波 是 弱 
冲击 波 , 在 这 样 的 冲击 波 中 不 连续 性 较 小 ,接近 
于 (8) 的 特性 曲面 , 即 Mach 3& (Mach wave) 
(这 时 是 压缩 波 )。 了 月 胀 性 的 马赫 波 出 现 于 绕 过 
凹面 的 比 声音 还 快 的 超声 速 " ) 流动 的 加 速 流 
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th. 在 比 声音 快 的 流动 中 , 这 些 波 的 发 生 是 产 
生 作 用 于 物体 的 阻力 的 一 种 原因 。 

【粘性 流体 】 只 要 忽视 流体 的 粘性 ， 而 且 
假定 流动 是 连续 的 ， 在 静止 流体 中 作 等 i 
《速度 小 于 声速 ) 的 物体 就 不 受阻 力作 用 , 这 样 
的 d'Alembert 悖 论 (d'Alembert's paradox) 是 
成 立 的 。 因此 在 研究 旋涡 的 发 生 、 消灭 以 及 冲 
击 波 的 生成 、 结 构 和 物体 所 受 的 阻力 等 问题 时 ， 
必须 考虑 粘性 。 而 Newton EEE EGE АК e 
应 力 与 速度 梯度 成 正比 ， 现 在 需要 把 它 加 以 推 
广 , 而 假定 应 力 张 量 p 是 应 变速 度 张 最 e 的 线 
[IM M d 

Pas = —p + pes, — (2/3)p div v 

= —p + 2001/9 — (2/3)p div v, +s 

фу, = peys = n(Bw/By 十 8z/8z)，…， 
БШЙК" HERM (coefficient of visco- 
sity)， 满 足 这 条 假定 的 流体 称 为 Newton jf: 
(Newtonian fluid), 不 满足 这 条 假定 的 流体 称 ， 
为 非 Newton 流体 (non-Newtonian fluid), Ж 
胶 岳 溶液 外 ,大 多 数 的 流体 都 可 以 看 做 是 New- 
ton ЖЖ. 

考虑 粘性 时 ,不 可 压缩 流体 的 运动 方程 为 

(10) pDv/D: = pK — grad p + рдо. 
这 个 方程 称 为 Navier-Stokes 方程 (Navier- 
Stokes equation)。 假 定 流动 的 特征 长 度 为 上 ， 速 
度 为 U, 流体 的 密度 为 p， 粘性 系数 为 <, 由 这 
些 量 组 成 的 无 量 纲 量 R — oU L /u WA Rey: 
nolds $% (Reynolds number)。 对 于 边界 形状 相 
似 的 两 个 流动 ， 为 了 使 整个 流动 在 力学 上 是 相 
йй, к 必须 相等 。 这 称 为 Reynolds HME 
fR (Reynolds law of similarity)， 对 于 RR 较 小 的 
流动 有 Stokes 近似 (Stokes approximation) 和 
Oseen 近似 (Osen approximation), 前 者 是 把 
运动 方程 (10) 中 的 加 速度 DU/D: 用 90/9 
代替 ,后 者 是 把 Do/Di 用 до/д: + UOv/8x 代 
Ë (假定 物体 放 在 治 * 方向 以 匀速 度 UU 运 动 的 
жаг). 

相反 ,如果 R 较 大 ,只 要 速度 梯度 不 是 特别 
大 ， 就 可 以 忽视 xAv， 因 此 可 以 看 做 是 完全 流 
体 的 流动 。 但 是 ,在 固定 壁 的 附近 ,在 非常 薄 的 
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WER, HB eS HRN UB FEFE 
BE БКА, 于 是 产生 较 大 的 速度 梯度 。 这 
一 流 层 称 为 边界 展 (boundary layer)。 对 于 边界 
层 , 下 面 的 Prandd AAH (boundary layer 
equation) 成 立 : 
Bu Ou Bu _ BU 
an wr es Uy S 
+@3®ьЁ Sl, 
dr 0 Әу 
ЕС 
ar ə ` 
这 里 z, y 分 别 为 壁 的 平行 方向 和 垂直 方向 的 
坐标 , 避 是 边界 层 外 面 的 流速 在 8U/8x <0 
之 处 ,边界 层 可 能 从 物体 表面 分 离 ， 这 时 边界 
层 内 部 的 大 旋 度 被 送 先 流动 之 中 ， 所 以 流动 中 
发 生 涡 旋 ， 对 于 边界 层 不 分 离 的 物体 ,d’Alem- 
bert 悖 论 作 为 真理 成 立 , 这 时 阻力 很 小 , 这 种 物 
体 是 流 线 形 物 体 〈stream-line body), 

对 于 可 压缩 流体 ， 存 在 着 边界 层 与 冲击 波 
互相 干扰 的 新 问题 。 发 生 在 物体 表面 上 的 冲击 
波 所 引起 的 压力 上 升 ， 既 破坏 关于 边界 层 的 假 
设 又 引起 边界 层 的 分 离 。 当 Mach 数 增 大 时 
(M 三 5, 称 为 高 超声 速 流动 (hypersonic flow)), 
尖 头 冲击 波 向 物体 接近 而 与 边界 层 干扰 ， 对 于 
边界 层 的 发 热 (9 引起 的 粘性 减 小 ), 需要 同时 
考虑 粘性 和 热传导 ,这 样 就 需要 处 理 把 <，K 对 
温度 的 依赖 关系 和 能 量 方 程 (3) 同时 完全 包括 
在 内 的 方程 组 。 

对 于 这 样 的 复杂 系统 ， 量 纲 分 析 往往 是 有 
用 的 (— 量 纲 分 析 )。 对 于 几何 形状 相似 的 物 
体 , 上 述 雷诺 相似 定律 的 仿 射 变换 ,也 可 作为 相 
似 定律 "来 考虑 。 相应 于 比 声速 慢 的 流动 的 方 
程 (8), 考虑 翼 弦 (流动 方向 的 长 度 ) 为 1, WR 
AHL, REA 的 薄 姻 ， 它 的 表面 上 的 压力 系 
Ж Cs (无 量 纲 的 压力 变化 ) 满足 

Col Lr) AC (LT — MBL, еМ) 
的 关系 ,这 是 有 名 的 PrandtlGlauert HME 
律 (Prandd-Glauert law of similarity), AIh a Ж 
任意 常数 ，Cw 是 放 在 不 可 压缩 流体 中 物体 的 
压力 系数 ， 此 物体 的 长 度 、 厚 度 与 上 述 薄 机 不 


Fj. 对 于 (9) 有 著名 的 von kármin 型 跨 声 速 
流动 的 相似 法 则 《transsonic similarity rule), ВП 
CAL, r) = (y + 1)7^ 
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R 较 小 的 流动 一 般 具有 平滑 的 流 线 , 但 是 ， 
H R BEK h ,流动 对 时 间 、 空 间 都 有 极 不 规则 的 
变化 ， 所 谓 定常 流动 只 是 从 平均 值 的 意义 上 来 
说 的 。 前 者 称 为 层 流 (laminar flow), 后 者 称 
293838 (curbulent flow) (— ät). MRY 
洋流 的 转变 ， 可 以 认为 是 由 层 流 的 不 稳定 性 引 
起 的 , 目前 正在 用 小 振动 法 研究 这 种 问题 。 关 
于 淇 流 内 部 结构 的 研究 ，von Kármán, G. I. 
Taylor (Proc. Roy. Soc, London, 151 (1935)), 
A. Н. Колмогоров (Докл. Акад. Наук, CCCP, 
30 (1941)) 提出 的 统计 理论 占 主 导 地 位 ， 

【数学 问题 】 上 述 流体 力学 的 各 分 支 ， 提 
出 了 各 种 数学 问题 ， 而 最 近 关于 粘性 不 可 压缩 
流体 的 理论 , 亦 即 关于 Navier-Stokes 方程 (10) 
的 理论 ， 有 显著 的 发 展 ， 下 面 介绍 这 方面 的 情 
况 . 

空间 领域 C 里 的 定常 流 问题 ， 可 以 归结 为 
tH (5), (10) 以 及 边界 条 件 
a2) 0152 = В 
HRANA FE X E v = o(x) ЯП p = p(x) 
是 未 知 函数 。 当 G 不 是 有 界 域 时 ( 亦 即 在 所 谓 
外 部 边界 值 问题 中 ), 附 有 下 面 的 无 穷 远 处 边界 
条 件 (x BERGER): 

ux) U, |x| — оо, 

这 时 在 (10) 中 DU/D: = (v: V)», Ж 
AL ARO MATES, 曾 由 J. Leray 从 
数学 观点 进行 了 研究 ([6]); 而 最 近 R. Finn, 
芯 田 宏 等 人 在 方法 以 及 结果 方面 有 所 改进 ， 或 
者 说 已 经 完成 了 (18],[10])，Finn 还 提出 了 有 
关 这 方面 的 综合 报告 (L9]). 

若 假 定 空间 领域 为 G, MH о = vl, х), 
p = P(x) 是 未 知 函 数 , 非 定常 流 问 题 就 可 归结 
为 由 (5), (10), (12) 以 及 下 面 的 初始 条 件 : 
аз) о| = а 


构成 的 初 值 -边界 值 问题 ，Leray 还 研究 了 G 为 


全 空间 的 情况 (L61, [7]); 对 于 存在 边界 的 一 
ЖИЙ, E. Hopf [13], A. A. Кислев-О. A. 
Jlanwxenckan [14] 等 人 指出 存在 着 各 种 弱 解 . 
SARA (1171), П. E. Соболевский ([181) 
SARA, MEEK, RHE 
人 利用 算 子 的 半 群 ?理论 对 这 些 结果 进行 了 改 
进 ([11], [12])。 在 上 述 各 论文 中 , 除 Hopf 的 
论文 外 ,都 得 到 了 解 的 唯一 性 . 

在 初 值 -边界 值 问题 中 ,空间 的 维 数 普 和 解 
在 无 限时 间 0 < ; < co 内 的 存在 有 密切 关系 . 
实际 上 ,在 有 物理 意义 的 m=2, 3 的 情况 之 中 ， 
关于 m=2 ЙО, Ладыженская 等 人 证 明了 
在 无 限时 间 内 的 解 的 存在 (151, [19], 0121), 
而 关于 m = 3 的 情况 , 解 在 无 限时 间 内 的 存在 ， 
在 一 般 假定 下 还 没有 得 到 证 明 . 

关于 可 压缩 流体 的 综合 报告 ,可 参阅 
[20]. 
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磁 流 体力 学 [% magnetohydrodynamics 法 
magnétohydrodynamique 4; Magnetohydrodynamik 
dh магнитная гидродинамика Н RASHID 
学 ] 磁 流 体力 学 是 研究 导电 性 流体 在 磁场 中 
运动 的 学 科 , 也 称 为 电磁 流体 力学 ， 流体 在 磁 
场 中 运动 所 产生 的 电动 势能 使 磁场 变形 ,同时 ， 
磁场 中 的 电流 所 产生 的 力也 能 改变 流体 的 运 
动 。 磁场 和 运动 相互 作用 的 结果 , 产生 了 许多 
重要 而 且 有 趣 的 现象 . 

在 磁 流体 力学 中 ,我 们 通常 假设 : (1) 流体 
是 连续 的 ; (2) 电导 率 o 是 不 可 忽略 的 ; (3) Ж 
速 w 同 光速 “ 相 比 是 小 量 , 即 

max (L?/(c?T?), U?/c?) < min (1, R4), 

这 里 工 是 特征 长 度 ,是 特征 时 间 ,U 是 特征 速 
B, К„ 一 oxUL (p 表示 磁 导 率 ) 是 无 量 纲 量 ， 
称 为 磁 Reynolds $% (magnetic Reynolds number), 
这 时 ,在 Maxwell 方程 中 ,位 移 电流 和 对 流 电流 
比 传导 电流 J 小 得 很 多 ,可 以 忽略 不 计 , 因 此 可 


以 把 方程 写 为 
(1) divB=0, ro H=J, rot E =—8B/ðt, 
(2) p. = diveE 


(e 表示 介 电 常数 )， 在 上 式 中 

(3) В= H, Ј= (Е +ох В), 

后 者 称 为 关于 运动 介质 的 Ohm 定律 ,在 温度 梯 
É. Hall 效应 等 影响 都 很 小 的 情况 下 , 此 定律 
成 立 。 流体 的 运动 (一 流体 力学 ) 遵守 下 面 几 
个 方程 , 即 连续 方程 

(4) ap/ar + div pv = 0, 

运动 方程 

(5) 8(pv)/8: = 一 div (pv Q v — P — T) 
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(P 表 示 力 学 的 应 力 张 量 , 表示 Maxwell 应 力 
张 量 

Т» = &(H,H; — (1/2)H"8,;)), 
也 可 以 写 为 
(5) pDv/Dt=divP + K, K= J x B, 
以 及 状态 方程 ， 能 量 方程 (根据 最 初 的 假定 知 
Ж, 作用 于 电荷 pe 的 力 oE 比 作 用 于 电流 的 力 
JX B 小 得 多 ， 可 以 忽略 不 计 ， 因 此 可 以 把 
(2) 和 其 他 方程 组 分 离 ， 成 为 单独 决定 pe 的 方 
程 ). 

如 果 u.c 是 常数 , 由 (1) 和 Ohm 定律 消 
KE MI, 就 可 以 得 到 下 面 的 感应 方程 (induc- 
tion equation): 

(6) ƏB/O;— rot (v X B) + ANB, 

A? = grad div — rot rot, à= 1/po, 

这 个 方程 和 关于 不 可 压缩 粘性 流体 中 的 旋 度 
w 的 方程 00/0: = ra(V х w) + vaw (v Ж 
示 动 粘性 系数 ) 具有 相同 的 形式 ， 因 此 称 а = 
1/po 为 磁 粘 性 系数 ,右边 的 第 一 项 (对 流 项 ) 和 
第 二 项 (扩散 项 ) 之 比 
Ry = UL/A = poUL 

称 为 磁 Reynolds $, Sig — оо R L — оо B$, 
R,=co 相应 于 完全 流体 ,这 时 ,和 在 Helmholtz 
涡 旋 定理 ' 中 一 样 、 磁 力 线 就 好 象 附 着 在 流体 
上 而 随 着 流体 运动 。 Н. Alfvén 首先 注意 到 
(1943), 由 于 附着 于 流体 的 磁力 线 的 张力 ин! 
(是 在 (5) 中 除去 磁 压 — (1/2)aH?0,; 所 得 结 
果 ) 的 作用 , 在 流体 中 存在 着 一 种 横 波 , 沿 磁力 
线 方向 以 速度 a— V aH'/p 行进 , 称 为 Alfvén 
Ж (Alfvén wave)。 对 于 可 压缩 完全 流体 (Ru 一 
оо, 在 (5) 中 Py —p8i; (р 表示 压力 )),(1) 一 
(5) 成 为 联 立 双 曲 线 型 偏 微分 方程 ， 在 这 样 的 
流体 中 除 纯 Alfvén 波 之 外 ， 由 于 它 和 速度 为 
a = | dpdo 的 声波 的 干涉 ， 还 有 两 种 磁 声 波 
作为 特性 面 出 现 , 相 对 于 流体 的 相位 速度 为 


a= C/V 2) + о 
+ (a! + a) — 4atalcos20) 
(ө 表示 磁场 方向 和 波 面 法 线 之 间 的 角 )， 相 应 
于 a4 和 a- 分 别称 为 快 波 (fast wave) 和 慢 波 


(slow wave), 

根据 (6) 可 以 说 明 地 球 内 部 磁场 的 生成 和 
维持 ,这 就 是 流体 磁力 理论 (hydromagnetic 
dynamo theory)。 另 外 , 还 可 以 应 用 于 天 体 的 各 
种 现象 以 及 MHD 发 电 等 方面 。 为 了 验证 理论 
的 结果 ， 曾 有 人 用 水 银 及 液体 钠 进行 了 实验 ， 
ERICH FERRED BANKS AT 
体 已 应 用 到 这 种 地 步 ， 使 得 流体 动力 学 处 理 作 
为 一 级 近似 是 成 立 的 . 

{B) [1] T. G. Cowling, Magnetohydrodynamics, 
Interscience, 1957, [2] H. Alfvén-C. G. Falthammar, 
Cosmical electrodynamics, Clarendon Press， 第 二 版 1963; 
[3] жижа, MAADRAOGA, BERTI хто 
DF, BUMBERUGARS, 1958; 14) &3рю)- б 
A, 电磁 流体 力学 ， 岩 汶 骂 座 现代 物理 学 ，1959; [5] Ж 
原 太郎 -水 野 幸 雁 ， 了 己 芭 了 四 物理 学 ， 岩 波 足 座 现代 物理 


学 , 1959; [6] Progress of theoretical physics, Suppl. 
по. 24, 1962. 


ЖЖ [XE turbulent flow 法 écoulement turbulent 
4 "Turbulentstrómung А турбулентиое течение 
日 乱 流 ] ЖЖК] 5). БАА 
对 ,流体 的 各 部 分 描绘 着 互 不 相交 的 曲线 的 流 
动 称 为 层 流 (laminar flow), 

湛 流 通常 是 由 来 自 外 部 的 扰动 引起 的 ; 但 
是 ,在 定常 状态 下 ,涡流 并 不 由 扰动 本 身 的 直接 
作用 来 维持 ,而 由 流动 内 部 的 不 稳定 性 来 维持 . 
流动 的 不 稳定 性 的 指标 可 以 用 Reynolds 数 ' R 
给 出 。 以 R 的 临界 值 (critical value) R, 为 境 
界 , 当 R 二 R。 时 流动 对 于 来 自 外 部 的 扰动 是 稳 
定 的 ,维持 着 层 流 ; R > Re 时 流动 是 不 稳定 的 ， 
受到 来 自 外 部 的 扰动 时 就 转变 为 灌流 ， 若 以 加 
管 中 的 流动 (Poseuille 流动 (Poseuille flow)) 
为 例 , 则 R 一 (最 大 流速 )x( 圆 管 半径 )/( 动 粘 
性 系数 )，Re 一 2 x 10, 

临界 Reynolds $ Re 的 值 一 般 随 扰动 的 大 
小 而 改变 , 上 例 中 的 Re 一 2 x 10; 给 出 了 所 有 
扰动 的 К, FER. 如 果 使 扰动 逐渐 减 小 ，Re 
就 增 大 ;但 是 , 在 一 般 情 况 下 , 扰动 接近 于 无 穷 
小 时 Re 也 存在 着 上 限 。 解 线性 化 的 扰动 振幅 
的 方程 ， 根 据 流体 力学 的 稳定 性 理论 就 可 以 计 
算出 R. 的 上 限 值 。 关 于 旋转 着 的 同心 贺 简 间 
的 流动 以 及 平板 上 的 边界 层 ' 问 题 , 理 论 和 实验 


结果 一 致 。 此 外 , 对 各 种 典型 层 流 的 稳定 特性 
也 进行 了 研究 ([1], (21). 

如 果 流动 中 含有 在 临界 状态 下 发 生 的 抗 
动 ,这 种 流动 不 能 直接 成 为 演 流 ,为 了 使 它 成 为 
湛 流 ,必须 增加 扰动 的 不 规则 性 ,这 种 不 规则 性 
体现 于 Navier-Stokes 方程 + 的 非 线 性 。 ABE 
RRHH Re 稍 大 的 值 , 则 某 种 波 数 的 正弦 波 的 
扰动 将 以 最 大 速度 开始 成 长 。 但 是 , 如 果 扰 动 
的 振幅 增 大 , 则 由 于 方程 是 非 线性 的 ,高 波 数 的 
扰动 必定 一 个 接 一 个 地 发 生 。 在 层 流 的 情况 
下 ,流动 的 动能 因 粘 性 消散 而 直接 消失 ;但 是 由 
于 发 生 了 扰动 ， 相 当 于 它 的 一 部 分 能 量 一 时 转 
化 为 扰动 能 量 , 以 后 因 粘 性 的 影响 而 消失 。 如 
果 R 一 Re 的 值 增 大 ， 则 共存 的 高 波 数 扰动 的 
数量 增多 , 各 波 的 成 分 间 的 能 量 流 也 增 大 。 在 
这 种 过 程 中 ， 层 流 所 具有 的 微小 不 规则 性 以 及 
一 级 扰动 的 起 伏 将 随 着 向 高 级 扰动 发 展 而 扩 
大 , 当 扰动 的 成 分 高 于 某 种 波 数 时 ,要 出 现 一 种 
统计 的 平衡 状态 。 这 时 的 流动 称 为 详 流 , 扰动 
POS PR RRM (turbulence), 上 述 从 层 流向 
满 流 的 转变 过 程 称 为 过 渡 (transition), BILL 
渡 的 主要 理论 主要 是 非 线性 稳定 理论 ， 另 外 还 
进行 了 其 他 许多 探讨 ， 但 是 都 没有 得 到 决定 性 
的 成 果 ([1], 132). 

党 性 的 统计 理论 所 研究 的 是 淇 性 的 统计 平 
衡 状 态 。 为 了 把 研究 对 象 简单 化 , 通常 研究 均 
5778 (homogeneous turbulence) 以 及 更 简单 的 
SIRE (isotropic turbulence)。 在 前 一 种 
油性 中 ， 支 配 油 性 的 统计 规律 对 于 坐标 平移 是 
不 变 的 ; 在 后 一 种 湛 性 中 还 增加 了 对 于 坐标 旋 
转 、 反 演 的 不 变性 。 

流体 在 某 一 时 刻 的 运动 状况 ， 可 以 用 它 在 
空间 内 所 有 的 点 x 的 速度 u 在 三 个 坐标 轴 方 向 
的 分 量 的 集合 来 表示 , 换 句 话说 ,就 是 用 无 限 维 
相 空 间 内 的 一 点 ( 相 点 ) 来 表示 。 相 点 随 着 时 间 
按照 Navier-Stokes 方程 沿 着 复杂 而 唯一 的 路 线 
运动 。 抽象 地 说 , 满 流 无 非 是 这 种 流体 的 速度 
场 的 随机 运动 (一 概率 过 程 ) 而 已 。 流 体 的 随 
机 速度 的 分 布 可 以 用 特征 汛 函 ' 表 示 , 它 所 遵 
循 的 方程 已 由 E. Hopf 给 出 ,并 证 明 在 非 粘性 
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的 极限 条 件 下 ， 它 的 解 存在 而 且 是 正 态 分 布 " 
的 ,但 是 , 除 此 之 外 还 没有 找到 其 他 解 ([1]). 
不 考虑 概率 分 布 ? 本 身 只 研究 低 阶 矩 量 的 
理论 是 G. I. Taylor, Th. von Kármán 创始 的 ， 
在 第 二 次 世界 大 战 以 后 有 显著 的 进展 ， 它 的 主 
要 研究 对 象 是 矩 量 。 所 谓 矩 量 是 一 种 相关 张 量 
(correlation tensor), Ж (i, j) 分 量 是 流体 在 x, 
十 了 两 点 的 速度 分 量 w， и, 之 积 的 平均 值 , 即 
By Cr) = (а(х) (х + 7)), 
也 是 能 谱 张 量 (cnergy spectrum tensor), 这 是 相 
关 张 量 的 Fourier 变换 7, 即 


0:68) = — | peo Ci ns 


(22) 

i= V 一 1. 

ESA dinh, 
@, (k) = (1/4xk2 JEK d — kiki/ E), 

k- IK. 
能 谱 函 数 ECA) 表示 在 波 数 空间 内 的 半径 为 
的 球面 上 分 布 的 能 量 ， 由 于 Navier-Stokes 方程 
是 非 线 性 的 ， 所 以 矩 量 理论 的 本 质 上 的 弱点 在 
于 各 矩 量 的 方程 组 不 是 封闭 的 ; 因此 又 提出 
ТЕНТА ИЮНИ. Ж, А. Н. 
Колмогоров 285] A T E688: г) [e ise Cocal- 
ly isotropic turbulence) 的 概念 ,从 物理 的 观点 对 
能 量 传播 进行 了 考察 ， 并 利用 考察 结果 和 量 纲 
分 析 + 推 导出 能 谱 函 数 , 即 在 雷诺 数 很 大 的 平衡 
领域 中 的 能 谱 EC) ос 47°, Колмогоров 的 能 
谱 函 数目 前 已 得 到 相当 多 的 实验 根据 . 


(8) (1) RAE, ан, WHE, 1962; [2] C. 
C. Lin, The theory of hydrodynamical stability, Cambridge 
Univ. Press, 1955, [3] Н. Schlichting, Boundary layer 


theory, McGraw-Hill, 349 1979(4] G. K. Batchelor, 
The theory of homogeneous turbulence, Cambridge Univ. 
Press, 1953. 


波动 [ 英 wave ik onde Ж Welle (ñ волна 
日 波动 ] 媒质 中 某 处 发 生 的 状态 变化 ， 以 有 
限 速 度 向 周围 传播 的 现象 称 为 波动 。 在 气体 、 
液体 、 固 体内 传播 的 密度 或 应 变 的 变化 称 为 声 
波 。 特别 是 , 在 弹性 体内 传播 的 波 也 称 为 弹性 
波 。 此 外 、 在 水 面 、 地 球 表面 还 能 发 生 表面 波 
(surface wave)。 电 磁 作 用 在 上 述 媒质 中 传播 时 
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就 成 为 电磁 波 ， BE, 电磁 波 还 能 在 真空 中 传 
播 , 光 就 是 电磁 波 的 一 种 。 根 据 广义 相对 论 *， 
重力 也 是 以 波 的 形式 传播 的 . 

在 多 数 情况 下 ,波动 可 以 用 波动 方程 (wave 
equation) 
Oy (e 489 p Ow 
or ð? By? Әг? 
来 表示 ， 式 中 £ 表示 时 间 ,x, y, z 表示 空间 正 
ЗА, с 表示 传播 速度 ,由 是 表示 媒质 状态 的 
R. 

在 闭 曲 面 围 成 的 区 域内 取 一 点 作为 原点 ， 
设 原点 和 曲面 上 某 一 点 的 距离 为 -， 则 原点 在 
HHA e AIRA ACO, £) 可 以 由 上 述 曲面 在 时 刻 
£ 一 r/e 的 状态 来 决定 , Bn 

1 1 š 
о) 7 2 (o 2-(2)-1 Е 
Әр Or 
ш i1. 

这 里 ”是 上 述 曲面 某 一 点 的 内 向 法 线 ， 积 分 
范围 是 这 个 曲面 ， 在 被 积分 函数 中 取 : 一 r/c 
为 时 间 。 上 面 的 关系 是 Huygens MÆ (Huy 
gens’ principle) 的 数学 表示 。 这 种 关系 在 三 维 
空间 成 立 ， 而 在 二 维 空间 这 种 意义 的 Huygens 
原理 就 不 成 立 了 (一 双 曲 线 型 偏 微分 方程 ). 

设 F 为 任意 函数 ， 在 单位 矢量 n 的 方向 进 
行 的 平面 滤 (plane wave) 可 以 用 w= FG 一 
n т/с) 来 表示 (т = (z, у, z) 是 位 矢 ). 最 简 
单 的 情况 是 Ф= Asin (ог —k- r + 8) 这样 
的 正弦 波 (sine wave), KH A (振幅 ) 和 65( 周 
HARO 是 任意 常数 ， 矢 量 指向 波 的 进行 方 
向 ,具有 关系 |Ё|с=о. © AMAR (angular 
frequency), «0/2= 称 为 频率 (frequency), А #KA 
MAKR, |Ё| 称 为 波 数 (wave number), 2x/o 
称 为 周期 (period)，2x/|k| 称 为 波长 (wave 
length)， 波 峰 的 进行 速度 等 于 ЛА = c, Fk 
为 相 速 度 (phase velocity), 

从 原点 发 散 出 来 的 球面 波 (spherical wave) 
一 般 可 以 用 

124ү1 r 
tr Ge | 


с 
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波动 并 不 限于 上 述 方程 所 表示 的 范围 , 在 
一 般 情 况 下 ， 几 不 是 标量 而 是 具有 数 个 分 量 的 
量 (例如 矢量 )， 它 的 分 量 满足 联 立 微分 方程 . 
方程 的 形式 虽 有 种 种 ， 但 一 般 都 具有 正弦 波形 
式 的 解 , 相 速 度 c = o/k) 一 般 是 波长 ; 的 函 
Ж. RAPIER ORE (dispersive wave), W 
质变 化 的 传播 速度 不 等 于 想 速 度 ， 具 有 近似 于 
平面 波形 式 的 有 限 范 围 的 变化 ,以 一 Ade/dd 
的 速度 传播 ， 这 样 的 速度 称 为 群 速 度 〈grouP 
velocity), 在 多 数 情况 下 ， 表 示 振 幅 的 矢量 A 
(以 及 相应 的 8) 和 不 之 间 也 有 一 定 的 关系 , 称 
为 波 的 偏振 (polarization)，A 和 卡 互相 平行 的 
波 称 为 纵波 (longitudinal wave)， 互 相 垂 直 的 波 
FRM (transversal wave), 通常 ， 由 于 波动 
方程 是 线性 的 ,两 个 解 的 登 加 也 是 一 个 解 ( 伏 加 
原理 +)。 使 两 个 进行 方向 相反 的 正弦 波 登 加 能 
构成 波峰 停止 的 波 ( 例 : b= A sincrsink ° т), 
这 种 波 称 为 驻 流 《stationary wave)， 由 于 波 的 
能 量 与 小 的 平方 成 正比 ， 所 以 两 个 波 的 登 加 波 
的 能 量 不 等 于 两 个 波 的 能 量 之 和 ; 这 种 现象 称 
为 波 的 于 涉 〈interference)， 波 遇 到 障碍 物 时 就 
绕 过 障碍 物 传播 到 它 后 方 ， 能 量 分 布 随 障碍 的 
形状 而 异 , 这 种 现象 称 为 波 的 衍射 (ditfraction). 

对 于 空气 中 的 声波 以 及 水 面 上 的 波 ， 当 振 
幅 很 大 时 ,上 述 波 动 方程 就 不 适用 了 ,在 一 般 情 
况 下 , 需要 处 理 涉及 非 线性 方程 的 问题 ， 例如 
在 空气 中 ,如果 存 在 密度 和 压力 的 不 连续 面 ,就 
要 发 生 冲击 波 ; 在 爆炸 或 物体 以 高 速度 进行 等 
情况 下 会 出 现 这 种 现象 。 关于 研究 原子 现象 的 
波动 力学 ,可 参考 量子 力学 等 条 . 


(Ф) (1) H. Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 
Univ. Press. 第 六 版 1932; [2] Lord Rayleigh, Theory 
of sound 1, Il, Macmillan, 1877—1878; 第 二 次 修订 版 ，!、 
1894, П, 1896, HEY, Dover, 1945, [3] M. Born, Optik. 
Berlin, 1933, [4] P. Frank-R. von Mises, Die Differen 
tial and Integralgleichungen der Mechanik und Physik, 
Friedr. Vieweg Braunschweig, 第 二 版 1935. 


振动 (HK vibration, oscillation 法 vibration. 
oscillation Ж Schwingung  колебане 日 
振动 ] 周期 地 《包括 近似 的 情况 ) 反 复出 现 的 


现象 一 般 称 为 振动 .周期 振动 在 理论 上 完全 可 
以 作为 微分 方程 的 局 期 解 来 研究 . 方程 的 解 
1G) 的 周期 ? 称 为 振动 的 周期 period)， 周 期 的 
倒数 称 为 频率 (frequency), JG) WBA (大 
范围 的 或 一 个 区 间 内 的 ) 称 为 振幅 (amplitude). 
振动 理论 本 来 起 源 于 机 械 振动 的 研究 ， 但 是 它 
的 术语 还 适用 于 能 用 同样 方程 来 描述 的 现象 ， 
例如 电路 中 电流 的 振荡 等 等 . 

在 工程 中 ,如 何 防 止 振动 的 发 生 , 如 何 使 持 
续 振动 稳定 地 发 生 , 都 是 需要 解决 的 问题 .在 
振动 理论 中 还 包括 近 几 年 来 才 确认 其 存在 的 地 
球 自由 振动 等 大 规模 振动 的 问题 . 

【线性 振动 】 关于 线性 常 微 分 方程 的 周期 
WR, 从 很 早 以 来 就 进行 了 详细 的 研究 。 最 简单 
的 情况 是 作用 于 物体 的 恢复 力 (restitutive force) 
与 物体 到 平衡 位 置 的 距离 成 正比 ， 而 能 用 微分 
方程 
O) ax/dP 十 mx 一 0 
表示 的 现象 。 振幅 非常 小 的 自由 单 摆 的 振动 ， 
自 感 线圈 和 电容 器 连结 成 的 电路 (电阻 为 零 ) 中 
的 电流 、 电 压 的 振荡 等 都 是 这 种 现象 的 典型 
例子 .方程 (1) 的 解 可 以 用 = 一 4 соз (ni +a) 
来 表示 。 这 称 为 谐振 动 《harmonic oscillation) 
或 简 谐 运动 (simple harmonic motion), 这 时 报 
幅 为 4, 周期 为 2</n,n 称 为 角 频 率 (angular 
frequency), а #294048 initial. phase), 

当 自由 度 为 ”的 系统 Qno s х„) 的 各 坐 
标 能 够 表示 为 

== > Aa cos (лм + а), 
= 
fain 
时 ， 则 称 这 个 系统 在 作 自 由 谐振 动 。 其 各 个 谐 
振动 称 为 这 个 系统 的 简 正 振动 (normal vibra- 
tion)。 相 当 于 自由 度 为 无 穷 大 的 极限 情况 的 振 
动 是 弦 振动 ,其 方程 为 
Dula, 1) _ Oula, г), 
ar д? 
u(0, 2) = ul, £) = 0. 
这 个 方程 的 解 可 以 用 级 数 
EA, sin (вах /1) cos(kant/!) 
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来 表示 .也 就 是 说 ,这 种 振动 是 由 相当 于 二 1 
的 基本 振动 和 频率 为 其 整数 倍 的 谐振 动 合成 
的 . 

当 振动 物体 受到 与 速度 成 正比 的 阻力 时 ， 
其 运动 方程 为 
Q) [ай + Ledx/di + nx == ©, 

n> t, 
方程 的 解 为 : 
G) x = Ae cos(ot + a), 
s= Мт gu 
这 个 解 已 不 是 周期 函数 ， 但 х 以 =/c 为 间隔 无 
限 次 变 为 零 , 这 些 间 隔 内 的 极 值 构成 以 
v = exp(—xe/a) 

为 公 比 的 等 比 级 数 , 逐渐 趋 近 于 零 ， 这 样 的 振 
动 称 为 阻尼 振动 《damped oscillation), v 2088 
Ætt (damping ratio), logy 一 —xe/a 称 为 对 
MBH (logarithmic decrement)， 这 时 仍 把 
2z/a 称 为 "周期 ”。 

当 有 外 力 oC) 作用 于 振动 物体 时 ,其 运动 
方程 为 在 (2) 的 右边 加 上 eG), 方程 的 解 为 在 
(3) 上 附加 下 列 各 项 : 


К 
<= (se f (1) е" cosatdt. 


一 cosot | ee" sin 9а). 


用 这 种 关系 表示 的 振动 称 为 受 迫 于 eG) 的 受 
SBA (forced oscillation), 

如 果 (2) rh ft; s — 0 (这 时 是 负 阻 力 (nega- 
tive resistance), 则 (3) 的 振幅 逐渐 增 大 ， 即 微小 
干扰 逐渐 被 扩大 而 “自然 "发 生 振动 ， 这 种 振动 
称 为 自 激 振 动 (lf-excited vibration)， 这 种 现象 
能 由 特殊 线路 元 件 (例如 隧道 二 极 管 ) 发 生 ,此 
外 ,系统 中 如 果 有 时 间 延 迟 ,也 时 常 引起 这 种 现 
象 (一 差分 微分 方程 ). 

在 持续 振动 中 , 除 上 述 受 迫 振动 . 自 激 振动 
外 ， 还 有 因 系统 中 的 某 种 参数 作 周 期 变化 而 引 
起 的 参数 持续 振动 (parametric sustained vibra- 
tion) ， 在 高 速 电机 车 的 架 线 和 导电 马 之 间 时 党 
因 参 数 激 变 而 引起 持续 振动 ， 对 此 需要 采取 防 
止 措施 。 也 有 利用 参数 持续 振动 的 无 线 电 元 
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件 , 即 参 变 元 件 ， 

【 非 线性 振动 】 在 实际 系统 中 ， 或 多 或 少 
总 要 含有 非 线性 因素 ， 因 此 要 发 生 不 能 应 用 线 
性 方程 的 理论 来 处 理 的 各 种 形式 的 振动 (一 非 
线性 振动 )， 例 如 ,方程 

Ф148 — e(l —x*)dx/dt + x = 0 
(670) 

所 表示 的 稳定 持续 振动 ， 当 в 很 大 时 两 种 大 体 
稳定 的 状态 交互 地 到 复出 现 ， 并 由 一 种 状态 急 
速 向 另 一 种 状态 转变 .这 种 振动 称 为 张弛 振动 
(relaxation oscillation), 


(8) (1) PHS BOB, HH, 1942; [2] 
Lord Rayleigh, The theory of sound 1, H, Macmillan, 
1877—1878; 第 二 次 修订 版 ，[，1894, П, 1896, ЖЕП, Dover, 
1945; [3] A.A. Андронов- А. А. Barr- C. Э. Чайкин, 
Теория кодебаняя, Физматгиз, 1959 (中 译本 : А. А. 安 
WIA, A. A. 维特 ，C. Э. Mike, 振动 理论 ， 科 学 出 
Witt, EM, 1973; 下 册 ，1974); [4] TL C. Понтрягин, 
Обыкновенные дифференциальные уравнения, Физматгиз, 
1961 (中 译本 : Л. С. IERI тие, 上海 科学 技 
术 出 版 社 ，1962)。 另 一 非 线性 问题 \ 非 线性 振动 的 [ 参 ]. 


几何 光学 1% geometrical optics 法 optique 
géométrique Ж geometrische Optik {A геомет. 
рическая оптика Б #810] 把 光 看 做 是 
光线 的 集合 而 不 考虑 它 的 波长 和 频率 ， 只 以 三 
个 定律 为 基础 来 研究 光 的 路 径 的 数学 理论 称 为 
几何 光学 。 这 三 个 定律 是 : 光 的 直 进 性 ; 光 的 
反射 定律 (是 Euclid 发 现 的 , 光 在 平滑 表面 上 反 
射 时 人 射 角 等 于 反射 角 ); 光 的 折射 定律 (是 
W. Snell, R. Descartes 发 现 的 , 光 由 折射 率 为 ” 
的 均匀 介质 进入 折射 率 为 "的 均匀 介质 时 ， 
如 果 人 射 角 为 0, 折射 角 为 9， 则 n sin 6 一 
m'sin0'). R Fermat 原理 ， 如 果 介质 的 折 
射 率 是 位 置 P 的 函数 a(P)， 那 么 从 点 4 向 点 


4 进行 的 光线 总 是 沿 着 使 积分 (^ coactus 


值 的 路 径 进 行 (ds 表示 路 径 的 线 素 ; 这 个 积分 
称 为 从 A’ 到 4 的 光 程 (optical distance))。 上 述 
三 个 定律 都 可 以 由 这 一 条 原理 推导 出 来 。 于 是 
可 以 说 ,几何 光学 是 以 Fermat 原理 为 基础 建立 
起 来 的 。 光学 中 的 Ferma 原理 和 质点 力学 中 
的 变 分 原理 + (Maupertuis 原理 ) 具有 相同 的 形 


x. 原理 是 : 在 能 量 守信 的 质点 力学 系统 中 ， 
具有 一 定 能 量 4 的 单位 质量 的 粒子 ， 在 势能 为 
UCP) 的 力 场 中 所 走 的 路 径 由 


a| vzr —2U(P)d: = 0 


决定 ; 这 里 2A —2U 和 折射 率 ” 相 对 应 。 
车 在 一 个 光学 系统 中 取 正 交 坐 标 系 r у, 
z， 用 大 体 上 和 质点 力学 相同 的 方法 定义 La- 
grange PAIK" 
Lead £4 y) 
(è= dx/dz, y = dy/dz), 
典型 方向 坐标 (典型 变量 +) 
p= д1./д#, q= 8L/5y, 
Hamilton 函数 + 
H-—iptsq—L-—--—Wm—p-—q, 
就 可 以 得 到 关于 路 径 的 典型 方程 *， 若 采用 
pdx + qdy — Ніз = о, 
这 样 的 线性 形式 , 则 根据 变 分 原理 知道 , 沿 光 的 
路 径 所 取 积分 的 变 分 等 于 o, 在 两 端 4，4 的 
ЭЕ, о (A) 一 o (A), 因此 这 个 积分 只 是 两 
点 4 和 4 的 函数 S(4'，4)， 由 此 可 以 得 到 给 


出 典型 方向 坐标 的 方程 
Ө5/Әх' = —p', д5/ду = —4, 
8s/8z = H', 95/Әх = p, 
6s/8y = q; ðs/ðz = —H. 


由 以 上 各 式 消去 典型 方向 坐标 ， 就 可 以 得 到 下 
面 的 Hamilton 方程 +: 


2 /as\t 2 
a5) * (5) + (5) ~ 
2 2 (өзү 
25) + 25) «(yo 
根据 这 样 的 关系 还 可 以 推导 出 Malus 定理 , 即 
和 一 个 曲面 正 交 的 光束 经 过 几 次 反射 .折射 后 ， 
仍然 具有 和 它 正 交 的 曲面 。 
从 物 方 的 任意 一 点 4 发 出 的 光线 ,如 果 通 
过 光学 装置 的 部 分 都 聚集 在 象 方 的 一 点 4 上 且 
物 和 象 是 一 一 对 应 的 ， 这 种 成 象 称 为 完全 成 
R (perfect imaging). 在 完全 成 象 系统 中 ， 有 
Maxwell 鱼 眼 (Maxwell’s fish-eye) (介质 的 折 
射 率 是 球 对 称 分 布 的 ， 而 且 只 是 到 中 心 的 距离 


r 的 函数 , 即 可 以 用 
n(r) = a/(b + г?) 
来 表示 ) 和 Luneburg 透镜 (Luncburg lens) 
(n6) 7 Va — т) 
等 。 在 完全 成 象 时 , 光 程 保持 不 变 , 即 
n'CA ds = n(A)ds 
的 关系 成 立 。 这 时 能 给 出 保 形 映射 , 放大 率 与 
折射 率 成 反比 ， 
【Gauss 映射 】 如 果 光 学 系统 具有 一 旋转 
轴 , 即 光 轴 《optical axis), 则 接近 于 光 轴 而 且 倾斜 
很 小 的 光线 称 为 馆 轴 光线 (paraxial гау), FH 
光线 的 映射 , 即 和 光 轴 的 长 度 相 比 , 把 光线 与 光 
轴 的 距离 *, у 以 及 典型 方向 坐标 p, 4 看 做 一 
阶 无 穷 小 量 ， 忽 视 二 阶 以 上 的 无 穷 小 量 而 得 到 
的 映射 ， 称 为 Gauss 上 映射 《Gauss”mapping)、 
以 齐 次 坐标 来 表示 物 的 位 置 和 象 的 位 置 时 ， 
Gauss 映射 就 是 可 用 线性 变换 表示 的 共 线 映射 ， 
点 和 点 一 一 对 应 , 直线 和 直线 一 一 对 应 。 和 一 
个 空间 的 无 穷 远 点 相对 应 的 另 一 个 空间 的 点 
称 为 焦点 〈focus)， 如 果 把 焦点 取 为 各 空间 的 坐 
标 原 点 , 而 且 采 用 х= х/к y= n/t 一 
xa/x 这 样 的 齐 次 坐标 zi 就 可 把 Gauss 映射 表 
RA x = zb x; = z, ncm zo fum к, Yn 
体 的 垂直 于 光 轴 的 长 度 x 和 象 的 长 度 = 之 比 ， 
即 横 放 大 率 , 为 x/x 一 z/f = f'/2'3 BURKE 
为 1 的 点 称 为 主 点 (principal point), 主 点 和 焦 
点 的 距离 f s 称 为 各 空间 的 焦距 (focal len 
gth), Æ Gauss 映射 中 ， 除 此 以 外 还 有 望远镜 
[JM PLE z = ох}, ху = axi z = bz, 
AUTOR Kh K E — E. 
(RE) 不 仅 有 傍 轴 光线 ， 而 且 还 有 倾斜 
较 大 的 光线 时 ， 所 成 的 象 对 Gauss 映射 要 有 些 
偏 移 ,这 种 偏 移 普通 称 为 象 要 (aberration)。 如 
SRE (z, y) 通过 在 点 z 一 “与 光 轴 垂直 的 平 
面 、 典 型 方向 坐标 为 六, g 的 光线 变 为 在 《x,y) 
通过 在 点 z = z 与 光 轴 垂直 的 平面 、 方 向 坐标 
Ж p» а 的 光线 , 则 根据 变 分 原理 ,可 以 得 到 
pax + аду — p'dx' — ddy = aW 
(IW 是 完全 敏 分 ), 于 是 可 以 说 ,变换 
(Z, y, pig) (5 ys ps 4) 
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是 一 个 正则 变换 '。 这 种 映射 也 可 以 用 W 表示 
如 下 : 


= OW ow. 
PU UU? 
NET „өт 
4 a” ay 
还 可 以 用 


V=w +f” + фу 

或 

U=W 十 px + Фу — px — qy 
来 表示 。 对 给 定 的 光学 系统 计算 这 些 函 数 ( 称 
2536 BBM (6 Eikonal)), 就 可 以 求 得 象 差 。 
如 果 对 变数 展开 到 四 次 项 ， 就 在 旋转 对 称 光学 
系统 中 出 现 五 种 象 差 , 即 球面 象 差 , 象 场 弯曲 ， 
HE И. ТНИХ D Ei 
学 系统 必须 满足 : Abbe 正弦 条 件 (消除 球面 象 
差 和 在 形象 差 )，Petzval 条 件 (消除 象 散 和 象 场 
弯曲 ) 和 正切 条 件 (消除 畸变 )。 

带电 粒子 在 电磁 场 中 所 走 的 路 径 ， 可 以 用 
大 体 上 与 光线 相间 的 方法 来 研究 ， 这 时 着 令 粒 
子 的 荷 质 比 为 s， 静 电势 为 4。， 矢 量 势 的 分 量 
Ж Aas Ays Ans ВЕ A, 就 可 取 折射 率 为 

ICh — вдо) + e(4,dx/ds + Aydy/ds 
+ A,dz/ds), 

在 这 种 情况 下 ,由 于 有 磁场 存在 ,折射 率 是 各 向 
异性 的 。 如 果 只 考虑 傍 轴 光线 , 粒子 的 路 径 可 
以 由 二 阶 微分 方程 决定 ,和 几何 光学 一 样 ,出 现 
Gauss 映射 。 


СФ] (11 C. Carathéodory, Geometrische Optik, 
Springer, 1937; [2] M. Herzberger, Modern geometri- 
cal optics, Interscience, 1958; [3] R. K. Luneburg 
Mathematical theory of optics, Univ. of California Press, 
1964, 


电磁 学 [Ж electromagnetism 法 électromagné- 
time 4 Elektromagnetismus {Å электромаг- 
нетизм 日 电磁 气 学 ] (Maxwell 方程 】 从 数 
学 的 观点 来 说 ,电磁 学 就 是 在 各 种 条 件 (空间 中 
介质 的 形状 和 位 置 , 边界 条 件 , 初始 条 件 ) 下 解 
Maxwell 方程 的 问题 。 在 真空 中 描述 电场 矢量 
EE Н Maxwell 7/18 (Maxwell’s 
equation) 29 
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(1) sdE/d = ror H — Jy, 
pol H/dt = — ro E — Jn, podiv H = pp, 
式 中 po 表示 电荷 密度 , Om 表示 磁 荷 密度 , hE 
示 电 流 密度 ,Ju 表示 磁 流 密度 ,这些 量 必须 满 

足 连 续 方程 
0) dpo/dt + div Ј = 0, 
dps [dt + div J, = 0, 
en ps BG, 1/V eas = с 为 光速 常数 ， 等 
于 2.99797 х 10° Ж/%. Kirk, MBAR, A 
以 认为 pw = 0, Sn 一 0， 这 种 情况 破坏 了 电学 
量 和 磁 学 量 之 间 的 对 称 性 。 但 是 , 即使 这 些 量 
KAS, 在 经 典 理论 范围 内 也 不 发 生 矛 盾 。 但 
FER pm， Jn 2638. 
当 有 物质 存在 时 ,需要 对 电荷 ,电流 分 别 加 
上 物质 的 电极 化 、 磁 极 化 (磁化 ) 所 产生 的 电荷 、 
电流 ,因此 需要 对 (1) 进行 如 下 的 置换 : 
G) оо e 7 ро — div P, 
h> J = Ju dP/dt + oM, 
H-—H- M, 


войу E = ру, 


若 分 别 以 
(4) D-—&E-- P, B= „ХН + М) 
定义 电 通 量 密度 或 电位 移 (electric displacement) 
DD， 磁 通 量 密度 或 磁感应 (magnetic induction) 
B, 就 可 以 把 (1) 写 为 
G) dD/di=raH—h, div РӘ ~ p 
аВ/ = —rot Е, div B= 0, 

真空 电磁 场 中 存在 着 密度 为 
(6) u = (60/2)E? + (0/2) H? 
的 能 量 ， 并 且 存 在 着 可 以 用 Poynting 矢量 
(Poynting vector) S, ВП 
(7) S=Ex H 
表示 的 能 流 密度 , 即 有 
(8) div S + du/dt = 0. 

大 小 为 4 的 电荷 以 速度 = 运动 时 所 受 电磁 
场 的 作用 力 为 
(9) F=qE+q*xB. 
也 可 以 认为 ,这 种 力 是 由 Maxwell 应 力 (Max- 
well stress) 张 量 , 即 
(10) Ta = (s/2)X—E,E, + 284,E?) 

+ Gu/2) Hy + 284H?) 


产生 的 . 

用 标量 势 (scalar potential) 了 和 矢量 势 
(vector potential) AAA。 还 可 以 把 电磁 场 表示 为 
(1) B= re A, E= —gad V —4А/й, 
如 果 再 加 上 附加 条 件 
a2) oio div A + dV /dt = 0, 

就 可 以 把 (1) 写 为 下 面 的 波动 方程 ; 
(13) 口 了 一 一 ovyee， 口 4 一 一 sr 
这 里 

口 二 ^ 一 soroBz/8m， 
称 为 d'Alembert 算 符 〈d'Alembertian)， 也 可 
以 用 ож. 于 是 可 以 认为 电磁 场 是 以 速度 
< М ew 在 真空 中 传播 的 波 .由 量子 理论 
知道 , 电磁 场 的 实质 以 , H жк, 不 如 用 V, 
А 表示 更 适宜 一 些 . (BE: V, А 不 是 唯一 确定 
的 , 当 对 于 任意 时 空 函数 少 作 置换 
(1) V— V 09/05 A — A — grad $ 
(这 称 为 规范 变换 (gauge transformation) Hj, 
E, HH 保持 不 变 . 

Maxwell 方程 对 Lorentz 变换 ?具有 不 变性 ， 
因此 可 以 把 它 写 为 四 维 张 量 的 形式 . 这 时 了 和 
入 构 成 一 个 四 维 矢 量 us (4, Ays Aes (i/ 
人 )V), po 和 办 也 构成 一 个 四 维 矢量 J;: С» 
Jo» Jo» —ісро), ifj E. E f B RAW oz ls 
H fa 的 分 量 , 即 


"E B, —B, iE,/c 
—B, 0 B. iE,/e 
аз fa | a e o уку 


—iE,/¢ —iE,/c —iE,/c 0 
因为 fx 具有 六 个 独立 分 量 , 所 以 称 为 六 元 矢量 
(six vector)。 根 据 这 些 关系 ,可 以 把 Maxwell Jj 
程 写 为 


Dfa m 
a6) > Or Bois 


E * = + 2 =, 
可 以 把 (11) 写 为 
fa = 8A,/8x, — ӨА,/дху, 
还 可 以 把 附加 条 件 (12) 写 为 
ЖӘА,/Әх, = 0, 


TUUNA, Mawd 方程 是 质量 为 零 \ 自 旋 
为 1 的 Вос 粒子 !( 光 子 7) 的 波动 方程 。 如 果 
把 场 的 量 看 做 量子 力学 的 变量 (9 数 )， 进 行 二 
次 量子 化 ,就 可 以 得 到 量子 电动 力学 . 
【实际 问题 】 解决 电磁 学 的 实际 问题 时 ， 
关于 物质 的 极 化 和 电流 ,通常 作 如 下 的 假定 , 即 
令 
(17) P-XE, 
于 是 得 到 
(18) D=cE, B= zH, 
这 里 


M=%,H, J,—cE, 


Em +X, p= wl + Xu), 
ERE, (5) 就 和 把 (1) рй) в, JH e КЕ, 把 px。 
H) ROR BJ UBBE ou» Jn HE). 

下 面 列举 几 个 有 实际 意义 的 问题 . 

1) 静电 场 问题 。 这 是 E, ARAM, 没 
有 电流 的 情况 。 这 时 ЕЛ Aes. WE 
来 说 ， 可 由 解 Poison 方程 AV = —e/e Ж 
得 . 在 导体 中 了 是 一 定 的 . 

2) 静 磁场 问题 ， 这 是 在 Ith RAE tt 
问题 ,如 果 没 有 电流 ,就 可 以 用 解决 静电 场 问题 
的 方法 来 解决 。 如 果 有 稳定 电流 , 就 成 为 解 方 
程 
09 AA = 一， 
的 问题 ， 

3) 准 稳定 电路 问题 .这 是 在 电工 学 中 时 常 
巡 到 的 问题 ， 它 的 特征 是 电流 只 存在 于 几 个 电 
路 元 件 (线圈 ,电容 器 、 电 阻 ) 和 连结 这 些 元 件 的 
导线 之 中 ， 而 其 他 场所 的 电流 СЉ M Әр/д‹)у 
可 以 忽视 。 这 相当 于 在 力学 中 把 一 切 物体 当做 
具有 有 限 自由 度 的 质点 系 或 刚体 系 来 处 理 ， 尽 
管 它们 原来 都 是 连续 弹性 体 ， 网 络 系统 是 以 这 
些 电路 元 件 为 分 支 的 线 图 .在 网 络 理论 中 有 拓 
扑 网 络 理论 和 函数 论 网 络 理论 等 部 门 . 前 者 是 
研究 上 述 线 图 的 结构 与 网 络 的 电学 特性 的 关系 
的 理论 ; 后 者 是 研究 网 络 各 部 分 的 电流 和 电压 
的 关系 的 理论 ， 这 时 把 电流 和 电压 看 作为 加 在 
网 络 某 一 点 上 正弦 交 变 电压 的 频率 的 函数 。 这 
些 理论 构成 了 独立 的 数理 工程 学 体系 ， 它 是 根 
右 工程 学 的 要 求 设计 网 络 的 理论 (一 网 络 ， 色 


div A= 0 


网 络 1301 


BRA). 

4) 电磁 波 理论 。 这 种 理论 所 研究 的 是 , 电 
磁场 的 量 都 以 e WEAR, MARK, 
(5) 中 4р/4: 的 数量 级 等 于 或 大 于 Jo 的 情况 ; 
它 的 特征 是 专 研究 电磁 场所 表现 的 波动 的 性 
B. 根据 导体 、 电 介质 等 物质 的 形状 ， 空 间 配 
置 ,能 源 类 型 等 等 ， 可 以 分 为 各 种 类 型 的 问题 . 
主要 问题 是 : i) 从 点 源 发 出 的 波 在 自由 空间 的 
传播 ; ü) 平面 波 在 小 物体 \ 柱 状 物体 上 的 散射 
ш) 波 通过 导体 板 上 的 开 孔 时 的 衍射 ; iv) 波 在 
不 同 介质 的 边界 上 的 反射 折射 ;v) 导体 管 ( 波 
导管 ) 中 传播 的 波 ; vi) 在 用 导体 围 成 的 空 腔 中 
电磁 场 的 共振 等 等 。 此 外 ,用 波导 管 、 空 腔 等 组 
成 的 “立体 电路 "， 也 可 以 用 类似 于 研究 普通 电 
路 的 方法 来 研究 ， 这 些 理论 也 可 应 用 于 使 用 微 
波 的 装置 之 中 。 


(S) (1) WARR, REGES, RNP, 1961; (2] 
J. А. Stratton, Electromagnetic theory, McGraw-Hill, 19411 
[3] B.L Bleaney, Electricity and magnetism, Clarendon 
Press, 1957; [4] E. Kühler, Bemerkungen über die 
Maxwellschen Gleichungen, Abh. Math. Sem. Univ. Ham- 
burg, 12 (1938), 1—28; [5] R. Fano-L. J. Chu-R. B. 
Adler, Electromagnetic fields, energy and forces, John 
Wiley, 1960; (6) Е. ©. Hallen, Electromagnetic theory, 
Chapman & Hall, 1962; [7] Л. Д. Ландау-Е, M. 
Лифшиц, Электродинамика сплошных сред, Физматтиз, 
1959〔 中 译本 : Л. Д. В, Е. М. AUR Ж, ERE 
动力 学 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1979)。 


PAB (HK network 法 réseau Ф Netzwerk, 
Schalung A cem 日 回路 ] 【 线 图 】 在 支 
的 集合 {Be} (em 1, is n) 和 点 的 集合 (N.) 
(a = 1, +++, m) 这 两 种 集合 上 , 若 定义 表示 支 
和 点 的 连接 关系 的 函数 [ B.: No] Оң N, SEK 
B. 的 起 点 时 其 值 为 1; 是 支 的 终点 时 其 值 为 
一 1; 点 N, 不 是 支 B, 的 端点 时 其 值 为 0; 即 当 
B, 固定 时 其 值 为 1 和 一 1 的 N, 各 有 一 个 ,对 于 
其 他 的 м, 其 值 都 为 零 )， 这 时 支 和 点 的 集合 以 
及 两 者 间 的 连接 关系 统称 为 线 图 (linear graph), 
或 简单 地 称 为 图 (graph). 〈 若 用 拓扑 语言 来 表 
达 , 则 为 一 维 有 限 单纯 复 形 。 一 复 形 . ) 所 谓 广 
义 网 络 就 是 对 支 和 点 赋予 了 某 种 物理 性 质 的 线 
B. 

【各 种 网 络 】 —A SORA EE MIR 


зо BAS 


É (contact network), 即 让 支 同 继 电 回 或 者 开 
关 等 的 接触 点 相对 应 ， 人 允许 有 “ 开 (on)” 和 “ 关 
《off)” 两 种 状态 的 网 络 。 这 种 理论 可 以 应 用 于 
电话 交换 机 和 电子 计算 机 的 网 络 。 在 这 种 理论 
中 使 用 Boole 代数 ' 等 数学 工具 

在 多 数 情况 下 ， 能够 使 满足 下 述 条 件 (0), 
Gi) 的 两 种 实数 量变 数 或 时 间 的 函数 ) i。，E。 
与 网 络 的 支 B, 相对 应 。 这 些 条 件 是 : 


G) > СВ. : Nd, — 0 (a—1,-++5m), 


G) we DMA E, (к= 


Ly 2) 的 EE。 一 定 存在 。 
如 果 把 io Е,, E。 分 别称 为 支 电流 、 支 电压 、 点 
电位 ， 则 上 述 二 条 件 就 成 为 电网 络 (clectric 
network) 中 的 Kirchhoff 定律 (kircbbof£'s law), 
使 在 区 间 Las, ba] 上 定义 的 凸 函数 所 与 各 支 相 


对 应 ,在 类 件 (让 之 下 使 AG) (RERE 


GO zF 3 1052) 成 为 最 小 的 问题 是 数 


学 规划 中 的 特殊 情况 , 称 为 网 络 流 问 题 (nctwork 
flow probleni)， 其 中 包括 运筹 学 + 中 的 运输 问题 
以 及 日 程 规划 等 重要 应 用 问题 。 

【电网 络 】 很 早 以 来 开始 研究 的 是 有 关 下 
述 电 网络 的 问题 。 所 谓 网 络 , 狭义 地 说 是 指 电 
网 络 而 言 。 使 i. 成 为 给 定 的 时 间 函数 的 支 叫 电 
流 源 ,使 ;成 为 给 定 的 时 间 函 数 的 支 叫 电压 源 
(两 者 总 称 为 电源 ). 电源 支 数 为 M 的 网 络 称 
为 M 端 对 网 络 《M-port network), TE— BUR 
中 ， 如 果 电源 以 外 的 个 支 中 的 电流 i， 电压 
EE 


z z 
E- аА Boi Di yaks 
Gas ya 是 线性 微分 积分 算 符 ) 的 关系 , 则 称 此 
BASS SRE PHY (linear network); ШЖ zu 一 
zas ум" ya 则 称 为 倒 易 网 络 (reciprocal net- 
work, bilateral network); 如 果 zaas ya 对 于 
时 间 原 点 的 移动 是 不 变 的， 则 称 为 与 时 间 无 关 
的 网 络 ;在 与 时 间 无 关 的 网 络 中 ;不 论 选 取 电 源 


为 任何 时 间 函 数 , 对 于 所 有 的 :, 使 得 
f. DE <0 
Iu 
CS 是 电源 支 的 集合 ) 都 成 立 的 网 络 称 为 无 源 网 
% (passive network), 当 把 电源 支 i., Е, 特别 
BA le e, 时 ,在 线性 网 络 中 有 


e= Yal’ L= У) Zae 


aes ne 
(Z4, Ya REUS BSR). Zam Y. 
构成 的 矩阵 称 为 端 对 阻抗 矩阵 (impedance ma- 
trix) 或 端 对 导 纳 矩阵 Cadminance matrix), 

给 出 线 图 和 saa) Ж Zas Ya 的 问题 称 
为 分 析 (analysis); 给 出 Zo (Y 44) 的 全 体 或 一 
部 分 ,或 它 所 必须 满足 的 几 项 条 件 ,并 对 所 人 允许 
的 (ra) 的 形式 加 以 限制 ， 求 sa《yw) 和 线 
图 的 问题 称 为 综合 〈synthesis)。 当 处 理 分 析 和 
综合 的 问题 时 ， 通 常 把 a ya Zas Ya 用 
它们 的 Laplace Ht Bas)» Fal) Zal)» 
YaG) 来 表示 G = io，o 是 角 频 率 )， 这 时 ， 
线 图 的 拓 外 性 质 和 * 的 复 变 函数 2al) FCs) 
的 函数 论 性 质 ， 决 定 网 络 的 特性 240), 
Ya). 

这 些 特性 是 : i) 如 果 Za G) 和 Ya) 都 
是 在 右 半 平面 为 正则 的 :的 有 理 函 数 ,那么 ,网 
络 为 无 源 网 络 的 充分 必要 条 件 为 : 对 于 任意 的 
实数 Eo 

DZ) 或 D БЫЎ) 

D "pm 

是 * 的 正 实 函数 (positive real function), 也 就 是 
说 , 当 5 取 实数 时 , 函数 值 为 实数 ; 而 当 ғ 位 于 
右 半 平 面 时 ,函数 值 也 位 于 右 半 平 面 3i) 任 意 一 
个 一 端 对 无 源 网 络 都 可 以 用 有 限 个 电阻 ,电容 、 
电感 这 样 三 种 支 合成 (这 三 种 支 分 别 具 有 E, 一 
Rig, ig = C.dE,/dt, E,=L,di,/dt (R, > 0, 
C, > 0, Ly > 0) 的 电流 -电压 关系 ); ii) 任何 
一 个 M 端 对 无 源 网 络 (M 之 2)， 除 了 使 用 上 
述 三 种 支 外 ,还 可 以 使 用 理想 变压器 (理想 变 压 
器 是 这 样 一 对 支 (Bo B), E i 一 一 nh 和 
E, = nE. 而 ”为 实数 ) 和 理想 过 转 器 (理想 过 
转 器 是 这 样 一 对 支 (B., Ва), Bri = Е, 和 


i= 一 E。) 来 加 以 合成 (不 过 合成 倒 易 网 络 不 
需要 角 转 器 )。 这 些 是 已 经 解决 的 问题 ,而 不 
许 使 用 理想 变压器 和 理想 过 转 器 的 М 端 对 无 
源 网 络 的 合成 问题 , 还 没有 得 到 解决 。 对 于 这 
样 的 问题 , 目前 正在 用 拓扑 方法 进行 研究 。 如 
果 人 允许 使 用 理想 变压器 等 ， 网 络 的 线 图 结构 就 
几乎 没有 意义 了 . 


[8] [1] К. Kondo 等 编 КААС memoirs of the 
unifying study of basic problems in engineering and the 
physical sciences by means of geometry, vols. 1, 2, 3, % 
MARERA, 1955, 1958, 1962; [2] №. 
orie der linearen. Wechselstromschaltungen, 
& Euler, Leipzig, 1941 (ЖЖ: Synthesis of linear com- 
munication networks, McGraw-Hill, W24 1958); [3] 
J. E. Storer, Passive network synthesis, McGraw-Hill, 
1957, (4) L. Weinberg, Network analysis and. synthesis, 
McGraw-Hill, 1962; [5] O. Brune, Synthesis of а fin- 
ite two-terminal network whose driving-point impedance 
is a prescribed function of frequency, J. Math. phys., 10 
(1931), 191—236; [6] Y. Oono (KSFFERB)-K. Yasuura 
CAM Z 0). Synthesis of finite passive 2n-terminal 
networks with preseribed scattering matrices, Mem. Fac. 
Engineering, Kyushu Univ., 14 (1954), 125—177; [7] 
S. Seshu-M. B. Reed, Linear graphs and electrical net 
works, Addison- Wesley, 1961; [8] W. H. Kim-R. T. 
Chien (RIO), Topological analysis and synthesis of 
communication networks, Columbia Uni Press, 1962; 
(9] C. Berge-A. Ghouila-Houri, Programmes, jeux et 
réseaux de transport, Dunod, Paris, 1962 (ЖЕЖ: Prog- 
ramming, games and transportation networks, Methuen, 
1965); [10] L. R. Ford, Jr.-D. R. Fulkerson, Flows in 
networks, Princeton, 1962, 


$M [X diffusion 法 diffusion 4 Diffusion 
АА рассеивание, диффузия Н Ф) 如 果 把 
带 颜色 的 水 和 不 带 颜色 的 水 之 间 的 隔壁 静 静 地 
撤去 ， 而 且 使 之 处 于 完全 不 发 生 对 流 等 流动 的 
状态 ， 两 种 水 在 相当 长 的 时 间 内 自然 互相 混 
A, 不 久 就 达到 全 体 均匀 的 状态 。 这 是 因为 色 
素 分 子 受 不 规则 的 分 子 运动 的 影响 发 生 运动 而 
向 全 体 扩展 的 缘故 ， 这 种 现象 称 为 扩散 ， 能够 
直接 观察 到 的 扩散 过 程 的 典型 例子 是 悬 间 于 液 
体 中 的 胶 质 分 子 的 Brown 运动 (一 Brown 运 
39). 

当 观 察 大 量 粒子 的 扩散 时 ， 可 以 把 粒子 的 
浓度 c(r, 0) 作为 位 置 > 和 时 间 + 的 函数 来 描 
Жж. 当 追 踪 一 个 粒子 的 移动 时 ， 作 为 随机 过 
程 ', 可 以 考虑 这 个 粒子 在 时 刻 * 出 现 于 位 置 r 


扩散 1303 


的 概率 密度 PCr, г). 这 两 种 情况 都 遵守 形式 
为 
(1) акт, 1)/8: = div (D grad f(r, #)) 
的 方程 .这 个 方程 称 为 扩散 方程 (diffusion equa- 
Чол), D 称 为 扩散 系数 《diffusion coefficient), 
j= 一 D gradf 是 和 浓度 梯度 成 正比 的 粒子 流 
或 概率 流 ， 这 就 是 Fick 定律 。 扩散 系数 DD 由 
扩散 粒子 的 性 质 、 扩 散 粒 子 与 介质 粒子 的 相互 
作用 ,以 及 温度 等 决定 。 对 于 一 维 扩散 ,扩散 方 
程 成 为 抛物 线 型 偏 微 分 方程 ', 即 
Q) ƏI(x, г)/9: = DPKE, /Or 
它 的 基本 解 为 
(3) f(x, р) = (4xDt)-Mexp(—27/4D2), 
这 表示 的 是 在 :一 0 时 集中 于 原点 的 粒子 的 扩 
toig. 

扩散 的 分 子 过 程 一 般 是 很 复杂 的 ， 但 是 可 
以 考虑 两 个 典型 的 极限 例子 。 一 个 是 稀薄 气体 
中 的 扩散 ， 每 个 粒子 时 常 与 其 他 粒子 碰撞 而 
改变 其 飞行 方向 ， 沿 曲折 路 径 运动 。 这 就 是 
后 面 要 讲 的 随机 游 动 (random walk, random 
flight)。 在 这 种 情况 下 . 若 设 每 两 次 碰撞 之 问 的 
平均 自由 程 为 !， 飞 行 速度 为 "， 则 D 一 1/5. 
另 一 个 典型 的 极限 例子 是 Brown 运动 ,扩散 粒 
子 不 断 地 从 各 方面 受到 不 规则 的 力 的 作用 以 及 
介质 的 粘性 阻力 一 mv Co 是 速度 ) 的 作用 而 运 
zh 统计 力学 )， 若 周围 的 温度 为 T， 可 以 证 
BE Einstein 关系 (Finstcin relation) D = kT /1 
成 立 . 

用 分 子 运动 的 每 个 动作 的 时 间 、 空 间 尺 度 
来 描述 分 子 扩散 时 ,扩散 方程 (1) 是 不 正确 的 。 
扩散 方程 (1) 只 对 于 比分 子 尺度 大 得 多 的 时 
їй], 空间 内 的 变化 近似 地 成 立 。 这 相当 于 把 扩 
散 作 为 正规 Марков 过 程 ' 来 描述 

【随机 游 动 问题 】 K. Pearson 于 1905 年 提 
出 了 下 述 问题 . “一 个 人 从 一 点 0 出 发 沿 直 线 
行走 一 段 距离 a。， 然 后 任意 改变 方向 再 走 一 段 
距离 a, 把 这 样 的 过 程 反复 ”次 之 后 ,这 个 人 位 
于 和 出 发 点 的 距离 为 + 和 ?+ + sr 之 间 的 概率 
是 多 大 2” 这 样 的 问题 称 为 随机 游 动 问题 《pro- 
blem of random walk), Lord Rayleigh 已 于 
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1880 年 就 多 数 声波 的 合成 研究 了 同样 问题 
(10. 

在 一 维 情况 下 , 若 令 每 次 行走 的 距离 为 1， 
行走 * 次 之 后 到 达 与 原点 的 距离 为 x 之 处 的 概 
率 可 以 用 二 项 分 布 

ni(n- = wc 
W PCD = EEE s=) 
给 出 , 在 二 维 情况 下 , 若 令 所 求 的 概率 为 
P,(r)8r ([2]), WJ 


G) Pal) = r G KEDIA, 
在 三 维 情况 下 (13]), 则 有 


(9 AG) - Ac amine ) 
x6 -2-1. 
式 中 


kin < (1/2)(1 — r/na) < (k + 1)/n. 

如 果 相 连 两 次 行走 之 间 没 有 相关 关系 ， 随 
机 游 动 问题 只 是 偶然 量 的 和 的 概率 分 布 问题 ， 
但 是 也 可 以 推广 到 与 行走 的 距离 、 方 向 有 相关 
关系 的 情况 。 这 时 成 为 随 着 Марков 过 程 逐 次 
积累 的 偶然 量 的 和 的 概率 分 布 问题 。 当 行走 的 
次 数 ” 很 大 时 ， 求 渐 近 解 一 般 是 很 有 趣味 的 , 
让 的 平均 值 一 般 具 有 na? 的 量 级 , 在 

"= па « па 

的 范围 内 , 中 心 极 限定 理 + 成 立 , 可 以 得 到 正 态 
分 布 ， 例 如 , 根据 Stirling 公式 知道 , 公式 (4) 
成 为 

P.G) ~ (1//2жп)ехр(—х1/2я), 
在 三 维 情况 下 ， 位 于 (z, y, z) 附近 的 dxdyds 
中 的 概率 ,在 这 样 的 极限 条 件 下 成 为 

(1 /2xna?)@exp(—n(x? + y? + 27) /2а?). 

随机 游 动 理论 可 以 应 用 于 许多 物理 问题 ， 
例如 上 述 的 Brown 运动 .气体 分 子 扩散 的 模型 
《[4])、 波 动 的 合成 、 高 分 子 的 形状 分 布 , 一 维 物 
质 的 统计 力学 等 . 

还 有 随机 游 动 空间 受到 限制 的 情况 ,例如 ， 
用 壁 加 以 限制 ,或 赔 出 介质 后 不 能 再 回去 * 带 有 
这 类 条 件 的 随机 游 动 问题 是 可 以 想象 的 . . 这 和 


首次 通过 某 一 位 置 的 时 刻 (这 叫 首 次 通过 (first 
passage)) 的 问题 有 关联 ， 这 些 问题 的 一 般 化 是 
随机 过 程 的 重要 问题 ([5]) (一 Марков 过 
ж). 


[#) [1] Lord Rayleigh, The theory of sound, 
Macmillan, ЖК ТЖ, 1929, vol. 1, p. 36; [2] G. 
N. Watson, A treatise on theory of Bessel functions, Cam 
bridge, Univ. Press, 1922, p. 419; [3] L. R. G. Treloar, 
The physics of rubber elasticity, Oxford, Univ. Press, 1949, 
р. 100; [4] S. Chandrasekhar, Stochastic problems in 
physics and astronomy, Rev. Mod. Phys. 15 (1943), 2— 
89; [5] W. Feller, Introduction to probability theory 
and its application, John Wiley, XZA, 1, 1957; UI, 1966 
Chik: W. ft), кБ ДНС) BEML, 
Eft 1964, Fit 1975), 


统计 力学 [3È statistical mechanics 法 mécani- 
que statistique Ë statistische. Mechanik {f ста- 
тистическая механика A 统计 力学 ] 例如 ， 
在 1 厘米 :的 水 中 大 约 有 3 x 102 个 水 分 子 . 可 
见 , 宏 观 物 质 是 由 极 大 量 的 粒子 构成 的 ,这 些 粒 
子 波 照 力学 规律 进行 着 极为 复杂 的 运动 ， 然 
而 ,用 力学 方法 研究 这 种 微观 运动 的 详细 状况 ， 
不 仅 不 可 能 而 且 没有 意义 ， 在 热力 学 以 及 流体 
力学 等 学 科 中 ， 从 现象 论 的 观点 对 物理 过 程 的 
描述 ， 是 通过 少数 宏观 变量 温度， 压力 , W 
场 的 量 等 ) 来 进行 的 ; 然而 微观 运动 是 非常 复 
杂 的 (复杂 到 分 子 混乱 运动 ), 只 能 从 统计 的 以 
至 于 平均 的 观点 来 考虑 ， 因 此 这 些 变量 具有 由 
此 产生 的 单纯 性 。 于 是 需要 建立 一 种 把 微观 力 
学 和 概率 论 结合 起 来 的 理论 体系 ， 这 种 理论 体 
系 ,一 般 地 说 就 是 统计 力学 ; 也 就 是 说 , 统计 力 
学 的 任务 是 : 从 原子 论 观点 的 物质 系统 的 结 
构 、 它 们 的 粒子 间 的 相互 作用 以 及 力学 法 则 出 
发 ,并 结合 概率 的 理论 ,从 理论 上 推导 出 我 们 所 
观测 到 的 宏观 物理 法 则 。 用 统计 力学 的 方法 既 
能 推出 热力 学 以 及 宏观 电磁 学 中 的 一 般 法 则 ， 
同时 还 能 推导 出 各 个 物质 系统 的 固有 性 质 ， 从 
这 种 意义 来 说 ， 统 计 力学 是 现代 物性 学 的 一 个 
柱石 . 

严格 地 说 ,微观 世 界 的 力学 法 则 是 量子 力 
学 ;然而 在 量子 力学 诞生 以 前 ,以 经 典 力学 为 基 
础 的 统计 力学 就 有 了 较 大 的 发 展 ， 称 为 经 典 统 


计 力 学 《classical statistical mechanics); 以 量子 
力学 为 基础 的 统计 力学 称 为 量子 统计 力学 
(quantum statistical mechanics), 对 应 着 热力 学 ， 
把 研究 处 于 平衡 状态 的 系统 的 统计 力学 称 为 平 
PRR Bit DB RMIT AA (statistical the- 
tmodynamics), 到 二 十 世纪 五 十 年 代为 止 , 狭 义 
统计 力学 主要 是 指 统计 热力 学 而 言 ， 而 广义 统 
计 力 学 是 以 一 般 系统 为 对 象 的 ， 不 要 求 一 定 处 
于 热平衡 状态 最近 把 研究 处 于 非 平衡 状态 的 
不 可 逆 过 程 的 一 般 理论 称 为 不 可 递 过 程 〈irrev- 
ersible process) 的 统计 力学 . 

【历史 】 统计 力学 是 根据 十 八 世 纪 以 来 的 
气体 分 子 运动 论 (kinetic theory of gases) 建立 
的 。 在 稀薄 气体 中 , 气体 分 子 几乎 是 自由 地 在 
容器 中 飞 来 飞 去 ,时 时 互相 碰 挤 ,各 分 子 的 平均 
动能 由 气体 的 温度 决定 , 即 

тй/2 = mu/2 一 mA/1 = kT/2, 

这 里 (vs，v,， vs) 表示 速度 的 分 量 , ”表示 平 
均 , m 表 示 分 子 的 质量 ,7 表示 绝对 温度 , 表 
Ж Boltzmann 常数 (一 1.38X10-* ARH BE), 
可 以 认为 ,各 分 子 的 速度 不 是 一 定 的 ,而 是 遵守 
某 种 概率 法 则 。 因此 作为 ves руз e, 的 分 布 概 
率 密度 , 可 以 定义 一 个 速度 分 布 函数 fors vy, 
vs)， 对 于 稀薄 气体 ,这 个 函数 具有 下 式 所 示 的 
形式 , 即 

а) Ко» vys Ux) 一 

Cexp((—m/2)(% + v3 + vD/AT). 
这 样 的 分 布 法 则 称 为 Maxwell.Boltzmann Ж 
度 分 布 律 (Maxwecll-Boltzmann distribution law), 
L. Boltzmann 认为 ,由 于 分 子 碰撞 的 影响 ,速度 
分 布 函 数 随 着 时 间 变 化 ， 他 对 这 种 变化 给 出 了 
形式 为 
(2) Bf/8: = АП + ТІЙ) 
WHE. KH ALI] 表示 有 外 力 存在 时 外 力 产 
生 的 加 速度 所 引起 的 分 布 函数 了 的 变化 ， 它 对 
f 来 说 是 线性 的 ; T [J] 表示 分 子 互相 碰撞 所 引 
起 的 变化 ， 在 一 般 情况 下 是 关于 f 的 非 线 性 积 
分 , 具有 这 样 形式 的 方程 称 为 Boltzmann 方 
程 . 

Boltzmann 根据 (2) 式 证 明了 由 
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G) H- ME big fecti ie; 


жИН АН dH/de < 0 的 性 质 ， 这 称 
为 再 定理 (H-theorem) ((11). Aub, 在 稳定 
热平衡 状态 下 的 分 布 (1)， 可 以 由 使 妃 成 为 最 
小 的 条 件 求 得 。 实际 上 , HAUS 有 下 面 的 关 
Ж: 

(4) S= —kH. 

Boltzmann 更 进一步 指出 (1877)， 对 于 一 般 H 
学 系统 ， 热 平衡 状态 的 分 布 函数 可 以 不 由 (2) 
那样 的 运动 论 的 方程 给 出 ， 而 由 更 普遍 的 立场 
出 发 给 出 ; 因此 热平衡 状态 的 统计 力学 是 由 比 
分 子 运动 论 更 高 的 一 般 立场 出 发 而 建立 起 来 
的 。 把 这 个 问题 更 加 明确 地 体系 化 的 是 W. 
Gibbs (1902). 

【遍历 假设 】 以 自由 度 为 ”的 力学 系统 的 
坐标 41, 9, +> ts Ia 和 动量 ру Past >o Pa 082 
标的 2m 维 空间 称 为 相 空 间 (phase space). Ж 
绕 的 力学 状态 是 这 个 空间 的 连通 集 ， 系 统 在 某 
一 时 刻 的 状态 可 以 用 它 的 一 点 了 来 代表 ， 系 统 
的 运动 可 以 用 P 的 运动 来 表示 。 因 为 在 守恒 
系统 中 能 量 是 一 定 的 ， 所 以 如 果 假 定 系统 的 
Hamilton 函数 为 名 ， 则 了 在 能 量 一 定 的 曲面 
(X = E) 即 遍 历 曲面 (ergode surface) 上 运 
动 。 若 在 遍历 曲面 上 定义 一 个 测度 , НЮ 
在 BE 和 E + dE 两 曲面 之 间 的 体积 的 极限 , 则 
P 的 运动 就 构成 一 个 使 这 个 测度 不 变 的 拓扑 群 
(Liouville 定理 ). 

已 知 的 力学 系统 的 某 种 力学 量 Ср, 4) 的 
值 , 随 代表 点 的 运动 而 改变 , 它 的 对 时 间 的 平均 
万 可 以 看 做 是 4 在 热平衡 状态 的 观测 值 ， 对 这 
个 问题 Boltzmann 曾 提出 如 下 的 假设 .他 认为 
遍历 曲面 是 闭 曲 面 ,如 果 了 的 轨道 不 是 闭 曲 线 ， 
P 的 轨道 就 把 全 部 遍历 曲面 几乎 普遍 地 覆盖 
d. 这 时 ，4 的 长 时 间 的 平均 А, 等 于 4 在 整 
个 遍历 曲面 上 以 上 述 测度 为 权 函 数 的 平均 值 ， 
即 相 平均 (phase average) (4): 

G) а= (4). 
这 条 假设 称 为 遍历 假设 《ergode hypothesis) 或 
遍历 假定 .这 条 假设 后 来 促进 了 数学 中 的 一 个 


1306 统计 力学 
分 支 一 -遍历 理论 的 发 展 (一 遍历 理论 )。 

【平衡 系统 的 统计 力学 】 如 果 承 认 遍历 假 
设 ， 求 处 于 热平衡 状态 的 力学 系统 的 观测 值 就 
归结 为 求 遍 历 曲面 上 的 力学 量 的 相 平 均 ， 因 此 
热平衡 系统 的 统计 力学 的 主要 内 容 就 是 求 这 些 
相 平 坞 以 及 推导 它们 之 间 的 关系 . 

对 于 能 量 保持 一 定 的 系统 ， 考 虑 相 平均 时 
可 以 在 遍历 曲面 上 设想 一 个 具有 上 述 测度 的 概 
率 空间 ,只 考虑 关于 它 的 概率 的 平均 就 可 以 了 . 
Gibbs 称 这 样 的 概率 空间 为 微 正 则 系 综 (micro- 
canonical ensemble). 这 个 系 综 的 概率 平均 可 以 
用 下 式 给 出 : 

— J 4$ 
ant [grad OF |/ Jo-e [grad Æ] 
sith OE 表 示 Hamilton 函数 ，grad 27 表示 
OF E 2n 维 相 空间 的 梯度 ,积分 在 OF = E nS 
遍历 曲面 上 进行 。 45 表示 这 个 曲面 的 面积 元 
Ж 


ON 


如 果 所 考虑 的 系统 和 热源 以 力学 方式 接触 
而 且 处 于 平衡 状态 ， 那 么 这 个 系统 和 热源 成 为 
一 个 孤立 系统 ， 这 时 可 以 作为 敏 正则 系 综 来 处 
理 ; 但 是 , 更 方便 更 合乎 物理 意义 的 方法 是 : 认 
为 热源 只 决定 温度 T , 而 把 所 考虑 的 系统 用 概 
率 的 方法 来 考察 。 这 时 , 因为 所 考察 的 系统 和 
热源 不 断 地 交换 能 量 ， 所 以 它 的 能 量 不 是 一 定 
的 ， 因 此 系统 的 状态 在 相 空 间 的 所 有 点 以 概率 
形式 出 现 。， 为 了 求 这 种 概率 , 首先 承认 遍历 假 
设 , 进 而 假定 热源 是 自由 度 非常 大 的 系统 ,这 样 
就 成 为 浙 近 计 值 问题 .这 种 渐 近 计 值 的 推导 通 
常用 Stirling 公式 来 进行 , 但 是 从 本 质 上 来 说 ， 
所 根据 的 是 中 心 极限 定理 '. 

因此 、Gibbs 把 表示 和 温度 为 了 的 热源 相 
接触 而 且 处 于 热平衡 的 系统 的 概率 空间 称 为 正 
则 系 综 (canonical ensemble), 若 以 'aT 表示 相 
空间 的 体积 元 素 ， 从 这 个 系 综 取出 的 任意 一 个 
标本 在 ar 中 的 某 一 状态 出 现 的 概率 可 以 用 下 
式 给 出 : 

(7) Pr (dP) = Cexp( — € /KT)aT. 


力学 量 4 的 概率 平均 为 


(в) (ау = ( аса A | eer, 
例如 ,能 量 平均 值 为 
(9) 267) = Е = [а-а ene ap 
按照 习惯 可 以 令 
(10) B= 1/47, 
这 样 就 可 以 把 (9) 5H 
Е = —Glog Z/08, 
式 中 


an ав) = | rar 


称 为 配 分 函数 (partition function) 或 状态 和 ( 英 
sum over states Ф Zustandsumme) (— [1], 
[2]). 

【量子 统计 力学 】 根据 量子 力学 知道 ， 孤 
立 的 力学 系统 处 于 所 谓 定 态 (量子 状态 )， 但 是 
根据 测 不 准 原理 

4Edz >A 

CARE Planck 常数 ) 知道 ,系统 的 总 能 量 相应 于 
观测 时 间 de 具有 AE 的 测 不 准 量 , 但 是 在 自由 
度 较 大 的 系统 中 ， 实 际 上 在 幅度 ЈЕ 中 含有 许 
多 量子 状态 ， 经 典 饥 历 假设 在 量 于 统计 力学 中 
的 意义 是 这 些 量子 状态 具有 相等 的 权重 。 这 称 
为 等 权重 原理 (principle of equal weight), 根 
据 这 条 原理 可 以 定义 微 正 则 系 综 ， 这 样 就 可 以 
把 (6) 式 改写 为 


a2) у У л. 

; r 
这 里 1 表示 4E 中 存在 的 各 个 量子 状态 ，4 表 
示 物 理 量 4 在 量子 状态 ! 中 的 量子 力学 期 望 


值 .这 时 如 果 假定 具有 能 量 E, 的 量子 状态 j 的 
出 现 概率 为 


(3) p, = “E ei, 
就 可 给 出 正则 系 综 的 定义 。 于 是 概率 平均 成 为 
сб 4-5 а= > РЕЛ 
i Г] 
对 应 着 (10), 配 分 函数 可 由 
аз) Z = >; 
i 


给 出 . 


对 于 由 大 量 同 种 粒子 构成 的 系统 ， 量 子 力 
学 要 求 。 波 函数 对 于 粒子 的 置换 是 偶 的 (Bose 
TOT. RAF) MAW (Femi 粒子 , 费 密 
+). 这 是 经 典 力学 中 没有 的 概念 , 因此 即使 
对 于 粒子 间 没 有 相互 作用 的 理想 气体 ， 量 子 统 
计 力 学 和 经 典 统计 力学 也 不 相同 。 例 如 ,，(1) 
所 表示 的 速度 分 布 定律 已 不 正确 了 .这 种 差异 
在 粒子 的 质量 很 小 ,密度 很 大 ,温度 很 低 的 情况 
下 比较 显著 。 这 样 的 量子 效应 出 现 于 金属 中 的 
自由 电子 、 液 体毛 、 高 密度 的 星体 等 物质 中 . 
Bose 粒子 所 遵守 的 量子 统计 规律 称 为 Bose 统 
计 法 (Bose statistics), Fermi 粒子 所 遵守 的 统计 
规律 称 为 Fermi 统计 法 (Fermi statistics), 

【统计 热力 学 】 如 果 根 据 (6) (8)、(12)、 
(14) 进行 渐 近 计算 ， 可 以 证 明 , 平均 值 周围 的 
起 伏 随 着 自由 度 ”的 增 大 而 相对 地 减 小 ; 而 且 
还 可 以 证 明 ， 这 些 平均 值 以 及 这 些 平 均值 之 间 
的 关系 与 热力 学 诸 量 以 及 这 些 量 之 间 的 关系 完 
全 一 致 ， 这 样 , 根据 统计 力学 既 能 推导 出 热力 
学 的 诸 定理 ， 同 时 还 能 在 理论 上 给 出 从 物质 的 
微观 结构 求 热力 学 函数 的 方法 。 热 力学 与 统计 
力学 的 基本 关系 就 是 Boltzmann MKF MOK 
系 , 即 
(16) S= klogW. 
这 里 WW 是 在 给 定 的 宏观 条 件 下 可 能 出 现 的 微观 
状态 (严格 地 说 是 量子 状态 ) 数 。 根 据 这 条 定义 
知道 ， 炉 是 关于 研究 对 象 的 微观 知识 的 粗粮 程 
度 的 尺度 , 也 就 是 情报 贫乏 程度 的 尺度 。 从 这 
种 意义 上 说 ， 热 力学 第 二 定律 可 以 用 概率 论 来 
WERE. 

【统计 力学 中 的 多 体 问题 】 统计 力学 所 研 
究 的 对 象 是 由 大 量 粒子 构成 的 系统 ， 因 此 统计 
力学 的 问题 一 般 是 多 体 问题 (many body problem). 
但 是 ,有 时 可 以 象 理想 气体 那样 ,不 考 起 粒子 间 
的 相互 作用 并 以 此 为 极限 进行 研究 ， 在 简单 的 
情况 下 ， 还 可 以 把 相互 作用 作为 摄 动 对 这 种 理 
想 极限 加 以 修正 ,这 样 来 处 理 实际 的 物理 对 象 . 
另 一 方面 ,例如 气体 凝结 为 被 体 的 现象 ,一 般 地 
说 就 是 所 请 相 变 现象 ， 本 质 上 是 粒子 间 的 相互 
作用 在 起 作用 ， 这 是 用 上 述 摄 动 法 不 能 处 理 的 
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多 体 问题 。 由 铁 磁 体 疝 顺 磁体 的 转变 , 超 导 状 
态 的 出 现 ,以 及 其 他 这 类 现象 ,在 理论 上 多 数 是 
很 重要 的 ， 但 是 严格 的 理论 研究 一 般 是 很 困难 
的 。 由 高 温 相向 低温 相 的 转变 , 一 般 可 以 认为 
是 在 分 子 热 运动 中 出 现 了 某 些 新 秩序 ， 因 此 把 
这 样 的 相 变 称 为 有 序 - 无 序 转变 (order-disorder 
transition), 

(Boltzmann 方程 和 Bloch 方程 】 不 可 逆 
过 程 的 统计 力学 是 从 气体 分 子 运动 论 开始 的 . 
关于 气体 的 粘性 ， 以 及 和 非 平衡 状态 下 的 流动 
有 关 的 物理 量 ，Maxwell，Boltzmann 在 很 早 以 
前 就 从 理论 上 进行 了 研究 。 Bolzmann 方程 一 
般 是 韭 线性 微分 积分 方程 ， 以 此 为 基础 的 数学 
理论 章 由 D. Enskog, S. Chapman. D. Hilbert 
等 人 就 经 典 气体 论 加 以 发 展 ([9])。 

金属 内 的 自由 电子 可 以 看 做 电子 气体 ， 在 
这 种 情况 下 ,和 电子 的 互相 碰撞 相 比 ,由 晶 格 振 
动 或 杂质 原子 引起 的 散射 的 影响 更 大 一 些 。H. 
A. Lorentz 仿照 气体 分 子 运动 论 建立 了 处 理 金 
属 电子 的 传导 观 象 的 不 可 逆 过 程 理论 ， 但 是 实 
际 的 金属 电子 遵守 Fermi 统计 法 , 量子 效应 比 
较 显著 ,因此 用 这 样 的 经 典 理论 不 能 正确 处 理 . 
A. Sommerfeld, Е. Bloch 等 人 提出 并 发 展 了 量 
子 力学 的 金属 电子 论 , 对 于 金属 电子 ,与 (2) 同 
形式 的 方程 称 为 Bloch 方程 . 

【 主 方程 】 Boltzmann 方程 和 Bloch 方程 
都 是 关于 一 个 粒子 的 速度 分 布 方程 。 作 为 这 些 
方程 的 推广 , 有 两 个 方向 。 一 个 方向 是 主 方程 
(master equation)， 例 如 对 于 含有 N 个 粒子 的 气 
体 ,考虑 它 的 动量 的 同时 分 布 fup pos Pis 
们 .力学 中 的 方程 本 来 是 关于 a. pisc Xs 
ps 的 确定 论 的 方程 ， 但 是 ， 如 果 不 考 虑 坐标 
xo `" ху 如 何 而 只 考虑 动量 分 布 , 则 fps 
-…， ры) 所 满足 的 方程 也 可 以 不 是 确定 论 的 而 
是 概率 论 的 。 这 一 点 无 论 在 经 典 统计 力学 中 还 
是 在 量子 统计 力学 中 在 本 质 上 是 相同 的 ， 在 与 
观测 时 间 、 观 测 精度 有 关 的 某 种 条 件 (这 种 条 件 
普通 称 为 “不 精确 的 看 法 ”) F, fu 的 变化 成 为 
Марков 过 程 '。 描 述 这 种 过 程 的 方程 就 是 主 方 
f (1101). 
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【粒子 分 布 函 数 的 序列 】 Boltzmann 方程 
的 另 一 个 推广 方向 是 : 不 仅 考虑 一 个 粒子 的 分 
布 函数 , 而 且 考虑 二 个 三 个 , 一 般 地 说 有 限 个 
(个 ) 粒 子 的 位 置 . 速 度 的 同时 分 布 函数 .例如 ， 
ҺО, Vis х, о г) 是 两 个 粒子 的 分 布 函数 。 
如 果 把 全 体 粒 子 系统 的 完全 力学 描述 向 这 些 分 
布 函数 的 随 着 时 间 的 变化 投影 ， 则 九 的 运动 方 
程 就 包含 fo 有 的 运动 方程 就 包含 f 这 样 就 形 
成 一 条 关于 ho һ» ++ +> 加 的 联 立方 程 的 链 . 这 
条 链 的 全 体 和 力学 中 的 确定 论 方程 是 等 价 的 ; 
但 是 ,如 果 全 休 系 统 是 足够 大 的 ,而 且 所 考 虚 的 
时 间 是 有 限 的 ， 则 在 适当 的 条 件 下 可 以 期 待 这 
条 链 渐 近 于 描述 随机 过 程 的 方程 . H. Н. Boro- 
любов 指出 ([11])，Boltzmann 方程 实际 就 是 
这 样 的 方程 。 为 了 实际 应 用 , J. Yvon, J. G. 
Kirkwood, M. Born, H. S. Green 等 人 提出 并 
发 展 了 解 这 种 分 布 函 数 的 链 的 近似 方法 。 

同样 方法 在 原则 上 也 能 应 用 于 量子 统计 力 
学 。 这 种 方法 称 为 Green 函数 法 (Green func- 
tion method)， 是 处 理 统计 力学 中 的 多 体 问题 的 
一 种 系统 的 方法 ,目前 正在 发 展 ([12]). 

【不 可 逆 过 程 和 随机 过 程 】 研究 随时 间 变 
化 的 物理 现象 的 统计 力学 是 力学 和 随机 过 程 论 
的 结合 .这 个 方面 的 典型 例子 是 Brown 运动 的 
理论 。 浮游 于 液体 中 的 胶 质 粒子 , 由 于 分 子 热 
运动 而 作 不 规则 的 运动 。 为 了 简单 起 见 ， 这 里 
只 考虑 一 维 运动 ,只 从 现象 来 说 ,可 以 认为 胶 质 
粒子 遵守 形式 为 
(17) ma = —mru + f(t) 
WAHDA. Җир т ИШ, к 表示 速度 , 右 
端的 第 一 项 是 粘性 阻力 ,第 二 项 是 不 规则 的 力 . 
(17) 称 为 Langevin 方程 , 在 数学 上 , 它 是 根 
据 给 定 的 过 程 RENE и) 的 概率 方程 . 

如 果 (17) 所 描述 的 是 热平衡 状态 下 的 
Brown 运动 , 则 可 证 明 ,在 阻力 系数 mr 和 不 规 
则 的 力 f 之 间 有 下 面 的 关系 成 立 , 即 


(зу mr = fn + yas 


在 导体 中 ,由 于 带电 粒子 的 热 运 动 ,电荷 发 生 不 
均匀 的 起 伏 ， 因 而 产生 不 规则 变动 的 电动 势 . 


这 种 电动 势 和 Brown 运动 ' 中 的 力 相似 ,被 称 
为 热 噪声 ， 对 于 这 个 问题 也 能 得 到 与 (18) 相 
同 的 关系 式 ,这 称 为 Nyquist 定理 ， 这 些 定理 
包括 在 更 普遍 的 定理 ， 即 众所周知 的 起 伏 散 先 
定理 (fluctuation-dissipation theorem) 之 中 ([14]， 
U5}, (16), 

如 果 对 处 于 热平衡 状态 的 系统 施加 外 力 ， 
在 系统 中 将 发 生 电流 之 类 的 不 可 逆流 动 ， 这 种 
流动 和 外 力 的 关系 一 般 可 以 用 导 纳 来 表示 。 特 
别 是 ,如 果 外 力 是 振动 的 , 则 导 纳 X(w) 可 以 用 


as) xo) = f een 


的 形式 给 出 。 可 以 证 明 , 式 中 的 p(?) 是 在 不 受 
外 力作 用 的 热平衡 状态 下 ， 在 系统 中 作为 起 伏 
而 发 生 的 流动 的 相关 函数 ， 表 征 不 可 逆 过 程 的 
导 纳 的 这 个 关系 式 一 般 称 为 久保 公式 ， 对 于 在 
外 力 很 小 、 对 热平衡 状态 的 偏离 也 很 小 的 范围 
内 的 线性 的 现象 ， 可 以 用 上 面 的 关系 式 作 统 一 
itk. HM, Onsager 倒 易 定理 就 可 以 用 这 个 
关系 式 来 证 明 . 

对 热平衡 状态 的 偏离 比较 大 、 非 线性 特征 
比较 显著 的 现象 ,在 实际 上 很 重要 ,在 理论 上 也 
很 有 趣味 ,但 是 目前 还 没有 统一 的 理论 . 
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相对 论 [3 theory of relativity 法 théorie de 
la relativité Ф Relativitatstheorie Ё теория 
относительности A AA RHE 088] 【历史 】 
ЖАН Ж А. Einstein 建立 的 物理 学 理论 体系 ， 
是 由 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 两 部 分 构成 的 . 
在 十 九 世纪 末 叶 ， 人 们 认为 电磁 波 是 以 以 太 为 
媒质 传播 的 ; 为 了 检验 地 球 相 对 于 以 太 的 运 
动 ,有 许多 人 进行 了 实验 ,然而 都 是 以 否定 的 结 
果 而 告终 (A. A. Michelson, Е. W. Morley), 
Einstein 根据 这 个 结果 于 1905 年 把 以 前 在 
Newton 力学 中 的 Galilei 相对 性 原理 推广 到 电 
磁 学 方面 ,同时 把 时 间 、 空 间 概念 加 以 根本 的 变 
革 ， 由 此 提出 了 狭义 相对 论 (special theory of 
relativity), 它 的 结论 现在 几乎 被 所 有 的 实验 证 
实 了 ,建立 物理 学 的 新 理论 时 ,也 都 以 它 为 指导 
原理 ， 后 来 (1915) Einstein 又 把 狭义 相对 论 加 
以 推广 ， 建 立 了 广义 相对 论 (general theory of 
relativity)。 它 的 主要 部 分 是 新 的 引力 理论 , 把 
牛顿 的 引力 理论 作为 特殊 情况 包括 在 内 。 关 于 
行星 运动 的 结论 和 观测 结果 完全 一 致 ， 这 是 广 
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义 相 对 论 的 实验 证 据 。 此 外 , 对 于 太阳 系 以 外 
的 问题 :也 进行 了 广泛 研究 , 但 是 , 把 所 得 结果 
用 实验 来 判定 是 很 困难 的 ， 广 义 相对 论 的 适用 
范围 还 存在 着 问题 . 

【狭义 相对 论 】 在 Newton 力学 中 ,认为 
发 生 自 然 现 象 的 空间 是 三 维 Eudid 空间 , 它 和 
时 间 的 经 过 是 完全 独立 的 。 然 而 在 狭义 相对 论 
中 ,认为 时 间 和 空间 是 不 能 分 离 的 ,结合 在 一 起 
构成 以 

dg) = gydxtdx? = cdi — ах? — dy! — dz, 

m= (ety x, ys 2)5 
a,b, +t, is 7: = 0, 1,2,3 
为 基本 形式 的 四 维 伪 Euclid 空间 (同一 指标 表 
示 从 0 到 3 #901). RP (z, y, z) 表示 空间 正 
交 坐 标 , t 表示 时 间 ,。 表示 光速 。 这 种 空间 称 
为 Minkowski {9} (Minkowski world), 由 于 
引入 了 这 种 空间 ， 他 对 狭义 相对 论 给 予 了 巧妙 
的 几何 学 意义 。 

Minkowski 世界 的 运动 群 称 为 非 齐 次 Lo- 
rentz $ (inhomogeneous Lorentz group), 它 的 
元 素 可 以 写 为 下 面 的 形式 : 

m= +, gactel = ga. 

但 是 ， 这 里 的 d 和 c 是 常数 ， 在 上 式 中 令 
e = 0 而 得 到 的 变换 通常 称 为 Lorentz 变换 
(Lorentz transformation)， 由 这 些 变换 构成 的 群 
G 称 为 齐 次 Lorentz Bk (homogencous Lorentz 
group) 或 简称 为 Lorentz 群 (Lorentz group), 
在 狭义 相对 论 中 , 这 些 都 是 最 重要 的 概念 。 若 
令 G 的 单位 元 素 的 连通 分 支 为 G。 则 商 群 G/ 
Ga 成 为 (2, 2) 型 的 阶 数 为 4 的 Abel HE, Go AK 
为 正常 Lorentz Ëf (proper Lorentz group), Ж 
用 的 Go 的 元 素 具 有 下 式 形式 : 


yy, 一 2 |°]<‹. 
这 些 元 素 构成 了 以 "为 参数 的 Ge 的 一 维 子 群 ， 
它 的 结合 法 由 

L. L, = L¿, 
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“+. 
I] + sefa 

Sh. 用 属于 CMART Go 的 元 素 由 
i—-1,2,3, 
i=1,2,3 
决定 的 变换 了 称 为 时 间 反 转 (time reversal), S 
称 为 空间 反射 (space reflection) 或 字 称 变 换 
(parity transformation)， 它 们 最 近 在 物理 学 中 受 
到 了 注意 (后 述 ). 

从 历史 上 来 说 ,变换 式 (1) 起 初 是 Lorentz 
为 了 解脱 以 太 假说 的 困难 ， 假 设 棒 收 缩 而 推导 
出来 的 ， 它 的 理论 根据 并 不 充分 。 而 Einstein 
则 是 从 下 述 两 个 假设 出 发 导出 的 .这 两 个 假设 
是 ,(i) 狭义 相对 性 原理 (special principle of rela- 
tivity): 在 互相 作 等 速 运 动 的 坐标 系 中 , 亦 即 在 
所 有 的 惯性 系 中 ， 物 理学 定律 具有 同一 形式 ; 
(ii) 光速 不 变 原理 (principle of invariance of light 
velocity): 在 所 有 惯性 系 中 , 光速 与 光源 的 运动 
无 关 , 在 任何 方向 都 具有 同样 的 大 小 。 Einstein 
根据 这 两 个 假设 , MER = = (er x, ys z) 
和 x = Cet, x's у, z) IR x RARE v feda 
对 运动 时 ， 推 导出 (1) 作为 这 两 惯性 系 间 的 变 
换 式 这 是 狭义 相对 论 的 出 发 点 , 他 根据 这 些 
思想 , 说 明了 Lorentz-FitzGerald 收缩 钟 变 慢 、 
HEAT ZB. Doppler AAV. Fresnel 虑 引 系数 等 问 
ai, 

【相对 论 与 电磁 学 】 在 狭义 相对 论 中 ， 物 
理 量 必 须 用 Minkowski 世界 的 张 量 (包括 标量 、 
矢 最 等) 表示 ,物理 学 定律 必须 用 Lorentz 变换 
的 张 量 方程 表示 。 这 种 要 求 可 以 看 做 是 狭义 相 
对 论 的 数学 表示 。 在 (1) 式 中 , 若 令 < 一 co， 
它 就 成 为 Newton 力学 中 的 Galilei 变换 式 
(Galilei ransformation)， 因 此 ， 狭 义 相对 论 是 
Newton-Galilei 相对 性 原理 的 推广 . 如 果 把 上 述 
问题 用 数学 来 概括 ,可 以 说 狭义 相对 论 是 “关于 
Lorenz 群 的 不 变 式 理论 "。 下面 以 电磁 学 为 例 
来 说 明 这 个 问题 . 

电场 强度 上 通常 是 三 维 Боса 空间 的 极 
矢量 , 磁场 强度 H 可 以 用 轴 矢 量 来 表示 , 然而 
在 惯性 系 中 ,即使 不 存在 磁场 ,在 对 这 个 惯性 系 


T: x =, = = 


S: # ==, x = а 


作 等 速 运动 的 其 他 坐标 系 中 也 会 出 现 磁场 . 根 
据 这 种 事实 ,在 相对 论 中 认为 ,电场 和 磁场 构成 
一 个 物理 量 , 它 的 分 量 可 以 用 下 式 给 出 : 

10 —E, —E, —E, 
dg ° H. =н, 
^ |E-H, 0 н, 

E, H, —H, 0 
在 Lorenz 变换 下 ， 这 个 量 作为 二 阶 交错 张 量 
变换 。 根据 同样 想法 , 可 以 由 电荷 密度 o 和 电 
流 密度 J 构成 关于 Lorentz 变换 的 反 变 矢量 i, 
即 


Fy 


# = (о, Jales Jes Ju] c). 
为 了 和 电流 密度 等 矢量 相 区 别 , 特别 把 这 样 
的 Minkowski 世界 的 矢量 称 为 四 维 矢 量 (four- 
vector), in ЕВ, 如 果 决 定 了 电磁 场 张 量 Fi 
和 四 维 电流 矢量 ,电磁 学 基本 方程 , 即 Max- 
well 方程 ,就 可 以 用 张 量 形式 写 出 , 即 
De и, 
ax 
Fa , OF, | OF, 
Vau espa st aue hh 
式 中 
Fú = gig Fas, BB = 8). 
同样 ， 带 电 粒 子 在 电磁 场 中 的 运动 方程 可 以 写 
为 
du _ е pdt 
A wg 
sub e 表示 粒子 的 电荷 ,m aL TON TUR, z 
表示 粒子 轨道 的 弧 长 (一 电磁 学 ). 
狭义 相对 论 虽然 起 源 于 电磁 现象 的 研究 ， 
但 是 对 于 说 明 其 他 现象 也 是 很 有 效 的 。 一 个 有 
兴趣 的 结论 是 ,以 速度 " 运动 的 粒子 ,其 能 量 可 
以 用 下 式 给 出 , 即 ' 
E = там — eje, 
由 此 可 知 , 静 止 粒子 的 能 量 为 me (静止 能 量 ). 
这 说 明 质 量 和 能 量 是 等 同 的 ,其 换算 式 为 E = 
me, 这 个 结论 随 着 原子 核反应 研究 的 进展 而 
得 到 了 证 实 ， 已 成 为 现在 原子 能 时 代 的 基础 。 
狭义 相对 论 在 Dirac 的 电子 论 (1928) Яй Ж 
振 一 郎 的 量子 电动 力学 (1943) 等 理论 中 也 充 


Fi = zF 


BRET CHAR. 然而 最 近 知道 , 在 基本 
粒子 的 衰变 现象 中 ,对 于 空间 反射 (从 而 Lorentz 
群 G 的 剩余 类 SGo) 的 不 变性 遭 到 了 破坏 《T. 
D. Lee (#BGH) 和 C. N. Yang (HRF), 
1956; C. S. Wu (RRE) FA, 1957). 

【广义 相对 论 】 狭义 相对 论 虽然 起 源 于 电 
磁 现象 的 研究 ， 但 是 ， 广 义 相对 论 的 中 心 是 引 
力 理论 。 引力 理论 的 基础 是 广义 相对 性 原 
理 (general principle of relativity) 和 等 效 原理 
(principle of equivalence)。 其 中 第 一 条 广义 相对 
性 原理 是 把 狭义 相对 性 原理 推广 到 互相 作 任 何 
运动 的 观测 系 ， 而 且 要 求 物理 学 定律 不 依存 于 
表示 时 间 、 空 间 的 四 维 微分 流 形 +( 时 空 流 形 ) 的 
局 部 坐标 的 选取 方法 .实际 上 ,物理 量 是 用 时 空 
流 形 上 的 张 量 表示 的 ， 根 据 这 一 原理 可 以 把 物 
理学 定律 用 张 量 方程 表示 。 第 二 条 等 效 原 理 ， 
已 由 R. von Eatvós (1890) 等 人 的 最 精密 实验 
所 证 明 ,认为 引力 质量 和 局 性 质量 是 相等 的 , 因 
而 象 离心 力 那样 ， 来 源 于 加 速度 的 力 和 引力 是 
没有 区 别 的 . 

Einstein 从 这 些 假设 出 发 ,得 到 了 下 面 的 结 
i: 如 果 有 物质 以 及 它 所 生成 的 引力 场 存 在 ， 
时 间 、 空间 的 结构 就 要 发 生变 化 ， 平 滑 的 _ Min- 
kowski 世界 要 变 成 具有 曲率 的 四 维 Riemann 流 
形 +( 但 基本 张 量 的 符号 差 ? 为 (1, 3)). 这 种 流 
形 的 基本 张 量 的 分 量 gw 表示 引力 势 , 它 所 满足 
的 引力 方程 可 以 作为 几何 学 定律 表达 出 来 . 象 
这 样 把 引力 现象 归结 为 时 空 流 形 的 几何 结构 问 
题 ,在 这 以 前 的 物理 学 中 是 没有 考虑 到 的 ; 它 是 
以 后 的 统一 场 理论 ?发 展 的 原动力 . 

Einstein 所 导出 的 引力 定律 是 推广 Newton 
力学 的 位 势 方程 的 结果 . 也 就 是 说 ,假定 R; 是 
由 g; 构 成 的 Ricci 张 量 ', 如 果 R 是 纯 量 曲 率 '、 
则 在 不 存在 产生 引力 场 的 物质 的 领域 内 ，R 必 
须 满足 下 式 : 

о) Gy = Ry — в,К/2 = 0, 
即 

Ri 一 0. 
在 有 物质 存在 的 领域 内 ,下 式 成 立 : 
G) Gyr ХТ, YX 为 引力 常数 。 


相对 论 ози 

这 里 т, 是 表示 物质 的 力学 状态 (能 量 、 动 量 、 
张力 ) 的 对 称 张 量 。 通常 称 (2 ) 式 为 外 部 场 方 
程 , 称 (3) 式 为 内 部 场 方程 

当 粒 子 质量 很 小 ， 对 场 的 影响 可 以 忽视 
时 ， 粒 子 在 引力 场 内 的 运动 方程 可 以 用 下 式 给 
(0 Eei gaff 9g, 
这 里 8/8, SC HALF Pu AY 3 AK s ve AY JE 
变 微分 +。 也 就 是 说 , 引力 场 内 的 粒子 沿 时 空 流 
形 的 时 间 测 地 线 ! 运 动 。 同 样 , 光 的 路 径 可 以 用 
零 测 地 线 表 示 ， 它 的 方程 在 形式 上 是 令 (4) 中 
第 二 式 的 右边 为 零 的 结果 . 

Einstein 把 上 述 理论 应 用 于 太阳 周围 的 引 
力 场 ,讨论 了 水 星 近日 点 的 进 动 ,光线 通过 太阳 
附近 的 弯曲 ， 以 及 白矮星 光谱 的 红 移 等 问题 。 
其 中 水 星 近日 点 的 进 动 问题 ， 用 Newton 的 引 
力 理 论 是 不 能 精确 说 明 的 ， 但 是 用 广义 相对 论 
可 以 圆满 地 解决 。 关于 其 他 两 个 问题 , 得 到 的 
结论 也 和 观测 事实 一 致 ， 这 些 都 可 以 看 做 是 广 
义 相对 论 的 实验 证 据 . 

值得 注意 的 是 , (2) 式 具有 波动 解 ， 这 和 
Newton 的 引力 理论 是 有 矛盾 的 , 它 意味 着 引力 
的 影响 是 以 有 限 速度 传播 的 。 这 个 问题 和 引力 
场 的 量子 (引力 量子 ) 的 存在 有 密切 关联 ;从 量 
子 物 理学 的 观点 来 说 ,也 是 很 有 趣味 的 问题 ;但 
是 ,这 些 问题 目前 还 没有 得 到 确定 的 结论 . 

此 外 , 关于 引力 以 外 的 问题 (例如 , 引力 场 
和 电磁 场 的 共存 系统 ,宇宙 全 体 的 结构 等 等 ) 也 
进行 了 广泛 研究 ,所 得 结论 很 难 用 实验 来 判断 ， 
对 于 广义 相对 论 的 适用 范围 还 存在 着 疑问 ， 

在 (3) Ah, 产生 引力 场 的 物质 可 以 用 C 
阶 张 量 T; 来 表示 。 但 是 有 人 认为 ， 可 以 把 物 
质 用 (2) 式 解 的 奇 点 来 表示 ， 从 这 种 观点 来 
说 ,物质 粒子 ( 即 奇 点 ) 的 运动 方程 , 不 必 象 (4) 
式 那样 单独 假设 ， 而 可 以 作为 (2) 式 的 结果 
HSI (Einstein, L. Infeld, B. Hoffman, 
1938). 

最 后 ， 从 数学 物理 的 立场 讨论 (2) 和 (3) 
两 方程 的 意义 。 这 两 个 方程 和 经 典 物 理学 中 出 
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现 的 Laplace 方程 以 及 Poisson 方程 是 对 应 的 ， 
于 是 可 以 认为 存在 着 和 这 种 情况 相 类 似 的 问 
题 ， 解 决 这 种 问题 需要 在 大 范围 内 进行 考察 . 
特别 是 引力 场 ,在 静止 情况 下 ,可 以 归结 为 三 维 
RE LOMA BATES, CSRS 
较 满意 的 结果 ， 在 一 般 情况 下 ,， 式 (2) 或 (3) 
是 正规 双 曲 线 型 偏 微分 方程 ， 在 某 种 程度 的 可 
敏 性 假定 下 ，Cauchy 问题 可 以 局 部 地 求解 (A. 
Lichnerowicz [3]). 


(S) [1] A. Einstein, The meaning of relativity, 
Princeton Univ. Press, 第 五 版 ，1956; [2] Н. Weyl. 
Raum, Zeit, Materie, Springer, BHM, 1923 (RMA: 
Space, time, matter, Dover, 1950); [3] A. Lichnerowicz, 
"Théorie relativistes de la gravitation et de l'électromagné 
disme, Masson, 1955, [4] B. A. Фок, Теория npocrpa 
mcrBa, времени и тяготения, Гостехиздат, 1955; [5] 
Recent developments in general relativity, Pergamon (de 
dicated to L. Infeld), 1962, [6] L. Witten f, Gravita- 
tion, an introduction to current research, John Wiley, 
1962. 


统一 场 论 [HK unified field theory 法 théorie 
unitaire des champs Ë einheitliche Feldtheorie 
Ak единая теория поля 日 i—i] 

【历史 】 统一 场 论 是 受到 广义 相对 论 * 辉 
煌 成 果 的 启发 而 诞生 的 物理 学 理论 ， 目 的 是 从 
时 间 、 空 间 的 几何 结构 的 观点 把 引力 场 、 电 磁 
场 、 核 力 场 等 各 种 场 作 统一 描述 .这 方面 的 研 
究 从 1918 年 以 来 已 经 继续 了 半 个 多 世纪 ,陆续 
地 发 表 了 许多 有 数学 趣味 的 理论 ,但 是 ,由 于 缺 
少 实验 根据 和 明确 的 指导 原理 ， 还 不 能 从 实质 
上 说 明 自 然 现 象 。 

相对 论 的 一 个 很 大 的 特征 ， 在 于 它 完 全 是 
从 新 的 时 空 概念 出 发 的 ， 也 就 是 说 ， 由 广义 相 
对 论 知道 ,如 果 有 物质 存在 ,而 且 在 它 的 周围 发 
生 引 力 场 时 ， 时 间 、 空 间 的 结构 就 要 发 生变 化 ， 
平坦 的 Minkowski 世界 ' 就 要 变 为 具有 曲率 的 
POSE Riemann 流 形 '( 符 号 常数 为 一 2)。 可 以 
认为 ,这 种 流 形 的 基本 张 量 的 分 量 g; 表示 引力 
势 ， 而 且 引 力 的 基本 方程 可 以 作为 流 形 的 几何 
学 法 则 来 描述 。 这 样 , 把 引力 现象 归结 为 时 空 
流 形 的 结构 的 想法 ， 是 广义 相对 论 所 特有 的 
理论 (一 相对 论 )。 在 狭义 相对 论 * 中 引入 了 


Minkowski 世界 ， 和 以 前 的 朴素 时 空 概念 相 比 ， 
的 确 也 是 很 大 的 变革 。 然而 ， 在 这 种 理论 中 ， 
Minkowski 世界 是 描述 物理 学 法 则 的 基础， 这 
个 世界 的 结构 不 因为 发 生物 理 现象 而 有 所 改 
变 ; 这 一 点 和 以 普通 的 三 维 空间 为 基础 的 
Newton 力学 完全 一 样 。 而 在 广义 相对 论 中 ,时 
空 不 仅 是 描述 物理 法 则 的 基础 ， 而 且 其 中 发 生 
的 引力 现象 也 反映 在 它 的 结构 之 中 ， 而 成 为 
Riemann ЖЖ. 

在 广义 相对 论 中 ， 为 了 论述 引力 场 和 电磁 
场 的 共存 系 ,必须 解 关于 引力 势 gi; 和 电磁 场 张 
量 Fa 的 联 立 方程 (Einstein-Maxwell 方程 ). A 
此 , 由 于 有 电磁 场 的 存在 , 引力 势 gi 确实 受到 
影响 , 但 是 时 空 是 Riemann 流 形 这 一 假设 仍旧 
不 变 。 也 就 是 说 , 电磁 场 对 时 空 流 形 的 结构 没 
有 实质 的 直接 的 影响 。 然而 , 当时 由 于 承认 了 
广义 相对 论 的 正确 性 ， 曾 预料 也 许 所 有 物理 作 
用 都 可 以 归结 为 引力 场 和 电磁 场 。 于 是 把 广义 
相对 论 加 以 推广 ， 设 想 了 一 种 时 空 结构 不 仅 和 
引力 场 ,而 且 和 电磁 场 直接 有 关 的 几何 学 ,基于 
这 种 想法 ， 产 生 了 建立 两 种 场 的 统一 理论 的 动 
机 ， 这 种 设想 可 以 图 示 如 下 : 

四 维 平坦 空间 …… Be CHALE. 
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四 维 Riemann gf" XAR 


(Weyl 理论 】 最 初 的 统一 场 论 是 Weyl 在 
1918 年 提出 的 。 在 成 为 广义 相对 论 的 数学 基 
础 的 Riemann 几何 学 中 , 基本 张 量 ' gi 的 共 变 
微分 ?为 零 ， 也 就 是 说 , 如果 用 表示 由 gu 构 
成 的 Christoffel 符号 +, 则 有 下 式 成 立 , 即 


(1) Vigi = Әв Әх? — gil ie — gal = 0, 


相反 ， 如 果 认为 Th 是 一 般 仿 射 联络 + 的 系数 ， 
令 Th = Th， 并 且 解 (1) 式 求 Th%， 就 可 以 知 
道 , 它 和 Christoffel 符号 是 一 致 的 。 从 这 种 意 
义 来 说 ，(1) 式 表示 时 空 流 形 具有 Riemann 结 
Ë. Weyl 把 (1) 式 加 以 推广 ,设想 了 其 结构 能 
用 下 式 表 示 的 空间 : 


(2) Vigi = 2A и» 


16 4, ARES, 发 展 了 他 的 统一 场 论 , 这 种 
理论 是 Cartan 联络 几何 学 发 现 的 开端 ,从 这 一 
点 来 说 ,是 有 数学 意义 的 ,但 是 在 导出 场 的 方程 
及 带电 粒子 的 运动 方程 方面 存在 着 缺点 . 

在 Weyl 理论 中 , 用 р, 一 ogi 给 出 的 长 
疤 尺 度 的 变换 是 很 重要 的 。 与 此 同时 , 如果 对 
A 也 施行 变换 


(3) 


JU (2) 是 不 变 的 ， 因 此 它 所 决定 的 时 空 结构 也 
是 不 变 的 。 (3) 称 为 规范 变换 (gauge transfor- 
mation) ,是 和 下 述 事 实 对 应 的 , 即 给 定 电磁 场 张 
Ж Fi 时 ,除了 差 梯度 矢量 外 , 9 А, 就 决定 了 。 
在 目前 的 场 论 ' rb, 规范 变换 已 推广 到 各 种 场 。 
场 方程 对 这 种 变换 是 不 变 的 ， 根 据 这 种 不 变性 
可 以 推导 出 电荷 守恒 定律 

【以 后 的 发 展 】 继 Weyl 理论 之 后 发 表 的 
是 Th. Kaluza 的 五 维 统一 场 论 (1921). 关于 
这 一 点 ,人 们 认为 我 们 的 时 空 是 四 维 的 ,但 取 以 
五 维 空间 为 出 发 点 只 是 一 科技 巧 ， 指 出 这 是 这 
种 理论 的 缺点 。 但 是 在 形式 上 大 体 是 完整 的 . 
在 以 后 的 统一 场 论 中 不 少 人 对 这 种 理论 进行 了 
修改 和 推广 ， 作 为 Kaluza 理论 基础 的 空间 ， 
是 以 

dj! = (dx! + АА) + вх? 

为 基本 形式 的 五 维 Riemann 流 形 ; RP A. A 
gu BARE х ER (а, bst = 0,1,2, 
3). 场 方程 和 粒子 运动 方程 ,都 可 从 广义 相对 论 
的 变 分 原理 + 推导 出 来 .其 中 场 方程 是 令 上 述 五 
维 Riemann 流 形 的 Ricci 张 量 "为 零 而 得 到 的 ， 
和 Einstein-Maxwell 方程 是 等 价 的 。 带电 粒子 
的 轨道 可 以 用 流 形 的 短程 线 给 出 ， 它 的 方程 可 
以 归结 为 广义 相对 论 的 Lorentz 方程 . 

以 后 还 提出 了 几 种 统一 场 理论 ， 下 面 只 举 
出 数学 上 有 较 大 兴趣 的 。 其 中 有 : 以 容许 绝对 
平行 性 的 空间 为 基础 的 理论 (Einstein, 1928), 
以 射影 联络 ' 空 间 为 基础 的 理论 (O.，Veblen, B. 
Hoffman, 1930 [5]; J. A. Schouten, D. van 
Dantzig，1932)， 波 动 几何 学 (以 把 基本 形式 线 


A, = А, — Ologe/8x', 


量子 力学 


性 化 为 基础 的 理论 ;三 村 删 昂 ，1934 [4] ), 以 非 
完整 空间 为 基础 的 理论 (G. Vranceanu, 1936), 
以 保 形 联络 "空间 为 基础 的 理论 (Hoffman, 
1948) 等 等 . 

在 1945 年 以 后 的 研究 中 ,广义 相对 论 中 的 
物质 表象 问题 成 为 重大 的 转机 。 Einstein 起 初 
ЖЮ C 阶 能 量 张 量 Ti 来 表示 物质 ， 在 决定 物质 
形状 时 需要 相对 论 以 外 的 理论 。 后 来 他 本 人 对 
这 一 点 也 不 满意 ,企图 不 用 Ti 这 样 的 量 , 只 用 
场 量 来 发 展 理论 ， 这 就 是 场 的 一 元 论 , 从 物理 
学 的 观点 来 说 。 要 求 到 处 都 不 存在 奇 点 的 解 . 
他 的 第 一 个 设想 是 改变 时 空 流 形 的 拓扑 结构 ， 
以 此 为 基础 ， 从 广义 相对 论 的 外 部 场 的 方程 的 
解除 去 奇 点 。 后 来 J。 A. Wheeler 把 这 种 设想 
推广 到 统一 场 论 ， 利 用 调和 积分 论 对 质量 和 电 
荷 给 予 了 一 种 解释 (1957 [3]). Einstein 的 第 
二 个 设想 是 他 所 提出 的 非 对 称 统一 场 论 (1945 
[2])。 这 种 理论 中 的 基本 量 是 非 对 称 张 量 gv 
和 非 对 称 联络 系数 Г}, (1) 式 包括 在 场 方程 之 
中 (需要 注意 下 标的 顺序 ), 于 是 可 以 认为 ,成 为 
这 种 理论 的 基础 的 空间 是 Riemann 流 形 的 直接 
推广 ， 此 外 ，Schredinger 只 用 Tj, 作 基 本 量 , 也 
得 到 同一 形式 的 场 方程 (1947 [6]). 


[5] (U «тихи, IBI, TRI КӨМ 
学 , 1940; [2] A. Einstein, The meaning of relativity, 
Princeton, Univ. Press, WAM 1955; [3] J. A. Whe 
eler, Geometrodynamics, Academic Press, 1962, [4) Y. 
Mimura (= HW 8)-Н. Takeno СМР — RE), Wave 
geometry, Sci. Rep. Res. (ost. Theoret, Phys, Hiroshima 
Univ., no. 2, 1962, [5] O. Veblen, Projektive Relativi 
titstheorie, Springer, 1933; [6] E. Schrodinger, Space- 
time structure, Cambridge, Univ. Press, 1950; [7] A. 
Einstein, A generalization of the relativistic theory of 
gravitation, Ann, of Math., (2) 46 (1945), 578—584. 
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量子 力学 [ 3 quantum mechanics 法 mécanique 
quantique Ë Quantenmechanik А квантовая 
механика 日 量子 力学 ] 用 Newton 力学 ' 
(经典 力学 ) 能 够 圆满 地 说 明天 体 以 及 普通 物体 
的 运动 ( 称 为 宏观 现象 ), 但 是 在 十 九 世 纪 末 时 ， 
企图 用 经 典 理论 说 明 热 辐射 现象 ， 结 果 归 于 失 
Ж. M. Planck 提出 了 能 量 量子 说 ,认为 辐射 能 
是 以 某 种 量 值 为 单位 进行 放射 或 吸收 ， 并 求 出 
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了 新 的 辐射 公式 ,和 实验 结果 一 致 。 在 这 以 后 ， 
A. Einstein 提出 了 光量 子 说 。 N. H. D. Bohr 
认为 能 量 等 物理 量 只 能 具有 不 连续 值 ， 在 说 明 
电子 在 原子 中 所 能 占据 的 状态 方面 获得 了 成 
Xp. 这样, 在 研究 分 子 、 原 子 ,原子 核 以 及 基本 
粒子 等 非常 小 的 物体 的 运动 (这 叫 微 观 现象 ) 
时 ,就 必须 用 量子 力学 . 

【观测 公理 】 量子 力学 和 经 典 力学 的 根本 
差异 是 ,如 上 所 述 , 在 微观 世界 中 能 量 等 物理 量 
有 时 只 能 具有 不 连续 值 ， 微 观 物体 的 状态 因 观 
测 而 受到 干扰 . 

在 量子 力学 中 ， 物 质 在 某 一 时 刻 的 状态 可 
以 用 Hilbert 空间 * (更 普遍 地 说 是 定义 了 内 积 
的 复线 性 空间 ) 的 元 来 表示 ,力学 景 (物理量 ) 
可 以 用 在 这 个 空间 定义 的 Hermite WEEK RA. 
假定 力学 量 4 的 本 征 值 为 s。 (n= 1,2, +), 
属于 а, 的 本 征 元 在 空间 的 投影 算 符 为 P。。 这 
里 a。 是 实数 。 并 假定 4 = 5 а„Р„, Р„Р„— 
5。nP。， 在 量子 力学 中 有 下 述 观测 公理 。 

在 状态 观测 4 时 ， 可 以 测 得 它 的 某 一 个 
本 征 值 , 测 得 a, 的 概率 与 |(%, Pad) |? 成 正比 . 
在 测 得 as 时 ,状态 由 转变 为 4, SF a, 的 本 
TERS Р„ф. 

这 里 力学 量 之 所 以 能 用 Hermite 算 符 来 表 
示 , 是 因为 力学 量 的 测定 值 必定 是 实数 的 缘故 . 
而 且 , 如 上 述 公 理 所 示 , 量 子 力学 对 观测 结果 只 
能 作 概率 的 预言 。 在 状态 测定 力学 量 4, Ж 
得 实数 值 a 的 概率 为 

Pam Chs Pad) РЛС, Ф) 
而 có Cc 是 复数 ) 也 能 给 出 相同 的 p。。 因 此 少 
和 对 于 所 有 的 力学 量 只 能 给 出 相同 的 预言 ， 


所 以 它们 表示 相同 的 状态 。 一 般 , 把 状态 归 一 
MBO (bs Ф) — 1. ХЕ], p. — СФ, Pah) |? 
A 在 状态 由 的 期 望 值 为 


(4) = (Фф, Ab) 一 Easpa. 
对 于 4 的 本 征 值 a1, а» 575, 如 果 а, эб оь, W 
(bis du) 一 0 但 这 里 假定 
be = Pab/ (bs Pap) 
(本 征 态 的 正 交 性 )。 ШЖ {4} 构成 一 个 完备 
正 交 系 ', 则 任意 的 少 都 可 以 按 Фф. 展开, 即 


b= Leaded 
从 而 p.— 1,12. 当 4 具有 连续 本 征 值 时 ， 可 
以 表示 为 

4- Í 2dP(2). 
在 状态 上 测定 4 时 ,测定 值 在 2, 和 2, 之 间 的 概 
35 JAP) — POS). 6)? 成 正比 ， 一 般 的 
4 可 以 具有 不 连续 和 连续 两 种 本 征 值 (一 特征 
值 问 题 )。 一 般 地 说 ， 当 给 出 两 种 状态 P 和 由 
时 , 称 (p, Ad) 为 力学 量 4 在 状态 P 和 山 之 间 
的 矩阵 元 (matrix clement), 

上 面 讲述 的 是 在 某 一 时 刻 的 观测 问题 ， 一 
般 地 说 , 状态 是 随时 间 变 化 的 。 BREAKS 
在 茹 小 时 间 内 的 微小 变化 的 算 符 为 H， 则 上 的 
变化 可 以 由 
O ih09/80: = Hp 
来 表示 。 这 里 归 一 化 系数 (9. Ф) 必须 是 一 定 
的 ,因此 ,中 对 于 时 间 的 变化 受到 么 正 变换 . DR 
ЮНАН Hermite 算 符 的 性 质 。 这 里 五 称 
为 Hamilton 算 符 (Hamilton operator), 它 的 性 
PRATAP ARH. dE Db RN 
数 ， 它 的 2x 倍 是 Planck 常数 (Planck con- 
stant)。 上 面 的 方程 称 为 广义 Schrödinger 方 
#2 (Schródinger's equation), 

在 量子 力学 中 ，4 在 状态 的 期 望 值 为 
(4) = (Ф. A9); th (1) 知道 ， 它 随时 间 的 变 
化 可 以 由 
(2) d{A)/de = СІН, 41) 

给 出 。 在 上 式 中 [A, B] = AB — ВА, KH 
换 位 子 积 .在 经 典 力学 中 也 有 这 样 的 关系 ,由 分 
析 力 学 知道 ,如 果 力 学 量 A 是 典型 变量 q; (位 
置 ) 和 pi (动量 ) 的 函数 ， 则 4* 随 时 间 的 变化 
可 以 由 

G) ала = (Не, An) 

给 出 。 式 中 H 是 力学 系统 的 Hamilton 函数 '， 
括号 ( ) 是 Poisson 括号 !( 一 分 析 力 学 ). (2) 
和 (3) 相似 ,如 果 用 (1/ 访 ) [А,В] 代替 Poisson 
185 (A, В), 就 可 从 经 典 力学 的 公式 (3) 转 变 
为 量子 力学 的 方程 。 这 时 ,需要 注意 的 是 , 换 位 
+Ж 1А, B] 和 Poisson 55 (4, В) 有 相同 的 


TEM. 在 上 述 转变 中 利用 了 下 述 对 应 原理 . 一 
般 地 说 ,决定 表示 力学 量 的 算 符 和 Hamilton 算 
符 的 具体 形式 时 要 利用 对 应 原理 (corrcspondence 
principle)。 这 条 原理 要 求 ,经 典 力学 在 4 一 0 的 
极限 条 件 下 成 立 ， 并 假定 力学 量 的 期 望 值 随时 
闻 的 变化 在 两 种 力学 中 有 相同 的 形式 . 

【交换 关系 】 根据 上 述 对 应 原理 能 够 从 经 
典 力 学 中 的 Hamilton 函数 得 到 量子 力学 中 的 
Hamilton 算 符 。 即 假定 经 典 力学 中 的 Hamilton 
函数 为 典型 变量 Ph 和 gq 的 显 函 数 H(p, 4)， 
而 且 pi 和 gq4 为 满足 交换 关系 《commutation 
relation) 

《4) [po a) 1 (1 是 恒 等 算 符 ) 
的 Hermite 算 符 ,那么 ,满足 这 个 恒等式 的 pa 和 
4k， 除 不 可 约 性 假定 下 的 等 价 外 ， 是 唯一 确 
定 的 。 这 些 变数 的 期 望 值 满足 下 面 的 典型 方 
程 : 

4а0)/ de = (8H/8p>, 

4(р)/й 一 —(8H/84O. 
象 这 样 从 经 典 力学 的 典型 变量 以 及 Hamilton 
函数 向 量子 力学 的 算 符 以 及 Hamilton 算 符 转 
变 的 过 程 称 为 量子 化 《quantization)。 

若 假定 满足 交换 关系 (4, B) m ile (с 
是 常数 0) 的 两 个 物理 量 的 期 望 值 为 《4》 和 
(B), 则 有 下 面 的 不 等 式 成 立 : 

(5) (4—64)? x (B—(Byy > (#/4)e. 

这 个 不 等 式 给 出 了 测量 中 的 不 定性 〈uncertain- 
中)， 这 就 是 说 , 这 样 的 两 物理 量 不 能 同时 无 限 
地 正确 测定 。 这 也 是 宏观 运动 和 微观 运动 的 一 
REF. 

[Schrédinger 方程 】 Е g (—00< а, < 
co) 的 函数 构成 的 函数 空间 LA. 可 以 把 满足 
交换 关系 CA) OIF pL Maram 4, Х 和 
рь = G/i)8/8q, 来 表示 。 对 经 典 力学 的 Ham- 
iton 函数 H(p, q) 的 变量 进行 这 样 的 置换 可 
以 得 到 Hamilton 算 符 。 特 别 是 ,对 于 由 :个 质 
点 (粒子 ) 构 成 的 力学 系统 ， 如 果 是正 交 坐标 
xp yo zo 运动 方程 (1) 一 般 成 为 下 面 的 二 阶 
偏 微分 方程 : 
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+ Vay yo ey n 2d) b 


(m, EAR, A, 是 关于 ti Yas в, 的 Laplace 算 
符 ')， 这 称 为 狭义 Schrödinger 方程 , ф(х\, 
ye zo 01» Zo £) 称 为 波 函数 (wave function). 
在 由 x, 和 x, + drr у, 和 yet дую z 和 
za + dz, (ko, +) 围 成 的 体积 dn dy dz, 
(m 1, s) 内 找到 各 粒子 的 概率 与 [OG 
ж» zo t zo P REW, MRE lol E£ 
空间 内 的 积分 为 1, MES 391—4. 由 也 称 为 
概率 振幅 (probability amplitude), "4d Ж 

p= exp( —iEi/B)g( 7 z.) 
的 形式 时 , ||? 以 及 力学 量 4 的 期 望 值 


《4) 一 [ota odz, 


与 时 间 无 关 ， 这 时 的 状态 称 为 定 态 (stationary 
state), XM E, HA? 是 本 征 值 问题 Нф= Eq 
的 解 。 这 个 方程 称 为 不 含 时 间 的 Schrodinger 77 
程 ,是 3 个 变量 的 二 阶 偏 微 分 方程 ， 因 为 H 表 
示 系统 的 能 最 ， 所 以 E 给 出 了 系统 所 能 取 的 能 
量 的 值 . 上 面 取 的 空间 是 q, (一 0o < 4, < со) 
的 函数 空间 Li, 这 称 为 坐标 表示 .也 可 以 不 这 
BE, TOM p, (一 co < p, < оо) 的 函数 空间 Las 
这 称 为 动量 表示 . 

在 上 述 描述 方式 中 ， 状 态 由 遵照 方程 (1) 
或 (6) 随 着 时 间 变 化 ,而 力学 量 不 变 ， 这 种 描 
述 方 式 称 为 Schrödinger 表示 (Schrödinger 
representation), 如果 Hamilton 算 符 刀 与 时 间 无 
关 , 利 用 么 正 算 符 〈Ur to) eM) 可 以 
FEO) BH = Ule tool). o) 表示 在 
时 刻 + 一 4 的 状态 。 对 于 力学 量 A, WR 

AG) = Ui, t) AUCs в) 
这 样 的 算 符 , 则 
AG) = UGz, 1)(AG)9(9)) 

成 立 。 但 状态 可 以 用 不 随 对 间 变 化 的 oC) 来 
表示 。 既 使 认 为 力学 量 随 对 间 变 化 , 在 数学 上 
也 是 一 样 的 。 这 种 描述 方式 称 为 Heisenberg 
表示 (Heisenberg: representation), ACs) 随时 间 
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的 变化 遵守 下 面 的 方程 : 
0) 4400/4: = G/h)(H, AC]. 
这 称 为 Heisenberg 运动 方程 (Heisenberg’s 
equation of motion), 

(Dirac HÆ] Schrödinger 方程 不 具有 相 
对 论 性 不 变性 。 在 相对 论 中 关于 能 量 有 下 面 的 
恒等式 成 立 , 即 

Е? = mich + pre? 
Ce 表示 光速 ), 在 上 面 的 恒等式 中 进行 置换 
p (4/18/8245 

就 得 到 Klein-Gordon 7% (Klein-Gordon 
equation) 
(8) (0 – 0» = 0, 

Ож Aa — (1/e)81/8n, к= me/h, 
所 有 自由 粒子 的 波 函数 都 必须 满足 这 个 方程 . 
但 是 方程 中 含有 关于 时 间 的 二 阶 导数 ， 可 能 出 
现 概率 密度 为 负 值 的 情况 .为 了 使 方程 成 为 电 
子 的 一 体 问题 的 量子 力学 基本 方程 ， 必 须 附 加 
上 条 件 ， 使 概率 密度 只 能 为 正 值 。 P. A. M. 
Dirac 认为 自由 电子 的 波 函 少 可 以 用 具有 四 个 
分 量 的 旋 量 (被 称 为 undor 的 量 ) 给 出 ,为 了 如 
免 概 率 密度 为 负 值 的 困难 ， 方 程 中 关于 时 间 的 
导数 必须 是 一 阶 的 。 根 据 相 对 论 知道 ,时 间 、 空 
间 坐 标 是 等 价 的 ， 于 是 得 到 关于 所 有 坐标 的 一 
阶 偏 微分 方程 

30 
(9) LAS + inh = 0, 
这 称 为 Dirac FB (Dirac’s equation), oA 
每 一 个 分 量 必须 满足 具有 相对 论 不 变性 的 
Klein-Gordon 方程 ， 可 以 按照 这 样 的 条 件 决定 
Tae v, 是 四 行 四 列 矩 阵 ,满足 
тм, + rer, 20, Cu,» = 1,2,3,4) 

的 交换 关系 。 把 这 些 矩阵 和 单位 矩阵 及 
T» T» 74 四 个 矩阵 反复 相生 ,就 可 以 得 到 十 六 
个 线性 无 关 的 和 矩阵， 任意 四 行 四 列 矩 阵 都 可 以 
用 这 十 六 个 矩阵 的 适当 的 线性 组 合 来 表示 。 

Dirac 方程 (9) 具有 平面 波 的 解 , 即 

rs t) = wexp((i/h)p * r — (i/#)E:), 
能 量 有 两 个 本 征 值 , 即 
E= xA mop). 


AU, 方程 有 四 个 独立 的 本 征 解 u, 
zx， we u, 其 中 有 两 个 属于 正 的 本 征 值 ， 另 
外 两 个 属于 负 的 本 征 值 。 出 现 负 能 状态 在 物理 
学 上 是 很 难 理解 的 ， 但 是 在 数学 上 为 了 构成 完 
全 系 又 不 能 合 去 负 值 。 Dirae 为 了 避免 这 种 困 
难 ， 假 定 负 能 状态 是 由 无 限 多 的 电子 充满 的 真 
di. 按照 这 种 想法 ,在 构成 真空 的 负 能 电子 中 ， 
如 果 缺 少 了 某 一 个 就 出 现 空 穴 ， 这 种 空 穴 具有 
粒子 的 性 质 ,其 电荷 与 电子 的 电荷 相反 ,能 够 作 
为 正 电子 观测 出 来 。 因此 , 如 果 负 能 电子 吸收 
T 射线 而 转变 为 正 能 状态 , 那 末 就 产生 电子 - 
正 电子 对 .仁科 芳 雄 ，O. Klein 查 明 ,用 Dirac 
方程 计算 的 结果 和 实验 结果 一 致 ,证 实 了 Dirac 
方程 的 正确 性 。 但 是 由 负 能 的 存在 知道 ， 把 
Dirac 方程 看 做 是 关于 一 体 问题 的 方程 是 不 正 
确 的 。 于 是 把 Direc 方程 看 做 是 关于 电子 的 经 
此 的 波动 场 的 方程 而 进行 量子 化 ， 这 样 引 人 了 
正 电子 论 (一 场 论 , 二 次 量子 化 )， 实 际 上 , 如 
果 把 Klein-Gordon 方程 (8) 也 看 做 是 经 典 的 物 
质 波 的 波动 方程 而 进行 量子 化 ， 就 可 以 避免 负 
概率 的 矛盾 。 自 旋 为 零 的 粒子 ,例如 = 介子 等 。 
都 亲 照 这 个 方程 而 运动 

这 里 试 将 Dirac 方程 改写 为 

:9ф/0: = Нф, H=ca-p+ mc, 
RH y,” 一 ipak (k= 1,2,3), re В. 这 
里 的 所 和 电子 的 轨道 角 动 量 算 符 

L—rxp= —ir x Ç 
不 是 交换 的 ,所 以 上 不 是 守恒 最 ;但 是 ， 
J= L + (4/20 
是 守恒 量 ， 这 里 o 是 矢量 , 它 的 各 分 量 可 以 用 
(25) аш, с, Pauli B EIE RE (Pauli's 
0 c, 

spin matrix), BI 


«(2 (2 
els a} 


S= (4/2)e 是 电子 的 固有 角 动 量 ， 称 为 自 旋 


(spin). 电子 以 外 的 粒子 。 如 中 子 等 ， 也 都 具有 
被 称 为 自 旋 的 固有 和 角 动 量 作为 其 粒子 的 属性 .. 


HFEF, S? — 51 + 51 + 53 成 为 ss + DEI 
(1 是 单位 矩阵 ) 的 形式 , s = 1/2. 5/2 称 为 
自 旋 的 绝对 值 ,电子 也 称 为 自 旋 为 1/2 的 粒子 。 
从 光谱 中 就 预见 到 自 旋 的 存在 . 

如 果 电 子 的 速度 不 是 很 大 , 小 于 (s/c 的 
量 都 可 忽视 ， 那 末 就 可 以 把 电子 的 状态 用 具有 
两 个 分 量 的 量 来 表示 ,这 称 为 Pauli 近似 (Pauli 
approximation), 如 果 采 用 更 粗略 的 近似 ， 这 两 
个 分 量 就 成 为 独立 的 ,分 别 满足 Schrodinger 方 
程 . 

【 群 论 的 应 用 】 Schrödinger 方程 Нф=Еф 
的 本 征 状态 少 是 各 个 粒子 的 坐标 的 函数 。 这 里 
把 这 些 坐 标 总 括 起 来 写 为 >。 对 * 进行 某 种 变 
ж т, AMBRE, HFRS RRS 
等 ， 如 果 工 和 妃 是 交换 的 (在 x > = = Tx 的 
变换 中 如 果 HEREN) UWE w(x) = 
ФО) 的 条 件 的 变换 得 到 的 函数 

THe) = Ф (0) 一 (Ts), 

和 由 一 样 ,也 满足 Schrodinger HR. HERT 
的 集合 构成 一 个 群 ! 时 ,由 的 变换 由 一 To foh 
了 这 个 群 (一 般 是 无 限 维 的 ) 的 表示 。 这 时 只 考 
虑 么 正 表示 就 可 以 了 .这 种 表示 可 以 分 解 为 不 
可 约 表示 的 和 。 力 学 系 的 固定 能 量 的 值 对 应 于 
各 个 不 可 约 表示 ， 定 态 具有 和 表示 次 数 相等 的 
ТИЖ 〈dcgeneracy)， 也 就 是 说 ,各 定 态 都 可 以 用 
MEHRA R z 的 变换 工 所 构成 的 群 的 不 可 约 表 
未 + 来 标志 。 

如 果 妃 是 球 对 称 的 ， 即 如 果 妃 对 于 旋转 群 
是 不 变 的 ,就 可 以 把 状态 用 旋转 群 的 2L + 1 
阶 不 可 约 表示 Di 来 加 以 区 别 (— Racah 代数 )。 
这 时 力学 系统 的 所 有 的 角 动 量 的 和 上 的 平方 
的 本 征 值 为 L(L + DP, L 一 定 为 零 或 正 整 
数 。 能 量 有 2L 十 1 度 简 并 ， 可 以 用 工 的 = 分 
量 M 来 进一步 加 以 分 类 . 这 里 M -LAL 
之 间 取 2 + 1 个 整数 值 。 在 自 旋 和 轨道 角 动 
量 之 间 有 相互 作用 的 情况 下 ， 也 可 以 把 状态 用 
旋转 群 的 不 可 约 表示 D; 加 以 区 别 ， 若 令 总 轨 
道 角 动量 上 和 总 自 旋 角 动量 S 的 和 为 Л 
L + S), жана JJ +1). 788 
值 一 般 为 零 或 正 整 数 或 正 的 半 整 数 .再 加 上 反 
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演 操作 就 得 到 正 交 群 (广义 旋转 群 ) (— 典型 群 
[ 正 交 群 ]). 用 这 种 群 的 不 可 约 表示 Dj 可 以 把 
状态 分 类 ,这 里 + 号 表示 对 于 原点 的 反 演 表示 
的 指标 为 +, RM + 把 状态 分 别称 为 偶 状 态 
(even state) 和 奇 状态 Codd state). 例如 , 原子 
或 原子 核 的 能 级 就 可 以 用 不 可 约 表示 D$ 加 以 
Kail. 

【多 原子 分 子 】 由 围绕 连结 两 个 原 于 核 的 
直线 的 二 维 旋转 以 及 对 于 包含 这 个 直线 的 平面 
的 反射 所 构成 的 群 ， 是 研究 二 原子 分 子 群 表 
示 的 基础 。 它 的 定 态 可 以 用 围绕 上 述 直线 的 角 
动量 的 绝对 值 , 即 零 或 正 整数 A 来 分 类 . ADI 
的 状态 是 二 重 的 ,对 于 一 重 状态 的 4 一 0, 可 以 
根据 上 述 反 射 的 指标 来 区 别 土 。 如 果 两 个 原子 
核 是 全 同 的 ， 可 以 用 关于 上 述 直线 的 二 等 分 点 
的 对 称 狂 的 指标 来 区 别 偶 \ 奇 . 

多 原子 分 子 的 能 级 ， 可 以 用 把 间 种 原子 核 
进行 置换 的 所 有 旋转 构成 的 群 的 表示 来 分 类 . 
例如 就 CH, (甲烷 ) 来 说 , 可 以 根据 Т, (给 正四 
面体 群 ?加 上 反射 阶 数 为 24 的 群 ) 的 表示 来 指 
定 定 态 。 晶体 的 能 级 可 以 用 它 的 空间 群 的 表示 
来 标志 . 

用 一 体 近 似 法 处 理 多 体 问题 时 ， 要 考虑 的 
是 求 多 数 粒子 的 合成 状态 的 能 级 ， 这 时 把 表示 
的 积分 解 为 不 可 约 表示 是 一 种 有 效 的 方法 ， 例 
如 就 具有 两 个 电子 的 原子 来 说 ， 如 果 电 子 的 状 
3528 Dy, Di， 则 由 

Dj, X Dj, = Dyes, + Diana 
oct Diary 
知道 ， 这 个 原子 具有 27 + 1(J ЖЛ, Љу 
最 小 的 ) 个 等 式 右 端 所 示 的 状态 。 

【表示 论 的 应 用 】 为 了 求 各 种 力学 量 的 两 
个 定 态 间 的 矩阵 元 素 , 要 用 表示 论 。 当 进行 坐 
标 变换 时 ,力学 量 按 一 定 规则 变换 、 例如 就 坐 
标 旋转 来 说 , 标量 的 变换 规则 为 DI, 矢量 的 变 
换 规 则 为 Di, 反对 称 (交错 ) 张 量 的 变换 规则 
为 Dit, Ж (trace) 为 零 的 对 称 张 量 的 变换 规则 
HDT. 如果 这 些 力学 量 的 变换 规则 为 D , ri 
D, x Dy 不 包含 与 Dm 有 同 值 的 状态 时 , 状态 
Dy 和 Dr 之 间 的 矩阵 元 素 为 零 ， 当 原 子 或 原 
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子 核 进行 辐射 时 ， 它 的 状态 锋 迁 的 概率 由 电 偶 
极 矢量 的 矩阵 元 素 决 定 ,因此 

DiXDy = Dya + Dy + руа (J > 1). 
由 此 可 得 选择 定 则 , BD 7 — P + 1, 7 71. 
对 于 了 一 0 只 有 0-1 是 可 能 的 。 用 这 样 的 方 
法 还 可 以 得 到 一 般 的 多 极 辐射 的 选择 定 则 ， 表 
示 论 对 于 决定 由 迁 强度 的 一 般 形式 也 是 很 有 用 
的 

两 个 以 上 的 同 种 粒子 ， 有 的 能 够 处 于 完全 
相同 的 状态 ， 有 的 不 能 处 于 完全 相同 的 状态 ， 
ВОЙ В (boon) 或 Bose MF, 后 者 
AREF (fermion) 或 Fermi WF, 例如 
电子 ,中 子 、 质 子 等 是 费 密 子 ,光子 、* 介子 等 是 
玻 色 子 。 同 种 类 的 费 密 子 或 玻 色 子 是 完全 等 同 
的 ,不 能 一 一 加 以 区 别 。 因 此 Hamilton {ҮН 
以 及 其 他 所 有 的 量 对 于 同 种 费 密 子 的 任意 置换 
是 不 变 的 ， 因 此 由 个 同 种 粒子 构成 的 系统 的 
状态 ， 可 以 用 入 阶 对 称 群 ' Sw 的 不 可 约 表 示 来 
分 类 .这 时 如 果 粒 子 是 费 密 子 ,两 个 粒子 不 能 处 
于 同一 状态 (这 叫 Pauli 原理 (Paul's princi- 
ple))， 因 此 在 自然 界 里 只 能 出 现 反对 称 表 示 。 
如 果 粒 子 是 玻 色 子 ， 在 自然 界 里 只 能 出 现 对 称 
AUR. 在 同 种 类 的 费 密 子 集团 中 ,如 果 Hamilton 
算 符 与 自 旋 无 关 ， 波 函数 为 空间 部 分 与 自 旋 部 
分 的 积 。 为 了 使 波 函数 对 于 全 体 是 反对 称 的 ， 
当 系 统 的 自 旋 为 s/2 时 ， 空 间 部 分 的 状态 必须 
是 Sw 的 不 可 约 表示 ， 而 且 只 限于 能 用 Young 
В" 

[57*, 1) = Т(2,2,+++,2,1,+++,1,1) 
表示 的 . 

【电荷 的 对 称 性 】 如 果 不 考虑 电荷 ， 就 可 
以 把 质子 和 中 子 看 做 是 同 种 粒子 ( 称 为 核子 ) 
的 不 同 状 态 。 如 果 由 质子 和 中 子 构成 的 系统 的 
Hamilton 算 符 不 包含 电磁 作用 力 。 则 Hamilton 
算 符 对 于 质子 和 中 守 的 置换 是 不 变 的 ， 这 种 不 
变性 称 为 电荷 的 对 称 性 。 和 认为 核子 有 自 旋 一 
样 , 还 认为 核子 有 同位 旋 *( 电 荷 的 自 旋 )， 假 定 
自 旋 向 上 的 核子 为 质子 向 下 的 为 中 子 。 如 果 
Hamilton 算 符 对 于 属于 这 两 种 状态 的 特殊 变换 
BE SUO) 的 任意 连续 变换 是 不 变 的 , 则 入 个 核 


子 系统 的 能 级 可 以 用 SUO) 的 不 可 约 表示 Dr 
KER, TARAMA. 这 种 不 变性 称 
为 电荷 的 不 变性 "， 已 经 确认 , 在 忽视 了 电磁 相 
互 作用 以 及 更 弦 的 相互 作用 的 近似 条 件 下 ， 这 
种 电荷 的 不 变性 在 原子 核 、 基 本 粒子 的 世界 里 
是 成 立 的 (一 基本 粒子 论 )。， 在 入 个 核子 的 系 
Бир, 当 同 位 旋 为 T = v/2 BF, 自 旋 部 分 的 波 
函数 和 空间 部 分 的 波 函数 ， 由 于 包括 同位 旋 波 
函数 在 内 全 体 是 反对 称 的 , 所 以 , 必须 是 Sy 的 
不 可 约 表示 ,而 且 图 于 Young AY [2*7*, 1°], 
如 果 这 个 系统 的 Hamilton WFH 和 自 旋 也 完 
全 无 关 ， 则 它 对 于 核子 的 四 个 内 部 状态 所 构成 
的 四 维 空间 内 的 任意 么 正 变换 是 不 变 的 ，N 个 
核子 系统 的 状态 可 以 用 么 正 群 UC) 的 不 可 约 
表示 来 分 类 《Wigner 的 超 多 重 项 和 四 元 自 
X). 


{&) (1) P. A. M. Dirac, Principles of quantum 
mechanics, Clarendon Press， 第 四 版 ，1958 (中 译本 ; Р. А. 
M. кїй, MOTIIPIE, HMM, 1965); (2) Wi 
KRE, FHP D. П, AT MB, 1953 GA: 
S. Tomonaga, Quantum mechanics I, И, North-Holland, 
1962—1966); [3] WANE, MEN LTO RB, HB, 
1957; [4] E. P. Wigner, Group theory and its applica 
tion to the quantum mechanics of atomic spectra, Acade 


mic Press, 1959. X, = 5 矩阵 ， 场 论 ， 量 于 化 的 [ 参 ]. 


二 次 量子 化 [j second quantization 法 seconde 
quantisation Ф zweite Quantclung А вторая 
квантизаця 日 第 2 量子 化 ] 在 由 同 种 粒子 
构成 的 系统 中 , 若 令 第 i 个 粒子 的 坐标 (包括 自 
旋 坐 标 ) 为 w， 则 表示 全 系统 的 状态 的 波 函 数 
(zo zo coo x) 对 于 1, 2，…, N 的 置换 是 
对 称 的 (Bose 统计 法 ， 简 写 为 B), 或 反对 称 的 
(Fermi 统计 法 , 简写 为 F)， 遵 守 Bose 统计 法 
的 粒子 称 为 Bose HF RR BF (Bose particle, 
boson), SF Fermi 统计 法 的 粒子 称 为 Fermi 
粒子 或 费 密 子 (Fermi particle, fermion), 

当 粒 子 具 有 这 样 的 对 称 性 时 ， 就 可 以 不 用 
波 函数 Wins zo 775 хуп FRA VOM 
No +++) 表示 粒子 系统 的 状态 。 现 在 选取 关 
于 一 个 粒子 的 完备 正 交 系 ' p (a) GI = 1, 
2，*…)， 指 定 占有 这 一 个 粒子 的 各 状态 C) 的 
AFAN (EB N, = 0,1,2,+-+; 在 FE 中 


Ni = 0, 1) WE (Ns, N:，…)，, 就 能 决定 表示 
全 系统 状态 的 至 (Nu No =), KORRE 
出 由 上 述 对 称 性 所 限定 的 波 函 数 空间 内 的 完备 
ERR. FESH B, F 中 的 各 种 具体 情况 . 


vi 


seija (MIL 
(18) (№, No't) (END! 


x D>) Р.а), (х1) 
F 


GIF) WON Np) > CEN) 


x У) erPp (x pz), 
D 


Жир hehe = I l, Iya = 
lasa De cs P RR zo xo or 的 所 有 的 


HEU, e, ER PAARA], 
任意 状态 到 都 可 以 用 VON, Nyt) 展开 
成 为 下 面 的 形式 , 即 
Y — E (Nu Np cQ Np ++), 
另 一 方面 ， 同 种 粒子 系统 的 Hamilton HF DL 


及 其 他 任意 力学 量 4 关于 粒子 是 对 称 的 ( 例 : 
A= Sole), У Xi 8G ro), 因 此 ,如 
rs 


RUE 4 {ЕЙ y, 总 可 以 象 下 面 那样 再 一 次 用 
VON № ++) 展开 , 即 
AY = X (Nu Nə +++ ABM» Na 
= 5 (No Ns (UNS Np +> 
因此 ,如 果 引 入 由 


(28) a (Ns Nor) 
VN EN s Ni — d )s 
aY (No Oo Ni c) 
一 VNTIECN s Ni + 3) 
或 
(28) ай (№, s Np c) 
= GN, 3 — Nic) 
a* (y, 7 Nis nn) 


一 8(1 一 NO)ECNb +++) 1—Ni +++) 
定义 的 潭 灭 算 符 (annihilation operator) a, 和 产 
生 算 符 (creation operator) oz#， 则 所 有 的 力学 量 
都 可 以 用 ai af (1 = 1, 2，…) 来 表示 .这些 
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算 符 满足 下 面 的 交换 关系 , 即 
GB) [ao afl- = акаў — afa, = Burs 
[a a]- = 0, [af afl- = 0, 
或 
GF) [ao afle = ааЁ + afar = ы» 
Lag, a], = 0, 
ОЕ) 中 的 6, 是 用 
fen 
e= (a= XN) 
= 
定义 的 符号 函数 ， 是 使 GF) MI 8 BJ ВА 
Ж. da GB), GF) 知道 , М, 一 ofa, 具有 本 征 
值 0, 1, 2, (В), 或 本 征 值 0, 1 (F), 它 给 出 
了 占有 1 状态 的 粒子 数 ， 用 
o@) 一 > agile), Фф“) = > ater (z) 


定义 的 算 符 称 为 量子 化 的 波 函 数 (quantized 
wave function). H (3B), GF) DU ei 的 完全 
正 交 性 ,可 知 交换 关系 

Фа) ф(х") F ф*(х')ф(х) = (x — х), 

LOGA) = LU"), ó* Gs = 0 
RX. 力学 量 可 以 用 由 表示 ,例如 

а= Уа) = [а адо 


= E >| одак > ata. 
c 4 


在 单一 个 粒子 的 系统 的 量子 力学 中 ， 如 果 几 是 
通常 意义 的 波 函数 ， 则 这 种 形式 表示 “在 状态 
由 的 期 望 值 ; 而 在 多 粒子 系统 中 , Ф, ”的 展开 
系数 а, of GREEK d o* 本 身 可 以 再 一 
次 作为 量子 力学 算 符 来 处 理 (量子 化 )， 在 这 种 
意义 下 ， 称 上 述 形 式 为 二 次 量子 化 (再 次 量子 
化 ). 特别 是 O° G)9 GO) ,通常 表示 粒子 的 存在 
概率 ， 然 而 在 二 次 量子 化 之 后 它 成 为 表示 粒子 
密度 的 算 符 . 

二 次 量子 化 的 方法 是 P. A. M. Dirac 就 
Bose 粒子 引入 的 ([4])， 又 由 P. Jordan, P. 
Wigner 推广 到 费 密 子 ([5])， 如 果 把 电磁 场 的 
波 这 样 量子 化 。 就 产生 光子 (photon) 的 概念 ; 
把 电子 波 二 次 量子 化 ,就 产生 电子 (eletron) 这 
样 的 粒子 形象 。 二 次 量子 化 的 形式 和 场 的 概念 
有 密切 的 关联 , 因此 , 一 般 地 说 , 它 是 相对 论 的 


(af, af], = 0. 
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量子 场 论 的 基础 (一 Erie. 


[£] [1] P. A. M. Dirac, The principles of quan 
tum mechanics, Clarendon Press, SPUR, 1958 《中 译本 : 
P. A. М. HR, 世子 力学 原理 , 科学 出 版 社 , 1965); (2) 
H. Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik, Hirgel, 
1928, p. 219; [3] У. Fock, Konfigratioasraum und 
zweite Quantelung, Z. Phys., 75 (1932), 622—647; [4] 
P. A. M. Dirac, The quantum theory of the emission and 
absorption of radiation, Proc. Roy. Soc. London, 114 (1927), 
243—265, [5] Р. Jordan-E. P. Wigner, Über das Pau- 
sche Aquivalenzverbot, Z. Phys., 47 (1928), 631—651. 


Mie LÆ field theory 法 théorie du champ 
4& Feldtheorie {Å теория поля 日 028] 
在 空间 的 一 定 区 域内 , 除 一 些 特别 点 外 ,如 果 对 
于 各 点 上 定义 了 某 一 个 量 9), 这 个 区 域 就 称 
х (г) 的 场 (fidld)， 场 的 概念 很 广泛 ,在 其 
他 科学 中 也 时 常用 到 .这 里 只 在 物理 学 的 范围 
内 ， 特 别 是 以 描述 基本 粒子 的 场 的 量子 力学 为 
中 心 进行 论述 

【发 展 的 概况 】 在 弹性 理论 ,流体 力学 ( 特 
别 是 Euler 运动 方程 ) 等 部 门 中 都 涉及 到 连续 
体 的 位 移 及 速度 的 场 ， 在 电磁 学 中 才 把 脱离 物 
质 而 独立 的 真空 场 (以 太 ) 作 为 物理 学 的 研究 对 
象 ，M. Faraday 首先 阐明 了 电磁 场所 遵守 的 规 
律 (1837); J. C. Maxwell 又 从 数学 方面 完成 
了 电磁 场 的 理论 (1873), А. Einstein 以 这 种 
理论 为 基础 建立 了 狭义 相对 论 (1905), 后 来 又 
把 它 发 展 为 广义 相对 论 和 引力 场 理 论 ， 

量子 论 虽 然 是 从 电磁 辐射 问题 开始 的 ， 但 
电磁 场 本 身 的 量子 论 是 在 很 久 以 后 才 由 P. А. 
M. Dirac 建立 起 来 (1927)。 P. Jordan 和 E. 
P. Wigner 仿照 这 样 的 理论 把 物质 波 (电子 场 ) 
量子 化 (1927)，W. Heisenberg 和 W. Pauli jl] 
研究 了 一 般 波 动 场 的 量子 论 (1929), RATE 
AMIE, Jordan 和 Pauli (1927), Pauli (1939), 
Wiki АБ (1943), J. Schwinger (1948) 等 
人 又 把 这 种 理论 以 相对 论 的 共 变 形式 表达 出 
Жж. 这 样 ， 研 究 电磁 场 和 电子 场 (包括 正 电子 
场 ) 的 量子 电磁 学 就 形成 了 理论 体系 ,而 且 和 实 
验 十 分 一 致 。 但 是 在 量子 场 论 中 还 存在 着 特有 
的 发 散 困 难 ; 从 1947 年 以 来 , 把 电子 的 质量 和 
电荷 用 实验 值 代替 ， 这 种 困难 才 大 体 上 得 以 避 


免 ( 朝 永 -Schwinger-Feynman-Dyson 的 重 正 化 
Eie). 

DFG. BMA (1934) 把 场 的 量子 论 
应 用 于 核 力 ,预言 了 介子 的 存在 ,而 且 后 来 实际 
上 发 现 了 = 介子 、k 介 子 和 其 他 介子 。 用 * 介 
子 场 理论 能 圆满 地 说 明 核 子 - 介 子 系统 的 性 质 . 
1949 年 以 来 在 宇宙 射线 中 陆续 发 现 了 几 种 不 
稳定 的 新 粒子 ， 对 这 些 粒 子 也 能 建立 同样 的 理 
ie. 

随 着 介子 理论 的 发 展 ， 又 研究 了 各 种 类 型 
的 场 ,建立 了 基本 粒子 的 一 般 理论 。Dirac 提出 
了 一 个 普遍 波动 方程 (1936), Pauli 和 M. Fierz 
证 明了 自 旋 和 统计 的 一 般 关系 (1939)( 一 基 
本 粒子 论 )。 Schwinger 从 统一 的 变 分 原理 ' 导 
出 了 量子 场 论 的 运动 方程 和 交换 关系 (1951). 
这 样 ,只 要 不 考虑 相互 作用 ,满足 狭义 相对 论 和 
量子 论 的 基本 粒子 的 一 般 理论 体系 就 大 体 上 完 
RT. 

【 场 方程 】 在 时 间 -空间 中 某 一 点 的 场 
量 ， 只 与 邻 点 的 场 量 有 关 而 且 只 由 邻 点 的 场 量 
决定 (局 部 作用 )， 场 量 的 变化 可 以 用 双 曲线 型 
偏 微分 方程 (波动 方程 ) 来 表示 (不 含 时 间 的 静 
止 场 遵守 椭 贺 型 偏 微分 方程 )。 如 果 给 出 波动 
方程 和 适当 的 初始 条 件 ,就 可 以 决定 全 体 时 间 - 
空间 的 场 。 场 的 方程 也 可 以 看 作 是 自由 度 为 无 
穷 大 的 力学 系统 的 运动 方程 。 通常 是 先 沽 虑 
Lagrange 密度 函数 (Фф, 9*, 09/01, ә4*/ 


өт, s ,然后 再 由 变 分 原理 | Lar = 0 S 


出 场 方程 (为 了 满足 相对 论 不 变性 的 要 求 , 取 工 
HURL, de = dedydede). 由 此 可 以 导出 


场 的 动量 、 能 量 、 张 量 (只 合 一 阶 导数 时 Tu = 
У) (6¢./8z,) (8L/8 (80. / Әх,)) + (HEHE 
量 ) LL). nsi (只 合 一 阶 导 数 时 
s, = 18D) (OL /6(0,/6:,)b.— СӘ) 


等 物理 量 ,而 且 可 以 得 到 各 种 守 便 定律 ， 
【基本 粒子 的 场 】 基本 粒子 的 存在 可 以 认 
为 是 真空 本 身 的 内 在 性 质 (例如 正 负电 子 对 的 


产生 和 沽 灭 )， 因 此 ,基本 粒子 的 理论 至 少 要 满 
足 狭 义 相对 论 的 要 求 ， 它 的 波动 量 由 (以 后 令 
xo = ct) 必须 满足 波动 方程 
(-#/d3 + V) — ^)ф = 0, 
而 且 只 能 是 按照 Lorentz 群 ?的 不 可 约 表示 "进行 
变换 。 另 一 方面 ,由 于 基本 粒子 既 有 粒子 性 ,又 
有 波动 性 (— 量子 力学 ), 所 以 基本 粒子 的 场 由 
不 是 经 典 理论 的 波动 ,而 是 量子 化 的 波动 场 .也 
就 是 说 ,可 以 把 看 成 作用 于 状态 矢量 的 算 符 、 
而 把 波动 方程 看 成 算 符 间 的 关系 式 ， 当 基本 粒 
子 的 自 旋 为 整数 时 ,可 以 按 Bose 统计 进行 量子 
化 ,为 半 奇数 时 , 可 以 按 Fermi 统计 进行 量子 化 
(一 二 次 量子 化 )， 量 子 化 的 结果 ，, 场 的 波动 性 
受到 限制 而 出 现 某 种 粒子 性 (例如 ， 场 的 总 能 
量 、 动 量 ,电荷 ,电流 都 和 粒子 系统 的 一 样 )， 量 
子 化 场 的 理论 (交换 关系 \ 运 动 方程 \Schradinger 
方程 等 ) 全 都 可 以 用 变换 函数 的 变 分 原理 , 即 
Elti» mlt, o) = G/^c) 
x(t als ii га, a) 
取 适 当 的 变 分 导出 来 (o 是 空间 的 三 维 超 曲 面 ， 
[ET on 上 的 场 量 构成 的 交换 力学 量 的 完全 
组 ,5 是 如 的 本 征 值 组 ， 如 果 在 一 个 o。 上 给 出 
T ú, 就 可 以 决定 一 组 基本 矢量 系 )。 
下 面 举 出 各 种 场 的 Lagrange 密度 函数 和 
交换 关系 (未 写 出 的 交换 关系 都 是 零 ). 
1) ( 擅 ) 标 量 场 ( 自 旋 为 0)。 例 如 = 介子 : 
дф* Ob * 
Le De е” 
LAE), Ф* 1 = / 4. — r). 
2) (Po) Ri (АЖ) 


„л DET 
L 2° Әх, 2) 


«(Se = Qi) + ee D гә» 


i. 6: 
ELM 


гоо), 62601 = È (a, — 
; 


x 4G — r). 
特别 是 当 « 一 0 时 。 例 如 光子 : 
Lo,» OEDI = G/;)8,,AG — r). 
з) йй (В 1/2), 例如 电子 、# 介 
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FAF EF: 

L = thep*(Ob/Ox0 + (à, grad $) 

+ #кёф), 
[@#,G), Ф171» = «(5,, — (Gap grad) 
— inp, Ma — r). 
以 上 各 交换 关系 的 右 端的 4. 是 满足 下 面 交 换 
关系 的 拟 函 数 ': 
(D — #)4,= 0 

4 z = ORT, 4, = 0, Ә4,/дх = 8(z). 

【 场 的 相互 作用 】 实际 的 基本 粒子 是 有 相 
互 作用 的 , 而 且 不 断 地 转化 ,产生 和 前 灭 ,然而 
处 理 这 类 问题 的 正确 理论 却 还 没有 完成 ， 为 了 
描述 相互 作用 ， 通 常 在 工 上 加 上 一 些 含有 两 种 
以 上 场 量 的 积 的 项 ， 结 果 大 多 数 场 方程 都 变 成 
非 线性 的 。 常常 (在 进行 了 适当 的 接触 变换 之 
后 ) 是 把 相互 作用 看 成 小 的 微 扰 用 逐次 渐 近 法 
求解 ,在 逐次 渐 近 的 过 程 中 ,物理 量 的 期 望 值 常 
常 出 现 无 穷 大 。 对 于 特定 类 型 的 相互 作用 ， 虽 
然 可 以 用 重 正 化 方式 的 减法 来 计算 ， 然 而 在 其 
他 情况 不 得 不 用 不 确定 性 较 多 的 切断 法 来 计 
算 , 这 是 不 能 使 人 满意 的 这样 ,描述 点 状 基本 
粒子 的 现在 的 量子 场 论 ， 在 时 、 空 的 微小 区 域 
(相当 于 场 的 高 频 成 分 ) 内 出 现 了 破绽 , 需要 从 
根本 上 进行 变革 

Heisenberg 认为 ,在 将 来 的 理论 中 除了 请 和 
e 以 外 ,还 要 出 现 具有 长 度量 纲 的 普遍 常数 ro 
他 还 发 展 了 s 矩阵 的 理论 (一 S HERE), 并 以 此 
作为 将 来 理论 的 框架 。 现 在 是 先 承 认 基 本 粒子 
有 质量 \ 自 旋 、 电 荷 ， 然 后 建立 理论 ， 而 将 来 要 
从 更 基本 的 定律 在 理论 上 推导 出 基本 粒子 的 质 
谱 。 向 这 些 方向 发 展 的 新 研究 , 除 s 矩阵 理论 
外 ,还 有 渴 川 的 非 定 域 场 理论 ，Heisenberg 等 人 
的 非 线性 理论 等 ， 


[5$] [1] Л. Д. Ландгу-Е. M. apwan. Теория 
поля (Теор. Физика, T. П.), Физматгиз, Ж}, 1967 
(中 译本 : Л. JA. Mi, E. М. RAAH Hie ARKA 
出 版 社 ，1959); [2] G. Wenztel, Quantentheorie der 
Wellenfelder, Wien, 1943 (ЖЖЖ: Quantum theory of 
wave fields, Interscience, 1949; [3] W. Pauli, Relativistic 
field theories of elementary particles, Rev. Mod. Phys. 13 
(1941), 203—232, [4] H. Umezawa (ИНЕ, Quan 
tum field theory, North Holland, 1956; [5] WAH, 
RES, b им. 1948; (6) GHI B- REE 
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Wo REFA, Jours. 1951; (7) ж-н 
GZ-WBBIS-HREIERS, HORTA, AMARA, 
1959; [8] K. Nishijima 《 西 岛 和 彦 )，Fields and partic 
tes, Benjamin, 1969, 


散射 [3E scattering 法 diffusion Ф Streuung 
Ж рассеянне 日 散乱 ] 粒子 或 波 遇 到 分 子 或 
原子 等 很 小 的 物体 时 要 改变 它 的 行进 方向 ， 这 
种 现象 一 般 称 为 散射 ， 散射 大 体 可 以 分 为 弹性 
散射 (clastic scattering) 和 非 弹 性 散射 (inclas- 
tic scattering) 两 种 ， 人 射 粒子 和 靶 的 内 部 性 质 
在 碰撞 后 都 不 改变 的 散射 称 为 弹性 散射 其 内 
部 性 质 改 变 , 或 者 产生 其 他 粒子 或 波 ， 或 者 
两 者 成 为 一 个 束缚 态 的 散射 ， 称 为 非 弹 性 散 
it. 

RF BN AO ЖБ AA uE 
PUAN, RBI SR RAK s BRA 
时 ， 与 靶 的 截面 积 成 正比 。 单位 时 间 内 通过 上 
厘米 * 的 面积 有 一 个 粒子 人 射 时 , 它 在 单位 时 间 
内 被 散射 的 概率 称 为 散射 截面 《scattering cross 
xction)。 在 经 典 理论 中 ， 散 射 蕉 面 等 于 友 的 面 
FA. 散射 到 立体 角 d0 内 的 概率 称 为 微分 截面 
(differential cross section), СЯН TT RAR 
收 的 概率 称 为 吸收 截面 积 〈absorption cross sec- 
tion)。 就 波 来 说 , 这 和 散射 截面 有 密切 的 关系 . 
考察 基本 粒子 或 原子 、 分 子 的 结构 或 相互 作用 
时 ,时 常 采 用 分 析 散 射 状况 这 样 的 方法 。 

【 非 定 态 解法 】 在 量子 力学 中 ， 用 下 述 方 
法 研究 散射 问题 。 BAY) 表示 粒子 的 状态 
的 概率 振幅 *, 则 笋 (z) 为 Schrodinger 方程 + 
а) HU (e) = гАӘФ()/д‹ 
的 解 ， 式 中 万 表示 系统 的 Hamilton WF", A 
BAR (Planck 常数 )/2z。 在 碰撞 前 后 粒子 和 和 缀 
相 离 很 远 , 可 以 忽略 它们 之 间 的 相互 作用 。 # 
4 n9 n REFERTUR QURE XU, RU UG) 为 在 和 
和 所 的 没有 相互 作用 的 Hamilton 算 符 的 本 征 
AE. 如 果 在 时 刻 给 出 了 特定 状态 二， 则 由 
(1) 知道 ,在 时 刻 z fJ V (z) 可 以 用 
T(t) = UG, n) 
给 出 ， 这 里 Ule, n) 是 由 微分 方程 
ihOU(t51)/t = HU(t, to) 


FIWERE U(n, n) = 1 决定 的 么 正 算 符 . 由 
ETA, ERA КЕ x, 的 概率 振幅 О, 
可 以 由 

О) Uy = Cy, W(n)) = (z, U(n, tn) 
给 出 (x, 是 忽略 了 相互 作用 时 的 Schrodinger 方 
EB). n 一 一 co ,ea 一 co 时 的 (co, 一 co) 
Ж 5 БЕ, [Su |! 表示 在 i 状态 人 射 的 粒子 成 
为 f 状态 的 概率 .由 此 可 以 计算 出 新 截面 (一 5 
Ж). 

【 定 态 解法 】 如 果 引起 散射 的 力 不 随 时 间 
变化 ,就 可 用 另 一 种 方法 , 即 用 定 态 解法 来 解散 
射 问题 。 假设 和 散射 中 心 的 距离 为 ”>， 当 r 较 
大 对 ， 可 以 把 对 于 定 态 的 Schrödinger 方程 
HY = ЕШ Е 

w= ¿k + Ө, ф)с /r, 
下 求解 。 KER BARAT RL Л, 
表示 它 的 大 小 , 即 波 数 。 第 一 项 表示 入 射 粒 
子 ， 第 二 项 表示 由 散射 产生 的 外 向 球面 波 . 
da= |109, p) l'aQ 表示 粒子 被 散射 到 9, o 方 
向 的 立体 角 49 内 的 微分 截面 ， 可 以 证 明 , 当 力 
满足 适当 的 条 件 时 ， 定 态 解法 和 非 定 态 解法 的 
结果 是 一 致 的 . 

【部 分 波 解法 】 散射 截面 可 以 用 S 和 矩阵 求 
得 ,但 S 矩阵 是 么 正 矩阵 ,于 是 可 以 引 人 下 面 的 
Hermite 和 矩阵 ! К, 用 它 作 为 解 s 矩阵 的 手段 ， 

S= (1 — iK/2)/(1 + iK/2), 
Ki 一 2x&( E, — E,)Ky, 


r— оо 


Ge 
T-S—lI, Ty = —2x&(E, — Е,)Т,;, 
Bu A [EL R 09 Е = ST DF 
wi = (2а/һ)|Т„!, i*i 
来 表示 . THK 2A 
T, + ix У) KaTy = Ki 
А 


(但 E, =E,= E) 的 关系 . BA K E: Hermite 
Ж, ROEM ATA К, 和 本 征 函数 pa 是 可 
以 求 得 的 , 本 征 值 是 实数 。 若 令 正 交 函 数 系 
和 PF 之 间 的 变换 系数 为 f, 则 


x уыт, Do hashes = бе, 
T < 


K, = > KJ, Tu= SGT, 
1 
T, = K,/( + ixK.). 


К, 是 实数 ,所 以 若 令 
K, = 一 (1/=) tan 84, 


则 


Ta = —(1/z) sin 84‹4, 


于 是 散射 概率 为 
O) ми Оа PER 
; 


PLI > wy = (2/=A) У) sin? dalha P. 


8, 称 为 相 移 〈Phase shift), (FAZE ERE 
系 wk， 通常 取 角 动量 + 的 本 征 函数 , = 是 平面 
波 。 这 时 车 令 人 射 粒子 的 波 数 为 ， 则 由 (3) 
知道 ,碰撞 的 微分 截面 dr 可 以 作为 散射 角 0 的 
函数 由 
do(8) = (1/k?) 
x |> (21 + 1) sin e" PC сох) [40 
б 


给 出 , 这 里 已 是 角 动 量 的 本 征 值 ! 的 球 函 数 ?. 
总 截面 是 把 立体 角 积分 , 即 
s= (4x/) >) QU + 1) sin? Bi 
T 


【近似 解法 】 如 果 引 起 散射 的 力 所 能 作用 
的 距离 Re 是 有 限 的 , 则 可 以 证 明 ,满足 ! > ARo 
的 是 非常 小 的 。 因 此 在 低能 情况 下 ( 远 小 
于 1/Ro 时 ) 只 取 ! 一 0 或 1 一 1 时， 可 以 取 
8,7 0 G > 2) 这 样 的 近似 。! 一 0 的 部 分 称 为 
5 波 散 射 ,! — 1 的 部 分 称 为 P 波 散射 . 对 于 Y 
波 的 相 移 , 有 下 面 的 近似 式 成 立 , 即 

К cot 8) = —l/a + (r/2), ARo 1. 
a 称 为 散射 长 度 《scattering length), > 称 为 有 
AAEM (effective range), 

相反 ,在 高 能 情况 下 ,可 以 把 力 的 势 了 作为 
微 扰 来 处 理 , 这 称 为 Born 近似 .一 般 地 说 , 当 
动能 远大 于 V 时 Bom 近似 成 立 , 但 有 时 不 一 
定 是 这 样 . 

【共振 散射 】 相 移 为 90" 时 ， 散 射 截 面 最 
ж. 这样 的 散射 称 为 共振 散射 《resonance scat- 
tering), 这 时 碰撞 截面 与 人 射 粒子 的 波长 的 平 
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方 成 正比 。 一 般 地 说 , BRR k R Sk 
再 除 以 人 射 速度 ， 所 得 结果 表示 散射 出 来 的 时 
EWER, KAES (life), BH 表示 寿命 
则 r = (1/v)88(&)/0&. 

就 原子 核反应 来 说 , UP K 矩阵 可 以 采用 
下 面 的 近似 , 即 
O) Ky 一 War (Ki, + CAP/2CE 

— Eob v, , 
> = 1, 

Жи К, в, b, E, 是 实数 ， 是 原子 核 特有 的 
E. v о; 分 别 为 粒子 在 散射 前 后 的 速度 ,E 是 
AGERE, Eo 称 为 共振 能 量 (resonance energy), 
(4) 的 第 一 项 引起 的 散射 称 为 势 散 射 《potential 
scattering)， 第 二 项 引起 的 散射 是 共振 艇 射 ， 寿 
命 的 倒数 了 称 为 散射 宽度 (width of scattering), 
在 (4) 式 所 示 的 例子 中 ,如 果 K* 可 以 忽略 , 则 

Ш г Dr, T= ви, 


aj = СКГ IT (E — Ез)? + 1/4), 
T, 称 为 部 分 宽度 《partial width) 


[4] C. Møller, General properties of the charac 
teristic matrix in the theory vt elementary particles I, Det 
K. Danske Vidensk, Selsk, Mat. Буз, Medd., 23 (1945), 
1—48; [2] B. А. Lippman-J. Schwinger, Variable prin- 
ciples for scattering processes, Phys. Rev. T9 (1950), 
469—480; 3] Е. P. Wigner-L. Eisenbud, Higher angular 
momenta and long range interaction in resonance reactions, 
Phys. Rev., 72 (1947), 29—41. 


SiE [Ж S-matrix 法 matrice SM S- 
Matrix (Ё 5-матрица Н 工 和 行列 ] 假设 有 
几 个 互相 充分 远离 的 粒子 或 粒子 群 ， 它 们 在 某 
一 时 刻 互相 接近 进行 反应 后 又 互相 充分 远离 分 
为 几 个 粒子 或 粒子 群 。 在 量子 力学 中 , 对 这 样 
的 过 程 (互相 碰撞 的 过 程 ) 进行 实验 时 ,不 观察 
接近 时 的 反应 状况 ， 而 用 根据 下 述 方法 决定 的 
矩阵 s 来 描述 系统 的 变化 :在 用 Hamilton WE 
构成 的 么 正 变换 U (г, t) (一 量子 力学 [Schró- 
dinger 方程 ]) 中 , 令 o — —00 , t — co ДИИ, 
就 可 得 到 矩阵 S$， 这 个 S 称 为 SHR. LE 
SG RRB. 

在 量子 力学 中 ， 用 状态 函数 ФО) 表示 某 
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一 时 刻 * К, APRA AIA 
内 的 变化 遵守 Schradinger 方程 + 
Әф (2) /Ot = H(t), 
因此 ， 如 果 Harmilton 算 符 Н = He + H 存 
在 。 就 可 以 确定 以 后 任意 时 刻 的 p, 这 里 H, Ж 
自由 粒子 的 Harmilton SERE, H 是 对 应 于 粒子 
个 相互 作用 的 Harmilton 算 符 。 实 际 上 , 令 
p= Cexp(—iEt/h) us 
若 能 得 到 满足 不 含 + 的 Schrödinger 方程 H,— 
Е, 的 xs。 而 且 这 个 是 散射 波 在 离散 射 中 心 较 
远 之 处 所 取 的 某 种 形式 的 渐 近 解 ， 就 可 以 用 对 
应 于 单位 入 射 波 的 散射 波 的 系数 来 定义 S 矩阵 
( 定 态 的 处 理 )。 这 里 E 是 系统 的 总 能 量 . 
在 对 相对 论 的 场 论 ' 也 能 适用 的 一 般 理 论 
中 ,可 以 用 么 正 变换 
W (Ce) = CexpiHy/1)6 Ce) , 
从 上 述 Schrodinger 表示 © (z) 过 渡 到 相互 作用 
表示 ,以 Schrédinger 方程 
МӘҮ (0) /0: H' (4) ¥ (s) 
为 基础 ,就 可 以 进行 非 定 态 的 处 理 。 式 中 
H' (e) = (exp iHot/h)H' exp (—iHot/h). 
这 种 表示 中 的 状态 函数 只 有 当 在 物理 系统 有 粒 
子 间 的 相互 作用 时 才 随 时 间 变 化 。 若 用 
V) = UG, to) С) 
定义 一 个 满足 U(n, to) 一 1 这 样 初始 条 件 的 算 
U, 这 种 状态 函数 在 时 刻 从 为 变 到 * 的 时 间 
内 的 变化 ,就 可 以 用 运动 方程 
i&BU t, 1)/0: = H' G)UG, to) 
来 描述 。 求 出 它 的 解 , 取 
lim ше to) 


这 样 的 极限 , 就 可 以 定义 S EMF. 这 个 S 和 由 
定 态 的 处 理 得 到 的 S 是 一 致 的 ， 这 是 因为 : 当 
49 — —оо 时 粒子 间 的 空间 距离 若 为 无 穷 大 , 则 
相互 作用 消失 ,而 状态 函数 表示 自由 粒子 的 状 
态 ;然而 , 求 这 两 种 5 之 闻 的 关系 是 很 麻烦 的 问 
题 . 

如 果 能 这 样 求 得 5， 磁 增 问 题 就 完全 解决 
T. So, 是 碰撞 过 程 完 了 后 的 粒子 的 状态 函 
数 ， 它 可 以 作为 由 所 有 可 能 的 量子 状态 的 函数 


构成 的 规范 化 正 交 系 的 线性 组 合 给 出 。 因此 、 
从 量子 力学 的 概率 解释 知道 ， 成 为 各 项 系数 的 
5 和 矩阵 的 元 素 Su, 就 给 出 了 终 态 成 为 了 的 概率 
RE, |5,12 表示 跃迁 i 一 的 跃迁 概率 ， 是 可 
以 测 出 的 .但 是 ,即使 矿 存 在 , 解 运动 方程 作为 
互 的 泛 函数 求 出 S, 在 一 般 情况 下 是 很 困难 的 ， 
在 多 数 情况 下 都 用 摄 动 ' 法 来 求解 。 

在 一 般 情况 下 , H 是 Hermite 算 符 ， 所 以 
3 是 规范 正 交 系 vs 生成 的 函数 空间 (Hil- 
ber: 空间 ) 内 的 么 正 算 符 , UH. 5*5 = ss* = 1 
成 立 ， 这 件 事 和 [soi]! 一 1i]! 一 1 所 表示 的 
概率 守恒 的 物理 内 容 是 对 应 的 。 即 使 进行 时 间 
反 演 + 一 一:, 状态 函数 o C—10) 仍 为 同一 
Schrddinge 方程 的 解 ,所 以 可 以 证 明 S 和 矩阵 具有 
互 反 性 《reciprocity)， 即 有 Sj = Su, KEIR 
F 分 别 为 进行 时 间 反 演 时 由 状态 i 和 f 得 到 的 
状态 的 本 征 值 ， 这 种 性 质 表 示 ， 跃 迁 了 一 ?和 
1 一 以 同样 的 强度 发 生 . 

一 般 地 说 ， 守 恒 量 是 由 使 运动 方程 保持 不 
变 的 变换 算 符 的 本 征 值 决定 的 。 实 际 上 这 样 的 
变换 算 符 和 5 是 可 换 的 ， 所 以 在 碰撞 前 后 本 征 
值 不 变 。 在 相对 论 的 场 论 中 ， 非 齐 次 Lorentz 
群 、 正 常 齐 次 Lorentz 群 以 及 空间 反 演 和 S 也 
是 可 换 的 ; 因此 , 分 别 和 这 些 相 对 应 的 能 量 , 动 
量 以 及 角 动 量 的 本 征 值 是 守恒 的 ， 此 外 宇 称 的 
本 征 值 也 是 守恒 的 ，5 矩阵 关于 这 些 本 征 值 是 
对 角 线 的 .如 果 考虑 基本 粒子 的 内 部 自由 度 , 5 
和 带电 空间 的 旋转 群 也 是 可 换 的 ， 总 之 ,开始 
的 状态 函数 和 终了 的 状态 函数 是 这 些 群 的 表示 
空间 的 基础 , s 是 它 的 中 心 '。 

【 重 正 化 法 】 在 现在 的 场 论 中 存在 着 发 散 
的 困难 。 也 就 是 说 , 若 用 微 扰 法 把 基本 粒子 的 
自 能 ,电荷 密度 的 期 望 值 . 各 种 碰撞 过 程 发 生 的 
概率 等 计算 到 高 次 近似 时 ， 一 定 要 出 现 发 散 问 
题 . 但 是 根据 朝 永 振 一 郎 等 人 所 发 展 的 自治 法 
(self-consistent subtraction method) (或 重 正 化 
3k) 知道 , 特别 是 对 于 量子 电动 力学 ,把 3 展开 
成 为 电子 的 电荷 = ЙОРИ, BD 


s= >) eS. 


的 形式 , 把 新 出 现 的 发 散 量 分 离 ， 各 s. 都 成 为 
ARRAY (F. J. Dyson) ， 这 种 方法 在 说 明 现 象 
方面 获得 了 成 功 。 然而 , RRMA 
得 到 证 明 。 另 一 方面 ,在 有 关 = 介子 的 问题 中 ， 
有 时 不 能 使 S, 成 为 有 限 的 , 即使 是 有 限 的, H 
互 作用 常数 8 也 要 比 大 得 多 ,因此 , 连 定性 地 
说 明 实验 现象 都 是 不 可 能 的 。 由 这 种 情况 知 
道 。 用 现在 的 场 论 从 微观 立场 对 基本 粒子 的 磁 
撞 过 程 跟 踪 到 空间 距离 小 于 107 厘米 ( 若 用 “ 
表示 光速 ,时 间 间 隔 就 小 于 10e 秒 ) 的 世界 ， 
同时 求 出 S 矩阵 是 不 可 能 的 . 而 W. Heisenberg 
认为 5 是 最 有 用 的 算 符 ， 与 其 假定 豆 存 在 莫如 
按照 物理 系统 的 结构 决定 与 可 能 测量 的 物理 量 
有 直接 关系 的 S; 今日 的 5 矩阵 理论 就 是 以 这 
样 的 观点 为 出 发 点 发 展 起 来 的 . 

【s 的 解析 性 】 根据 物理 的 要 求 ， 在 3 延 
阵 理论 中 需要 假定 S 矩阵 的 么 正 性 、 互 反 性 和 
对 Lorentz 变换 的 不 变性 ， 对 于 对 应 于 内 部 量 
子 数 的 变换 群 的 不 变性 等 量子 力学 的 一 般 结论 
成 立 ，5 是 只 在 描述 过 程 时 所 需要 的 取 连 续 本 
征 值 的 变量 (能 量 及 动量 ) 的 函数 , 曾 考虑 在 与 
上 述 一 般 要 求 不 相 矛 盾 的 范围 使 这 种 函数 具有 
解析 性 ， 由 于 认为 变量 是 复数 而 对 这 种 函数 进 
行 了 解析 开拓 ', 从 而 推导 出 积分 表达 式 , 结果 
是 色散 关系 '( 一 色散 关系 )。 这 种 表达 式 的 导 
th, 为 场 论 奠定 了 基础 , 它 和 因果 律 * 这 样 的 一 
般 假 定 有 密切 关系 , 但 是 没有 假定 太 存 在 ， 于 
是 可 以 认为 色散 式 是 普遍 成 立 的 公式 .但 是 根 
据 这 些 假定 是 否 能 完全 决定 S, 它 有 多 大 的 任 
意 性 ， 如 何 决定 它 在 高 能 条 件 下 的 渐 近 状况 等 
等 ， 都 是 未 解决 的 问题 . 

根据 与 量子 力学 的 类 比 知道 ， 在 5 BHR 
论 中 ,处 于 束缚 态 的 粒子 的 能 量 本 征 值 ,由 S 的 
极点 在 能 量 三 面 上 的 实 轴 上 的 位 置 决定 关于 
BRS MEMS ROB SC EAE IA RAR 
缚 态 和 共振 态 时 S 在 高 能 条 件 下 的 渐 近 状况 ， 
曾 用 与 量子 力学 及 场 论 类 比 的 方法 进行 了 多 方 
面 的 探讨 . 

物理 状态 可 以 由 系统 的 总 角 动 量 *J 指定 ， 
因此 , TUH S 用 由 /决定 的 不 可 约 部 分 5 展 
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开 , 这 称 为 部 分 波 展开 。 在 量子 力学 中 J HUM 
数值 或 半 整 数值 、 近 几 年 来 兽 讨 论 了 部 分 波 振 
BS, 在 复 了 平面 上 的 解析 性 , 特别 是 对 于 它 在 
非 相 对 论 的 势能 散射 中 的 一 般 性 质 ， 已 经 有 了 
清楚 的 认识 (T. Regge). 根据 S, 的 极点 的 位 置 
可 以 把 束缚 态 和 共振 态 的 能 极 作 为 J 的 函数 给 
出 , 这 称 为 Regge 轨道 (Regge traiectory)。 当 
J 的 实数 部 分 取 非 负 整数 值 时 ， 可 以 认为 它 代 
表 可 观测 的 物理 状态 。 然而 , 关于 相对 论 的 散 
射 振幅 以 及 它 和 势能 散射 有 多 大 的 类 似 性 ， 目 
前 还 不 清楚 . 


(5] (1] C. Møller, General properties of the 
characteristic matrix in the theory of elementary particles, 
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色散 关系 [HX dispersion relation 法 relation 
de dispersion 4 Dispersionsbeziehung fA OT- 
ношение рассеяния 日 分 散 式 ] 如 果 随 变量 
变化 的 物理 量 М (о) 能 够 写 为 部 分 分 数 形 
式 : 

- с; Aa) ¿2 
(CD MG) = 21 Aes aw, 


° 
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通常 称 上 式 为 色散 关系 . 当 物 质 的 折射 指数 ” 
与 光 的 频率 w 有 关 时 , 光 就 要 发 生 色 散 ,而 可 以 
把 n(w) 写 为 (1) 的 形式 ,因此 称 (1) 式 为 色散 
关系 .在 光学 ,原子 核反应 理论 ,粒子 的 散射 等 
问题 中 ,时 常见 到 这 样 的 关系 式 . 

如 果 复 函数 f(z) 在 z 平面 的 上 半 平 面 是 
正则 的 ， 当 = 一 oo 时 1 一 0, 则 对 于 实 轴 上 的 
值 有 下 面 的 Hilbert 变换 + 成 立 , 即 

вео) = 1р. v. É Inf(e) qr. 

= -e w — o 
式 中 pev. 表示 积分 的 Cauchy Efi" ,Im fo) E 
包含 8 函数， 从 狭义 的 观点 , 把 这 种 关系 简单 
地 称 为 色散 关系 ， 如 果 当 set. 1-000, 
则 可 以 不 考虑 了 而 考虑 
g(z) 一 jz)/(z — оо + ів), 


由 关于 它 的 色散 关系 得 到 
ке) one 
т Im уо”) Й 
р а уле 


这 种 运算 称 为 减法 (subtraction)。 如 果 з= ож 
f 的 有 限 阶 极点 ， 则 经 过 几 次 减法 就 可 以 得 到 
色散 关系 ， 

【因果 律 与 色散 关系 】 色散 关系 对 物理 量 
之 所 以 成 立 , 主要 是 由 于 因果 律 。 所 谓 因果 律 
《causality》 是 这 样 一 条 原理 : 有 原因 必定 有 结 
M. 例如 , 光 被 粒子 散射 的 情况 , 若 令 光 遇 到 粒 
子 的 时 刻 为 :一 0， 散 出 来 的 散射 波 的 振幅 为 
FG), SARA. FG) 一 0 (一 0)， 
这 时 ，F(z) 的 Fourier 变换 ' fw) 是 一 个 在 
Imz > 0 上 为 全 纯 的 解析 函数 f) 当 Imz > 0 
时 的 边界 值 ,并 且 满 足 色散 关系 。 然 而 ,因果 律 


和 色散 关系 的 成 立 并 不 是 等 价 的 ， 由 一 方面 不 
一 定 能 推导 出 另 一 方面 。 
【基本 粒子 论 与 色散 关系 】 在 基本 粒子 理 


论 中 要 研究 的 问题 是 粒子 的 散射 、 生 成 等 现象 
的 概率 振幅 + T， 这 是 能 量 % 等 物理 量 的 函数 . 
T(w) 是 对 于 满足 o> o 的 实数 呈 定 义 的 函 
数 ,但 是 可 以 考虑 把 。 解 析 开 拓 到 复 = 平面 上 ， 
由 么 正 性 知道 了 具有 


Im T(w) = (1/2)T*T(c >) 

的 性 质 (一 S GE), AMA o < wm 时， 若 令 
Im T = 0, 则 由 反射 原理 + 知道 了 (az) 一 TE). 
因此 ， 如 果 从 o > e. 进行 解析 开拓 到 上 半 平 
面 ， 再 通过 о < o, 开拓 到 下 半 平 面 ， 则 沿 着 
о 2 wo 的 实 轴 发 生 2ilm T 的 间断 ， 在 量子 场 
论 中 ,在 某 种 情况 下 , 可 以 证 明 : PRAM o > wo 
的 实 轴 的 截断 (这 称 为 么 正 性 截断 (unitarity 
cut)) Zh, TG) 是 正则 的 ， 这 时 , To) 满足 
色散 关系 ,给 出 Im T REREH T. 

当 所 考虑 的 粒子 的 质量 满足 一 定 关系 时 、 
除 上 述 情况 外 , 还 存在 别 的 不 连续 点 ( 线 )， 这 
时 , 称 为 存在 反常 闭 (anomalous threshold), Ж 
存在 反常 阔 时 ， 可 以 由 了 的 么 正 性 和 色散 关系 
计算 跃迁 矩阵 T. 从 这 种 意义 来 说 , 在 矩阵 理 
论 中 色散 关系 是 代替 运动 方程 的 重要 关系 式 ， 

【二 重 色散 关系 】 把 色散 关系 (1) 推广 到 
两 个 变量 :, :的 函数 IG, O 是 有 各 种 可 能 性 
Hy. 特别 是 下 面 关系 式 是 很 重要 的 ， 令 “十 
t= —u, il 


ot) _ gygy 


fe 07 Sf Le EDO = 
m 


Pat 


JUN 《z 一 Nea —u) 


аган” 


1 _ өни, г) _ 
ы ОМ Жо tama 
这 称 为 Mandelstam 表示 (Mandelstam’s repre- 
sentation) ， 采 用 适当 的 变量 可 以 把 散射 振幅 写 
为 上 面 的 形式 .由 上 式 和 么 正 性 可 以 求 出 散射 
жш. 
对 于 变量 多 于 三 个 的 这 种 形式 的 函数 ， 还 
没有 发 现 它 的 物理 意义 . 


[S] [1] M. L. Goldberger, Causality conditions 
and dispersion relations I, Phys. Rev. 99 (1955), 979— 
985, [2] G. R. Screaton (ed), Dispersion relations, 
Oliver and Boyd, 1960. 


MEM [X spinor 法 spineur 4% Spinor 俄 
спиюр 日 z€7)v] 旋 量 是 为 了 构成 Lor- 
entz 群 + 的 所 有 的 有 限 阶 不 可 约 表示 而 引入 的 
R. 通过 正常 Lorene 群 ' 的 指数 为 2 的 万 有 


HAR SLO, C) 的 变换 可 以 把 旋 量 定义 如 
下 (一 RRR, Clifford REO. 
假设 2* 个 复数 组 
(TA, b, +++, д 0, 1} 
满足 下 面 的 变换 法 则 ， 而 且 对 应 于 各 Lorenz 
BRK (zo, 1, 22, хз); 如 果 另 一 组 Lorentz 坐 
ЖЖ (а, x, аї, х1) ЖП (zo, zu zas x3) 以 下 面 
的 形式 相 结合 , 即 
x ois z+ iz; 
o as xir ) 
xo— ny m іо V Z ` 
"e xo + x3 Ja 
аы an 
4- ж je sLQ, C), 
那么 对 应 于 (G, xi, xh, x) 的 复数 组 {5} 
就 可 以 用 下 式 给 出 : 
бу ghi Жагы eye ^. 
这 样 的 对 应 称 为 阶 数 为 ВОЗЕ UE Cundotted 
spinor of rank &), (Phu!) 称 为 关于 这 组 坐 
ЖЕЙ (component), 阶 数 为 《的 无 点 旋 
量 的 全 体 构 成 2: 维 复线 性 空间 。 如 果 分 量 的 
变换 法 则 不 用 (2) 式 而 用 下 式 给 出 , 即 
G) Fide Xi, yl LN Vete 
这 种 变换 称 为 阶 数 为 上 的 有 点 旋 量 《dorted 
spinor of rank 4), 它 的 分 量 是 在 指标 的 上 面 加 
EA, B% (phiri), ОЮ К ОЯ Ж) 
族 量 的 分 量 ， 可 以 按照 阶 数 为 1 的 无 点 有 点 ) 
旋 量 的 个 分 量 的 积 进 行 变换 。 
一 般 地 说 ,假定 24*" 个 复数 组 
(ghar д ht, ay - 0, IH 
йл, йз, tti = 0, 1) 
满足 下 面 的 变换 法 则 而 且 对 应 于 各 Lorentz 坐 
标 系 , 如 果 另 一 组 Lorentz BRA (x, xi z, 
х) 和 (zo, zu аз, za) 以 (1) 的 形式 相 结合 ， 则 
对 应 于 (zi， xi, xi, SRA (Ey 
可 以 用 下 式 给 出 , 即 
(4) LES "ia a 


- - - - А-А, aaa, 
Do ЖЕСТ: , Г MAT, 
PIONEER : 
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这 样 的 对 应 称 为 阶 数 为 (Km) WIESE 
(mixed spinor of rank (k, n)), (Ена) 
称 为 关于 这 组 坐标 系 的 分 量 . 阶 数 为 (k, п) 的 
混合 旋 量 的 全 体 构成 2t+" 维 复线 性 空间 . 这 种 
旋 量 的 分 量 按照 人 个 1 阶 无 点 旋 量 的 分 量 和 = 
个 1 阶 有 点 旋 量 的 分 量 的 积 进行 变换 。 

X ROR A map 


e a} 
Ф 


б) baa Tm 
则 (кы) 进行 在 (2) 中 以 rar 代替 < 时 的 
变换 , 以 这 样 的 复数 组 (5a) 为 分 量 的 量 称 
为 共 变 旋 量 〈covariant spinor)， 相 反 , 有 上 标的 
旋 量 称 为 反 变 旋 量 《contravariant spinor)， 用 同 
样 的 方法 对 有 点 旋 量 、 混 合 旋 量 也 可 以 引 人 反 
变 \ 共 变 的 概念 。 特 别 是 对 于 混合 旋 量 ,关于 有 
点 指标 可 以 考虑 共 变 旋 量 ， 关 于 无 点 指标 可 以 
考虑 反 变 旋 量 ,或 者 与 其 相反 的 旋 量 . 

HA MR A ME (EAE, BY, gi) 可 以 
ENERE, a 4?,43) 按 下 式 结合 起 来 , 即 
gò аа At + A: 

e (E Lo uasa) 
这 是 因为 , 由 (4) 知道 , G^, 4, A, A) 所 满 
足 的 变换 与 正常 Lorentz 变换 相同 ， 这 样 就 可 
以 把 四 维 矢量 按照 一 阶 无 点 旋 量 和 一 阶 有 点 旋 
量 的 积 来 进行 变换 ,从 这 种 意义 来 说 ,可 以 认为 
旋 量 是 比 矢量 更 基本 的 量 , 它 是 B. L. van der 
Waerden 命名 的 (1929). 

ИЖ (&, n) 的 混合 旋 量 给 出 了 正常 
Lorentz 群 ' 的 24+* 阶 表示 ， 然 而 从 (1) 所 定义 
的 sL(2, C) 向 正常 Lorentz HAV ds HK’ 
A (+ 1), 所 以 这 种 表示 是 二 阶 的 。 而 且 这 种 
表示 不 是 不 可 约 的 +、 不 可 约 表示 可 以 由 对 称 
WER (symmetric spinor) 得 到 ， 也 就 是 说 ,如 果 
对 旋 量 的 同 种 指标 (关于 点 的 有 无 和 位 置 ) 作 任 
意 置 次 它 的 分 量 都 不 改变 ， 则 称 这 种 旋 量 为 对 
称 旋 量 。 阶 数 为 (k, п) 的 对 称 混 合 旋 量 能 给 出 
(c OG +) 阶 不 可 约 表示 。 


Аз н 
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CREB] 这 里 对 包含 空间 反 淡 5: 
C) Wm ар ар i—13,2,8 
的 Lorenz 群 作 如 下 的 假设 ， 即 假设 2 x 2+" 
个 复数 组 {+ ‚я "| 按 下 面 的 变换 法 则 


л 
da^ em 
变换 ， 而 且 对 应 于 各 Lorentz 坐标 系 (xo, ла, 
za хз), 当 另 一 组 Lorentz MHRA (xo, xi, л, 
22) 和 (хь, zu хо, x3) 以 (1) 的 形式 结合 时 ， 对 


应 于 这 组 坐标 系 的 复数 组 [n of} 3 
可 以 用 下 式 给 出 , 即 
"m 
iue t 
m 


Ma^ = Ga, ars 
当 以 (7) 的 形式 结合 时 ， 就 可 以 用 下 面 的 (9) 
式 给 出 , 即 
o sick 


nw 


xdg. SD p 
PIE LL 

Aen 

Lu 


yan... sa, 
i 


No 
这 样 的 对 应 称 为 双 旋 量 《bispinor)。 进行 正常 
Lorentz 变换 时 , 双 旋 量 的 第 一 组 分 量 按照 阶 数 
Ж (k, п) 的 混合 旋 量 变换 , 第 二 组 分 量 按照 阶 
Жз (n, k) 的 混合 旋 量 变换 ， 而 进行 空间 反 
演 时 ,第 一 组 分 量 和 第 二 组 分 量 交换 ,上 标 和 下 
标 也 交换 。 ВОЮ Ck, п) 的 对 称 双 旋 量 ， 当 
ks* п, 1 Lorentz FN 2(& + 1)(n + 1) 
阶 不 可 约 表示 (k 一 ”时 不 是 不 可 约 的 ). 

当 k 一 1,n 一 0 时 ,可 以 把 双 旋 量 如, ， 
тоот) 看 做 Dirac FAB BPA, ХАНЕ LB 
分 量 从 上 面 依次 排列 重 构成 四 行 一 列 的 和 矩阵, 
如 果 令 这 个 矩阵 为 4， 就 可 以 把 Dire 方程 写 
为 


(10) (v^8,--iK)b = 0 K = mc/h. 

这 里 7* 是 满足 7*7? + ere 一 2g” 的 四 行 四 
列 反 Hermite EBE, m 表示 电子 的 质量 , с 表示 
JERR, A BEAR Planck 常数 除 以 2<。 此 外 ,在 基 
本 粒子 理论 中 ， 双 旋 量 还 应 用 于 各 种 相对 论 波 
动 方程 的 描述 (一 基本 粒子 论 ). 

{®] [1] B. L. van der Waerden, Die grupper 
theoretische Methode in dee Quantenmechanik, Springer, 
1932; [2] E. Cartan, Legons sur la théorie des spineurs, 
1, U, Actualités Sci. Ind., Hermann, 1938; [3] С. Ch 
evalley, The algebraic theory of spinors, Clumbia Univer 
sity, 1954; [4] E. М. Corson, Introduction to tensors, 
spinors, and, relativistic wave-equations, Hafner, 1953, 
[5] И. M. Гельфанл- Р. A. Минлос- З. Я. Шапиро, 
Представления группы врашени и группы Лоренца, их 
применения, Физиматтиз, 1958. 


Racah 代数 [Ж Racah algebra 法 algèbre de 
Racih Ж Racahalgebra {Ñ алгебра Рака Н 
己 力 一 代数 ] 在 量子 力学 ?中 ， 常 对 = 个 角 动 
量 + 的 合成 状态 的 不 可 约 分 量 Ф, Фф 求 力学 量 
4 的 矩阵 元 (由 ,4y)， 把 这 种 计算 方法 加 以 
整理 使 它 成 为 一 种 有 系统 的 数学 方法 ， 这 就 是 
Racah 代数 . 角 动 量 了 的 2, y, 2 分 量 j:, jyy 
jes 是 围绕 各 轴 的 无 穷 小 旋转 的 i 倍 , 因此 , 在 
各 不 可 约 分 量 由 中 ， 这 些 分 量 就 是 这 些 无 穷 小 
旋转 的 算 符 。 于 是 角 动 量 的 合成 就 相当 于 三 阶 
旋转 群 的 不 可 约 表示 的 张 量 积 表示 7， 即 Ру) 
ODC); 这 里 要 讨论 的 是 把 这 种 表示 分 解 为 不 
可 约 表 示 的 直 和 的 问题 . 

【旋转 群 的 不 可 约 表示 】 三 阶 旋 转 群 R= 
SOG) 的 不 可 约 表 示 可 以 用 一 般 理论 (一 典型 
群 [ 正 交 群 ]) 的 方法 来 求 。 也 就 是 说 , 可 以 作 
为 矩阵 4 € SOC) 的 21 个 张 量 积 

D(A) = A@-.-@ À 
在 对 称 张 量 空间 内 的 分 量 而 得 到 .这 种 表示 通 
常 写 为 DO) (j —0,1,2, ---). DG) 的 阶 数 
为 2; + 1。 根据 同 构 旋转 群 
50(3) = SU(2)/{+ 1), 

利用 SU(2) 所 作用 的 复 二 维 空间 了 的 坐标 (w， 
v), 可 以 取 V Q … @ 了 (2i 个 ) 的 元 素 


HM) 
VT 


PEP Sasi Sis 
作为 DG) 所 作用 的 27 + 1 维 表 示 空 间 的 基 . 
车 把 旋转 群 的 两 种 不 可 约 表示 DGO 和 
DC) 的 张 量 积 表示 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 ， 
则 为 
DC) @ DG) = UDG), 
imitis bth 5, sakh 
由 此 可 知 
4m) = У) Ф(һт)Ф (т) 
X Camp jjiyjm). 
上 式 中 的 系数 称 为 Clebsch-Gordan 系数 
(Clebsch-Gordan coefficient) 或 Wigner 系数 
CWigner's cocfficient)。 但 是 在 上 式 中 
n+b2>i2>li— hl, 
(птјт іт) = 3(m + m, m) 


š NEUEN ESTE 
Gatitit Ds 


jb mot my) (jt ma)! 
x> (c Ure m tima 
" VG — mi + mG т)! ) 
(+ тт 00 mor» 
这 些 系数 满足 正 交 关系 。 
对 三 个 不 可 约 表示 的 张 量 积 进行 约 化 时 ， 
ж (DGI@DG))@DGs)M D G0@(D(G)@ 
0015) 这 样 两 种 顺序 ， 对 这 两 种 顺序 可 以 得 到 
两 种 不 同 的 基 组 。 它 们 之 间 的 变换 系数 可 以 写 
为 : 
GG ilhs 0), D 
= Gin js +1) WCbbbi; iuis), 
W(abed; ef) 称 为 Racah 系数 (Racah's coef - 
ficient), 这 些 系 数 可 以 用 Wigner 系数 的 四 个 
积 的 和 来 表示 。 在 这 些 系数 之 间 有 下 面 的 关 
Ж: 
W(abed; ef) = W(bade; ef) 
= W(acbd; fe) 
= (рне Севе ad) 
一 (一 Dr W(aefd; bc), 
且 正 交 关 系 成 立 。 
【不 可 约 张 量 】 对 于 坐标 旋转 ,与 DC) 
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的 基 作 同样 变换 的 力学 量 7$ (=k, k-1 …， 
— k) 称 为 下 阶 不 可 约 张 量 Cirreducible tensor of 
rank А). 从 代数 的 观点 可 以 把 这 种 张 量 用 下 式 
来 定义 , 即 
lieth, TH 一 (CRX Eq T) Titl, 
lis, T$] «T$, 
这 里 [a, 5] = ab 一 5a。 这 个 量 的 在 两 个 不 可 
约 分 量 之 间 的 矩阵 元 ,可 由 下 列 形 式 给 出 , 即 
бајт |а т) = CN 2j + 1) 
x Cail TMF )G'm'ka/ kim). 
这 里 «是 用 来 区 分 具有 相同 的 i 和 普 的 多 重 分 
量 的 参数 , 并 假定 “不同 的 分 量 是 正 交 的 ， 在 
上 式 中 ，Clebsch-Gordan 系数 是 按照 几何 意义 
决定 的 部 分 ，(ajllT'eolla7) 是 按照 力学 意义 决 
定 的 部 分 
U TY, UY 分 别 作用 于 全 状态 《Hilbert 
空间 ) H 一 Hy x H, 的 部 分 状态 Hy Ha AK 
态 矢 量 时 ,它们 的 标量 积 
(ro, UY) 一 => (—1)"TSU$ 


的 矩阵 元 可 以 写 为 
Ciim | CT", UV) [алай 
= Сеули (йй A) 
x баа) СеО). 
SED ИЕ RA А БИШ Ж ЕГ) Е, 
即 
IT@ UM 2, ТШ: 


Кс 
X Gaga: lota? 
的 矩阵 元 可 以 用 下 式 来 表示 , 即 
Caji l ET @ UY еу) 
VT DG + DO + D 
хате 


hhi 
x (аа) | йй? | 
ki ki k 
最 后 的 “9j 符号 "是 用 
IDG) @ DG21 @ (DG) D DG] 
和 
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IDG) @ DG)16 LDG) @ DC] 
之 间 基 向 量 的 矩阵 元 , 即 


Giu nnns im | isis) fatima) 
= МО + DCi + D Gio + D Gin + 1) 


h h te 
XB h tw 
is is | 


定义 的 数 ,可 以 用 Ww 的 三 个 积 表示 。 


[5] [1] WAKE, MEL XO XH. AB, 
1957; [2] M. E. Rose, Elementary theory of angular 
momentum, John Wiley, 1957; [3] U. Fano-G. Racale 
irreducible tensorial sets, Academic Press, 1959, [4] 
Racah (OE, FORMA Ut, 3 (1953), 89—142, 
1V. 1 (1954). 3—74, IV, 2 (1955), 75—154, V, 4 (1958), 
155—199. 


EENT [X theory of elementary particles 
ik théorie des particules élémentaires Ж Elem- 
entarpartikeltheorie fÑ теория элементарных ча- 
cmi 日 EFTAL 构成 粒子 或 场 的 终极 粒 
子 称 为 基本 粒子 (elementary particle)， 其 中 包 
括 光 子 、 电 子 、w 介子 等 轻 子 ， 介 子 和 重子 ( 表 
1) 各 种 粒子 具有 电荷 、 被 称 为 自 旋 的 固有 角 
动量 以 及 其 他 属性 .研究 这 些 性 质 的 理论 称 为 
EI LACE 

【Lorentz 群 表示 】 在 基本 粒子 论 中 , 最 基 
本 的 群 是 非 齐 次 Lorenz 群 ' 5， 对 应 于 Gf 
Lie 代数 ' 是 由 满足 下 面 交换 关系 的 无 穷 小 算 子 
My RIP, CR, i= 1,2, 3, 4) FER. 

LM us Mos] = iiu M ge + Мн 

— tis M in — gioM im), 
(Px, P] = 0, 
UM ui, Pm) = iG P. — 8Р1), 
其 中 
in £n gs ие 1, 
£u = 0, £= 1, 

这 里 Р, RRUAR, Ma, Mn, Mn 表示 角 
动量 的 三 个 分 量 . Py 产生 的 子 代数 对 应 于 5 的 
不 变 可 换 子 群 ， 和 只 由 Mw 产生 的 子 代数 对 应 
的 巨 的 子 群 是 单纯 群 ， 称 为 正常 Lorentz RE" 
G. б, EVA gis x, z; 为 不 变量 的 线性 变换 x; = 


бух, 所 构成 的 Lorentz 群 1G 的 元 素 , 也 可 以 看 
MEH der (Gi) 一 1 成 立 的 全 体 元 素 的 子 群 、 
G/G, SE (2, 2) 型 的 阶 数 为 四 的 Abel PE, 利用 
Sla —xz Ci = 1,2,3), x > x2, 
Tla; > — x; G = 1, 2, 3), > —x) 
可 以 把 G 作 如 下 表示 : 
G = G, U $G, U TG, U STG, 
《一 相对 论 ，Lie 群 ). 

基本 粒子 对 应 于 包含 5, 7 的 非 齐 次 Lo- 
renz 群 G 的 不 可 约 表示 。 这 种 表示 可 以 用 和 
两 个 Casimir 算 符 ' M? — PtPt， 

W = MyM"P,P™/2 — M gM PAP, 
GXH Pt — gtP,, MY 一 gU M yr, gg = 
op 相对 应 的 值 完 全 指定 。 这 里 M 表示 质量 ， 
W 在 静止 系 P, — P, = P, = 0 中 对 应 于 MS: 
(《S 表示 基本 粒子 的 自 旋 )， 只 有 当 M 一 0 时 可 
以 用 око, (о, = £s M mPa) КР, С 表示 
的 具体 求法 是 众所周知 的 . 任意 不 可 约 表示 的 
基 可 以 通过 分 解 Dirac HER Ф. MENS ME 
量 5。 的 直 积 来 求 得 (一 WAR) 然而 , 任意 高 
阶 旋 量 都 满足 Bargmann-Wigner 方程 

(P,v^ + m) ttj, 
(P,y* + т)8 Фа. = 0. 
这 里 ye R: P. А. М. Dirac 引入 的 Y 和 矩阵 ， 例 
如 对 于 二 阶 旋 量 
Ф — Bp + vb. + ITT bys 
+ r, + 027,12, 


- 0, 


这 里 
ev A aaa 
有 
由 一 0， P,b = impu, Pb, = —imós, 


Pd — P,#, = im$,,, Рф, = impu 
Ф, 1, DUM MF ARYA 0 БЕСЕ УА 
TF. Dirac 粒子 的 自 旋 为 1/2, 它 遵守 下 面 的 方 
程 : 

(Pr + m)b = 0, 
这 个 方程 又 是 以 对 于 Lorentz 群 不 变 的 Lagran- 
ge 函数 , 即 


ge ФОР," + т)ф'х 


为 变 分 函数 的 方程 (这 时 Р, 一 18/8r,), 

【基本 粒子 的 相互 作用 】 已 经 知道 ， 基 本 
粒子 之 间 有 四 种 相互 作用 (interaction)， 分 别称 
为 强 相 互 作用 ,电磁 相互 作用 , 弱 相 互 作用 和 引 
力 相互 作用 . 

要 求 Lagrange 函数 对 于 局 部 规范 变换 
Olr) 一 coi@(*) (OG) 表示 上 述 任意 高 阶 旋 
Ж, 4(x) 是 满足 Ol = 0 的 任意 函数 , 2 是 整 
数 ,表示 电荷 ，e 表示 基本 电荷 ) 具 有 不 变性 ,能 
够 很 自然 地 引入 电磁 相互 作用 .又 根据 Lorentz 
群 的 不 变性 和 所 测 得 的 粒子 能 量 必 须 为 正 值 ， 
可 以 证 明 下 面 的 关系 (量子 化 条 件 ) 成 立 : 


OE) OG BC) OF Bix’ OBE Go) 
= 8(ху — x86 — z;)6(x; — BUSH, 


这 里 “一 rs 当 自 旋 为 半 整 数 (奇数 的 一 半 ) 时 
取 + 5, 当 自 旋 为 整数 时 取 一 号 、 用 常数 代 
替 上 面 的 AGO 时 ,由 换 位 产生 的 不 变性 称 为 内 
部 对 称 性 (internal symmetry), 对 于 电磁 相互 
作用 ， 除 电荷 的 规范 变换 外 , 还 有 由 重子 数 , 轻 
子 数 , 超 电荷 产生 的 规范 不 变性 . 
关于 强 相互 作用 ， 可 以 认为 表示 内 部 对 称 
性 的 群 是 至 少 含有 SUC) UC) 的 单 或 半 单 
Lie 群 (~ 典型 群 )， 归根 到 底 可 以 认为 , 它 具 
有 包含 " 非 齐 次 Lorentz 群 @ 内 部 对 称 群 "的 最 
广泛 的 群 的 对 称 性 。 在 上 述 表示 内 部 对 称 性 的 
BE SU(2) @ UC) 之 中 , 通常 称 SUC) 的 不 变 
‚ 性 为 电荷 的 无 关 性 (charge independence), ， 它 的 
Lie 代数 [1,, 1] = 2ie;41, Сель 是 Levi-Civita 
符号 ) 的 元 素 1, 3529 B] firs (isospin), U (1) 的 
产生 算 子 是 超 电 荷 Y、 由 于 有 Q= l + Y/2 
的 关系 , 电荷 的 规范 不 变性 当然 是 成 立 的 ， 用 
28U(2) @U(1) 把 具有 强 相互 作用 的 粒子 加 以 
分 类 时 ， 属 于 同一 不 可 约 表示 的 粒子 集团 称 为 
带电 多 重 项 (iso-multiplet)， 表 1 中 列举 了 几 个 
有 关 这 方面 的 例子 ，Y 可 以 写 为 Y = S + ns, 
这 里 5 称 为 奇异 数 ( 也 叫 奇异 性 ) (strangeness), 
ns 是 重子 数 ,在 强 相互 作用 中 都 是 守恒 的 加 法 
量子 数 ,可 以 由 重子 数 的 规范 不 变性 引入 . 
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【基本 粒子 的 模型 】 一 般 地 说 ， 若 以 二 阶 
以 上 的 Lie 群 为 内 部 对 称 性 , 则 除 1s 外 还 可 以 
得 到 其 他 线性 守恒 量子 数 。 坂 田 模型 是 在 重子 
МОФ, n, A) 及 反 重 子 NG, 5, A) 与 三 阶 么 正 
B UG) RAE) 的 基本 三 维 表示 基底 相对 
应 的 前 提 下 , 假定 近似 对 称 性 成 立 。 在 这 种 模 
型 中 ， 由 积 N 的 不 可 约 分 解 产生 的 表示 基底 
与 大 标量 介子 相对 应 ,由 积 NNNN 的 不 可 约 分 解 
可 以 作出 与 其 他 重子 相对 应 的 表示 基底 ， 三 个 
守恒 量 与 3, S, ms 相对 应 。 

现在 更 进一步 考虑 由 群 UG) 除去 相当 于 
重子 数 的 规范 不 变性 的 元 素 而 得 到 的 阶 数 为 二 
的 三 阶 特殊 么 正 群 SI(3)， 在 这 种 群 中 假定 两 
个 守恒 量 LY, 就 可 以 设想 一 种 使 八 个 重子 
及 八 个 伪 标 量 介子 与 不 可 约 八 维 表示 基底 相对 
ИОВ, 在 这 种 八重 态 模型 《octet model) 
中 ， 可 以 把 目前 已 知 的 八 个 向 量 介 子 和 十 个 重 
子 - 标 量 介子 系统 的 共振 能 级 ( 自 旋 为 3/2， 字 
иж 十) 分 别 由 不 可 约 八 维 表示 和 十 维 表示 给 
ih. 

若 以 强 相互 作用 的 内 部 对 称 性 为 基础 ， 则 
弱 相 互 作 用 的 跃迁 矩阵 ， 就 参与 的 具有 强 相互 
作用 的 粒子 ( 强 子 ) 而 言 ,具有 下 述 变换 性 ， 即 
对 于 不 伴 有 轻 子 的 衰变 的 选择 法 则 为 ! — 1/2 
而 且 s= 1; 对 于 伴 有 轻 子 对 的 衰变 则 为 / 一 
1/2 或 1; 而 且 知 道 , 对 于 这 两 种 情况 ,5/0 分 
别 为 1 和 0. 

(8) п) 武田 晓 - 官 如 弘 成 ， 迷 粒子 物理 学 ,党 玫 
B 1965; [2] ДАЕ -ИНА—-ННж да, KK 


FORK, HER, 1963; [3] К. Nishijima, Fundamen- 
tal particles, Benjamin, 1963, [4] E. Fermi, Elemen- 
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tary particles, Yale Univ., Press, 1950; [5] №. Heitler. 
Quantum theory of radiation, Oxford Univ. Press, 第 二 版 ， 
1944; [6] R. H. Dalitz, Strange particles and strong 
interactions, Oxford, Univ. Press, 1962, [7] A. O. 


Barut, Electrodynamics and Classical theory of fields and 
Particles, Macmillan, 1964; [8] S. Gasiorowicz, Elemen 
tary particle physics, John Wiley, 1966. 


二 十 、 数 学 史 和 数学 家 


古代 的 数学 [Æ ancient mathematics 法 ma- 
thématiques anciennes £ antike Mathematik А 
древняя математика Н 古代 数学] AX 
数学 这 个 词 的 意义 理解 不 同 ， 写 古代 数学 史 的 
起 点 也 就 不 同 。 原始 时 期 的 情形 , 可 以 从 现在 
未 开化 人 对 于 数 的 认识 来 推测 。 值得 注意 的 
是 ,公元 前 3000 年 的 埃及 、 美 索 不 达 米 亚 和 稍 
晚 的 印度 与 中 国 等 地 的 大 河流 域 ， 原 始 阶段 都 
已 结束 . 

因为 古代 的 大 河流 域 文明 的 经 济 基础 是 农 
业 , 所 以 ,执政 者 关心 的 第 一 是 灌溉 排水 设施 、 
运河 \ 抽 水 装置 的 管理 ;第 二 是 测量 征 税 的 耕地 
和 收获 物 ;第 三 是 通过 天 体 观测 确定 季节 等 .所 
有 这 些 都 需要 某 种 程度 的 数学 ， 大 规模 官网 和 
坟 幕 的 建设 ,无 疑 更 要 使 用 较 深 的 数学 ,这 一 时 
期 的 数学 发 展 史 ， 今 日 我 们 所 知道 的 只 不 过 是 
很 不 完全 的 很 小 的 一 部 分 。 随 着 新 史料 的 发 
现 ， 使 古代 数学 史 的 面貌 发 生根 本 改观 的 可 能 
性 是 存在 的 . 

【埃及 数学 】 埃及 数学 的 主要 史料 是 公元 
前 1800 年 的 Rhind 纸 草书 和 莫斯科 纸 草书 , 特 
别 是 前 者 更 重要 ,它们 都 是 在 十 九 世 纪 发 现 的 . 
希腊 人 认为 数学 虽 起 源 于 埃及 ,但 埃及 的 数学 
只 处 于 实用 计算 阶段 。 记 数 法 不 是 位 值 制 , 而 
是 由 10 进 制 和 分 子 为 1 的 分 数 ( 基 本 分 数 ) 组 
成 的 , 把 分 数 分 解 成 为 基本 分 数 之 和 。 他 们 也 
使 用 日 常 的 算术 (一 次 方程 )， 因 测量 耕地 、 兴 
建 谷 仓 和 土木 工程 的 需要 ， 面 积 和 体积 的 实用 
近似 计算 已 相当 发 过 ， 他 们 能 正确 地 求 出 三 角 
形 和 梯形 的 面积 , 还 设 贺 周 率 为 (16/9》 = 
3.1605 see ， 求 出 了 圆 的 面积 ， 但 没有 迹象 说 
明 在 古代 埃及 已 形成 论证 数学 . 

【 美 索 不 达 米 亚 的 数学 】 关于 美 索 不 达 米 
亚 数学 的 史料 已 有 很 多 ,今后 还 可 能 会 增多 . 美 


索 不 达 米 亚 保存 有 长 时 期 准确 的 天 文 记录 ， 相 
应 地 数学 程度 也 比 埃及 高 ， 已 不 只 是 处 在 实用 
计算 阶段 。 记 数 法 已 采用 位 值 制 60 进 制 , 还 使 
用 了 小 数 。 但 直到 公元 前 四 世纪 , 还 没有 0 这 
个 记号 ,而 且 小 数 点 的 位 置 也 不 明确 ,必须 从 上 
下 文 来 判断 .此 外 ,还 使 用 乘法 表 、 倒 数 表 ,平方 
表 \ 立 方 表 等 ， 在 代数 学 中 使 用 数 表 是 一 特色 ， 
并 用 数 表 解 出 了 简单 的 三 次 方程 和 二 元 二 次 方 
BAS. 二 次 方程 根 的 公式 能 用 文字 形式 正 
确 令 述 (不 取 负 根 , 但 当 有 两 个 正 根 时 , 知道 两 
个 都 是 根 )， 也 研究 了 2 +P = o 的 整数 解 
(最 大 的 解 是 12709, 13500, 18541) 和 平方 根 
的 近似 计算 , 这 暗示 了 同 希 腊 数学 的 关系 ， 从 
史料 可 以 确定 ，Euclid 的 《几何 原本 》(Stoicheia) 
中 ， 有 一 部 分 几何 学 代数 是 以 美 索 不 达 米 亚 的 
代数 学 为 基础 用 几何 方法 重新 建立 的 。 虽然 有 
的 学 者 认为 ， 希 腊 数 学 的 论证 概念 来 源 于 美 索 
不 达 米 亚 ， 但 还 没有 肯定 的 证 据 . 

在 七 世纪 以 前 , 中 美洲 的 玛雅 《Mays) 人 
已 使 用 20 进 制 位 值 制 记 数 法 。 在 古代 除 美 索 
不 达 米 亚 和 这 里 提 到 的 地 方 以 外 ， 还 没有 发 现 
使 用 位 值 制 记 数 法 的 类 似 例子 (一 中国 的 数 
学 ,印度 的 数学 ,希腊 的 数学 ). 


[S] [1] O. Neugebauer, Vorlesungen aber Geschi- 
chte der antiken mathematischen Wissenschaften 1, Sprin- 
ger, 1934; [2] О. Neugebauer, Mathematische Keils- 
cheift-Texte, Springer, 1935, [3] A. B. Cham, The 
Rhind mathematical papyrus 1, Oberlin, 1929; [4] E. 
L. van der Waerden, Science awakening, Noordhoff, 1954, 
[5] О. Neugebauer, The exact sciences in antiquity, 
Brown Univ. Press, ЖЖ, 1957, [6] K. Vogel, Vor- 
griechische Mathematik t, Vorgeschichte und Ägypten, П, 
Die Mathematik der Babylonier, Hermann Schroedel, 
1958—1959, 


希腊 的 数学 [Ж Greek mathematics 法 mathé- 
matiques grecques ¿Ë Griechische Mathematik АА 


1334 希腊 的 数学 
греческая математика A #% mox DRA) 
一 般 认 为 ， 理 论 数学 的 创始 者 是 希腊 人 (虽然 
也 有 人 认为 是 美 索 不 达 米 亚 人 )。 他们 向 先进 
国家 学 习 测 地 术 和 商业 算术 ， 至 迟 在 公元 前 四 
世纪 中 叶 , 已 有 理论 数学 。 创立 超过 实用 的 理 
论 数学 , 是 人 类 文化 史上 最 大 的 事件 之 一 。 从 
此 以 后 ,直到 现在 ,对 于 科学 文化 的 发 展 都 有 本 
质 的 影响 , 

埃及 和 美 索 不 达 米 亚 的 古代 史料 都 有 所 保 
存 , 但 是 在 希腊 , 连 发 表 不 到 一 千年 的 手 抄本 也 
很 难 找到 ， 重 要 文献 的 复原 和 据 此 重建 希腊 数 
学 史 ， 大 半 应 归功 于 十 九 世纪 数学 史学 家 的 研 
究 。 他 们 一 面 对 资 料 不 断 批判 , 一 面 对 希 腊 数 
FLTK. (Eukleides 以 前 的 历史 ,主要 是 
根据 Proklos (410 一 485) 所 写 的 资料 ,更 古 的 历 
史书 现 已 无 存 .) 

有 名 的 最 古代 数学 家 是 米利 都 《Miletus) 
的 Thales 〈 公 元 前 624 ? — 546 2) 和 萨摩 斯 岛 
(Samos) 的 Pythagoras 〈 公 元 前 5722 — 4922), 
他 们 都 是 爱 奥 尼 亚 人 ， 后 者 曾 移居 意大利 南 
部 , 开办 宗教 学 园 ， 其 成 员 自 称 为 Pythagoras 
学 派 。 他 们 把 “万 物 皆 为 数 ” 作 为 原理 , 讲授 音 
乐 、 天 文 、 几 何 和 算术 ( 称 为 四 艺 Cquadrivium), 
是 当时 中 等 教育 和 以 后 高 等 教育 的 核心 内 容 )， 
作为 净化 灵魂 的 学 科 (mathema), 这 一 学 派 
深入 研究 过 比例 论 ( 同 音乐 有 关系 ) 和 多 角形 数 
《三 角形 数 、 平 方 数 等 ) 的 理论 ,更 一 般 地 ,还 研 
究 了 数论 问题 和 几何 学 代数 等 ， 通 常 认为 当时 
已 知道 数 V 2 的 无 理性 并 证 明正 方形 的 一 边 与 
对 角 线 之 比 不 能 用 有 理 数 表示 ,但 没有 明显 的 
TEE. 宗教 学 园 停办 后 ,他 们 同 Platon 学 派 合 
作 , 推 动 了 希腊 数学 的 发 展 . 

与 Pythagoras 学 派 齐 名 的 是 意大利 的 埃 利 
W (Elea) 学 派 ,特别 是 其 中 的 Zenon (公元 
前 490? 一 429?)、 他 的 悖 论 ?* 是 一 种 归 细 法 的 
推论 。 自古 以 来 ,对 此 议论 很 多 ,但 这 个 学 派 的 
特点 是 它 注重 逻辑 性 .特别 是 归 织 法 的 发 现 应 
归功 于 这 个 学 派 .也 有 人 认为 ,从 这 里 可 以 看 出 
理论 数学 的 诞生 [3]。Zenon 曾经 参与 连续 性 、 
无 理 数 等 的 研究 ,虽然 很 难 确定 其 准确 的 年 代 ， 


但 是 对 于 “原子 论 ” 的 诞生 似乎 有 所 推动 。 
Demokritos 《公元 前 4602—3702?) 计算 角 锥 体 
积 ( 分 割 成 “原子 ”薄片 计算 ) 和 Antiphon 《公元 
前 430 年 左右 ) 用 细 分 法 计算 圆 面积 , 都 是 在 
Zenon 以 后 不 久 出 现 的 . 

公元 前 480 年 以 后 ， 雅 典 成 为 希腊 的 政治 
文化 中 心 . 三 等 分 角 、 倍 立方 \ 化 圆 为 方 是 当时 
的 三 大 问题 ,诡辩 学 家 们 (实际 上 为 Pythagoras 
学 派 ?) 进 行 了 研究 。 伊 利 斯 (Elis) 的 Hippias 
《公元 前 420 EEA). WRH (Chios) 的 Hip- 
pokrates《 公 元 前 4702 一 430?)、 塔 拉 斯 《Taras》 
的 Archytas (公元 前 430? 一 365?)，Menaikhmos 
《公元 前 375—325) 以 及 他 的 兄弟 Deinostratos 
(公元 前 350 年 左右 ) 等 , 利用 割 圆 曲线 (чч 
ratrix, 方程 为 y = x cot (xx/2) 的 超越 曲线 ) 
以 及 圆锥 曲线 ,解决 了 “三 大 问题 ”. 

从 公元 前 400 年 左右 开始 ， 雅 典 在 政治 上 
衰落 了 ,但 仍然 是 希腊 的 文化 中 心 。 这 了 时，Pla- 
ton 〈 公 元 前 427—347) 学 园 《Akademeia) 也 重 
视 数学 ， 它 同 Pythagoras 学 派 及 埃 利 亚 学 派 似 
有 密切 关系 。 上 述 的 Archytas, Menaikhmos 和 
Deinostratos 属于 或 接近 于 Platon 学 派 ， 这 个 学 
园 最 初 五 十 年 的 主要 功绩 是 : 数学 的 力 至 一 般 
科学 的 方法 论 (dialectics, analysis, synthesis); 用 
几何 方法 重新 建立 美 索 不 达 米 亚 代数 学 ; 与 其 
相应 的 无 理 数论 (Platon 的 老师 昔 兰 尼 (Cyrene) 
的 Theodoros (公元 前 五 世纪 末 ), 后 来 还 有 雅典 
的 Theaitetos 〈 公 元 前 415—369) 也 参加 过 这 
种 研究 ) 和 一 般 比例 论 ( 克 尼 多 斯 《Cnidos) 的 
Eudoxus 《公元 前 408? 一 355?))、 穷 举 法 《me- 
thod of exhaustion) (Eudoxus) 等 。 除 上 述 三 大 
问题 外 ,还 研究 过 正 多 面体 (Platon 的 立体 ) 和 
圆锥 曲线 等 。 在 这 学 园 内 , mathema (ta) 这 个 术 
语 不 是 指 一 般 “ 学 科 ”, 而 已 变 为 指 “ 数 学 ”了 , 西 
欧 科 学 界 尊重 数学 的 传统 ， 就 是 从 这 个 学 园 开 
始 的 . 

希腊 文化 由 于 亚历山大 帝 CAlexandoros) 建 
立 大 帝国 ， 因 而 受到 东洋 影响 。 此 后 称 为 希 
伦 化 (Hellenism) 时 代 , 学 术 中 心 转移 到 托 勒 密 
(Ptolemaios) 王 朝 的 首都 亚历山大 里 亚 的 综 司 


(Mouseion) 学 园 。 据 说 最 盛 时 期 这 里 藏书 达 五 
T. 

这 个 时 期 ， 首 先 亚历山大 里 亚 的 Eukleides 
《Euclid， 约 公元 前 300 ££, 经 历 不 明 )， 把 学 园 
派 的 数学 成 果 ， 用 公理 方法 总 结 成 《几何 原本 》 
(Stoicheia) 十 三 卷 ， 成 为 后 世 科学 著作 的 典 
范 (例如 Spinoza 的 《伦理 学 》 Newton 的 
《原理 》 都 是 模仿 它 写成 的 )， 虽 然 通常 认为 
Eudid 公理 方法 来 自 Aristoteles 〈 公 元 前 384 一 
322) 的 方法 论 ,但 也 有 人 认为 ,公理 方法 的 真正 
起 源 是 埃 利 亚 学 派 ,而 Eukleides 的 《几何 原本 》 
的 某 些 部 分 ， 是 Ocnopides 《生活 在 Zenon 时 
代 ) 的 工作 和 Hippokrates《 见 前 ) 等 人 对 《几何 
原本 》 的 再 整理 。 Aristotele 出 身 于 学 园 派 ,后 
来 独立 出 来 ,成 为 同 Platon 主义 相 抗衡 的 一 个 
科学 传统 的 鼻祖 . 

公元 前 三 世纪 ， 是 希腊 数学 的 黄金 时 代 . 
AM hr (Syracuse) 的 Archimedes (公元 前 287? 一 
212) 是 古代 最 伟大 的 数学 家 、 力 家 学 和 技术 专 
家 ,他 在 数学 上 的 最 大 功绩 也 许 是 对 抛物 线 等 
的 精密 求 积 法 。 根据 他 的 著作 《Ephodos》( 方 
法 ) 所 载 , 他 用 力学 实验 测 出 数值 , 然后 用 穷 举 
法 给 予 理论 证 明 ， 还 有 = 值 的 计算 、 螺 线 及 其 
他 曲线 、 球 与 贺 柱 的 研究 ， 对 十 七 世纪 的 影响 
极 大 ， 此 外 ,对 静 力 学 ,光学 等 的 理论 与 应 用 也 
作出 了 贡献 ,对 后 来 的 数学 家 产生 了 深远 影响 . 
HHI СРегра) 的 Apollonios СХ 70 ЙІ 250 年 左 
ж) dE «ИЕ BH HR) (konikon biblia) Л. # 
(其 中 缺 第 八 卷 )， 其 理论 结构 同 现在 基本 上 
没有 多 大 区 别 ， 也 对 十 七 世纪 数学 的 发 展 产生 
了 巨大 影响 。 此 外 , 还 有 Eratosthenes (AAI 
275—194) (测算 地 球 以 及 创造 求 素 数 的 第 
法 ) 和 Hipparchos《 公 元 前 150 年 前 后 ) (RX 
学 之 父 ,编制 “正弦 表 ”) 等 。 

希 伦 化 时 代 随 着 希腊 被 罗马 吞并 (公元 前 
146 年) 而 告终 。 亚 历 山大 里 亚 在 政治 ,文化 上 
WAR, SIS SRO RA 
于 公元 前 48 年 被 烧毁 (后 又 重建 )， 造 成 了 极 
大 损失 。 当时 的 学 者 中 ， 有 亚历山大 里 亚 的 
Heron 《推测 在 60 年 前 后 )，Menclaos (98 年 前 
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后 ) ( 著 有 《球面 学 》(Sphaerica))， 稍 后 还 有 
+ BB (Smyrna) 的 Theon (125 年 左右 )、 
Ptolemaios (Ptolemy) (852—165?) 《《 大 汇编 》 
(Almagest》 的 作者 )，Nikomachos (50—150?) 
《《 算 术 引 论 》(Arithmetike cisagore) 的 作者 ) 等. 
研究 不 定 方程 的 Diophantus, 经 历 不 明 , 估计 
是 公元 前 205 年 左右 的 人 ， 他 的 著作 《算术 》 
(Arithmetika) 共 十 三 卷 , 现 尚 存 六 卷 , 对 P. de 
Fermat 有 影响 。 Pappus (300 年 前 后 ) 是 亚 历 
山大 里 亚 最 后 一 位 富有 创造 性 的 数学 家 ， 他 的 
《数学 汇编 》(Synagoge) 现存 八 卷 ,是 珍贵 的 史 
Е}, R. Descartes 有 影响 、 

RAS GAMES AY EIB ИЕ Т.Е@ 
司 图 书馆 第 二 次 被 破坏 (398) 的 时 代 ,亚历山大 
里 亚 的 Theon (390 年 前 后 ) 及 其 女儿 Hypatia 
(370? 一 415) 等 编 有 经 典 数学 著作 的 注释 ， 
接着 Proklos (MAI) 编写 了 几何 学 史 ， 但 它 不 
过 是 Eukleides 的 《几何 原本 》 第 一 卷 的 注释 . 
以 Aristoteles 的 注释 者 Simplikios 为 最 后 园 长 
WPA, BLT JE, (Justnianus) 皇帝 封闭 
了 (529)， 亚 历 山大 里 亚 城 也 陷 人 阿拉 伯 人 之 
手 (641)， 和 希腊 科学 仅 有 的 传统 ， 转 移 到 东 罗 
马 帝国 首都 君 士 坦 丁 堡 ， 直 到 东 罗 马 帝国 灭亡 
(1453), 本 盼 来 了 新 时 代 的 黎明 ; 


(Ф) (1) T. L. Heath, A history of Greek mathe 
matics 1, ll, Clarendon Press, 1921; [2] М.В. Cantor, 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 1, Teubner, 
第 三 版 ，1907; [3] B. L. van der Waerden, Zenon und 
die Grundlagenkrise der Griechischen Mathematik, Math. 
Ann., 117 (1940), 141—161; [4] B. L, van der Waerd- 
en, Science awakening, Noordhoff, 1954, [5] A’ Szabó, 
Anfänge des Euklidischen Axiomensystes, Arch. History 
Exact Sci., 1, 37 (1960), 37—106, [6] J. L. Heiberg 
(ed.). Euclidis opera omnia 1—XII and suppl. Leipzig, 
1883—1916; [7] T. L. Heath, The thirteen books of 
Euclid's Elements 1, П. Ш, Cambridge Univ. Press, 1908 
(Dover, 1956), [8] P. Ver Eecke (trans.), Les oeuvres 
complètes d'Archiméde, Desclée de Brouwer & Cie, 1921 
(Blanchard, 1961), 19) Р. Ver Беске (trans-), Proclus 
Diadochus, les commentaires sur le premier livre des 
Eléments, d'Euclide, Desclée de Brouwer & Cie, 1948 
(Blanchard, (1959), [10] P. Tannery, Le géométrie 
grecque, comment son histoire nous est parvenue et ce 
que nous en savons, Paris, 1887, [11] M. Clagett, Greek 
science in antiquity, Ahelard-Schuman, 1955 (Collier, 
1963); [12] O. Becker (ed.), Zur Geschichte der griech- 
ischen Mathematik Darmstadt, 1965, [13] А’ Szabó; 
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Anfánge der griechischen Mathematik, Oldenbourg, 1969; 
[14] R. C. Archibald, Outline of the history of mathema 
tics, Mathematica! Association of America, ЖЖ 1949: 
[15] N. Bourbaki, Eléments d'bistoi 
Hermann， 第 一 版 1969 [16] M. 
über Geschichte der Mathematik. 
1894—1908; [17] Е. Montucla, Histoire des mathémati 
ques 1—IV, Paris, 新 版 ，1799 一 1802，[18] D. E. Smith, 
A. source book in mathematics. McGraw-Hill, 1929 (Dover 
1959), [19] D. J. Struik, A concise history of mathema 
tics, Dover. WEM, 1967, 


e des mathématiques, 
tor, Vorlesungen 
‚ Teubner, 第 二 版 ， 


罗马 和 中 世纪 的 数学 [Ж Roman and medieval 
mathematics ”法 mathématiques des romains et du 
moyen âge Ф Mathematik der Römischen Zeit 
und des Mittelalters — /& римская и средневековая 
математика 日 口 一 了 上 中 世 四 数学 ] 罗马 
人 对 数学 的 兴趣 只 局 限于 日 常生 活 中 直接 需要 
的 范围 ,其 算术 仅仅 使 得 算盘 Cabacus) 的 计算 
和 直接 表示 度量 衡 ， 因 而 直接 表示 货币 制度 的 
十 二 进位 分 数 得 到 发 展 ， 以 历法 改革 (纪元 前 
46 年 ) 闻名 的 Julius Caesar， 也 是 一 个 曾经 企 
图 测量 罗马 帝国 领土 的 人 。 那 时 ,在 测量 上 
需要 象 几 何 学 那样 的 知识 ， 称 为 “Gromatic” 
(groma 意 指 测量 器械 )。 西 罗马 灭亡 时 (476)， 
曾 有 一 个 学 习 希 腊 数 学 的 时 期 。 在 这 时 期 , 有 
A. M. T. S. Boetius (524 ER) 写 的 算术 著作 
和 几何 学 著作 ,前 者 是 Nikomachos 著作 的 节 译 
本 ,后 者 包含 有 Euclid 的 《几何 原本 》(Stoicheia) 
前 三 卷 的 省 略 了 证 明 的 命题 以 及 实用 几何 学 ， 

Platon 学 派 的 学 园 (Academy) 于 529 年 被 
KA. 但 它 的 必修 学 科 (mathema) 音乐 、 天 
X. MARAR, ERB UL, 在 Marianus 
Capella, F. M. A. Cassiodorus, Isidorus Hispalensis 
等 所 写 的 百科 全 书 中 是 作为 “四 艺 ”(quadri- 
vium) 看 待 的 .在 五 世纪 ,罗马 教会 的 主权 确立 
再。 四 艺 也 就 变 成 为 神 的 光荣 服务 的 东西 了 . 
这 时 期 ,数学 书 的 重点 , 放 在 教会 历法 的 计算 和 
对 整数 性 质 的 神秘 解释 上 .这 从 七 至 九 世 纪 
Bede Venerabilis, Alcuin, Maurus 等 的 著作 中 也 
可 以 见 到 - 

阿拉 伯 科 学 的 传人 ,引起 了 新 的 学 习 兴 
在 七 次 十 字 军 远征 《1996 一 1270) 以 前 , 自 711 


年 ， 即 Visigoths 陷落 的 那 年 以 来 , 在 回 
教徒 的 影响 下 ,阿拉伯 科 学 从 西班牙 通过 
Crusades (1096—1270) 开始 传人 ， 一 般 认 
为 Gerbert 即 教皇 Silvester 11(999—1003 年 在 
位 ) 是 受 这 种 影响 最 早 的 人 ， 他 说 过 ,算盘 的 计 
算是 有 用 处 的 . 不久, 到 十 二 世纪 时 ,阿拉 伯 的 
BA, (BCH Euclid, Ptolemaios 等 的 著作 一 
起 译 成 拉丁 文 。 产生 于 印度 的 笔算 数学 代替 
算盘 计算 的 时 代 来 到 了 .这 个 新 运动 的 支持 者 
是 需要 实际 计算 的 意大利 商人 阶层 ， 比 萨 
(Pisa) 的 Leonardo (别名 Fibonacci) (#9 1170— 
1250) 所 写 的 《算盘 书 》(Liber abaci) (1202) 和 
《几何 实习 》(Practica geometrica) (1220) 是 这 
方面 的 代表 作 . 前 者 包含 由 印度 数学 产生 的 四 
则 运算 、 商 业 算术 ,代数 学 。 这 时 , 这 种 新 倾向 
就 不 限于 商人 阶层 了 。 值得 注意 的 是 , 曾 影 响 
过 Leonardo da Vinci (1452—1519) 的 十 四 世 
纪 的 法 国 僧侣 Nicole Oresme (#0 1323—1382), 
引进 分 式 指数 ,不 仅 使 它 符 号 化 ,而 且 以 图 形 表 
示 温 度 的 变化 ， 有 了 坐标 和 函数 的 概念 。 从 
十 一 世纪 起 意大利 的 波 伦 亚 《Bologna), EMH 
(Palermo》 等 都 市 ， 从 十 二 世纪 起 法 国 的 巴黎 、 
英国 的 牛津 剑桥 等 地 ,都 创办 以 神学 院 为 中 心 
的 大 学 。 虽然 也 讲授 数学 ， 但 是 没有 出 现 创 
造 些 的 研究 。 当时 ， 神 学 家 Albertus Magnus 
(1193 左 右 一 1280) 和 Thomas Aquinas (1225? 一 
1274) 等 提出 “ 神 是 无 限 的 "， 超 过 了 希腊 人 
的 思想 。 因 它 具有 世界 一 元 论 的 思想 , 所 以 也 
成 为 近代 世界 观 的 一 个 基础 . 


[5] [1] M. B. Cantor, Vorlesungen über Ges 
chichte der Mathematik, Teubner, 1, 1880; II, 1892, [2] 
M. Clagett, Greek Science, in antiquity, Abelard-Schuman, 
1955, [3] М. Clagett, Archimedes in the middle ages 
1, U, Univ. of Wisconsin Press, 1964; [4] M. Clagett, 
‘The science of mechanics in the middle ages, Univ. of 
Wisconsin Press, 1959, (5] G. Sarton, Introduction to 
the history of science 1. From Homer to Omar Khayyám. 
Carnegie Institution of Washington, 1927. 


阿拉 伯 的 数学 [3£ Arabian mathematics 法 
mathématiques arabes 4È Arabische Mathematik 
Җ арабская математика R 72 € 7 ORY) 
在 文化 史上 ,阿拉 伯 的 首要 作用 是 文化 的 传 潘 . 


从 七 世纪 到 十 三 世纪 期 间 ， 阿 拉 伯 人 建立 了 从 
印度 到 西班牙 的 宗教 国家 。 RA, 阿拉 伯 分 裂 
成 东西 两 个 伊斯兰 ( 撤 拉 进 ) 帝 国 , 因 每 代 的 教 
王 都 鼓励 科学 研究 ， 所 以 两 国 的 首都 巴格达 
(Baghdad) 和 科 尔 多 BL (Cordova) 各 国 留 学 
生 云集 ， 成 为 当时 的 文化 中 心 ， 阿拉伯 有 欧 
洲 文明 的 继父 之 称 。 在 十 三 世纪 ，Alphonso 
(1252—1284) 邀请 学 者 Islamic 和 Hebrew 来 
西班牙 官 廷 ， 把 他 们 的 代数 学 、 医 学 \ 天 文学 著 
作 翻 译 成 西班牙 文 ,这 使 他 们 获得 Alphonso Ж 
人 的 尊称 . 

专 就 数学 来 说 ， 教 王 Al Mansir (754 一 
775) 在 位 时 ， 从 东 罗 马 帝 国 传 来 的 Euclid 的 
《几何 原本 》(Stoicheia) 和 从 印度 传 来 的 Brahma- 
gupta 的 《Brahma 修正 体系 》(Brahma-sphuta- 
Siddhinta) 等 著作 ,使 希腊 数学 和 印度 数学 在 巴 
格 达 首次 接触 。 在 东 罗 马 帝国 和 叙利亚 收藏 的 
许多 数学 著作 (包括 希腊 文献 ) 都 被 译 成 网 立 伯 
文 ， 从 这 些 著作 中 , 虽然 很 难看 出 科学 的 本 质 
进展 ,但 是 它们 流传 到 欧洲 ,促进 了 欧洲 数学 的 
兴起 和 发 展 . 

在 Mahommed (570—631) 以 前 ， 阿 拉 伯 
似乎 没有 数 的 记号 ， 直 到 处 于 埃及 和 和 希 噶 的 势 
力 之 下 时 ， 才 引入 数 的 记号 ， 印度 的 数字 同 
Brahmagupta 写 的 书籍 一 起 , 传 到 阿拉 伯 。 在 这 
里 经 过 一 系列 的 改革 ,传人 欧洲 ,成 为 今日 我 们 
合用 的 阿拉 伯 数 字 〈Arabian cypher), 

在 阿拉 伯 数 学 中 , 代数 学 是 最 先进 的 。 可 
以 说 ,在 820 年 , 从 Alkwarizmi 写 的 《代数 学 》 
(Al gebr w'al muquabala) 一 书 问世 起 ,代数 学 
就 开始 了 .algebra 这 个 术语 就 起 源 于 该 书 .这 是 
用 阿拉 伯 文 写 的 最 早 的 数学 书 ， 主 要 内 容 为 代 
数 方程 的 各 种 解法 .“al geb” 是 表示 把 负 项 移 
到 方程 的 男 一 边 且 改 变 它们 的 符号 , “al muqua- 
bala” 是 表示 合并 方程 两 边 的 同类 项 ， 简 化 方 
程 。 象 这 样 , 就 能 把 二 次 方程 化 为 下 面 三 种 类 
Hh P= pr + д, r 9 = рх, + pz = 4 
(这 里 p, (HERO. 其 解法 不 用 算式 只 用 语 
SER. 他 们 好 象 是 知道 二 次 方程 有 两 个 根 ， 
但 仅 采 用 正 根 ， 当 两 个 都 是 正 根 时 ， 取 小 的 作 


Бусы 
TR. 这 种 解法 的 证 明 是 用 几何 方式 给 出 的 , 这 
可 能 是 从 希腊 学 来 的 . 

几何 学 的 发 展 次 于 代数 ， 作 为 Euclid 的 
《几何 原本 》 中 最 根本 的 论证 方法 没有 被 阿拉 伯 
人 接受 。 Apollonios 的 圆锥 曲线 论 虽然 也 翻译 
成 阿拉 伯 文 ， 但 几何 学 在 这 一 地 区 没有 取得 
本 质 的 进步 。 引 人 注目 的 贡献 仅 是 《Ruba'iyat》 
的 作者 、 诗人 Omar Khayyám (1040?—1123 
(24))， 他 运用 圆锥 曲线 解 出 三 次 方程 = + 
br =a. 

在 三 角 学 方面 ， 值 得 称赞 的 是 Al Battani 
( 约 858 一 929) 的 功绩 ， 他 学 习 过 Ptolemaios 的 
《数学 汇编 》(Megale syataxis) 的 阿拉 伯 文 译本 
《大 汇编 XAlmagest)。 该 书 也 是 天 文 著作 .对 于 
平面 三 角 学 ， 他 没有 著名 的 结果 ;可 是 ,在 球面 
三 角 学 中 ， 他 却 获 得 很 多 成 果 ， 例 如 公式 

cosa = соз Ёсоѕе 十 sinbsin c cos A 
等 。 而 这 些 成 果 在 《大 汇编 》(Almagest) 中 是 
BARE. 


[5] [1] M. B. Cantor, Vorlesungen über Geschi- 
chte der Mathematik f, Teubner, WEM, 1907; [2] 
G. Sarton, Introduction to the history of science 1. From 
Homer to Omar Khayyam, Carnegie Institute of Wasbin- 
жоп, 1927. 
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印度 的 数学 [X Indian mathematics 法 ma- 
thématiques hindoues 4% Indische mathematik Ж 
математика индии Б 4 > FORE] 印度 
虽然 是 最 古老 的 文明 发 产地 之 一 ， 但 一 般 认 为 
是 一 个 年 代 不 详 、 缺少 历史 记载 的 国家 。 它 的 
数学 和 历法 好 象 是 在 婆罗 门 教 的 影响 下 发 展 
起 来 的 。 同 中 国 、 近 东 的 来 往 还 不 清楚 ， 含 有 
计算 意义 的 字 , 例如 “ganita” 在 古代 宗教 著作 
中 已 出 现 , 但 要 查 明 ganita 这 个 字 出 现 的 年 代 
是 困难 的 .: 在 公元 后 ，ganitia 被 分 为 “Pti- 
ganita” (SEAL), “Bija-ganita” (AUB) RU “Krestra- 
ganita” (几何 ) 三 类 。 稍 微 有 点 学 科 体系 的 样 
子 。 称 为 “因明 "的 逻辑 学 在 信仰 佛教 的 地 区 发 
REKT, 但 也 不 一 定 能 说 同 数学 有 关系 。 希 
腊 式 的 论证 几何 学 并 不 发 达 ， 而 使 用 记号 的 代 
数学 和 进位 制 的 记 数 法 却 发 展 起 来 了 。 著 名 的 
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学 者 ,六 世纪 有 Arya-Bhara (476 左右 一 550 Æ 
右 ) 七 世纪 有 Brahmagupta (598—660 左右 )、 
十 二 世纪 有 Bhaskara-Acharya (1114—1185) 
等 . 

在 几何 学 方面 ,主要 是 面积 的 计算 ， Arya- 
Bhatta 曾经 算出 = X 3.1416, Brahmagupta 求 出 
圆 内 接 四 边 形 面积 的 计算 公式 ，Bhiskara 给 出 
Pythagoras 定理 的 一 个 证 明 ,这 些 都 是 引 人 注 目 
#0. 

在 三 角 学 方面 ，Arya-Bhatta 曾 制 作 从 0° 
38 90° 之 间 相 隔 为 3.75° 的 正弦 表 . "sine" iX 
名 词 与 Sanskrit jya 有 关 ， 而 Sanskrit jya ЖЇН 
二 倍 弧 所 对 弦 的 一 半 ， 现 在 把 正弦 (sine) 定义 
为 这 种 弦 的 一 六， 而 在 印度 当时 就 已 经 开始 这 
МТ. 

在 代数 学 方面 , 印度 的 贡献 是 很 大 的 。 即 
使 说 到 代数 ,开始 时 也 没有 运算 记号 ,而 是 用 语 
言 来 叙述 方程 的 解法 。Brahmagupra 研究 了 Pell 
方程 + ax + 1= y.  Bháskara 知道 二 次 方程 
可 以 有 正 负 两 个 根 , 但 他 不 取 负 根 。 他 摆脱 了 
语言 的 叙述 而 引入 记号 法 则 . 

在 印度 的 数学 中 , 表示 空位 的 记号 写成 0， 
自 公元 前 200 年 左右 就 已 经 使 用 了 。 在 三 世纪 
出 版 的 Bakhshiti 的 书籍 中 ,最 早 把 0 作为 数字 
来 使 用 。 如 果 用 现在 的 记号 来 写 ， 那 么 0 被 定 
MA "a — a= 0”. “0 的 运算 法 则 ”， 表 示 为 
at0—4,0Xa=0, 0 =0, 0-а = 0, 
对 于 a+ 0, Brahmagupta 认为 “不 能 用 0 去 
除 ”, 在 算术 里 禁止 用 0 去 除 ,但 在 代数 里 ,他 把 
a + 0 称 为 taccheda。 而 Bhiskara 则 把 它 称 为 
khahara， 使 得 它 具有 与 无 穷 大 相似 的 作用 。 有 
的 历史 学 家 认为 ,无 限 大 和 无 限 小 的 概念 ,在 印 
度数 学 中 早 就 有 了 。 另外 , 印度 的 进位 制 记 数 
法 产生 的 原 六 之 一 ， 也 有 学 者 认为 : 是 由 于 印 
度 的 数字 ,每 位 都 有 不 同 的 名 称 .印度 的 记 数 法 
在 文艺 复兴 时 期 经 阿拉 伯 传 人 欧洲 ， 对 数学 发 
展 产 生 了 极 大 的 影响 ， 


[8) [1] M.B. Cantor, Vorlesungen über Geschi- 
chte der Mathematik I, Teubner, 第 三 版 ，1907, [2] С. 
Sarton, Introduction to the history of science 1, From 
Homer to Omar Khayyam Carnegie Institute of Washing- 


ton, 1927; [3] B. Datta-A. N. Singh, History of Hindu 
mathematics I, Ш, Lahore, 1935—1938 (Asia Publ. House, 
1962). 
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【中 国 古 代数 学 的 初期 阶 В: 远古 一 春秋 
战国 】 中 国 是 世界 著名 的 文明 古国 之 一 ,数学 
的 发 展 源远流长 。 在 从 事 社会 劳动 生产 活动 的 
过 程 中 ， 人 们 逐渐 有 了 数量 的 概念 和 认识 了 各 
种 简单 的 几何 图 形 。 特别 是 农业 的 逐渐 发 达 
(浙江 河姆渡 遗址 表明 , 距 今 七 千年 以 前 , 农业 
生产 已 经 具有 相当 的 规模 ), 需 要 与 之 相应 的 天 
文 历法 ,需要 知道 适 于 农业 的 季节 安排 ,而 最 简 
单 的 天 文学 也 是 脱离 不 开 数 学 的 。 土地 面积 、 
粮仓 的 大 小 、 建 筑 材料 的 长 短 和 方位 的 测定 等 
等 也 都 需要 数学 。 西安 半 坡 遗址 Os zo TE 
前 ) 出 土 的 陶器 上 刻 划 着 一 些 陶文 ,有 一 些 显然 
是 表示 数字 的 符号 ,例如 用 一 划 表 示 一 ,两 划 表 
ROSS. 

大 约 在 公元 前 两 千年 的 时 候 ， 在 黄河 的 中 
下 游 一 带 开始 出 现 了 中 国 历史 上 第 一 个 奴 求 制 
的 王朝 一 一 E. 伴随 奴隶 制 而 出 现 的 社会 分 
工 ， 使 大 规模 的 土木 工程 \ 水 利 建设 成 为 可 能 ， 
传说 夏 贺 治水 时 就 用 了 准绳 规矩 ,并 且 用 到 了 
HERNE CI, ORMEROR) 66). 

商 — 中 国 历史 上 第 二 个 奴隶 制 王朝 ( 公 
元 前 十 六 世纪 至 十 二 世纪 )。 在 商 代 晚 期 已 经 
有 比较 成 熟 的 文字 ， 这 就 是 刻 在 龟甲 和 兽 骨 上 
的 甲骨 文 。 甲骨 文 表明 , 商 代入 们 所 使 用 的 记 
数 法 已 很 完备 ， 其 中 最 大 的 数目 是 三 万 ， 记 数 
的 原则 是 遵循 十 进 制 。 Mm Н+ АК 
二 千 六 百 五 十 六 人 "是 说 八 日 辛 交 那 一 天 ,在 战 
争 中 杀 了 2656 AFB. RAER, 
一 开始 就 应 用 完备 的 十 进 制 ， 这 一 点 和 巴 比 仑 
和 十 埃及 所 用 的 记 数 方法 相 比 ， 有 着 显著 的 优 
越 性 。 西周 时 期 (公元 前 十 一 世纪 至 八 世纪 ) 
青铜 器 上 面 的 文字 一 一 金 文中 的 记 数 方 法 和 
商 代 完全 一 致 ， 以 后 一 直 沿 用 下 来 ,直到 今 
x. 


除了 整数 之 外 ， 我 国 古代 对 分 数 的 认识 也 
ин, 同时 还 掌握 了 整数 和 分 数 的 四 则 运 
Я. 春秋 时 代 的 齐 桓公 就 兽 把 会 背诵 " 九 九 " 乘 
法 歌 的 人 当 作 贵客 请 进 “ 招 贤 馆 "， 虽 然 这 在 当 
时 已 经 不 算是 什么 了 不 起 的 学 问 。 在 《管子 》、 
荀子》 等 一 些 古书 中 也 都 有 “ 九 九 ”中 的 个 别 
AF. 

在 中 国 古 代 ， 实 际 的 计算 是 用 具有 独特 风 
格 的 计算 工具 算 筹 来 进行 的 。“ 筹 ” 一 一 
也 就 是 一 些小 竹 棍 或 木 棍 (后 来 也 有 用 骨 或 金 
属 材 料 制作 的 )。 中 国 古 代 “ 算 ” 字 也 常 被 写成 
“ 竺 ", 是 竹 字 头 加 一 个 弄 字 , 后 来 有 人 进行 解释 
б ЯТ ТАЯ" АТИК 
AR WEE. 用 算 筹 来 表示 数目 ， 有 两 种 形 
式 , 具 体 的 摆 列 方法 如 下 : 

& 2 8 * 5$ 6 2 


ak | Ow H w HM T T 


模式 一 = === 1 4 == 
个 位 数字 用 纵 式 ,十 位 数字 用 模式 , 百 位 数字 用 
纵 式 , 千 位 数字 再 用 栅 式 ,纵横 相间 ; WEFR 
把 这 一 位 空 起 来 这 样 就 可 以 表示 任何 数目 ， 
从 左 往 右 摆 列 ,和 现代 笔算 记 数 法 一 致 

报 据 古代 文献 记载 以 及 钱币 上 铸造 出 的 数 
字 纹 祥和 陶器 上 留 下 的 陶文 记载 ,可 以 肯定 ,最 
迟 在 春秋 战国 时 代 (公元 前 八 世纪 至 二 世纪 )， 
特别 是 在 这 一 时 代 的 晚期 。 人 们 已 经 十 分 亲 练 
地 运用 算 筹 来 进行 计算 了 。 在 战国 时 代 楚 国 的 
化 意 中 , 和 其 他 文具 一 道 ,已 经 有 竹 算 筹 的 实物 
we, 

十 进 地 位 制 的 算 筹 记 数 法 和 在 此 基础 上 的 
各 种 运算 实在 是 中 国 古 代数 学 的 伟大 成 就 ， 许 
多 数学 史家 认为 ， 这 是 中 国 对 世界 数学 发 展 的 
一 项 杰出 的 贡献 

【中 国 古 代数 学 体系 的 形成 : 秦 一 两 汉 】 
中 国 的 封建 社会 大 约 开始 于 春秋 战国 之 际 ， 在 
两 汉 时 期 得 到 了 现 固 和 发 展 ， 随 着 生产 力 的 不 
断 所 高 ,各 种 科学 和 技术 也 不 断 向 前 发 展 ， 农 
业 生产 要 求 更 精确 的 历法 ， 大 约 在 战国 时 代 的 
噶 期 人 们 就 已 经 掌握 了 设 定 每 年 日 数 为 
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365 十 日 的 “四 分 历 ”。 随 着 天 文学 的 发 展 , Ж 


学 知识 也 不 断 直 富 .流传 到 现在 的 一 部 最 早 的 

数学 著作 ， 同 时 也 是 天 文学 著作 Que 

经 》, 正 是 在 这 样 历史 条 件 下 出 现 的 . 
RRD GST 
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之 类 的 复杂 的 分 数 计算 ， 还 包括 了 利用 勾 股 定 
理 来 进行 测量 的 一 些 计 算 . 

MEKO MRAD 是 经 过 后 人 增补 过 
TH). 据 考证 , 它 成 书 的 年 代 大 致 是 公元 前 一 
世纪 .《 周 修 算 经 ) 的 出 现 说 明 中 国 古 代数 学 已 
经 发 展 到 相当 高 的 水 平 。 

但 是 ， 同 一 时 期 出 现 的 另 一 部 数学 著作 却 
更 为 重要 ， 它 就 是 举世 闻名 的 《 九 章 算术 》。 

《 九 章 算术 ;的 作者 和 准确 的 成 书 年 代 都 已 
不 可 考 , 它 是 以 长 时 期 积累 起 来 的 数学 知识 为 
基础 ， 又 经 过 许多 修改 和 补充 才 最 后 完成 的 。 
大 概 到 了 公元 一 世纪 的 时 候 ,《 九 章 算术 》 的 内 
容 就 和 现在 流传 下 来 的 本 子 基本 相同 了 ， 

《 九 章 算术 》 是 采取 问题 集 的 形式 编写 的 。 
这 部 书 一 共 收 有 246 个 问题 ,分 为 九 章 , 即 九 大 
类 。 其 中 第 一 章 " 方 田 ": 各 种 形状 的 田地 面积 
计算 ; 第 二 章 “ 票 米 ": 各 种 粮食 谷物 间 的 按 比 
例 交 换 ; 第 三 章 “ 误 分 ": 按 比 例 分 配 问题 ;第 四 
KD”: 开平 方 、 开 立方 ;第 五 章 “ 商 功 ”: (k 
积 计算 问题 ; BARR: 按 比 例 摊派 赋税 
ABA: BOM BARE": 根据 两 次 假设 求解 
问题 ;第 八 章 "方程 ": 求解 一 次 方程 组 ;第 九 章 
“DR”: 有 关 勾 股 测量 的 各 种 问题 。 可 以 看 出 
其 内 容 非常 丰富 ， 几 乎 包含 了 当时 社会 生活 的 
各 个 方面 . 

从 数学 成 就 上 看 ,在 《 九 章 算术 》 中 记载 了 
当时 世界 上 最 先进 的 分 数 四 则 和 比例 算法 。 各 
种 面积 和 体积 的 计算 以 及 关于 勾 股 测量 的 各 种 
计算 也 比较 先进 。《 九 章 算术 》 中 最 重要 的 成 
就 是 在 代数 方面 ， 在 “方程 " 章 中 所 引信 的 负数 
的 概念 以 及 正 \ 负 数 加 \ 减 法 法 则 ， 在 世界 数学 
史上 都 是 最 早 的 记载 。 其 中 , 关于 一 次 方程 组 
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的 解法 ,和 现代 中 学 讲授 的 方法 基本 相同 , 比 西 
方 同类 结果 要 早 一 千 五 百 多 年 . 

《 九 章 算术 ?的 出 现 标志 着 中 国 古 代数 学 体 
系 的 形成 。 它 对 以 后 的 中 国 数学 发 展 的 影响 ， 
正如 同 Euclid 《几何 原本 》 对 西方 数学 的 影响 
一 样 , 是 非常 深刻 的 。 在 一 千 几 百年 之 间 ,《 九 
章 算术 》 一 直 被 当 作 教科 书 。 东方 的 朝鲜 和 已 
本 也 曾 拿 它 作为 教科 书 。 其 中 的 某 些 算法 , pl 
如 分 数 和 比例 ， 很 可 能 先 传人 印度 再 经 阿拉 伯 
RT ARN; “BRE REMI 
期 的 西方 数学 著作 中 ,被 称 为 “中 国 算法 ”. 

作为 一 部 世界 科学 名 著 ;《 九 章 算术 》 现 在 
已 经 被 译 成 许多 种 文字 . 

【中 国 古 代数 学 的 进一步 发 展 : ME 一 南 
北朝 一 隋唐】 HERAT Se ñi AER 
时 期 又 有 了 新 的 发 展 ， 这 突出 地 反映 在 著名 数 
学 家 刘 微 和 祖冲之 的 工作 之 中 . 

刘 微 的 工作 主要 是 为 《 九 章 算术 》 所 作 的 
注释 和 《海岛 算 经 》。 根据 《 隋 书 ， 律 历 志 》 的 
记载 ， 他 注 《 九 章 算术 》 的 时 间 是 公元 263 年 
(三 国 时 代 曹 魏 的 景 元 四 年 ). 

在 刘 徽 为 《 九 章 算 术 》 所作 的 注释 中 ,包含 
了 许多 天 才 的 创见 ,在 一 定 程度 上 ,可 以 把 刘 徽 
的 注释 看 作 是 对 《 九 章 算术 》 中 许多 算法 的 一 
EH. 

刘 徽 的 最 主要 成 就 之 一 是 他 提出 了 计算 圆 
周 率 的 科学 方法 一 一 “ 割 圆 术 "。 他 从 圆 的 内 
接 正 六 边 形 算 起 ， 依 次 将 内 接 正 多 边 形 的 边 数 
加 倍 , 计 算 了 圆 内 接 正 12 边 形 、24 边 形 、48 边 
形 、 直 到 96 边 形 。 如 设 圆 的 半径 为 ">， 内 接 正 
n 边 形 一 边 之 长 为 !,， 边 数 加 倍 后 2 边 形 一 边 
之 长 为 la。 《如 图 1, 4, = PQ, h, = РЕ), ЖЖ 
H !。 算 得 Lon 的 步骤 可 以 归纳 为 下 列 公 式 : 


„ЈУ +09 
У.А LAH 0 S, 内 接 x 边 形 面 
BY S,, 2n 边 形 面积 为 S。， 则 刘 徽 已 经 得 出 


圆 面积 S 满足 下 列 不 等 式 : 
Sie < S< S,, + (Ste — 5.) 5 


而 Son 可 以 由 下 列 公式 给 出 : 
Sm = 5S, + i^ RT, 


其 中 


刘 徽 认为 如 此 逐渐 增加 内 接 正 多 边 形 的 边 数 : 
“市 之 弥 细 ,所 失 弥 少 ， 割 之 又 割 以 至 于 不 可 制 
则 与 圆 合体 而 无 所 失 矣 ,这 里 ， 他 首次 在 我 国 
数学 史上 将 极限 的 概念 用 于 近似 值 的 计算 ， 刘 
徽 割 回 术 只 需 计算 内 接 多 边 形 ， 这 与 古 希 腊 
Archimedes 同时 需要 计算 内 接 多 边 形 和 外 切 多 
边 形 的 方法 相 比 , 可 以 说 是 事半功倍 

刘 微 的 另 一 项 成 就 就 是 他 所 著 的 、 一 直流 
传 到 现在 的 《海岛 算 经 》， 这 是 一 部 记述 测量 高 
深远 近 ， 解 决 各 种 测量 所 需 解决 的 数学 问题 的 
著作 .中 国 古 代 虽 然 没有 三 角 学 ,但 是 利用 相似 
直角 三 角形 的 性 质 以 及 勾 股 定理 ， 很 好 地 解决 
了 问题 。 近年 出 土 的 长 沙 马 王 堆 西汉 古 地 图 ， 
说 明了 我 国 古代 地 图 学 的 伟大 成 就 ， 而 《海岛 
算 经 》 所 记述 的 ， 正 是 地 图 学 发 展 所 需要 的 数 
PER, 

魏 晋 南北 朝 时 期 还 出 现 了 另 一 位 著名 的 数 
学 家 祖冲之 (429 一 500, 南朝 宋 齐 时 人》。 

祖冲之 的 一 项 世界 闻名 的 杰出 贡献 力 是 把 
刘 敏 割 贺 术 成 果 又 向 前 推进 一 步 。 祖 冲 之 的 结 
果 记 录 在 《 隋 书 + 律 历 志 》 之 中 ,他 的 结果 相当 
于 算得 : 

3.1415926 < ж < 3.1415927, 

祖冲之 圆周 率 达到 了 小 数 点 后 六 位 准确 这 一 
记录 直到 十 五 世纪 方才 被 阿拉 伯 国 家 的 数学 家 


a-Kahi 所 打破 。 祖冲之 的 记录 保持 了 将 近 一 
TH, 按 当时 计算 上 的 习惯 , 祖冲之 还 算得 了 
两 个 分 数值 的 圆周 率 : 
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密 率 《 即 较 精确 的 ) 一 п 


约 率 ( 即 较 简 便 的 ) 一 22, 


== 23 也 可 达到 小 数 点 后 六 位 准确 ， 是 一 个 
很 好 的 分 数 近似 值 。 在 欧洲 , 直到 十 六 世纪 方 
才 被 德国 数学 家 Otho 得 到 ,这 比 祖冲之 晚 了 一 
TSE. 
Еа Е 
Ж. 他 推进 了 刘 微 关于 球体 体积 计算 方面 的 成 
果 , 得 出 了 正确 的 公式 。 在 这 一 工作 中 , 祖 归 应 
用 了 如 下 的 一 个 公理 : “两 个 立体 ,如 果 等 
高 处 的 蕉 面 积 相等 , 则 二 立体 的 体积 相等 ”( 圭 
势 既 同 则 积 不 容 异 )。 过 去 一 般 认为 这 一 
公理 是 意大利 数学 家 Cavalieri (1598 一 1647) 
首先 引用 的 ,但 是 祖 蜡 早 在 此 前 一 千年 就 已 有 
它 来 解决 球体 积 的 计算 ， 在 让 代数 学 家 李 淳 风 
的 《 九 章 算术 》 注 中 ,详细 地 记述 了 祖 蜡 的 这 项 
BRR, Pi, Cavalieri 公理 应 该 改称 祖 蜡 公 
理 . 
棚 氏 父子 同时 也 是 著名 的 天 文学 家 ， 祖 冲 
之 编制 的 《大 明 历 》 是 当时 较 好 的 一 部 历法 。 
祖冲之 为 申诉 《大 明 历 》 的 正确 ,和 朝廷 中 的 权 
贵 所 进行 的 那 场 辩论 ， 更 为 古往今来 的 科学 工 
作者 所 赞许 . “DROS USER”, “AAE 
KE, ЗАРЯД” AZ ТО ВАГ, 
PRT THERA, АЖ RUE RON 
Жа. 
中 国 古代 数学 到 了 隋唐 时 代 。 由 于 有 了 汉 
唐 之 间 千 余年 的 不 断 发 展 ,以 《 九 章 算术 》 为 中 
心 的 体系 更 加 完备 .《 汉 书 ， 艺文志) 中 记载 的 
数学 书籍 还 只 有 两 种 。 隋 蔬 "经 籍 志 》 已 增 至 
十 九 种 ,新 唐 书 . 艺文志》 更 增加 到 35 种 
其 中 以 唐 代 数学 家 李 淳 风 幸 命 注释 的 “十 部 算 
书 "最 为 有 名 。 除 上 面 已 经 论 及 的 《周岁 》、《 九 
章 》《 海 岛 ) 之 外 ,流传 至 今 的 还 有 《孙子 算 经 》 
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свя), паяк), (пея). 
算术 》 等 等 ， 祖 冲 之 曾 著 有 《 缀 术 》 一 书 , 也 是 
“十 部 算 书 " 之 一 ,可 惜 已 经 失传 了 . 

在 “十 部 算 书 ”中 也 记述 了 汉 唐 之 间 的 一 些 
数学 成 就 。 例 如 《孙子 算 经 》 就 记述 了 关于 求解 
联 立 一 次 同 余 式 的 著名 的 “孙子 问题 "， 运 用 现 
代 的 数学 符号 ，“ 孙 子 问题 ”可 叙述 为 : 设 N 为 
未 知 数 ,但 知 N 以 P, 为 模 与 a; 同 余 , 即 

N = a; (mod Pj). 
其 中 i 二 1,2,3, sn HP 两 两 互 素 ， 求 
NN.“ 孙子 问题 ”和 当时 历法 计算 中 关于 “上 元 
积 年 ”的 计算 有 密切 联系 . 《孙子 算 经 》 中 只 记 
述 了 数据 比较 简单 的 一 个 特例 ， 更 深入 的 研究 
出 现在 后 来 南宋 数学 家 秦 九 部 的 著作 之 中 . 

唐 初 数学 家 王 孝 通 所 著 《 缉 古 算术 》， 从 开 
挖 运河 和 修筑 堤坝 的 具体 问题 出 发 ， 提 出 并 解 
决 了 三 次 方程 的 解法 问题 (各 项 系数 均 不 得 为 
АЖ). 

隋唐 时 代 的 天 文学 家 ， 在 编制 历法 的 过 程 
rh CX] të CR E 历 ?，600 E; 一 行 《大 衍 历 》， 
727 年 ; Reh CABAL), 822 E) 应 用 了 二 次 的 
内 插 法 。 内 插 法 的 应 用 在 宋 元 时 期 有 更 大 的 发 
Ж. 

从 隋 代 开始 ,在 教育 制度 上 ,开始 在 国家 的 
学 校 (国子监 ) 中 设立 数学 的 专门 科目 ,并 且 规 
定 了 招生 ,学 习 , 毕 业 和 考试 等 制度 ,指定 “十 部 
算 经 ”等 为 教科 书 。 这 种 制度 在 唐 宋 两 代 都 曾 
有 所 继续 ,并 曾 流传 到 朝鲜 和 日 本 . 

【中 国 古 代数 学 的 兴盛 时 期 宋 、 元 ; 计算 
工具 的 演进 : 明 】 中 国 古代 数学 到 了 宋 、 元 时 
期 又 有 了 重大 的 发 展 。 在 明代 中 叶 珠算 广泛 流 
传 之 前 ， 中 国 古 代数 学 一 直 是 以 筹 算 为 主要 的 
计算 工具 ， 并 以 此 为 中 心 形成 了 在 世界 数学 史 
上 独 具 一 客 的 特色 。 宋 、 元 数学 ,可 以 说 是 这 种 
以 算 筹 为 主要 计算 工具 的 中 国 古 代数 学 的 极 盛 
时 期 ,出 现 了 泰 九 闪 、 李 治 、 杨 辉 , 朱 世 杰 等 著名 
的 数学 家 和 他 们 所 编著 的 数学 著作 。 这 些 著作 
包括 :《 数 书 九 章 》( 秦 九 韶 , 1247 年 )、《 测 贺 
dS D GESURBD CET, 1248, 1259 年 )、《 详 
解 九 章 算 法 ?《 日 用 算法 》《 杨 辉 算法 》( 杨 辉 > 
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1261, 1262, 1274—1275 年 )《 算 学 咎 蒙 》《 四 
元 玉 鉴 》( 朱 世 杰 ,1299，1303 E) 等 等 . 

宋 、 元 数学 取得 了 很 多 具有 世界 意义 的 成 
Ek. 首先 应 该 叙述 的 就 是 高 次 方程 的 数值 解 
法 。 这 一 方法 是 在 古代 开平 方 、 开 立方 和 求解 
二 次 , 三 次 方程 (在 中 国 古 代 被 称 为 开 带 从 平 
Jg? “ж AL”) 方法 的 基础 上 发 展 而 来 的 . 
根据 杨辉 书 中 的 记载 ， 大 约 在 十 一 世纪 时 页 宪 
就 掌握 了 通常 人 们 称 之 为 Pascal. 三 角形 + 的 “ 开 
方 作法 本 源 图 ”《 如 图 2， 这 张 数 表 对 开 高 次 方 
来 说 是 必需 的 ), 同 时 页 宪 也 掌握 一 种 和 现在 通 
WAZA Homer 方法 完全 相同 的 开 方 的 方法 ， 
虽然 他 举 出 的 例题 还 只 是 限于 开 三 次 方 . 


到 了 十 三 世纪 ,在 秦 九 部 的 《 数 书 九 章 》 中 

更 把 贾 宪 的 开 高 次 方 的 新 方法 (" 增 乘 开 方法 " 
推广 到 求解 一 般 高 次 方程 的 一 种 普遍 的 数字 解 
dk. 演算 的 步骤 和 Horner 方法 (1819 E) 全 
然 相同 ， 但 比 这 位 英国 数学 家 却 早 了 近 七 百 
年 。 
用 算 筹 来 表示 一 个 方程 ， 如 李 冶 的 《 益 古 
RE) 和 秦 九 间 的 著作 中 所 表示 的 ， 通 常用 在 
常数 项 系数 旁 记 一 “ 太 " 字 或 在 一 次 项 旁 记 一 
“元 ” 字 , 并 用 常数 项 在 上 , 一 次 项 在 下 , 依次 把 
二 次 ,三 次 以 至 高 次 的 系数 向 下 ,用 一 个 由 算 筹 


Gd) 成 的 竖 式 来 表示 一 个 方程 或 多 项 式 
的 。 在 这 种 表示 方法 的 基础 上 , 宋 ,元 数学 家 建 
立 了 世界 上 最 早 的 多 项 式 代数 运算 ， 并 用 这 种 
方法 列 出 方程 。 在 欧洲 数学 中 ,要 到 十 六 、 
十 七 世纪 才 做 到 了 这 一 点 ;当然 ,欧洲 数学 家 采 
用 了 新 的 数学 符号 ,这 要 比 宋 \ 元 数学 家 优越 得 
s. E 

宋 、 元 数学 家 很 快 就 把 只 能 处 理 一 个 未 知 
数 的 “天 元 术 ” 扩 展 到 二 元 、 三 元 和 四 元 情况 中 
去 ， 他 们 用 天 、 地 、 人 、 物 来 代表 我 们 现在 表示 
未 知 数 时 经 常用 的 x，y，z，w; 并 且 如 表 1 所 
示 ， 元 代数 学 家 朱 世 杰 用 平面 上 各 方 格 的 相应 
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位 置 摆 出 四 元 多 项 式 或 一 个 四 元 方程 来 , 而 yz 
或 是 xu 之 类 的 各 项 则 放 在 交界 夹缝 处 ， 由 于 
表示 方法 的 限制 ,使 它 不 能 多 于 四 元 , 所 以 , 可 
以 把 朱 世 杰 所 著 《 四 元 玉 鉴 y 中 记述 的 四 元 高 次 
方程 解法 看 成 是 中 国 筹 算 代数 学 的 最 高 峰 ， 朱 
世 杰 的 成 果 比 西方 同类 结果 ,要 早 五 百年 . 

ЛЛ КЕК Же 完满 地 解决 了 “ 孙 
子 问题 ”( 求 解 联 立 一 次 同 余 式 问题 ), ERÈ 
数学 的 另 一 项 重大 成 就 。 在 如 前 所 述 的 孙子 问 
题 中 ,如 能 找 出 一 串 数值 a, 使 mw 满足 :, 


ај T =1 (modP), 
其 中 M 是 诸 P; 的 乘积 , 则 : 
N= 5 Lr —KM 
就 是 问题 的 解 ， 其 中 天 为 自然 数 ， 适 当地 选取 


及 ， 可 以 得 到 满足 条 件 的 六 的 最 小 正 整数 ， 在 
Ж а, 时 秦 九 部 用 了 和 驾 转 相 除 相 类 似 的 方法 . 


现在 可 以 证 明 : XU I UE PA ЇЙ Ж RAY. 
秦 九 认 的 工作 比 欧洲 同类 结果 早 五 百 余年 ， 因 
此 在 西方 经 常 把 孙子 问题 的 解法 称 之 为 “中 国 
剩余 定理 ”, 即 孙子 剩余 定理 (Chinese remainder 
theorem). 

宋 、 元 数学 家 在 高 阶 等 差 级 数 求 和 招 差 法 
方面 也 有 突出 的 贡献 ， 元 代 天 文学 家 郭守敬 在 
编制 《授时 历 》(1280 E) 时 曾 用 到 三 次 差 的 内 
播 原理 ， 在 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 ) 中 对 各 种 高 阶 等 
差 级 数 的 求 和 问题 都 有 所 探讨 ， 较 重要 的 成 果 
是 他 求 得 了 如 下 公式 : 

Dart DO) +p) 


= hnl UG + 2) + p) 


pc Dt 

朱 世 杰 求 得 当 p= 1,2, 5-5, 6 时 的 一 系列 公 
A. 朱 世 杰 在 解决 具体 应 用 问题 时 , 还 用 到 了 
四 次 差 的 招 差 法 ,相当 于 列 出 了 公式 : 


Кп) = пл + x n(n — DA’ 
+ FEES 一 DC — 2)2° 
+ fale — 1X» — 2)(«—3)А\, 


由 于 朱 世 杰 正确 地 指出 了 上 述 招 差 公 式 中 各 项 
系数 恰好 依次 等 于 前 述 一 串 高 阶 等 差 级 数 求 和 
公式 的 结果 ， 因 此 可 以 认为 他 已 经 掌握 了 任意 
高 次 差 的 招 差 公式 ， 这 比 欧洲 同类 结果 也 早 五 
BAS. 

宋 、 元 数学 的 这 些 杰出 成 果 , 使 中 国 数学 在 
当时 的 世界 上 处 于 遥遥 领先 的 地 位 西方 科 学 
史家 在 评论 宋 、 元 数学 的 成 就 时 说 ， 这 些 著作 
不 仅 是 中 国 的 ， 而 且 也 是 世界 中 世纪 最 杰出 的 
жЕ. 中 国 古代 数学 , 经 过 汉 唐 宋 元 近 一 千 五 
百年 的 发 展 取得 了 硕果 累累 的 成 就 ， 这 些 成 果 
不 仅 在 东方 对 朝鲜 ,日 本 产生 影响 ,而 且 经 过 印 
度 和 中 世纪 伊斯兰 国家 ,传人 西方 ,对 世界 数学 
的 发 展 作出 了 贡献 . 

由 唐 代 中 叶 开始 ， 特 别 是 由 于 宋代 以 来 经 
济 的 迅速 发 展 , 需要 对 计算 工具 进行 改进 。 经 
过 长 时 期 的 演进 ,到 了 元 明之 际 , 便 完成 了 由 筹 
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算 到 珠算 的 转变 。 到 了 明代 中 叶 , 珠算 已 经 在 
全 国 普遍 使 用 。 珠算 携带 方便 ， 和 口诀 相配 合 
可 以 作 到 计算 迅速 。 在 世界 同类 计算 工具 中 ， 
可 以 说 珠算 是 最 好 的 。 

由 于 珠算 的 流行 , 筹 算 几乎 绝迹 ,建立 在 敌 
算 基 础 上 的 古代 数学 传统 也 逐渐 失传 ， 尤 其 是 
明代 八股 取 士 的 科举 考试 制度 和 主观 唯心 论 哲 
学 思想 的 长 期 泛滥 ,认为 一 切 专门 学 问 都 是 “ 奇 
RES”, 到 明 清 之 际 西方 数学 开始 传人 我 国 
的 时 候 ， 国 家 的 司 天 台 已 经 很 少 有 人 可 以 掌握 
历法 的 编制 工作 了 . 

【西方 数学 的 传人 时 期 ， 明 末 清 初 一 1919 
ig] 在 中 国 数学 长 期 停滞 不 前 的 时 候 , 西 方 国 
家 却 在 十 六 、 十 七 世纪 由 于 资本 主义 生产 方式 
的 产生 和 发 展 , 包 括 数学 在 内 ,科学 和 技术 有 了 
很 大 的 发 展 ， 从 十 六 世纪 上 半 叶 开始 ,西方 国 
家 便 开 始 到 远东 来 寻找 原料 和 海外 市 场 。 

15814£ 3525 2x f gt AIS BE (Matteo Ricci) 
来 我 国 传教 。 之 后 又 有 一 批 传教 十 陆续 前 来 我 
国 ， 为 了 在 中 国 站 稳 脚 根 , 他 们 建议 用 西洋 方 
法 来 改革 当时 已 很 不 准确 的 历法 ， 作 为 改 历 准 
备 之 用 ,他 们 翻译 了 一 些 天 文 数学 书籍 ， 

1606 年 Matteo Ricci (1552—1610) ARE 
的 徐光启 合作 共同 翻译 了 古 希 腊 著 名 的 数学 著 
作 《 几 何 原本 》( 只 译 了 前 六 卷 )， 当 时 还 编译 
了 《同文 算 指 》( 一 部 介绍 西方 算 林 知识 的 书 》 
SH. 

入 清 以 后 ， 传 教士 仍然 受到 清 王朝 的 信任 
继续 进行 改 历 工作 。 在 十 六 、 十 七 两 个 世纪 传 
人 我 国 的 数学 知识 有 : 笔算 ,初等 代数 学 、 几 何 
学 、 三 角 学 和 三 角 函数 表 、 对 数 以 及 一 部 分 圆 
锥 曲线 学 说 等 等 . 

到 了 清 雍正 年 间 ， 由 于 清朝 政府 采取 了 闭 
关 自 守 政 策 ， 西 方 数学 知识 的 传人 停顿 了 百 余 
年 ， 由 于 乾 嘉 学 派 的 兴起 , 一 部 分 学 者 又 转向 
古代 数学 的 研究 ; 另外 也 有 一 部 人 对 前 阶段 输 
人 和 的 数学 知识 进行 整理 和 研究 ， 他 们 在 整数 
论 , 方 程 论 , 级 数 \ 三 角 学 ,对 数 等 方面 也 都 有 些 
BR, 这些 成 果 虽 然 已 落后 于 西方 , 但 也 还 都 
可 以 算是 他 们 独立 研究 的 成 果 . 


1344 日 本 的 数学 


1840 ERIS ARS, 打开 了 清 王朝 闭关 自 
守 的 大 门 ， 丁 方 资本 主义 列强 对 中 改 的 侵略 日 
益 加 深 。 西方 数学 的 传人 也 开始 了 第 二 个 阶 
段 .解析 几何 学 和 微 积分 学 等 开始 传人 我 国 . 李 
兰 善 (1811 一 1882 #E), 77 (1833—1902 
年 ) 等 人 在 介绍 近代 西方 数学 知识 方面 作 了 不 
DIF. 

与 此 同时 ， 传 教士 和 教会 在 中 国 开办 了 许 
多 学 校 ,到 了 十 九 世 纪 末 ,中 国 自己 也 废除 了 科 
举 考试 ,改革 学 制 ,兴办 新 式 学 堂 。 到 了 二 十 世 
纪 初 ,各 类 学 校 所 用 数学 教科 书 , 大 致 上 已 和 世 
界 各 国 相同 .到 外 国 专攻 数学 的 留学 生日 渐 增 
多 ,到 了 二 十 世纪 二 十 年 代 初 ,中 国 数学 家 已 经 
在 现代 数学 研究 领域 内 开始 作出 成 绩 . 

新 中 国 成 立 之 后 ， 中 国 数学 更 走 上 了 莲 勃 
发 展 的 新 时 期 

[8) [1] вза: 中 国 数学 史 ， 科 学 出 版 社 ， 
1964; [2] dej: 中 国 数学 大 纲 (上 、 下 册 ), 科学 出 版 社 ， 
1958; [3] Ж: 中 算 史 论 从 (1 一 5 着), 科学 出 版 社 ， 
1954—1935; [4] Joseph Needham: Science and civilisa- 
tion in China， 第 三 卷 ， 数 学 部 分 ，1959; [5] Y. Mikami 


CE): The development of mathematics in China 
and Japan, Teubner, 1913 (Chelsea, 1961), 


日 本 的 数学 【 英 mathematics developed in Japan 
ik mathématiques développées au Japon Ж die 
in Japan entwickelte Mathematik {Ñ японская 
математика (развитая B отличне OT западной до 
19го века) 日 和 算 ] 在 日 本 ， 受 西洋 数学 
影响 以 前 ， 按 照 自己 的 特点 发 展 起 来 的 数学 称 
为 和 算 ( 本 朝 数 学 )， 日 本 数学 在 奈良 时 期 从 唐 
朝 传人 ,此 后 不 久 便 衰落 了 ， 另 一 发 展 时 期 ,是 
从 十 三 世纪 战国 时 期 到 十 七 世纪 德 川 初期 ， 那 
时 算盘 和 数学 书 算术 启蒙 、 算法 统 宗 等 )， 从 
宋 、 元 朝 传人 ， 并 吸收 中 国 的 使 用 算 筹 的 代数 
《天 元 术 )， 使 得 日 本 的 具有 独特 风格 的 记号 代 
数 ( 称 为 演 段 术 或 者 点 窜 ) 得 到 发 展 . 

和 算 的 基本 思想 ， 其 核心 是 由 天 孝 和 、 建 
部 贤 弘 、 久 留 议 闵 太 等 形成 的 ， 接 着 由 安 乌 直 
由 、 和 田 究 等 加 以 发 展 ,所 得 成 果 是 显著 的 .和 
算 的 特点 ,也 可 以 说 是 日 本 艺 道 。 因为 它 不 象 
希腊 和 西欧 的 数学 那样 ， 构 成 具有 独特 的 方法 


且 与 哲学 、 自 然 科学 有 密切 联系 的 庞大 科学 体 
To 所 以 它 的 发 展 是 有 限 的 。 随 着 江 户 幕府 末 
期 西洋 数学 的 引进 ， 就 急速 衰退 ; 到 明治 政府 
(1867—1912) 整顿 学 制 以 后 ， 和 算 瓦 解 了 

在 早期 的 和 算 著 作 中 ， 吉 田光 由 (1598 一 
1672) ÉY 083/82) (1627 年 初版 ), 对 普及 算 
盘 和 提高 数学 的 兴趣 起 了 很 大 的 作用 . 

BIZA (16422 一 1708) ЖЕЛ. 
有 人 说 他 曾 拜 高 原 吉 种 为 师 ， 也 有 人 说 他 无 师 
Bm. 其 成 就 大 致 有 以 下 几 方 面 : 1) 引进 傍 
书法 和 代数 记号 , 剑 立 演 段 术 ; 2) 发 现行 列 式 ; 
3) 完成 与 G.W. Horner 类 似 的 关于 数字 系数 
方程 的 近似 解法 ; 4) 发 现 与 Newton 迭代 法 ' 
相 类 似 的 方法 ,求解 方程 ; 5) 确立 整 式 的 导数 
仍 是 整 式 , 并 定义 多 项 式 的 判别 式 ;6) 发 现 方 
程 正 根 、 负 根 存在 的 条 件 ; 7) 提出 求 极 大 值 和 
极 小 值 的 方法 ; 8) 代数 方程 的 变换 理论 ; 9) 
发 现 零 约 术 ( 连 分 数理 论 ); 10) 不 定 方程 的 解 
法 ; 11) Bernoulli 数 + 的 引入 ; 12) 正 多 边 形 的 
一 般 研 究 13) 四周 率 和 球体 体积 的 计算 ; 14) 
相当 于 弧 线 的 Newton 插值 公式 '; 15) 发 现 椭 
加 的 某 些 性 质 ，16) Archimedes 螺 线 的 研究 ; 
17) 相当 于 Pappus-Guldin 定理 的 回环 、 弧 环 求 
积 公式 ; 18) 幻 方 的 研究 ; 19) 某 些 数学 游戏 
的 理论 研究 , Au ATL OLARE) “Eft 
字 ”( 找 字 法 ) 等 . 

建部 质 弘 (1664 一 1739) 系 开 孝 和 的 学 生 ， 
BD “AE GAs (AMMA EA, 
得 出 圆 理 公式 : 


А 
nos sin x) -f 


^ 
22.4. де 
61 
此 外 ,还 得 出 三 角 法 公式 及 近似 公式 ,以 此 计算 
T 位 的 三 角 函数 表 . 他 协助 困 学 和 工作 , 汇 
编 《大 成 算 考 》 二 十 卷 。 还 著 有 可 以 说 是 和 算 方 
den СКЕ ИО, 其 中 = 的 值 计 算 到 小 数 点 
后 42 fit. 
久 留 岛 义 太 (? —1757), 受 建部 学 生 中 根 
ж (1662—1733) 的 影响 ,是 一 个 有 独特 见解 
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的 学 者 .他 从 推广 建部 所 得 的 弧 线 近 似 公式 开 
始 ,发 展 了 关于 圆 理 的 极 数 术 ( 极 大 极 小 问题 ); 
改进 了 行列 式 的 理论 ， 对 方程 和 公式 的 分 类 整 
理 等 进行 了 研究 。 例如 : 不 使 用 Bernoulli 数 ， 
得 到 
S = WH WH BPH verse +n’; 
又 从 
х+(х+ г) +++ (z+ (п 16) = a, 
x (xc) + (n — 1)e)t = P 
中 消去 z, 得 到 。, b,c, 的 关系 式 ， 他 在 L. 
Euler 以 前 发 现 了 Euler 函数 p(n), 在 P. S. 
Laplace 以 前 得 到 了 行列 式 的 Laplace 展开 定 
理 。 用 圆 理 写成 的 重要 著作 《 方 内 算 远 》( 松 永 
RU (1694—1744) Ж) 中 就 有 久 留 岛 的 贡献 ， 
该 书 中 x 值 计算 到 小 数 点 后 50 fir, 
BB, hi. AWB. BREA, M 
派 在 江 户 (东京 的 旧称 ) 逐渐 形成 巩固 学 派 , 成 
为 和 算 的 中 心 。 山路 主 住 (1704 一 1772) 得 到 
中 根 、 久 留 岛 、 松 永 三 人 的 秘 传 。 他 的 学 生 有 
SG Hit (1712—1783) 在 《 拾 珊 算 法 》 中 最 先 发 
表 关 派 的 成 果 ， 和 算 家 又 把 他 们 解决 的 数学 问 
题 九 在 书简 上 , 献 给 神社 , 佛 堂 ,这 种 作法 ,以 后 
特别 盛行 . 
安 岛 直 四 (1739 一 1798 ) 也 是 山路 的 学 生 ， 
他 作 了 很 多 独创 的 工作 : 改良 圆 理 ， 简 化 它 的 
理论 ， 扩 大 它 的 应 用 范围 ;研究 相当 于 二 重 积 
分 的 求 体积 问题 ; 导出 指数 为 1/ 的 二 项 式 
定理 ; 编制 14 位 对 数 表 ; 讨论 不 定 方程 等 . 
论证 几何 学 在 和 算 体系 中 是 看 不 到 的 。 但 是 ， 
安 岛 和 他 的 学 生 通过 考虑 彼此 相 切 的 几 个 
圆 ， 处 理 了 一 些 几 何 问题 ， 例 如 Malfatti 问 
Ei. 
和 田家 (1787 一 1840) 就 学 于 安 岛 的 学 生 
EFA (1764—1839), 他 作出 包含 100 个 以 上 
定 积分 的 表 , 例 如 


иш [eQ — stds, 
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等 ,他 还 进一步 改进 了 圆 理 。 但 即使 在 这 时 期 ， 
也 没有 确切 证 据 认 为 那 时 已 经 知道 了 微 积分 学 
的 基本 定理 . 

钢 派 以 外 ,与 网 同时 代 的 田中 吉 真 (1651! 一 
1719) 及 其 同 派 的 井 并 知 反 等 是 引 人 注 目的 人 
物 。 田中 在 幻 方 、 行 列 式 等 方面 同 天 几乎 是 齐 
名 的 人 物 , 但 他 的 著作 现存 的 很 少 ， 井 并 对 于 
行列 式 有 世界 最 早 的 著作 《算法 毕 择 》(1690). 
稍 后 ， 在 大 上 阪 有 宅 间 派 ， 伊 能 忠 散 (1742 一 
1821) 曾 因 画 出 第 一 张 日 本 精确 地 图 而 闻名 ， 
他 的 老师 高 要 至 时 (1764 一 1804) 曾 向 宅 间 派 学 
习 过 ， 并 且 属 于 这 派 。 到 安 岛 时 代 , 会 田 安 明 
《1747 一 1817) 是 这 派 的 最 上 流入 士 ， 曾 同 关 派 
ЕЖЕН (1734—1807) 相 抗衡 . 

到 幕府 末期 ， 和 算 学 者 对 几何 图 形 的 研究 
盛行 起 来 . 日 下 的 学 生长 谷川 宽 (1782 一 1838) 
的 极 形 术 ， 日 下 另 一 学 生 内 田 五 物 (1805 一 
1882) 的 弟子 法 道 寺 善 (1820 一 1868) 的 算 变 
法 出 现 了 。 后 者 所 用 的 方法 相当 于 现今 的 反 
演 + 法 。 长 谷川 著 有 《算法 新 书 》, 其 中 也 有 圆 理 
的 解释 ,读者 广泛 ， 

除了 天 文学 历法 和 对 数 表 以 外 ,西洋 算法 
对 和 算 的 影响 几乎 没有 看 到 。 但 在 幕府 末期 ， 
一 些 和 算 学 家 和 海军 人 士 一 起 积极 地 引进 洋 
算 ， 这 对 英 定 以 后 日 本 的 数学 基础 作出 了 贡 
R. 

BAUE UWAK (1855—1917), Ж 
®— (1873—1935) MYAZE 86 (1861—1933) 
等 为 主 ,设法 保存 和 算 文献 ,而 且 为 了 阐明 其 内 
容 作出 了 很 大 的 贡献 。 这 项 工作 直到 今日 还 没 
有 完成 . 


[ 参 】 (1) MAA, пнен E, Nilo E 
社 ，1960; [2] PIGENI, ПИЛИ, 1937: 
[3] пж, ИЕДЕН, INA 本 数学 史 ， 
1 一 5, 岩 波 ,1954 一 1960; [4] MEPER, MAON, 
BAAR PR, BARA, 1944; [5] MAPA, F 
ROSE, ЖА 工 一 亚 ， 日 本 学 术 振 内 会 , 1954 一 1956;[ 6 ] 
лч, fo 只 研究 ， 方 程式 论 ， 日 本 学 术 报 内 会 ， 
1957; [7] METEM, MRO, MGA, BAY 
PRM, 1946; [8] 小 会 金 之 助 ， 日 本 四 数学 ， 岩 波 新 
$, 1940; [9] “三 上 尺 夫 ， 东 西数 学 史 ， 共 立 出 版 ，1928; 
[10] Y. Mikami ЕЁ, The development of math. 
ematics in China and Japan, Teubner, 1913 (Chelsea, 
1961). 


1346 文艺 复兴 时 期 的 数学 ,十 七 世纪 的 数学 
文艺 复兴 时 期 的 数学 [Ж mathematics of Ren- 


aissance 法 mathématiques des Renaissances Ж 
Mathematik der Renaissance {А математика в 
эпохе Возрождения 日 v 9 9 м ADB] 
十 三 世纪 中 时 ,由 于 Thomas Aquinas (12252— 
1274) 等 人 的 工作 ， 经 院 哲 学 虽 已 达到 了 完全 
成 熟 的 阶段 , 但 在 同 世纪 后 半 叶 , 英国 的 
Roger Bacon (1214 一 1294) 已 宣传 实验 在 科学 
中 的 重要 性 ， 在 他 的 著作 “Opus majus” 中 评 
击 Aquinas 哲学 ， 反 对 经 院 主义 ， 有 力 地 推动 
了 数学 研究 。 文 化 史上 的 文艺 复兴 开始 于 十 四 
世纪 的 意大利 ,欧洲 各 国 的 文学 艺术 在 十 五 ,十 
六 世纪 已 十 分 繁荣 ， 但 数学 和 自然 科学 领域 中 
出 现 新 气象 ,还 是 在 十 七 世纪 .不 过 ,从 十 五 世 
纪 以 来 ， 印 刷 术 的 发 达 ，Euclid，Archimedes 的 
希腊 古典 著作 的 翻译 出 版 ,阿拉 伯 科 学 的 输入 ， 
都 为 它们 准备 了 条 件 . 

十 五 世纪 中 叶 , 德 意志 僧 倡 Nicolaus Cusan- 
us (1401—1464) 讨论 了 无 限 性 ， 对 求 积 问题 
和 无 穷 级 数 的 收敛 性 也 进行 了 研究 。 同时 , 德 
意志 学 者 Regiomontanus (1436—1476) 开始 写 
出 与 天 文学 系统 独立 的 三 角 学 35. Leonardo 
da Vinci (1452—1519) 是 这 个 世纪 出 现 的 非凡 
天 才 ， 在 他 的 手稿 里 ,也 有 关于 力学 ,几何 光学 
及 透视 画 法 的 研究 ， 与 уша 差不多 同时 代 的 
德国 画家 A. Dürer (1471 一 1528), 也 著 有 关于 
透视 画 法 的 教科 书 . 十 五 世纪 末 (1494), 出 版 
了 受到 阿拉 伯 数 学 影响 的 意大利 人 Luca Pacioli 
(14459—1514) WARE ARER) (Summa 
de Arithmetica) (1494)， 它 包含 有 实用 算术 、 复 
式 薄 记 ， 是 出 版 最 早 的 数学 书 之 一 ， 曾 广泛 流 
f. 

在 十 六 世纪 ， 最 著名 的 成 果 是 意大利 数学 
家 N. Tartaglia (1506—1557), G. Cardano 
(1501—1576), L. Ferrari (1522—1565) 等 解 
出 三 次 和 四 次 代数 方程 。 Cardano 在 他 的 著 
作 《 大 衍 术 》(Ars Magna) (1545) 中 发 表 了 
三 次 方程 的 解法 , 而 解法 的 发 现 应 归功 于 Tar- 
taglia, Cardano 发 表 这 个 解法 是 违反 Tartaglia 
意愿 的 。 这 件 事情 ,成 了 数学 史上 有 名 的 趣闻 . 


这 虽 是 个 人 的 事情 ,但 重要 的 是 , 自 希 腊 时 代 以 
来 比 所 熟 知 的 二 次 方程 解法 更 高 深 、 更 本 质 的 
问题 , 由 这 一 世纪 的 数学 家 解决 了 ， 直到 十 六 
ti, HEN F. Viète (1540—1603) 才 好 容 
易 把 代数 学 系统 化 .不 过 ,在 十 五 世纪 来 时 , 受 
印度 和 阿拉 伯 影 响 的 实用 数学 已 在 民间 普及 ， 
同时 较 高 深 的 数学 研究 ,在 殉 洲 各 地 ,特别 在 意 
大 利 的 大 学 里 ， 已 经 相当 发 展 ， 十 六 世纪 ， 
N. Copernicus (1473—1543) 发 表 太 阳 中 心 说 
(1543), 这 个 理论 的 不 屈 的 倡导 者 和 坚信 者 
G. Galilei (1564—1642) 也 是 在 这 个 世纪 诞生 
#0. Copernicus 在 波 伦 亚 《Bologna) 大 学 \ 帕 多 
T (Padva) 大 学 、 费 拉 拉 (Ferrara) 大 学 学 习 
Xi; Galilei 曾 在 比萨 《Pisa) 大 学 读书 , 并 曾 在 
比萨 大 学 、 帕 多 瓦 大 学 、 佛 罗 (eH (Florence) 
大 学 任教 ， 十 三 世纪 初 , 从 阿拉 伯 传 来 的 记 数 
法 ,到 5. Stevin (1548? 一 1620?) 时 , 才 作为 系 
统 的 十 进 制 而 确立 。 后 来 印刷 术 的 进步 , 对 于 
确定 数字 的 字形 起 了 作用 . 


[S] [1] M. B. Cantor, Vorlesungen über Geschi- 
chte der Mathematik Il, Teubner, 第 二 版 , 1900; [2] J- 
Cardan (G. Cardano), The book of my life (tran. J- 
Stoner), Dover, 1963. 


十 七 世纪 的 数学 [3 mathematics in 17th cen 
tury 法 mathématiques au 17 siècle 4& Ma- 
thematik im 17. Jahrhundert {А математика 17ro- 
sexa Н 17 HORF] 在 科学 史上 ， 十 七 
世纪 有 许多 引信 注 目的 事件 ， 例 如 : G. Galilei 
(1564—1642) 提出 实验 力学 ，R，Descartes+ 
(1596—1650) 创立 解析 几何 学 ，P. de Ferm: 
at’ (1601—1665) 和 B. Pascal! (1623—1662) 
开拓 概率 论 , Pascal 提出 数学 归纳 法 ,[. Newton" 
(1642—1727) 和 G. W. Leibniz'(1646—1716)- 
发 明 微 积分 学 ， 这 些 在 数学 史上 都 是 值得 大 书 
483589. 从 中 世纪 到 本 世纪 ,数学 的 历史 好 像 
停 灌 不 前 ， 但 数学 本 身 仍 在 不 断 发 展 ， 对 十 五 
世纪 和 十 六 世纪 先驱 者 功业 的 挖掘 和 评价 ， 现 
代 的 数学 史家 还 在 继续 进行 . 

ZE Galilei 以 前 ，Tycho Brahe (1546—1601) 
做 了 天 体 观测 的 精确 记录 。 J. Kepler (1571— 


1630) 对 这 些 记录 加 以 研究 、 整 理 , 并 受到 稍 有 
一 点 神秘 色彩 的 “ 字 密 和谐 论 ”的 影响 ， 发 现 
行星 运动 三 定律 。 他 还 在 “ 木 桶 的 形状 及 其 体 
积 问 题 的 研究 "(1615) 一 文中 讨论 求 体 积 的 方 
法 。 与 他 同时 代 的 J. Napier (1550 一 1617) 和 
J. Bürgi (1552—1632) 发 明了 对 数 , 改进 了 天 
文学 的 计算 。 Napier 在 引入 对 数 时 ,使 用 速 
讼 的 概念 ， 在 他 们 的 思想 中 可 以 看 出 解析 学 的 
SAH, Galilei 根据 速度 和 加 速度 的 概念 英 定 了 
近代 力学 的 基础 (《 两 种 新 科学 的 对 话 》(Dialo 
gue on two new sciences)，1638)， 他 自制 望 远 
镜 ， 观 测 天 体 ， 发 现 木星 的 四 颗 卫 星 和 太阳 的 
黑子 等 ， 他 大 胆 地 拥护 N. Copernicus (1473— 
1543) 的 太阳 中 心 说 ,因而 受到 宗教 裁判 , 这 是 
他 一 生 中 最 大 的 事件 ,在 历史 上 也 是 很 有 名 的 . 
他 摆脱 了 Aristoteles 的 旧 传统 ， 确 定 实验 和 理 
论 力学 的 基础 ， 为 Newton 开辟 了 道路 ， 这 在 
科学 史上 具有 极其 深远 的 意义 。 Galilei 的 学 生 
B. Cavalieri (1598—1647) 在 他 的 《不 可 分 连续 
量 的 几何 学 》(1635) 一 书 中 ， 把 源 出 于 经 院 哲 
学 的 “不 可 分 量 ”(indivisibilis) 的 观念 应 用 于 求 
积 问题 。 这 种 思想 也 影响 到 Pascal, J. Wallis 
(1616—1703) 等 . 

Descartes 在 《方法 谈 光 Discoursde la méthode) 


一 书 的 附录 之 一 的 《几何 学 XGéométrie)(1637) 


中 ， 建 立 了 解析 几何 学 方法 .坐标 法 的 使 用 ， 
可 追 滴 到 古代 的 珀 加 《Perga) 的 数学 家 Apollon- 
ius, Fermat 也 使 用 过 同样 的 方法 , 而 Descartes 
则 第 一 次 确切 地 陈述 用 方程 表示 一 般 图 形 的 方 
法 ， 迈 出 了 超越 希腊 几何 学 的 最 重要 的 一 步 ， 
他 放弃 用 符号 表示 的 量 应 当 是 一 维 的 这 个 限 
制 ,从 而 超过 了 F. Viète (15401603), 
Fermat，Pascal 和 Descartes 几乎 是 同时 代 的 
人 物 。 Fermat 对 数论 作出 卓越 的 贡献 。 Pascal 
对 G. Desargues (1593—1662) 学 派 的 射影 几 
何 学 进行 独自 的 研究 。 概率 论 早 期 的 研究 ， 是 
从 Fermat 和 Pascal 之 间 的 通讯 开始 的 ， 两 人 
都 对 那个 世纪 中 发 展 起 来 的 解析 学 作出 了 先驱 
性 的 贡献 。 Fermat 还 讨论 函数 的 极 大 、 极 小 
以 及 曲线 的 切线 问题 。 Pascal 研究 关于 摆 线 的 
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切线 、 重 心 以 及 求 积 问题 。 他 在 流体 静 力 学 
方面 也 有 贡献 。 Pascal 还 在 射影 几何 学 中 积极 
地 使 用 无 穷 远 点 的 概念 ， 他 在 “算术 三 角形 ” 
即 所 谓 Pascal 三 角形 理论 中 确切 地 陈述 了 数 
学 归纳 法 。[H. Freudenthal 证 明 [4] 数学 归纳 
法 的 发 现 应 归功 于 Pascal, MPRA E MT E 
现 的 确切 日 期 ([51).] 

英国 在 Newton 以 前 有 Wallis 和 I. Barrow 
(1630—1677). Wallis 1838 Cavalieri. 的 方法 ， 
使 用 无 穷 级 数 和 内 插 法 ,大 胆 推断 ,解决 了 很 多 
求 积 问题 ，Barrow 是 Newton 的 老师 ， 他 已 接 
近 于 得 到 微 积 分 学 的 基本 定理 ，Newton 的 发 
现 ,不 少 地 方 是 由 于 他 的 启示 。Newton 把 相当 
于 现在 的 微 积 分 学 称 为 “ 流 数 法 ”(method ot 
fluxion)， 在 1669 一 1671 年 已 经 完成 ， 但 在 他 
死 后 (1736) 才 发 表 ， 在 Newton 的 主要 著作 
《自然 哲学 的 数学 E) (Principia mathematica 
Philosophiae naturalis) (1687) 一 书 中 虽然 没有 
指出 名 字 ， 但 实际 上 使 用 了 相当 于 流 数 法 以 及 
其 逆 的 计算 法 ， 解决 了 二 体 问题 ， 该 书 是 一 
部 从 力学 定律 讲 起 ， 包 括 月 球 运 动 和 流体 力 
学 的 巨著 . 

Leibniz 比 Newton 稍 迟 , 独立 地 发 现 了 微 
积分 学 ， 他 的 优越 记号 成 为 以 后 解析 学 发 展 的 
巨大 推动 力 ， 记 号 dx 和 J ME Leibniz 开始 使 
用 的 .. 他 在 巴黎 逗留 期 间 (1672—1676), 同 
Pascal 所 在 的 修道 院 Port Royal 的 神父 A. 
Arnauld (1612—1694) 以 及 留 在 巴黎 的 荷兰 
物理 学 家 C. Huygens (1629 一 1695) 等 有 交 
往 ， 学 习 了 Descartes, Pascal 的 成 果 。 Leibniz 
关于 微 积 分 学 的 最 早 论文 于 1684 年 在 他 创办 
和 编辑 的 杂志 “Acta Eruditorum” 上 发 表 ， 他 
创立 的 微 积 分 学 为 Bernoulli 一 家 和 L. Euler 
(1707—1783) 等 数学 家 继承 , 发 展 成 为 后 来 的 
解析 学 . 

综 上 所 述 ， 本 世纪 的 数学 是 沿 着 超越 希腊 
传统 的 潮流 而 成 长 起 来 的 (认识 到 数 的 重要 性 
超过 图 形 ,积极 地 使 用 "无 限 " 概 念 等 )， 由 于 重 
视 与 实验 相 结合 ， 因 此 确立 了 数学 在 自然 科学 
方法 中 的 地 位 。 数学 成 为 科学 研究 的 推理 根 
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BSAA, ЊВ З (16422 —1708) 
等 人 亲自 创立 的 和 算 ， 虽 然 在 这 个 世纪 有 所 发 
展 ， 但 它 缺 乏 在 希腊 数学 中 见 到 的 那 种 传统 和 
逻辑 性 ， 记 以 后 来 它 的 发 展 不 能 间 西 方 的 数学 
相 比 (一 日 本 的 数学 ). 
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Patterns of mathematical thought in the later seventeenth 
century, Arch. History Exact Sci. 1 (1961), 179—388; 
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Induktion, Arch. Internat. Histoire Sci. 22 (1953), 17—37; 
[5] K. Hara ( ЭЎ), Pascal et Vinduction mathéma 
tique, Rev. Histoire Sci. Appl., 15 (1962), 287—302; [6] 
HARUR MOS, Ep, 1962, 


十 八 世纪 的 数学 [XE mathematics in 18th cen- 
tury 法 mathématiques au 18° Siècle 4 Ma 
thematik im 18. Jahrhundert А математика 
18го века A 18 HORF] 十 八 世纪 , 是 
文化 史上 称 为 启蒙 时 期 的 时 代 。 分 析 学 自 十 
七 世纪 出 现 以 后 , 在 稳步 地 向 前 发 展 。 它 在 理 
论 物理 等 方面 得 到 大 量 的 应 用 ， 促 进 了 理性 主 
义 思 想 的 产生 。 

在 十 七 世纪 晚期 和 十 八 世纪 初期 ， 使 分 析 
学 飞 路 发 展 的 中 心 人 物 是 I. Newton! 和 G. W. 
Leibniz’, # Newton 之 后 , 虽然 在 英国 苏格兰 
出 了 C，Maclaurin (1698—1746), ERA 
世纪 数学 作出 巨大 贡献 的 ,再 也 没有 出 现象 
Newton 那样 的 人 物 了 。 Newton 和 Leibniz 之 
后 ,英国 数学 家 和 大 陆 数学 家 分 裂 成 两 派 ,冲突 
激烈 。 英 国 派 没有 改进 Newton 的 微 积分 学 中 
不 方便 的 记 法 ， 这 是 本 世纪 英国 解析 学 不 兴旺 
的 原因 。 在 大 陆 ，Bernoulli 一 家 和 后 来 的 L. 
Euler’, 继承 Leibniz 的 传统 , 微 积分 学 及 其 
MAEM BITES RR, NOTAE 
类 型 的 微分 方程 ,还 创立 了 变 分 学 *。F，Viate 
把 分 析 学 (analysis) 理解 为 启发 式 的 代数 学 , 但 
Newton 则 理解 为 无 限 小 的 代数 。 在 本 世纪 ,分 
析 学 终于 脱离 几何 学 和 原来 的 代数 学 ， 成 为 独 
立 的 学 科 。 分 析 力 学 是 由 Euler 开始 建立 ,而 


由 J. L. Lagrange’ (1736—1813) 和 P. 5 
Laplace! (1749—1827) 继承 和 发 展 起 来 的 ， 特 
BYE Laplace, 他 建立 了 天 体力 学 和 概率 论 的 
体系 ， 显 示 分 析 学 的 重要 作用 。 BA. A. M. 
Legendre 研究 椭 贺 积分 ， 为 下 一 世纪 即 十 九 世 
# C. Е. Gauss! 等 开辟 道路 。 自从 大 革命 以 
来 ,法 国 建立 了 工科 大 学 (Ecole Polytechnique), 
特别 是 Napoleon 一 世 对 该 校 尽力 支持 ,所 以 从 
这 个 世纪 的 后 半期 到 末期 ， 法 国 数学 的 发 展 最 
为 惊人 .上 述 的 Lagrange, Laplace, Legendre 都 
是 这 时 期 活跃 在 巴黎 的 数学 家 。 S. D. Poisson 
和 J. B. J Fourier! 也 对 分 析 学 做 出 了 显著 的 
贡献 ,特别 是 Fourier, 由 于 他 的 热传导 理论 , 引 
出 分 析 学 的 重要 问题 ， 成 为 以 后 调和 分 析 的 基 
础 和 数学 发 展 的 重大 原因 。 Poisson, Fourier 的 
主要 目的 是 根据 分 析 学 来 说 明 自然 , 而 G. 
Monge, L. N. Carnot 和 J. V. Poncelet, 则 是 
由 于 对 纯粹 几何 学 的 兴趣 而 发 展 了 射影 几何 学 
和 画 法 几何 学 。 另外、Monge 对 微分 几何 学 也 
留 下 了 先驱 者 的 业绩 。 

本 世纪 数学 尽管 在 分 析 学 、 几 何 学 、 物 理 
学 以 及 它们 的 应 用 方面 各 自 取 得 辉煌 的 成 果 ， 
但 它 的 根本 观点 和 方法 完全 同上 世纪 一 样 ， 以 
致 缺乏 批判 精神 。 兼 之 在 这 时 期 忙于 追求 成 
果 , 对 方法 的 严密 性 没有 反复 思考 。 因 此 ,对 数 
学 基础 的 重新 考虑 、 重 新 建立 ,只 有 留 到 下 一 世 
纪 即 十 九 世纪 去 进行 了 


[ 参 】 [1] M. B. Cantor, Vorlesungen über Geschi 
chte der Mathematik Ш, Teubner, 1898; [2] D, J 
Struik, A concise history of mathematics, Dover, 1948; 第 
=й 1967, 


十 九 世纪 的 数学 【 英 mathematics in 19th cen. 
tury 法 mathématiques au 19 siècle 德 Ma 
thematik im 19. Jahrhundert математика: 
19го века R 19 世纪 人 D 数 学 ] 十 九 世 纪 , 在 
数学 史上 ， 是 一 个 具有 特色 的 时 代 . 在 这 个 时 
代 , 数 学 取得 了 前 所 末 有 的 飞 路 发展 , 它 的 成 果 
一 直 继续 到 二 十 世纪 。 息 由 思想 使 人 们 从 传统 
的 束缚 下 解放 出 来 .由 于 文化 对 社会 上 更 广泛 
阶层 的 浸润 , EAA. 特别 是 伴随 着 大 


学 的 兴起 ,多 数 专家 的 合作 与 竞赛 ,促进 了 科学 
研究 ， 数 学 史上 把 十 九 世纪 大 体 上 分 为 三 个 时 
期 : 头 三 十 年 为 新 数学 的 兴旺 期 ,次 二 十 年 为 中 
继 期 ,后 五 十 年 为 成 熟 昌 盛 期 . 

十 九 世纪 初期 (1801), 青年 数学 家 C. F. 
Gauss! (1777—1855) 的 巨著 《算术 研究 》(Dis- 
quisitiones arithmeticae) 完成 了 ， 它 包含 系统 的 
数论 , 开创 了 数学 的 新 时 代 ， 法国 在 革命 中 创 
办 的 工科 大 学 (École Polytechnique) 培养 出 许 
多 著名 数学 家 ,其 中 最 杰出 的 是 A. L. Cauchy* 
《1789 一 1857)。 由 于 他 给 出 极限 、 收 敛 概念 的 
精确 定义 ， 使 得 微 积分 在 产生 一 百 五 十 年 后 才 
具有 牢固 的 理论 基础 ， 这 是 他 的 功绩 ， N. H. 
Abel! (1802—1829) 和 C. G. J. Jacobi! (1804— 
1851) 同时 发 现 椭 圆 函数 3850—04. Gauss 
首先 严格 地 证 明了 代数 方程 在 复数 域内 根 的 存 
在 ，Abel 证 明了 五 次 以 上 一 般 代数 方程 不 可 能 
用 代数 方法 求解 ， 直 .Galois+ (1811—1832) 创 
立 了 他 的 代数 方程 的 理论 ， 为 代数 学 开辟 了 新 
领域 . J. VPoncelet《1788 一 1867) 毕 业 于 法 国 
的 工科 大 学 , 他 沿 着 G. Monge (1764 一 1818) 
的 方向 ,发 展 了 射影 几何 学 . 在 德意志 ，A. Р. 
Mobius (1790— 1868), J. Steiner (1791—1863), 
J. Plücker (1801—1868) 等 继承 他 的 研究 , 特 
别 是 Steiner， 运 用 综合 法 研究 代数 曲线 和 代数 
曲面 。 Plicker 引入 射影 坐标 ， 从 而 扩大 了 解 
析 法 在 几何 上 的 运用 。 在 十 九 世纪 最 初 的 三 十 
年 间 获 得 的 这 些 划时代 的 成 就 ， 都 是 由 二 十 多 
岁 的 青年 数学 家 完成 的 

三 十 至 四 十 年 代 的 新 几何 学 ， 是 由 德国 的 
К, G. С. von Staudt (1798—1867) 和 法 国 的 
M. Chasles (1793—1880) 发 展 的 。 到 四 十 年 
代 , 产生 了 与 几何 有 关 的 不 变 式 理论 ， 在 这 个 
领域 ， 英 国 的 A. Cayley (1821—1895) 和 J. 
J. Sylvester (1805—1859) BW AM, Р. G. 
L. Dirichlet? (1805—1859) 努力 简化 Gauss 的 
数论 ,他 把 分 析 学 的 方法 ,用 于 二 元 二 次 型 类 数 
的 计算 ,引入 所 谓 Dirichlet 级 数 *. 还 有 ， 他 对 
J. B. J. Fourier’ (1768—1830) 由 热传导 理论 
引出 的 任意 函数 可 展 成 三 角 级 数 这 一 结论 给 出 
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严密 的 证 明 ， 开始 了 三 角 级 数理 论 的 研究 . 
在 这 一 时 期 , J. Bolyai (1802—1860) 和 H. 
M. Лобачевский (1793—1856) 独立 地 几乎 同 
时 发 现 非 Euclid 几何 +, 是 一 盛事 。 发 现 原因 
之 一 是 改变 公理 的 性 质 ， 所 以 引起 哲学 界 的 
M, W. R. Hamilton (1805—1865) 的 四 元 
数 和 Н. С. Grassmann 的 扩张 论 CAusdehnun- 
gslehre)， 以 及 G. Boole (1815—1864) 的 逻辑 
代数 等 几乎 是 同时 发 表 的 ， 但 它们 却 没有 得 到 
科学 界 的 深切 理解 和 支持 ， 应 该 说 , 它们 是 由 
时 代 精 神 的 力量 压 出 来 的 早产 儿 。 

在 五 十 年 代 ， 由 于 B. Riemann! (1826— 
1866) #1 К. Weierstrass? (1815—1897) 的 出 现 ， 
揭 开 了 十 九 世纪 数学 新 阶段 的 序幕 . 前 者 具有 
非凡 的 天 才 和 丰富 的 创造 力 ;后 者 大 器 晚 成 ,由 
于 他 的 批判 精神 ， 他 们 都 给 十 九 世 纪 数学 带 来 
巨大 的 影响 。 Riemann 接连 发 表 复 变 函数 论 、 
Abel 函数 论 、 三 角 级 数论 , 还 有 几何 学 基础 \ 素 
数 的 分 布 及 5 BAS, MULT URR IS DD. 
逝世 时 ,年 仅 四 十 岁 (1866)。 另 一 方 ，Weierst- 
газ 从 乡村 中 学 受聘 到 柏林 (1864), 好 容易 获 
得 柏林 大 学 教授 的 职称 ,当时 已 49 岁 ， 在 二 十 
年 代 由 Cauchy 开创 的 解析 函数 论 ， 正 是 由 于 
这 些 人 的 贡献 才 以 椭 贺 函数 的 形式 得 到 完成 . 
Reimann 在 微分 方程 、 代 数 几何 学 等 方面 的 影 
响 也 是 很 大 的 。Weierstrass 改造 了 变 分 法 ', 他 
的 批判 方法 产生 了 所 谓 “病态 函数 ”， 例 如 处 处 
不 可 微 的 连续 函数 ， 以 及 能 填 满 平面 一 部 分 的 
Peano 曲线 等 , 以 此 为 开端 , 同时 产生 了 实 变数 
函数 论 ,而 G. Cantor (1848—1918) 的 集合 论 
则 是 它 的 重要 基础 。 另外 ， 在 基础 理论 方面 
有 Cantor, M. Méray 和 J. W. R. Dedekind 
(1831—1916) 等 建立 的 无 理 数理 论 ， 有 Ded- 
ckind, G. Peano (1858—1932) 完成 的 自然 数 
理论 。 这 些 结果 形成 了 数学 的 “算术 化 ”(arith- 
metization) Hit, 它们 与 二 十 世纪 的 数学 基础 
是 有 关系 的 

Cayley 和 F，Kicint (1849—1925) 认为 
在 射影 几何 学 中 引进 度量 《 德 Metrik) 就 得 
到 了 非 Eudid 几何 学 ， 到 十 九 世 纪 末 ，D. 
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Hilbert? (1862—1943) 在 《几何 基础 > 一 书 中 探 
讨 了 平行 公理 以 外 的 合同 公理 、 连 续 公理 的 作 
用 ,因而 开始 一 般 公理 系 《 巷 Axiomatik) 的 研 
5t. 

七 十 年 代 以 来 ,由 C. Jordan (1838—1922), 
G. Frobenius (1849—1917), W. S. Burnside 
(1852—1927) 等 发 展 了 群 * 论 ， 特 别 是 有 限 群 
jb. M. S. Liet (1842—1899) 把 无 穷 小 变换 
应 用 到 微分 方程 上 ，Klein 把 线性 变换 群 应 用 
到 几何 学 上 ， Klein 和 H. Poincaré! (1854— 
1912) 发 现 了 自 守 函数 +, 这 是 由 群 论 得 到 的 重 
大 收获 ，Gauss 开始 研究 的 代数 数论 , 经 过 E. 
E. Kummer (1810—1893) 的 理想 数 〔 德 ideal 
Zahlen)， 最 后 发 展 为 Dedekind AFM. L, 
Kronecker (1823—1891) 崇拜 Abel 的 工作 , 致 
力 于 代数 方程 的 研究 ， 他 发 现 有 理 数 域 的 每 一 
个 Abel 扩张 都 包含 在 割 圆 域 里 面 ， 他 相信 在 
椭圆 函数 具有 复数 乘法 的 模 方 程 与 虚 二 次 域 的 
Abel 扩张 之 间 也 有 类 似 的 关系 , 并 且 宣布 这 一 
著名 的 猜想 , 称 为 他 的 “青春 之 梦 ”. 

最 后 应 该 载 人 史册 的 ， 是 最 早 的 女 数学 家 
C. B. Ковалевская (1850 一 1891)， 她 曾 向 
Weierstrass 学 习 过 ,1884 年 以 后 , G. M. Mittag- 
Leffler (1846—1927) 聘请 她 在 斯 德 哥 尔 摩 
(Stockholm) 大 学 任教 授 ,一 直到 她 逝世 . 

到 十 九 世纪 末期 ,数学 研究 的 种 类 繁多 ,每 
个 分 支 下 面 又 产生 更 专门 化 的 分 支 ， 彼 此 隔绝 
的 分 支 发 生 了 意外 的 联系 , 关系 极为 复杂 ， 想 
纵览 全 部 数学 几乎 是 不 可 能 的 。 在 此 情况 下 ， 
1898 年 ， 由 F. Meyer 首先 提倡 , ERER 
(Gatingen)、 柏 林 和 维也纳 科学 院 支持 下 ,计划 
编 繁 数学 百科 全 书 (要 Enzyklopädie der mathe- 

, matischen Wissenschaften) .经 过 二 十 多 年 的 岁月 ， 
始 告 完 成 。 可 以 说 , 它 是 十 九 世纪 数学 的 鸟 获 
A. 到 本 世纪 末 , 以 世界 各 国 大 多 数 数学 研究 
工作 者 之 间 的 往来 和 研究 的 交流 为 目的 召开 
了 国际 数学 家 会 议 (International Congress of 
Mathematicians)， 在 第 一 次 世界 大 战 前 , 曾 在 苏 
黎 世 (Zirich)(1896)、 巴 黎 (1900)、 海 德尔 堡 
(Heidelberg) (1904) 3 Æ (1908), 美国 的 剑桥 


(1912) 相继 举行 。 各国 的 数学 学 会 也 很 多 , 其 
中 规模 较 大 的 , 若 以 创办 的 时 间 为 序 , 则 有 :伦敦 
数学 学 会 (London Mathematical Society) (1865), 
法 国 数学 学 会 (La société mathématique de 
France) (1872)、 美 国 数学 学 会 (American Ma- 
thematical Society) (1888), 德国 数学 学 会 (Deur- 
sche Mathematiker-Vereinigung) (1907) 等 ， 日 
本 数学 学 会 (创建 于 1946 年 , 由 日 本 数学 物理 
学 会 分 出 ) 的 前 身 是 东京 数学 学 会 ,创建 于 明治 
十 年 (1877). 

日 本 到 明治 时 期 , 在 改革 教育 制度 (1872) 
以 后 的 第 五 年 ， 即 1877 年 (明治 十 年 ) 设立 东 
京 大 学 .在 初期 ,菊池 大 草 (1855—1917) FWE 
ТЕ КБ (1861—1933) 两 教授 在 该 校 数学 
系 任教 ， 以 希腊 传统 为 基础 的 欧洲 式 的 数学 研 
究 从 此 在 日 本 开始 了 .1897 年 , 创立 京都 帝国 
大 学 ; 1911 年 创立 东北 帝国 大 学 ， 进 入 二 十 世 
纪 后 , .就 获得 独立 的 研究 成 果 ， 研究 成 果 发 表 
机 构 除 日 本 数学 物理 学 会 记事 、 各 大 学 纪要 以 
Sh, 1911 年 林 箱 一 创办 东北 数学 杂志 ，1920 
年 ， 高 木 臭 治 (1875 一 1935) 的 类 域 论 ?在 东京 
帝国 大 学 理学 部 纪要 上 发 表 ， 确 立 了 日 本 数学 
在 国际 上 的 卓越 地 位 . 


($) [1] Е. Klein, Vorlesungen über die Entwi. 
cklung der Mathematik im 19. Jahrhundert, Springer, 1, 
1926,1,1927, (2) EARL, METER ik, buo 
1933, jii, 1942; [3] MM, MRR, MA, 1955; 
[4] D. J. Struik, A concise history of mathematics, 
Dover, 1948, 第 三 版 ,1967; [5] N. Bourbaki, Les élém. 
ents d'histoire des mathématiques, Hermann, 第 二 版 ,1969; 
[6] Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften 
mit Einschluss ihrer Anwendungen Teubner, 1898—1934; 
[7] Encyclopédie des sciences mathé matiques pares et 
appliqutes〔[6] 的 法 译本 ) Paris, 1904—1914. 


Abel, Niels Henrik (1802, 8, 5—1829, 4, 
6)， 生 于 挪威 的 芬 德 (Find5) 僻 村 ,为 贫苦 牧师 
Z+. 1822 年 ,人 克 里 斯 落 安 尼 亚 (Christiania) 
《 现 名 奥斯陆 ) 大 学 学 习 。 数学 几乎 是 自学 的 . 
但 得 到 前 非 Holmboe 等 人 的 赏识 ,毕业 后 立即 
赴 巴 黎 和 柏林 留学 。 在 柏林 , 结识 “Journal für 
reine und angewandte Methematik” 的 创始 者 A. 
Crelle， 并 协助 其 办 刊 。 在 巴黎 , 尽管 取得 了 光 


HERR RRA BAL. 1827 年 5 月 回国 , 设 
有 找到 工作 。 他 一 边 与 贫困 斗争 ， 一 边 继续 研 
究 . 因 患 肺病 ,二 十 六 岁 早 逝 . 

他 著名 的 贡献 有 :证明 五 次 以 上 代数 方 
程 一 般 不 能 用 代数 方法 解 出 ，Abel 方程 ( 即 
Galois 群 ! 是 Abel 群 ! 的 方程 ) 能 够 用 代数 方法 
ЖИ, BAR Mic. HM BRI, Abd 
BROAS, 他 的 论文 构思 自然 , 且 易 读 . 
不 论 是 在 代数 上 还 是 分 析 学 上 ， 都 达到 当时 的 
最 高 水 平 . 


[B] [1] N. H. Abel, Oeuvres complètes. 1, H. 
edited by L. Sylow and 5. Lie, Grondahl & Son, Chris 
tania, WK, 1881; [2] С. A. Bjerknes, N. Н. Abel. 
Gauthier-Villars, 1885; [3], F. Klein Vorlesungen über 
ie Entwickluny der Mathematik im 19. Jahrhundert 1, 
‘Springer, 1926 (Chelsea 1956); [4] ЖАЙ, watts 
Sp, WH, 1943: (Kyóritu 1970). 


Bernoulli 家 族 ， 从 荷兰 移居 到 瑞士 巴塞 尔 
(Basel) 的 新 教徒 。 从 十 七 世纪 末 起 ,在 大 约 一 
个 世纪 内 ， 这 个 家 族 出 现 杰出 的 数学 家 达 八 人 
之 多 ， 是 在 微 积分 学 的 发 展 史上 起 过 重要 作用 
的 一 个 家 族 , 

Jakob Bernoulli (1654—1705), Johann Be- 
«пош (1667—1748) 兄弟 及 Johann 的 次 子 
Daniel Bernoulli (1700 一 1782) 都 是 特别 优秀 的 
№. Jakob, Johann 兄弟 都 是 G. W. Leibniz 
的 亲密 好 友 。 他 们 之 间 的 通讯 往来 , 促进 了 微 
积分 学 的 发 展 。 Jakob 研究 包括 等 时 曲线 、 最 
速 降 线 '、 等 局 问题 ! 在 内 的 几何 学 与 力学 诸 问 
m. 他 第 一 个 废除 calculus summatoris 这 个 求 
积分 的 称号 ,而 代 之 以 calculus integralis (1690), 
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EEE, T 1713 SUR TA E GB BEARD 
(Ars conjectandi)， 其 中 包含 大 数 定律 ', 这 使 他 
的 名 字 在 概率 论 上 永存 不 朽 。 他 的 数学 几乎 是 
无 师 自 通 的 。 他 开始 是 巴塞 尔 (Basei) 大 学 的 实 
验 物理 学 教授 ,后 来 成 为 数学 教授 。 Johann 向 
其 兄 学 习 数学 ， 作 为 他 哥哥 的 继承 人 成 为 巴塞 
尔 (Basel) 大 学 数学 教授 。 他 的 成 果 在 当时 的 
“Acta Eruditorum", “Journal des savants” 等 杂 
志 上 发 表 了 很 多 ,特别 是 在 1701 年 的 等 周 问题 
解法 中 出 现 了 后 来 发 展 起 来 的 变 分 法 的 萌芽 ， 
函数 称 为 functio, 是 从 他 开始 的 (1714).。 functio 
就 是 现在 用 的 术语 function 的 来 源 ， 兄弟 、 父 
子 之 间 的 不 和 ， 虽 然 常 使 他 有 不 幸 之 感 ,但 
Johann 作为 热心 的 教师 和 卓越 的 研究 人 员 , 在 
对 他 的 儿子 以 及 对 Leonhard Euler 等 下 一 代数 
学 家 的 培养 方面 ,在 对 微 积分 学 的 形式 、 内 容 的 
改善 和 应 用 范围 的 扩充 方面 ， 取 得 的 成 就 是 极 
大 的 。Johann 的 次 子 Danidl， 在 概率 论 方面 特 
别 突出 ,在 流体 力学 ,气体 动力 学 方面 也 作出 了 
贡献 。 他 与 长 兄 Nikolaus (1695—1726) 同时 
被 任命 为 彼得 堡 的 数学 教授 。 Daniel 最 小 的 
弟弟 小 Johann (1710—1790) 继 他 的 父亲 老 
Johann 之 后 为 巴塞 尔 (Bad) 大 学 教授 ， 小 
Jobann 的 儿子 Johann 第 三 (1744 一 1807) 为 柏 
林 科学 院 数 学 部 主任 ，Johann 的 弟弟 Jakob 
(1759—1789) HERA (Basel) 大 学 的 实验 物 
理学 教授 ， 还 有 ， 前 面 提 到 的 Jakob (1654— 
1705) 的 次 弟 之 子 Nikolaus 第 三 (1687 一 1759) 
从 1716 年 到 1719 年 曾 任 Galilei 所 属 的 帕 多 
瓦 (Padua) 大 学 的 数学 教授 ， 他 的 父亲 Nikolaus 


Beraoulli 家 谱 
Nikolaus B. 
(1623—1708) 
П 
| | 
Jakob Nikolaus 《画家 ) Johann 
(1654—1705) (1662—1716) (1667—1748) 
U | 
Nikolaus Nikolaus Daniel Johann 
(1637—1759) (1695—1726) (1700--82) 
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第 二 (1662 一 1716) 是 画家 . 

在 本 文 和 Bernoulli 家 谱 中 ， 名 字 是 用 德 
文 拼写 的 。 Daniel 在 英文 、 法 文 、 德 文中 是 
一 样 的 ,但 Nikolaus 也 有 拼 作 Nicolaus 的 , 英 、 
法 都 为 Nicolas。 Jakob 在 英文 中 拼 为 James, 
法 文 拼 为 Jacques, Johann 有 时 也 写成 Johannes， 
在 英文 中 拼 为 John， 法 文 里 拼 为 Jean. 


(5] [1] м. В. Contor, Vorlesungen über Ges- 
chichte der Mathematik Ш, Teubner, 1898; [2] Jacobi. 
Bernoulli, Opera I, Ш, Cramer, 1744; [3] Jakob Bern- 
oulli, Die Werke von Jakob Bernoulli, Birkháuser 1969; 
[4] Jacobi Bernoulli, Ars conjectandi, Bale, 1713; [5] 
Johannis Bernoulli, Opera omnia I—IV, M. M. Bousquet 
1742, 


Cantor, Georg (1845, 3, 3—1918, 1, 6), Ж 
合 论 的 创始 者 。 丹麦 犹太 商 之 子 , 出 生 在 
彼得 堡 。 1856 F, 移居 德意志 , 在 苏黎世 
(Zürich) 和 柏林 大 学 学 习 数学 ,物理 ,哲学 等 课 
程 . 1867 年 ,在 柏林 得 博士 学 位 , 任 哈 勒 (Halle) 
大 学 兼任 讲师 , 1879—1905 年 , 任 该 大 学 教授 。 
晚年 病魔 缠身 ,在 精神 病院 去 世 . 

他 的 学 位 论文 虽然 是 关于 数论 方面 的 ， 但 
他 致力 于 三 角 级 数 唯 一 性 的 研究 ， 创 立 了 集合 
论 。1874 年 , 开始 引入 基数 的 概念 , 由 此 证 明 
了 超越 数 ' 大 大 多 于 代数 数 '， 这 一 成 果 在 当时 
RATHER, 同时 也 遭 到 了 强烈 的 反对 。 工 . 
Kronecker 等 人 的 反对 使 他 很 苦恼 ， 但 得 到 R. 
Dedekind 和 G. M. Mittag-Leffler 等 人 的 支持 . 
他 注意 到 就 是 在 概率 论 的 历史 中 ， 也 存在 理论 
没有 被 普遍 接受 的 时 期 ,因而 高 喊 "数学 的 本 质 
在 于 它 的 自由 性 ”。 他 除了 对 基数 概念 的 贡献 
以 外 , 还 定义 了 序 型 ! 超 限 序数 ' 等 概念 , HA 
定 了 由 基本 序列 + 建立 实数 理论 的 基础 。 另 外 ， 
他 把 Euclid 空间 里 一 般 的 点 集 作为 研究 的 对 
象 ， 定 义 聚 点 ?+、 闭 集 *、 开 集 * 等 概念 。 他 是 维 
数理 论 的 开拓 者 ， 维 数理 论 是 所 谓 点 集 理论 的 
起 源 ,而 点 集 理 论 又 促使 一 般 拓扑 学 的 发 展 , 因 
而 他 为 拓扑 空间 * 理 论 开 辟 了 道路 . 


[8] [1] G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, 
edited by E. Zermelo and A. Fraenkel, Springer, 1932 
(Georg Olms, 1962); [2] А. Schoenflies, Die Krisis in 
Cantors mathematischem Schaffen, Acta Math., 50 (1927), 
1-23. 


Cartan, Elie (1869, 4, 9—1951,5,6) 生 于 
法 国 伊 泽 尔 《Is&re) 县 的 多 洛 米 约 《Dolomieu》 
村 , 1888 年 人 巴黎 的 高 等 师范 学 校 学 习 ，1891 
年 毕业 。 同 时, 经 agrégé 考试 合格 后 , 开始 研 
帘 生 活 .1894 4E, 25 岁 时 ,他 发 表 学 位 论文 “ 关 
于 有 限 维 连 续 变换 群 的 构造 "([3]), 对 M. S. 
Lie 和 W. Killing 的 连续 变换 群 理 论 作 出 了 很 
大 的 贡献 。 他 先后 任 蒙 彼 利 埃 (Montpellier), 
Em (Lyon), #999 (Nancy) 等 大 学 教授 ,最 后 
在 1912 年 任 巴黎 大 学 教授 ， 对 于 G. Darboux 
创始 的 动 坐标 系 + 的 方法 ,他 能 运用 自如 ， 在 连 
续 群 理论 、Pfaff 形式 理论 、 积 分 不 变 式 理论 、 拓 
扑 学 、 微 分 几何 学 〈 特 别 是 联络 + 几何 学 )、 理 
论 物理 学 等 方面 有 很 多 贡献 。 他 的 学 位 论文 ， 
至 今 还 是 年 轻 的 研究 工作 者 的 中 心 话题 ， 他 所 
创建 的 联络 概念 是 微分 几何 学 的 一 个 基本 概 
£. Henri Cartan (1904—) 是 他 的 长 子 ， 


[8] [1] E. Cartan, Oeuvres complètes 1—07, 
Gauthier-Villars, 1952—1955; [2] Е. Cartan, Sur la 
structure des groupes de transformations finis et continus, 
Thèse, 1894. (Oeuvres completes, pt. I, vol. 1, p. 137— 
287);[3] S.S. Chern-C. Chevalley, Elie Cartan and his 
mathematical work, Bull. Amer. Math. Soc., 58 (1952), 
217—250. 


Cauchy, Augustin Louis (1789, 8, 21— 
1857，5，25)， 十 九 世纪 前 半 世 纪 的 法 国 数学 
家 。 1807 年 毕业 于 工科 大 学 ，1810 年 毕业 于 
桥梁 公路 学 院 (Ecole des Ponts et Chaussées), 
起 初 当 土木 工程 师 , 因 数学 上 的 成 就 受到 重视 、 
1816 年 ,他 被 推举 为 科学 院 院 土 , 同 时 任 工科 大 
学 教授 。 在 1830 年 7 月 革命 时 ， 流 亡 到 都 灵 
《Torino)， 后 移居 布拉格 《Prague)，1848 年 回 
到 祖国 , 任 巴 黎 大 学 教授 ,一 直到 近世 ， 他 在 宗 
教 上 信仰 罗马 天 主教 ,在 政治 上 属于 保皇 党 , 终 
生 坚 守 气 节 。 

他 在 学 术 上 成 果 相当 多 。 他 的 研究 是 多 方 
面 的 。 在 代数 学 上 ， 他 有 行列 式 论 和 群 论 的 创 
始 性 的 功绩 ; 在 理论 物理 学 、 光 学 ,弹性 理论 等 
方面 , 也 有 显著 的 贡献 。 他 的 特长 是 在 分 析 学 
方面 , 特别 在 他 的 《分 析 教 程 》(Cours d'analyse 
de l'École Polytechnique, 1821) 一 书 中 ,对 微 积 
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分 学 给 出 严密 的 基础 ， 显 示 了 他 对 分 析 学 合理 
化 的 关心 .在 论文 4 论 上 下 限 为 虚数 的 定 积分 》 
(Mémoire sur les intégrales définies, prises entre 
les limites imaginaires, 1825) 中 ,证 明了 复 变 函 
数论 的 主要 定理 ; 证 明了 在 实 变数 和 复 变数 的 
情况 下 微分 方程 解 的 存在 定理 ， 这 都 是 很 重要 
的 . 

[Ф] [1] А. Cauchy, Oeuvres completes 1. 1—12; 
Ш. 1—14, Gauthier-Villars, 1882—1958; [2] F. Klein, 
Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 19. 
Jahrhundert I, Springer, 1926 (Chelsea 1956), 13] KK 
真 治 ， 近 世 数 学 史 该 ， 共 立 出 版 ，1933， 河 出 ，1942. 


Dedekind, Julius Wilhelm Richard (1831, 
10, 6 一 1916, 2, 12) 生 于 德国 中 部 的 不 伦 瑞 克 
(Braunschweig). ZER JER (Göttingen) 大 学 学 
3], 受到 С. F. Gaus 晚年 的 教育 ，1852 年 由 
于 关于 Euler 积分 的 论文 在 格 延 根 得 到 博士 学 
fit. 从 1858 年 到 1862 年 在 苏黎世 (Zarich) T. 
学 院 任 数学 教授 ， 从 1863 年 到 1894 年 在 不 伦 
瑞 克 工学 院 (Braunschweig 的 Technische Hochs- 
chule) 任 数学 教授 。 他 在 二 十 多 岁 时 写 了 关于 
分 析 学 和 概率 论 的 著作 。 但 从 1856 年 起 发 表 
关于 数论 的 论文 ,从 事 整理 P. G. Dirichlet 的 
《数论 讲义 》(Vorlesungen aber Zahlentheorie, 第 
一 版 , 1863; 第 四 版 ，1899)， 并 集中 精力 研究 
数论 、 代 数学 方面 的 问题 。 他 创始 的 理想 再 
论 , 最 初 是 作为 《数论 讲义 》 的 附录 发 表 的 
(1863). 他 为 了 给 理想 理论 建立 公理 的 基础 ,而 
研究 作为 代数 系 的 群 和 格 ， 从 而 成 为 二 十 世纪 
抽象 代数 学 的 先驱 .代数 数 域 中 的 Dedekind 的 
《函数 + ,实数 论 中 的 Dedekind 0t, 55 H. 
Weber 合 著 的 代数 函数 ' 的 代数 理论 ， 自 然 数 ' 
理论 等 都 是 他 的 著名 的 贡献 ， 他 是 G. Cantor 
集合 论 的 最 早 支持 者 之 一 ， 他 的 自然 数理 论 是 
以 集合 概念 为 基础 、 成 为 后 来 数学 中 逐 辑 主义 
的 先驱 。 递归 函数 的 概念 也 是 在 他 的 理论 中 第 
一 次 出 现 的 . 

[ 参 】 [1] R. Dedekind,Gesammelte mathematische 
Werke 1—ЇЙ, Braunschweig, 1930—32 (Chelsea, 1969); 
[2] M. Cantor-R. Dedekind, Briefwechsel, Cantor-Dede- 


kind, Actualités Sci. Ind., Hermann 1937; [3] SHP 
ZBR, BCT, HEU. 1961, 


Descartes, René (1596, 3, 31—1650, 2, 
11)， 法 国 哲学 家 ,数学 家 和 自然 科学 家 。 他 生 
于 法 国都 兰州 ， 在 拉 弗 莱 舍 (La Flèche) 神学 
院 学 习 经 院 哲学 , 但 不 满足 ，1619 年 在 乌 尔 姆 
(Uim) 从 军 , 转 变 了 思想 , 想 要 以 数学 为 规范 ,在 
方法 上 统一 各 学 科 。 1621 年 回 到 巴黎 。 1628 
年 为 避 开 俗 事 移居 荷兰 ,专心 从 事 研究 和 著作 . 
1649 年 应 Christine 女王 之 聘 到 瑞典 ,由 于 寒冷 
和 过 度 疲劳 ,翌年 病逝 . 

Descartes 被 称 为 近世 哲学 之 祖 ， 这 是 由 于 
他 主张 要 抛弃 中 世纪 以 来 的 神学 世界 观 ， 声 称 
一 切 知识 只 有 经 过 合理 的 鉴定 ， 才 能 得 到 逻辑 
上 的 承认 。 他 的 这 种 观点 是 现代 数学 和 物理 学 
的 基础 。 1637 年 作为 他 的 《方法 谈 》(Discours 
de ta méthode) 一 书 的 附录 出 版 了 《几何 学 》 
(Glométrie)， 其 中 还 包括 光学 和 气象 学 。 在 这 
里 他 推进 了 F. Уе 的 符号 代数 , 并 将 它 应 用 
到 轨迹 等 几何 | 使 用 代数 学 作为 几何 学 的 
一 般 方法 ， 这 种 思想 使 他 成 为 解析 几何 学 的 创 
teh. 


(Ф) [1] R. Descartes, Oeuvres 1—XI, edited by 
C. Adam, P. Tannery, and Léopold Cerf, 1897—1910; 
[2] HAKER DB, HUX, 1953; [3] WF 
ELER, BARR OM, Bw I AM, 1950; [4] He 
Lefèbvre, Descartes, Paris, 1947. 


Dirichlet, Peter Gustav Lejeune (1805, 2, 
13—1859, 5, 5), 生 于 德国 迪 伦 (Düren) 的 一 
个 法 兰 西 血统 家 庭 。 1822 一 1827 年 旅居 巴黎 ， 
tj J B. J. Fourier’ 交往 。 1827 年 任 布雷 斯 
劳 (Breslau) 大 学 讲师 , 1829 年 任 柏林 大 学 讲师 > 
从 1839 年 起 任 柏林 大 学 教授 ， 1855 年 革命 后 
他 作为 C. F. баш" 的 继任 者 受聘 到 格 延 根 * 
直至 逝世 ,四 年 间 一 直 担任 格 延 根 大 学 教授 . 
他 的 贡献 涉及 到 数学 的 各 个 方面 ， 其 中 以 
数论 ,分 析 , 特 别 关于 位 势 论 最 著名 ， 他 非常 钦 
Җ С.Е. Gauss, 据说 即使 在 旅行 中 也 带 着 Gauss 
的 《算术 研究 》(Disquisitiones arithmeticae), f# 
为 逸 话 。 在 数论 中 他 创造 Dirichlet 级 数 ' ,证明 
首 项 与 公差 互 素 的 算术 级 数 中 包含 无 限 个 素 
数 ,另外 ,他 用 “ 若 在 » 个 抽样 中 ,存在 x 十 1 个 
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事物 , 那 末 至 少 在 1 个 抽样 中 ,至 少 包 含 2 个 事 
1/7" 8 Dirichlet 抽样 法 (4 Schubfachverfahren) 
《也 叫 房 屋 分 配 法 )， 阑 明代 数 数 域 的 单位 7 BE 
MAH. 在 位 势 论 里 论 及 关于 调和 函数 存在 
的 Dirichlet 问题 +， 又 在 三 角 级 数论 方面 给 名 
关于 三 角 级 数 收敛 的 Dirichlet BH. 

{&] [1] Р. G. L. Dirichle's Werke I, I, Georg 
Reimer, Berlin, 1889—97 (Chelsea, 1969); [2] P. G. L. 
Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie, with supple- 
ments by R. Dedekind, Е. Vieweg, Braunschweig, 第 四 版 ， 
1894 (Chelsea, 1968); [3] Е. Klein, Vorlesungen über 
die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert t, 


Springer, 1926 (Chelsea, 1956), [4] ЖА?А, НИ 
PRB LHR, 1933, ЫШ, 1942, 


Einstein, Albert (1879, 3, 14—1955, 4, 
18), 生 于 南 德意志 乌 尔 姆 (Ulm) 的 一 个 犹太 族 
血统 的 家 庭 , 1900 年 毕业 于 苏黎世 (Zürich) 联 
RINKE. 不久, 取得 瑞士 公民 权 , 任 伯尔尼 
专利 局 技师 。 发 表 光 量子 假说 、 特 殊 相 对 论 、 
Brown 运动 理论 等 .历任 苏黎世 (Zürich) 大 学 
兼职 教授 《1909)， 布 拉 格 大 学 及 母校 的 教授 ， 
1913 年 成 为 柏林 大 学 教授 。 1916 年 发 表 广义 
相对 论 。1921 年 荣获 诺 贝尔 物理 学 奖金 . 1933 
年 为 避免 纳粹 迫害 ,移居 美国 , 任 普林斯顿 
(Princeton) 高 级 研究 院 教授 ,一 直到 1945 年 
退休 ，1939 年 曾 向 总 统 Roosevelt 提出 制造 原 
子弹 的 可 能 性 ， 第 二 次 世界 大 战 后 ， 他 积极 参 
加 禁止 核武 器 运动 ,宣传 世界 联邦 ”. 

相对 论 提出 了 关于 时 间 、 空 间 ,物质 ， 涉 及 
认识 自然 的 根本 问题 。 广义 相对 论 的 结果 于 
1919 年 为 日 食 观测 所 证 实 , 是 理论 物理 学 上 的 
重要 贡献 。 直 到 晚年 还 继续 推广 相对 论 , 研究 
统一 场 论 . 

{&] [1] P. Frank, Einstein, his life and time, 
Knopf, 1947; [2] BAMT4Y 22 4 78 I-IV, di 
with, 1922—24; [3] А. Einstein, The meaning of 
relativity, Princeton Univ. Press, BEM, 1956; [4] C. 


Seelig, Albert Einstein, eine dokumentarische Biographie, 
Europa Verlag, Zürich, 1954. 


Euler, Leonhard (1707, 4, 15— 1783, 9, 
18), 生 于 瑞士 的 巴塞 尔 (Bascl), 是 在 Bernoulli 
家 族 的 数学 学 者 们 的 影响 下 成 长 起 来 的 。1726 
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同年 被 Friedrich 大 王 请 到 柏林 , 在 柏林 科学 院 
一 直 工作 到 1766 年 ,同年 再 回 到 彼得 堡 。 虽然 
他 在 1735 年 右 眼 失明 ,第 二 次 到 彼得 堡 之 后 不 
久 左 眼 也 失明 了 , 但 是 他 研究 的 劲头 并 没有 减 
99, HE) 1783 年 在 彼得 堡 逝 世 ,始终 以 旺盛 的 
精力 坚持 学 术 研究 活动 . 

Euler 是 十 八 世纪 数学 学 者 的 中 心 人 物 ,他 
的 工作 关系 到 数学 的 各 个 领域, 特别 是 把 由 
Bernoulli 家 族 继承 下 来 的 Leibniz 学 派 的 分 析 
学 的 内 容 进 行 整理 ， 为 十 九 世纪 数学 的 发 展 打 
下 基础 ， 在 物理 学 、 力 学 的 应 用 方面 有 很 大 贡 
Ж. Euler 还 把 微分 积分 法 在 形式 上 进一步 发 展 
到 复数 的 范围 ， 并 对 偏 微分 方程 \ 燃 圆 函数 论 、 
变 分 法 等 的 创立 与 发 展 留 下 先驱 的 业绩 。 只 是 
在 从 十 九 世纪 开始 的 “注意 严密 性 "方面 ， 感 到 
KE. Eule 的 业绩 是 很 多 的 ,他 的 全 集 的 发 行 
到 今天 还 没有 完结 . 


(S) (1) L. Euler, Opera omnia (B 733 f, 
1911—1947, БЕТЕ 40 Ж), Society of Swiss Natura 
lists. 


Fermat, Pierre de (1601, 8, 20—1665, 1, 
12), ВОР Ж. ETEF (Toulouse) Mf 
近 的 一 个 皮革 商人 家 庭 。 他 学 习 法 律 学 并 担任 
过 律师 ，1631 年 以 后 担任 图 卢 兹 地 方 议会 议 
员 ， 业 余 研究 数学 ， 其 成 果 发 表 在 书信 中 , 没 
有 公开 出 版 蔬 。 死 后 ，1679 年 其 子 将 手稿 作 
为 “Varia Opera” 公 开 出 版 。 他 受到 由 Bachet 
(1581—1638) 翻译 的 Diophantus 数论 (1621 
年 出 版 ) 的 启发 , 研究 数论 , 开辟 近代 数论 , 使 
Fermat 之 名 不 朽 。 他 提出 的 著名 “Fermat KE 
理 " 是 尚未 解决 的 问题 (一 Fermat 问题 )， 他 用 
Apollonius 的 圆锥 曲线 理论 开始 研究 解析 几何 ， 
并 讨论 切线 、 极 大 〈 小 ) 法 以 及 求 积 法 ， 成 为 
微 积 分 学 的 先驱 者 。 他 与 R. Descartes 不 同 ， 
与 其 说 他 批判 希 腾 数学 ， 倒 不 如 说 他 以 复兴 为 
主要 上 的 ,因此 他 的 学 风 , 古 典 色彩 浓厚 。 在 光 
学 方面 ，Fermat 原理 即 关于 光线 通道 的 最 小 作 
用 定律 是 很 重要 的 . 


($] [1] Р. Fermat, Oeuvres. 1—У and supple 
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ment, edited by P. Tannery and C. Henry, Gauthier-Villars: 
1891—1922, 


Fourier, Jean Baptiste Joseph (1768, 3, 
21—1830, 5, 16), Æ FARRE (Auxerre), 
颖 裁 之 子 , 在 八 岁 时 成 为 弧 儿 ,但 他 的 才华 受到 
重视 ，1790 年 成 为 工科 大 学 的 教授 . 1798 年 
参加 拿破仑 的 远征 埃及 军 , 与 G. Monge 等 
人 一 起 致力 于 文化 工作 ， 归 国 后 当 了 伊 泽 尔 
(sr) 县 地 方 长 官 。 拿破仑 垮台 后 ， 他 失去 
职位 ， 但 后 来 由 于 研究 热传导 取得 的 成 果 被 推 
荐 到 法 国 科学 院 ，1827 年 当选 为 法 国 科学 院 
(Académie Française) ВЕ. 

他 从 1800 年 开始 研究 热传导 ，1811 年 因 
解答 科学 院 提出 的 问题 而 获 科学 院 奖 ([1] 的 
第 1 卷 )、 他 引入 热传导 方程 * 且 得 到 在 各 种 边 
界 条 件 ' 下 的 解答 。 同 时 ,他 提出 任意 函数 可 用 
三 角 级 数 表示 (一 Fourier RRO), JERET ADT 
学 的 新 时 代 , 但 证 明 不 严密 . 


[Ë) (1) J.B. J. Fourier, Oeuvres 1, H, edited 
by G. Darboux, Gauthier-Villars, 1888—1890; (2) ДЖ 
WB, ЗСЗ о 09, H, 1943. 


Galois, Evariste (1811, 10, 25—1832, 5, 
31)， 生 于 巴黎 郊区 的 布尔 格 -和 勒 雷 恩 (Bourg. 
la-Reine)， 中 学 时 代 发 表 有 关 循 环 连 分 数 的 论 
文 (1828), 并 向 法 国 科学 院 提出 方程 论 方面 
的 论文 , 但 由 于 审查 人 丢失 没有 能 发 表 ， 1829 
年 报考 工科 大 学 ， 失 败 后 ， 人 师范 学 校 (École 
Normale), 因 参 加 政治 运动 ， 受 退学 处 分 ， 人 
狱 ,释放 后 不 久 , 死 于 决斗 中 . 

在 决斗 前 夕 ， 他 把 他 的 研究 提纲 和 手稿 留 
给 友人 A. Chevalier, 后 经 J. Liouville 整理 登 
ҖОР “J. Math. Pures Appl, 11 (1846)", 其 
内 容 是 引进 群 ' 的 概念 及 实质 上 关于 代数 方 
程 的 Galois Hit’, 并 指出 同样 思想 可 应 用 
于 Abel 积分 + 的 问题 。 手稿 中 还 有 “不 确定 性 
(ambiguity) 理论 "的 提 法 ， 这 可 能 是 企图 用 司 
样 的 思想 研究 代数 函数 论 . 


[$8] [1] Е. Galois, Oeuvres mathématiques, edited 
by E. Picard, Gauthier-Villars, 1897; [2] F. Klein, 
Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 


19. Jahrhundert 1, Springer, 1926 (Chelsea, 1956); [3] 
AAG, SERCH IR, Wi, 1943; [4] R. Bourgne 


+1. P. Azra, Ecrits et mémoires mathématiques d’Evariste 
Galois, Gauthier-Villars, 1962. 


Gauss, Carl Friedrich (1777, 4, 30—1855, 
2, 23)， 生 于 德国 不 伦 瑞 克 (Braunschweig) 的 
一 个 贫寒 家 庭 。 幼 年 时 就 显示 出 非凡 的 数学 才 
能 ， 得 到 Сап Wilhelm Ferdinand 大 公 的 赏 
识 ， 在 他 的 支持 下 ，1795 一 1798 年 在 格 延 根 
(Gottingen) 大 学 学 习 , 1799 年 因 证 明代 数学 的 
基本 定理 而 获得 哈 勒 (Halle) 大 学 的 博士 学 位 、 
从 1807 年 起 到 1855 年 逝世 ， 他 一 直 担任 格 延 
根 天 文 台 台 长 兼 大 学 教授 . 

1796 年 3 月 30 日 他 发 现 用 直 尺 和 圆规 作 
3E 17 边 形 图 形 的 可 能 性 ,据说 这 成 为 他 研究 数 
学 的 起 因 ，1801 年 出 版 的 《算术 研究 》(Disqui- 
sitiones arithmeticae), 开辟 了 数论 研究 的 全 新 时 
代 。 除 此 以 外 ， 在 纯粹 数学 方面 ， 对 非 Euclid 
几何 、 超 几何 级 数 、 复 变 函 数论 ,椭圆 函数 论 等 
都 作 了 卓越 的 研究 。 在 应 用 数学 方面 , 对 天 文 
学 、 测 地 学 、 电 磁 学 都 有 不 朽 的 贡献 ， 他 还 研究 
与 数学 应 用 有 关 的 最 小 二 乘法 、 曲 面 论 、 位 势 
论 等 。 他 特别 重视 作品 的 完善 ,因此 ,发表 的 论 
文 比 他 的 研究 工作 要 少 得 多 ， 但 研究 项 目 可 在 
他 的 日 记 和 书信 中 厚 到 。 他 的 全 集 包括 日 记 、 
书信 共计 十 二 卷 ， 他 是 十 九 世纪 前 半 世 纪 最 伟 
大 的 数学 家 ， 


(£) [1] C. Е. Gauss, Werke 1—XII, Königlichen 
Gesellschaft der Wissenschaften, Gottingen, 1863—1933, 
[2] C.F. Gauss, Disquisitiones arithmeticae, Yale Univ- 
Press, 1966; [3] Е. Klein, Vorlesungen über die En- 
twicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert 1, U, Sp- 
ringer, 1926—1927 (Chelsea, 1956); [4] ЖИЙ, Ж 
{HRB OM, FH, 1943; [5] H. Reichardt #, Gauss 
Gedenbfand, Leipzig, 1957. 


Hilbert, David (1862, 1, 23—1943, 2, 24), 
生 于 德国 的 科 尼 斯 堡 (Königsberg), 1882— 
1885 年 在 科 尼 斯 堡 大 学 学 习 。 从 那 时 起 与 H. 
Minkowski 结交 成 终生 好 友 。1885 年 写 出 不 变 
式 论 的 论文 ， 在 科 尼 斯 堡 大 学 获得 博士 学 位 ， 
1892 年 任 该 大 学 教授 ，1895 年 直至 去 世 任 格 
延 根 (Gauingen) 大 学 教授 ，、1890 一 1893 年 得 
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到 不 变 式 + 论 的 基本 定理 。 接着 开始 几何 学 基 
础 和 代数 数论 的 研究 。 对 前 者 ,在 《几何 基础 》 
(Grundlagen der Geometrie， 第 一 版 ，1899) 一 
书 中 给 出 Euclid 几何 学 完全 的 公理 体系 ， 并 
进行 了 逻辑 的 检验 。 对 后 者 , 他 在 不 朽 的 著作 

《 数 的 报告 》(Zahibericht，1897)》 一 书 中 , 把 直 

到 前 一 世纪 为 止 所 知 代数 数论 的 全 部 重要 结 

果 ， 归 纳 成 为 一 个 体系 。 在 数论 中 ， 他 对 类 域 

论 + 的 猜想 具有 重大 的 意义 。 1900 年 在 巴黎 国 

际 数学 家 会 议 上 ,他 提出 二 十 三 个 “数学 问题 ”， 

作为 新 世纪 数学 研究 的 目标 。 1904 一 1906 年 ， 

他 研究 位 势 论 ' 的 Dirichlet 原理 ?和 变 分 法 的 

直接 法 '。 1909 年 确立 Hilbert 空间 * 论 的 基 

ш. 1910 年 以 后 ， 他 致力 于 数学 基础 论 的 研 

究 ,提倡 形式 主义 ?的 观点 ， 他 是 本 世纪 前 半 世 

纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 . 

表 1 Hilbert 的 数学 问题 

《1) 证 明 连 续 统 假设 (一 公理 集合 论 ) 

《2) 算术 公理 系 的 相 容 性 (一 数学 基础 [形式 
XI). 

(3) 只 根据 合同 公理 证 明 底面 积 相等 \ 高 相等 
的 两 个 四 面体 有 相等 的 体积 是 不 可 能 
的 (一 几何 基础 )， 已 解决 (M，Dehn, 
1900), 

《4) 两 点 之 间 的 直线 段 是 这 两 点 之 间 的 最 短 
距离 的 几何 学 结构 的 研究 (一 几何 基础 ). 

(5) 拓扑 群 成 为 Lie 群 的 条 件 (一 拓扑 群 ). 
已 解决 (A. M. Gleason, D. Montgomery, 
L. Zippin, 1952; iliz3E E, 1953), 

(6) 对 数学 起 着 重要 作用 的 物理 学 的 各 分 支 
的 公理 化 . 

(7) 某 些 数 的 超越 性 的 证 明 ( 一 超越 数 ). 已 
解决 (Olin, 2°? 的 超越 性 已 经 证 明 ，A. 
Гельфонд, 1934; Th. Schneider, 1935), 

(8) 素数 的 分 布 问题 ,特别 是 Riemann 猜想 的 
证 明 (一 函数 )。 未 解决 . 

《9) 一 般 互 反 律 (一 类 域 论 )。 已 解决 (高 本 
SUA, 1921; E. Artin, 1927). 

(10) 通过 有 限 步骤 ,判定 不 定 方程 是 否 存在 有 
理 整数 解 (一 判定 问题 ; 数 的 几何 )。 对 


含 两 个 未 知 数 的 方程 已 得 到 肯定 解决 (A. 
Baker, Philos. Trans, Roy. Soc. London, 
(A) 263, 1968); 对 一 般 情况 得 到 否 
Rk. (IO. B. Матиясевич, 1970), 

(11) 一 般 代数 数 域内 的 二 次 型 论 (二 二 次 型 ). 

(12) 类 域 的 构成 问题 (= 复数 乘法 论 )， 未 解 
ж. 

(13) 一 般 的 七 次 代数 方程 ,以 2 变量 连续 函数 
的 组 合 进行 求解 是 不 可 能 的 。 一 般 得 到 
FERR. B. И. Арнольд 证 明了 每 个 
在 [0, 1] 上 连续 的 实 函 数 Као хз) 


, 
可 表 为 如 下 形式 : > А х:)› 2)» 
全 


这 里 A, 和 ¿ RERKBR AH 
Колмогоров 证 明 f(zo xis х) TAS 


成 Ў баб) + ваба) + ваб) 6 


形式 , 这 里 A, M gi 是 连续 实 函数 , gu 可 
选 得 完全 与 了 无 关 (Докл. Акад. Наук 
CCCP, 114 (1957)). 

(14) BUE KR ro os z 是 ”个 变量 ， 
fs c te) 是 k[zo rs xal G = 
1，.…，m) 上 的 多 项 式 。 又 设 R 是 由 
КХХ) ERA F(X 
Xn) 构成 的 环 ， 并且 Fis o fm)€ 
kizo tts х,]. 试问 环 尺 是 否 能 用 有 限 
个 元 素 生成 ? 已 否定 地 解决 ОКШ TUE, 
Amer. J. Math., 81 (1959)), 

(15) 建立 代数 几何 学 的 基础 (一 代数 几何 学 ). 
已 解决 (B. L. van der Waerden, 1938— 
1940; A. Weil, 1950; 其 他 ). 

(16) 代数 曲线 和 曲面 的 拓扑 研究 . 

(17) Ка, tis te) 为 实 系数 的 有 理 函 数 且 
对 任意 = 个 实数 (zo o z) REH. 
确定 函数 f 是 否 能 写成 有 理 函数 的 平方 
和 (一 域 )， 已 肯定 地 解决 (E，Artin， 
1927), 

(18) 把 = 维 Euclid 空间 表示 为 不 相交 的 并 集 


Uri, 这 里 每 个 Р, 合同 于 给 定 的 多 面体 


— 


= 
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as 
(19) 确定 正则 变 分 问题 的 解 是 否 总 是 解析 函 
数 (一 椭圆 型 偏 微分 方程 )。 已 解决 (5. 
Bernstein, И. Г. Петровский 3). 
(20) 研究 一 般 边 值 问题 (一 椭圆 型 偏 微 分 方 
#, Dirichlet 问题 ). 
QU) 具有 给 定 奇 点 和 单 值 群 的 Fuchs 类 的 线 
性 微分 方程 是 否 存在 ?〈 一 线性 常 微分 方 
程 的 大 范围 理论 ) CLADE (Н. Röhrl F, 
1957), 
(22) 用 自 守 函数 将 解析 函数 单 值 化 (一 Ric- 
mann W). 对 一 个 变量 的 情况 ,已 解决 
(P. Koebe, 1907), 
(23) 发 展 变 分 学 的 方法 研究 (一 变 分 法 ). 
[8] [1] D. Hilbert, Gesammelte Abhandlungen 
1—10, Springer, 1932—1935 (Chelsea, 1967); [2] D. 
Hilbert, Grundlagen der Geometrie，Teubner， 第 七 版 ， 
1930; [3] D. Hilbert, Grundzüge der allgemeinen The 
orie der linearen Integralgleichungen, Teubaer， 第 二 版 ， 
1924 (Chelsea, 1953) [4] D. Hilbert - W. Acker. 
mano, Grundzüge der theoretischen Logik, Springer, 第 三 
Mi, 1949; CAPRA: Principles of mathematical logic, 
Chelsea, 1950), [5] D. Hilbert - P. Bernays, Grund. 
lagen der Mathematik, Springer, 第 二 版 ,1 1968; I1, 1970, 
[6] F. Klein, Vorlesungen über die Entwicklung der 
Mathematik im 19. Jahrhundert I, Springer, 1926 (Chel- 
sea, 1956); [7] H. Weyl, David Hilbert and his ma 
thematical work, Bull. Amer. Math. Soc., 50 (1944), 
612—654, [8) C. Reid, Hilbert, With an appreciation 


of Hilbert’s mathematical work by H. Weyl, Springer, 
1970. 


Jacobi, Carl Gustav Jacob (1804,12, 10— 
1851，2，18)， 生 于 德国 波茨坦 (Potsdam) Ж 
其 的 银行 家 家 庭 ， 受 过 良好 的 家 庭 教育 与 多 方 
面 的 高 度 培养 。 人 柏林 大 学 ,自学 L. Euler 的 
数学 书 。1825 年 得 博士 学 位 , 次 年 任 科 尼斯 堡 
(Kenigsberg) 大 学 兼职 讲师 , 1831 年 为 教授 , 此 
后 十 七 年 间 ,在 这 大 学 里 一 直 精力 充沛 努力 工 
作 , 产 生 了 相当 大 的 影响 。 晚 年 健康 欠 佳 ,财产 
损失 ， 由 于 政治 上 的 原因 遭 到 不 幸 , 1843 年 以 
后 没有 成 绩 , 47 岁 种 天 花 去 世 .。 

由 于 性 格 强硬 ， 有 时 受到 人 们 的 反感 . 
但 很 早 就 结识 N. H. Abel, 晚年 又 与 P. G. L. 
Dirichlet 友好 ,他 的 数学 著作 虽然 缺乏 形式 的 完 


整 性 和 严密 性 ,但 在 很 多 方面 富有 创造 性 、 意 义 
RE. 著名 的 贡献 有 函数 关系 的 Jacobi 行列 
式 + 及 动力 学 上 的 Hamilton-Jacobi 方程 ' 等 , 在 
椭圆 隔 数 ' 论 上 的 贡献 特别 显著 ,这 方面 初期 的 
研究 情况 ,汇总 在 [2] th. 

[$8] [1] C. W. Borchardt-K. Weierstrass fg, K. 
G. J. Jacobi's gesammelte Werke I—VIl, Verlag von G. 
Reimer, Berlin, 1881—91 (Chelsea, 第 二 版 1969), 
[2] C. G. J. Jacobi, Fundamenta nova theoriac func- 
tionum ellipticarum, Bor&tráger 1829, [3] F. Kleim 
Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 
19. Jahrhundert I, I, Springer, 1926—27 (Chelsea, 1956), 
[4]. BARS, КЧР ТЕН, Мн, 1943. 


Klein, Felix (1849, 5, 25—1925, 6, 22). 
十 九 世纪 后 半期 在 德国 起 领导 作用 的 数学 家 之 
一 , 生 于 杜 塞 尔 多 夫 〔Dasseldorf), 毕业 于 波恩 
(Bonn) X^, 曾 在 巴黎 学 习 .1872 年 , 成 为 埃 尔 
兰 根 (Erlangen) 大 学 教授 , 1896 4E, ERER 
(Geattingen)》 大 学 教授 ,直至 逝世 ， 他 在 数学 上 
的 贡献 是 多 方面 的 ， 但 主要 还 是 在 几何 方面 . 
在 埃 尔 兰 根 大 学 就 职 演讲 中 ， 他 从 群 论 的 观点 
出 发 ， 给 出 当时 所 知 的 几何 学 各 分 支 的 鸟 同 
图 , 称 为 埃 尔 兰 根 纲领 +， 在 这 个 纲领 中 , 他 指 
出 Euclid 几何 学 和 非 Euclid 几何 学 都 属于 射 
影 几何 学 。 他 在 晚年 的 演讲 ([4]) 中 ， 追 述 了 
自己 花费 最 大 精力 的 是 自 守 函 数 "的 研究 ， 这 
些 演讲 ， 作 为 十 九 世纪 的 数学 史料 是 重要 的 . 
他 对 数学 教育 的 改革 也 很 关心 ， 这 些 演讲 就 是 
为 教育 工作 者 而 作 的 。 他 是 德国 改革 数学 教育 
的 领导 者 ， 


{&] [1] F. Klein, Gesammelte mathematische 
Abhandlungen 1—1, Springer, 1921—1923; [2] R. Fric 
ke-F. Klein, Vorlesungen über die Theorie der automorp 
hen Funktionen, Teubner, 1, 1897, 11,1901; [3] Е. Klein. 
Elementarmathematik von höheren Standpunkte aus, 1—11, 
Springer, 1924, 1925, 1928, [4] F. Klein, Vorlesungen 
über die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert 
1, II, Springer, 1926—27 (Chelsea, 1956) [5] F. Klein, 
Vorlesungen über nicht-Euklidische Geometrie, Springer, 
1928 (Chelsea, 1960); (6] F. Klein, Vorlesungen über 
höhere Geometrie, Springer, 第 三 版 , 1926 (Chelsea, 1957). 


Kronecker, Leopold (1823, 12, 7— 1891, 
12，29)， 生 于 德国 的 布雷 斯 劳 (Breslau) 附近 
的 利 格 尼 茨 〈Licgnitz) (SUR BEE ROSE K JE Ж 
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(Legnica)), 1842 年 人 柏林 大 学 ， 后 来 到 各 地 
大 学 学 习 ， 最 后 在 布雷 斯 劳 得 到 E.E. Kummer 
的 指导 . 1849 年 在 此 以 关于 代数 数 域 中 单位 
(unit) 的 论文 得 博士 学 位 。 其 后 八 年 闻 继 承 伯 
父 家 业 , 专 心 从 事 银行 和 农场 的 管理 ,没有 发 表 
论文 。 1857 年 返回 学 术 界 发 表 用 复数 乘法 ?可 
以 得 到 虚 二 次 域 上 的 Abel 扩张 的 猜想 (所 谓 
“Kronecker 的 青春 之 梦 ”)。1861 年 任 柏林 大 学 
教授 , 终身 任 此 职 。 他 认为 应 该 根据 自然 数 的 
直观 来 严密 地 建立 整个 数学 (一 数学 基础 ), 他 
经 常 与 柏林 大 学 的 同事 K. Weierstrass 等 争论 . 
因 拒 绝 承认 集合 论 ' 中 大 胆 的 新 提 法 ,使 G. 
Cantor 履 惜 。 他 的 名 言 “自然 数 是 上 帝 创造 的 ， 
其 他 是 人 的 事 ” 与 G. Cantor 和 J. W. Dedekind 
的 “自由 性 ”的 主张 形成 对 比 。 他 在 柏林 大 学 讲 
学 ,涉及 到 代数 学 和 分 析 学 的 各 个 方面 ,关于 拓 
扑 学 也 有 开创 些 的 业绩 。 


(8) (1) К. Hensel i, Leopold Kronecker’s Мег 
ke, I—V, Teubner, 1895—1931 (Chelsea, 1968), [2] H- 
Weber, Leopold Kronecker, Jer. D. M. Vi, 2 (1891— 
1892), 5—31, 


Lagrange, Joseph Louis (1736, 1, 25— 
1813，4，10)， 生 于 意大利 的 都 灵 (Turin), 
1753 年 在 当地 的 陆军 学 校 任 教官 ，1766 年 受 
Friedrich KE (1712—1786) 之 聘 移居 柏林 , (Е 
为 L. Euler 的 继承 人 ,担任 柏林 科学 院 数学 部 
主任 。1787 年 迁居 巴黎 , 担任 了 新 建 的 高 等 师 
范 学 校 教授 , 以 后 就 一 直 活跃 在 法 国 . 1790 年 
制定 公制 法 时 ， 他 作为 主要 负责 人 竭尽 全 力 . 
1795 年 工科 大 学 建成 ， 他 担任 第 一 任 校长 . 
Napoléon 时 代 , 被 授予 伯 醋 

在 数学 史上 ， 他 的 地 位 在 L. Euler 和 P. 
S. Laplace 之 间 , 是 十 八 世纪 后 半 世 纪 和 十 九 世 
纪 初 期 大 数学 家 之 一 ， 他 从 研究 等 局 问题 导出 
了 变 分 法 ， 引 进 广义 坐标 而 创立 分 析 力 学 ， 解 
出 所 谓 Lagrange 运动 方程 等 ,在 分 析 学 方面 的 
贡献 是 著名 的 ， 但 在 他 的 业绩 中 代数 的 色彩 很 
浓 。 他 试图 把 微 积 分 学 建立 在 形式 寡 级 数 基础 
上 ([2]). 又 研究 代数 方程 的 代数 解法 ,注意 到 
代数 方程 根 的 置换 群 ,这 可 看 作 是 N. H. Abel, 


Е. Galois 的 工作 的 先驱 . 


[5] [1] J. L. Lagrange, Oeuvres I—XIV, edited 
by M. J. A. Serret, Gauthier-Villars, 1867—1892, (2) 
J. L. Lagrange, Théorie des fonctions analytiques, con 
tenant les principes du calcul différentiel, Paris, 1797. 


Laplace, Pierre Simon (1749, 3, 23—1827, 
3, 5), 生 于 法 国 诺曼底 (Normandy) 的 奥 热 地 
KIER (Beaumont en Auge) 一 个 贫农 家 庭 . 从 
幼年 就 被 认为 富有 才能 ,1767 年 移居 巴黎 ， 得 
到 J. К. d'Alembert 的 帮助 , 任 高 等 师范 学 校 、 
工科 大 学 授 教 .拿破仑 时 代 参 与 政治 , 任 内 务 
KE ARBRHAR. 拿破仑 失败 后 ， 投 奔 
路 易 Louis 十 八 世 门下 ,被 授予 修 历 ,政治 上 没 
有 节操 。 又 在 处 理 先 发 权 等 问题 上 也 有 欠 公 正 
之 处 。 他 在 社会 上 虽 有 很 高 地 位 , 但 晚年 无 亲 
Л.Ж, 

他 的 业绩 使 得 十 七 世纪 开始 出 现 ， 经 十 八 
世纪 Bernoulli KKE L. Euler 等 人 发 展 起 来 
的 分 析 学 形成 一 个 最 高 峰 ， 他 将 分 析 学 的 方法 
应 用 到 天 体力 学 、 位 势 论 和 概率 论 等 方面 都 取 
得 辉煌 成 果 ， 他 又 善 长 写作 ,例如 在 [3],[5] 中 
不 用 数学 公式 而 用 流利 的 文字 来 病 述 所 得 的 结 
Ж. 关于 太阳 系 的 起 源 ,1796 年 他 发 表 星云 假 
说 (所谓 Kant-Laplace 星云 假说 ), 成 为 宇宙 进 


化 论 的 先驱 而 闻名 . 
[8) [1] P.S. Laplace, Oeuvres completes 1—XIV 
Gauthier-Villars, 1878—1912, [2] P. S. Laplace, Më 


canique céleste, Paris, 1798—1825 (Ж ЖЖ: Celestial me 
chanics I—IV, Chelsea, 1966; V (in French), Chelsea, 
1969), [3] Р. S. Laplace, Exposition du système du 
monde, Paris, 1796, (4) Р. S. Laplace, Théorie analy 
tique des probabilités, Courcier, 1812, 第 三 版 1820; (5) 
P. S. Laplace, Essai philosophique sur les probabilités, 
Courcier, 1814. 


Lebesgue, Henri Léon (1875, 6, 28—1941. 
7,26), Е Lebesgue 143 И) Gl ke ЖП А, 
是 本 世纪 法 国 最 有 影响 的 分 析 学 家 之 一 。 他 具 
有 基于 直观 几何 概念 的 深刻 的 洞察 力 ， 给 分 析 
学 开辟 了 新 时 期 。 他 对 Lebesgue 积分 的 最 初 研 
究 是 关于 长 度 和 面积 的 博士 论文 ([1])， 这 一 
理论 不 仅 是 现代 积分 论 的 开端, 而 且 也 是 Fou 
пег 级 数理 论 和 位 势 理 论 发 展 的 转折 点 ， 在 拓 
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扑 学 中 ， 紧 性 的 定义 和 紧 集 的 Lebesgue 数 "的 
引入， 是 他 的 重要 贡献 。 他 把 能 够 分 别 指名 
《法 nommer). 的 数学 实在 看 作为 客观 存在 (法 
他 一 面 文 持 法 国 经 验 主 义 、 
一 面 却 采取 比 E. Borel, R. Baire 更 加 唯心 的 
立场 (一 [21, (41). 他 长 期 是 巴黎 大 学 和 法 国 
公 学 的 教授 。 在 第 二 次 世界 大 战 中 ， 因 病 去 
t. 


(5) (1] H. Lebesgue, Intégrale, Longueur, aire, 
Ann. Mat. Pura Appl, (3) 7 (1902), 231—359; [2] 
H. Lebesgue, Sur les fonctions représentables analytique 
ment, J. Math. Pures Appl. (6)1 (1905), 139—216; (3) 
Н. Lebesgue, Leçons sur I’ intégration et la recherche des 
fonctions primitives, Gauthier-Villars, 35—1& 1904, 第 二 
版 1928; [4] Cinq Lettres sur la théorie des ensembles, 
in E. Borel, Legons sur la théorie des fonctions, Gauthiec 
Vitlars， 第 四 版 1950, note IV, P. 153—156. 


existence effective), 


Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646, 7, 1— 
1716, 11, 4) ,为 德国 的 百科 全 书 式 的 天 才 。 莱 
比 锡 (Leipzig) 某 大 学 教授 之 子 。 他 一 面 从 事 
政治 ,外 交 活动 ， 一 面 对 各 种 科学 技术 有 创造 
性 的 贡献 。 他 的 遗 稿 分 类 整理 为 神学 ,后 学, 数 
学 ,自然 科学 、 历 史 和 技术 等 41 个 项 目 ,但 完整 
的 全 集 尚未 出 版 ，1666 年 ， 他 在 阿尔 特 多 夫 
(Altdorf) 大 学 毕业 , 著 “Ars combinatoria" 一 节 ， 
企图 以 数学 为 标准 将 一 切 学 科 体 系 化 .1672 一 
1676 年 在 巴黎 时 ， 在 政治 余 最 ,他 得 到 C. 
Huygens 的 指导 ， 研 究 R. Descartes, B. Pascal 
等 的 著作 ,发 现 微 积分 学 的 基本 定理 ,引入 巧妙 
的 记号 建立 了 微 积分 学 的 基础 。 1676 年 以 后 ， 
跟随 Hanover 侯 历 从 事 历史 编 篆 . 另 一 方面 ,他 
想 要 扬弃 机 械 论 的 近世 哲学 与 目的 论 的 中 世纪 
哲学 ,调和 新 教 旧 教 的 纷争 ,并 且 为 发 展 科学 制 
订 了 世界 科学 院 的 计划 ,还 想 建立 通用 符号 \ 通 
用 语言 以便 绕 一 一 切 学 科 , 有 无 穷 的 梦想 .他 
建立 了 统一 新 旧 哲 学 的 单子 论 (monadism). 
1700 年 在 他 的 影响 下 创立 柏林 科学院 。 他 的 
符号 逻辑 和 计算 机 的 构思 ， 到 他 死 后 才 结 出 丰 
MORF. 


(8) [1] C. I. Gerhardt f, Leibnizens mathema- 
tische Schriften I—VII, Н. W. Schmidt, 1849— 1863, [2] 
C. L. Gerhardt #@, G. W. Leibniz, Philosophische Schrit- 
ten I—VUl, Berlin, 1875—1890; [3] FHAA, 24 


Z= z, ULM, 1938, 


Lie, Marius Sophus (1842,12,17—1899,2, 
18), SUC. 作为 Lie 群 论 的 创始 人 而 
闻名 。 1869—1870 年 他 与 F，Klein 一 起 研究 
球面 几何 学 时 , 得 到 连续 群 的 概念 。 这 成 为 
EX Klin 完成 埃 尔 兰 根 纲领 '(1872) 的 主要 
原因 . 他 研究 的 “连续 群 "， 就 是 现今 所 谓 的 
局 部 Lie 变换 群 。 他 使 用 几何 学 的 概念 和 分 
析 学 的 方法 (特别 是 微分 方程 论 ), 发 展 他 的 理 
论 , 建 立 几 何 学 的 基础 ,并 把 它 运用 于 微分 方程 
论 等 。 这 些 工作 的 意义 在 他 生前 未 得 到 足够 重 
视 ,经 二 十 世纪 初 由 E. Cantan, Н. Wey! 等 完 
成 了 Lic 群 论 ， 到 本 世纪 中 期 才 弄 清 作为 Lie 
群 的 拓扑 群 的 特性 。 1872 年 他 担任 克里斯蒂 
安 尼 亚 (Christiania) ( 现 名 奥斯陆 》 大 学 教授 ， 
终身 任 此 职 . 


СФ) (1) F. Engel- P. Heegaard 编 ，Sophus Lie, 
Gesammelte Abhandlungen I-VI, Teubner, 1922—1937, 
[2] S. Lie- F. Engel, Theorie der Tramformationsgrup 
pen 1—IN, Teubner, 1888—1893, [3] S. Lie-G. Schef 
fers, Vorlesungen über continuierliche Gruppen, Teubner, 
1893 (Chelsea. 第 二 版 ，1971)。 


Newton, Isaac (1642, 12, 25—1727, 3,20), 
英国 数学 家 、 物 理学 家 . ETHER (Lincoln- 
shire) HERRE (Woolsthorpe) 村 ,为 自 耕 
RLF. 1661 年 进 剑桥 大 学 学 习 , 深 受 几何 学 
教授 l. Barrow 的 影响 ,开始 研究 J. Kepler 的 
光学 和 R. Descartes 的 几何 学 . 

1665 Æ, 发 现 了 二 项 式 定理 ， 同年 , OH 
避 鼠 疫 而 回 到 故乡 ,开始 三 大 发 现 的 工作 , 即 光 
的 光谱 分 解 、 万 有 引力 定律 和 微 积分 学 。 1667 
年 回 到 剑桥 大 学 ， 翌年 发 明 反 射 望 远 镜 , 提倡 
光 的 粒子 学 说 .在 这 期 间 ,1667 年 作为 Barrow 
的 继承 人 任 剑 桥 大 学 教授 ,讲授 光学 ， 同 时 , 推 
进 微 积分 学 的 研究 。 在 Barrow 关于 微分 ,积分 
互 为 逆 运 算 的 观点 以 及 对 无 穷 级 数 研究 的 引导 
To Newton 得 到 了 微 积 分 学 的 基本 定理 *， 稍 
后 G. W. Leibniz’ 也 得 到 了 同样 定理 。 两 人 
后 来 为 优先 权 问 题 曾 接连 不 断 发 生 争 论 ， 但 两 
人 的 发 现 是 独立 的 。 由 于 Leibniz 的 符号 法 较 
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Rik, AOE Н ЖИВ: РЕЙ ЖЛЕ 
有 直接 影响 。Newton 在 其 主要 著作 《自然 后 学 
的 数学 原理 》(Principia Mathematica Philosophiae 
Naturalis, 1686—1687) 一 书 中 完成 了 对 于 日 心 
地 动 说 的 力学 解释 ， 把 Kepler 的 行星 运动 规 
fh, Galilei 的 运动 论 和 Huygen 的 振动 论 等 统 
一 成 为 Newton 力学 的 三 定律 . 这 些 定律 是 支 
配 从 地 面 到 天 体 的 力学 现象 的 普遍 自然 规律 ， 
是 Descartes 探索 自然 数学 结构 思想 的 最 高 、 最 
有 力 的 体现 ， 对 以 后 自然 科学 的 发 展 给 予 了 最 
本 质 的 影响 而且 书 的 写法 仿照 Euclid 的 《 几 
何 原本 》(Seoicheia)， 也 明显 地 并 明了 他 的 哲学 
MA. : 

1695 4£, Newton 移居 伦敦 ， 专 心 研究 神 
学 ， 历 任 造 币 局 局 长 、 皇家 学 会 会 长 (1703 一 
1727)， 虽 说 他 脱离 了 科学 ,但 仍 留 下 了 很 多 几 
何 学 研究 笔记 ， 


(8) [1] D. T. Whiteside (ed.), Sir Isaac Newton, 
Mathematical Works, Johnson Reprint, 1, 1964, 11, 1969, 
[2] D. T. Whiteside (ed.), Sir Isaac Newton, Mathema- 
tical papers, Cambridge Univ. Press, 1, 1967, П, 1968, Ш, 
1969, IV—VIIE in Press 3] 1. Newton, Philosophiae 
ipia math a, London, 1687 (RRA: 
Mathematical principles of natural Philosophy, trans. by 
А. motte in 1729, Univ. of California press, 1934), [4] 
Sir David Brewster, Memoirs of the Life, writings and 
discoveries of Sir Isaac Newton, Constable, Edinburgh 
1955, 
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Pascal, Blaise (1623, 6, 19—1662, 8, 19), 
生 于 法 国 中 部 的 克 莱 蒙 费 朗 (Clermont-Ferrand), 
幼年 谈 母 ,由 其 父 Etienne Pascal (Pascal 的 蜗牛 
线 ' 的 发 现 者 ) 教养 ， 少 年 时 代 就 在 数学 上 显 
示 了 出 众 的 才能 。1640 年 , 受 G. Desargues 的 
影响 ,发 现 关于 圆锥 曲线 的 Pascal E’, 1642 
年 , 发 明了 一 种 计算 器 。 1646 年 闻 知 Toricelli 
的 实验 以 后 ,对 流体 理论 发 生 兴趣 ,亲自 作 了 很 
多 流体 实验 ,对 于 当时 还 很 流行 的 “自然 厌恶 真 
空 ,因而 真空 实际 不 存在 ”的 说 法 予以 有 力 的 驱 
FRR Pascal 原理 ”:“ 流 体内 任意 点 上 的 压力 
等 于 其 上 方 流体 的 重量 ， 且 在 任意 方向 上 的 作 
用 都 一 样 .“ 据 此 解释 大 气 和 其 他 流体 的 各 种 现 
象 , 建立 了 流体 静 力学 的 基础 。 在 1652—1654 


E, 出 入社 交界 , 接着 于 1654 年 献身 于 宗教 事 
Ay, 进 Jansen 派 的 修道 院 , 就 在 那里 度 过 他 的 
余年 。 在 这 以 前 , 就 赌博 问题 , 他 同 P. Fermat 
进行 通信 ,成 为 概率 论 的 开始 .与 此 相关 ,他 研 
究 Pascal 三 角形 + 的 性 质 。 在 研究 中 ， 他 自觉 
地 使 用 和 系统 地 阐述 了 数学 归纳 法 '。 还 推出 
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在 修道 院 ， 他 发 表 了 “Lettres provinciales" 
(1657)， 在 这 里 ， 他 同 Jésuite 学 派 进 行 论战 . 
在 遗 著 “Penstes” 中 ,可 以 看 到 他 对 宗教 的 思索 
是 很 深 的 。 但 即使 到 了 晚年 ， 仍 然 没 有 放弃 
数学 . 1658 年 ,他 求 出 摆 线 ?和 它 的 底线 或 者 和 
同 它 底线 平行 的 直线 围 成 的 图 形 的 面积 及 其 重 
心 ; 解决 了 求 这 种 图 形 绕 这 一 直线 旋转 得 到 的 
旋转 体 的 体积 等 问题 ， 留 下 了 微 积分 学 先驱 的 
业绩 , 使 得 G. W. Leibniz 有 可 能 发 现 微 积分 
学 基本 定理 。 关于 公理 论 ，Pascal 也 有 明快 的 
思想 。 


СФ] [1] L. Brunschwicg fÑ, В. Pascal, Oeuvre 
1—XIV, Hachette, Paris, 1904—1914; [2] J. Chevalier 
编 ，B. Pascal, Oeuvres completes, Bibliothèque de И 
Gallimard, 1954, [3] Алф, ASCHER 1959, 


Poincaré, Henri (1854, 4, 29—1912, 7, 
17), 生 于 法 国 南 锡 (Nancy)， 毕 业 于 工科 大 学 
(Ecole Polytechnigue) 和 矿山 学 院 (École des 
Mines), 1879 年 任 卡 昂 (Caen) 大 学 教授 ,1881 
年 任 巴 黎 大 学 教授 , 1887 年 为 科学 院 (Académic 
des Sciences) 院士 , 1908 年 为 法 国 科学 院 САса- 
démie Frangise) 院士 ,后 在 巴黎 去 世 . 

他 的 工作 涉及 数学 各 个 分 支 ， 但 以 分 析 学 
及 其 在 理论 物理 学 上 的 应 用 为 中 心 。 特 别 著名 
的 是 在 1880 年 以 后 ,创立 自 守 函 数 "理论 ,解决 
了 解析 函数 的 单 值 化 ?问题 。 关 于 三 体 问题 "的 
论文 ,1889 年 获得 瑞典 国王 的 Oscar 奖 .在 他 的 
三 卷 《天 体力 学 之 新 方法 》(Mécanique céleste, 
1892—1899) 中 陈述 的 方法 ， 为 天 体力 学 开辟 
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了 新 时 代 。 此 外 , 开辟 了 代数 拓扑 学 ?的 道路 ， 
对 相对 论 ' 和 量子 理论 也 作出 具有 启发 性 的 
贡献 .他 主张 为 科学 而 科学 ([4])， 他 也 有 论 
述 自然 科学 和 数学 基础 的 哲学 著作 。 文章 简 
上 明 , 受 人 欢迎 。 


[S] [1] H. Poincaré, Oeuvres I—XI, Gauthier 
Villars, 1916—1956; [2] H. Poincaré Les méthodes 
nouvelles de la mécanique céleste 1, IL, Ш, Gauthier 
Villars, 1892—1899; [3] Н. Poincaré, Science et hypo 
thèse, Flammarion, 1903; [4] H. Poincaré, La valeur 
de la science, Flammarion, 1914; [5] Н. Poincaré. 
Science et méthode, Flammarion, 1908. 


Riemann, Georg Friedrich Bernhard 
(1826, 9, 17—1866, 7, 20)， 生 于 德国 汉诺威 
(Hannover) 的 布雷 塞 伦 菊 〈Bresclenz)， 为 牧师 
之 子 .在 格 廷 根 (Gatingen) 大 学 和 柏林 大 学 学 
“ 习 ，1851 年 在 格 廷 根 大 学 获得 博士 学 位 ,1854 
年 任 该 大 学 兼职 讲师 ，1857 年 任 副 教授 ，1859 
年 作为 P. G. L. Dirichlet 的 继承 人 任教 授 . 
由 于 患 肺病 , 1862 年 开始 过 疗养 生活 ， 死 时 年 
仅 四 十 岁 。 短 短 一 生 中 , 在 数学 各 领域 作出 了 
划时代 的 贡献 ， I 

1851 年 的 博士 论文 给 出 了 关于 保 角 映射 
的 基本 定理 ， 是 几何 函数 论 的 基础 。， 在 
1854 年 的 就 职 论文 中 ,定义 了 Riemann 积分 +， 
给 出 关于 三 角 级 数 收敛 的 Riemann 条 件 ， 同 年 
在 就 职 演讲 中 ,讨论 了 几何 学 的 基础 ,引入 ” 维 
流 形 * 和 Riemann 空间 + 的 概念 ,并 定义 Riemann 
空间 的 曲率 。 1857 年 在 关于 Abel 函数 ?的 论 
文中 ,引入 Riemann 面 的 概念 ,使 Abel 积分 和 
Abel 函数 的 理论 系统 化 。 1858 年 在 关于 素数 
分 布 的 论文 中 ， 他 用 《 函数 ?论述 素数 的 分 布 ， 
成 为 解析 数论 的 先驱 。 在 这 篇 论文 中 提出 的 关 
Fo 函数 的 零点 分 布 的 Riemann 猜想 ?是 否 成 
立 , 至 今 仍 是 未 解决 的 问题 .晚年 受 W. Weber 
的 影响 ， 对 理论 物理 学 有 兴趣 ，Riemann 在 物 
理学 中 使 用 的 偏 微分 方程 的 讲义 ,由 W. 
Weber 编辑 出 版 ,是 一 本 有 名 的 书 . 


[5] [1] R. Dedekind-H. Weber #8, G. F. B. 
Riemann, Gesammelte mathematische Werke und wissens- 
chaftlicher Nachlass, Teubner, 第 二 版 1892; (Nachtráge. 
edited by M. Noether and W. Wirtinger, 1902) (Dover, 
1953) [2] F. Klein, Vorlesungen über die Entwicklung 


der Mathematik im 19. Jahrhundert 1, Springer, 1926 
(Chelsea, 1956), 


Viète, François (1540—1603, 12, 13), Fr 
TA Franciscus Victa， 出 生 于 法 国 西部 普 瓦 图 
(Poitou) 8] 4$ Z&— 8) TL (Fontenay-le-Comte). 
在 亨利 四 世 手 下 工作 ， 先 作 律 师 ， 后 作 政 治 顾 
Га]. 数学 是 他 业余 的 工作 , 他 第 一 次 用 符号 代 
替 已 知 量 ,确立 了 符号 代数 的 原理 和 方法 ,使 当 
时 的 代数 学 系统 化 .又 因 在 数学 上 发 现 的 方法 ， 
即 明确 表示 打算 把 代数 学 作为 解析 的 方法 使 
用 ,所 以 被 称 为 代数 学 之 父 ”, 另 外 ,他 改进 G. 
Cardano, L. Ferrari 的 三 次 , 四 次 方程 解法 , 并 
用 一 般 表达 式 写 出 来 ， 他 又 解 出 比利时 数学 家 
A. van Roomen 提出 的 45 次 代数 方程 , 把 它 化 
为 对 已 知 的 sina 求解 sina/45。 但 他 不 愿 承 
认 负 根 ， 拘 泥 于 量 纲 ， 不 允许 把 一 次 项 和 二 次 
项 相 加 ,或 用 等 号 联结 .他 对 三 角 学 也 作出 了 贡 
献 ,并 将 = 写成 无 穷 乘积 的 形式 (一 BA), 


(Ф) [1] F. van Schooten fÑ, Francisci Vietae, 
Opera Mathematica, Leyden, 1646 (Georg Olms, 1970), 


.[2] Jacob Klein, Die griechische Logistik und die Ents- 


tehung der Algebra 1, Il, Quellen und Studien zur Gesch. 
Math., (B) 3 (1934), 18—105; (В) 3 (1936), 122—235; 
[3] нї, WPR, WHN, 1962, 


von Neumann, John (1903, 12, 28—1957, 
2, 8)， 生 于 匈牙利 的 布达佩斯 (Budapest)， 银 
行家 之 子 , 1921 年 在 当地 大 学 毕业 ， 那 时 已 经 
RES M. Fekete 合 写 的 论文 . 后 来 到 苏黎世 
(Zürich) 和 柏林 大 学 学 习 ， 受 到 H. Weyl, E. 
Schmidt 的 影响 . 历任 柏林 大 学 、\ 汉 堡 (Hambuig) 
大 学 的 兼职 讲师 , 1930 年 移居 美国 ， 从 1933 
年 起 担任 普林斯顿 《Princeton》 高 等 研究 院 教 
ÉE. 1954 年 被 任命 为 美国 原子 能 委员 会 委员 . 
初期 他 主要 是 研究 集合 论 , 实 变 函数 论 ,数学 基 
础 理论 ,对 集合 论 的 公理 化 做 出 了 重要 贡献 , 间 
时 对 理论 物理 学 ， 特 别 对 确立 量子 力学 的 数学 
基础 给 以 极 大 关心 .从 这 领域 他 研究 Hilbert 空 
间 *+ 的 理论 ,得 到 Hilbert 空间 算 子 环 ' 的 基本 结 
Ж. 他 引入 与 算 子 环 有 联系 的 连续 几何 ', 完 
成 群 上 歼 周 期 函数 ' 论 ， 解 决 在 紧 群 情况 下 
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Hilbert 的 第 五 问题 .他 有 许多 著名 的 业绩 , 晚 
年 对 于 对 策 论 和 电子 计算 机 的 设计 运用 做 出 贡 
献 ,在 应 用 数学 各 方面 起 重要 作用 . 

TS] (1] J. von Neumann, Collected Works 1— 
VI, Pergamon, 1961—1963, [2] J. vow Neumann, 1903— 
1957, edited by J. C. Oxtoby, B. J. Pettis, and G. B. 
Price, Bull. Amer. Math. Sec., 64, no. 3 (1958), 1—129; 
[3] J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der 
Quantenmechanik, Springer, 1932, [4] J- von Neumann, 
Functional operators I, II, Ann. Math. Studies, Princeton 
Univ. Press, 1950; [5] J. von Neumann, Continuous 
geometry, Princeton Univ. Press, 1960; [6] J. von Neu. 
mann and О. Morgenstern, Theory of games and economic 
behavior, Princeton Univ. Press, 第 三 版 1953. 


Weierstrass, Karl (1815, 10, 31—1897, 2, 
19)， 生 于 德国 威 斯 特 伐 里 亚 (Westfalen) 地 方 
的 奥 斯 腾 费 尔 德 (Ostenfelde)， 受 信仰 旧 教 的 家 
庭 教育 。 1834 一 1838 年 在 波恩 (Bonn) 大 学 学 
习 法 律 ，1839 一 1840 年 移居 蒙 斯 特 (Manster)， 
受 研究 椭圆 函数 论 的 C. Gudermann 的 影响 . 
从 这 时 起 至 1855 年 任教 区 所 属 中 等 学 校 教 师 ， 
其 间 发 表 有 关 和 解析 函数 论 基础 的 重要 论文 . 
1856 年 受聘 到 柏林 大 学 , 同 著名 数学 家 L. 
Kronecker, E. E. Kummer 等 一 起 工作 。 1864 
年 到 他 逝世 ， 一 直 担任 柏林 大 学 正教 授 ， 与 
B. Riemann 同时 ,商定 复 变 函数 论 的 基础 是 最 
著名 的 功绩 ,与 B. Riemann 利用 几何 和 物理 直 
WAAR, Weierstrass 则 重视 严密 的 解析 表现 . 
除 解 析 函 数论 外 ， 他 给 出 了 处 处 不 可 微分 的 连 
续 函 数 ， 是 他 对 实 变 函数 论 的 贡献 。 极 小 曲 
面 + 理 论 , 是 他 对 几何 学 的 贡献 。 他 在 柏林 大 学 
讲演 吸引 了 许多 听众 ， 晚 年 作为 数学 界 的 权威 
受到 尊敬 。 

[5]: [1] К. Weierstrass, Gesammelte Abhandlungen 
1—7, Mayer & Miller, Akademische Verlag., 1894—1927, 
(2) Е. Klein, Vorlesungen über die Entwicklung der 


Mathematik im 19. Jahrhundert 1, Springer, 1926 (Chel 
sea, 1958). 


Weyl, Hermann (1885, 11, 9—1955, 12, 
8)， 生 于 德国 北部 石勒 苏 益 格 - 荷 尔 斯 泰 因 
(Schleswig-Holstein) JH 45 Jr f E. (Elm- 
shom), 1904 ££ AM FER (Gottingen) 大 学 学 
习 , 有 一 段 时 间 在 慕尼黑 《Mirchen) 大 学 旁听 . 
1908 年 以 积分 方程 论 的 论文 获得 格 延 根 大 
学 博士 学 位 ，1910 年 担任 该 大 学 兼职 讲师 ， 
1913 年 担任 苏黎世 (Zarich) 工业 大 学 教授 ， 
1926—1927 EERE RK F, 1928—1929 E 
担任 美国 普林斯顿 大 学 访问 教授 , 1930 年 担任 
格 廷 根 大 学 教授 , 1933 年 担任 普林斯顿 (Prin- 
ceton) 高 等 研究 院 教授 ，1951 年 辞去 该 研究 
院 的 正教 授 任 名 誉 教授 ，1955 年 在 苏黎世 
逝世 .他 在 广泛 的 各 数学 领域 中 和 理论 物理 学 
中 有 许多 先驱 的 、 基本 的 业绩 。 其 中 最 著名 的 
有 : 由 积分 方程 开始 的 分 析 学 诸 问题 、Riemann 
面 的 研究 、Diophantus 近似 理论 、 群 的 表现 , 特 
别 是 紧 群 、 半 单 Lie 群 的 表现 论 \ 时 空 问题 \ 在 
微分 几何 中 引入 仿 射 联络 、 量 子 力学 ,数学 基础 
理论 的 研究 。 晚 年 与 其 子 Joachim 共 著 “ 亚 纯 
曲线 论 "等 。 除了 很 多 数学 著作 外 ,他 还 写 有 哲 
学 \ 历 史 方面 的 著作 和 评论 等 。 


[f] [1] Selecta Hermann Weyl, Birkhinder, 
Basel u. Stuttgarts, 1956, [2] H. Weyl, Die Idee der 
Riemannschen Fläche, Teubner, 1913, ЖГ, 1955 (ЖЕ 
Az The concept of a Riemann surface, Addison-Wesley, 
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E 
5 


А x 
1.6 8 7 HB rave 


D 二 次 方程 ак de =0 (а 0). 
biv p — 4 — x b — ac > 
RH x 一 s B “< 一 y (6 =’). 
判别 式 为 。 =F — 4ac. 
2) 三 次 方程 on 十 bo 十 cx 十 4 一 0 (a#*0). 
Hi £ — x+ 5/34, ZRH P + 3p 十 9 = 0, 其 中 p= (Зас —2)/9а?, q = (2b'—9abe+ 
2724)/272, 


后 一 方程 的 要 为 E=Va+ VR. «/а + ув, oV tof, 
Rh ас on Зі, 9) T+ („ш AR): 
2 в 2 


ЖЮ P+ 4p. 
Rae? Gg Ap <0 BJ). Ф a= леер = a), WMH 


E — 2/7 cos(0/3), 2 V r cos[(6 + 2x)/3], 2V r cos [(0 + 4x)/3]. 


3) 四 次 方程 * ex 十 br 十 cr 二 dr+e 一 0 (a=0. 

Hi £ — x + 5/4, RH E+ pP + 48 + r = 0. 

后 一 方程 的 三 次 预 解 式 为 上 一 p — Ari 十 (4pr — Ф) — 0, 若 三 次 预 解 式 的 一 个 根 为 w W 
上 面 方程 的 根 是 两 个 二 次 方程 


рама pl — 4/20 — р) 十 ta/2 一 0 (Ferrari AR’) 
的 解 。 
2. 三 角 学 Ave i 
1 三 角 函 数 (一 三 角 学 ) 
1) 在 图 1 中 O4 = 08 一 OP 一 1， 并 且 


МР = sin0, ОМ = cos0, АТ = tan, 
BL=cot0, ОТ —sc0, OL *'cosec 0, 


2) sin20 co? — 1, 


tng = sinG/cosÓ, cotÓ = l/tan8, — sc8 = 1/cos6, 
созес@ = l/sinÓ, 1 + пап — se? 8, 1 + co! 8 = cose? 6, Eoi 


5) 


6) 


7) 
8) 


m 


公式 
| 8 =) 2/240 | ET m 
sin E 一 5 £ Fs +(-1)"s 
cos e с Fs 一 < (一 Dr*e 
tan t 一 上 Fi/e Ft ** 


is | 2259 
x/10 x/3 


anal о | a | Wi | 2— 2 | 1 Уш 2у5| 1 " 
a2 4 2 2 4 Ja 
eal ug | CES Vio 2 5| V2 2 1/3 | S x1 | 3 |, 
2⁄2 4 2 | 2 4 . 2 
a/2 | `s=/12 m 32/8 1/3 [Hosen | ж/а |2 
90° 75° 72° 675° | 60° 54° 45° P 
加 法 定理 * 


sin (a +B) = sinacosStcosasing, cos(a 士 8) 一 cosacospF sinasin 8, 
tan (a + 8) == (tana + tan 8)/(1 * tan a tan 8). 

sin2a == 2sinacosa, cos2a == соба — sin? a = eosa — 1122 data, 
tan 2a == 2 tan a/(1 — tam a). 

sin 3a == 3sina — sin’, созЗа == 4 cos a — 3cosay 


tan 3a = (3 tana — (ап? a)/(1 — Злата). 
«9-02 б 


sinna= У) rs т aK —1Y sinta cost iD 


т] 


cone $È (Z) (1Y dat a costa, 


fo 
sin? (a/2) = (1—cosa)/25 co? (а/2)— (1+ cosa)/2, tan? (a/2)=(1—cosa)/(1+ cosa), 
2sinacosf == sin(a + В) + sin(a — 8), 2cosasing = sin(a +8)— sin(a —8), 人 
2cosacos = cos(a + 8) + cos(a — В), —2sinasing = cos(a + В) — cos(a— B). 
sina + sing = 2sin[(a + 8)/2]6 [Ca — 8)/2], 

sina — sing == 2cos[(a + 8/2] sin [Ca — 8/21, 

cosa + соз = 1cos [Са + 8)/2]cos [Са — 82/21; 

cosa — cos == —2sin [(a + 8)/2] sin [(a — 8/2]. 

三 角形 c 

如 图 2 所 孙 ， 设 三 角形 ABC 的 内 角 分 别 为 ,<，p， ү; 对 边 长 度 分 别 为 a, b, с; 面积 为 5; 内 


йй, МЕШ, СА 的 旁 切 圆 的 半径 分 别 为 "，R，r4; 从 顶点 4 到 对 边 BC HERY AH; BC 边 
的 中 点 为 M; дА 的 平分 线 为 AD; 并 且 AH, AM, AD 的 长 度 分 别 为 44， mo fa. 对 于 B.C, 
可 以 规定 类 似 的 表示 法 . Q ¿= G 十 6 十 c)/2.〈 当 字母 А, В, С, 轮换 时 ,类似 的 公式 以 … 表 
p 
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s b € 


AG Gee ake 2R (正弦 公式 *). 

а = bcos Y + ссоз8, +++ 《第 一 余弦 公式 *). 

十 0 一 2bccosa,*… (Bo АЗК). 

sin! (a/2) = (s — &)G — c)/be, +++; cos (a/2) = (s — a)/bc, ^. 

(b + с) зіп (а/2) = асо [(8 — 1)/2], +++; (6 — c)cos(a/2) = asin [C8 — 7/21, +++ 
=- Беда, + (Napier ASK). 

S = ahg/2 = (1/2)5c sina == (1/2) sin B sin Y / sina = abc /AR = 2R°sina sing sin Y 


mrsm G а) V rrarsrc 
= М 06 b) с) (Hero AK"). 
r = G — a) tan (a/2) = 4R sin (a/2)sin (8/2) іа (7/2). 
r4 = stan (а/2) = (s — b) cot (7/2) = 4R sin (a/2)cos(8/2)cos( т /2). 
1/r = (1/h4) + (1/bx) + C1 /he). 
тї, — (28? + 2c? — а2)/4 — (P + e + 2becosa)/4. 
fa = 2becos(a/2)/(b + с) — 2V bes(s — a) /(b + с). 
falate = SaberP/(b + c Kc + аа + b). 


Ш 球面 三 角形 
设 球面 三 角形 ABC WARM a, P, Y; ХР а, b, с; 面积 为 S; 球 的 半径 为 p。 
sina! sin b? sinc — sina: sinfi sin 7 《正弦 公式 *)。 
cosa == cosbcosc + sinbsinccosa, +++; соза == —cosfcos Y + їп #зїп Усоза, + 


CREEK"). 


sin асоз = cosbsine — sin bcosccosa, -- (EZRZAR’). 

сога віп Б = cosbcosy +cotasiny,-++ (RIAR'). 

tan [ба + 2)/2]/un [(a — 2)/2] = tan [(a + 8)/2]/tan [(a — 8)/2]，*… 《正切 公式 ')。 
tan [Ca + 8)/2] tan (7/2) = cos [Са — 6)/2]/cos[(a + b)/2], +++3 
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tan [Ca — 8)/21:n (1/2) = sin[(a — 5)/2]/ sin[Ca + 8/2], * 5; 
tan [Ca + 5)/2] cot (e /2) = соз [(а — 8)/2)/ cos [Ca + 8)/2], -+3 
tan [Ca — 5)/2] cot (2/2) = sin (a — 8)/21/sin [Ca + #)/2],--- (Napier AR’). 
$ = (a + B + Yr)”. 
在 直角 球面 三 角形 (v — =/2) 中 , 当 按 mod 5 来 取 下 标 时 (如 图 3 所 示 ), 有 
sin 6; = tan 64; tan Oj, 一 cos6,,,cos0;., (Napier DAN’). 
例如 ,有 


cose 一 cos a cos b == cota cot В, 


cos == tan a cot c = cos b sina, 


图 3 sing = tan P cot = sinc sina, 


з. 向 E, 坐标 


ERARA — A =(4., Ay, ds) m Ai + Aj + AS |А| = V A: + AS + 41. 
D mts Gg) 
数量 积 A:.B=AB=(A, В) — A.B, + А,В, + A,B. = |А | В| соз 


(ө 为 A, B 之 间 的 夹 角 ). 
ийй A Xx B= (A, B] = (4,B, — 4,B,)i + (A.B, — A,B.)j 
i j k| 
+(A.B,— 4,B,)Jk=|4, 4, л, 
B, B, B, 


|A x B| — |A | B| sin. 
A:B—- B. A, A:A=A'~|Al’ АХА ~ 0. A- (AX B) = 0, 
(A x By ~ ІА 18| — (A : By. 
Ах (Вх С) ~ (А · C)B—(A- B)C. 
Ах (Вх С) + Вх (СхА) + Сх (А х В) ~ 0, ` 
(Ax B): (Cx D ~ A. (Bx(Cx D) ~ (А. СВ. р) – (В: СХА. D). 


A, A, A, 
向 量 三 重 积 [ABC] =A-(Bx C)=—B-(Cx A) - C- (A x В) ~ |в, B, В,|. 
6.16; б, 
КЕ AF А.С! 
(BCD]A+(ACD]B+[ABD]C ~ [ABC]D. [ABC)[EFG) ~ P. E B-F B.G|. 
: -EC-FC-G 
m Bou Vet dal 
vei. ti gt ku 《微分 算 子 )、 


Men Co 的 梯度 )， 


"iA vx A жш ЧИ ча S ы S (А ER), 


> 
Ў 


1369 


dv А= у. A= 94+ + 04, + 94, душ), 
ôx ду Oz 


Аф = Vp = div grad p = oe # Е + 2e 

grad (фф) = p grad d + Фф grad p, 

grad (A - B) = (B - grad) A + (А · grad) B+ A X rot B+ BX rt A, 

rot (pA) = p rot A — A X grad p> 

rot (À x B) = (B · grad) А — (A · grad) B+ A div B — BéivA, 

div (ФА) = p div A+ A. gradp, div (A x B) = В. rot À — А · rot B. 

sot gradp = 0, divrotA=0, ДА = grad div À — rot rot A. 

A(fop) = (df/4p)Ao-- (Zf/dp?) (grad g, Alph) = pAd+hApt2 (grad p + grad). 
Ш 向 量 场 的 积分 (一 向 量 , 线 积分 和 面积 分 ) 

设 空间 区 域 DD 的 边界 为 B,D 的 体积 元 素 为 4V，B 的 面积 元 素 为 45, 并且 4S — nas (n J: ll 
面 B 的 外 法 线 向 量 ). 


Gauss 定理 * 


(g 的 Laplace 算 子 ). 


| 
| 
ИЕ «ду = || oas; 
| 


Green 定理 和 e 8 as = |Í] Coad + grad o кай on, 


|| (e ЕЯ =e BP) as = ИКУ — Ag), 


Ai 1 & ә (1 
о = — ||| Sear 6 9 5, (е 
(r ЖБ ro ANIER). 
设 了 是 具有 边界 曲线 的 有 边 曲面 。4S 是 T 的 线 素 , dS 是 妃 的 面积 元 素 ， 并 且 对 于 的 单位 
切线 向 量 t, ds — dr， 以 及 当 适 当选 择 曲 面 法 线 于 的 正方 向 时 ，4S nds, Ж 
Stokes 定理 ， ПЕ mA $f A. a= (t Ajis fj 4S X gud o = $ pds 


; + 
JD ROUX ,v 在 刀 的 边界 和 无 穷 远 点 充分 迅速 地 接近 于 0, 则 有 
(реко NET 
Helmholtz: EH’ ^ s grade + rt À, p || av, A jj St av, 
IV) 运动 坐标 系 * 
设 2/40, d*/dt 分 别 为 关于 静止 系 和 运动 系 的 对 时 间 + 的 变化 ， 设 v 为 各 点 的 速度 ,有 


dp = UT — oc grad p, 4А ФА — [o grad A — (A grad) v]. 


关于 旋转 坐标 系 ,有 o= ox r. 


ЛА LIA L [o + À — (Go X r) grad) A] 
а dt 
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当 积分 域 也 是 + 的 函数 时 ， 


tfaa jPA + grad (v: A)— v X ro A} ds, 
E za a8 = || [94-9 CA x o) + vis A] - as, 


zu pav = i {2 + (0 + grad p) + pdiv oh av = iil SP av + f фо · 45, 
V) 曲线 坐标 系 *( 一 坐标 ) 

设 (wo t+ z.) 29 n HE Euclid 空间 的 直角 坐标 , 若 

х= pus c s) Gm d.n), J = ба (09;/0n) #0, 
则 (wo +++, и„) 可 看 做 = 维 空间 的 坐标 系 ,并 且 原 来 的 空间 成 为 具有 第 一 基本 量 + 


= > = a (коя) веба) P 
的 Riemann 空间 + . 
特别 ， 当 度量 空间 为 对 角 型 gjt m gjan 时 ， ERR (u ттн.) 称 为 正 交 曲 线 坐 标 + 系 (或 等 


BAI Ж). BLA J= ego BRY d 一 Yi dad. 


m= 


对 于 数量 /向量 Em (с, 2, Ж 
X Bf Gna cis бә (4 A 
Gerad Dy = E E Gi 2 ar i3 E (23), 

-iy 9 (2 — 1 [Xe E ENN 
ave 25) 2 (Le) сәри t |a) — SWED] Grk tyin), 
cia (72 MABE En бий, 

n= 3 时 为 向 量 rot E — (Crot E)n» Crot E)» Crot £)). 
“FUE Se PHI JE E ze HR 
1) 平面 曲线 坐标 
在 这 节 里 令 
m= r, OY, Gu 4, wy — v, BP =I 


dè = да +a, J = Aes y)/Au, e) = Мә. 
EMI U 一 UG), V — 7()， 平 面 正 交 曲 线 坐 标 可 表示 成 下 列 形式 : 
x+ iy= F(U 十 iV)，(F 为 复 解析 函数 '). 
i) BART Cr, 0) (图 4) 
d x= rcos0, у = rsin0; х + iy = exp( logr + i0). 
r= Ve, Ө = arctan(y/x). 
pol, q—r, J—r, dP = ar + rd, 


arc Sh +t + a me. 
ar rr Poe 


图 4 ii) baaria ») (B5) 
在 共 焦 有 心 z > ,过 给 定点 4 К, 
对 应 于 两 个 p 值 , 记 作 上 和 vw, 其 中 p> о а. HEF e= и Me = v 的 曲线 分 别 
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双 曲线 。 这 时 ,存在 关系 

(a+ ayy + а) (а P), y — (z + PY + Р) — 2). 

WRAY (кс, e= à — P), Rip 5 所 示 , 有 

r= VG — e ys r = V(z + c) + у, FE ro n EIA RRS HA 
AG? c a) m (rb r, G8 Rv) m (n — n. 


$ 


1 —» H 一 

PT ING +e +e € 9 Ve TPX TPY 
i) 抛物 线 坐 标 +4 (a, В) (图 6) 

在 以 原点 为 焦点 、* 轴 为 主轴 的 抛物 线 族 y 二 4p(x + p) th, 过 给 定点 PG у) 的 曲线 有 两 
条 ,对 应 于 两 个 p 值 , 记 为 a а> 0 > В). 这 时 ,有 =— —(a + 8), y = Убай, 
iw) 等 轴 双 曲线 坐标 '* Cu, v) (图 7) 

在 过) 中 用 一 yz 来 代替 1/2, y/2, Ж Ме =u, VTP m 2, B emu, у= бё—)/2$ 
x iy — Ка — ivy/2, d P = М? + Pty, p= 4= Vi + n. 

r= 常数 或 y 一 常数 为 等 轴 双 曲线 . 
+) 双 极 坐标 ?4 CE, n) 《图 8) i 

把 平面 上 的 点 P(x, у) 表示 为 过 两 定点 ( 士 s, 0) 的 圆 和 到 两 定点 ( 士 s, 0) 的 距离 之 比 是 一 
常数 的 点 的 轨迹 《Apollonius MOREA. AAH 


— sinh уш айар (eoo, 0««2 
XS ash E + cosy? cosh E + cosy ( ке, кешел; 
eL 

pU T eh E соя" 
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DEF EU 
prr 
D ERAT (os p =) (图 9) 
x= pcosp, y=psing, 2 = =. 
a= + oip hdd, Jno, apo i B (QOL). LOL 4 OF 


P др V ap) p Og! Әз" 

H) 极 坐 标 (球面 坐标 )** (0,0, р) (图 9) 

xz 一 rsingcosp，》) 一 rsingsiny，z 一 rcos6. 

r= aty t, p= acun(y/z), 0 = аглап буз? + уа), 

角 0, o 分 别称 为 天 顶 角 ' ,方位 角 *。 

dé — а + 246° + т зіп? Odq?, J — rinb, ` 

Ñ a 

aim far (SL) + maa wo Ut Go) + pawa oer” 
iti) Euler 79" (PS 10) 

AUT АЖ SEA AS A RIE BARA (z, y, z) 和 (5, n, 0), 设 z 轴 和 《 轴 的 夹 角 为 6; 
z 平面 和 zÇ 平面 的 夹 角 为 p; xy 平面 和 En 平面 的 交 线 OK 和 轴 的 夹 角 (或 = 平面 和 Sy 平面 
的 交 线 O L ALE 轴 的 夹 角 ) 为 ， 角 Ө, p, ф 称 为 Euler fü*. 

一 组 坐标 轴 关 于 另 一 组 坐标 系 的 方向 余弦 如 下 : 


x y | z 
£ соѕрсоѕӨсоѕ ф — sin gp sind | віп фсоѕӨсоѕф + cosp sin p — sin 0 cosp 
л — cos р cosOsings— sin pcos |— sin фсозбзіпф + cosp cosp sind sin $ 
[4 cos sin 8 sin p sin @ | соз@ 


iv) 旋转 面 坐 标 * (us vs р) ` 

设 (и, u) 为 zp 平面 上 的 曲线 坐标 (一 1)). 把 ze 平面 上 的 坐标 同 x = pcosy, y = рзіпф 
结合 起 来 ,给 出 旋转 面 坐标 Cu v, p). 有 

dè — рад + Фад + pdp’, IER p, q 是 坐标 (u, v) 的 对 应 值 . 
v) 广义 柱 面 坐 标 * (u, v» z) а 

zy 平面 上 的 曲线 坐标 (и, v) 与 > 结合 而 成 的 坐标 。 有 d? 一 раг + фал +da, 

相应 于 (u, v) 的 不 同 选 法 ,有 如 下 几 种 坐标 


би, v) | 旋转 面 坐标 | 广义 柱 面 坐标 
直角 坐标 柱 面 坐标 直角 坐标 
жк (1);)) Ë 坐 标 柱 面 坐标 
‘IBS Es (1) )) ei BASRA T 是 短 本 圆柱 面 坐标 

ALKA A KR BRED) 

抛物 线 坐 标 (1) i) 旋转 抛物 面 坐标 (= 轴 作 为 抛物 线 的 主轴 ) 抛物 柱 面 坐标 
等 轴 双 曲线 坐标 (1) iv) 旋转 双 曲 面 坐标 双 曲 柱 面 坐标 

回环 面 坐 标 [把 过 两 定点 的 直线 分 с 
双 极 坐 标 (1) ¥)) 人 双 极 柱 面 坐标 


BR зз 
vi) MAHER’ (2, a, v) (图 11) 


共 焦 有 心 一 次 曲面 族 sa tit сїр! G> eo) 中 ,通过 给 定点 Kz 


ys 5) 的 曲面 有 三 个 ， 对 应 于 三 个 2 值 ， 记 为 1, a n G> с и >P >v >a) 当 
em L, pv 时 ,分 别 为 椭圆 面 + , 单 叶 双 曲面 ', 双 叶 双 曲面 +.。 有 
a= Ка) -— A) E 
(2 Pa — 2) = аә ay’ 
Ма) = (2 + 2а + а) + од). 
а-Ма-юа _ VG — »Xn — à) 
^ 2002) ЁР ua 


e) = VG + 2)G + #Х‹ + 9). 


Ale) š 
(e-—axe- By 


本 
200») ? 


£: 


4 微分 几何 


D ”古典 微分 几何 学 (一 曲线 和 曲面 的 徽 分 几何 学 ) 
1) 平面 曲线 (图 12) 
在 曲线 y = f(x) 上 的 一 点 P(xo yo) 处 ， 
切线 方程 为 。 y— yom РО — x). 
РТ — |y 1 + ye/yol, 切线 影 为 。 TM = wv. 
BRB P)O — ye) + (z — 9) = 0. 
PN 一 |у 0], 法 线 影 为 。 MN = yoya. 
切线 斜率 为 。 unam f(x) = у. 图 12 
曲率 1 为 em MPO = Со) + Go T^. 
曲率 中 心 1* Q 的 坐标 为 
Cao — РС) + FCPI Са), ICG) + + Са Са). 
2) 空间 曲线 x m x (OG m 1,2,3), BE x — xl). 


B rcx AKA VP EE У [ad (= 2). 


曲率 14 为 e= Xi P/F, 
着 取 一:， 则 曲率 为 CEE), BERT rm [dn (х1 ax 


а C—4/d:). 
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当 动 标 架 * 记 为 (#,n,5) 时 ,有 £ — x, n= E/e, E=EX n GA). 
Frenet-Serret 公式 '* E= xq, q = к + rb, Ú — rn. 

3) =E Eudid 空间 的 曲面 x, = х„(и,, и,)(а = 1,2,3). 
曲面 的 第 一 基本 最 "为 gn 2198 Be Gj, k= 1,2), 

Zi Os ди, 

设 (g^) 26 Coin) 的 逆 和 矩阵 , 则 
在 点 x 的 切 平面 1? 为。 det (x, — z”, (0x,/04,), (0x,/04,)) — 0. 
在 点 x 名 的 法 线 ' 为 。 x 一 z” = tw 外， 其 中 + 为 参数 ,v。 为 单位 法 线 向 量 ,由 


„- ж (83, = +1) 


g = det (ga) > 0. 


给 出 . 


Se s Ov, Әх 
之 + le = 一 ——. h= det (л). 
第 二 基本 量 '* 为 maX» won eee is lec (aie) 


生 曲 率 半径 ?4 Ro Ri 是 二 次 方程 m^ bM Pal + 4 一 0 的 根 . 


S. Germain OSH H = L (1 + i) - 1 S pithy, 并 且 给 定 的 曲面 是 极 小 曲 
2 К, R. 2 т 
шж H= 0, 


Gauss WAWR K = LI 一 +, SL ATTRA, HAHA K 0. i pa 为 基 
ES 


ASK A AEA Riemann 几何 学 的 记 法 ,有 


Ox, $^ { © } ах 
e. Dre раз, (Caus AR’), 
A INI pu Ae Cone АЯТО) 
Ria = haha — huhu (Gauss 方程 ). 


Aaa hng (Codazzi-Mainardi Jy #2**). 


pu Еш. Е 
Е 


EARED- AED] 
= Ж [2- (= m m (е. 

> -- эм" O (Weingarten AR). 

第 三 基本 量 * 


= У) -®® Dri 5 рир Hl Ken det (u) — Rir = Kh, 
ii Ow Ou. — 

4) 测 地 曲率 1*。 设 曲面 5 上 的 曲线 Ciu m ais) 在 P 点 处 的 曲率 半径 为 p, C 的 密切 平面 和 曲 
面 的 切 平面 的 类 角 为 6, W C 在 P 处 的 测 地 曲率 ps 为 

p= 00:0 = МЕ de (Pts, ба > ra). 给 出 ， 

< 是 测 地 线 '* 的 条 件 为 。 pe 一 0. 

设 曲面 3 上 的 单 连 通 区 域 D 的 边界 T 是 由 " 条 光 光 曲线 组 成 的 ， 在 两 条 相 邻 曲线 的 交点 处 的 
外 角 为 .Ca = 1, n), ШЕ 


n pui In KiS ~ 2x — У) ө. (Gaus Bonnet 公式 fo) 
jj e 


HÚ) Riemann 几何 学 , 张 量 分 析 ( 一 张 量 分 析 ) 
在 这 节 里 ,下 标 使 用 Einstein 约定 (省 略 求 和 符号 )。 


D 数值 张 量 
Kronecker 819 Bus 8t, ah { vá » b єз det (BE us usa 
1 Ew 
° Чы = lk, 
一 1+1 Cis = (Gk) B On) E Gk.) HF PERS, 
—1 Cink = UD B О„) Ж GS) dE Rh 
Eddington s* в aka eos Slee. 


пенса mo Die 
2) 对 于 基本 量 张 量 gas WEBE (ga) AWEH Cet), g = det (ein). 
Christoffel 符号 1* 
уа „ғ ү да _ Sen) — f ° a) _ OlgVE 
b) 2* p on p ME 14 
在 坐标 变换 下 的 变换 规则 为 
i) az (ae! Ort [і ex 
61-0 ЖП IET 
具有 相同 变换 规则 的 几何 对 象 Tj, 称 为 仿 射 联 络 系数 . 
RKR” Sh = Th — ГУ. 
ax i) dri drt _ 
wea mom eap ae eo, 
关于 仿 射 联络 系数 гу, Җ 的 张 量 的 共 变 微分 '* 是 


P 

POR NER es, " Aes se 

eee p S T ced Ma ЮТА. 
e 


«det Ca pru = eral al, raf, = узы} iate 


ы SE 
Tie, = әт /Ox + > TE 
对 于 Christoffel. 符号 用 ; 1 表示 共 变 微分 , 则 有 

шы 70, gll — 0, ай 0, VE Eheim m 0, (I/V ehm = 0, 
对 于 数量 1 gradf — (0) 

对 于 共 变 向 量 vrotv m (vig — гы) = (Ovi/0xt — Ov4/0x'), 


PII TEE ES P E E 


Batrami 的 第 一 种 微分 算 于 * Af = effe 


Beltrami 的 第 二 种 微分 算 子 * — Af div grad f = = Океанда) . 
+ E 


对 具有 充分 光滑 的 边界 r WER D, 设 内 法 线 导数 为 8/8n， 体 积 元 素 为 47， 在 T 上 的 面积 
元 素 为 45, 有 Green 公式 1* š 
Í, (Alph) + d.p)dV 一 一 j +s, 


“x 2o Op _ дф 
|, (ras — amy = | (o 2 — + 20) ав, 
туки! HORS JT RIOD AE жк Г, 12H В}, 特别 , 当 The [7] BARA Riu 
y 
有 下 列 公式 : 


n Г; ӨГ " 
Biu = on — Т + ГИА — ГАГЫ; 


* 1 [a ә He, a 
Riggio Rug = Ra | Ba + Oen _ OB, _ gu | 
РНР CT MIT [Өрө  Or0: — Or0r Әнді 


+ (АНАН 


Bianchi 第 一 恒等式 * Rju + Riy + Ria 0, 
— (Biu + Bin + Bia) = 2(Shu + ау + Siu) + ASS, + 51,5; + S555 
Bianchi 第 二 恒等式 ? Каль + Rime + Rimi = 0, 
Bj, + Bh, + Bia = —2(BimeSts + BiteSin 十 В}„$ы)$ 
Ricci 张 晤 1* Rig = —Riu = Ru; 
AR Rom Кз 


ее 4, 
Rid AR? TEL 一 TH ae 


区 
> Tieton, + X TE. agus th 


HTE Se + WTE, Bins 
其 中 到 是 了 的 权 ,并 且 5, B 23 3026 Bi SM АБЕ A ЖК t. 
3) 特殊 Riemann 空间 (— Riemann 流 形 )， 在 这 一 节 中 , ”表示 空间 的 维 数 ， 
i) Жж Ria = eC git — guði). o = R/n(n 一 1) (Е 为 常数 )。 
i) Einstein 空间 ?9 Ragga. pc Rin (R 为 常数 ,n 2 3). 
üi) 局 部 对 称 Riemann 空间 1* Кіт = 0. 
iv) 射影 平坦 空间 * Weyl 的 射影 曲率 张 量 《projective curvature tensor) 是 ; 


WR т (Rai — Rik). 


НЕЛЕ FARA Wi m 0, Rau 一 Ring 给 出 . 
# n > 3, 则 后 一 条 件 可 由 前 一 条 件 导出 , 并且 该 空间 化 为 常 曲率 空间 . ж" п 一 2， 则 前 一 条 
few = 0 恒 成 立 . 
v) 共 圆 平坦 空间 (concircularly flat space )* Ziu = —Rju — 


这 个 空间 可 化 为 常 曲率 空间 . 
vi) 保 形 平坦 空间 (conformally flat space )* Weyl 的 保 形 曲率 张 量 (conformal curvature tensor) 
是 


Я i R(gadi — gud) 
Chu 一 Ru — Rid — куй + aR — gui) + ЕСА ons 9, 


R Я 
SG Се) — виді) = 0, 


Ке, 


i — ИР S: 
人 
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空间 是 保 形 平坦 的 条 件 是 Cju = 0, Mas = Mine Bo > 4。 则 后 一 条 件 可 由 前 一 条 件 导出 ， 
FAG n 一 3, 则 前 一 条 件 C = 0 恒 成 立 . 


5. Lie 代数 , 对 称 Riemann 空间 


D 复 单 Lie 代数 和 紧 实 单 Lie 代数 的 分 类 《一 Lie 代数 ) 
1) Lie 代数 .。 非 交 换 (有 限 维 ) 复 单 Lie 代数 о 的 西 限制 + 是 非 交 换 紧 实 单 Lie 代数 + o., ЕН. 
9 可 以 作为 o, 的 复数 化 ас 而 得 到 。 两 者 的 分 类 成 一 一 对 应 .如 采用 Дынкин 图 形 +， 则 分 类 如 图 
14 BR (— Lie 代数 ). 

单 Lie 代数 9 的 基本 根系 ! (s, ++, аз) 5а Дынкин 图 形 的 顶点 (在 图 14 中 的 单 图 ) 成 一 
一 对 应 ， 因 此 , 单 圈 个 数 与 9 的 秩 ! 一 致 . 

在 图 14 中 的 双 圈 表 示 最 高 根 6 的 一 1 倍 . 有 时 用 去 掉 双 轿 和 由 它 引 出 的 线 及 矢 号 的 Дынкин 
图 形 表示 .在 此 ,把 带 有 双 轿 代表 一 9 的 图 形 , 称 为 广义 eom c 


mx. о о о 

相应 于 Kiting 型 ,的 内 积 一 Xe 40/66 a е D 的 值 i, ves 
(必须 是 0, 1, 2 或 3)， 如 图 13 所 示 ， 把 表示 e 和 的 两 个 顶点 ИН] omo 
联结 起 来 (0 的 情形 不 联结 )。( 关 于 一 9 也 同样 表示 .) $. "ums 


在 图 14 中 ,各 顶点 的 数 表示 9 — У ma, Ф m. 
从 图 .14, 有 下 列 情形 . 
i) 8 的 自 同 构 群 ' 4Co) 关于 内 自 同 构 群 + !(9) WE, SAA Дынкин 图 形 的 自 同 构 群 同 构 。 
因为 对 于 ,A1(1 > 2), 图 形 是 左右 对 称 的 ,所 以 后 一 群 的 阶 数 是 2; 对 于 D 之 5) 是 2, 对 于 DD, 是 


图 13 左 融 对 应 于 a), EET ау 


m 2 3 
-0 1 & -8 


图 14 B, =C SA, C, = B, fi D, = A, (D, = А, + А, 不 是 单 的 ) 
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6(=31), 对 于 Be 是 2， 对 于 其 他 情形 是 1. 
ü) ”对 应 于 9 的 单 连通 Lie 群 + 的 中 心 + 的 阶 数 和 9 的 广义 Дынкин 图 形 的 自 同 构 群 中 的 由 稳定 
元 素 一 9 组 成 的 子 群 的 阶 数 相等 (村 上 信 吾 ). 也 就 是 ,等 于 9 的 伴随 群 + 的 基本 群 ?的 阶 数 以 及 具有 
Lie 代数 9 的 连通 Lie 群 的 个 数 . 
ш) 任何 9 的 抛物 子 Lie 代数 * 与 由 根 向 量 X. CUL. Cartan 子 代数 + 的 元 素 ) 生 成 的 子 代 数 同 构 ， 
使 a= X nia, 其 中 (a а) 是 基本 根系 , п, > 0G 1,05, 1) Hos SOG = 1,2, D, 
并 且 对 于 属于 (ai ++, a} 的 固定 子 集 S 的 а, п, = 0. 

因此 ,抛物 子 Lie AHAHA {m s a) FMS 的 集合 一 一 对 应 。 
iv) 与 8 有 相同 的 秩 ! 的 极 大 子 Lie 代数 + 是 按 下 列 规 则 分 类 的 . 首先 从 Дынкин 图 形 把 一 个 项 
点 除去 , 当 附 在 这 个 顶点 的 数 m, 等 于 1 时,t 是 由 对 应 于 去 掉 顶 点 a 之 后 的 Дынкин 图 形 的 单 
Lie 代数 和 一 维 子 Lie 代数 的 直 积 给 出 的 . 当 mi > 1 时 ,t 是 由 从 广义 Дынкин 图 形 把 a, 去掉 后 
的 图 形 给 出 的 . 
2) Lie 群 , 用 4, B, C, D 代表 的 、 秩 为 的 典型 复 单 Lie 群 ' 分 别 是 : 复 特殊 线性 群 ' SL(n + 
1, C), 复 特殊 正 交 群 ! 50(2n + 1, C), BEBE Spln, C), 复 特殊 正 交 群 SOn, С). 还 有 
Ж 4, B, C, D 代表 的 、 秩 为 = 的 典型 紧 单 Lie 群 ' 分 别 是 ， 特 殊 西 群 SUC + 1), EH EXE 
SO(2n + 1), 西 辛 群 ' Spo), 正常 正 交 群 * SO(2n) (一 典型 群 ). 


Cnn 符号 | 复 型 | X A * Ж в 
m | st +1, ©) SU +10) | G+ '—1 п 
B, SO(2n + 1, C) SOn + 1) 2m2 + п п 
С, Spln, C) 9) 22 + п " 
D, SO(2n, C) SO(2n) 2 — п n 
G, Aut б“ Aut & 14 2 
F. Aut ¥ Aut F 52 4 
Е, 78 6 
Е, 133 7 
Е, 248 8 


这 里 5 表示 REM Cayley 代数 1, C Жк ® 的 复 化 , S RR E 上 的 3 阶 Hermite 矩阵 构成 的 
Jordan 代数 +，S 表示 于 的 复 化 ,Aut 4 表示 4 的 自 同 构 群 . 
Ш) 非 紧 实 单 Lie 代数 的 分 类 


Cartan 符号 非 紧 实 单 Lie 代数 9 9 的 极 大 紧 Lie 代数 
AI i ol(p + 1; R) su(p + 1) 
AIL sl(n; H) Sp(n) 
AMI m 45 局 ey oa. su(q) dd 
1 so(p, 45 so(p) + so + Peisa 
Bi ws R) 人 
CI sp(p; R) u(p) 
cll | u(p, 45 y^ эр(р) + spCq) 
slp, 4; R O) Sa) р т-у 


Еа so(n — 1) ун) 
so(p; u(2p) 
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KER F SRR R, 复数 域 C, 或 是 四 元 数 域 H, Н (RCCCH), HER LAR. 对 
于 四 元 数 х= + rú + nj + (ко ro zo n€ R), Ф 
Z—3 — x x — xk, 
х* = x + yi — ху + ox, 
则 0025 F)= (F 上 +* 阶 方 阵 的 全 体 } 
sl(n; Е) = {A€ (л; F)ltr A = 0), 
(р, 4; Е) = (4€ op + q; F)l'A* ng + L.A = 0), 
其 中 , 15,4 是 Euclid 空间 Ае 关于 В” 的 对 称 变换 (1,4 为 P 阶 单位 矩阵 T, 和 一 fs 的 对 角 和 )， 
ë so(n; F) = 50(n, 0; F), 
wp» q; Е) = {AE ap + 4; Е) АІ, + 44 — 0}, 
щл; F) = u(n, 0; Р), 
spln; Е) = (4€ gl(2n3 F)l'AJ + JA = 0), 


其 中 , J 是 秩 为 2n 的 交错 型 SD (хуу 一 ону) 的 和 矩阵。 非 紧 实 单 Lie 代数 g, 对 于 9 的 复 化 
m 


vy, ЖЛ БИЗИ о 的 关系 进行 分 类 ， 其 结果 由 佐 武 图 形 ( 图 15) 给 出 . 

适当 选取 Cartan 子 代数 + 等 ,图 中 黑 点 表示 v 的 —1 倍 , 附 有 矢 号 的 弧 表 示 弧 两 端 相对 的 两 元 
FOL o 一 pw(w€ W) 的 特殊 变换 互相 变换 的 . 
Ш) 不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 一 对 称 Riemann 空间 

单 连通 紧 不 可 约 对 称 Riemann 空间 М 一 G/K， 是 下 表 列举 的 ,或 在 了 中 提 过 的 单 连通 紧 
单 Lie Ë. 唯一 地 对 应 于 紧 对 称 Riemann 空间 的 非 紧 型 与 B) 中 提 过 的 非 紧 实 单 Lie 代数 成 一 
一 对 应 《一 对 称 Riemann 空间 ). 
一 一 一 


Cartan 符号 G/K =M # 数 秩 
АІ ` SU(n)/SO(n) (n > 2) (n — 1Xn + 2)/2) »—1 
AIL SU(22)/Sp(n) (n > 1) (一 1X2n 二 1)| n—1 
АШ Ulp + 4)/Ш(р) X U(4) (p 2 42.1) 2pq # 
BDI SO(p--q)/SO Cp) X SO(4) (р2422, р+д à pg q 
BDIL SO(n + 1)/SO(n) (n > 2) п 1 
рш 50021)/0(0) GQ 2 4) 0—1) [2/2] 
а Sp(a)/U(n) (n > 3) n(n +1) Ы 
сп Sp(p + 4)/5р(р) X Seq) (p 22 42 1) 4р4 q 
ЕІ Е,/5р(4) 42 6 
ЕП E,/SU(2) - SU(6) 40 4 
ЕШ E,/Spin(10) - SO(2) 32 2 
EIV Es/F, 26 2 
EV E;/SU(8) 70 7 
EVI E,/SO(12) · SU(2) 64 4 
EVII E/E; · SO(2) 54 з 
куш E,/SO(16) 128 8 
EIX E,/E;: SU(2) 112 4 
FI F,/Sp(3) - SU(2) 28 4 
FH F,/Spin(9) 16 1 
G G,/SU(2) x SU(2) 8 2 


AL oo oo ne 


Ni EAN T 
оя 
Co $15 

" — Ер 

eee. ee 

y Er И 
— — if 

fil ee dod iix 
oo- е Sak 

еер PENER 


图 15 
在 АШ 中 的 群 G—U(p-r4), ЗЕМ SU(p+q) 蔡 换 才 是 有 效 的 ?在 EI 中 的 群 K=Sp(4), 
理应 是 以 中 心 + 的 阶 数 为 2 的 子 群 除 得 的 商 群 ,，EII 中 的 天 , 不 是 单 群 的 直 积 ( 基 本 群 + =.( K) 的 阶 
数 是 2)。 EV 中 的 50(8), 理应 是 以 中 心 的 阶 数 为 2 的 子 群 除 得 的 商 群 。 ЕП, ЕШ, EVI, ЕУП, 
EIX, FI 中 的 天 不 是 直 积 .天 的 基本 群 * ma(K) 对 ЕШ, EV 为 无 限 循环 群 Z, 其 余 的 基本 群 对 (天 》 
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的 阶 数 为 2. 

在 ЕШ, EVI hi Ee En ЭЖ Lic 代数 的 伴随 群 '。 其 他 情形 的 Eo E, 为 单 连通 Lic 
群 (Es, F. 和 С, 也 是 单 连通 Lie 群 ). 

紧 对 称 Riemann 空间 М, 对 АШ 为 复 Grassmann FIZ, 对 BDI 为 实 Grassmann 流 形 +， 对 
BDI 为 球 ,对 СП 为 四 元 数 Grassmann 流 形 + ,并 且 对 ЕП 为 Cayley 射影 平面 +. 
IV) 典型 Lie 代数 间 的 同 构 关系 

RRC LHRH Lie 代数 间 的 同 构 关系 ,由 下 表 全 部 给 出 。 在 这 个 表 中 , 例如 用 Cartan 符号 
А, 表示 秩 为 3 的 复 Lie 代数 AI 型 的 实 型 记 为 AI。 还 有 像 DI 那样 , 当 存在 秩 相同 的 同类 不 同 构 
的 实 型 时 ,按照 对 应 的 对 称 Riemann 空间 的 秩 加 以 区 别 并 记 为 D;I,。。 其 中 ? 是 在 对 应 的 Lie 代数 
下 为 不 变 的 半 双 线性 型 + 的 (各 向 同性 ) 指 数 . 


Caran 符号 典型 Lie 代数 间 的 同 构 
Ар = В = С 902, C) = so(3, С) гє sp(1, С); su(2) = so(3) = sp(1) 
в = С so(5, С) = sp(2, С); so(5) = sp(2) 
А > D, 9104, C) = so(6, С); su(4) = so(6) 
Al = Alli = ВИ = СП si(2, R) = su(1, 1; C) = so(2, 1; R) = sp(1; R) 
Bh 一 Cl se(3, 2; R) = sp(2, R) 
BL, = СЇ so(4, 1; R) = u(i, 1; H) 
Al = Dil si(4, R) = so(3, 3; R) 
АШ = Dl Р 02, Н) = so(5, 1; R) 
AJIL = Dsl, su(2, 2; С) = so(4, 2; R) 
АШ, 一 DIH su(3, 15 С) гє so(3; Н) 
Db = ош so(6, 2; R) x s0(4, H) 
D: = A, XA" so(4, С) = 502, C) х sl(2, C); so(4) = su(2) X su(2) 
Dh = Al X Al so(2, 2; R) = s(2, R) x si(2; R) 
DAll = A, X АП" so(2; Н) 2 su(2) x si(2; R) 
-A s(3, 1; R) = si(2, C) 


—  — O 3 L... CC.  cáQc—c—o—c C——— 
注 ，(*) 这 三 种 情形 下 ,由 于 Ave B = C, 同 构 ;所 以 用 同 构 的 B 型 或 C, 型 的 pe 代数 替换 
第 2 栏 中 的 sk(2, C) 或 su(2) 所 得 的 同 构 是 存在 的 . 


6. 代 数 拓扑 


D 同 伦 球面 + 的 大 配 边 群 + 和 组 合 球面 的 微分 结构 群 
1) = 维 同 伦 球面 的 4 配 边 群 8。 的 构造 . 
在 下 表 中 的 0, 的 数字 表示 : 0 表示 仅 由 单位 元 组 成 的 群 ， 整 数 ! 表示 与 阶 数 为 1 的 循环 群 同 
构 的 群 , 2! 表示 阶 数 为 2 的 ! 个 群 的 直 和 ,十 表示 直 和 ,? 表示 群 的 构造 未 知 。 
n 1359545952474 9 10 11 1213 14 15 16 17 18 
э 2 ak 
6, 00 ° 0 0 0 282 4+2 6 992 0 3 2 9812842 2 4+2 8+2 
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2) + 维 组 合 球面 的 微分 结构 群 T。. 
T, 0,(n # 3), T, = 0. 
ID. 关于 Steenrod ZH S¿ RP 的 Adem 公式 '( 一 上 同调 运算 ) 
对 于 上 同调 运算 Sq, P, 有 
day ee 


Sese! = >) ( 


Zr 


ч ) 59—54 (а < 26), 


PQ — Se? Xp N ange Gah 


© a— pe 


gap — Says e Pe 3 D) варене 


" “eoe (tT eXp—1)-1 


)evee (a < pb), 
а= ре 1 


关于 Sq 的 几 个 简单 情形 如 下 . 把 59? 5 (a), 把 50500 BH (а, 5), 


(b+1) (b=0(mod2)), 

Quir b (6 = 1 (mod 22). 
(b+2)+(b+1,1) (b= 0, 3 (mod 4)), 

ату G= 1, 2 (mod 4)). 


(6+3) (b= 0(mod4)), 
(3 ө-т» (b = 1, 3(mod4)), 


0 (b = 2 (mod 4)). 
(b 4) (53,1) + (5 2,2) (6 = 1, 4 (mod 8)), 
G D = G +4)+ (0+2, 2) (b = 2, 3 (mod 8)), 
ki (3,1 - (0 +2,2) (b = 0, 5 (mod 8)), 
(5 + 2,2) (b = 6, 7 (mod 8)). 


щораз, P 的 几 个 简单 情形 如 下 ， 把 ar 1556 (а), 把 2892 SH (а, 8, b). 
(+1) (Б = 0(mod 3)), 
a n= fern (b = 1 (mod 3)), 
0 (b = 2 (mod 3)). 
(8,5 -- 1) + (51,8) (b= 1 (mod 3)), 
enn Die Deor (b = 2 (mod 3)), 


(+1,8) ( = 0 (mod 3)). 
(6+2) (b= 0 (той 3)), 
Osby Ñ (b # 0 (mod 3)). 
(8,b--2) — G + 2,8) (b= 1 (той 3)), 
(2,8 р (5 = 0 (mod 3)), 
0 (ë = 2 (mod 3)). 


(o+3)+(6+2,1) (6 0,4; 8 (mod 9)), 
G, or (b = 2, 3, 7 (mod 9)), 
(2,1) (b = 1,5, 6 (mod 9)). 


(6,6+3)+(8,6+2,1)+(6+3,8) (b= 6 (mod 9)), 


s ek: 1)+(6+3,8) (¿= 3 (mod 9)), 

GRIS (8,5 - 3) + (8,6 + 2,1) (b = 2, 7 (mod 9), 
—(8,6 +3)+ (8,6 + 2,1) (b = 4, 8 (mod 9)), 
(8, b - 2, 1) + (6 3,8) (6 = 0 (mod 95), 
(8,5 +2,1) (b= 1, 5(mod 9)). 


Ш) Eilenberg-MacLane 复 形 + 的 上 同调 环 ， H*(x, n; Z,) (一 Eilenberg-MacLane 复 形 ) 

乙 表 示 整 数 的 全 体 ，Zo 一 Z/pZ (p 为 素数 ). 

D # p=2,= = 2 R Z/(f 2 1) 时 . 

对 于 正 整 数 的 有 限 序列 I= (Cis ims c A) HAREA 401) a ta. te, 
满足 ign 宇 2ix(《 一 1，……，r — 1) 的 序列 了 称 为 容许 列 !， 这 时 ， 其 超出 量 (excess) 定义 为 
CL) = G — ipa) + Rm 2n) + à = 2i 001), & Sq! = 545-54", MU 

H*(Z;, п; Zi) = 2154'и„\1 ERREF, (1) < n], 

H*(Z, п; Z,) ~ Z,[Sq'u,|1 是 容许 列 ，e(1) 2, 5 > 1). 

RE, u€ H"(x, n; Z) 为 基本 上 同调 类 !、/! 一 С 也 是 容许 列 , 并 在 这 种 情况 下 设 n0) 一 
c(1) 0, Sd — 1. RIE Künneth 定理 +, 当 为 有 限 生成 时 ,有 

H*(x + z, n; Z,) = H*(x, n; Zp) @ H*(=', n; 2). 
特别 是 ,有 

HZ, 1; Zi) = 204), 
H*(Z,, 2; Z,) = 241и, Sq, Sq'Squa, +++, Sq? Sq" 7 диз, +1, 
H*(Z,, 3; 21) = Zalu, Sg! 597 Sq, Sq ignem 

Sg 8477. Sqlr > 0, £ > 0]. 


2) M pA2 xem Zm Z> 1) М. 

对 于 非 负 整数 的 有 限 序列 — (у, ens tts), ИЕ О dU) mob Hi t 

ig, WHR ig = 24(p — 1) + в, (А, 为 非 负 整数 ，s4 一 0 ROS k < r)), HH m 0 1, 

422p—2, qu > pie (1 < k<r— 1) 的 序列 1 称 为 容许 列 ， 这 时 其 超出 量 (excess) 定 义 为 

elI) = pi, 一 (p 一 1)d(1)， 而 且 令 P! — Pr- 0.9.85, Hik uL € H'(x, ni Z) 为 基本 

上 同调 类 , 则 H*(Z,;, п; Z,) = ZU, | I BEA, e) < nCp — 1), n + 4(1) 是 偶数 ] 

QNz(P'4,|1 BBA, 1) < (p — 1), n + 4(1) 是 奇数 )。 
H*(Z, п; Z,) 是 由 上 面 的 公式 当 容许 列 为 具有 im 0 的 了 时 给 出 的 . 

IV) 紧 连 通 Lie 群 的 上 同调 环 (— Lie 群 与 齐 性 空间 的 拓扑 ) 

D эйс 为 紧 连 通 Lie 86, Velit oo 1, 维 数 ' 为 a, WA H*(G; R) = Лак c а); 其 中 

Nau, n) BARK EVA [zo ors n) 为 基 的 线性 空间 V — Kx 十 … 十 Ка 的 K 上 的 外 代 

WO. 在 Лото 0) 中 ,用 deg zi m т, (m 为 奇数 ，1 ER S, mb o + m = n) RE 

义 新 的 阶 数 . 衬 表示 与 分 次 环 ! 同 构 。 

2) 典型 紧 单 Lie BEY. deg z, = i. 
H*(U(n); R) & An(zo xi 779 3s 
H*(SU(n); R) = Л а(х, ху» а) 
H*(Sp(n)s R) & Mars z 7» tes 
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3) 


4) 
2,3 时 ; 对 Es 当 po 2,3,5 时 外 )。 EMME FEN Z, 的 上 同调 环 作为 系数 群 由 下 式 给 出 
其 中 , 令 deg x, = i, 


v 


) 


H*(SO(n)3 Z,) = (z, х, +++, nua 为 生成 元 的 单纯 系 ) 
S 2з», зз, 7 masa] GT |i = 1, +++, n") 
(nl = (5/2), iG) 是 使 Qi — 1) Sn 成 立 的 最 小 整数 )、 
H*(SO(2n)3 К) & Л (аз, trs 5-55 хаз, хо), K 为 特征 不 是 2 的 交换 域 . 
H*(SO(2n — 1); К) & 人 k(z xi 5, xus), 


对 于 5009), зба) m (2) se. RFF SUC), Maua) m (7 seme 


对 于 Spa), Plau) = CC) ( 


2i —1 ) 
ELLE 


例外 型 紧 单 Lie HEY. 1) 中 的 = 和 mi1 «im D ВЫТ: 

G: n—104, m=3, 1. 

Fa n= 52, m —3, 11, 15, 23, 

Es: n—78, т 3, 9, 11, 15, 17, 23. 

Es: n = 133, m, = 3, 11, 15, 19, 23, 27, 35. 

Es n> 248, m, = 3, 15, 23, 27, 35, 39, 47, 59. 

ЖЇР Р БЕТЕ. PIE Lie 群 的 ? 挠 群 是 单位 群 ( 除 对 G, 当 靖 一 2 时 ;对 Fo Eo E, 4 p = 


H*(G;; Z,) = Z,[x=,]/(zx1)@ Az eh); 
HCF à Z,) = Z,[z,]/(z3)@ A z (Sq, xi, Saas)» 
Н*(Е,; Z,) = Z,[8@ z,]/((89'z,)@ N z (s xs, хи, A); 
Н*(Е„; 2,) = Zibol/1)8 A z (Sdn, Sq'8d'2,, хуз» 5405405, 5х)» 
H*( Eg; 23) = Z,(82"!x,]/((8@1x;,P)@ N z (xs, 25, x9 хи, S xu, xp)3 
H*(E;; Z,) = Zyl xs, 5фх›, Sq'Sq?xs)/( xh, (5а), (Sa'Sq?xs)') 
QA z Gio, Sd' Sq Sqhns, Saxiy Sq'S4* 5), 
H*(Eji Z,) = Z,[89'z,]/((8%'r,))@ A z (xi P' xy хи, AP ra, HP rp хь); 
H*CEs; Z,) = Zins, Sg, Sq'Sqess 25]1/ (xt (Sgr), (Sq'Sq?xs)', xls) 
G Nz (Sq! Sa'Sq'os, Saris Sa'Sq*xis, Sq? Sq'Sd'uss), 
H*(Eyi Z,) = 2318.21, BEP Px) /((842! P, (88272, уу 
G Az (s, Pixs xis, DP ns, Rss хы, хэ, хе)» 
H*( Es; Zs) = Z,[8@'x,]/((8%'z,)@ A z (х, P, x5 ARP iss хь, xs, xw 1e). 
球面 的 同 伦 群 (一 同 伦 群 ) 
下 表 表 示 Abel ER. 0 表示 仅 有 单位 元 的 群 ;整数 1 表示 阶 数 为 ! 的 循环 群 ; oo 表示 无 限 循环 


В 2! 表示 阶 数 为 2 的 1 个 群 的 直 和 和 ;十 表 示 直 和 . 


п 维 球面 S" BJ (n + k) 次 同 伦 群 nue C). 


n 
Nfe « (2 2 45 6 т э 9 » повы 
‘Terese э ео о э уу о & $9 © 
2|0 œ r* 2 2 Ú 2 2 3 6 2 2 Delo mr 2 
E 
sjo =< Yon 22 э s 2 P шз wer 9 6 
om 22 муз зз o2 P omn sen r eei 
sje < 22 2 ою 2 э ne юн # өт 
slo 2 22 2 € 2 2 ma wma x 6 
rho 9 22 moo poro ш: 94e) o 6 
slo = 22 L leso оў memez шз: o өз 
slo = 22 2 # ш жы 0 e 
0|0 © 2 2 2 240 2 let? 1202 504 n 
Lm 

njo ww 2 2 2 240 P Pp, 62 ха $ 6+2 
njo æ 2 2 2 240 2 2 6 "n 504 2 6+2 
She s es Pede жш ж “sua g 
поре. а, i 2 de aa € э ae Ed 
2510 æ 2 2 1 240 2 т 6 504 ° 3 
Ny " "NT " " » » n n 

VF s 7 D 7 D 5 ç o ° 

2 6 30 LJ 6+2 ner ner 13242 2 2 

3 » » 6+2 +P ner mel # 2 210 
4 | 25204642 30 6+6+2 24+12+4+22 12041242 13242 x= 2442? 92404642 
5 6+2 0+2 n 4+ mr 26442 6+2 6+2 9042? 
6 nea 60+2 504 +21 » 244642 1056+8 480412 6 19042? 
$ 24+4 120+ 22 ” 2 24+2 264+2 24 6+2 ne» 
в | 240+24+4 12042 2 [ra 504 + 24+2 26442 Me Her 1440424424 
9 16+4 240+2 * = 24+2 264+2 24 r 144+22 
10 16+2 240+21 240+2 2 + 264+6 S04+24 6427? 144642 
" 16+2 240+2 2 > 8+4+2 26442? Mer т “+z 
12 | 484442 240+2 2 zs A480+4+4+2 264425 PII 6+24 2016+12+22 
13 16+2 48042 a x 8+8+2 aD nae aD 1642? 
14 B+2 x 84842 264+4+2 240+24 442? 1642? 
15 4+2 2 8+8+2 MT x 2 164+)? 
16 2+2 * 24484842 oP x * 240+ 1642 
"n 2+2 № 84842 2442 24 ? 1642 
w] ar e "ml 
19 | 2+2 x porem мя Mel á r D 
ю| 2+2 x 7:8 Term юг о gem 
n| oie E ta 

n 242 2 в+2 

E 1+2 x +2 

»»*] 2+2 x sen 
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Yn 二 和 十 工时 ( 表 中 虚线 以 下 )，ro+MS") 与 # 无 关 , 并 和 次 稳定 同 伦 群 * G4 同 构 . 

设 a(S") % 5" 上 的 恒 等 映 射 ; € ma(3)，mwe (5), os € m CS") 分 别 为 Hopt ISI" 
SS, > St, 55 一 中 ( 同 伦 类 中 的 诱导 映射 )， 并 且 [oss s] € xs (S2)(m 91, 2, 3) 为 
tim 的 Whitehead 积 +， 则 这 些 对象 生 成 无 限 循环 群 ， 它 们 是 对 应 于 原始 映射 的 veu CS) 89 FCRI 
Fi 

3e = Еру ves = E"vo Onta = E*o(n>1) (下 是 同 纬 映 射 +) 是 属于 包含 映射 的 eee CS) 
的 生成 元 ， 

下 列 合 成 的 阶 数 是 2: mee 

seq n 22 2), умор, (п S 5), aoo, (n > 16), Maver = 3, 4), 

вло (n = 4, 5), иол 2 7), avons on > 8), роси, Спора» 

sasin (n 22 2), Wants a (n 22 4), а„оа„+уоа„+ибл 2 9). 

VI) ЖЖЖ Lie HG HARE +,(G) 
(SO(n)n 22), Spin(nYn > 3), U(nXn > 1), 
SU(nXn 2 2), Sp(nYXn 2 1), Gry Fo Ey En Es) 
1) RAPE (G) 
co (С = U(nX» > 1), 50(2)), 
x(G)#@ 42 (С = SO(nXn > 3)), 
0 (ЕЮ С). 
2) WKAR (k > 2) 

x(U(n)) & =/(SU(n))(n > 2), 

rt(U(1)) 2 я(5002)) = 0. 

wh(Spin(n)) = x(SO(n)Xn > 3), 

w (Spin(3)) = xx( Sp(1)) = s (SUC2)) = CS), 

mul Spin(4)) = xiCSpin3)) + iC), 

xx Spin(5)) = Gp), 

a (Spin(6)) = SUC). 

3) 同 伦 群 = (G)G 22) 
x(G) & 0. 
m(G)2 oo (С = 50(4)), e(SO(4)) = оо + оо. 
242 (G= 5004), Spin(4)), 

«(G) 242 (С = Spln), SUC), SIG), SOCS), Spin(3), Spin(5)), 

0 (G = SU(n)(n > 3), SO(n)(n > 6), Gay Fo Eos Е Ey). 
2+2 (С = SO(4), Spin(4)), 

(С = Spln), SUC), SOG), 5065), Spin(3), Spin(5)), 
oo (G = SU(n)(n > 3), SO(6), Spin(6)), 
0 (G — SO(n), Spin(n)(n 22 7), Gry Fo Eo Es, Es). 
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Жа 7 8 9 S " n n n 15 

S Lu 2 2 3 , 5 2 2 ne 84+2 2 

50) [o x 0 0 120 2 2 442 1680 2 

$0 |e » 0 0 2 

Sp |o < o o 

suy[u 2 2 3 

SUG [6 o, n 3 

suo [0757 4 2 

500 |0 е 0 x; 

SU$|0 x 0 x 

suQ|O < 0 x 

SUB) |0 » 0 = 

50010 x o o 120 2 2 ae 1680 2 

sow | 0 ж 24 2 me 4 @ 4 1680+2 72+2 

so |0 » P P s x2 0 2 2514842 2 

sow | Olato D D 248 æ+ 0 2 2532041204842 27 

so |0 xi» 8 æn 0 2 8+2 xD 

sou] o ж {2 x+2 = R 2 8 m 

Sonn 9 x 2 2 «© 2 = 8 E 

so] 0 x 2 2 Olete P 2 2444 xe 

sos} 0 x 2 2 0 ae 1 D x 

5000| 0 > 2 2 0 ө Fies 4 = 

sous] 0 > 2 2 о E ee ict ЖЕНЕ 

50000 » 2 2 о х 0 0 [MCN 

50020 x 2 23 0 = 0 0 ° < 
G |3 0 2 6 0 -2 P 0 10842 2 
F |o 0 2 2 0 x2 o o 2 » 
Eo 0 0 » O = n o ° » 
x. |. ° oo о >= 2 2 ° » 
в |° о o o o ° о 0 ° » 


4) 稳定 同 伦 群 + 


若 对 于 固定 的 《, ”是 充分 大 的 , 则 典型 紧 单 Lie BEG ~ Sp(n), SU(m), SO(n) 的 同 伦 群 是 


稳定 的 ,表示 如 下 . Xp k> 2. 


5) 


nip) = mp) (n> — 1)/4), 
(U) = «(U(2)) е х,(5Ш(з)) Ca > Ck + 1)/2), 
(О) = =(SO(n)) Cn >2к+ 2). 

Вок 周期 性 定理 * 


со (k= 3, 7 (mod 8)), 
(Sp) & 42. (k= 4, 5 (mod 8)), 

0 (k20, 1, 2, 6 (mod 8)). 

оо (km 3, 7 (mod 8)), 
«(Оу =42 (km 0, 1 (mod 8)), 

0 (&=2, 4,5, 6 (mod 8)), 
«a» = |° (k = 1 (mod 2)), 


0 (k= 0 (mod 2)). 
特殊 的 情形 
Ж (а, 5) ЮЖ а, b 的 最 大 公约 数 。 
mas SU(n)) = ni. 

po CRARO, 
SUD ова) 
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[十 1)! 十 2 (BEC 4), 
menGUG)) ~ j +012 (RAB. 
[0% n) (G 是 偶数 ) ， 
(24, x + 3)/2 (n 是 奇数 ). 
[Cn + 2108, 0/58 (n 是 偶数 三 4)， 
Un 十 2)!(24, п + 3)/24 (n 是 奇数 ). 
mnt SU(n)) mts Un 十 1)). 
pmes(U(n 1) (n=2,3(mod4), n>3), 
Mine SU(n)) = í saa (UG +1)) +2 (n 90, 1 (mod4)). 
je +1)! О), 
On 十 1)! (n 是 奇数 )。 
mos Sp(n)) = 2. 


СО 


mes SU()) = 


mint (SU(n)) = 


mata Sp(n)) г 


2+2 (n 是 偶数 )， 
2 (n 是 奇数 ). 
Q4,n+2) 十 2 (n EMA), 
(24,m +2) G 是 奇数 ). 

(2а 十 3)104, n 十 2)/12 (о 是 偶数 )， 
ros Sp(n)) = lo: 十 3)!(24,m 十 2)/24 (n 是 奇数 ). 
on+SP(n)) = 2. 
mints Sp(n)) = 2 + 2. 


meses Sp(n)) = | 


对 于 "> 16，3 > > 一 1， 同 伦 群 x,+.(SO(n)) 由 同 构 对 应 x.+/(S0(n)) m (O0) + 


mia Vissen iss R)) AVP HS HAY Vues CR) 的 同 伦 群 来 确定 . 

6) 实 Stiefel 流 形 + И, SACR) 一 O(m + n)/1, X O(n) 的 同 伦 群 
mU nts) 8€ mea CS). 
moa ene) е0 (К 21). 

2 (n—2s—1, mz2), 

оо (п = 2;), 


wa (V...) Chm 1,2,3, 4, 5) 由 下 表 来 求 得 . 


m Ones) = Í 


站 


a 4 5 6 Bl Be Bt LSet 2+ 3 B+ 4 B+ S 8+0 

2 |o œ 2 240 2 2+% 2 2+ọ 2 2+= 2 249 2 2+% 
ma|23|0 9 0 2 2, `+ $ x 2 4 0 > 2 4 
2 о 2 4 2 D 4 2 4 go 4 2 4 2 
m. | 3 |œ 2 2+o 2 4d 2 246 2 44e 2 249 2 +o 2 
>4 |o 0 2 2 8 0 2 ” 8 ° 2 2 8 0 

2 |2 2 2 oo+l2+2 2 2442 2 4+2 2 2444 2 24+2 2 2442 

3 12) 2 2 co+12+4 D 1242 2 24+4 2 142 21 24+4 2 1242 

xan] 4 |2 © 2 оо+12+44 2: 12400 2 2444400 2 12+oo 2 244 4400 2 | 12400 
25|0 0 2 44400 2 12 2 248 2 2 P 4448 2 12 
2 |2 12 +2 2424 2 24 2 24 2 ж 2 24 20 
3 |2 0 c4 z 2. om «4 Ë a Ж 4 2 2 2 
ms] 4 |2 0 499 7 га Lo РА 2 2 8 2 2 2 
5 |© 0 44 2% 240 2 s+o 2 = 2 8*0 2 э 2 
26|0 0 4+% 2 2 0 в 2 0 2 106 2 0 в 
2 mz 2 0 œ 0 o 0 ° 0 ° 0 в 
me] 3 |i? oo 2+24 2 24 o2 24 2 DX s 2 24 2 
4 [оо 2 2 2 «4 2 2 2 4 2* 2 2 4 


=~ 
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УП) 射影 空间 的 嵌入 和 漫 人 (一 嵌入 问题 ) 

RACER, BAHCHA. P'(A) 相应 于 4 一 R 或 C 分 别 为 = 维 实 射影 空间 或 复 射影 
空间 ,具有 下 列表 现 . 

K(P'CA)) 是 使 P'CA)CR* B. P"CAYCR? HER k, 

R{P*(A)} 是 使 PAER E. PAJERO ЖЕ k. 
表 中 ,例如 对 л — 6, 在 横行 &(LP^CR)) 栏 内 是 数 9~11, 这 表示 PR) R°, P'(R)C R". 


КР"СК)) 
R(P*(R)} 
KP"(C)} 
RP"(C)} 


15 15 16 16 17~19 
31 33 38 38-41 
31 j32~33) 38 38—41 


TTE 
62:20) 


x 7+1 PRE 2+3 


K(P*CR)) 2n 20 一 1 2n—3~2n—1 

UP"(R)} 2n—1 2» --3 2n —4 

k(P*(C)) 4n—1 4n—3 4n—2 4n 一 2 
MP"(C)} 4n—1 4n —4~4n —3 duco 


T LI 


V k ҖИҢЕ! K таа 4 SPERO 35 8 , EE R E RIS RD DOC D , FR УКШ А, А 16 那样 
分 成 白 、 黑 ( 带 影 的 部 分 ) 两 包 ， 在 黑 的 各 区 域 的 适当 位 置 上 / 分 别 选 一 点 (图 中 的 黑 点 ) 加 以 固定 。 
对 于 由 《的 一 个 交点 (图 中 的 白 点 ) 相 接 的 两 个 黑 的 区 域 ， 描 出 连接 其 中 被 固定 的 两 点 且 过 交点 的 
线段 (或 弧 )( 图 中 的 虚线 )， 再 如 图 17 所 示 , 当 在 《的 交点 处 KK 的 扭转 状态 右 旋 时 带 十 身 , 左旋 时 
带 一 号 ， 这 样 ,把 带 有 符号 的 线 眉 相 加 而 得 到 的 图 形 , 叫做 对 应 于 纽 结 K 的 射影 《的 图 象 (graph)。 
如 给 出 图 象 , 则 可 把 原 纽 结 进行 还 原 . i 4 


图 18 是 纽 结 的 分 类 表 , 当 A 的 交点 数 为 最 小 时 ,该 数 是 由 3 到 8 ，* 的 射影 用 实 线 , 其 图 象 用 


90 А 
虚线 表示 


但 是 ， 由 31 到 8ь 的 图 象 符号 都 是 十 ,或 都 是 一 。 这 样 的 纽 结 叫做 交错 纽 结 〈altemn: 


Citi. 


Фо в 
SY BOOB 
IL 
69066 
S ose o 
ободе 
ILLL 


> 图 18 纽 结 分 类 表 . 3, 到 8, 的 符号 都 是 十 :或 都 是 一 、 


ating knot) 


D 


2) 


3) 
4) 


5) 


ES 


6) 


7) 


式 1391 


> 


8. RER ORSR NENO 


la +b| < jal + 101, 

la = 4] > а — fall. 

ща, HRANA 22412 0, HERRAR а, 一 0 时 等 号 成 立 。 

пі < п <ha) @ 2 3). 

e" > n"/nt. 

alae (n5 3). 

2/= < (sinx)/z < 1 (0 < x < x/2) (Jordan RFR"), 

当 ao ty an > 0 时 ,着 它们 的 r(r m 1,2, yn) 次 初等 对 称 多 项 式 ! 为 So W| 


s)» BG >> С m EI. 
如 果 其 中 有 一 个 等 号 成 立 , 则 a — au 

特别 是 ,车 取 其 两 端 , 则 关于 平均 值 有 

15. > (Д a)" >. 


"у vl = ov 


关于 附 有 权 的 平均 值 有 
> 1,0, > TI a (81, =1, 4, >0), 


БЕП ШП 


щ a,>0, 5,270, bp>1 4>1, (1/р) + (1/4) = 1 时 ,有 


Dor [Ss Gor] > Sate (нм KAN). 

бон (a) — ECD," 《< 为数) 时 等 号 成 立 , 

当 p = 9 = 2 B$, ШЦ Cauchy AAP", Cauchy-Schwarz ABA", W Буняковский 不 等 
作为 它 的 特殊 情形 有 

TDH > 


m STI 4, 


„< 2 ,> 0). 

> a.) (> 2 (2,2 9) 

还 有 , 当 0 二 ?二 1 时 ,在 Halder 不 等 式 中 把 不 等 号 反 向 所 得 不 等 式 成 立 。 
着 2,70, 5,7 0, p>0, ffi [a,) 和 {6,} 不 成 比例 , 则 有 


Dator” [D ar] + [E e] ео inkoni KIL), 
455), 6) 对 应 的 积分 不 等 式 , 也 用 相同 名 称 . 
# a, >0, » „= > а = 1, 6,>0, WA 


= I 


Te < I (È amb). 


1 жа Mw 


1392 AX 
特别 是 ,对 于 行列 式 A 一 det Can), A 
аг JI (X 19). 
vm 
仅 当 所 有 的 列 互相 正 交 时 ,等 号 成 立 . 


Ж dau] < M, WA |A] 和 a"M" (Hadamard 估计 *)。 
В) IG) dE x > 0 连续 , 严格 单调 增加 , 并 且 ((0) — 0, 记 的 逆 函 数 为 三 对 于 а, b> 0y 


¿< [ойде + | ае 《Young KER. 
仅 当 6 一 fa) 时 等 号 成 立 . 
特别 是 , 当 fCx) m р 1) 时 ,有 
oe M ay. 
P 4 
其 中 (Lp) + Q/4) = 1. 
9) 4 p, q 1, (1р) + (1/4) = 1, a, 20, 5,20 时 ,有 
S a tebe «cst | eo] [ФО] (икн жард). 
AT a 
оңой 0 REE SRI, 


10) 对 于 连续 函数 16) > 0(0 < < ©), Ф FG) = | Кой, 并 设 > A, Ml 
J [FOP (62) Quere Hady A). 
仅 当 f(x) 恒 等 于 0 时 等 号 成 立 ， 
ok pu 1G) > 0, 则 有 
Poft |А tog f(e)de| dx < e (дак Саната KERN). 
1 
Fox 


11) мае <<, p> 1 时 , 设 up LL | Коё — 669， 则 有 


fi toco pas «2 (4,2) Gi Oae CHardy-Liniewood 上 限定 理 *). 
12) ENO 在 0 三 * < LRM HA K0) = К) 一 0， 则 
ү UG) Pax > Í (x) Pdx (Wirtinger KK"). 
DHI 为 sin x 的 常数 倍 时 等 号 成 立 。 
9. 微 积分 
1D)“ 导 函数 * 和 原 函数 人 (一 微分 学 ,积分 学 ) 


FG) = |1000 | 9 = FG) 


ap + Bb (a, В 是 常数 ) [ ap’ + 8ф' 


Ax 1393 


F(x) = I flx)dx 


100) = F'(z) 


фф t 
pip СФ #0) 
log || (р # 0) 
9(9) (复合 函数 ) 
< (常数 ) 
M 
x(n +1) 
log |x! 
log,lx] 
x(logx — 1) 
expr = е" 


er (a> 0) 


(e= de 
sing 
cos x 
tanx 
соох 
sec x 
cosec x 
sinh x = (e* — €7*)/2 
cosh x = Ce* + e7*)/2 
tanh x 一 sinh x/cosh z 
coth x 一 cosh x/sinh x 
sech x 一 1/cosh x 
cosech z 一 1/sinh x 
arcsinz (|F| < я/2) 
arccosr (0 < F < x) 
arctanz (| F| < «/2) 
arccot z (|F | < я/2) 
arcsec x (0 < F < x) 
arccosec x (| F| < /2) 
arcsinh x == log (х +V +1) 
arccosh x = log(x + Ма — 1) 


1 die]. jaana (lel <1) 
2 "1-5 Е (el >) 


arcsech x 


ФФ + ob 
Cb — 0/4? 
e'/o CU) 
(аФ/ар) + 9" 
0 
m 
x (п = —1) 
1/х 
(ов, e)/x 
logx 
expr = е 
a'loga 
к'(1 + log x) 


一 sinr 
sec х 
—cosec! x 
sec xtanx 
一 cosec x cot x 
cosh x 
sinh x 
sech? x 
—cosech! x 
一 sech x tanh r 


一 cosech x coth x 


ДЕЧ 
мут 
1/0 +2) 


FG) = | удах | 1G) = FG) 
arccosech x | аута 
Pad Para (a>0) 2 
(1/2) arctan (x/a) 1/@ + а) 
(eV T — Z + arcsin z)/2 Vi— = 
[zV + 1+ log (z + VP + 1)1/2 Мат 
一 log | cos z| tanz 
log | sin x| cot x 
log | tan] 1/ sin xcosz 
log | tan [(z/4) + (x/2)11 wer 
log | tan (x/2)| cosec x 
(2/2) — (1/4) sin2x sin? x 
sinx 一 xcosx xsinx 
cosx + xsinx zcosz 
"Ялт sinns + meosmrcosne (ыш зу аке 
п? — т 
съб sinax — асозах ИЕ 
a+ b 
qui boosax 十 asinax dua 
Pto 
z arcsinz + М1 x arcsinz 
xarctanz — (1/2) log (1 + x) arctanx 
det (pit) terre | 54 (фат =, 


ID. ЕЛКА! 


dx 
„= G += (m 为 自然 数 )。 
1 x 2m—3 T 
I puc: xay, (m2 2); 1, = arctanx, 
2) In | de (m 为 整数 ，a 0). 
Var + br tec 
Мт OY, HER 1/z = 5, 化 为 m 宇 0 的 情形 . 
lam Var + br pe — От 10) (m—Ue, (n>1); 


ma 2ma 


1, = 


—4ac 


b — 4ac > 0). 


3) Т (теак (m Е). 


C/V a узок |2ах +b +2 a Jax + br + e | 
G <0; 在 此 情况 下 ， 为 了 使 被 积 函数 为 实 函数 ， 必 须 


(a>0), 
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Im 0те — mins do е", 1am Eir, Kh Ei RMD SEC ДО 19, Ш) 3)) 


DELI (myn 为 整数 ， 0). 
pe TUNE MN mE. 
pes pi 0929 mug ees ge. 
(m зе —1), Lrs = Clogx)"*!/( 1). 
5) In = Í z"sinzdx, J, = j x"cosxdx (m 为 0 或 为 自然 数 ). 
Im 一 一 xzmcosr 十 Je = x7 (m sinz — rcosz) — m(m — 1)I m-i» 
Jm = sinz — mlm = x" (x sins + mcosx) — m(m — 1)/„-$ 
l = —созх, 
sinz, 
6) Í зіп" x + сов" zdx (m, n 为 整数 )。 
L аала та: ойр E 
m+n m+n 
in”) ae Cm и о, 
зіп”! x cos’?! x m—1 
lms ua tm les. 
1. = mint corti o mis2, ‚о (ат 1) 
E REDE E "кї eem » 
sin™t! x cos"! x т+п +2 xd ys 
bee лр gee (558. PU 
Jy = (sin? z)/2, Ino m —cosz, Г, у = —Jog|cosz], In, m sinz, ha = лу 
ea = Jog | tan[(x/2) + (x/4)]|, 15,5 = log] sinx|, 
Ls, = log |tan(x/2)], 1-1, = log | tan]. 
acea {ant zax uie gp oue (mmi) 
m—1 
UD 高 阶 导 函 数 * 
К) f?) 
ee S (7) emo (Leibniz. 公式 *) 
— a 
xt Tl (к t 
one 
Ga) т 
expr expx 
a*(a 270) a* (log a)" 
log x (=) — 1D1/z° 
RE зіп [= + (nx/2)] 
n cos [z + (nx/2)] 
ecosbr тте соз (Бх пд) 《其 中 a。 一 reos0, b= rsin0) 


IG) | B E) 


| + jco( ,)e-oce 2-55 
arcsinx X (1 + х) ар уон» 
(其 中 Qr— 1) =1.3.5. 001), (—1)tt = 1) 
EY. (—1)7 (n — 1)tsint8sina8 (JEP x = cot 8) 
Harf W jt Of f= spt — FF" 
(к==р) Ge 


合成 函数 bs =f), “+> June 的 高 阶 导 函 数 . 


dg _ <> Of dx, 4-2 du SOF dx; ац 


4 Ox, de? ағ Әх, d? БА Ox,0x; de de” 

Фе _ Of ax, dx; dx; Ç by dx, dx; dx, 
= oti + 2 =ч St + — S. 
d? £ Ox, ағ Ban ^L dP dt „б Orð ðr, de dr 2 
对 于 由 隐 函 数 F(z; zo c. x.) 一 0 确定 的 函数 z 一 (n+), Ж 
дг Fu Oz Fus Е.Е. + Е.Е Е.Е... 
‘x, 7 FS Orða — F, + FI CU 


Schwarz 导数 (Schwarzian derivative). 
osa e (2/0) -2 9b» s este sa, 
653) = (22) tis — sn =~ (BY (i), (Grm Kon а) = 0з 2). 


IV) Taylor 展开 式 和 余 项 * 
35 1G) 在 区 间 Га, 6] 中 是 = 次 连续 可 微 的 , 则 有 


1) = - 6-0 AVN a) R。 (Taylor AK"), 
R. 叫做 余 项 ,可 表示 如 下 。 


umi — zy L (6 — 2G = ЖУЗ y. 
jou o cnni OS ез 
— — (1 — вука + (6 а) (n> p> 0, 0<I<1, a<E <5, 


G Dip 
£ = a + ӨСЬ — a)) (Roche-Schlémilch 余 项 *); 


“He — aE) (lagrange RM’); 


G T (b —2)(5 — E?) (Cauchy 余 项 *)。 
38 10, y) 在 点 (zo ә 的 邻 域内 是 mm 次 连续 可 微 的 , 则 


fot = L 站 二) К y) + Re 


= E eg Лб» + p. 
Ortvem bp, re 1Р1 Әх^ду” 


BR 1397 
R, E t ur»! Ка + Oh, у + 6) (08 — 1). 
Ж Кх x) анн 1 次 的 偏 导 数 均 可 全 微分 , 则 
fe (Èn Ze, O+ Re 


voor! 


ant fC 5 


RR na чыр, 


n! 


— Ap dap 
ve! Oxi- - -Әху" 


HPD 是 对 于 5. v. A Ho OS ov X m— 15 v oo vm 220. AIDS 
-- (X. x) f(x, + Ohi x. FÜR) (0<0<1). 


V) 定 积分 %( 一 [4]) 
在 以 下 的 定 积分 的 各 公式 中 ， 设 m, n HARB, Spe 为 Kronecker 8! (Xf т зеп R m — n, 
ma 一 0 BI), THT HK, B 2) BBR, CH Euler 常数 ', 为 简单 起 见 , 令 
123650 (m —2) «m = 2*9 T[(m/2) + 1]//= 
m! = = mi 2L — 19/211 (т 为 奇数 )， 
246660 (m — 2) «m = 2""T[(m/2) + 1] = 2" т /2)1 (m 为 偶数 ). 
ER n HESS AAR [n] +--+ + |х„|”<1 (p >0) 的 体积 为 ] 


2'{Г(1/р)1" 
РпГ(л/р)` 


4 p 二 2 时 ,这 是 单位 球 的 体积 *, 为 
E -( (п 为 偶数 )。 
T[(én/2) +1] OQ) (n 为 奇数 )- 
”一 1 维 单位 球面 [ma 十 … 十 [ee]? 一 二 的 表面 积 "为 
2an {0а d Cn 为 偶数 )， 
16/2) 2(24)"9^/(» — 2)11 (я 为 奇数 )- 


leds 一 fC (C ах = Ге) (T BRO. 


* (ton 1) a= a+ (Re p, Req > —1). 


n (p+ De 

bl SPS m — FOG) | 
та-та |, Tay ВО Р. PAW. 

jn — 1 T[(a + D/e F — ((a — e + 1)/cH 

. a < Ta +b) 


(Ree > 03 Res, Reb > —15 Reb > Ret EL), 


f (a= GO), СЕУЛЕ 


IEEE Та — eio — el? 
(0 c ba ог 0 < bae Rep, Req > 0). 
r i = 2) (Оп — 1) 
is a+ ait Tar? ^0 Озу! 


Qm + 1-22). 


£ EJ E 


сусты аа Gm + Del 2a) 


а 
T dx = I(a)[TQ — a) = 
pe TWO dur. 


(0a — 0. 


$ 可 - 一 DIVz/2or (p — 20), 


E Pan 1 
a wedr = —p( to 
| 2 ( 2 21/2 (p= 2n + 1). 


| 
Í 
j: (ею = ode un буг am (0,60), r ече шшш, = VE, 
Í 


| 
bip |a K. 


Dee- 人 ce- 
heel Fixes Car Уч ЗЕЕ 6 
SUAE 1+z 2 
[Fee Sp) ae ра) а-я. 
"л 

fires ax =| log sinsdé = — < log2, 
ing =a e 2 
feum (tes), ш; 

m 8 E 


! logx J. log x (Det 
РРР - dim = 0. ae 
Wear = Ww Lee зы 


[emma - 167 [Eras £2 (p, 4 一 D)。 


1+х+ 2 вуз’ 


К |logzldz 一 一 E «7 logidt = —C — —0,57721--*, 
d x 


sin mx sin nxdx = | cosmxcosnxdx = Ds, 5. 
. o 


n - Cp) — (m + n); 
т 
0 ` (т = n). 
P+1 gti 
2? 5 ) ( 
- О =D 一 D11/(p + 4)11 Co 4 SABEN), 
(p — DtG— DED Gs a XEM, НН). 
M an Var D/i M , 
[ tin? xar = N cos? zdz = VÆ пека d (Rep > —1); 
in ле = Опт) ` ` G — 2), 
(2n)11/Qn + Di! das D. 


Rep, Rea» — 1); 


| 
[=a] 
" 


sin? x cos? xdx 一 ta( 


fee = ("eos (2)dx 一 É Pii f Tet inier y „(ера 积分 *)。 
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“ sinar x “tanx = i 
4х 一 一 1), + 
f « 0773. * I, ж 45 * (s z (= t 1) 处 取 Cauchy Ef ). 
n ai = r ? 
° x x^ 2 Jo 
sin qx (0 — p 2). 


o 2 777 OF Gp) sin (px/2) 


“cospx gr X qun (“costar y _ ж ES 
i а ee [eMe pP. ce 


M sinax = E rsinax APT 
EE 2 A =_ = ra = =—e™ >0). 
f а [egaet 0-9 


МЕСЕ gy _ (T РЕ tr „к Qn Dua Dii, 
ü x 2 (2m + 2n)11 
И x/2 (a2>b6>0), 
[енка 一 deja (om m 0. — Dirichler 的 不 连续 因子 9)。 
0 (b>a>0) 
as Я " 
qa <. Í —— MEE О 2 
е 2ab 


а? cos! x + Ё? sin? x 


° x 


* 1 


一 一 一 一 dx 
° 1 + acosx 


xsinx 
^» 1 + cos? х 

r cos nx СНИ gia —4) (sl «D, 
Je 1 — 2acosx + а? x/a'(à — 1) (fal >1). 


[8] [1] B.O. Peirce, A short table of integrals, Ginn, ITM — 8, 1910; [2] D. Bierens de Haan, Nouvelles tab- 
les d’ intégrales définies, Leyden, 1867; [3]. C. F. Lindemann, Examen des nouvelles tables d'intégrales définies de M. 
Bierens de Haan, P. Н. Norstodt, 1891; (4] Е. W. Sheldon, Critical revision of de Haan tables of definite integrals, 
Amer. J. Math., 34 (1912), 89—114. 


10. 级 数 (一 级 数 ) 


D 有限 级 数 
D Spm Itt 208 eee tnt (4%. 
M k > 0 Rt it В, № Bernoulli #0", FFE В,С) 25 Bernoulli 多 项 式 ', 则 有 
(a +1) — Bn(l) _ RAL) Bin + Dit 
m k+1 š “Be »( j5 ur 
特别 是 
5, = n, 5у == n(n + 1)/2, S= n(n + 1)(2л + 1)/6, Ss = a(n + 10/4, 
S, = n(n + 1)(2n 十 1)(3m + 3» — 1)/30. 
M k<0B3EB k— —1, WA 
$4 = a — ССО = 1)! Jid’ log Г(х)/4х! 1+ 


1 1 
"UU GUDG + aty 


уу Bum (Q + í — 1)! 1 
+ 3 p +1)! (6—1)! G+ 10 


1400 


公式 


其 中 , 当 1 一 1 时 ,后 者 的 第 二 项 换 为 log [1/(s 十 1)!]. THT BRS BR c; 为 


2 d i+m—1)= J tel Gtm)! 
) Ий б жө beg AER G-Dr 
D G- _ 1 Жы n! 
Eve mde aro pl GP 
Disati, >: (7); m, 
Ë th n+s—i—l1 nts 
=U 2—i Fi @ <a), 
aee g dim 
DOGZ- r ) 
R p pea) G D) 
== Ç (6 一 1) (SHAR). 
S Gu) (а Det аа "Ж +, + nd) (җанаш). 
fa 
> sin(a + ji) = sin(a+ Tp) G t DE inf 
x cos (a + j$) = cos(a + зв) sin CIE sn, 
PX I ICD A 
名 
Ш) 正 项 级 数 的 收敛 判别 法 。 
以 下 都 是 对 于 >) а. ба, > 0) 的 判别 法 . 
= 
Cauchy Ж) Ке: 当 limsupV/a, < 1 #1, BAAG limsup Va, > 1 时 ,级 数 发 散 . 
d'Alembert gli: M limsup а/а, < 1 时 ,级 数 收敛; 当 liminf osta/os > 1 时 ， 级 数 发 
ж. 
Raabe 判别 法 *: 当 ШтїлЁз[(а„/а„)—1]:> 1 HH, RBH limsup n[(a,/a,a—1)]<1 
时 ,级 数 发 散 . 


_[© (Euler 常数 1) @=1), 
Ча) (% Rimana ¿ BH) (222). 


Kummer 判别 法 *: 对 于 正 项 发 散 级 数 22 (1/5.), 4 liminf [(®„а„/а„ы) — bets] > 0 时 ,级 


数 收敛 ; 当 limsup (СБ,а, Гањ) 一 bsa] < 0 时 ,级 数 发 散 . 


Gauss 判别 法 4: 设 а„/а„ы = 1 + (k/n) + G=) (221, {9,} BR), 211, 级 数 


Wak; К< 工 时 ,级 数 发 散 . 


Schlómilh 判别 法 *; 对 于 2,10, ARMA at, FR (п, — л„ь)/(л„, 一 ar) 有 界 , 则 22a, 


M E (nots 一 n,)a,, 同时 收敛 或 发 散 . 


公式 mo 


对 数 判别 法 *: 设 《为 自然 数 , 令 logy x = log (logs. 2), logit 一 log+， 则 对 于 充分 大 的 my 


有 
ene | " ф <0, p> 1, WJ Da, ee, 
第 一 种 对 数 判别 法 : Bay — (1/n) login онн Copa a) (Р BU D a, C 
— 2X $n товат. овп login Y 
第 二 种 对 数 判别 法 : ж "m n+l log, (n + 1) Verein T scd n 5) 
c pA, MDa, Wa, 
20,p <l, MDa, Rik. 
ш) жй 
pour. 55, 0% - о (leibniz AR’), 
аа, 
£i aui + Qi + 2) $ * 


> Qi 1 > - ур er 1 

{1 PG ICI E gu 人 T 7) T XOT Ber RO, 
i -> M ceu, 

Фо) 2 a a(n) = D y a 2 To > 


20) = Dg 


fm (2i — 1)" 
- Oe в оо G” — Dr 
Кан) = 07 Bay «(зау = GZ DZ Bu , 
py) = С Bos обон + 1) opt 


其 中 , B, 是 Bernoulli #*, E, Ж Euler Ж". 
002) — 2/6, 5(4) = 0/90, ¿(6) 一 28/945, 
a(2) = 2/8, a(4) = 2/96, a(6) = 25/960, 
PC) — 9/12, BCA) — 74/720, 8(6) = 3155/30240, 
&(1) = 2/4, &(2) = 0.915965594177219015054603514932--- (Catalan 常数 *)。 
(3) = 21/32, e(5) = 535/1536, 6(7) = 6127/92160. 
IV) SEC HRM) 
D saaw G+- Y (S). 


收敛 域 一 般 是 |x| <1. Haro, 则 它 在 —1<х‹<1 bis; Ж —1<а<0, WEE 
—1<х‹<1 нш 特别 是 , 若 “ 为 0 或 自然 数 , 则 它 化 为 多 项 式 并 在 |x| < оо 内 收敛 


Ü (Ix «D, 


izo 


(EH „ 
Vits oS Sl 


L 23 Gye: „ Ж 
= 2 иу sl <D. 
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2) ”初等 超越 函数 *( 一 初等 函数 ) 
ара УМ Hm (Ly. — ергш) (51 <), 


zo d! 


log (1 + x) = 


Seve Cree, 
i 


aen 
(0 < x < o). 


uns У) 205 — DBy ua (11 <®) (B, 是 Bernoulli 数 ')， 


A Qi: 

cot x 一 + _ ES ae (o «Ix < =), 

его” Dde (<) лв 数 )， 

жес 26 D 00) GAD аа (0< jel <a). 

акаш а= iX («| < D, arctan z = ics em Са <D. 
V) 部 分 分 数 ， 

> Gn + Neo ka dd : +5 рә 

wer COE, cosec x = d +5) lI 
VD RRR (BML ER) 


П = DTE (Was AR), 
ael ru 


I (1 + ж, - ге ЫЗЫ. (C 是 Euler ЖЮ"), 


по) rn. 


E 


T pasa Cp BRB > 1), 
7 
il-g) jei- 


E 


< HO -a ais 


4 [41 «1 #, Ф а= Ца +4"), а= [а + 5, a= Tae, qm 


EE 


a-e, E aoo = 1. 
更 进一步 , 令 q — 6n, 则 对 于 3 函数 +( 一 椭圆 函数 ) 有 : 
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90, r) = 4.41, 9200, r) 一 2241, ICO, r) = фа, KCO, r) = 24"). 


11. Fourier 4) 析 


D Fourier 级 数 ' (一 Fourier 级 数 ) 
1) Fourier 系数 * 


Fourier 余弦 级 数 * to pe 


Fourier 正弦 级 数 ， ie) 


PH 


NOT 


(0:2, 
Кх) (—а<х<0), 
e i iR (x2), 

Dy bein {2 (—a « x « 0). 


下 表 表 示 函 数 F(x) 的 Fourier 系数 . 设 f(x) 是 在 区 间 [0, а] 上 定义 的 函数 ， 在 区 间 {一 a， 
0] 上 , 当 考 虑 余弦 级 数 时 令 (1) 一 万 一 *)， 当 考虑 正弦 级 数 时 令 f(z) 一 —/(—х). 这 样 便 得 到 
在 [—a, a] 上 定义 的 以 24 为 周期 的 函数 F (z) (BD fe) 在 实 轴 上 的 扩张 ). 注意 由 右边 的 Fourier 
系数 构成 的 Fourier 级 数 ， 一 般 在 。 的 整数 倍 的 点 上 具有 奇异 性 〈 函 数 的 或 其 导数 的 不 连续 点 


等 )， 还 假设 nove 整数 . 


1G) a а, (п 1,2,5) bn (a= 1,2,5) 
1 1 0 [1 + CL D Dan. 
* = a+ (py Se сун? 
i: EVE yy 22 caa ay] S8 
г = (-1) = y E ta dy E 
aie eb—1 2kal (—1)"e# — 1) 2nz[1 — (—1)"Je* 
ka pa + me [x 
xx sin px iy 2 sin px 2 [(—1)"cosur — 1] 
con "š их еу = рі — п du и? — п? 
n 1— cosue| 2 pll — (—1)"cos pr] (—1)* 2 "злия. 
a px x er x g—m 
SR ы a talep 
Asin(zz/a) _ У 
леон (а/а) F 7| “плен 
By,(x/2a) 0 (一 D"*2(2m)417(2ox) |. 
Вьз(х/а). (一 Dr+2(2m + 1)!/(2л)у'"+ 
log sin (жх/24) :| 一 log2 —l/n 
(1/2) cos (xx/20) T 


мо AX 


2) 


Ш 


> C (25) (mx). 


Ў) Чал sinnx _ 1 LG@—s) (0<х<24я). 
= 

Cb RT: 

$e. nijas] (05 2x, x x), 
s sina — De, [u^ Comes eso. 

£i 2»—1 —x/A (=< x 2x). 
уна Ë (0<х<25), 


т" ` 


Ў ste аы |, tog (sin) a Q< « 22). 


S ung m entre (eins) d, Удаа ee dale sins); 
vin! m= 
Ria Sees (<<a. 


si nsines asinar (一 
Sr queues. 


cementite а 天 整数 ). 
Fourier 变换 4 (— Fourier 变换 ) 
Fourier 余弦 变换 10и) 一 j: F(t) cosutdt, 


FG) а> 0), 


мам 2 IN КОТО = en Ga 


Fourier 正弦 变换 ju) 一 N FG) sinurdt, 


F(t) G>0), 


2 (е x 
мам EGM м s (co. 


F(t) f) f) 
[ (0:2) sin au сыны 
0 (a<t) u u 
ge CERO (x/2) sgn u 
r` (0<a<1) I(a)cos (xa/2)u-* I(a) sin (za/2)u7* 
1/G) + P) xe? [2a [e^ Ei (au) — e“ Ei (—au)]/a 
ew ajla + ш) u/(a + и) 
z (Red > 0) ТАД e—a eig(u/2V 1) [à 9? 


Маи sh) 


et 


un 
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FG) fu) 1G) 
sinat (, x/2 (0<u< a) 1 erk 
p^ ec pee gy 
tanh (21/2) cosech и 
sech (xt/2) sech u 


cos (v arcsin u) 


J,G) (Rev > —1) 


sin (v arc sin) 


Мі 0 


(0 <и <<1) 


G Vat Doe Q < 


Vie —1 


0 (0<u<a) 
19 Were G< 
0 MÉ (0и <1) 
a 
мө 2 ор Ма 1) G <) 
= Ми 1 
к) «РМа (arcsinh а) 1 + e 


ik 2) Ei RK PU ERAR 19. 1) 3)). 


Ë 3) uec) |а. 


12. Laplace 变换 和 算 子 演算 


П) Laplace 变换 (一 Laplace 变换 ) 


Laplace 变换 1* VQ — [erat 


逆 变 换 (Bromwich 积分 *) -+ ү" envoi = Í 
2xi Jee 


(Re p > 0). 


FG) (22 0), 


0 G <0). 
F(t) УФ) 
1 lp 
we o7 [1 ета ° els 
[z/a] 《整数 部 ) 1/ple* — 1) 
rt (Rea 0) T(a)/p* 
erm 1/(p +a) 
ete! (Rea 0, a > 0) (p+ а)ба) 
eF) (a> 0) V(p +a) 
а= 695 bg (1 + p") 


Сеуте 


p^? (x >0) 


FO VG) 
log t —(log p + C)/p CC Ж Euler 常数 ) 
sin at a/( + а) 
cos at pi +e) 
sa (eV) LE eon 
Bus Go ama Ме 
*47 ze arctan (х/р) 
s1 — edass) L tog [1 + Gp) 
sinh at ajl — a) 
cosh at ГДС) 
J (Rev > —1) (Ut pi — py 
Vite 
PELO (Rer > 0) . Сену 
" d Qati» + (1/2)1 
ria) (Rew > 4) Veit aye 
ih) Gv E) (Rev > —1) 
M Qe py 
Wav) ер 
2 log (V 1 + p — р) 
N = +e 
20) ән JURE 
LG) (Laguerre 多 项 式 ') Gr 
PLY) š ажаар aj 
н) (Hermite $5558" ) E e: +b oe 
Hat ss 1— ду 
Aon Мя Qn — 1)! ur 


HE: Gn +1) = Qa + 1028 — 12 — 3): 5:31. 
п) 算 子 演算 *( 一 算 子 演算 ) 


Heaviside свв) о 一 CIO 


1 60). 
Dirac 8 ПСВ) — a) m lim L G + e) — 16 — e)l. f 00) fE 


用 于 1G) 的 结果 是 AG), 以 OO) 一 AC) 表示 . 
EFR i) 中 的 一 般 公式 中 ,假设 关系 LOG) = 40) G = 1,2). 
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Cuma RÀ* OG) = ph "дй CRep>0). 


Laplace 变换 V()- 200) - IN нада. 


i) 一 般 公式 
00) AQ) 
0,0) + 0,0) AO + Ax) 
@Q,(p) aA.) 
palp) A,(0)a(4) + 4160) 
loo f EO 
Qap) Aa) ` 
[e/(p + a)]9 (p + a) EAC) (Rea > 0) 
120) | (coa — тт = | aG — DAC 
Р , d 
一 -一 一 -一 
DE 
2 1 i 
Q) — рУ) | 4Q 
? ace) |, 
1p" (n= 0, 1,2, +) (m/ni)1(0) 
plCp + a) (eG) 
PIP + гу (cos at)1G) 
арр + à) Cin af 1@ 
paa den (erat tay + Jio 
Bi. Ў) Be C —1 = OCG) + ġa ee 
tei р Pe ike Pe kel 
13. 保 角 映 射 (一 保 角 映 射 ) 
原 5c R oR | 映射 函数 
1а <1 СА) 1 <1 = > |z |<1, bos (CRER) 
Im z > 0 (上 半 平 面 ) Jw) <1 w= 229, Im s70, |s|=1 〈 一 般 形 式 ) 


| 
| NN 
+6 E odios 
| NE" "ES 2, b, c, d 为 实数 ; ad—be>0 
| (CRER) ` 


Imz > 0 (EEPE) 


1408 公式 
к R = ë R 
UAM Imw>0 | 
lel tium t Im w 2 0 | 
camera е kesi 
2-р 
ux ЫШ 0 <ави <у 
(MEAW) 
буш)! Imw>0 wm et 
Risco, Dine eu iae Тәр ич 
> 40а + 0), = 
z=r+iy, o>0 Im w 2-0 walt — ic 
《抛物 线 外 部 ) 
40а te), = 
танаа? -— i] 
(抛物 线 内 部 ) 266 
T ad š 
fe + C/e)P 
== s 
+ IF” Ivi с 
ах iy, c1 
С Уу] 
(ЖЕ ЖЫН 
cosa sina 
zoxtiy, ki 
0<a<x/2 
《〈 双 曲线 外 部 ) 
2$ y IA 
is ae «(66321 
«>, Inw>0 š = 
r= r +iy, 二 
0 Сас I +=) | "+ 
ҮЗҮЛ т 
WC mae 
|| > 1/4, arg e = 2 чег Жс 
pre ; 带 边界 的 裂纹 域 ЕТЕУ 


公式 1409 


Ж X 2 в 映射 函数 
jw) > 1147 
la| <1 arg w = 2 + (2jx/p), _ z 
pm mae 
—=/2 < Rez < x/2 [Rew] 21, а ө = 0 | ¿ б 
(平行 带 ) 带 边界 的 裂纹 域 раша 
—x<Imz<z Re w < —1, Im w = += i Е = 
(平行 带 ) 带 边 界 的 裂纹 域 一 
IIS. „яй wo [IL G yma + e G #0, 
任意 器 或 半 平面 i=l, sn) 的 int 
| 为 常数 )， 特 别 当 z, = oo 时 ,省 
| topic z Š 5, Ge aS eae $257 
PIER ME. Am K di E 
aj; = l.c = р)" _ ун 4 
exmaexu |ы 0 | woe) Goad Ue ate 
1 ` ЖОЮШ Е z р. Ce 9 0, c 为 常数 ) 
Im z 0 正三 角形 的 内 部 
2 N ENTER 
аз 0 等 腊 直 角 三 角形 的 内 部 j: Ta 
= 6 = = -一 上 一 
— яй 2/6 HHL =I w | а 
TES 正 * 边 形 的 内 部 w= | ear 
0 一 Rez 一 or = A(2|2a, 2o, 
0 k Sei Inw>0 (25 4 эш Wide 
мева. jp wc HOS 
0<Imz<K’ Im w > 0 eee ET 
e ма = ц IN 
(长 方形 ) (а 是 Jacobi 的 sn R’) 
s<|z| <1 log q < Re w <0, 
Imz <0 0 — Im w < ж “w = log z 
(上 半圆 环 ) (长 方形 ) . 
oaov л) 
“+ <и, EN O ate Е 
isi a -V#—B MEO: Су ры. EO) 


w=u+v, A>>B>0; 


я А-В К 


F R 象 " pr (c«m 
qiie За 
1m 220 圆 弧 多 边 形 的 内 部 人 
u m RO 为 有 理 数 ) 
z| FRATRA y ar 
w= — ° 一 
1 š ated кй... *. 
内 角 是 x/k < k < со) а-о? үз. "ш 
la| <1 NI 
的 等 边 圆 弧 三 角形 的 内 部 | анод sa 的 象 是 
[e] Н СОБИ 
_ EN dzjr — l((1/6) + em 
= R ес = m, 
内 角 是 =a, xp, x7 的 е etn у= 
Im 20 圆 弧 三 角形 的 内 部 === / j: 
acr)» m — 
-Q-—) a у ar} 
= l - » n. à 
Ir] >1, T=), cafa, 1 i/i — 278) 
irene ee ImJ>0 REP BARA) oe )—0, 

А = a(r), r une pe "m piney 
lr + 1/2] < 1/2, x т) (т) +1) 
Тако Бал KOT a AGG) —1P 7 

A(—1) — оо, 200) = 1, 2(00) ~ 0 


注 1) К, ККАН, ARAS. 


k=l 1 -de 
Va — PX1— pe) 


d H 
“| = 


dt, RP+k - I. 


È 2) 当 a 十 8 十 7 一 1 时 ,用 适当 的 线性 变换 将 圆 弧 三 角形 映射 为 通常 的 直线 三 角形 , 并 


能 用 Schwarz-Christoffel Ж. 当 a+ 8 + y> 1 


а, В, y 收敛 的 对 应 的 超 几 何 函 数 的 积分 表示 替换 . 


时 ,上 式 中 对 于 超 几 何 函数 的 积分 表示 ,可 用 在 


14. 常 微 分 方 种 


D 
1) 
i) 


EUR! Ша, Б, с, 为 积分 常数 +。 
一 阶 常 微分 方程 的 解法 (一 常 微分 方程 ) 
变量 分 离 型 dy/dx = X(#)Y(y), 


通 解 为 fs - 


x fxev +e. 
У, 


ii) 


айз “一 colf al ( 


ш) 一 阶 线性 常 微分 方程 * 


齐 次 常 微分 方程 。 ay/dx = Ку/х). Фу — uz, f du/dx = [Kw) 一 w]x， 并 且 方程 化 为 i)。 


E 


dy/dx + p(x)y + q(x) = 0. 


公式 mu 
жию у [е асосда) РОО, xem PE) = eap || per]. 


iv) Bernoulli 型 常 微分 方程 dy/dx + pGOy + ql) = 0 — (a0, 1). 
令 = 一 六"， 则 方程 变换 成 dz/dx + (1 一 a)pGOs + (1 — a)4G) — 0, 16% iii). 
v) Rica 型 常 微分 方程 。 dy/dx + ay — jz"， 当 m= —2, AK/(1 — 2k) (k WHER) 时 
用 求 积 法 解 ， 一 般 地 , 若 令 ay 一 wu, REHAT “H Bessel 微分 方程 '. 
vi) 广义 Rica 型 常 微 分 方程 * dy/dx + рС)у? + gs)y + rz) = 0. 
若 已 知 一 个 ,二 个 或 三 个 独立 的 特 解 y 一 %(*)， 则 通 解 可 分 别 表示 如 下 . 


yan) PE [соода +e], 38, PG) = ewf- | (400 + 2600 coe] 
(G) 是 特 解 ). 

>Z. [| otio 一 ”Gaz] Об, co Esto. 

у уз) М 

у— (х) 5G) — nG) 

AL ao CE? OD RE) RAND. 
vii) 恰当 微分 方程 8 PCy ydr + Olr, yy 一 0， 其 中 左 端 是 恰当 微分 形式 "。 

条 件 是 ӘР/Әу 一 00/0x. 


通 解 是 [ге + | (0-2 | rar)ay me. 


эш) 积分 因 于 。 Ж М(х, y)[P(z, у)4х + 9(x，y)ay] 是 一 恰当 微分 形式 des у), RJ M(z, у) 
称 为 微分 方程 P(x，y)dx + OCs, y)dy = 0 的 积分 因子 (integrating factor)， 若 知道 积分 因子 ， 则 
通 解 是 p(x y) 一 “。 若 求 得 两 个 独立 的 积分 因子 M,N, 则 通 解 是 M/N = c. 
ix) Clairaut 型 常 微分 方程 8 у — xp + f(p)(p — dy/dx). 

通 解 是 直线 族 y m cx + Ке), 

奇 解 ' 是 该 直线 族 的 包 络 线 ', 它 是 由 原 方程 和 х + f(r) 一 0 消去 ?得 到 的 。 
x) Lagrange 型 常 微 分 方程 y m xp) + (Cp = dy/dx). 

对 x 进行 微分 ,得 关于 z 和 尹 的 一 阶 线性 常 微分 方程 (一 ii) [pp) 一 p]Cdx/dp)+p'(p)x 十 
CO) 一 0。 由 这 个 方程 的 解 和 原 方程 消去 p, 则 得 原 方程 的 通 解 也 可 把 ”看 做 参数 。 这 时 , 由 
Jj p — plp) 的 根 po 得 到 解 y = рох + ФО») (直线 )， 这 个 解 有 时 是 奇 解 . 

xi) Ф. Кх, у, р) 一 0 的 奇 解 包含 在 由 31/8p 一 0 和 /1 一 0 消去 ?得 到 的 方程 中 ,虽然 这 个 
结 式 中 可 能 包含 几 种 不 是 奇 解 的 曲线 ， 
xii》 常 微分 方程 组 *， 对 于 

(1) dxidyidz = P:Q:R, 

偏 微分 方程 (OMP/Ox) + (OM о/ду) + (OMR/Oz) — 0 的 解 M(x, y, z) KH Jacobi ЖЕЖ 
Æ (Jacobi’s last multiplier). E 

若 已 知 两 个 独立 的 最 后 乘 子 M fa N, B) M/N — c 是 (1) 的 一 个 解 . 着 已 知 一 个 最 后 乘 子 M 
和 (1) 的 一 全 解 =a, MERE O 的 另 一 个 解 : 由 一。 解 出 z, RAC), M(Qdx 一 Pay)/ 户 
是 恰当 微分 形式 4G(z, y, a), 38 Кх, у, =) 代入 G 中 的 oa 从 而 G(z, y, Kas y, 2) = b 是 (1) 
的 另 一 个 解 . 

D 高 阶 常 微分 方程 的 解法 让 一 iv》 是 降 阶 《depression》 的 例子 。 
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D ym, ym, ye )= (0k). Ey? z, 则 方程 化 为 关于 所 是 一 大 阶 
的 . | 
H) уузу з, yy) 0. Ey — р ЖК y ВОЗЕ, ИЖЕ HE (0 一 1) Br. 
ii) 9 1G). ЖЮ x at | [2 [ioo s] “чу. 对 m mio» 也 有 类 似 的 
BK, 
iv) 高 阶 齐 次 常 微分 方程 。 Æ Fla, у, у, ses. 9) 一 0 的 左边 满足 F(x, ру, ру, ++, 
ey?) = g*F(x, y, y +", y), Wh « — y'/y, 方程 化 为 关于 «的 (n 一 1) 阶 方程 . 

BPR Flor, ply, Py s +++, py) <= FC, у, y's t y), WB u= y/z, (= 
log x HEMAAS t H ii) 的 形式 . 
v) Euler UREA ATT BE’ — pu O37 y 十 ра (Ж) хт уи + vee + р(х)ху' + p(z)y = 
4) Hit log x 化 为 线性 方程 . 


vi) 高 阶 线性 常 微分 方程 *( 恰 当 方程 );， 为 使 Ду] = > Py? — ХО) 成 为 恰当 微分 形式 ， 
ә 


其 充分 必要 条 件 是 D (DP 一 0 此 时 由 Yl X) ata? = | ходање 得 到 方 
名 名 = 
程 的 初 积分 . 
vi) 高 阶 线性 常 微分 方程 (ШЕЙ). 对 于 L[y] = 2 pj(x)y? — XG), 若 已 知 高 阶 齐 次 线性 
= 
常 微分 方程 L[y] — 0 的 互相 独立 的 特 解 y(x)，*… ,ym(x)， 设 具有 这 些 特 解 的 m 阶 线性 常 微分 
方程 为 4(y) ~ 0， 则 由 变换 = 一 4(y) ， 方 程 化 为 关于 = 的 (= — m) 阶 线性 常 微分 方程 。 例 如， 
ЖЯ m 1, 则 由 变换 у(х) — GO [oe 方程 化 为 关于 z(a) 的 (n 一 1) 阶 线性 常 微分 方程 。 
X n 一 mm 一 2， 则 通 解 为 
у= сууз + caj 一 为 Í Тулах + „| Tydx, 
其 中 T(x) = X(z)/[yi(x)y;(z) 一 (x)yi《x)]。 右 端的 分 母 是 yis ya 的 Wronski 行列 式 '。 
vii) 正则 奇 点 *， 对 于 高 阶 线性 常 微分 方程 
(4) ety atte Dy" beo py = 0, 
HE ple), ttt pale) 在 x 一 0 处 是 解析 的 , 则 点 x 一 0 是 (1) 的 正则 奇 点 '。 
令 po 一 1, 并 且 
УК) = > pw-iz)p(p 一 1) (0 — í +1). 
=! = 
Ho 是 特征 方程 fCp) 0 的 根 , 并 且 p 1, p 十 2,*… 不 是 根 , 则 可 从 col 0) 开始 ,由 
G) ee4Gx5)-9 »-12,-) 


ri 
WER BAHL co, 级 数 y m x? > cx” 收敛 而 且 是 (1) 的 解 。 若 特征 方程 的 各 对 根 之 差 都 不 是 
= 


整数 , 则 对 每 个 特征 根 应 用 此 过 程 ,得 到 (1) 的 ”个 线性 独立 的 解 。 
当 存 在 相差 为 整数 的 根 ( 包 含 重 根 ) 时 ,将 根 组 由 小 到 大 顺 次 记 为 w。…，pl* 并 将 根 的 相 重 数 
分 别 记 为 ce Ф ара k= 1,2, h б= <<<). RN24 


和 <( 0) 为 常数 , 设 2 为 参数 ,从 a m ea) = e T IG + k) 开始 做 次 由 CO 唯一 确 定 “, = 


公式 ааз 


СКА). Ф m = eg ees b + em 3, o. 0), RET ты S m — 1 级 数 
© ›-[# е > осу] 


提 o, 
- 0 е (7) Cond сш ж] 


=P 


ж, FH) 的 TRUM. 从 而 关于 k= 1, s 全 体 得 到 en 个 互相 
E 


独立 的 解 ,将 此 过 程 应 用 于 特征 方程 的 全 部 根 , 即 可 得 (1) 的 ” 个 独立 的 解 (Frobenius 法 *)。 
在 实际 计算 时 , 因 已 知 解 的 形式 G), 故 通常 用 未 定 系数 法 来 确定 系数 cn 

3) ” 常 系数 线性 常 微分 方程 的 解法 *( 一 线性 常 微分 方程 ) 
Raj, а 等 为 常数 。 考 虑 下 列 高 阶 线性 常 微分 方程 (1) 和 线性 常 微分 方程 组 Q2). 
а) > у? — X(). 


Qe Dawe tO Gabe. 


( 通 解 ) — (HR) + GFA BH). 

i) ” 齐 次 方程 的 通 解 ( 余 因 子 ) 由 下 列 公 式 给 出 。 

ЯР а) уе нера GOL А1 m) 

MTQ) O= Bi рабе G= n), 
其 中 д ее, Am 是 (1) BR (2) 的 特征 方程 的 根 , 由 

a) Уой о, 

fo 

(2) det Cag — 284) = 0 
ёш. ЖЕНЖДЕ etts eS (nrbes = n); pa GO 是 含 ex 个 任意 常数 的 至 多 ce 1 
WENN. 

若 在 原 方程 中 所 有 系数 都 是 实数 , Boi, m px 十 ivy ЖЕШ, ИЙ X, 一 ua 一 ?zk 也 是 一 个 具 
有 相同 重 数 的 根 ， 从 而 可 用 exper cos vyr 和 expun sin vix 替换 ехрдах 和 expX4x， 这 样 就 能 用 
实 函 数 表示 这 个 解 . 
н) “ 非 齐 次 线性 常 微分 方程 的 解 可 用 常数 变易 法 或 2) vii) 的 方法 求 得 . 

关于 (2) 说 明 常 数 变易 法 . 首先 用 i) 求 齐 次 方程 的 互相 独立 的 = 个 基本 解 组 ym ea GO 


1,77, n), REH y; 一 У) сабра) 代入 (2), 得 到 关于 ct(z) 的 线性 方程 组 ,最 后 对 ct(x) 


zi 
OREL RAR сб). 

ti XG) sk Xi(z) 的 特殊 形式 确定 解 的 形式 ， 且 参数 可 用 未 定 系数 法 求 得 。 下 表 列 举 了 关于 
CL) 的 特 解 的 例子 。 表 中 а, ky а, b, с 为 常数 , р 4, 为 > 次 多 项 式 , 1 为 由 


Hegel [sin ak j cos ax + F(x)dx — cos ax | sin ах. rcs] (а= 0) 


定义 的 算 子 、 


1414 AX 


xG) 条 # 5 w 
p(x) 2 一 0 是 (1 的 m 重 根 — 
ken 2 一 a 是 (1) 的 m 重 根 оле" 

ep) 1-а 0) 的 m 重 根 z" (ye 


соз (ах + b) (19) = pC) + 1907), 和 N 
козган) { ин Би ЧИА, су cos (ax + b) + с, sin (ах + b) 


(1) = ga) f f) 
| amici 
(但 不 可 被 (2? 十 2)"+ 整除 ) 


H) Riemann 的 P 函数 '* 和 特殊 函数 (一 线性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 ) 
1) 用 初等 泡 数 表示 的 例子 (4，B 为 积分 常数 ) 


а à c | A (= yy + (= ny (a= н”), 


P40 ^ —p x b 
i56] ева «nh 
ob e 

Pia А v =A + Bi(e—a у (х — oc) dx QAtutv—1) 
о о 0 


以 上 a,b, c 为 有 限 的 , He оо, ША 1 替换 x — e. 


m 10 | Aet Ben (а а), 
«t1 


a 0 0 
Be e dr B) (a=), 

а 0 1 

oo 

Ж. 

Pie lo v r =A + B | "as (a = 0). 
0 
оо 0 

= 
P4a c © x= xe [a +B [emere] (а = a’), 

a o j 


Ф osa — 1) ty, 并 用 适当 的 线性 变换 将 a, b, c 变换 为 0, 1, оо, M Riemann ВОР 
函数 可 化 为 具有 参数 а= а ъа +, = cuv, 一 1 二 4 十 4 AY Gauss 的 超 几何 函 
e. 

2) 特殊 函数 的 表示 
i) Gauss ЛИИ x(1 一 z)7 “十 [7 一 (十 6 十 1)z]y — ay = 0. 


0 1 oo 
y-P4 0 0 a хр, 特 解 是 F(a, В, 7; х) 
1-7 r—a—B В 
《一 超 几何 函数 ). 


i) ЗАЛИ DB ху” — (z u) — ду = 0. 


y= P40 a 0 x 
co 


1 5&s—à 1-а 


iii) Whitaker 微分 方程 * у [- J k L 0/0-7],-, 
4 Е У Р 


со 0 
y 一 P112 k 12+m xp, 特 解 是 Meal), Waals). 
1/2 —k 12-а 
iv) Bessel 微分 方程 * xy" + ху + (2 — 9)y = 0. 
oo 0 
12 v | 特 解 是 1,6) , NL) (一 Bessel 函数 
~i 1/2 —» 


к= 


TQ) 


). 


公式 


‚ 特 解 是 AG, мз) = Gt) LG) 


145 


Ls 


TG + k) k!" 


3 m = 051525065 时 ,有 Ја) = С) ym" (cos x)/d(x?)™, 


v) Hermite WOHER MDEE’) у" 一 2ху + 2ny = 0, 


ос 0 
—— 
y-P40 —n/2 0 4 
1 (n+1)/2 1/2 
当 ”一 0, 1, 2，…， 时 ,为 Hermite FRY 
Н) С) Се) аз". 
vi) Laguerre СЖ) 77#* xy" + (Q — x + 1)у + ny = 0, 


一 -一 一 
x, | 
E 2969-0 = 


4 n—=0,1,2, +++ 时 ,为 Laguerre BIR? LLC) = (1/1)x7'e'd*(27*67*)/dx*, 
vii) Jacobi WHE’ — x(1 — z)y” + [q — (p + 1)rly + n(n + p)y — 0. 


gk 


0 x oo 
1 一 9 q—p ptn +. 
0 0 
当 ”一 0，1,，2，… 时 ,为 Jacobi 多 项 式 ， 
ГО) — x)e7* 4б{а (1 — «усе 
Gp 7 m "s à P: = 
viii) Legendre 微分 方程 (1 — r)” — 2xy! + n(n + Dy = 0. 
£ ==] oo 
y -中 0 n+l } 


0 0 == 


当 0,1,2, B, 通 解 是 Z [aCe — e aCe Iy | 
ах" 


Legendre 多 项 式 * Р, (а) = [d"(G? — 1)"}/4х"]/2"п\. 
3) FAB ERR I = ALME ее 
设 C,(z) 为 圆柱 函数 ' (一 Bessel 函数 ) 


(è 


dx 


c 


E E | # 


y ny e pcne Z=], o | = T 


y" + [=#- — y Са 一 pz(7 一 20) y = 0| y = expli )C er) 
y+ [2 = б] + fhi- Ft u(y — 00] о |›— owl) e] eo 
y" t арт? ty = 0 у= V z Сак") 
y" (ey m$ y= Cer) 
my” + ху + (FP — =o y = C) 
my” + ху' — (а? + vy = 0 yo m) (修正 
Bessel PER 


n) nid So 
设 0 = 53 2+ 9 ааг ie АС mv- 2. + 


z 
yt bp хонов ESAE. NA с 22 + (Se $8) — pi, ag 

i 1 

dx ах’ 


设 0 阶 不 变 式 为 a, 一 阶 不 变 式 为 P, 二 阶 不 变 式 为 7， 则 在 无 穷 小 变换 U 下 的 一 阶 或 二 阶 不 
变 式 的 微分 方程 的 一 般 形式 由 Pa, В) 一 0 (或 8 一 F(a)), Yla, 8, T) = 0 (或 r=G(a,8)) 
给 出 ,其 中 F, Ф, V, С 表示 对 应 变量 的 任意 函数 . 


CC 
群 U 不 等 式 注 
š л 14 0 BY 1 Br 2 Br 
0 1 0 * Р r a) 
1 0 0 y ? r a) 
ш. х i+? m +y | O — хр)/(х + yp) r/G + py? Q 
n * p? * ply | rly (3) 
х 0 —p y xp xr G) 
E: » 0 ylz Р xr 
«| -y —2p ху E E T 
их vy G — up у*/х” x! ttp Bl px [y p/m 
и » o »x — py ? r 
0 h(x) | LO х h(x)p — В Gy h(z)r — h” GOy 
=P 1. KO), r + CQ) G) 
Бе, Š "ewe? ? kG) Р Жор 
, E EE (007 
ARE A у re] i ur | © 
OE =r (e)p ? AG) A(z) Pr + АД) COT, 


sh) | AGO | KGOG — x) 


вор | 不 等 x m 
Е a [4 ой | T 2 阶 
A GORG) £ ES _ WG) 5 dy pes 

0 Md TAG GP |55 ж) 1 А05 (7) 


(»—2be | -io 


Pr—y m 
(х—›ур)/(1+рХх—›у. 


注 : (1) 平行 变换 . (2) 旋转 . G) 仿 射 变换 '。(4) 相似 变换 '; 方程 是 齐 次 微分 方程 ，(5) 
线性 微分 方程 4, (6) 变量 分 离 型 1.《7) 当 kO) — у" 时 ,方程 是 Bernoulli 型 方程 ， 


(5] [1] A. R. Forsyth, A treatise on differential equations, Macmillan, Р, 1914, UR RRA HENTA]. 


15. 全 微分 方程 , 偏 微分 方程 


1 全 微分 方程 的 解法 *( 一 全 微分 方程 ) 
考虑 全 微分 方程 组 。 ds 一 D) Pale; iMm — Gm 13,2, m). 


它 的 完全 可 积 的 + 条 件 是 
[2 (n DN > ap, ie =) pis; a) = 24 > ӘР, E 3) pales в), 
ERREF, RAR Gh tsat aks os at) 的 解 可 由 下 列 过 程 求 得 :首先 求 出 向 
分 方程 组 dsj/dxj = Paleis эй, siti 2) 的 满足 初始 条 件 s D — af ШИ +, (а), ЖК 
Ж EMER, RD BML dzi/dr = Palris аз, ahs oo 25; 2) 的 满足 初始 条 件 e 
Gn) 的 解 zi 一 ons 罗 )。 顺 次 重复 这 个 过 程 ， 直 到 求 得 原 方程 的 解 z= pins x: 或 
者 , 求 出 方程 4ai/da = Рух 2) Mm PRORA f(x; z) m ci， 用 变换 太一 Xx; 2) 把 


方程 变换 为 du; 一 У) Oal; udr, WEE Qn(x; и) Е n 的 完全 可 积 的 全 微分 方程 ,因而 减 
iei 


少 了 一 个 自 变量 . 若 将 此 过 程 重 复 ” 次 , 则 得 通 解 . 

特别 是 ，P(x, у, в)4х + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = 0 (n — 3, m — 1) 的 完全 可 积 条 
件 是 

ӘР ӘР 

e(2 — 28) + o (2E — 2) + x (98 — 20)-, 
Ú) ЕМСЕ Е, DR RD E) 

设 * 为 x, у 的 函数 ,并 且 р == Oz/Ox, д = Oz/Oy, т = 0'z/0r, r = д?» /ӘхӘу, 10s /By’, 
考虑 一 阶 偏 微分 方程 F(x, у, z, p 4) = 0. 
1) Lagrange-Charpit 解法 对 于 F(x,y, 2,р,9) 一 0， 考虑 辅助 方程 ( 常 微分 方程 组 ) 

dx _ dy dz ар 一 da 


Е, Fç РЕ, + Е; F. + pF, Е, + 4Е, 


тав AX 


的 解 , 令 G(z,y,z,p,q)—= a 是 辅助 方程 的 解 , 由 它 和 原 方程 F = 0 得 到 p — Р(х,у, 2,2), 
4 一 0(r,y,z,a)， 并 把 ds 一 Pdr + Ody 积分 ， 得 到 完全 解 '。 若 知道 辅助 方程 另 一 与 C 一 “ 
独立 的 解 HCx, у, z, p,q) =b, Nih F = 0, Са, H=b НАР 9 便 得 到 完全 解 = 一 Ф(х, 
у, а, b). 

2) 各 种 标准 型 的 一 阶 偏 微分 方程 的 解法 ” 设 a, b 为 积分 常数 . 

i) Xp 4) 一 0 完全 解 是 = 一 az 十 9(a)y + b. 其 中 函数 + 一 p(a) Ei f(r, a) = 0 解 出 
* 得 到 的 . 

ii) Крк, 4) = 0, Кх, у) — 0, f(p/x, 4/2) = 0 等 。 ЖФ х= ех, у = e, z = e”, Miss 
TBA i). 

itt) fx, p,q) 0. 若 能 解 出 р, 得 到 p 一 F(x，9)， 则 完全 解 是 > — | Р(х, addr + ay +b, 


类 似 的 方法 也 可 用 于 Oo, р 4) — 0. 
iv) f(z, р, 4) 一 0. 车 能 由 f(z, г, аг) 一 0 Mt, BB) :一 F(z,a)， 则 完全 解 是 x 十 ay 十 


¿= (аво, а). НСА Ce, у, s, a, Б) — 0 和 80/92 — 90/06 — 0 ME a, 6, M 


原 方程 的 奇 解 . 
v) 变量 分 离 型 ". Kr, р) 一 g(y, 9)， 若 分 别 由 两 个 常 微分 方程 Gs p)=a 和 (у, 4) =а Ж 


IB p> as # р m Р(х, a) 和 4 一 009,4), ЙИ + — | PG, De + | 9C, addy + b, 
vi) Lagrange WARMI’. Pp 十 Qq 一 R， 其 中 P, Q, R Kx, у, z HBR. BH x,y, 
2) a, v(x，y,z) 一 5 来 表示 常 微分 方程 组 dr:dy:dz — P:Q: R 的 解 , 则 通 解 是 Plu, v) 一 0， 
其 中 9 是 任意 函数 .类 似 的 方法 也 可 用 于 

DLE SE = R(zo t nn). 


{а 
若 有 ”个 微分 方程 的 方程 组 dx;/P; 一 dz/RCj — 1, 70) 的 = 个 独立 解 (а) 一 a;， 则 通 

ЖЖ Plus ++, un) 一 0. 

vii) Clairaut 型 偏 微分 方程 *. z= px + ду + Кр, 9)， 完 全 解 为 平面 族 z=azr+by+|(a, Б). Е 

为 这 个 平面 族 的 包 络 面 的 奇 解 是 由 原 方程 和 x 一 —ду/др, у = 一 81/84 ME p, q 得 到 的 。 

HD 二 阶 偏 微分 方程 的 解法 *( 一 偏 微分 方程 的 解法 ) 

1) RRR (o, Ф 为 任意 函数 ) 


D ri). 通 解 是 = [усаа + G) + 4C)， 类 似 的 方法 也 可 用 于 = О). 


ü) ¿= Ke). MRE +— || Kes yardy + тб) + ФО). 


ш) 波动 方程 '，r 一 + 一 0。 通 解 是 z = p(x + у) + ф(х — у). 

iv) Laplace PEP. + 十 :一 0。 设 x 十 iy — C, ЖА Ф, Ф СЯН Те, ЖИ == 
ФС) + ФСС). 实数 值 的 解 是 = 一 (D) + HCE). 

v) "+ Мр М, ЖМ, № х, у ВАК, АНЕ 


z= | [J eG. NG, vee во) ов + ФО), LG) m e| ren. 


在 这 些 积分 中 ,把 ” 看 做 常数 . 
类 似 的 方法 也 可 用 于 s+ Moe = N, s+ Mq = N, + Ma = N. 


公式 1419 
vi) Monge-Ampére ОЙ)". Rr + Ss + Tr + U(r п) = V, 其 中 R,S,T,U,V 是 
х,у, z, p» 4 的 函数 . 
当 U 一 0 时 ,引入 辅助 方程 
(1) кау + Тах — Sdxdy = 0. 
(2) Rapdy + Tdgdx = Уйду. 
O) 可 分 解 为 两 个 线性 微分 形式 Xdx + Yay = 0G — 1,2). 这 与 (2) MABE ulr, ys 2, 
Pid) = а, v (x, у, z, po 4) = bG 一 1,2)， 且 对 于 任意 水 数 Fi 得 到 中 间 积分 ' FG e.) — 0 
(i 一 1, 2)， 由 此 可 得 原始 方程 的 解 。 若 5? 56 4RT， 因 为 两 个 中 间 积分 不 同 ， 故 由 此 能 够 解 出 
p” Р(х, у, z), q™ Q(z,y, z), HARD dz = Рах + Ody. 
4 U # 0 Rf AE д, 2,9 UV + USA + TR + UV — 0 的 根 , 则 由 两 组 的 辅助 方程 
[ens + Tax + Udp = 0, AUdy + Тах + Udp 0, 
204: + Кау + Udg = 0, аах + Rdy + Udq = 0, 
的 解 ww 一 a vim bli 1,2) BHP Flus s) m 0G — 1,2). # TR + UV) = 
S, д, зе 入 ， 则 有 两 个 不 同 的 中 间 积分 Р, 0. Hi EB F, 一 0 解 出 p 一 Р(х, y, s), gm OCs, 
y，*)， 也 能 通过 积分 dz — Par + Ody 求 得 解 . 
vii) Poison 方程 ，P 一 (rt 一:)"0.。 其 中 P — Р(р, 4, r5 0) BRE т, st 的 齐 次 式 ， 并 设 
Q= Olx, y, z) 当 ri 一 了 时 对 于 x,y,z 满足 0/02 v о. HE Mp, (р), r, ro C, 
рр) P) 一 0 是 作为 ”的 函数 9 的 常 微分 方程 。 首先 由 这 个 方程 解 出 "， 然 后 按 方法 II) 2) i) 
解 一 阶 偏 微分 方程 9 一 ФО). | 
2) PARA 1 yos po do rost) EXT т, з, BHR, (х,у, г, р, д, t=O 
具有 初 积分 ' (х,у, z. p. q) 7 0. Ж 
ди Ou Ou) /Ou Ou Ou , du) /Ou 
ini ee + e/a mG art oe oe 
代入 原 方程 , 且 将 作为 + 的 多 项 式 的 所 有 系数 都 换 为 0, 于 是 得 到 的 微分 方程 组 , Ba, v 是 此 方 
程 组 的 两 个 独立 解 , 则 原 方程 的 中 间 积分 由 ФО, v) 一 0 给 出 . 
3) 双 曲 型 偏 微分 方程 的 初 值 问题 Llu] = ú, + au, + bu, + cum h, 


WE 1) = 1G), + Cu Dol + || RG, y; E» Ж, Dad 


十 E B (« 2R — Su) {acoe(ns x) + boost, эк] а, 


其 中 人 A 是 图 19 中 有 阴影 线 的 区 域 , 余 法 线 是 "关于 x 一 y 的 镜像 
СЕ, n) — GR) + ip R(u, + au)dy + |А Ru, + bude 


+ (| Res y5 Es ACen oe 《特征 初 值 问题 ). 


d 


口 是 图 20 中 有 阴影 线 的 区 域 ， R(x,y; E, n) 是 £t 
Riemann PRK ;满足 a 
MI[R(x, y; E, n)] = 0, 


R,—6R=0 (х= Н), 
R,—aR—0 (yn) 图 19 mon 


из 公式 


RCE, ni Esn) 一 1. 
BI) usy, = Кх, y). R(z,y; Е, т) = 1. 


MEn) m $ Lua Hual + T |” tus coss x) + een DV + [| Aes ураза. 


Bl ii) 电报 方程 us + cu 一 0(c > 0). RC, у; Es y) = IV ele — EXy — n)). 
Bi iii) Nau y (и. + uy) — 0 (n= HEC 0). 


Rev ys Bon) = (E)r (1 -mak ECT = 


IV) 接触 变换 /( 一 接触 变换 ) 

考虑 变换 (zo ry аир sz) 一 (Xi Х„; Z). 设 р, = д:/дх,„ P,  OZ/OXG 一 1 
n)， 若 存在 满足 47 一 У PdX, = о(х, z, PXdz 一 У) pdx,) 的 函数 o(x, z, р) > 0,0) ERIX AE 
换 为 接触 变换 + . 


由 母 函数 ! Cr, zs X, Z) 的 (2n - 1) AHE 0 = 0, 09/08X; + Р,80/02 ~ 0, 80/0x,+ 
p,00/0z = 0 得 到 的 变换 是 接触 变换 . 


母 函数 名 


称 


X zX + r + Z 一 1 Legendre 变换 
Я Xi 一 02, ç 

EX + Z: — X zX, — zZ| Z/(2Z — z) k= — X Mz — «) PEER’ 

Xim z, — ap (1 + Dey", 
У (Хх) + (2—у—4 1 P, = р» 伸缩 

Z = z, + (1 + Dp)" 
Xj = xj — pit» 
хора | yh, 


МУ 1 | Z=xXD 7-1)" 


У) 基本 解 “(一 偏 微 分 方程 [基本 解 ]) d 
对 于 线性 微分 算 子 工 , 满足 LT 一 8 (8 是 Dirac 8 函数 ') 的 函数 (或 广义 函数 ')T, HAL 
的 基本 解 1， 表 中 , 设 


Sos 9 al 1 (0) Жр 
A= 52 э” Els а п Èa 109 一 L (coy (Heaviside RA’), 
J, 是 Bessel БП, Kr 1, aie Bessel 函数 + ， 
"SS S u (х„>о, V KEER) 
(其 它 ). 
关于 PE 一 广义 函数 
算 子 | 基 本 # 
а/ах 1G) 
am (E (=> 0) 
dx" 0 (x <0) 


公式 oun 


算 * 基 本 解 
ET 165)163): 16) 
Be Pa di. =y 
Ox +e 2x x + iy G= =l 
nr (п ана ^i 1 一 
p EG nels => 
(1/2x)log r (п = 2) 


[уе ое Даю] & (aynam) 


дж 
n x n— 2m = —2h, 
[leen Ü elo (LET) 
(- ау == i r” PK s ner) 
o” (Pf m-n Y/n- m — 1)1T Lm + 1 — (n/2)] 
-ay ИСЕ emfln-ea(Vi) 20) 
(4 是 实数 生 = 0) i MU OLD Ge» 
ә S әү" - =(— > xA) (xe >0) 
(д. 名 2) Е! 1)! E =)" - ) iei 


VD AAEE RARAN DE BUT IG, Green 函数 ) 
Liu] = Auge + 2Busy + Cuyy + Du, + Euy + Fus 
M[v] = (40), + 2( Be),, + (Со), — (Dr), — (Ev), + Во, 
Green AR’ fj texte = аміак = | fe (u д — 0) + pur} as 
А 


a) [ose ile N Bcos(n, y) = Рсоз(п', х), 
Bcos(n, х) + C cos(n, y) = Pcos(n', y). 
Q — (A, + B, — D)cos(n, х) + (B, + C, — Е)соз(п, y). 
积分 路 线 C 是 DD 的 边界 (图 21), n 为 C 的 内 向 法 线 , "为 余 法 线 ,由 (1) 
mu. mn 
1) WWE Lla] = u, + uy + au, + bu, + cw = h. 


«Gm = |, C) 26а + || сб» уз toG Dandy. 


其 中 С(х,у; Es n) 是 Green 函数 ', 满 足 M(G(z, y; E, n))=0 [Go y) ED MAM, (Go y) = 
(5, n)l 并且 

б(х» yi §> n) = — (1/2x)log VG — E) + (y 一 人 十 正则 函数 . 

GG, у: Esn) 70. (Ces p 


2) 二 维 Laplace 方程 + 2 +m Өн 0, ules y) = Hrsg) m Refl) G= eire). 


i) BIA (r <1) 


1422 AX 


3 oe de i ~ 2 Ts ipe 
mS 1, > r. 0)= > 
169 = King) der Keb) 2} ЖЛ) ау ee a 
(Poisson RIAR’). 
ú) BR (0<4<,<1) 
16) — 2- ||” Ba, pa — |, Ha, Садар 一 aloge} (уйш 积分 公式 1*). 


w= D Glogs + p) a (6-2) Ga. o- xs. Pap, ~ — E овд. 


o i 
其 中 Eo C, 是 具有 基本 周期 20, 20; 的 Weierstrass (8) C 函数 . 
ii) 半 平 面 (y > 0) 


rosi f Da wry) - i LUE y^ 


3) = Laplace 方程 + 
i) 球 的 内 部 (r 和 1) 


m i Ps 1— " 
Hrs 9, 0) = iT f жа, 0,6) c ET туя in 640200, 


其 中 cosy — cos@cos0 + sin@ sin8cos( 0 — Фф). 
ii) mL) 
REY) 
“D-E oria ptt 
D RAHE (Helmholez HH") As 十 Ru 0, 
设 具 有 相同 的 边界 条 件 的 正规 化 特征 函数 为 w。 GERTE ka), 则 Green 函数 为 
GCP, о) ~ x 00400). 


[my 
区 域 边界 条 件 | 特 征 du 特征 函数 
-. E + А 
Sa veya 4-9 | Хаты sin nx = sin me > 


(ny m= 1,2, +++) | 


A 0<,<а u-0 Kam Ж In kx) 一 0 的 根 J eer )etinn 
иж bre | emo | LUNAM) S [lei М) as 

Tuo Naka) = 0 (она) Nokona) 
К ао wed sca | ^ A eS SR Tour) sin up 
长 方 EIO rmm , 
05:56 0559 fe co | koni = x Dreri | cosnx ~cosmn > cos ln 2 

| on | ыж deka) 一 0 的 根 . "p 
m eres Rom ГЛ? 
a e e. 

5 热传导 方程 。 她 一 <An (A 一 at a < 是 正 的 常数 ) 


AR 1423 
边界 条 件 : hu 一 au/an = p, Hih, Аза АЕА, НОВ m 1, o 为 给 定 的 医 数 . 
u(P,t) = f, СОР, О, :)u(0, 0)4Vo 
[ac | [860090 + co 9, +— o] vos os. 
no 


REVERB, B S 是 它 的 边界 . 

GCP, 0,1) 是 基本 解 : 在 了 中 满足 06/0: = AG, HEES LE k0G/On = AG, HA 
TE P= 0,+ 一 0 的 邻 域内 有 GCP, О, г) = (iot) eR 十 低 次 项 (К — PO). 
i) —co<s<0o, G= U(z — Е, 1), 其 中 U(x) t) m eI Ae 《在 下 面 的 ii) 中 也 同样 )。 
i) 0< х < оо, «(0,:)=0; G= U(xz — Ë, t) — U(x + Ë, 1). 


E м: с Ш E t) Ue Е, t) — he't e eU — Hs £d. 
с 
ü) 0«s«L «0»0)-4«L520-05 C= Eh )- C23]. 


$e (o, де G, 0-0; Ç: xd. )+ (ze); ў 


«0,0 = 2600) c= e(t] r)- P (252) 9) 
х+Е—21 


Er] °) x (a r). 
这 里 9 是 椭圆 3 函数 ': Male) m Irr) = 1+ 2 E e cos2nmx。 

dv) 0 x « со, 0 у < оо. u(x, 0, 1) = u0, y, 1) = 0: 
G (е 一 qnte gM Lerner) Аки, 

y) 0€ x€&a, 0€ y <b, 在 边界 上 «一 0: 


Guts X^ «(E ^* 3! sin MEE sin rd sin Z sin PM, 


ab mat ari 


vi) 0€ x€&a, OS y <b, 0X &c, ШЕ «m0: 


eo s. S > Xe[- WAKAK) 


abe FA mat wat e 


+ə( 


X sin! sin IE sin НУ sin PL a E 2 atri, 
a a b € 
vi) 0 < r < oo。 球 对 称 .(|z| — r, [EL m n). G — (eter mY Be net? 
vii)0 < r < a. RMR. 在 边界 上 u= 0: 


ner’ 


G= es sin PET sin 
2яағт aay а а 
ix) a< оо, 球 对 称 。 在 边界 上 kOu/Ór — hu = 0: 
- 1 [esee ap untra — ah + k Chupe yin 
Barr (ens)? a 


x eoe (EA) + (r+r'— ns 


tti ug (erte x 


Y 
S 


X erfe 


1424 公式 
x) 0< r < оо, BAR. GeO ry" [2 gr) Amet, 
x) O<, <a, 轴 对 称 ， 在 边界 上 49 一 如 一 0: 


ЕЕ Ivan IA m) engin " a ias). BT ral 
eX DOE agp Cr a eMe — Mon) = 0 Bib. 


16. 椭圆 积分 ,椭圆 函数 
D RARI (HIEN 
1) Legendre-Jacobi 标准 型 * 


"бк, а das 
3—SWEB FCA, р) 一 TT TH f = = 


Ck ERRO 


第 二 类 本 加 积分 (EC o) = (II gag = f [LR a, 


BERMEARI Mp, n, k) 一 E T 
sui 


Ë sin? 
=f? S 
"(ae - 2X1 — ep) 
当 p — я/2 Bh, БН 2,6 AMAR HOUSE BD °. 


oe r(e 2) а а i 


xo e (2) -Vi 
右边 的 下 是 超 几何 函数 +. 
KC) = КОМ ) = K'O), EK) = ECT =) = ЕС) Q? — 1 RE 是 补 模 
HO. 
EK! + E'K — KK’ 一 5 (Legendre 关系 1*)。 k (=) талу, 
2 


er. 1 (Е-Е sin pcos ), 8E E-F 
Ok kA А М1 = sn ge Ok * 
2) 变量 变换 

tan(p — 9) = K'tang: ғ(1= 


1 =” jd) m Q КОРО, Ф) 


(GE DE hg EG 9) 


+ KFC 9)) — 1— Kinds 


=х- (Әже, 7 (4,2) G + DEA p) 


l+ ksin2g ` 1 一 


公式 1425 


E (4a) - 3 pe, 9)— FC Ф) 
+ ee VT — k sin? rol. 
h inp | cosp | FU ws) | ECkss Ф) 
г: AT Zu ee zie Ok 
K Haag =a —iF(k, p) ПЕС e) — FC p)— V1- k sin ptang] 
^ ksing МІ 60 sime] KFC p) 二 [EC DE 01 


3) 变换 为 标准 型 
i) ”可 化 为 第 一 类 的 椭 贺 积分 (对 于 参数 设 ¿> b >0) 
A | k Ф 
EN Fates 
Vs BN Sts 
pil V3—ltx 
7s |o C I. EE 
a 1 1-28 
т = arccos | 
E > arcsin = 
а а b 
1 Oy MEOD 
二 V1—(C/ay arcsin NEED! 
( di 1 b i ПЕЧУЈ 
NICE CE R “ a 4 = sy 
| 上 == i PESO retain 
Vla PXP P) s b 
ү = = arcsin „10/0 
"(e — PXP + P) Vac B Veto 1+ G/zy 
: dt 1 а 
c PYF P) ES e+e EN 
н) 可 化 为 第 二 类 的 椭圆 积分 (对 于 参数 设 ¿> b> 0) 
AE(k, p) A k Ф 
[ 2—8 i а | £ | arcsin = 
DLE | | n 


1426 AR 


AEQ Ф) | а | L | v 
| = ! arccos Ž 
| vere | a 
| < b 
T arceos Ё 
| a i s i+ Ga» 
— | ada lay. 
| Vere š {еш 
а-и | x 
I = | arctan = 
| | 
r Jaca T d 
Ж ==. arcsin 45 [xy 
P 1— (4a 


ID) 椭圆 9 函数 '* 
1) 4Imr>0 时 , 设 gee, BEM 


(uy т) m 9 (u r)m 02 Èc 一 1)'q''cos2nxuy 


Hu т) ва 2 > (= 1)" D sin (2n + 1)яш, 


БЕ] 


9Xu,r)=2 > q 7*9 cos(2n + 1)ru, 


Ilust) m 1 2 У) 9 cos2nxu, 


= 
四 个 90 = 0, 1,2, 3) 作为 两 个 变量 x 和 的 函数 ,都 满足 下 列 偏 微分 方程 。 
әби; r) _ ,,, Ku 1) 
Ow Br “ 
2) 相互 关系 
90и) + 9и) — 90и) + Au), Vu) = Ku) + эи), 
ЭКи) = K AlCu) + дэи), ЭКи) = Ku) — Ru)» 


其 中 《是 满 it/KCk) r 的 模 数 ,并 且 是 其 补 模 数 . 
к= эїо)/әКо), А = 90)/9%0). 


буа " Ea ao) 9:(0) , 97(0) , 9,(0) 
$0) — «50090090. с эу T эо) 十 90) * (0^ 


3) 伪 周 期 性 .在 下 表 中 ,3 中 的 变量 是 x 和 r, m, ”是 整数 . 


“的 增加 .| э | s . 

| | 
Ced "re % |]. азге 
yrs a| (=s | X (u 二 nr) 
| | | 


pie eae 
2 


m + nt (—1)'% 
| is 


公式 1427 


* 的 增加 [ж | s= | s | > | 
(oi) | (一 Dri9， coer) c (-1)"8, | | 9, hoof- («+ 2) 
| | Ç 
"-3*( i) | % | s= Joco (Da | х [а (a+ 3)]] 
Zeros u = " fum met | l kë 
2 2 
+(+1): 十 mr sn 
| 


4) 展开 为 无 穷 乘积 ， 设 9。 = Па- g) WA 


S) = 9, H (1 — 247! cos2xu + q"), 


9.) = 299g" sinxu |] (1 — 24 cos2xu + д), 


E 


Эи) = 20g " cos xu Hi (1 + 2g" cos2zu + q“), 


эи) = Oo Tl (1 十 29 сов2яи + q"), 


HI) Jacobi MAER’ 
D BRR AAR aF: 
1-3, go 00), pte- 


эко)’ эко)” 
则 有 
KA) 一 太一 = 90), КО) = K' = —irK. 
9 f £ 的 关系 是 


qm e m creo, 


e -(5^h +2(4) eis (5 eis (k) + пог (5) +], 


E. а 
4-41 + 55 +15 + 130 po 1707 png vas ym „-1= ARR Ë. 
2 2 ? 1+ i= 


2) sn, cn, dn 函数 +* ,加 法 定理 *. 


addis э(и/2Ку 2K PE C 9fu/2K) | is = 7 э,(и/2к) 
a D= a iny “Өт £ away: "(e D= VE оил) 


su 十 cnx 一 1 disc sul. 


жасарда» tanvcnudne (ио) 


cnucno — nudnusnvdny 
cnucnv — snudnusnvdny | 
ETTET 1— sum y 


= (и + v) = 


1428 AX 


da (и 9) = nude — Psnucnusneeny. 
ПЕРА 


ERE аиб, foe —mad u, ihi -— 
3) 周期 性 . 在 下 表 中 m, п 是 整数 . 
“ 的 增加 snu cnu I dn u 
2mK + 2niK" (一 Dr заи (一 Dr nw oe 
(2m — DK + 2niK’ (p 2s Сунне Se cow d- 
| daw и 
2mK- Оп + KR | С" 21 Суннат dn | PERD ee 
FP snu snu 
Gm— DK+C2nt1)K| Стун" dn z Corti d A q (унде s 
enu 
零点 “一 2nK + 2miK" (2n + DK + 2miK" Gaze r Qe 
极点 “一 2nK (2m 十 1JiK' | 2nK + От + 1)iK’ | 2ak+ (2m+ 1)iK' 
基本 局 期 4K, 2iK’ | 4K, 2K + 2iK’ | 2K, 4iK' 


— nn HT-. 


4) 变量 变换 . 在 下 表 中 ,例如 第 二 行 表示 sn (ka, 1/k) = ksn (uy k) 关系 . 


hu VA m FA = 
fis K i= A da 
cn а cn 
Ç pe = a 3. 
Ti Ka dn а 
" KC am ; m 
i n є а Еч 
zh 4 "m da a 
ity K i m а 
wrk а+ в аһ Lkm 
Utk 1+ 1 + ks l+ ks l+ ks 
(Gauss 变换 ') 
акен | igg | arose | Os | a 
а+ ч бууу, а JK x V20 E) x 
2 +V е х 1-VK 1+VE 
Rsncn [ 20-44) da + VK 
C1 + dn) (Ç + da)| МА + da) dn)| V/G + da) (X + dn) 


Jacobi 变换 mm Cin, ю- #0640), а(н, D) = 


са (us К) , da Cin, k) = Ən (> k) 
5) 振幅 函数 


1 
са (и, К) саби, К)" 


公式 1429 
“@ 9) = FQ | —— WORE gam D ЯВА (ampli), 
* /1— E sin! $ 
m (uy Д) = sing == sinam (и, 4), cn Cu, k) = cosp = cos am (и, K)» 
mG D m VIT Bag — VIT Pa eB 
hae [e 
Hen s a oe 
am (us k) 一 x * x Tae 5 sin (nx =) (q m = erm, 
am (0, 1) = gd (Gudermann 函数 *). 
IV) Weierstrass 椭圆 函数 ' 
D 多 函数 '*， 对 于 基本 周期 2, 20, 有 
Pu) = у 1 E 1 ] 


u v» (и — 2n, — 2те) (Оло, + 2mo;)- 


Le Bet в Ho ¿+ 3DDO j... 
P 20 28 1200 6160 


1 
人 
pe es crm Time" "7 PM [mnm d 


其 中 XEM m 一 s — 0 外 的 所 有 整数 m, n 的 组 
Pu) — Plu). 设 o= (о + оз), еа (oj) — 1,2,3), 有 
ext od с 0, aac eec enm 145 eno = p^. 


Pu) = 4 [du = — У) A 


mn (и — 2n, — 2no,) ` 
(u) — 41 @ Си) — alu) — exl Pu) — e] — 45926) = gil (и) — gn. 
加 法 定理 '*。 


ыз 1 а) BW) 
RC кайы Ай ш; edi 


Plu t oj) = ej а Gsk D = 0,2, 3). 


Plu) — ej 
利用 对 应 于 r оо, 的 9 函数， 
— — m_ Plog 91(4/201) а 2:1 1910700) 
Pu) =~ ә (n= = nz 192. 


1_ 9?(0)9,Cu/2,)9,Cu/22,)9.Cu/ 2.) | 
40} $.(0)9,(0)91(«/2«,) 


与 Jacobi 酉 加 函数 的 关系 是 
q = ехр(о,/о\). 
Ф (——— 
с 
其 中 模 数 是 k= J е, К) = oe. 
L2] 


а — 


EC 一 一 


унаа 85 at la e) E m at (a e)l, 
=F FF Е 


2) AR’. 


3) 


4) 


f lu—2me,—2mo, (по, + imc) 2л, + 2mo, 


lod. deg UG a Фу Sp. ass 
“ — 60 140" — 8400 18480 


= @/шди + dlog 9,(u/2c0,)/du, 
Г) = —@(). 
ФОЕ. 设 n = (=) G= 1, 2,3), 有 
Elu + 2n, + 2то,) = Cu) + 2m + От — (6, m= 0, +1, £2, ---), 
_ 1 9) 
12e, 9,(0) ° 
Mtos — mey = ор 一 з 一 no) — qo, == жї/2 (Legendre KH"). 
mega, uir am uai + Ee 


iG) m Le X [—4 Morro ib 
1 


m-— 


m + m + x = 0, 


2 O(u)— oe)” 
cin 
. “ и 1 " d 
au) we T ( 7 BE zd "Elm W Us ima) | 


va bahar] 
(л, m) = (0,0) 
eng 5, g B, 
туу Patai PR 
= ue Y 9/2) 
ш (exp) Sen 
(и) = с (и)/о(и). o(—u) = —o(u). 


伪 周 期 性 , ou 2no, 十 2то,) == (—1)"*”*”"[ exp (Zan - 2mm )(u- лоо + mo;) Jou), 


fo ABI. cooo 0s. 
аби) = ert EED (aem) Sue 1,2, 3; эшэ), 
a(w;) S 20 9440) 
NENNT OU La Uui) _ _ oQu) 
Pu) — ‹, Е 22] » Qu) E A 


mama d, дас ta), a = HO, s а МЕК, 


me) "^ eua) ои/а) 


[5] [1] W. Е. Magnus-F. Oberhettinger-R. Р. Soni, Formulas and theorems for the special functions of mathe. 
matical physics, Springer, РРБ = 8, 1966; [2] Y. L. Luke, The special functions and their approximations 1, H, 
Academic Press, 1969; [3] A. Erdelyi, Higher transcendental functions, I, П, Il (Bateman manuscript project) McGraw 
Hill, 1953, 1955. 特别 的 ,对 于 两 个 变量 的 起 几何 函数 ; [4] P. Appell, Su tes fonctions hypergéométriques de plusieurs 


variables. Mémor. Sci. Math., Gauthier-Villars, 1925. — Bessel fk, MEAN, г ARBAB) 


D 


17. BR. гаж 


T GRA В 函数 (一 аш) (在 本 节 中 C 表 示 Euler BEC. B, 表示 Bernoulli Kt, ¿ 表示 


Riemann Ç В") 


D 


TRES го = ү ¿Uu (Rez > 0) 


2) 


3) 
4) 
5) 


ID 


1) 


IG + 1 一 


< 1 
ony 


n! (n=0,1,2, +++ 


өө 
РАД. 


» ra)- 


Ys. 


公式 
《积分 路 线 是 沿 正 向 绕 正 实 轴 一 周 ). 
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T@+ аго), гога) а, (е L) анне), 
izo n 


1 
OEE casti 
= 


TG) 


lg TQ +) 一 一 证 og Жала — 


|Т(х + iy) 
"Te 


Rene 


si 


"nw 


浙 近 展开 (Siding ARH), 


TO w eter Hf ene |5 SU ЕЕ] 
1 tna 


Ы 


B 


不 完全 8 函数 '* 


多 TT 函数 '* 


=) 


Sin rz 


y 
(e+ >) Gy 


1 139 


с. — Y EED ы 


s 2n+1 


是 实数 且 +> 0). 


(largz| <x) 


571 


ж-о), >| + ig 


125 


© B(z,y)= f POC — Dr 


28822 51840; 


~ FG)rG)/TG + y). 


ARETE тб, х) = fee TG) — Wo s salt) (Rev>0), 


$G) = -Z log P(e) 
dz 


-ro-pz- 


T(z) 


Ga? $G) 


组 合 问题 (一 排列 ,组 合 ) 
阶乘 * alm n(n — 12 —2)--:3*2- 1. 


(Z)-z, 


二 项 式 系 数 * 


从 # 个 中 取出 ?个 的 排列 '* 


从 *#* 个 中 取出 7 个 的 组 合 '* 
重复 排列 ** «П, т. 
重复 组 合 '* «Н, Cr = 


Ы 1 


“> pry 


one (= + att 


rl 


Cel <1). 


- + o7]. 


La 24883202* 


(Rex, Ве у > 0) 


B.G, y) = [о —)"r4 фбф<а<аы), 


|а--с+ > ( 


(61,2, 05°), 


01 =1, 


ea JUW 


1 一 
十 1 


P= (а — 1): (n — r + 1) = ni/(n — £)1. 


pane ЖЕ 


nt asl 
"m r!(n — r)! (7). 


sC, = Cars 


(5 r—1) 
ri(a— 1)! ` 


aC, = Cr + 3С, 


1 
ata 


). 
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循环 排列 "* Pr. 


2) 二 项 式 定理 '* («+ 6)" = У) (enw. 


多 项 式 定理 '* (ato + С Sm oa GEE pb bp = n: 
Ato Pm! 


Po t» Pm 220). 
[ 参 ] 一 公式 16 的 [ 参 ] 


18. 超 几 何 函数 , 球 函数 


D 超 几何 函数 (一 超 几 何 函 数 ) 


m жуа SO Ta +s) ГО +a) O з" 
D 超 几何 函数 F(a, 6; с; z) > ТО M m 


超 几何 微分 方程 1 aQ — 2) £4 +(e — Ca +b + 102) SE abu 0 在 :一 0 的 基 
本 解 组 是 

m= F(a, b; с; з), m= Еа — c +l, b — e + 052—652) (с #0, —1, 72,7). 

F(a, bes в) = F(b, азс з). dF/de = (ab/c)F(a + 15 b + 1; c + 1; 2). 
Tce — a — 5) 
TCc — ayrCe — b) 


TORT кла — Оса — yde (Ree > Ке 60, |«|<1), 


vee gy Le) Pe + rb + ГС) y, 
Flay breve) ma ro l< Tle +s) Si 
2) 超 几何 函数 的 变换 
à Flas 05 652) = а — YF (ee = e LR) 
= (1 — z) F(e азс b; c; z) 
(1 sy ICI з) wa ere ue МА 
(1— ғ) та p (are bia Pa) 
_ ye Per — b) at hes š 
+ sy? Kore F е 46 —a ds 
теме = 2 = h) 
T(e — а)Г(с — b) 


十 (1 一 zc Tea + Ь— су F(c—as ¢—b; e—a—b + 15 1— 2) 


F(a, 6; e; 1) = (Re (a +b с) < 0). 


‘ F(a, b; e; z) 一 


F(a, bia +b— ¿+ li l— z) 


TGI) 
IMG — aY („уз PEED E ll) 
TON — а) © *) P (a1 ii 4) 
I()r(a— Б) (у а, —Ü , di 
+ TOMB 2y?F(b,1—e+6;1—2 +b L). 


3) Riemann 微分 方程 (一 公式 14П) 


公式 


Фи 1-а-а |1—8—f 1— v — 7] 4 
+ + + 一 < 

dii [ xz 一 4 2—6 ze IE: 
+[ж е=юе— + 


йа #— b 
+216060] " i 
zoe G-G-56-20 ` 


这 里 有 ata PR у Y' = 1 (Fuchs KAA), BURA Riemann P PAR 


a b c 
s-a я + 
А к 


= (223) FES) (ete аво 1 tana; De) 


(z — z, 8-6, Y — r' s BR) 
给 出 ,交换 右 端的 参数 a,b, с; а, ai В, P'; 7，Y'， 可 得 上 面 函 数 的 24 种 表示 . 
4) Barnes 的 广义 超 几何 函数 
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PF elas ae E, ges (а), maa 1) Gn D 


£ (Bia GR), nt 


= TCatn)/T(a). Flas b; с; 2) iFi(as b; с; z), oF ole) me^, Fela; x) -(072)7*. 


5) Appell 二 变量 的 超 几 何 函 数 ? * 
F(a; Bs Bs Y; х,у) 一 > > Саа), ynya, 


Saono тіп (т) 


Еа; Bs Bo Y» Y' 5 ху) = $ > Caes тун 


£ 0 mint SD, 


ls '. ys - 3 x $^ LA ^). myn, 


Lay, rn y = YS atn. my 
Flai Bs Y, 7'; х›у) zx aioe s 
6) 几 种 函数 的 表示 
EZ 


(а= FC» b; b; a), en (бу Gah DF (i+ Z, Lit, itm sat»). 


1 bir 1 3 
Jog (i + x) = zF(1, 1; 2; —х)› Slog —— = F(t,1; 2 г), 
log (1 + z) = «FC D Flog = = zF [Ç $e) 
sioe — a( snr)F (LER, 1= 2; 3, aas). 
2 2 2 


cosnx = F (6 крз sin? 2) = Cosa) (LE, s 


Po (су ЫЙЫ D artan x e iF (S. 134; =). 
i22 2 ‘2 2 


(cp CPD E ui. t. 2 
Pals) = 0 CD F (=n n + t; d d), 
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= слу в) E 3.3.0 
Peso = Cy CED sR(—e2M ie) Св). 


оп =(—1) = h, 


_ eu su omn 205452 (m EASO, 
KR. аена ане { Vi cam. 


z lt э s m yid. = 
ко -ir(bias). EG) sr( L Lis) Севин). 
ma E Q3 _ — э” t ИР? 
LO = gry +n =) T s^ L; 2y-+1; tix), 


€t = lim F(a, b; a; z/b) == Е.а; а; z) = FG). 


H) Legendre 函数 (一 球 函数 ) 
1) 对 应 于 三 维 旋转 群 的 广义 球 函数 * 是 下 列 微分 方程 的 解 . 


— гу do, due i Ш, - 
а) a-o- uta boe D- -E ]«- o. 


特别 是 , 当 a = 0 时 该 方程 是 Legendre 微分 方程 !, 它 的 基本 解 组 由 下 列 二 类 函数 给 出 。 
第 一 类 Legendre HRN 9,00) m OD mue (Telus =), 
第 二 类 Legendre HL" ° 


= Pt mp (2+2 +13 
9 = Sere G1 ° ^ p! ng 5). 


0.) = = [ex + i0) + 9,(z — i0)] 
= n (cosyx)Pi(z) Ра) (а, —1 < z <1), 


2 sin vx 


递 推 公式 

qs) = 9.460. 0,09) 一 0- Cs) = я (сого) 9,0) (= Е). 

种 (一 z) ет, (а) —(2/x)( sin vx) O,0(2), ©„(—)=—‹#”"©,„(ш) (+ =sgn(Im 2)). 
(2 — 1)48,(2) /dz = (v + 1) Base) — 285,021; 

(2v + 1):8, (2) 一 (> + DB iG) + B,C), 

(a? — 148,2) /dz — Cv + 1)[9,,,G) — 29,65), 

О» + 1)20,(2) = (> + 1)9,,,(z) + »9, 4). 


— T+) ар» 十 1 Gr di 
P,a) 一 7102777 tan yz Ti» + G/DT^ e (s +1, 2 3 ?十 3,4) 
ue Tl» + (1/2)] op (1 一 > =v 1 ,1 
Vu ET) wn 2722 ni) 
in vr " - 2 ^ 
P,(cos 0) = Эв Sev = FEES (>= Yel 08 <a). 
V 
„(соз Ө: » 10,(cos8)| < 0<0<x; »>1). 
估计 |Р, cos 172 ТО, cos8)| Tea ¢ »> 1). 


PCD = 1, рб) = 一 SEE (EE Т\г(—>), 


公式 
ace ЖЕР И, ese (= 
0.(0) = conver (241) r(—5* 
2) 特别 是 , 当 v= 5(—0,1,2, ---) 时 ,以 下 所 用 记号 !1! 表 示 
mim [POTD o (RD, 
~ lm(m—2)- -5-3-1 (m 是 奇数 ). 
函数 Ж» KEAR (Legendre 多 项 式 '*) 并 表示 如 下 : 
ЛИ i 
Pe) = 1. f) 
Qn) ap (в imt d uil 
os nh 2 a @ ix) 
_ Qs — Di fy on m D „э у na 1а = 2X8 — 3) ie 
P [: бузлу" es ^ -f 


= _ yen) m + 2i — Dt. a, 
„шю E » О» —2)Ww ^ 


= 
еру mt BEDI us 

fee n GF Die a 

2 eR, (+ Sn; E — n; et) 

"G [oes Т Geyer — 28 


.3 n(n—1) W 
+75 1-20«—1X1.—3) (0 — 40 


1-3-5 x(a—1X5—2) uia 
:2-3(28— 00а > 32а — as pet + -] 


1* 
$ [pz Cn 是 偶数 )， 


P,( cos 0) 一 


+ 


(n 是 奇数 )， 
„Ж. Gon. 1:(n + 1) 
t COU [© ++ ү MD m +з) 


eR sin(a se + Gui] о<ө<), 


2 - (2a + 3X2n + 5) 
Laplace-Mehler 积分 表示 i 
P,( cos 0) = ar (cos + асов dg 


E P sosla + (1/2)]9 gy -2 £ sn [s + 21e 而 
° cosp — соз М cos — cosp 


по GV en (LS (ends rave 
PAL) = 1, PB(—1) = CCU*, P,+.(0)=%, - 


hs 00 — Dit > 
RO =(- ой S Eras att 


т 


REAR np, (z) 一 (2n — 1), s G) + G — DP.) = 0, 
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3) 


(2 = 1) B= GP, — Pea) = 


242 = ue [Ce oe S24] ров LL 


et (Pu 一 


Pot) = (n + ОР, — 2P,), 


1 
=n! feof Czy 
К G туя 
= 2. |; (2 — ғ) 
Gea me 
Я *_ # 
ce MEET z[e- bi f ol (Res 21); 
_ 2: (27)! ms 1+(n+1) 0, » 
Qile 0) Qn Gant | i E PEET FD 
1:3 (n 1n 2) e, РТА 2 
Bae ee metn] cero 
7 drz 1 十 z 
9.5 一 小 ids £e- 1)*log +z) + Pale) log 4+ = 
-4r > UON 
000 = 21981 ка, кты ые -1, 
Pic bec -$n 
母 函数 ` 
Ère (2) (l| < mia|z£/ 2 — 11), 


1 SU 
Cyr = 
МІ =the +h Xd dno 


= > (Оп + 108, C09, (2) 


(lal > ma|z+/ — 11) 


Gi —1< z< 1， 则 右边 等 于 1). 


(Or ә—1|< ЕЕ 


1 r—: + /l1— 2 + Z X 
—p = ,ros) (Ree >1, [i| < 1). 
V 1— 2 + P 429-1 p Á 
r= Ve ym, cos0— r/r, х,у 是 实数 ， 
i 1 1 
+2 + + = 
> [ A (2mi« — z) + z: + =] 


A (2min + x) + z + у 


1+ E et n + y) 


py > — Bas pip, (соб) 


这 里 ， een) 
取 它 的 实 部 是 正 的 . 


(Re > 0)， 


(0 < 0 < 2я; z 是 实数 )。 
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> 
» 


4) 关于 Legendre 多 项 式 的 积分 
正 交 关 系 |, Pu(z)Pn(z)dz = Bam ——. 

2n т 
[mayas -ob D. 


MA — 2)::-G — n +2) 
[мөн "Т 1) +n) G + 1) 


(n 是 偶数 )、 


G —1X2—3) G — n + 2) I 
Get DG*s-i)-G2) (E820 (Re¿> 一 1)， 


2(m—n+ 1) m 一 n+3 т+п—1 " 
frons 8) sin meae -| = = xum E 4 s » ) (m>ni m+ n EAD, 
0 《其 他 情形 ). 
5) MARCE Kegelfunktion)， 这 是 相应 于 » = 一 (1/2) 十 以 GQ oor Legendre 函数 。 
LE in? 2 + GR PYG? + 3?) in 
ГЫ 2.4 
P-am+n(*) = P-an-al#). 
Ш) 连带 的 Legendre 函数 ?( 一 球 函数 ) 
1) ID D 的 微分 方程 (1) 当 p = 0 时 的 基本 解 组 由 下 列 二 类 函数 给 出 。 
第 一 类 连带 的 Legendre Бий 
е z+!) X „i-z 
Pee) = Ta — po) Ka »tlil—a ix 
其 中 ,在 式 中 对 = > 1 取 满足 arg [Ce + 1)/(z 一 1)] 0 的 分 梳 化 为 (x/2) KH. 
第 二 类 连带 的 Legendre 函数 ? *. 


P-am+a( cos Ө) = 1 + 本 


© To tut DV ЕЕ, 
gs i" TD-GODPO (e — 1a, 
pba? 2 十 mm 十 1 。 2. | 

x ( 2 z Ege 2; 

其 中 ,在 (8 — 1) m, MF z 21 ЈЕ ag(à — 1) m0, dE cnm! 中 对 于 = 之 0 取 满 
E arg re 一 0 的 分 核 . 

P; (a) =m ех + 10) = е EC — i0) 

1 1+2\" CT PENA E25 w 

-a p Fi(—v s+ m =”) caci 

0:60) = ah ib sk + i0) + ef (х — i0)]/2 


[Fe -teti УО] (-1<r<1), 


pe — +I) 
积分 表示 
бере no ayn 4 
$0 = tle + Q/21 M G+ iy 
(Ren > — fs larg (et) <=), 
бна (* (sinh) 
Ый 7 v G4 10 f G + согу 
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(Rez > —1, larg(z+1)| <x, Rev > —1, Rela — ») > 0), 
асу |2 Ila + Q/2))2 — 1"? (* cosh [» + (1/2)] 
ы 2 T(a + v+ 1)Г(и—>) I (= + cosh гун! i 
(Rez > —1, larg(z+1)] <=, Re(u tv) > —1, Relu — v) > 0). 


ë _ [2. (nha) _ (* cosh [{» + (1/2)}e]de 
Sion) £ Тв + (1/2)] f (cosh а — cosh c)? 


З, 
>0, Кел < —). 
(> ne 


— [2__Ginoy _ (° cosl{v +(1/2)}pldp 
Feo 8) тр +G] Jo (cos — соду 


" - T(2u + 1)2-7 sin8)* = Lu RN 
Р cov t) Tie + 1)ГСа + v + Tn — ») n (1 + 2:cos0 + yta 
(Ве (и + v) > —1, Rela — v) 70). 


Р;*(соз 0) = WEED ОА (0 <<, ке(и+»)> -1). 
HG) we же ES ED аслу Ua, ye a уз 
аго = E ТООБА ee а-о отта 


(0<8<x, Reu < 1). 


(Re(v + p) 2 —1, Rev > —1, larg (z+1)| < x). 

. _ [E eweCadhay qo etas 

ене) J£ ia Son e Gear caen 
(a2 0, Кер < 1/2, Re(v tp) > —1). 
递 推 公式 ? 

(2 — Dd) /de — (v — n + 154) — (> + 1)4%;(ш)› 
(2» + 1)z92(2) — C» — и + Bae) + (> + aa, 
Peril) = Be), 

M — н” LO — # + 1) o, 
Осик) = ен" otet 0» i 
(1 — «?)4Р;(х)у/4х — (v + 1)zP;(z) — (v — и + ТӘР (ж). 

# 是 整数 m(m 一 0，1，2，`…)， 并 且 ? 也 是 整数 ”的 情形 : 

PoC) + 2(m + 1)x(1 — x1) 9Pz* (x) + (n — m)(n + m + 1)Рг(х) = 0. 
(2n 十 1)xPz(z) — (n — m + 1)РД к) — (n + m)Pg+G) 一 0 — (0&mn—2), 
(= — 1)aPz2()/dx — (n — m + 1)P2,,(z) + (n + 1)zP2(2) ~ 0, 
Praile) — Prale) = Qn + 11 — PPE), 

у TG — + D [ary — 2 Qing of " 
* co = Tea [pe - 2, (singa), 
972) sin [Cv + u)r] — 95, a) sin [(» + a)r] = xe" cos ve PS (2), 
в) = eF BE (a) — (2/x)[ sin (v + н) е0, (ж) СЕ = —sgn(Im z))> 
£(—z)-— е0) (+ = sgn(Im 2)). 
emit (cosh a) = LAF MEY) pirin (сыма) (Ке cosh a > 0), 

M 2x sinh a 

oO +10) 一 etA OF (x) F (x /2)P;(z)]. 


» — sin(y + ude u(x) zcoszrcosp pafa), 
m Lk T Тн 


(x) - IG въ) [. — 2 " 
Prr(x) Т(»+ +1) [ оз xP; (ж) = sinusQz 0) |, 


Рх) = [cos(v + n)xz]P;G0) — (2/9) їз (> + м)ж]02(х)› 
О;С—х) = — [I cos(» + n)zx19;(z) + (x/2)[ sin Cv + и) Р; (ж). 


„(у = I» mX2—1y^ =, i ins 
So) TUER WES EXC эт+>»+1;т+1; = 


-a FES), 


so ено src. 
art) (P19 F9 9, epo) (u Tay f esce". 


ету T+ r+ т — 2 c " el SX 
PG) = (1) ав, (m mm ++ l m+ ) 


CI — eye SP) 
Спа – ое EE, 


н) у" s =( -1y о") 
rene) = eyf f rO - (= I ro. 
RE 4"О,(х) -— елу Гот +1) o. 
Or) = C710 a-2)y^ oo" 9;"G) = (-1)" Toy tm 1) > 
在 加 点 的 值 是 = 
urhe YEON ee 
FO) = TO + Il = + DAT? 
adP;(0) _ 2“! sin [xCv + w)/2 Cv + и + 2)/21 _ Мк 2*\ , 
ах По — а #1)/2W x T[(> — e + 1)/2)T[C—» — 2/2] 


2 TI@ в +2)/21” 


4QxQ0) _ ar cos(2 +H. a) T[C» + a +2)/2) 


ga) = =a E aa (ZEE „уо ES 


de Th — в + 1)/2] ` 

2) 母 函 数 
(cos + jsind sing )* = PC c00) + 2D) CC" PLT Coosa) Р (сон9). 
paki созата = PETI: Decem (0<0<x, и> 0). 


3) 正 交 关系 


E o2 (ntm,. 
Woo PEN 


Ax n + m)! 


É di f sin бейити cos )PZ( совӨ)48 — oL 


4) 加 法 定理 
Bet V 9 —1 VEI cosp) = PPE) + 2 22 (DPP) cos mp 


8,0 ur. 


(Rez 0, ReC>0, |arg(z — 1)| <x, |а (z — 1)| < x). 
Sar — V PET VFA cosp) = SOR) + 2 У (—1)аг()ў; "(созт 
G, r 是 实数 ，1 ee t, v + 负 整数 , 9 是 实数 ). 
P,( cos @cos 6’ + ѕіп Ө sin 9’ cos p) = P,( cos 9)P,( cos 6") 
+2] (一 DrPrnCcosg)Pr(cosb')cosmg 


= PC cos 8)P,( cos8/) +2 Ў) TEE PEC cos 0PC cos 0" eos mp 
ZA Tm 
(0 <0 <x, 00 «x, 0-0 <x, р ERM). 


Qxl cos cos 0” + sin sin&'cos p) = P,( cos 6" )О„( cos 8) 
+2 S (—1)"Pz^( cos 0')07( cos 8) cos mp 
(0<@ <x/2, 0 <0<x, 9 十 0' < я, р Ж). 


air МТ Vite Teoh) = > 


1 MENTOR 
Decor DG 


(7,7, a>0), 


5) HERH 
сә = [BUD „у BE 0/20. 1| + OG) 
TM barean UT Seu») Ë 


(0+ (1/2) = Ж, larg z| <=, |z| > 0D. 


eey = z ei [G + TS» 3 
SOT A re G/DEP 00701 


C» + (1/2) = 负 整数 ，|arg z| <x, 12| > 1), 
2 Tv + a + 1) eos [ [y + (1/2))8 一 (</4) + (pr/2)] [1 + 90,2] 
Ма Tl» + G/2)] Мз sind 
(608 x—56, £70, |v| 1/6). 


Picos 0) 一 


Picos 6) = HO +u +1) 
es ATL» + (3/2)] 


Т > (++) (н) (о) 
tes T(E +»)г(4—)г(»+! +3)n 


cos [( + 244) 9 - 9777 De 4 5] 


x (2 sing yt) * 
Й = Je Pe tet) 
QC cos Ө) = V = ТӨС! 


клу к^) e )re 2) 


im г(Ф+»)г(2®-ь)г(»+! +4) 


公式 gen 


1 A 
cos (v + HH) o QUE D +5] 
| (sing yv» 
《最 后 的 二 式 是 当 > и зе ABER, v (1/2) = 负 整 数 ，x/6 二 9 < 5/6 时 收敛 ). 


(+ Ier Ронд) ~ (д) + sin? D. peto. Ja 


x 


+ ор] o(s) G = G> 1) а (0/20). 
6) 估计 . S »21,v—p 170, 920, 


ы IT(vxac1)( 8 V^ 1 
өй rr hs Cindy’ 


Гуа) | 2g Ne g 


lgirCew 8) | ту (ране Спб” 
Tm I(vtm-F1)( 4 ^ 1 _ 

Lalo ay ane) СЕЮ? 
jen, Г(»+т +1 w 1 

laine Gama) ass 


З š 1 d 
7) FEHR Coro function)， 这 此 是 做 分 方程 SS + со S -(- L+ i 


的 解 ,基本 解 组 是 2 Oa (cosh n), 07-а (cosh n). 
= 0 肝 的 渐 近 展开 是 
nd ee | (0084 + q) 


Tla + 1/2)])V x n(n — D! 
x em, (4: n+ B n+l; e) 十 4 十 al. 


这 里 
A= 1 + G/2)(n — 0/2) 。- + 0/2)G/2)0 — 0/2)10 — G/2)] t +... 


1:(0—10) 152. (9 10а —2) 
(25 = 3)11Gn — Dt! aes 
tO Merea C * 
m Tin + (1/2)) S" rU +G1/2))r[n + 1 + (1/2)] —n 
B s — 1» > [CET (иы + t — i-am 
— vesi-am)e tmn, А 
Ж, ttt thy teas сез +2 ek — un 


COLL 16 的 [ 参 ] 


19. 合流 型 函数 ，Bessel 函数 


D 合流 型 超 几 何 函数 “(一 合流 型 函数 ) 


1) Kummer 函数 * 
eae pins Site ауу. qua. at 
960 - Ра; ез а) m 2) Tla) Г(с+з)т! 


1442 公式 
“Tae zie |А ez 一 Da (0< Кеа < Кес) 
Teje 
Г(а)Г(с — а) 


Kummer 微分 方程 * = S 十 十 《e D — av 0 的 基本 解 组 当头 0， 一 1, 一 2，… 时 是 


+ 
enm E e(l — y + yide (0 < Rea < Rec). 


d(e) F(a; c3 2: $i) = 21 Ра — c + 1; 2 — c; z). 

4,F (a3 c3 2)/dz = (a/c) F а + M3 c +13 2), 

iF (a; e$ 2) = File аз c3 —2), 

aF(a+l1;e + 152) = (a – с) Е (a; c + 1;2)+ aF аз 652), 

aF(a + 15 632) = (2 + 2a —c)F,(a3 cs z) + (e — а),Е Ка — 15 с; з). 
设 (а), = ala + 1):--(a +n — 1) = Г(а + n)/T(a), 有 


Jim Ro ass a) Pra eG tnt 1552:2) (в 0,1,2, =). 
渐 近 展开 


ayes a 4 aee (< 一 2 EP 
h == Aye 2 eMe ED „у. + виз S) (e = да ET) 


dal > lal, Izl > lels ема celts p 
其 中 . 
A = eT(e)/Te а), В, = Г(с)/1 а), 
Ар ep — e)/T(1 — а), В, = M(2—c)/Ta—e +1). 
2) 合流 型 超 几 何 微分 方程 。 Pre dea E 4 UDT] u0 在 = costis 
ze F [(1/2)+ a — x; 2n + 1; s]. | 
H) Whittaker 函数 (一 合流 型 函数 ) 


D Whitaker WARE CH [- La О — o 的 线性 无 关 的 解 是 


Mas 一 шей, AF [tp — к + (1/2); ЕЧ + 1; z]. 


Whittaker 函数 * 
E I(—24) TQn) 2а 

LO тауса м.) + ТО) + ne M..-.(z) = W..-,(2). 

当 2p 是 整数 时 ， 凡 。w(z) 的 上 述 定义 无 意义 ,但 车 对 于 4 取 极限 , 则 可 由 下 列 积 分 表示 来 定 
X Wale), 

积分 表示 

w. (2) = ert 人 + гунг 

Е Tle + (0/2) — к) 
ate tt "ES De e moo) 
“aaa e el we 


677? (** T(s — к)Г{—+ — и + (1/2)]T[—: + и + (1/2)] 
eT AT E n k 


公式 1443 


Mizan, ala) = (—1)zet02 (28 + F-22152) (b= 0,1, 2,7). 
Mae) — eH, Colne), 
n. T(2p + 1) iex й, 
MoT GRA йы ЫШ 
TQu + 1) 
Tle (0/2) + ғ] 
(—3⁄/2 <arg z < я/2, 2n = —1, —2, +++). 


cite OY (ug) 


IQ) ы sa 
Me = Fy Gay ad “Was (sess) 
Tlu +1) 


Eran 
" T[a + 72) + z] ^ Wise 


(—«/2 < мв < 3я/2, 2p 9 —1, —2, +). 
Wo (2) = zW sama-wnls) + 0/2) — к + n]W.-,.,(2) 
= W am neat) + (1/2) — x — n]W.-,.,(2). 
zdW , (2)/dz = [к — (sz/2)]W,,,G) — (a? — {к — (1/2) PW Li C. 
Bz 充分 大 时 ,有 
Miu) ~ n" PCR + De соз [2(ак )!” — них — (х/%)1, 
Wale) ~ 一 (42/k)wexp( 一 上 十 log к) sin [2(2&)7 — xx — (n/4)]; 
Weale) ~ (2/40 )Mexp(e — wloge — 2(2&)2), 
渐 近 展开 
W anla) == е2" 


x( + $ e= e amie — 6 = PD Pole — (e — ). 


= nis" 


2) 用 Whittaker 函数 表示 的 几 种 特殊 函数 ， 


) ШТС) «х= об) = -2 Lenta OW (9) 
P 
2x £. 3 бай 
- Е 21:9) 


f zu s, i ) 
(х БЕ 
Vx 13 2!5 317 


i = 人 
— гис, ( зе GF 二 ) 


Dee HH Vz) = cw — sQ, 
其 中 CG), SC) 是 下 列 的 Fresnel 积分 


* x Ж РАВ {1 
Fresnel 019 СО) = fj con = Pho Le lanto (2). 


б soe[etms-i-iersso(Lho— 70 
D живине Lie de Quem indi = b Cauchy xt) 


一 一 (log 1/2) АИИ ino — log z). 


1444 AX 
Liz BSA li z. 
з) RB Eix = = да (x > 0B + = 0 处 取 Cauchy 主 值 ) 


(x BRM = 0) 


т —1)! 5з. em 
т HN A оу 


1 1 
(+ 二 二 二 二) 十 C++ mlt. 
жшт" Cine | ae + gz 一 全 se， 


正弦 积分 "Six 一 (az a, 
E 


ji 
hU. 2 


е TEES ey ise SE 21 JE WE 
渐 近 展 开 Ex Cir +isir ai (t+ ta? * ey s Gat j: 
HI) Bessel 函数 ， (一 Bessel 函数 ) 
1) EHAR Z, JE КЇШ Besel 微分 方程 的 解 . 
PZ, 4 1 42, ү ( 
dz? = dz 
逆 推 公式 
2,309) + 7„ы(а) = (2>/:)7„(а), 2,300) — ZG) = 242, ()/ds. 
Jerzees eZ, Gne = 272,09. 


Bessel 微分 方程 的 特 解 , 由 下 列 三 类 函数 给 出 . 
Bessel 函数 1 (第 一 类 Bessel 函数 ) 
Cc (zy Me sis) 
мә = (ZY x; ten -a e<. 
Jez) = ейте, (ж). 
J-l) = (707,2. 
Jem) 一 RE se (~ lc (=) (0—70,1,2, 0). 
Neumann 函数 '*( 第 二 类 Bessel 函数 ) 


М, Се) = —— [(coszr)Js(z) — 5001. О 天 整数 ; lag z| <=), 
anys 


» 
1— 2) Z,-0. 


Wale) = ®д(с +) - 1 (EY X LEN) te + өй + д] 


Z = y > G=) (zy (#0 = > +), 


x 2 M 
М.б) = (А, С) | (5—0,i,2,--53 lagz| < z). 


> 
» 


1445 
Мет) = c7" NC) + 2i( sin mva cot vx)J, (2). 
Nam) 一 (一 Dr iun). 

Hankel 函数 + (第 三 类 Bessel 函数 ) 

HP (2) = J) + iN GO, 
HP (2) = J,G) — iN,(2). 
HY (iz/2) 一 —2ie (аз) VW, (a). 
HO) = HLE), HRC) = HPE). HP 一 HPE) (z, v ЖЖЖ). 

2) 积分 表示 


Hansen-Bessel 公式 * gite iginte- gg 


- (Gum mde (n= 0S2. 


= 
Mehler 8% MO m 2 | sin G cosh at, 


м0) 一 一 三 [ue cosht)de — (270). 


Poisson 公式 * J.G 一 ИИ fessis (Rev > — 1), 


NG) 一 c ie sin (z sin t)cos*de 
zxT[v + 


= | emindi cosh?” “| (Rez > 0, Rev > —1/2). 
o 


Shati AR? 00 = 4 |, cosc sin s — эў — S028 N сенмен (Re z>0), 


Ne) = i f sin (z sin — vt) di — + E gorii e+ (соз рк) е". (Re 20). 


мо = Zt [t( ene Co lagsl <= em —1), 


Pd 2 
2/2)" * sinet ш. 
мо myc its 


Lo 2Gay- ^ cro д 
NG) Varta?) —»] ^ @— Dn» 


10 = i. emos (Ree > о). (уйнай OMER.) 
> 


(io luni) 
2 2 


at А | 
Sommerfeld 公式 * 3e ginem tint tg, , 
pa 


HO) = L 人 icone наета, у 


PEE 


HEC) 1 |° Temm ma (oy mgr 06169), 
z 


aim 


1446 А 
HPG) = — B на onm coh sias 
(0 <arg z < я; M» = 0 时 ,在 z = 0АЙ), 
Hi) = — 60) 
М = Tl» + (1/2)] 
(0 <argz < я, Re» > —1/2; 4 = = 0}, —1/2 < Re > < 1/2). 


Hj) = iE emma, 
Rh 


[enm 
š 


(0 <argz <=; XM argz = 0 BJ, —1 < Ке» < 1). 
D sm [22 ]-4c + Diet Come, 


E 


exp (izcos0) = Ў) iJ. дене — (я) + 2 Ў) iJ. C сови. 


Ке] = 


{оа 72 D ©. 


Kapteyn 级 数 1 -1+2 > 4402); 


k on 
nef TR 
brip ġrew (mE) 


Schlómilch 级 数 14 I 在 0 x «a 上 关于 实 变 量 z 是 二 次 连续 可 微 的 ,有 
Кю) = > ag + > ajax) — (0x x), 
a 
其 中 
s 240) + 2 f^ MITES 


eum 2. zf du | uf Cu sing)eosnpdp. 
1-J4G +2 Я J.G) = (Jol) P + 2 > P. 


= 
4) 加 法 定理 1 
对 柱 面 函数 Z,， 有 IZR) = У) Jp Z us (ret 


(R= VPEA irop 0 < E, pre 0065, 0<о<,, t EEREN) 


r — pet 


LUD ото) TS Senate) Zant) (eee) G WB, 


ep DTR] _ = E Ў) от + Dnran Op Htm (АР, сов р) 
R 


rp "=o 


@=1,2), 


“esse m ( ae > i"(2m + DJ eso kp)Pal cosp) 


公式 


= PTO) У (v + m)” olko ko) "Cg (coq) (v #0, 1, 2, 570) 
= 


其 中 , Pa 是 Legende SUA", C E Gegenbauer AL, 
5) 无 穷 乘积 ,部 分 分 数 、 
E ina TE аера) 的 零点 , 且 依 实 部 增加 的 顺序 排列 ,有 
» 12 2) 
мә = G N( Gr 
Gi» RII > 一 1， 则 所 有 零点 都 是 实数 .) 
Kneser-Sommerfeld 公式 * 


mJ,(zz) E X FACES 
ES AINAXE) — NAIK] = x esp, 5 


(0<r<X<1, Rez 8). 
6) 


cos 2040, 


* sin(z sin8) 
2: 9 


sin. 


ü 


ER 
И J (a cos 0)cos 040 — 1 ig ош, [yee = L 
i 


@/2ауТ(и + v) p. (ER ИФ. рду =й\ 


e] Dima 一 
ICD 一 2 2 


a^T(v +1) 


(Re Ca + ib) > 0, Ке (а — 16) >0, Re(u + v) 70), 


* е]. (иуи. QTL + 1/2) wae 
[одеа EV = (Rev>—4, Rea> 8). 
ү, epa em СИ йа) роу 0, Rea > 1960). 


vb” 


Sommerfeld 公式 * 


Weyrich 公式 * 


(т, х З: 0 Саду — P < x, 0 < ag <=). 


Weber-Sonine 300 ` 


° igi a/2pTUCr + p)/2] "+. eset 
f Tate de 一 iT + 1) n2 (= sul; 12) 


(Re (a +») 7 0, latgp| <я/4, а> 0), 


N Jae t rtd 一 ae (Rev > —1, larg pl < x/4). 
Sonine-Schafheitlin 公式 * 
ы AM ат (а + » — 5+ 1)/2] 
Mis Dj 
NA тнг p F» id D/1 T + D 
dg (aber + 1 pov) а 
ха, ( 2 2 iac) 


(Rela +v — à 1) 0, Кед —1, 0 ac). 


1447 


1448 公式 
7) 渐 近 展开 
i) Hankel 渐 近 级 数 +. 
Gwin irte pa — 321: - On — 0] 


2m 


(т —1,2,3, 7-2; G,0) = 1. 
对 于 |z] > bol, |l» 8 


кө = [2 ( 2 - 2) [SE с 9229 + os] 


Е Lco tis + oce] 


(— < ара <r), 


xo = 2. sin(s — "t = z) [Š co 222) + ось >| 
at 
ute [Ec eds £D + осы] 
(—= < argz <r), 
ue - J2 |; WAS Сы. + оба | (> < arg z < м), 
a 


H9) = JP (:— ci) ba Gom) + oliz! -9 a N 


£= Qiz)" 
H) Debye 新 近 级 数 * 
yix, D — (v/2) 7 e, v/x = sina, 特别 是 , 当 1—(v/x) > G/23)v? 时 ,有 


HO) ~ = [ix {cosa + ( 一 i sina} 


x [4 + (2 + Z uate) e^ 


x \8 24 2x? 
¿sz 
(2 + 21 шга+ 385 tanta) HSE +...] (cm I—zeos(a/2)19. 
128 576 3456 XS 
vine, (o/s) — 12 &, s/s = собо, М ә el» 1, 1 à» ug 


exp[x(a cosh a — sinh o)] 


1 1 5 а `. 3 77 à 385 Р )i -$ ] 
(i +(2- ho + 385 смс rm 
х É G amm 9 2x? cr 576° 3456 PX 


(X = [=x sinh (0/2)1%). 


1 
He) ~ —= 
ui 


Mp mx, [x — v| < z, z D1, x —— 8 时 ,有 


aeo Sh ИЗ) — enema Т) + (2 9 — 9) TUD 
2 
1 3 z " ras “- 
Mr E sl, 


iii) Watson-Nicholson 公式 * 


公式 1449 
当 «+,» > 0, w= [G/vy — 1]? 时 ,有 
AY (а) = 3 Mwexpl СП) (9/6) + vw — (w*/3) — arctan w)} ]HUa2/3) + O |v”1| 


@=1;2), 
IV) 5 Bessel 函数 相关 连 的 诸 函 数 
1) 修正 Bessel 函数 * 1„(ж) m е") Cez) 


(«/2у*" 
MERETET 


куд = Ë ¿man sas) = — monger) 


= * 1) — 1G) _ Gy Wis Qz). 


2 sin vx 
® TG) — In) = GQ>/z)1,(z), 
Lola) + Iosal) = 20). 
Kaz) 一 Kosila) 一 —Qv/2)K.G), 
Kril) 十 Konlz) 一 —2Ку(ш), 
K-,(z) = K,G). 


Airy 积分 4 fe [LE É [рь у=) Jd (e= )|: 
J @ жю LVF Ky, (22) G> 0). 


н. Weber 公式 » eer, G5) = елдд 


(Rev > —1, larg p| <=/4; а, 22 0), 
Watson AR? J.GDN,GD — JEN, G) 一 556и i K, (22 sinh teas 
(Rez > 0, Re(u—v) <1), 
AO PX —NG) Ae E" + K,(2z sinhr)e?"dr — (Rez > 0), 


Nicholson AR? ЛО + MG) = Š кз. sinh) cosh дг (Res > 0), 
Diem GRY GO + NICS) — EEPE |" Ky Cae sinh ya: 


(Rez > 05 —<rev<4), 
2 2 


2) Kelvin 函数 * ber, Gi es (2) mies), 
her, (z) & i hei, (ш) = Hi9(etz), 
ker, (z) = —(x/2) hei, (ж), 
kei, (=) = («/2) her, (z). 
>й", ber, (2) — i bei, GO = CH D*4 Т)» 


her, (=) — ihi, (=) = СНОСИ ж) (x 是 实数 )。 


3) Struve B Ha) = — 22)" ain(scos0) sin? 040 
Ti» + (1/2)]V = ^ 


e yeyen ____ 
== Tm + (3/2)]TUr + m + (3/2)] 


Anger ай LES ү cos (v8 — z sin0)40. 


H. F. Weber 函数 EO = 1 (sin G6 — = sind)a0, 
= 


VH) = — 4G/2 o v (o) — =») sin ve | 
Ti» + (1/2) = x 


vEG-— xx „Сама 


Мои, J.G) 一 1.2. 
оа = sn) HE OMO — лн), 


人 wa = ems + E COH) — NR). 


isi І 
4) Neumann 多 项 式 0407 3 TQ G 是 正 整 数 )， 


OC) = 1⁄:. 


1 


m12 5 оол) > ll). 


земат 多 项 式 S.) = È [10,00 — coe G EERO, 


50) = 0. 
5,00) = 2n + 2(x — n) sin? (nx/2) (V, fü 3 ) 中 的 定义 相同 ). 
Lommel BHR Ra LOAM e (Lam, итәт) 


T(»(2/2)” 2 2* 
= Gaz /2 sin ve J opm GJ G2) + (1) s GJ] 
(m 是 0, 或 是 正 整数 ). 
{81 一 公式 16 的 [ 套 ] 
20. 正 交 多 项 式 系 


[сор Gode 一 „л. (EZERA) 


名 称 记号 P,(x) | Kil (а, b) 权 çG) | 范 数 A, 
Legendre Рх) (-1, +1) | 1 B 2/(2n + 1) 
Gegenbauer GG) | (-1, +) | G — ya | зат» + п) 220 + vn TO) P 
Чебышев Ta) (-1,4+1)[ (1—2y"^ x(n = 0); a/n > 1) 
Мт `n! 


Hermite Hx) |(—=,+оо)| m^ 
| аСТ а + n — r1) 
(a + 2n)I (a + nl (y + n) 


| 
Jacobi ak ral G0 | ау | 
| 
Ja Las) (0,9) | ret | I(a- n 13/61 


| 


关于 Legendre SWX Р„(х) 一 公式 1811). 
1) Gegenbauer 多 项 式 ' (Gegenbauer 函数 *) 


cx) = ГО +2») р, СЕЕ »-l 1,1) 


niI(2v) 2 
ГО» + n)rl» + (1/2)] [1 (p... | 7 
EET [ic si ee. 


ERST ca 1 a'P,(t) 
母 函 数 . O — 2at + у D сое. Cis) Gu Dn a 


o di » vi al(2v +n 
正 交 关系 。 | Css>a)CLCcos0)CI(cos0)40 — EE 


HJ) Чебышев (Tschebyscheff) 多 项 式 ' 
1) Чебышев 多 项 式 *( 第 一 种 Чебышев KA’) 
T.G) = cos(narccos x) 
-G⁄2)IG i 1— ny (МТ) 
= F(n, — n; 1/2; (1 — x)/2) 


le 


-5 coy ja — әу 


(=) — 2)" 21 — eu 
Ол = D! P Б 


第 二 种 Чебышев 函数 ? 
U,(x) = sin (n arccos x) 

= ад iV 1— 9) — G — i 1— y) 

= (Dn a acm ’ 

(@п—1)! P 
TCs), U(E) 是 Чебышев 微分 方程 (1 — 22)y" 一 ху' + my 一 0 是 互相 独立 的 解 。 

BEAR Tonla) 一 227, GO) + Tonle) = 0, Оня) — 250,6) + UL) = 0. 
1-2 


тай 1—2m-P 


= T) + 2 > T.G), 


1 - —— x О.а)". 


1— 2 + Ic dz 


0 (m#n), 
人 ze ae bp (а T о, [EOLO ,, - Ë (т=п #0), 
аа Gu end) Мя о Св). 
选 点 正 交 性 ， 设 uo s os. 是 Тон (х) 的 零点 (所 有 零点 都 是 实数 ,并 且 在 区 间 (—1, 1) 
内 ), 则 有 


0 (т=п, R m — n — k+ 1), 
E T.C; oco {ee (<m=n<k), 
kal (m — n — 0). 


WPO 是 在 —1< x< 1 上 的 zx" 的 由 至 多 ”一 1 C A DUXI ЖЕНЕ, WA 
z" — px) = 2-*1Т„(х)у. 


D TREY e= Ia) +2 ЎЎ LG)T 


P 


sinax = 2 > (7 Dea )T atl) 


cosas = Joa) - 2 ЎЎ CDI COT CO 


Jog(1 + xsin2a) 一 2log cosa — 2 Sit 1 (tan aT.) 


scans = 23) С LBP т, ш, 


A 


Ш) 抛物 柱 面 函数 ! (Weber 函数 )( 一 合流 型 函数 ) 
抛物 柱 面 函数 
D,(z) m 209,7 VIR atom, 2/2) 


= 有 
V: Qt, I ESL T T emm) 


“we ae сыш: 
SEA 
Weber WIRE? бе. eoe — E) u = о 的 解 是 DG), Р(—+), Dalit), Dore 
(一 iz)， 并 且 它 们 相互 之 间 有 下 列 关系 . 
D(z) = [T(> + 1)/V Tal eD paiz) + еар iz) 
一 ера) + ГА ГС) еер (в) 
= corD,( 一 z) + IV 2x/T( —»)]e'**9*^p..,. ( —iz). 


积分 表示 
— 


DG) = TO = j: ene d, (Бер <0), 


L 


公式 1453 


eremum — D CD" p uy = 1 (7 
а т Iri 


7 eT(—»)D,(2)av 


Ce 0, larg r] < n/4). 


PEAR 
I D, — zD,(z) + >D, (=) = 0, aD,(z)/4z + (1/2)2D,(2) — vD, ,(z) = 0, 
x ó aeu 
ро) = , 240) = 一 - 
(0 7 mr yap P007 эйр 
渐 近 展开 
A. en {ү XL D 4 Hs DO — 20-3) V... 3 
Die) = (О 4 ot ж.) (lagal < Ža). 


en [ela fea tt (tates. Г 
n. - e [^ [: (E), «о = Fa flora cnim. 
IV) Hermite 多 项 式 ' 
在 抛物 柱 面 函数 中 ,特别 是 , 当 » 是 整数 ”时 ,有 
D,G) = (ненае) Јав" 一 ена 2), 
其 中 HG) 是 Hermite ZHR’. 
ну) = 17 (yer )/ dan — e DG 2 x). 
但 Hermite 多 项 式 更 常用 下 面 的 Hex) 来 定义 (W. F. Magnus-F. Oberhetcinger-R. P. Soni [1]. 
не„(х) = (тене) ази 一 e" D.) = H/V 2). 
函数 y 一 Н„(х) 是 Hermite 微分 方程 y” — 2ry' + 2ny = 0 的 解 . 
H.G) 是 二 次 多 项 式 ,并 可 根据 = 的 奇 \ 偶 来 确定 是 奇 函 数 或 偶 函数 . 
HG) = (71 Qn 一 Diu FC 1/25 9), 
Наб) = CL Qn + Dt 2 F (—n; 3/2; 9). 
递 推 公式 
Hye) = УН) 一 nH (x) = V 2 4H G) — HAG) /V 2, 
нж) = V 2nH,-,G). 
ноу = VAD a On, ња) = 0. 


2*n| 


P exit 一 > Н.С). 
= 
xxu [HAG етае mun. 
V) Jacobi 多 项 式 1 
Gla, y; z) = F(—n, a + n; vio) 
CAR 
T(r) 


满足 Jacobi WAHE’ C — z)y" + [> — (a + 1)z]y' + nla + my = 0, 
ER 


===) ars 


i дк — BH + n — y DIY 
[=a = 26. уз дб.(а, уз De 站 和 Do 
(Rey >0, Re(a — у) > —1). 
其 他 函数 的 表示 
= de = dL, dee 
PG) = 6 (1515 = ) r.c c (o. bl 3), 
"(9 ту ГО» +a) "ES 
EO = Cay ту, Ga (ay, + 1 EE). 
VI) Laguerre 函数 
1) Laguerre RY LOG) = CEST TOES) MOM ш, (а) 
Г(а+»+1) 
T(a + 1)Г(» + 1) 
WE Laguerre HWE 010060) 1/28 + (a+1 — z)4[ Lt (z) ]/de +y Lt (2) = 0, 
2) 特别 是 , 当 ，” 是 整数 时 (n — 0,1, 2, 2, LOCE) 化 为 如 下 的 = 次 多 项 式 . 
Laguerre 多 项 式 人 


Lgs) 一 二 一 
nt 


F\(—»; a + 1; z). 


Bern ECT) Se 


LPG) = 1, LPG) = 1, Lez = SVL epe) (m= 0, 1,25 +) 


(n + т)! 
递 推 公式 
пек) = (—z + 2n + a — 1) (0) — (a + a — 1) а), 
ха (E) ]/dx == nL) — (n + LEAs) (n= 2,3, +). 


母 函数 Ў иеде Oben. 
a 
正 交 关 系 


ү ets" LOG) LO ds 一 Ong (a + n + 1)/п! = Saal + a) e ч *); 


Hy) = С) (ад), H, (e) = (—2)"n1 2 аа), 


3) Sonine ZR? SP) = A LOC). 


VID 选 点 正 交 多 项 式 ， 
E ТАР mY (AE RY zz 一 1)(z 一 下 十 1 
Pes > ( »() k ec 1): — k + 1) 
(n, m REM, B. n < m). 
КЮ “TERS TAY”. 若 把 Pu(1 一 2x) ËJ zt RH zx — 1)-- — k + 1)/m(m — 1)--- 
(mn — k- 1) (一 0, 1，'…，2)， 则 可 得 相同 的 多 项 式 . 
S = Gn + n + 1)!(m — n)! 
选 点 正 交 性 21 P. (OP. 00 Bt NF 
Чебышев q 函数 


ат, х) = VOD! pe), gi) = [2C Y/Q0)t Mans z — 1), 
2"(m — 5 — 1)! 


对 于 在 等 距 A Um emt CREDA (m 1, cs m) HOME yo n( < m) 次 多 项 式 
QG) 中 的 最 小 平方 远近 , 也 就 是 使 得 残 差 平方 和 5 一 D) [yx 一 9(z,)P 最 小 的 多 项 式 是 由 下 列 
= 
公式 给 出 的 (一 曲线 拟 合 ) 


9G) = D Вав (т), s= $10 — > 2, 
Esta a Bs 


[DETTO > (GP. 
【 参 】 一 公式 16 的 [ 参 ] 


21. 插值 法 (~ 插值 法 ) 


1) Lagrange 插值 多 项 式 '* 
(z — x) 


i UE СО pee ny err CE IPN ы с” 

Aitken &'*, 关于 y, = f(x G0, 1, +++, n) 的 插值 多 项 式 f(x) 可 由 下 列 过 程 逐步 求 出 。 
(хо, no t z, 的 顺序 是 任意 的 ). 

pC Cd 

多 = Un — арб) — (a — Dp — s) Gm ke lee nsn), 

JG) = p. CD. 
2) 等 中 插值 

分 点 依次 等 有 Ae = mo H A) 时 , 作 下 列 差分 表 (Ar = A). 

前 向 差分 * 


Am Д! за fin — fim fuu) — fd, AL А — ADT. 


—————— yr . —y>əx.———  .—* n. .Ñ. 


差 分 
х ш 函数 值 
а) Qk) з) аж) | 
> | 
如 一 lAr 1a | 
3 — Ах tx ^a As 
xo h ды д3, Ah At | es 
xot Ar h м A Ah An | 
xo 2Ax | h A A м ш | 
xo 3Ax h a, | 


mimes  & s AM A A. 
中 心 差分 * 8i — Onlus — Biba» Direm = М. 
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3) 


公式 
Newton 内 插 公 式 14( 前 向 型 ) 
fxo + иАх) = К) 十 A + wa D ap ac = De =) 


е)... 


Gauss 内 插 公 式 *( 后 向 型 》 


К+ wz) = Ка) + E 5+ is 1) az, + K — xe +) дз, 


= WH а 2) Ae ү... 
m 
Stirling WEAR 


Кож иде) Кю) + Аа 00 4 80 дз, 


‘i 2! 
чб — 1) A5, + A Lu? — D A ү... 
з! 2 + 
Bessel WEAR’ 


xo tx, — IG) + COM 1(._ 1\4, +a 
I(E + vas) E thesi 1) > 


‘ ‘ 
+2 (= Lana 1 СЕ 1) (а уга... 
пх + ШП + + 2 

Everett 内 插 公 式 1 


К + uAx) = f(a Ан) = Ga) + ID as, 


Ed XED at, + кыз+ PED д 


ies Pus 
4+ 9:6 4) д 


(8-1-0) 
二 变量 函数 的 插值 
设 хь = ro H mAr, y, = yo + ny (m, n 是 整数 ), 并 规定 有 限 差分 如 下 。 
Д.(о, yo) = ха yo) — xo» уо)» 
А,( хь» yo) = fos y1) — Kaos yo)» 
Дх, yo) = A,(zu уо) — A Gros yo) 一 Ons yo) 
As Gs yo) = Ay Gs y0) — Ay Ges yo) = A Gs y1) — AG ув), 
Аза, yo) = Дух, y1) — As (os yo) = 85050 ys “°° 
Newton 公式 * 
f(xy + «Ах» yo + vAy) = Ко yo) + Сид, + vd, Gros уо) 
+ (1/21)[u(u — 1)А + 2uvAsy + vv — 1)A5](zo, yo) + +++ 
Everett AR’! 令 :三 1 一 w,t 王 1 一 +， 有 
Ca + wddx, yo + vAy) = (хоз Yo) + swil xos y1) + uthis ya) + Hofer n) 
— (1/6 )Lus(1 + cB, yo) + #81(хъ, y] + и(1 + и){8(л› уо) 
+ vé ya)} H val + {SBS xos yo) + мд (ха, yo)} 
+ val + 0) 590, у) + a0 DH] + s 


BR зу 


[8] [1] P. J. Thompson, Table of the coefficients of Everett’s central-ditference interpolation formula, Tracts 
for computers, no. V, Cambridge Univ. Press, 1921; [2] M. Lindow, Numerische Infinitesimalrechaung, Dummler, 


1928; [3] H. T. Davis, Tables of the higher mathematical functions J, 


ТОА, AK CT BoM, 1967, 


22. 概率 分 布 (一 概率 分 布 , 祥 本 分 布 ) 


, Principia Press, 1933; [4] 林 桂 一 - 森 口 繁 一 


FR, 1—13, 20—21 分 别 是 一 维 ,和 维 的 连续 分 布 + ,分 布 密度 + 是 关于 Lebesgue 测度 + 的 
14—19, 22—24 分 别 是 一 维 , 维 的 离散 分 布 ,密度 函数 PO) 表示 点 = 的 概率 . 


分 布 名 


记 号 


E = а и EX 参数 条 件 
j 一 =< H оо, 
1 | ES’ |м, oo Gay ym ef- ес ] — и a 
E. =e} —с< H <, 
2 | 对 数 正 态 4 mr twl- nom 0« y «o o a 
3 re T(p, 0) (р) 27276 0 «x «o ^590»0 
4 | os | eo) (Џо) exp C- (x — н)/о) Hex <o ETI 
5 | 双 侧 指数 (1/20) 一 co<x «oo o>0 
6 ue X(n) 27^ [r(n/2)] anka san 0<* «o " ЕК 
7 Be B(p, 4) [BCp 9)] 一 (1 — x) о<х<1 DIET 
a) | Кю" mH Сз а) сенен, в $ А 
8 F F(m, n) Ki [B(m[2, n/2)] “(m/n)"” 0<*<co , "REG 
mes /a)] Ate, ue M 
o| so | s(n) bee iv ene <= <o RENN 
10 ” т) [tvm B(n2, 1/2) ^ 1 (0/2) нон 一 co< : «o 是 正 整 数 
її | Cauehy* | CCm, 0) Go) [i 07 -o< 1 «o oye panis 
2 ише ¿(yaran exp (—‹'[2х) [I 0«c «co 
в |а "ee 1а - e) TI -=<е<е<е _ 
м | = 项 [вно p) (Dre отон | ftt ego 
15 | Poisson? | PQ) eA #00, 1, 2,5 a>o 
= iM ot gs lpg >, 
(m < Np, N, Мр, п 
16 | шла» HN n e) (you ast <N, v.s 
v | деле NR | em + з) гн) ете 201,2 MEN е» 
18 几何 4 Gr) ра" p+q=1,p,9>0 
19 | ае Kyat [rs Ki Mog p p*acl a0 
H ол) каал а ж. =< phs vey 
20 [WEE N E) | xere E> ETDE ву (ea FO EP 


21 |Dirichlete 


正定 二 次 型 


Ы 


2 | sex 
з 
23 | деле 


(CG) 


minh n) 


T(m- x Sa) phisik, 
Mt peptone 


Pot pa = l, 
Роу Pan > 0 
п Ж ЕК 
Pi м cU ран = 1, 
ust Pats Oy 
NE Nps cee None 
ERK 


Pot pot pa = 
1, Por Pas crt Pa 
>0, m>0 
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特征 函数 * ,平均 值 + ,方差 + 的 简单 形式 如 下 .。 


特征 函数 平均 值 5 x t w 
i exp (ine -%) n ГА 关于 p, or 的 再 生性 
2 entm ene = e") X = log Y:N(u, 0*) 
3 (liar)? ор op 关于 的 再 生性 
4 е1 = iai) ntc о e(0, 0) = r(1, a) 
5 G+ oy o 2о* 
6 G ijan ^ 2. „ан, Хе 
7 РЯ 
+) (Р + 9+1) 
2я'(т + n — 2) 
8 EE CES i m n айн 
° et = F(m, n) 
10 O(n>1) n/(n — 2)(n>2) "EE 
u exp Gut — a |l) 不 存在 不 存在 C(O, 1)=:(1), XT p, 的 再 生性 
12 exp [еа + in 11 不 存在 不 存在 
эз (en — eleg — a) («+ в)? (8 —eynz 
m (pet a)" "P 关于 nm 的 再 生性 
15 exp [Mt 一 六 à А 关于 4 的 再 生性 
(Ng) (Ne) 
16 |xF(—n, – Мр: Na — n + 1; е) пр 
men lm - n)! 
17 — = 关于 m 的 再 和 性 
4 ji 
18 TAS £ G(p) = NB(L p) 
19 кок (1 — qe’) Kale кд + Kia) ie 
" is 
exp (tut! — =)» = Veri) = Ois 正 态 分 布 的 扩张 
20 (ue 5) EG) | | cov tais n) oa Xa E MIERE 
t= (fis oot ta) 
Ме 
[Cv Qr b ravi); 
n w (x, x) = — Сурә» B 分 布 的 扩张 
Са (ы, 十 … a) 
XQ boot эмн 17 
22 | (ne net мы)" | EGO mon | ees 56 ER pras 
V(xj) = Cnp (1 — рі), 
2 (а) = mp, | co Gor = Сань, 超 几何 分 布 的 扩张 
түшү 
24 | а рен = paeta)" | ЕС) = E реса In stir 


23. 统计 推断 ,假设 检验 


常用 的 ,容易 调查 的 统计 方法 列举 如 下 (有 关 主 要 的 概率 分 布 一 统计 推断 ， 假 设 检验 ， 统 计 判 


决 函数 )， 除 另 加 说 明 者 外 , 均 采 用 下 列 记号 和 标记 方法 . 


在 号 码 的 后 面 用 略 号 表示 分 布 (关于 略 号 一 公式 22)、 由 此 分 布 ,观测 随机 样本 《xn，……， 


x). BETA AM RA (а, l, х„,) 和 Оло >s Yn) 


其 次 ,以 样本 为 基础 的 充分 必要 统计 量 + 完备 时 加 * 号 ， 非 完备 时 加 * 号 。 然 后 表示 这 个 统计 
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量 + 的 样本 分 布 + , 当 统计 量 由 若干 个 相互 独立 + 的 成 分 组 成 时 ,表示 各 成 分 的 分 布 。 用 希腊 字母 ( 除 
“和 X 外 ) 表 示 未 知 参数 +， 斜 体 小 写字 母 表示 常数 ， 可 取 任 意 实数 值 ， 斜 体 大 写字 母 表示 用 不 同 
方法 确定 的 常数 值 ,但 在 同一 编号 下 ,同一 字母 出 现 两 次 以 上 时 ,表示 某 一 共同 的 实数 值 . 

其 次 举 出 点 估计 ?+\ 区 间 估 计 +、 假 设 检验 的 问题 ,分 别 具 有 估计 量 + 置信 区 间 + 及 检验 (临界 域 ? 7 
作为 它们 的 解 。 这 里 的 置信 区 间 是 由 UMP 无 偏 检 验 构成 的 ， 设 置信 水 平 * 为 1 一 “。 在 假设 检验 
的 问题 中 备 择 假设 ?是 假设 的 否定 ,检验 水 平 * 是 a. 附 有 表示 各 种 方法 性 质 的 记号 如 下 。 

关于 推断 

ому 最 小 方差 无 偏 '， 

ML 似 然 '， 

AD 关于 平方 损失 函数 的 容许 性 * ， 

IAD 关于 平方 损失 函数 的 非 容许 性 + 。 


UMP 一 致 最 大 功效 ， 
UMPU 一 致 最 大 功效 无 偏 1， 
UMPI FAC ) 表 示 关 于 变换 群 的 积 的 一 臻 最 大 功效 不 变 +. 


LR 似 然 比 检验 +， 
о ERE RH, 
L 平移 变换 ? 群 ， 
S 相似 变换 + 群 ， 
AD 关于 单 损失 函数 + 的 容许 性 +， 


IAD 关于 单 损失 函数 的 非 容许 性 7. 
(її: 着 UMPU, 则 必 有 AD.) 
下 列 记号 表示 右 侧 各 个 分 布 的 100(1 一 a)% ж, a 是 充分 小 的 数 。 
u(a) PEERS В, 
Ка) 自由 度 f 的 上 分布 ， 
xa) 自由 度 了 的 x 分 布 ， 
Е} (а) 自由 度 (л, h) BJ F Y fa. 
1) Nw, P). Xf. NCnp, nP). 


4 的 点 估计 = iE UMV, ML, AD. 
4 的 区 间 估计 (ел) 7). 
假设 [n < k) зок + (a) —Ë 


4n 


: UMP, LR. 


假设 1а <А< 01 E<h—C 或 二 > + С; UMPU, LR. 
2) Ма, P). У; — a)”. PX. (PX 是 服从 (п) ОВИ с? FA). 
中 的 点 估计 20: — а) ому, ML, IAD. 


中 的 区 间 估计 (ALG — a), BUG — 2). 
假设 [e < А] Dai — ay > (а): UMP, LR. 
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假设 [or = k] DG — ay < Ak R El — a) > Bk; UMPU, 
5: ates; (Ge ge Nem 


(г — 8 oL. 
x 的 点 估计 Е: ОМУ, ML, AD. 


HKE z 4 > 
的 区 间 信 计 [E£ ess jË 
Big ги. -= > eale, UMPU, Li 
aes cime vien Т 
假设 [a = Kl. 1209/2), w k — 0 Rf, UMPU, LR, UMPI(S, О). 


МУ Vaai) 
emit E=, uwv, ap, 2X 


7. ML, IAD, 


sanit T= D) EG — EP vuv, tap. 
V 2 1(n/2) s= 
eH (ADCs — z, BEG — FY). 
假设 [€] El — BP > Xo: UMP, LR, 
假设 [e= k] 0 — FP Ak R El — 3) > BR: ОМРО, 
假设 [32k] У — FP «Xa — а): UMPU, UMPKL). 
假设 |< | ——ë—K> E: UMPI(S), AD. 
É | 4X — sy à 
4) Bin(N, 6). Det, Bin(Nn, 0). 
6 的 点 估计 Š: UMV, ML, AD. 


假设 [6 过 如。 s> 4; UMP. 
假设 [A < 0 <1) z — B HR z > С; UMPU, 
5) H(N,m,0)(n = 1). 2, 
0 的 点 估计 。 站: UMV, AD. 


假设 [0 <k] x > A: UMP. 
6) NB(N, 6). Ert. NB(Nn, Ө). 


; Мп — 1 i . 
ӨЛЕН CT ( 当 分 母 是 0 时 ,为 1): ОМУ, AD. 
Ne: ML. 
Na+ Ух 


假设 [0<k] Хх < 4: UMP. 

假设 (A<O<1] Xx < BRM >x; > C: UMPU, 
7) PCA), Sek. PG). 

1 的 点 估计 z: ОМУ, ML, AD. 

BH lack) #24: UMP. 

假设 Dici] x< B R С: UMPU. 


> 
Ў 


8) G(0). Xxf. NB(n, 0). 


9) 


10 


11 


12 


13 


14 


) 


) 


T 


T 


9 的 点 估计 ,假设 检验 — 6) 
U[0, 0]. max х}. 
6 的 点 估计 max xi: ML, IAD, 


a+ 1 max z: UMV, IAD, 
" 


假设 [10 < к] ахх, > (1 — a)4: UMP. 


假设 [6 = k] max x; < ka" max x, > k: UMP. 


U[£, т]. Cminz;, max x;)*. 

的 点 估计 — ОМУ, IAD, min x;; ML, IAD, 
PX 的 点 估计 тен mittis UMV, AD. 

假设 [y — EK] maxx; — min x, > ka"; UMP, 

u |o- 1,0+ 1]. (min s; max xi), 


6 的 点 估计 mir t metti. ML, AD, 


假设 [0< 4) minx, > k + + — aM 或 maxes >> k + 2: UMP, 
Eso /T(n, о) + ng 
) ( elu, a/n) ) 


VIDERI. ОМУ, ТАР, # — min zz ML, IAD, 


elu, о). ( 


min x; 


了 的 点 估计 Em 


mia xj ——. 


“的 点 估计 5 s 


假设 [ek nh] Xx, < à HE Er > kloga™ + À: UMP, 
假设 I< c<) Er — nminz; < А BË Уух; — n min x, > В: ОМРИ, 


假设 [e = k] _n min x; — k 一 0 或 nmin ху — k > C; UMPU, 


Ух, — n min x; >x, — n min xz, 
I(p,o). Xx*. I(np, о). 
o 的 点 估计 Z, UMV, ML, IAD, 


x; ОМУ, IAD, minx;; ML, IAD, 


0 的 区 间 估 计 (Cx;, рУ). 

假设 [rk] Er > A: UMP. 

假设 e= k] Xx < Ct 或 Er; Dk: UMPU, 
N( 2) (=: y (Кым 

МО, 9). Ny ` Съра, mb?) 

m ш МЕЙ € — y: ОМУ, ML, AD. 


向 一 后 的 区 间 估 计 (272666) 2 + P). 


假设 [mn 一 <] #—У> tale) |Z + 


m a 


: UMP, LR. 
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ue AR 


假设 [mm 一 二 一 如。 |#—ў—Д|>җ(а/2) Je + Ë, UMPU, UMPI(L), LR, 


Nem, e) Es P [Nu m) 

NGs, 9). Ey: NOx n?) |. 
P= EESE EOY) Leese 

м mA E — 7: UMV, ML, AD. 


m — m 的 区 间 估计 ee Ф =) 


15 


2 


ваъ 0 =F Dsm a t a= 2 


z Fi 2 >а): UMPU, 
mn n 


UMPI(L), LR 
假设 [a — m m k] i > rues (а): UMPU, UMPI(L), LR. 


" P5 
«МЕ LL UMYLIAD, 二 二 元 


局 的 区 间 估计 (4, BO. 
Bit <k] P> Aye alah: UMP, LR, 
假设 [e= k] P< ARR? > Bk; UMPU. 
假设 [e> k] P> Lanal — a)k: UMPU, UMPI(L), LR, 
Nma) [Xx Xx — ye 
Nona). LZyo XGi— 8 7 
E E =E) p Er zy 
Fromme [ja в kal 
, а Cue 1) Zn — EP — par 
me [1e] 名 = 人 > 
кш у, ө). [o уу-уу, EG 0-9]. 
p 的 点 估计 090. мр, 
YE 
(0/2) 
-0 Q EE 
Bit le-o) i> I. 


16) 


!Са)қ: UMPU, UMPI(L, S), LR, 


17 


I 


; UMPU, LR, 


P HRM, r HRR. 


BL 


表 


1. 素数 与 原 根 (一 初等 数论 ) 


BR 
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# > # r. Р r P 7 P £ Р r Р T Р r 
2 79 29 |191 21 | 311 301 | 439 429 | 577 10 | 709 10 857 10 
3 2 83 50 | 193 10 | 313 10 | 443 433 | 587 577 | 719 709 859 2 
3 2 89 30 | 197 2 |317 2 | 449 3 |593 10 | 727 10| 863 10 
T B 97 10 | 199 3 | 331 3|457 15 | 599 589 | 733 6 877 2 
Мм 2 101 2 [211 2|337 10| 461 10 |601 11 | 739 3| 881 3 
13 6 103 20 | 223 10 347 337 | 463 3 | 607 3|743 10 883 873 
17 10 107 2 | 227 217 |349 2 | 467 457 | 613 2 | 751 3| 887 10 
19 10 109 10 |229 10 | 353 20 | 479 469 | 617 3 | 757 2| 907 z 
23 10 113 10 |233 10 | 359 349 | 487 10 | 619 10 | 761 11 911 901 
29 10 127 3 | 239 237 |367 10 | 491 10|631 621 |769 11| 919 909 
31 17 131 10 | 241 7|373 2|499 10 | 641 3 | 773 2| 929 3 
37 5 137 20 |251 30 | 379 10 | 503 10 | 643 1 | 787 777| 937 10 
4 6 139 2 | 257 10|383 10 | 509 10|647 10 797 2] 941 10 
43 28 149 10 |263 10 | 389 10 | 521 3 | 653 2 | 809 3| 947 937 
47 10 151 6 |269 10/397 20 | 523 513,659 10 | 811 10| 953 10 
53 26 157 20 | 271 269 | 401 3 |541 10 |661 2 |821 10| 967 5 
59 10 163 2 | 277 20 |409 21 | 547 2 |673 5 | 823 10} 971 10. 
61 10 167, 10 | 281 31419 10 | 557 2 |677 2 |827 817} 977 10 
67 12 173 2 | 283 273 | 421 2 | 563 553 | 683 673 | 829 2] 983 10 
71 62 179 10 | 293 2 |431 421 | 569 3 |691 3 | 839 829 | 991 981 
73 5 181 10 | 307 297 | 433 10 | 571 10 | 701 10 | 853 2 997 n 


Mersenne 数 +， 形 如 2^ 一 1 的 素数 称 为 Mersenne 数 . 
在 р < 11400 的 范围 内 ,存在 下 列 23 个 Mersenne 数 : 
p72,3,5,7,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 


3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 


偶数 的 完全 数 + 只 有 20-102? — 1) (2? 一 1 是 Mersenne 数 )。 


2. 指数 表 ( 一 初等 数论 ) 


以 素数 的 原 根 ' r 为 底 ， 真 数 “的 指数 ”1 ~ Ida 是 满足 r! m a (mod p) 的 在 0<1< 
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P 1 中 的 整数 /. 


数 表 


a == b (mod p) 和 Ind, а = Ind, b (mod (p — 1)) 是 等 价 的 。 
指数 关于 mod (p 一 1) 满足 同 余 式 


用 这 些 关系 能 解 同 余 式 下面 给 出 指数 表 . 


Ind, ab = Ind, a + Ind, b, 
Ind, а" = n Ind, a, 


Ind, z == Ind, r Ind, a, 


P | ect r {2 3 5 7 MH 13 0 1 23 29 31 37 41 43 47 
2, 1 一 

3| 2 2| 1 一 

5| 4 2 l 3 = 

7| 2.3 à| 2 i 5 = А 

11 2.5 2| 1.8 4 7? — 

13 43 6) 5 8 9 7 п — 

17 16 10| 10 27 9 13 2 一 

19 2.9 0117 5 2 р 6B 8 一 

23| an 10| 8 20 15 21 3 2 17 5 — 

29 4.7 10| п 27 18 20 23 2 7 15 4 一 

31 2.3.5 17| 12 13 20 4 29 23 4 22 21 27 一 

37 4.9 5| 1 34 1 28 6 13 5 25 21 15 27 一 

4 8.5 6| 26 15 22 39 3 31 33 9 36 7 28 32 一 

43 2.3.7 28| 39 17 5 7 6 40 16 29 20 25 32 35 18 一 
47 2.23 10| 30 18 17 38 27 3 42 29 39 43 5 24 25 37 一 
53 4.13 26| 25 9 31 38 46 28 42 41 39 6 45 22 33 30 8 
59 ‚29 10 | 25 32 34 44 45 23 14 22 27 4 7 41 2 103 5 
61 4.3.5 10 | 47 42 14 23 45,20 49 22 39 25 13 33 18 41 40 
67| 231 12| 29 9 39 7 61 23 8 26 20 22 43 44 19 63 64 
71 57 62| 58 18 14 33 43 27 7 38 5 4 13 30 55 44 17 
73 8.9 5| 8 6 1 33 55 59 21 62 46 35 11 64 4 51 3l 
79| 2.5.13 29| 50 71 34 19 70 74 9 10 52 1 76 23 21 47 55 
83 2.41 50| 3 52 81 24 72 67 4 59 16 36 32 60 38 49 69 
89 8.11 30| 72 87 18 7 4 65 82 53 31 29 57 77 67 59 34 
97 32.3 10| 86 2 11 53 82 83 19 27 79 47 26 41 71 44 60 
101 4.25 2| 1 69 24 9 13 66 30 96 86 91 84 56 45 42 58 
103| 2.3.17 6| 46 57 59 32 29 66 50 28 90 76 99 81 17 
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Р | pei r 2 3 5 7 H 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 
| 

107 2.53 63| 95 78 13 57 76 58 105 96 60 72 21 6 90 93 16 
109 4.27 10| 93 28 16 88 107 7 21 3 105 10 74 65 45 66 5 
113 16.7 10 52 79 61 72 22 58 59 93 103 87 30 29 34 17 97 
127 2.9.7 109 18 23 111 125 52 20 118 42 11 79 50 112 76 121 120 
131 2.5.13 10] 83 126 48 38 98 64 59 45 89 73 67 23 58 22 5 
137 8.17 12 | 130 13 23 2 90 53 86 54 129 95 133 102 51 37111 
139 2.3.23 92|119 49 22 16 74 26 37 83 39 8 40 136 82 23 70 
149 4.37 10 | 117 115 32 38 25 133 4 60 15 128 52 136 61 77 14 
151 2,3.25 114 70 141 82 37 34 101 88 90 115 54 58 76 111 38 86 
157 4.3.13 139 | 147 122 11 57 152 130 128 116 81 15 58 28 75 151 76 
163 2.81 70| 71 43 93 161 97 57 159 127 153 145 39 75 20 106 44 
167 2.83 10| 86 144 81 96 110 43 143 50 51 32 152 127 55 75 68 
173 4.43 91 13 7 163 31 127 142 89 85 88 152 122 42 74 60 144 
179 2.89 10| 73 52 106 23 27 134 14 26 65 70 76 19 101 144 136 
181 4.9.5 10 | 133 68 48 15 146 32 55 135 29 84 27 38 59 140 109 
191 2.5.19 157 | 102 148 90 133 115 156 184 93 112 29 125 65 145 174 39 
193 64.3 10 | 182 156 11 184 93 15 149 59 54 9 134 55 125 72 127 
197 4.49 73| 61 65 137 86 5 153 95 182 68 40 173 148 46 54 106 
199 2,9. 197 | 194 155 6 32 189 128 57 11 74 158 76 121 145 176 98 
2n Ж Ж-М. 142 | 169 127 48 181 78 186 31 196 189 11 115 202 143 80 166 
223 2.3.37 10| 18 137 205 132 7 159 192 32 131 220 134 178 198 182 190 
227 2.113 217 | 179 98 161 220 40 71 93 222 210 76 7 223 171 182 150 
229 4.3.19 10 | 27 224 202 181 78 183 12 64 227 143 211 44 217 120 49 
233 8.29 10|200 93 33 230 225 78 67 120 208 212 222 48 17 5 167 
239 2.7.17 237 | 120 48 186 229 202 89 8 33 147 226 212 197 61 103 173 
241 16.3.5 112| 110 22 138 41 65 7 231 125 177 74 191 113 6 99 114 
251 2.125 224 | 195 42 60 26 7 134 38 131 188 171 82 59 198 39 95 
257 256 10| 80° 87 177 227 156 6 200 123 132 242 62 109 117 89 187 
263 2.131 10 | 156 110 107 69 208 84 120 147 186 67 142 112 247 234 143 
269 4.67 10 | 109 89 160 195 146 202 189 187 156 15 91 208 91 82 4 
271 2.2755. 269 | 136 63 80 178 112 165 266 171 15 225 12 22 96 101 183 
277 4.3.23 199 | 57 148 83 170 29 210 269 216 152 70 37 45 246 149 154 

44 51 246 42 23 179 66 71 247 92 82 165 53 12 185 
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3. k 
я РА 1/1 п\ = а X 10°, 
1 1 1 
1 2 0.5 3 
$ 6 0.16666666666666666666 25 1.5511 25 
4 24 0.04 166666666666666666 30 2.6525 32 
5 120 0.008 33333333333333333 35 1.0333 40 
6 720 | 0.00138888888888888888 LIES | 
7 5040 0.00019841269841269841 50 3.04 14 a 
8 40320 0.00002480158730158730 t 
9 362880 0.00000275573192239858 60 8.3210 81 
10 3628800 | 0.00000027557319223985 70 111979 100 
11 39916800 | 0.00000002505210838544 80 | 7.1569 118 
12 479001600 | 0.00000000208767569878 90 14857 | 138 
13 6227020800 | 0.00000000016059043836 100 | 9.3326 | 157 
14 87178291200 | 0.00000000001147074559 120 | 6.6895: | 198 
15 1307674368000 0.00000000000076471638 140 1.3462 241 
16 20922789888000 | 0.00000000000004779477 160 | 47147 | 284 
17 355687428096000 | 0.00000000000000281145 180 | 2.0090 | 329 
18 6402373705728000 | 0.00000000000000015619 200 | 7.8866 | 374 
19 121645100408832000 0.82206 X 107 220 2.2839 421 
20 2432902008176640000 0.41103 X 107'* 240 4.0679 468 
4. 二 项 式 系数 
(N N noh 
[sa М: = 
п, n(N п)! 
27 М|1|2|з|4|5|в6|7|в) 9 io|uli2us | 14 [15 | 16° ERES 20 
NE 1|2|з|+| 5 6| 7| 8| 9| 1011 12) 13| 14| 15 16) 17 18 | 19 20 
2 1] 3] 6 1101151211281 36| 45| 55| 66| 78| 91| 105) 120| 136| 153 171 190 
3 1|4|1020/35/56| 84|120|165|220] 286| 364| 455| 560| 680| 816 969] 1140 
4 1| 515835/70126/210/330/495| 715|1001|1365| 1820| 2580| 3060) 3876 4845 
5 1| 621/56126/252462/7921287/2002,3003| 4368| 6188) 8568| 11628| 15504 
6 1| 7l28, 84/210462024|17163003/5005| 8008/12376/18564/27132| 38760 
7 1| 8| 36112013301792117161343216435111440|1944831824/503881 77520 
8 "1| 9| 45/165495|12873003/6435|12870/24310]43758| 75582 | 125970 
9 1|-10| 55[220| 7152002/5005/11440/24310.48620| 92378 | 167960 
“10° 1| 11} 66| 286/1001/3003| 8008/19448/43758| 92378 | 184756 
11 1| 12 78| 364|1365| 4368|12376|81824|75582| 167960 
12 1| 13| 91) 455| 1820| 6188|18564| 50388 | 125970 
13 l| 14} 105| 560] 2380) 856827132) 77520 
14 | J| 15) 120] 680) 306011628] 38760 
15 | 1 16| 136| 816] 38761 15504 
16 @ i| 17 153| 969] 4845 
17 | 18] 171] 1140 
18 4 | ).. 19 190 
19 ü bk i 20 
20 


5. Bernoulli 数 和 Euler 数 


В, 2 Bernoulli 数 '*, E, 是 Euler 数 '*. 
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* B, 的 分 子 了 3。 的 分 母 B, Е. 
2 1 6 0.16667 1 
4 1 30 0.03333 5 
6 1 42 0.02381 61 
8 1 30 0.03333 | 1385 
10 5 66 0.07576 50521 
12 691 2730. 0.25311 2702765 
14 7 6 1.16667 199360981 
16 3617 510 7.09216 19391512145 
18 43867 798 54.97118 2404879675441 
20 174611 330 529.12424 | 370371188237525 
22 854513 138 619212319 | 6.934887 X 10 
24 236364091 2730 86580.25311 1.551453 X 109 
26 8553103 6 1425517.16667 | 4.087073 X10" 
28 23749461029 870 27298231.06782 1.252260 x 102 
30 8615841276005 14322 601580873.90064 4.415439 X 10% 
6. € 
n z" | n 2 n 1° | n 2% 
|— Ке 
1 AR E 2048 | 21 2097152 | 31 2147483648 
2 4 | 12 4096 | 22 4194304 | 32 4294967296 
3 8 | 5 8192 | 23 8388608 | 33 8589934592 
4 16 | 14 16384 | 24 16777216 | 34 17179869184 
5 32 | 15 32768 | 25 33554432 | 35 34359738368 
E 64 | 16 65536 | 26 67108864 | 36 68719476736 
7 ps | 17 131072 | 27 134217728 | 37 137438953472 
8 256 18 262144 28 268435456 38 274877906944 
9 512 | 19 524288 | 29 536870912 | 39 549755813888 
10 1024 20 1048576 30 1073741824 40 1099511627776 
^ з" 4" | s 6" 7* st 9" 
1 4 5 6 7 8 9 
2 16 25 36 49 64 81 
3 64 125 216 343 512 729 
4 256 625 1296 2401 4096 6561 
5 2 1024 3125 7776 16807 32768 59049 
6 729 4096 15625 46656 117649 262144 531441 
7 2187 16384 78125 279936 | 823543 2097152 4782969 ` 
8 6561 65536 | 390625 | 1679616 | 5764801 16777216 | 43046721 
9 19683 262144 1953125 10077696 40353607 134217728 387420489 
10 | 59049 1048576 9765625 60466176 | 282475249 1073741824 | 3486784401 


— — — _ _ ..... UU... —a b) )DoDo 
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7. 代数 数 域 的 类 数 


D 实 二 次 域 的 类 域 (一 二 次 域 的 数论 ) 

k= QU mw)， 其 中 m 是 不 含 平方 因子 的 正 整数 《1 < m < 501), AERA (广义 的 ) 类 
ЖО, NCE) 列 中 的 符号 一 表示 基本 单元 + 的 范 数 N(e) 是 —1. 4 N(e)— +1 时 狭义 的 类 数 是 24， 
当 N(e) = 一 1 时 狭义 的 类 数 是 4. 


m ANG m 4NG) |» аме) | » xo | m Ам) | m ^ NG) 
21 一 | E i1 = | 149 1 — i 199 1 247 2 

3 1 a 1 = 102 2 151 1 201 1 | 249 1 

$ 3 =] 2 103 1 154 2 202 2 — |251 1 

6 1 57 1 105 2 155 2 203 2 |253 1 

y» X . 3 = 100 2 — 152. 1 一 205 2 254 3 

w 2 —}59 1 107 1 | 158 1 206 1 255 4 

ax 4 |61 1 一 109 1 一 159 2 209 1 257 3 一 
B 1 —]6 1 по 2 161 1 210 4 258 2 

14 1 65 2 = l na 2 163 1 211 1 259 2 

15 2 66 2 | 43 * e 165 2 213 1 262 1 

17 1 =o 1 |+ 2 166 1 24 1 263 1 

19 1 69 1 15 2 167 1 215 2 2606 2 — 
Hoi 70 2 ив 1 yo 4 — {217 1 266 2 

2 1 Wi 19 2 US 1 — |218 2 — |267 2 

з 1 "јоз 1 — jiz 2 — Jame 2 219 4 169 1 = 
2% 2 =|” 2 — |z 2 177 1 221 2 23 1 

SÉ od ofa 1 127 1 178 2 22 2 273 2 

30 2 78 2 109 1 179 1 23 3 2⁄4 4 一 
31 1 79 3 130 4 — fist i — [226 8 —]27 1 — 
3 J a2 * — Jas 1 182 2 227 1 278 1 

34 2 | 83 1 133 1 183 2 пэ y» = 2804 f = 

35 2 85 2 = 13 '1 185 2 = 230 2 282 2 

Sh sem 86 1 137--1. — 186 2 231 4 283 1 

зв 1 87 2 138 2 187 2 зз 1 — | 285 2 

39 2 ; X w 139 1 190 2 235 6 286 2 

“é 1-]|9 2 144 1 191 1 237 1 287 2 

42 2 9 1 42 з 193 1 — | 238 2 290 4 一 
43 1 [| m 1 143 2 194 2 239 1 291 4 

46 1 95 2 145 Ф = m. t AL $ ^ SES K == 
4 1 IT A <= 146 2 BT t= 246 2 295 2 


m ANG) тл мєл m A&NG)| m &N()| m ANEJ m & NG) 
298 2 一 | 330 4 1370 4 — |j4 2 lass 4 1467 1 

299 2 | 331 1 SA 2 403 2 1437 1 | 469 3 

30 1, 1334 1 333 1 — |40 2 1438 4 | 470 2 

32 1 |335 2 1 374 2 407 2 ias = 471 2 

303 2 Zi i — 37 = 409 1 — iMm 8 一 [473 3 

305 2 39 2 379 1 | 40.4 1443 3 474 2 

307 1 341. 1 381 1 lan 2 { 445 4 一 478 1 

309 1 | 345 2 382 1 |43 1 | 446 1 479 1 

310 2 |346 6 — | 383 1 jas 2 lar 2 |481 2 一 
зи 1 | 347 1 |38 2 417 1 449 1 — | 482 2 

33 1 —|349 1 — | 386 2 418 2 451 2 483 4 

314 2 <= | К a ! 39 1 = | 419 1 453 1 45 2 = 
317 1 — |354 2 390 4 a i = 454 1 1487 1 

318 2 | з55 2 391 2 | 422 1 455 4 |489 1 

319 2 357 2 393 1 426 2 47 1 ~ {491 1 

321 3 358 1 394,2 — 4 427 6 | 458 2 — | 493 2 — 
322 4 359 3 395 12 1 429 2 | 461 1 — |494 2 

323 4 362 2 — | 1 — | 430 2 462 4 | 497 1 

326 3 365 2 — |398 1 | аз 1 463 1 [ав 2 

327 2 366 2 399 8 as: 3: 3 465 2 \ 499 5 ч 
329 1 367 1 - 8 == 434 4 466 2 501 1 


对 于 m-c 100 (AE A AA P S RET E TK IGI 360995 NOR M (共立 出 版 ， 
1931) p. 474—476 #2]. 
п) жже mib) 

lk QU/ 一 六 )， 其 中 mm 是 不 含 平方 因子 的 正 整数 (1 < m < 509), A E A MITER ОБ 
时 无 钦 义 和 广义 的 区 别 ). 


m Ж | т à | Лү | mk |= £ | ma 
= | 1 |. im 
11 fa 1 | 22 2 | 34 aja a |5 2 | б s|7s 
2 1013 2 {оз з |35 2 | 46 4 | 59 3 | 7 4| 9? 4 
3 1 14 4 26 6 37 2 47 5 61 6 | 71 7 83 3 
52 15 2 29 6 38 6 I 2 62 8 | 73 4 | 85 4 
62 | 17 4 | 30.4 | 39 + | 33 6 | 65 в I 74 10 | 86 10 
7 1 19 1 31 3 41 8 55 ^ | 66 8 | 77 8 87 6 
ю 2 fa 4 | 33 + | 4204 [57 4 | бз pase oem 
| i | 


140 — EE 


91 2 143 10 | 197 10 | 249 12 | 302 12 357 8 409 16 458 26 
93 4 145 8 199 9 "LL 7 303 10 358 410 16 461 30 
94 8 146 16 201 12 253 4 305 16 359 19 4l 6 | 462 8 
95 8 149 14 202 6 254 16 307 3 362 18 413 20 463 7 
97 4 151 7 203 4 255 12 309 12 365 20 415 10 465 16 
101 14 154 8 205 8 257 16 310 8 366 12 417 12 466 8 
102 4 155 4 206 20 258 8 SH. ЧУ 367 9 418 8 467 7 
103 5 157 6 209 20 259 4 313 8 | 370 12 49 9 469 16 
105 8 158 8 210 8 262 6 314 26 371 8 421 10 470 20 
106 6 159 10 2M 3 263 13 317 10 373 10 422 10 471 16 
107 3 161 16 213 8 265 8 318 12 374 28 426 24 | 473 12 
109 6 163 1 214 6 266 20 319 10 377 16 47 2 | 474 20 
110 12 165 8 215 14 267 2 321 20 | 379 3 429 16 478 8 
lll 8 166 10 217 8 269 22 322 8 381 20 430 12 479 25 
13 8 167 11 218 10 270 34 323 4 382 8 431 21 481 16 
114 8 170 12 219 4 273 8 326 22 383 17 433 12 482 20 
15 2 173 14 221 16 274 12 327 12 385 8 434 24 483 4 
118 6 174 12 222 2 277 6 329 24 386 20 435 4 485 20 
,119 10 177 4 23 7 278 14 330 8 389 22 437 20 487 7 
122 1 178 8 226 8 281 20 aM 3 390 16 438 8 489 20 
123 179 5 227 5 282 8 334 12 | 391 14 439 15 49) 9 
127 181 10 229 10 283 3 335 18 393 12 442 8 493 12 


130 
131 
133 
134 14 187 2 237 12 291 4 346 10 | 399 16 449 20 501 16 
137 8 190 4 238 8 293 18 347 5 401 20 451 6 502 14 
138 8 
ше $ 193 4 241 12 298 
8 
4 


0 
2 
5 
129 12 182 12 230 20 285 16 337 8 1394 10 43 5 494 28 
4 
* 
4 


141 194 20 246 12 299 
142 195 4 247 6 301 


对 于 т < 100 理想 类 群 ' 的 构造 及 各 理想 类 的 代表 的 表 在 高 木 真 治 著 的 初等 整数 论 讨 闵 (3k 
立 出 版 ，1931) p. 477 一 483 中 找到 . 
HI) 分 图 域 的 类 数 
1) 分 圆 域 k— QCG77) (1 <1 < 100; ! 是 素数 ). 及 是 的 类 数 ' 的 第 一 因子 "(一 代数 数 域 的 


Ay 


3 1 43 211 | 61 41-1861 79 5+53+377911 
5 1 47 5-139 67 67-12739 83 3-279405653 
7 4 53 4889 | 71 72-79241 | 89 113-118401449 
1 3-59-233 89-134353 577 +3457-206209 


2) 216 个 非 正则 素数 IO << 4001) [BJ k= QC) 的 类 数 (或 其 第 一 因子 ) 可 被 ! 整除 
时 ] 以 及 分 子 可 被 ! 整除 的 Bernoulli 数 + B, 的 24(2 <2a < í — 3) (一 Fermat 问题 ). 


1 2 l 2a 1 x x бо m l 2a L u% 


37 32 | 5а. 86 | 811 544] 1319 зоя | 1879 1260 | 2381 2060 | 2939 ү 332, | 3539 2082, 
59 44 | 547 (270, | 821 744 | 1327 466 | 1889 242 тегш, fu {з 


67 58 486 | 827 102] 1367 234 | 1901 1722 2278 748 | 3559 | 344, 
101 68 | 557 222 | 839 66} 1409 358 | 1933 (1058, | 2389 776 | 2957 | 138, lo 
юз 24 | 577 52 | 877 s68| 1429 9% 1320 | 241 2126 { 788 | 3581 1466 
131 22 | 587 у 90, | 881 162) 1439 574 | 1951 1656 | 2423, 290,| 2999 776 | 3583 1922 
149 130 o2 | 887 418} 1483 224 | 1979 148 {а 3011 1496 | 3593 | 360, 
157 | 593 22 "et 520,| 1499 94 | 1987 510 | 2441 | 366, | 3023 2020 l 642 

по | 607 592 $20 | 1523 1310 | 1993 912 1750 | 3049 700 | 3607 1976 


233 84 | 613 522 | 953 156 | 1559 862 | 1997 (772, | 2503 1044 | 3061 2522 | 3613 2082 
257 164 ИЕ 971 166 | 1609 1356 (isss 2543 2374 || 3083 1450 з 16, 


263 100 174, | 1061 474 | 1613 172 | 2003  60,| 2557 1464 | 3089 1706 2856 
271 84 338 | 1091 888} 1619 560 { аю 2579 1730 | 3119 1704 | 3631 1104 
283 20 | 619 428 }1иў 7 1621 980 | 2017 1204 | 2591, 854, | 3181 3142 | 3637 (2526, 
293 156 | 631 { 80, [1129 зав | 1627 718 | 2039 1300 2574 | 3203 2368 {е 


307 88 226 | 1151 (534,| 1663 270 | 2053 1932 | 2621 1772 | 3221 98 | 3671 1580 
311 292 | 647 (236, Iz 1669 | 388, | 2087 ү 376, | 2633 1416 | 3229 1634 | 367 2238 
347 280 Ë: 968 1086 1298 | 2647 1172 | 3257 922 | 3697 1884 
353 (186, 554 | 1153 so2| 1721 зо | 2099 1230 | 2657 710 | 3313 2222 | 3779 2362 
(2 6з 48 | 1193 262 | 1733 1 810, | 2111 1038 | 2663 1244 | 3323 3292 | 3797 1256 
379 (100, | 659 224 | 1201 676 942 | 2137 1624 | 2671 , 404, 3329 1378 | 3821 3296 
{iva 673 (408, | 1217 ү 784, 1753 712 | 2143 1916 2394 | 3391 12232, | 3833 (1840, 
389 200 502 m 1759 1520 | 2153 1832 | 2689 9% 2534 1998, 
401 382 | 677 628 1118 | 1777 1192 | 2213 154 | 2753 482 | 3407 (2076, 3286 
409 126 | 683 32 | 1229 784 | 1787 1606 | 2239 1826 | 2767 2528 2558 | 3851 [25 
4n 240 | вә 12, |1237 874 | 1789 ( вав, | 2267 2234 | 2777 1600 | 3433 1300 404 
433 366 200 | 1279 518 1442 deis. 2789 (1984, | 3469 1174 | 3853 748 
461 196 | 727 378 | 1283 зо 1811 (550, 2166 154 | 3491 2544 | 3881 1686, 
463 130 | 751 290 | 1291 í 206,| iz 2293 2040 | 2791 2554 | 3511 iiss 2138 
1724 | 3917 1490 


1520 | 2309 (e 2833 1832 


467 (95 | 757 514 824 
{ 1772 | 2857 әв | 3517 51836, | 3967 106 


194 | 761,260 | 1297 (202,| 1851 1274 


491 (292, | 73 732 220 | 1847 ү 954, | 2357 2204 | 2861 352 2586 | 3989 1936 
336, | 797 220 | 1301 176 fos 2371 ge 2909 у 400, | 3529 3490 | 4001 534 
[338 | 809 g330, | 1307 (2 1558 2274 950 || 35 (2314, 

523 400 628 852 | 1871 1794 | 2377 1226 | 2927 242 3136 


ип Ek 


8. 有 限 群 的 群 特征 标 


D HRE s., 交代 群 ' 4。(3 <n <7), Mathieu Bt M.(n = 11, 12, 22, 23, 24) 

1) 各 表 的 第 一 列 给 出 了 由 循环 置换 的 积 表示 置换 的 共 亏 类 * 的 表示 法 。 例如 ，(3)(2): 表示 含有 
(123)(45)(67) 3k 8e 3. 

2) BAA H & 3856280956 RAY D EET RS HIC. 

3) 在 5, 的 表 中 ,第 一 行 给 出 了 对 应 各 不 可 约 特征 标的 Young WEA. 例如 , [3, 25, 1] 
表示 了 (3, 2, 2, 1). 

4) (EA, жн, HE S, 的 自 共 斩 特 征 标 ( 代 有 # 号 的 特征 标 ) 限 制 到 4, 时 , 它 被 分 解 为 两 个 相 
互 代数 共 罗 的 不 可 约 特征 标 、 因 此 我 们 表示 出 其 中 的 一 个 。 A. 的 其 他 的 不 可 约 特征 标 可 由 把 5。 
的 非 自 共 枉 的 特征 标 限制 到 4, 得 到 . 

5) 在 M, 的 表 中 ,在 次 数 上 代 有 一 号 的 特征 标 是 两 个 相互 代数 共 轿 特 征 标 中 的 一 个 . 


(liV-3)/2, ef= C+ 5)⁄2, ef —(—1 + —7)/2 
et = (— 1 +/—11)⁄2, ef = (— 1 +/—15)/2, e£ = (71 +/—23)/2 


5, I3]. 12, 1]* n A, [2, 1)* 
a) 6 1 2 1 a) 3 £ 
0) 4 1 0 | G) 3 et 
Gy s 1 一 ! 1 G) 3 I E 

5, [4] [51] [2]* (2, 0]. [19 A (rr 
a) 24 1 3 2 3 1 (D 12 1 
Q) 4 1 1 0 一 ! 一 1 yi 3 ef 
G) 3 1 0 — 0 1 (3) 3 本 
(4) 4 1 +1 0 1 一 ! QP 4 1 

@ s 1 一 ! 2 一 ! 1 

Ss [5] [51]. [52] 3, 12]* [251] (2, 18] 1 
G) 120 1 + 5 6 5 4 1 
Q) 12 1 2 1 0 -1 一 2 一 ! 
G) 6 1 1 一 1 0 一 ! 1 1 
(4) 4 1 0 一 1 0 1 0 一 ! 
Q» 8 1 0 1 一 2 1 0 1 
G)Q) 6 1 一 1 0 一 1 1 一 1 
G) 5 І -1 0 1 0 一 ! 1 


数 表 um 


4 | G m 
1. 
а) 6 3 
@ 3 o 
QP 4 一 ! 
G 5 ei 
(5) 5 ei 
Se 16] 15,1] [4,2] [4,12] [3] [3,2,1]* [2]. [3,12] (22,12) (2,1) [1°] 
(D 720 | 1 5 9 10 5 16 5 10 9 5 1 
Q) 48 1 3 3 2 1 0 —1 —2 -3 -3 -1 
G) 18 1 2 0 L mi =з cH 1 0 2 1 
(4) 8 1 1 一 ! # | 0 1 0 i — 一 ! 
су 16 1 1 1 一 2 1 0 1 -2 1 1 1 
GQ) 6 1 0 0 =t 1 0 一 ! 1 9 . 一 ! 
(5) з ae 0 一 ! 0 0 1 0 0 一 ! ° 1 
(6) 6| 1 — o 1 0 0 9 一 ! 0 1 0c 
MQ) 8 1 =i 1 0 一 ! ç >l 0 1 一 ! 1 
QP “48 1 一 ! 3 — 一 3 0 3 2 一 3 Pocl 
Gy 18 1 -1 0 1 2 — 2 1 0 一 ! 1 
as 
4 (3, 2, 1)* 
(1) 360 8 
G) 9 一 ! 
ор 8 0 
《5) 5 є 
(5) 5 [4 
Өс) ,4 | 0 
@ 9 一 ! 


11+ EE 


5 | UI [6,1] [5,2] 15, 12] [4,3] [4,2,1] [2, 1] [4, ]* 
= ы 
21 20 
1 0 
—3 2 
mi. 0 
H -4 
1 0 
1 0 
0 0 
=f 0 
Exc. | 0 
0 2 
H 0 
1 2 
= 0 
0 = 


] ir] iv 


(1) 5040 21 35 14 15 14 6 1 
(2) 240 一 ! 一 5 一 4 一 5 一 6 E 一 ! 
(3) 72 一 3 一 1 一 ! 3 2 3 1 
(4) 24 1 1 2 -1 0 aog 1 
QP ав 1 一 ! 2 一 1 2 2 1 
0 一 1 -1 

1 1 1 

1 0 -1 

0 0 1 

0 一 ! 

0 1 

1 一 1 

一 ! 1 

1 一 1 

一 1 1 


| 
| 
| 


1 16 10 
1 0 一 2 
1 0 0 
1 一 2 1 
1 1 0 
(890) в 1 -1 1 c 0 0 +i 2 
ОО 8 1 0 -—1 1 一 ! 0 0 =*i/2 
(6)G)Q) 6 1 -= 0 -= 0 1 0 1 
сп) п 1 м. 0 0 1 0 er æi 
+ D п 1 =i 0 0 1 0 ET 一 ! 


g711-10-9-8— 7920. 


Mu 


RR 1475 
a) 1 11 11 55 55 55 45 54 66 99 120 144 176 16 
[OU 192 1 3 3-1-1 7-3 6 2 3-8 0 0 0 
Gy 32 1 3—1 3-1-1 1 2-2-1 0 0 0 0 
(з> 54 1 2 2 111003 € 3 0-4-2 
《5 10 1 1 1 0 0 0 0—1 1—1 0— 1 1 
(8)Q) 8 1 1-1-1 1-1-1 0 0 0 0 0 0 
(6)3)Q). 6 1 0 0—1—1 1 0 0— 0 1 0 0 0 
(11) п 1.0 0 0 0 0 1-1 0 O-1 1 0% 
(1) 11 1 0 0 0 0 0 1-1 0 —- 1 0 
Q 240 1 一 1 一 1 一 5 一 5 -5 5 6 6—1 0 4-4 4 
(10)(2) 10 1-1-1 0 0 0 0 1 1—1 0—1 1-1 
UPP 32 i-i Зер 3-1 1 2—2—1 0 0 0 0 
(3) 36 tetet 111300 о—3—1 1 
(Оя 12 1—I— 1 1 1— 0 0—1 0 1-1 1 
(8)(4) 8 1-1 1 1—1—1-1 0 0 о 0 0 0 
———————————— 
p—12:11-10-9- 8 = 95040, 
————— ———————— 
а) [4 1 21 55 154 210 280 231 385 99 45 
оу 384 1 5 7 0 2 一 8 1 3 —3 
(3) 36 1 3 
《5) 5 1 1 0—1 0 0 о= 0 
YOY 16 1 1— 2^2 0-1 1-1) 1 
(4)"(2) 32 1 1 3 — — 0 一 ! t 3 d 
(ОЯ 7 1 0— 0 0 0 0 0 1 & 
(7) 7 1 0 —1 0 0 0 0 l < 
(8)(40(2) 8 1 — 1 00 0-1 ta 
(»GyQ» 12 1-1 1 1— 1 1-2 0 0 
(y 11 I <. 9 *Oo 1 s 20. $. 0 1 
Qi» п 1-1 0 0 1 0 0 0 1 
S 
g= 22-21 -20 - 48 = 443520. 
DOSES 
a š 1 22 230 231 770 1035 2024 45 990 231 253 896 
Q 2688 1 622 7-14 2 8-3-8 7 1 0 
G»* 180 145 6 5 0-1 0 0-3 1-4 
15 i 2 0 1-9 0—1 0 0 1-2 1 
yoy 32 1 2 2-1-2 ~ 0 1 2-1 1 0 
б> 14 1 1-10 0 —1 1 es ef O 1! ч 
(7) 14 1 а Е ТК —T 1 6& ë 0 1 0 
(8)?(4)(2) 8 1 0 $= 0 1 0-1 0-1-1 0 
PGPP n0 1 0 1-2 1 0— 0 0 Y 1 0 
(пу? п 1 0-1 0 0 1 0 1 0 009 
a 1 1 0—1 0 0 1 0 1 0 0 0 时 
(15)(5)(3) 15 1—1 0 1 0 0 —1 0 oe 1 1 
REIN 15 1-1 0 1 0 0 —1 0 Oe 1 1 
4902 14 1-1 1 0 0-1 1-8 e 0—1 0 
(14)(7)0) 14 1-1 1 0 0-1 1-e e 0—1 0 
(23) 23 1-1 0 £. 0 9—1.1 1 9—1 
Q3) 23 2-1 0 WpS 0-1 1 1 0-1 


g= 2322-21-20 + 48 = 1020960, ef = (— 1 £4 —1/2, et — CC 1 + /—2)/2, 
ef = (71 £4 -15)/2, së = C— 1 +/—23)/2, 


D: 8 |l 237°36 23-11 23-7755-64 45 22-45 23-45 23-45 11-21 770 
(2) 21-291 7 28 13 —2 64 —3 —18 —21 27 7 一 14 
Gy 27-40|]1 5 9 10 16 10 0 0 0 0 —3 5 
Gy 60 1 32 3 1 0 0 0 0 0 1 0 
GG 1з ji 3 4 1-5 01 2 3-1 -1-2 
ay 42 и 2 O 1 0 一 1 时 时 28 —1 0 о 
Cy 42 1 2 0 1 0 一 Les es 265 一 ! 0 u 
(8)K4)(2) 16 |і 1 0—1 —1 0-1 0 —i1 1 — 0 
F 24 |1 1 1-2 0 一 2 0 0 9 0 1 1 
(6997 п 1 Жып 0 0 0 1 0 1 1 0 0 
(15)(5)(3) 15 |1 0—1 0 1 0 0 0 0 D. Ж. 0 
05)60G) 15 ji 0-1 0 1 00 0 0 0 & 0 
$8 70) м n 0 0 一 1 0 le ef 0 一 ! 0 0 
(14)(7)(2) 14 п 0 0 一 1 0 Les е 0-1 о 0 
(23) з ji 0-1 0 0 1— 1 0 0 1 ef 
(23) з и 0-1 0 0 1-1 | 0 о 1 Ж 
(1232 12 |1 -1 0 1 一 1 01 1—1 0 от 
ОЯ 24 [Í| -1 0 1 一 1 0-1—1 L +2 0 1 
(4° 96 |1 —1 0 1 —3 4 1—1 = L 3 3-2 
Gy 7.7211 -1 0 1 7 —8 3 3 一 3 6 0 一 7 
2)" 15.29 ji —1 2 —n п 0 5-10 —5 35 —9 10 
(10)X23: 20 1 一 2 -1 £ $ w @ о 0 |. 
(21)(3) a l =1 9. 1 0—1 ey ef 一 ! 0 0 
(21)(3) 2 ji -1 0 1 0—1}; & e 一 0 0 
(O'Q»* 3-7 ji =l e —3 y 0— 6 з 03 и i 
(12)(6)(4)(2》 2 ji —1 1 0 ° оо 0 0. 0 —1—1 
a & {23-21 23-55 23-88 23-99 23-144 23-11-21 23-7-3677+72 11:35:27 
(2)8 21.29 > 49 8 21 48 49 8 —56 —21 
(3 27.40 5 = 0 0 —15 一 9 9 0 
(5) 60 m 0 -1-3 .—3 3 1 = t 0 
00) 128 3 1 0 1 0 一 3 4 0 一 上 
CQ» 42 9—2 L 2 1 0 D] 0 0 
т» 4 0 一 2 p 2 1 0 0 0 0 
(8)(4)(2) 16 |—1 1 0 一 1 0 一 1 0 0 1 
(6)(3)(2) 24 2 1 — 0 0 1 —1 1 0 
ny "u [-1 0 0 0 1 0 一 1 0 0 
.Q5)60() 15 1 0 -1 Ж 0 0 1-1 0 
(15)(5)(3) . 15 1 0 —1 0 0 0 1 1 [] 
$0002 14: о. 0 E = 0 0 0 0 
(rere 14 U. 9 p d er 0 0 0 0 
(23) 23 0- 0 о 0 0 0 0 = 
(23) 23. 0 0 о 0 0 0 0 1 一 1 
(12)? 12: 0 o о 0 0 0 0 0 0 
[Оу 24 о 0 0 2 一 0 0 0 0 
(Y 96 3.— 3 0 一 3 0 一 3 0 D] à 
з)» 72| 0 8 8 6 =ë 0 0 0 0 
2) 15-2 | 3—15 24 一 19 16 9 36 24 45 
Qe» 20 |—2 9 — t 1 —1 1 一 1 0 
(21)(3) 21 0 1 1 一 1 1 0 0 0 0 
(219039 21 S- i 1 一 1 1 0 0 0 0 
СОТУ. дер $= 8—3 0 D ае c 3 
(12)(6)(4)02) 12 0 一 1 — 0 0 1 :一 ! 1 0 


£ 24-23-22-21 + 20 + 48 = 24503040. 


П) 一 般 线性 群 GL(2, 2), BE UC, 4), 特殊 线性 群 SL(2, 4) ( 9 BRM) (一 有 限 群 
[有 限 单 群 ]) 


BR 197 


1) em exp[2s/ —1/(4 — 1)1, n — expla —1/(@ — 1)], z = expla —1/(4 + 1)], P 
是 GF(9) — {0} 的 乘法 群 的 生成 元 ,是 GF(4) — (0), w = a 的 乘法 群 的 生成 元 , BEA 
有 阶 数 为 一 1 的 GLO, 4) 的 元 素 ,并 且 В, 一 B<. 
2) Ж-Н ЖИК ЯЖ. 

一 般 线性 群 GL(2, 4). 


| X.) X.) Youn 7. 
3 pner | 
d .) | Pod qe (q + Dent. (4 — 1) nt 
ГА 
te ) | E 0 ктө — 
1 р 
( p ) gem gem get 十 emite 0 
Я p 
Be | en — 0 —(r + 9) 


— _ l U lle... — P — 


D 1€a«4—1,1«5«4—1, a #2 (тїй 1), 1&c« 9 — 1, c #0(md4+1). 
2) 假设 对 于 XO), X), 1<л<4—1; 对 于 Ymo 1<т<з<4—1; HF Ze 
1€n«4 —1, n 0(mod 4 + 1). HY n= n4 (mod  — 1) 时 ,有 Z, = Zu. 


mE UC, 4). 


2. 


(4 + Lo 


( г} мш | Ld (4 一 Dome 
( ^ P е" o = gu i 
(“ 2] gem —о"ч*® (get ae gt) А 


»( РАИ ) 是 在 GL(2, P) h UQ, я) 的 元 素 的 标准 型 


+ [d 
2) 1<;<4+1, 1S S941, £ (mo +1), 1< н< 2 — 1, из (mod q — 1). 
34 u = —u'd (mod P — 1) Bj, u, u' НАНАК. 
3) 对 XD, XL), KBE 1<л<4+1; ЖҮ... E 1<т<ял<4+1; 对 Zayn 
0(mod4 —1) Ж 1 & n « ? — 1. M n = —n4 (mod — 1) 时 ,有 Z; — Z+. 
特殊 线性 群 SL(2, 27) (ш q — 2" 时) 


(о + от") 


1) 1<e<(4—2)/2, 1<с<4/2. 
2) 1<п<(9— 2)/2, 1&m«q4/2. 
特殊 线性 群 SL(2, 9) (q 一 GARS, < (q 一 1)/2，“ — (q + 10/2). 


Ye Poo | 
1 \ 
( | 1 4 241 4 一 1 i=! 
boa 1 2 
-1 
z=( yt а (coe 0а) £32 ry Ft 
1 
^-( 1 ° 1 -1 ut at 
tod 
H l 
| ) 1 0 1 -1 a“ ы 
в 1 
hz 1 0 Gy | = | | беу 
PZ 1 0 co» (Ds | Cire” | C-1ya* 
Е 
( J 1 1 gan o cay 0 
> 
Bí yf ей ó 一 (om 二 or) 0 一 (一 1 


1) 1&e&(4— 3)/2, 1«c&(4—1)2, 1&a«(4—3)/2, 1 &ms(4—1)/2, 2t = 
(-14V=9)/2, и = (x 4/2. 
2) 最 后 二 列 ,分 别 表示 两 组 特征 标 (用 相同 的 符号 ). 
Ш) Ree 群 Re(49), 铃木 群 ' Sz(4), Janko Ht J. 
Ree £t Re(4)(4 = 3+ = 3m’). 


BR 1479 


Re(9) 的 阶 ( 数 ) 为 #Ф(Ф#++1)(4—1), =P q+ 1, m,— q+ im + 1, m — q — 
3m + 1. 


| e 3 | | A B c Xx, 
£ ара 4 е |an |(4—1)тт,/2|(4 — 1)тт_/2|=(#—1)| #+1 
J aji —1 q | 一 ? 一 (9 一 1)/2 (q — 1)/2 0 9 十 1 
X оз|1|—(4—1)| 0 | а | —(4 m2 | (4—»)/2 —m 1 
Y 9|1 1 0 0 m m —m 1 
T sij 1 0 0 а a 2a 1 
ті жї] 1 0 0 a а 2а 1 
YT 9} 1 1 0 0 6 6 -f 1 
ET a 1 0 0 Ë B 一 5 1 
JT 6| 1 =i | % 0 7 一 7 0 1 
JT? 6| 1 el 0 0 y _# 0 1 

R: 1 1 1 1 0 | 0 0 p + p" 
s š 3 - | 一 1 一 ! 0 0 
JR: 1 一 ! 1 |-1 0 0 0 [pt 
Js? 1 一 ! -1 1 1 一 ! 0 0 

v 1 0 -1 0 一 ! 0 一 ! 0 

wt 1 一 ! 0 0 1 1 0 

y ШЕЛ 

` # ?*1 ( —1)%| (9 — 04 (P= 1)m+ (P — 1)m- 

J 2| -@+1) (349-1) |-@-1) 0 0 

X 3 1 24 一 1 | 29-1 —m. —m. 

Y 9 1 -1 | oc 一 ! 一 1 

T 3 1 一 ! 一 ! 一 gm 一 1 3m— 1 

Tr з 1 =i | =i 一 3m 一 1 3m—1 

YT :9 1 esi To ud 一 1 一 ! 
Yr? 9 1 一 ! 一 ! 一 ! 一 ! 

JIT 6| — 3 | ! 0 0 
JIT" 6 一 1 一 3 1 0 0 

к ре + ртт 0 0 0 0 

p 0 o(v5) o' (ib) 0 0 

ЈК — (e + э”) 0 0 | 0 | 0 

Js 0 c(»») | cab) 0 0 

2 
ve 0 0 0 一 > Gu + unm) 0 
fo 
и" 0 0 ° ° 一 > Que! + wore!) 
= 


1450 — 数 表 


1) 第 一 列表 示 共 轿 类 的 代表 元 素 ,第 二 列表 示 它 的 阶 数 ，R, S, V, Ww 的 阶 数 分 别 是 (9 一 1)/2， 
(1+ 1)/4, m, m. R, ST 5 J SIR. 
2) Rte R^, V: уе — yim — yos yo — my ts руг wie s ot yo sy, 
在 此 ,固定 整数 5, 满足 8° = 1 [med (4 + 1)/4], (6 — 109+ 1)/3) = 1. 

Sh — SH — SM SoH STH — зм", IRE ~ JR, JS — JSH, Ep A~ B 表示 4 与 B 
WAI. 
3) p= elis / —1/(4 — 1)), v — exp(2x/—1/m_), w= єхр(2=А/—1/т„), ç = ер 
[8s —1/(9 + 1)]. 
4) 1<p<(9—3)/4, 1&1 « (4 — 3)/8. 
这 里 > 看 作 mod (4 + 1)/4, ЖЕ Y, 一 Yu = Yost = Y-, = Y. = Үш, 

«ЖЕ mod m_, 并 且 Z, — Za = Zim Z-, = Z. Ze's 

т FRE mod m,, 并 且 Z; = Zig = Zi = Zr = Zing m. 


5) o(vs) = 一 s (ae + о-у, с (26) = > (eu + о-ну — (git! + git). 


fo izo 


6) am mmo, gu mo M, LLL 对 于 特 钙 标 4, B,C 只 表示 出 两 


2 
MAE SHOE At. 
ВЖ S2(9), 5:00) 的 阶 数 是 PCP + 1)(q 一 1)(q — 27, 24 — 6). 


Xs Y, 2, 


P41 (аа Df r + DG — D а 0) | а 002 


1 
с o | 1 r—1 一 r 一 1 —r/2 —r/2 
e 0 1 一 ! aj r- | -rs =1/2 
e| $ 1 一 ! 一 ! 一 rV=12 | 12 
x 1 ferte” 0 0 0 0 

— (efi + efie 
x 1 0 二 二 0 1 1 


—(є + ep Е 
Е z 9 + Tt ert) i 


1) BPS HIERN FUROR. 

2) mo mo m 分 别 是 阶 数 为 4 一 1， 9 十 > 十 1,9 一 "十 1 的 元 素 . 

3) Ens 81, & 分 别 是 1 的 原 q -1 49 十 1, 9 一 r 十 1 8. 

4) Я nz ЙО, Ai X. ЯП Х.„ 给 出 相同 的 特征 标 . ie 遍及 所 有 的 mod 9 — 1 
的 代表 元 素 ,并 且 i, с #0 (acd4 — 1). 

5) oaks ni s nd s xi АНК ЕИО, 因此 Ys，Y-s， Yous Ү- 给 出 相同 的 特征 标 。j 8 遍及 所 有 
的 mod 9 + r + 1 的 代表 元 素 , 并 且 j, B # 0 (mod 4 + r + 1). 

6) =Ë, ert, of”, art ABM, 因此 Zr Z-,, 2,45 7-4 给 出 根 同 的 特征 标 。k。 Y 包括 所 
有 mod 9 — r + 1 的 代表 元 素 ,并 且 k, у #0 (mod 4 — r + 1). 


数 表 m 


Janko # J. 
1|1 77 133 209 133 TF 77 133 76 76 56 56 120 120 120 
2\1 5 5 1-3 -3 — -3 4-4 0 0 0 0 0 
3/1 -1 1-1 一 2 2 一 2 i 3 2 2 0 0 0 
5|1 2 —2 —1 st —t.—& єз 1 1 2 2t 0 0 0 
5|1 2 —2 -1 в =e —* et 1 1» 2 ж 0 0 0 
Cit =, че 1 0 0 0 0 $ =a 0 0 0 0 0 
77] | 0 9 =b 0 0 0 0 el et 0 0 £ 1 1 
= 0 о т = аг = —1 1 0 0 0,40 © 
1011 0 0 1 =e — 一 + —s* 一 1 1 0 0 0 0 0 
йн 0 $ Š 1 a ж ILI 14 4 pt sto 
1511-1 1 —1 et -set —& e 10 1 —& —& 0 0 0 
ESET t 1 1 s -e —s* et 1 1 —s* —s^ 0 0 0 
39 | d 1 0 0 0 H 1 0 0 G =$ t a м 1, 
wa 1 0 0 0 1.» ! 0 0 0-1-1 Š ЖИ à 
19|]1 1 0 0 0 1 1» о 0 0-1 ч h + h 


1) J 的 阶 数 是 8.3.5.7.11.19 = 175560. 
2) лана DS ЖИИ. 


3) p= exp(2e/—1/19), 1, — pt p+ P! р + p? + p, 1, р р + php p ph, 


2, = p! + + p! + po + p + р®, в* — (ItV5)/2. 

[5] D 对 Su(2< n<10), A,G< 09); [1] D. E. Littlewood, The theory of group characters, 第 二 版 , Oxtord 
Univ. Press, 1950. 对 Su(n = 11, 12, 13): [2] M. Zia-ud-Din, Proc. London Math. Soc., 39 (1935), 200—204, 42 
(1937), 340—355. 对 St [3] К. Kondà (2 Ж4—), Table of characters of the symmetric group of degree 14, Proc. 
Phys. Math. Soc. Japan, 22 (1940), 585—593. 对 M,(n-412, 24): [4] G. Frobenius, Über die Charaktere der mehrfach 
transitive Gruppen, S. B. Preuss. Akad. Wiss., 1904, 558—571. 对 M,(m = 11, 22, 23): [5] N. Burgoyne-P. Fong, The 
Schur multipliers of the Mathieu groups, Nagoya Math. J., 27 (1966), 733—745. 

Ш) 对 GL(2, а), SL(2, q): [6] 1. Schur, Untersuchungen über die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebro- 
chene lineare Substitutionen, J. Reine Angew. Math., 132 (1907), 85—137; [7] H. E. Jordan, Group characters of 
various types of linear groups, Amer. J. Math., 29 (1907), 387—405. 对 GL(3, 4), GL(4, 4), Gl(n, 4): [8] R. 
Steinberg, The representations of GL(3, q), GL(4, а), PGL(3, а) and PGL(4, q), Canad, J. Math. 3 (1951), 225—235; 
[9] J. A. Green, The characters of the finite general linear groups, Trans, Amer. Math. Soc., 80 (1955), 402—447. 
对 U(2, 4), U(3, а): [10) V. Ennola, On the characters of the finite unitary geoups, Ann. Acad. Sci. Fenn., 323 (19 
63), 1—34. 

Ш) 对 5264), Кеба), J: (11) M. Suzuki, On a class of doubly transitive groups, Ann. of Math., (2) 75 (1962), 105— 
145; [12] H. N. Ward, On Ree's ies of simple groups, Trans. Amer. Math. Soc., 121 (1966), 62—89; [13] Z. Jan- 
ko, A new finite simple group with Abelian Sylow 2-subgroups and its characterization, J. Algebra, 3 (1966), 147— 
186. 

ТУ) 对 其 他 Lie 型 群 : [14] B. Srinivasan, The characters of the finite symplectic group Sp(4, q), Trans. Amer. Math. 
Soc., 131 (1968). 488—525; (15) H. Enomoto, The characters of the finite symplectic group Sp(4, 4), 4 = 2). Osaka 
J. Math., 9 (1972), 75—94; [16] G. I. Lehrer, The characters of the finite special linear groups. J. Algebra. 26 (1973). 
564—583, [17] P. Dcligne-G. Lusztig. Representations of reductive groups over finite fields. Ann. of Math., (2) 103 
(1976). 103—161. 对 零星 群 : [18] M. Hall, Jr.-D. Wales. ‘The simple groups of order 604, 800. J. Algebra, 9 (1968). 
417—450: [19] J. S. Frame, Computation of characters of the Higman-Sims group and its automorphism group, J. 
Algebra, 20 (1972), 320—349, [20] D. Fendel, A characterization of Conway's group 3, J. Algebra, 24 (1973), 159— 
196; [21] D. Wright, The irreducible characters of the simple group of M. Suzuki of order 448, 345, 497, 600, J. 
Algebra, 29 (1974), 303—323. 


3. 各 种 常数 


4/2 —141421 35623 73095, V10 = 3.16227 76601 68379. 
M2 = 1.25992 10498 94873, 7/100 = 4.64158 88336 12779. 
log, 2 == 0.30102 99956 63981 一 1/3.32192 80948 87364. 


D 自然 对 数 '* 的 底 。(1000 位 ) 

e = 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696762772407663035354759 
4571382178525 166427 4274663919320030599218174135966290435729003342952605956307 381 
32328627943490763233829880753195251019011573834187930702154089149934884167509244 
76146066808226480016847741185374234544243710753907774499206955170276183860626133 
13845830007520449338265602976067371132007093287091274437470472306969772093101416 
92836819025515108657463772111252389784425056953696770785449969967946864454905987 
93163688923009879312773617821542499922957635148220826989519366803318252886939849 
64651058209392398294887933203625094431173012381970684161403970198376793206832823 
76464804295311802328782509819455815301756717361332069811250996181881593041690351 
59888851934580727386673858942287922849989208680582574927961048419844436346324496 
84875602336248270419786232090021609902353043699418491463140934317381436405462531 
52096183690888707016768396424378140592714553549061303107208510383750510115747704 
1718986106873969655212671546889570350354, 


<《 八 进位 表示 ) = 2.5576052130505355. 
1/е 一 0.36787 94411 71442, е? = 7.38905 60989 30650 一 1/0.13533 52832 36613, 


Ve ~ 1.64872 12707 00128 = 1/0.60653 06597 12633. 

"log, 10 一 2.30258 50929 94046 一 1/0.43429 44819 03252, 
loge 2 一 0.69314 71805 59945 — 1/1.44269 50408 88964. 

BAE’ < (1000 fir) 


x = 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781640628620899 
86280348253421170679821480865132823066470938446095505822317253594081284811174502 
84102701938521105559644622948954930381964428810975665933446128475648233786783165 
27120190914564856692346034861045432664821339360726024914127372458700660631558817 
48815209209628292540917153643678925903600113305305488204665213841469519415116094 
33057270365759591953092186117381932611793105118548074462379962749567351885752724 
89122793818301194912983367336244065664308602139494639522473719070217986094370277 
05392171762931767523846748184676694051320005681271452635608277857713427577896091 
73637178721468440901224953430146549585371050792279689258923542019956112129021960 
86403441815981362977477130996051870721134999999837257804995105973173281609631859 
50244594553469083026425223082533446850352619311881710100031378387528865875332083 
{81 4206171776691 47303598253490428755468731159562863882353787593751957781857780532 
1712268066130019278766111959092164201989, 


x*( 八 进位 表示 ) = 3.11037 55242 10264 3. 
l/s — 0.31830 98861 83791, x? = 9.86960 44010 89359 — 1/0.10132 11836 42338, 


Ax = 1.77245 38509 05516 = 1/0.56418 95835 47756, 
М?х = 2.50662 82746 31001 = 1/0.39894 22804 01433, 
V3/2 — 1.25331 41373 15500 = 1/0.79788 45608 02865, 
Mx = 1.46459 18875 61523 = 1/0.68278 40632 55296. 


数 表 зз 
Jogo x 一 0.49714 98726 94134, log. = = 1.14472 98858 49400. 
UD 弧度 rad 
1 rad = 57°.29577 95130 82321 = 3437'.74677 07849 393 = 20626 4".80624 70964, 
1° — 0.01745 32925 19943 rad, 1' = 0.00029 08882 08666 rad, 
1” = 0.00000 48481 36811 rad, 
IV) Euler 常数 '* С (100 fir) 
С = 0.57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335 93992 
35988 05767 23488 48677 26777 66467 09369 47063 29174 67495, 
«© = 1.78107 24179 90197 98522, 


&-$ 


i-i 5 
n 5, п 5, n Se 
3 183333333 2.45000000 15 331822899 100 5,18737752 
4 2.08333333 2.71785714 20 3.59773966 500 6.79282343 
$ 2.28333333 2.92896825 50 4.79920534 1000 7.48547086 


E e et sinh z cosh x tanh x loge 
1 0 1 0 
0.99005 0.010000 1,00005 0.010000 
« 0.98020 0.020001 1.00020 0.019997 
0.97045 0.030005 1.00045 0.029991 
0.96079 0040011 1.00180 ^ 0.039979 
0.95123 0.050021 1.00125 0.049958. 
0.94176 0.060036 1.00180 0.059928 
0.93239 0.070057 1.00245 0.069886 
0.92312 0.080085 1.00320 0.079830 
0.91393 0.090122 1.00405 0.089758 
0.90484 0.10017 1.00500 0.099668 
0.89583 0.11022 1.00605 0.10956 
0.12029 1.00721 0.11943 
0.13037 1.00846. 0.12927 
0.14046 1.00982 0.13909 
0.15056 1.01127 0.14889 
0.16068 1.01283 0.15865 
0.17082 1:01466 0.16838 
0.18097 1.01624 0.17808 
0.19115 1.01810 0:18775 
0.20134 1.02007 0.19738 
0.21 1.23368 0.81058 0.21155 1.02213 0.20697 
9.22 1.24608 0.80252 0.22178 1.02430 0.21652 
9.23 1.25860 0.79453 0.23203 1.02657 0.22603 | 
0.24 1.27125 0.78663 0.24231 1.02894 0.23550 | 
0:25 1.28403 0.77880 0.25261 1.03141 0.24492 
0.26 1.29693 0.77105 0.26294 1.03399 0.25430 
0:27 1.30996 0.76338 0.27329 1.03667 — 0.26362 一 1.30933 
0.28 1.32313 0.75578 0.28367 1.03946 | 0.27291 —1.27297 
0.29 | 1.33643 0.74826 0.29408 1.04235 0.28213 —1.23787 


0.30 1.34986 0.74082 0.30452 1.04534 0.29131 1.20397 
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* e sinh х cosh x tanh x loge х 
0.31 1.36342 0.73345 0.31499 roses — 0308 — | -Llus 
0.32 1.37713 0.72615 0.32549 1.05164 0.30951 = 1.13943 
0.33 1.39097 0.71892 0.33602 1.05495 — 0:31832 — 1110866 
0:34 1140495 0.7117 0.34659 1.05836 0.32748 , EC 
0.35 1.41907 0.70469 0.35719 1.06188 0.33638 — 1104982 
0.36 1.43333 0.69768 0.36783 1.06550 0.34521 一 1.02165 
0.37 1.44773 0.69073 0.37850 1.06923 0135399 一 0.99425 
0.38 1.46228 0.68386 0.38921 1.07307 — 0.36271 —0.96758 
0.39 1.47698 0.67706 0.39996 1.07702 0:37136 一 0.94161 
0.40 1.49182 0.67032 0.41075 1.08107 0.37995 —0191629 
0.41 1.50682 0.66365 0.42158 1.08523 0.38847 —0.89160 
0.42 1.52196 0.65705 0.43246 1.08950 0.39693 一 0.86750 
0:43 1:53726 0.65051 0.44337 1.09388 0.40532 0.84397 
0:44 1:55271 0.64404 0.45434 1.09837 0:41364 一 0.82098 
0.45 1:56831 0.63763 0.46534 1.10297 — 0.42190 一 0.79861 
0.46 1.58407 0.63128 0.47640 1.10768 0.43008 0.77653 
0.47 1.59999 0.62500 0.48750 1.11250 0.43820 -0.75502 
0:48 1.61607 0.61878 0.49865 1.11743 — 0.44624 = 0.73397 
0.49 1.63232 0.61263 0.50984 1:12247 0.45422 一 0.71335 
0.50 1.64872 0.60653 0.52110 1.12763 — 0.46212 —0.69315 
0.52 1.68203 0.59452 0.54375 1.13827 0.47770 
0:54 1.71601 0.58275 0.56663 1114938 0:49299 
0.56 1.75067 0.57121 0.58973 1:16095 0.50798 
0.58 1.78604 0.55990 0.61307 1.17297 — 0.52267 
0.60. 1.82212 0.54881 0.63665 1.18547 0.53705 
0.62 1.85893 0.53794 0.66049 1.19844 — 0.55113 一 0.47804 
0.64 1.89648 0.52729 0.68459 1.21189 0.56490 一 0.44629 
0.66 1.93479 0.51685 0.70897 1122582 0.57856 = 0.41552 
0.68 1.97388 0.50662 0:73363 12425 0.59152 一 0.38566 
0.70 2.01375 0.49659 0.75858 1.25517 0.60437 = 0.35667 
0.72 2.05443 0.48675 0.78384 1.27059 0.61691 —0.32850 
0.74 2.09594 0.47711 0.80941 1.28652 0.62915 ЕИ 
0.76 2.13828 0:46767 0.83530 1.30297 0:64:08 = 0.27444 
0.78 2118147 0.45841 0.86153 1131994 0165271 = 0.24846 
0.80 2.22554 0244933 0.88811 133743 0.66404 一 0.22314 
0.82 2.27050 0.44043 0.91503 1.35547 0.67507 9845 
0.84 — | 2131637 0.43171 0.94233, 1.37404 0.68581 7435 
0.86 — | 2.36316 0.42316 0.97000 1.39316 0.69626 5032 
0.88 2.41090 0.41478 0.99806 1.41284 ` 0.70642 112783 
0.90 2.45960 0.40657 1.02652 1.43809 0.71630 110536 
0.92 2.50929 0.39852 1.05539 1.45390 0.72590 一 0.08338 
0.94 2.55998 0.39063 1.08468 1.47530 0.73522 一 0.06188 
0.96 2.61170 0.38289 1.11440 1.49729 — 0.74428 —0.04082 
0:98 2.66146 0:37531 1.14457 1151988 0.75307 —0.02020 
1.00 2.71828 0.36788 1.17520 1.54308 0.76159 0 
Li 3.00417 0.33287 1.33565 1.66852 0.80050 0.09531 
12 3.32012 0.30119 1150946 1.81066 0.83365 0.18232 
13 3.66930 0.27253 1.69838 1.97091 — 0.86172 0.26236 
r4 4.05520 0.2460 1.90430 2.15090 — 0.88535 0.33647 
us 4.48168 0.22313 2.12928 2.35241 0.90515 0.40547 
1.6 4.95303 0.20190 2.37557 2.57746 0.92167 0.47000 
17 5.47395 0.18268 2.64563 2.82832 0.93541 0.53063 
18 6.04965 0.16530 2.94217 3.10747 0.94681 0.58779 
1.9 6:68589 0.14957 3.26816 3.41773 0195624 0.64185 
20 7.38906 0.13534 3162686 3.76220 0.96403 0.69315, 
24 8.16617 0.12246 4.02186 4.14431 0.97045 0.74194 
22 9.02501 0.11080 4.45710 4156791 0.97574 0.78846 
23 9.97418 0.10026 4.93696 5.03722 0.98010 0.83291 
24 11:02318 0.090718 5.46623 5.55695 — 0.98367 0.87547 
25 12.18249 0.082085 6.035020 6.13229 0.98661 0.91629 
2.6 13.46374 0.074274 6.69473 6.76901 0.98903 0.95551 
27 14:87973 0:067206 7.40626 7.4747 0.99101 0.99325 
2.8 16.44465 0.060810 8.19192 8.25273 0.99263 1102962 
2.9 18:17415 0.055023 9.05956 9.11458 0.99396 1:06471 
3.0 20:08554 0.019787 10.01787 10:06766 0:99505 1209861 
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T 
* 2 ex sinb z cosh = tanh x loge 
22.19795 0. 11.07645 11.12150 0.99595 | 
24:53253 0. 12.24588 12.28663 0.99668 
27.11264 0.03 13.53788 13.57476 0.99728 | 
29.96410 0.033373 14.56536 14.99874 0.99777 , 
| 33.11545 0.030197 16:54263 16.57282 0.99818 | 
36.59823 0.027324 18.28546 18.31278 0.99851 | 
40:44730 0.024724 20.21129 20:23600 0.99878 
44:70118 0.022371 22.33941 22.36178 0.99900 
49.40245 0.020242 24:69110 24:71135 0.99918 
54:59815 0.018316 27:23991 27.30823 0.99933 
60.34029 0.016573 30.16186 30.17843 *0.0549 
66.68633 0.014996 33:33567 33135066 *0.07450 143508 
73.69647 0.013569 36.84311 36:85668 *0.02368 145862 
81.45087 0.012277 40:71930 40:73157 — *0.05301 148160 
90.01713 0.011109 45.00301 45:01412 *0.07247 150408 
99.48432 0.010052 49.73713 49.4718 20.0202 | «52606 
109.94717 0. 54.96904 5497813 — *0.0165 | 154756 
121.51042 0. 60.75109 60.75932  *0.0'135 156862 
134.28978 0.1 67.14117 67.14861 *0.0°L11 258924 
148.41316 0.0:67379 74.20321 74:20995  *0.0*908 160944 
403.42879 0.0:24788 201.71316 — 201.71564 — *0.04123 .79176 
1096.63316 0.0'91188 548.31612 548.31704 *0.0"166 194591 
2980.95799 0.0'33546 1490.47883 1490.47916 *0.0'225 107944 
B103.08393 0.022341 4051.54190  4051.54203 *0.07305 
22026 0:04540 1013.2 11013.2 0.08412 
59874 0.0"1670 29937 
16275! 0.076144 81377 t 
E 0.072260 ma 
12026: 0:0"8315 60130" 
32690" 0:0"3059 16345 109187 
88861" 0.01125 44431" 2pm 
24155? 0.074140 12077» 90.0343 
65660 0.01523 32830» 0.0464 
178484 0.095603 89241 20.0628 
48517* 002061 24258 0.01849 
13188 0.077583 65941* *0.0"115 
35849" 17925" 20:0155 
97448" 48724 0.08251 
26489 13245* «0.02285 
72005* 0.001389 36002* B *0.0!386 3.21888 
19573" 0.085109 97865 10.071522 3.25810 
53205" 0.01880 26602" "706 3.29584 
1446 723137 956 3.33220 
39313* 19657* 2 3.36730 
10686* i 53432" = .07175 3.40120 
15860" 0.06305 79301» 0.0795 MES 
23530" 0104248 11769? 0.0361 3.68888 
34934" 0.012863 17467" *0.0"164 3.80666 
518470 0:0"1929 25924" 0.09744 3.91202 
76948» 0.071300 38574" +0.0''338 4.00733 
11420" 0.08757 37100" 0.07153 4.09434 
16949" 0.075900 84744” 0.07696 4.17439 
25154" 0.033975 12577" 40.0316 4.24849 
37332" 0.02679 18666" 0.08144 4.31749 
55406 0.051805 27703" 0.07652 4.38203 
82230" 0.0*1216 41115" 0.07296 4.44265 
12204» 0:078194 61020" +0.0"134 4.49981 
95 18112" 0.085521 90562» *0.0"610 4.55388. 
100 26882” 0.003720 13441 ` 0.09277 4.60517 


— l l... LLlLL.ICCCCC—— 


表 中 的 数字 ,例如 12077: 表示 12077 x 10°, 0.091188 表示 0.00091188. x > 10 的 cosh x 的 值 
在 此 表 的 精确 度 的 范围 内 可 以 看 做 和 sinh x 的 值 相同 , 故 写 为 “ 同 左 ”. x > 4 BY anh x 的 值 因 相当 
接近 于 1, 故 代 有 * 号 者 (在 本 页 的 表 中 ) 表 示 1—tanh z 的 值 ,例如 10 行 中 *0.0412 表示 nhl0 一 


1 一 0.00000000412, 
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2,10 AYER EG. 
e" = 23.140693 


х ae 10" 


1.035265 1.122018 1. 216096 
1.071773 1.258925 i 332193 

1.109569 1.412538 ў 410545 

0:20 1.148698 1.584893 1; | 0.463386 
0.25 1.189207 1.778279 2 | 500000 
0.30 1.231144 1.995262 2 | 521090 
0.35 1.274561 2.238721 EN 30101 
0.40 l 1.319508 2.511886 3.51359 | 6.528771 
0:45 1.366040 2818383 4.11121 18401 
0.50 1.484214 — 31162778 4.81048 — | 0.500000 
0.55 1.464086 3.548134 5.62869 .474373 
0.60 1.515717 — 3.981072 6.58606 1442179 
0.65 1.569168 4.466336 7.70628 1403967 
0.70 1.624505 。 5.011872 9101703 1360201 
0.75 12681293 5.623413 10:55072 311278 
0.80 1.741101 6.309573 12.34528 257542 
0.85 1.802501 7.079458 14.44508 99295 
90 1.866066 7.943282 16.90202 1136803 
1% 11931873 8.912509 19:77687 1070301 


п. 三 角 函 数 * 和 弧度 (一 初等 函数 ,三 角 学 ) 


—— 

x LR) e (m. corr sinr зах corr 
0*00'00* 1.00000 0.00000 0.00000 oo 

2°51'53" 0.99875 0.04998. 0.05004 19.98333 

5943746" 0.99500 0.09983 0.10033 9.96664 

8535740" 0.98877 0.14944 0.15114 6.61660 

11727733" 0.98007 0.19867 0.20271 4.93315 

141926" 0.96891 0.24740 0.25534 3.91632 

azenig” 0.95534 0.29552 0.30934 3.23273 

20037137 0.93937 0.34290 0.36503 2.73951 

"06" 0.92106 0.38942 0.42279 2.36522 

9" 0.90045 0.43497 0.48306 2.07016 

28*38'52* 0.87758 0.47943 0.54630 1.83049 

31730467 0.85252 0.52269 0.61311 1.63104 

340227397 0.82534 0.56464 0.68414 1.46170 

3714327 0.79608 0.60519 0.76020 1.31544 

40°06'25” 0.76484 0.64422 0.84229 1.18724 

42°58719” 0.73169 0.68164 0.93160 1.07343 

45°50°12" 0.69671 0.71736 1.02964 0.97121 

48942705" 0.65998 0.75128 1.13833 0.87848 

513358" 0.62161 0.78333 1.26016 0.79155 

0.95 54°25'52" 0.58168 0.81342 1.39838 9.71511 

1.00 571767 0.54030 0.84147 1.55741 0.64209 

1.05 60°09'38" 0.49757 0.86742 1.74332 0.57362 

1.10 63*0131" 0.45360 0.89121 1:96476 0.50897 

1.15 65°53'25" 0.40849 0.91276 2.23450 0.44753, 

1.20 68°45'18" 0.36236 2.57215 0.38878 

1.25 71537117 0.31532 3.00957 0.23227 

1.30 74729704" 0.26750 3.60210 0.27762 

1.35 772057" 0.21901 4.45522 0.22446 

1.30 l 80*1251^ 0.16997 5.79788 0.17248 

1445 i 8350444" 0.12050 8.23810 0.12139 

1.50 | 8556737" 0.07074 0.99749 14.10142 0.07091 

1.55 : 88°48'317 +0.02079 0.99978 +48.07849 +0.02080 

1:60 | 91540724" —0.02920 0.99957 —34.23253 一 0.02921 

1.65 i 9493217" —0.07912 0.99687 —12.59926 一 0.07937 

1.70 Í 97°24'10” 一 0.12884 0.99166 一 7.69660 一 0.12993 

125 100*1603* 0.17825 0.98399 一 5.52038 —0.18115 

i 
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(AE) a(k) | cos x sins чах cove: 
Mod | 
1.80 103707577 0.22720 0.97385 4.28626 —0.23330 
1.85 105959507 0.27559 0.96128 E 0.28669 
1.90 1085517437 —0:32329 0.94630 192710 0.34164 
1.95 111943367 一 0.37018 0.92896 — 2.50948 0.39849 
2.00 1149357307 ~0.41615 0.90930 = 2.18504 ~ 0.45766 
2.05 117°27'23" 0.46107 0.88736 = 1.92456 一 0.51960 
2.10 120719167 一 0.50485 0.86321 = 1.70985 = 0.58485 
2.15 123°11’09” 一 0.54786 0.83690 = 1152898 0.65403 
2.20 126703037 — 0.58850 0.80850 = 1137382 一 0.72790 
2:25 128754567 —0.62817 0.77807 一 1.23863 一 0.80734 
2.30 11° —0.66628 0.74571 一 L.11921 一 0.89348 
2.35 13938427 一 0.70271 0.71147 —1:01247 —0.98769 
2.40 137°30°36" — 0.73739 0.67546 = 0.91601 —1:09169 
2.45 140922729" 一 0.77023 0.63776 — 0.82802 —1:20770 
2.50 143914227 一 0.80114 0.59847 一 0.74702 一 1.33865 
2.55 1460067157 83005 0.55768 一 0:67186 一 1.48840 
2.60 148°58'08" 185689 0.51550 一 0.60160 一 1.66224 
2.65 151550027 —0. 88158 0.47203 — 0.53544 — 1.86764 
2.70 154540557 —0.90407 0.42738 一 0.47273 一 2.11538 
2:55 157335487 —0.92430 0.38166 —0.41292 ~ 2.42154 
2.80 160°25'41" 一 0.94222 0.33499 一 0.35553 一 2.81270 
2.85 163°17°35" — 0.98779 0.28748 一 0.30015 一 3.33169 
2.90 16670928" —0.97096 0.23925 — 0.24641 — 4.05835 
2.95 1697017217 —0:98170 0.19042 一 0.19397 一 5.15538 
3:00 171953147 一 0.98999 0.14112 —0.14255 一 7.01525 
3.05 174°45'08" —0.99581 0.09146 一 0.09185 —10.88736 
зло 177°37'01" 一 0.99914 十 0.04158 一 0.04162 ~24.02884 
3.15 — 0.00841 十 0.00841 +118.94173 
3.20 1837207477 —0.05837 0.05847 17:10166 
3.25 186712417 —0.10820 0.10853 9.18830 
3.30 1895047347 —0.15775 0.15975 6.25095 
3.35 19155647" —0.20690 0.21148 4.72636 
3.40 194948407 0.26432 3.78334 
345 197240347 0.31857 3.13790 
also 200*3227* 一 0.35078 0.37459 2.66962 
i 


12. 椭圆 积分 (一 柄 加 函数 ) 


D 完全 椭圆 积分 1 
РВК ks 补 模 数 术 是 p + m 1. 


第 一 类 完全 椭 贺 积分 '* 


noone  Е-[| 


在 上 述 积分 之 间 有 ЕК + KE’ 一 KK’ = 2/2 HRR (Legendre KH"). 

Gm k, gl 一 "ae. 

ЕТЕШ ШЕТУ AED, KAR, IW TKA K, ERE 分 别 可 以 代 换 〈 参 看 最 下 一 
行 )， 利 用 此 点 ,得 到 对 于 0.5 < p <1 的 值 . 

mE KO) 一 E(0) = x/2. 


0.00 ° 1.57080 оо 1.57080 1 1 1.00 
0.01 0.00063 1.57474 3.69563 1.56686 1.01599 0.26220 2.99 
0.02 0.00126 1.57873 3.35414 1.56291 1.02859 0.22793 0.98 
0.03 0.00190 1.58278 3.15587 1.55894 1.03994 0.20688 0.97 
0.04 0.00255 1.58686 3.01611 1.55496 1.05050 0.19150 0.96 
0.05 0.00321 1.59100 2.90833 1.55097 1.06047 0.17932 0.95 
0.06 0.00387 1.59518 2.82075 1.54696 1.06998 0.16921 0.94 
0.07 0.00454 1.59942 2.74707 1.54293 1.07912 0.16055 0.93 
0.08 0.00521 1.60370 2168355 1.53889 1108793 0.15298 0:92 
0.09 0.00589 1.60804 2.62777 1.53483 1.09647 0.14624 0.91 
0.10 0.00658 1.61244 2.57809 13305 1110477 0.14017 0:90. 
0.11 0.00728 1.61688 2.53333 1.52666 1.11285 0.13465 0.89 
0.12 0.00799 1.62139 2.49263 13255 1112074 0:12957 0:88 
0.13 0.00870 1.62595 2.45533 1.51842 1.12845 0.12488. 0.87 
0.14 0.00943. 1.63057 2.42093 1.51428 1.13599 0.12052 0.86 
0.15 0.01016 1.63525 2.38901 1.51012 1.14339 0.11644 0.85 
0.16 0.01090 1.64000 2.35926 1.50594 1.15065 0.11261 0.84 
0.17 0.01164 1.64480 2.33140 1.50174 1.15778 0.10900 0.83 
0.18 0.01240 1.64967 2.30523 1.49752 1.16479 0.10559 0.82 
9.19 0.01317 1.65461 2.28054 1.49329 1.17169 0.10235 0.81 
0.20 0.01394 1.65962 2.25720 1.48903 1.17848 0.09927 0.80 
0.21 0.01473 1.66470 2.23506 1.48476 1.18518 0.09634 0.79 
0.22 0.01552 1.66985 2.21402 1.48046 1.19178 0.09354 0.78 
0.23 1167507 2.19397 1:47615 1.19825 0.09085 0.77 
0.24 1.68037 2.17482 1.47181 1.20471 0.08827 0.76 
0.25 1.68575 2.15651 1.46746 1.21105 0.08580 0.75 
0.26 2.13897 1.46308 1.21732 0.08341 0.74 
0:27 22223 1.45868 0.08112 0.73 
0.28 2.10594 1.45426 0.07890 0.72 
0.29 0.02139 2.09037 1.44982 0.07676 0.71 
0.30 0.02228 2.07536 1.44536 0.07469 0.70 
9.31 0.02317 1.71978 2.06088 1.44087 1.24759 0.07268 0.69 
0:32 0:02409 1.72577 2.04689 1.43636 1125345 0:07074 0.68 
0.33 0.02501 1.73186 —— 2.03336 1.43183 — 1225926 0.06885 0.67 
0.34 0.02595 1.73805 2.02027 1.42727 1126501 0.06702 0:66 
0.35 0.02690 1.74435 2.00759 1.42269 1.27070 0.06524 0.65 
0.36 0.02786 1.75075 1.99530 1.41808 1.27634 0.06351 0.64 
0.37 0.02885 1.75726 1198337 1.41345 1.28194 0.06182 0.63 
0:38 0:02984 1.76389 1.97178 1.40879 1.28748 0.06018 0.62 
0.39 0.03085 1.77064 1196052 140411 1.29297 0.05858 0.61 
0:40. 0.03188 137751 1.94956 1.39939 — 1229842 0.05702 0.60 
0.41 0.03293 1 1.93890 1.39465 1.30383 0.05550 0.59 
0.42 0103399 [E 1.92852 3.38988 1:30919 0.05401 0.58 
0.43 0.03507 1. 1.91841 1.38508 1.31451 0.05255 0.57 
0.44 0.03618 1 1.90854 1.38025 1.31978 0.05113 0.56 
0.45 0:03730 1 1.89892 1.37540 132502 0.04974 0.55 
0.46 0.03844 1.82159 1.88953 1.37051 1.33022 0.04839 0.54 
0.47 0.03960 1.82945 1.88036 1.36559 1.33518 0.04705 0.53 
0.48 0.04078 1.83749 — 1.87140 1:36064 1:34050 0.04575 0.52 
0.49 0.04199 1.84569 1.86264 1.35566 1.34559 0.04447 0:51 
0.50 0.04321 1.85407 1.85407 1.35064 1.35064 0.04321 0.50 
et 4 к к Е E 4 e 
п) 不 完全 椭 贺 积分 '* 
第 一 类 不 完全 椭 贺 积分 '* 
i 
вазе) = |— =, k= sind, F(R,0)—0, 


о P sin p 


数 表 1489 


or 10° 3⁄ 40" 5 60° 70° 80° 90° 
A. 0.08727 0.08727 0.08728 0.08729 0.08731 0.08733 0.08735 0.08736 0.08757 0.08738 
toe 0.17453 0.17456 0.17464 0.17475 0.17490 0.17505 0.17520 0.17532 0.17540 0.17543 
15° 0.26180 0.26189 0.26215 0.26254 0.26303 0.26356 0.26406 0.26448 0.26475 0.26484 
20° 0.34907 0.34927 0.34988 0.35082 0.35199 0.35326 0.35447 0.35548 0.35615 0.35638 
25' 0.43633 0.43674 0.43791 0.41973 0.44203 0.44455 0.44699 0.44904 0.45040 0.45088 
30° 0.52360 0.52428 0.52628 0.52943 0.53343 0.53787 0.54223 0.54593 0.54843 0.54981 
35° 0.61087 0.61193 0.61506 0.62003 0.62643 0.63364 0.64085 0.64707 0.65132 0.65284 
40° 0.69813 0.69969 0.70429 0.71165 0.72126 0.73231 0.74358 0.75352 0.76043 0.76291 
45° 0.78540 0.78756 0.79398 0.80437 0.81815 0.83431 0.85122 0.8665: 0.87741 0.88137 
50° 0.87266 0.87556 0.88416 0.89825 0.91725 0.94008 0.96465 0.98762 1.00444 
55» 0.95993 0.96366 0.97483 0.99331 1.01871 1.04998 1.08479 1.11865 1.14442 
60° 1.04720 1.05188 1.06597 1.08955 1.12256 1.16432 1.21254 1.26186 1.30135 
65° 1.13446 1.14020 1.15755 1.18691 1.22877 1.28326 1.34893 1.41994 1.48098 
70* 1.22173 1.22861 1.24953 1.28530 1.33723 1.40577 1.49441 1.59591 1.69181 
75* 1.30900 1.31710 1.34184 1.38457 1.44767 1.53455 1.64918 1.79269 1.94682 
80° 1.39626 1.40565 1.43442 1.48455 1.55973 1.66597 1.81253 2.01193 2.26527 
85° 1.48353 1.49423 1.52717 1.58503 1.67295 1.80006 1.98264 2.25178 2.66935 3.13130 
90* 1.57080 1.58284 1.62003 1.68575 1.78577 1.93558 2.15652 2.50455 3.15339 oo 
k= 0 0.17365 0.34202 0.50000 0.64279 0.76604 0.86603 0.93969 0.98481 1 
第 二 类 不 完全 精 圆 积分 ， 
ee. 
EQ e) = [У Pss gdp, k= sind. EQ 0) = 0, 
o 10° mx 3° о 507 6 то so> 90° 
в" 0.08727 0.08726 0.08725 0.08724 0.08722 0.08720 0.08718 0.08717 0.08716 0.08716 
10° 0.17453 0.17451 0.17443 0.17431 0.17417 0.17401 0.17387 0.17375 0.17367 0.17365 
jw 0.26180 0.26171 0.26145 0.26106 0.26058 0.26006 0.25957 0.25917 0.25891 0.25882 
20* 0.34907 0.34886 0.34825 0.34733 0.34619 0.34496 0.34381 0.34286 0.34224 0.34202 
25° 0.43633 0.43593 0.43477 0.43298 0.43076 0.42838 0.42612 0.42426 0.42304 0.42262 
30° 0.52360 0.52292 0.52094 0.51788 0.51409 0.51000 0.50609 0.50287 0.50074 0.50000 
35° 0.61087 0.60980 0.60672 0.60194 0.59598 0.58952 0.58332 0.57818 0.57477 0.57358 
40° 0.69813 0.69658 0.69207 0.68506 0.67628 0.66671 0.65746 0.64974 0.64459 0.64279 
45° 0.78540 0.78324 0.77697 0.76720 0.75489 0.74137 0.72822 0.71715 0.70972 0.70718 
50° 0.87266 0.86979 0.86142 0.84832 0.83173 0.81338 0.79538 0.78007 0.76971 0.76604 
55° 0.95993 0.95622 0.94541 0.92843 0.90680 0.88269 0.85879 0.83822 0.82417 0.81915 
60* 1.04720 1.04255 1.02897 1.00756 0.98013 0.94930 0.91839 0.89144 0.87276 0.86603 
65° 1.13446 1.12878 1.11213 1.08577 1.05183 1.01333 0.97427 0.93965 0.91523 0.90631 
70° 1.22173 1.21491 1.19493 1.16318 1.07500 1.02664 0.98298 0.95144 0.93969 
75° 1.30900 1.30097 1.27742 1.23989 1.13460 1.07586 1.02172 0.98141 0.96593 
80° 1.39626 1.38698 1.35968 1.31606 1.19255 1.12249 1.05648 1.00541 0.98480 
85° 1.48353 1.47294 1.44178 1.39186 24934 1.16726 1.08825 1.02436 0.99619 
90* 1.57080 1.55889 1.52380 1.46746 1.30554 1.21106 1.11838 1.04011 00000, 
k= 9 0.17365 0.34202 0.50000 0.64279 0.76604 0.86603 0.93969 0.98481 1 


D T mit (一 了 函数 ) 


T(1/8) = 7.533941598797, 
T(1/5) = 4.590843711998, 
T(1/2) = 1.772453850905516 = ve, 
T(2/3) = 1.354117939426400, 


13. T 函数 和 多 T 函数 


T(1/7) = 6.548062940247, 
T(1/4) = 3.625609908221908, 


T(1/6) = 5.566316001780, 
T(1/3) = 2.678938534707748, 


T(3/4) = 1.225416702465178. 
0 < x 的 T(x) 的 极 小 点 xo = 1.4616321, T(xo) = 0.8856032 


190 X 


Thx T(z) r(x) r(x) | x re) | = гоу 
0.31 2.89034 0.66 1.36616 | 1.01 0.99433 1.36 0.89018 1.71 0.91057 
0.32 2.79575 0.67 1.34820 1.02 0.98884 1.37 2.88931 1.72 0.91258 
| 0.33 2.70721 0.68 1.33088 1.03 0.98355 1.38 0.88854 1.73 0.91467 
| 0.34 2.62416 0.69 1.31418 1.04 0.97844 1.39  0,88785 1.74 0.91683 
0.00 оо i 0.35 2.54615 0.70 1.29806 1.05 0.97350 1.40 0.88726 1.75 0.91906 
0.01 99.43259 0.36 2.47273 0.71 1.28250 1.06 0.96874 1.41 0.88676 1.76 0.92137 
0.02 49.44221 0.37 2.40355 0.72 1.26747 1.07 0.96415 1.42 0.88636 | 1.77 0.92376 
0.03 32.78500 0.38 2.33826 0.73 1.25297 1.08 0.95973 1.43 0.88604 1.78 0.92623 
0.04 24.46096 0.39 2.27655 0.74 1.23895 1.09 0.95546 1.44 0.88581 1.79 0.92877 
0.05 19.47009 0.40 2.21816 0.75 1.22542 1.10 0.95135 1.45 0.88566 1.80 0.93138 
0.06 16.14573 | 0.41 2.16284 0.76 1.21234 1.1 0.94740 1.46 0.88560 1.81 0.93408 
0.07 13.77360 || 0.42 2.11037 0.77 1.19969 In! 0.94359 1.47 0.88563 1.82 0.93685 
0.08 11.99657 | 0.43 2.06055 0.78 1.18747 11. 0.93993 1.48 0.88575 1.83 0.93969 
0.09 10.61622 0.44 2.01319 0.79 1.17566 1л. 0.93642 1.49 0.88595 1.84 0.94261 
0.10 9.51351 0.45 1.96814 0.80 1.16422 1 0.93304 1.50 0.88623 1.85 0.94561 
0.11 61269 0.46 1.92523 0.81 1.15318 t 0.92980 1.51 0.88659 1.86 0.94869 
0.12 86325 0.47 1.88433 0:82 1.14249 1 0.92670 1.52 0.88704 1.87 0.95184 
0.13 23024 0.48 1.84531 0.83 " 1.13216 1 0.92373 0.88757 1.88 0.95507 
0.14 6.68869 li 0.49 1.80805 0.84 1.12216 t 0.92088. 0.88818 | 1.89 0.95838 
015 6.22027 | 0.50 1.77245 | 0:85 1211048 191317 0.88887 | 1:90 0.96177 
0.16 5.81127 | 0.51 1.73842 0.86 1.10312 0.91558 0.88964 1.91 0.96523 
0.17 5.45117 | 0.52 1.70584 0.87 1.09407 0.91311 0.89049 1.92 0.96877 
0718 5.13182 | 0:53 1.67466 | 0.88 1.08531 0.91075 0.89142 | 1:93 0197240 
0.19 4.84676 | 0.54 1.64477 0.89 1.07683 0.90852 0.89243 1.94 0.97610 
0.20 4.59084 0.55 461612 0.90 1.06863 «90640. 0.89352 1.95 0.97988 
0.21 4.35989 | 0.56 1.58864 | 0.91 1.06069 0.90440 0.89468 | 1.95 0.98374 
0.22 4.15048 0.57 1.56226 0.92 1.05302 0.90250 0.89592 1.97 0.98768 
0.23 3.95980 0.58 1.53693 0.93 1.04559 0.90072 0.89724 1.98 0.99171 
0.24 .78550 0.59 1.51259 0.94 1.03840 0.89904 0.89864 1.99 0.99581 
0.25 3.62561 0.60 1.48919 0.95 1.03145 0.89747 0.90012 2.00 1 
0.26 3.47845 | 0.61 1.46669 | 0.96 1.02473 0.89600 0.90167 
0:27 3.34260 | 0.62 1.44503 | 0:97 1.01823 0.89464 0.90330 
0:28 3.21685 | 0.63 1.42420 | 0.98 1.01195 0.89338 0.90500 
0.29 3.10014 0.64 1.40413 0.99 1.00587 0.89222 0.90678 
0.30 2.99157 0.65 1.38480 1.00 1 0.89115 0.90864 


Ш) BT RB. pe) = digr GO /de = TETO), PE) = 4ф(х)/4х. (oT ERO. 
аъ) с, Ў) +. (—# 9). 


га 


4(1/3) = — 3.132034, (2/3) = — 1.318234, Ф(1) = —C, Ф(1) = 1/6. 


= | ZEIT) * va) = W) Pe 
0.00 | ~o% + 0.55 4.2009 130 | 0.1692 1.1343 
^ 7 0.60 3.6362 1.3: —0.1139 1.0772 

гү i c a 0.65 31915 1:40 | 一 0.0614 1.0254 
9:15 | —7.0210 45.7900 0:70 2.8340 1.45 | —0.0113 0.9781 
0.20 | —5.2890 26.2674 0.75 2.5419 1.50 | 0.0365 0.9348 
9.25 一 4.2275 17.1973 0.80 dee 1.55 0.0822 EU 
0.85 2.0958 1.60 0.1260 0.8584 

NEC UE 0:90 | —0.7549 1.9226 1:65 0.1681 0.8246 
d EAM 7.2754 0.95 一 0.6626 1.7738 1.70 0.2085 0.7932 
aa Шан жин 1.00 | —0.5772 1.6449 1.75 0.2475 0.7641 
0 9635 4.9348. 1.05 —0.4978 1.5324 1.80 0.2850 0.7370 
1.10 一 0.4238 1.4333 1.85 0.3212 0.7117 

1.15 一 0.3543 1.3456 1.90 0.3562 0.6880 

1.20 —0.2890 1.2674 1.95 0.3900 0.6658 

1.25 —0.2275 1.1973 2.00 0.4228 0.6449 


14. Bessel 函数 (Bessel 函数 ) 


D 0 次 和 一 次 的 Bessel 函数 


Jo(0) = 1, J((0)—0, N(0)= —co, NCC) 一 一 oo. 

* JG) JG) | м) N() = их) Ө) A n 
0.99750 0.04994 —1.53424 —6.45895 5.1 一 0.14433 一 0.33710 —0.32160 0.11374 
0.99002 0.09950 —1.08111 — 3.32383 5.2 一 0.11029 —0.34322 —0.33125 0.07919 
0.97763 0.14832 —0.80727 —2.29311 5.3 .07580 —0.54596 —0.33744 0.04445 
0.96040 0.19603 —0.60602 —1.78087 5.4 一 0.04121  —0.34534 一 0.34017 +0.01013 
0.93847 0.24227 一 0-44452 —1.47147 5.5 — 0.00684 —0.34144 一 0.33948 —0.02376 
0.91200 0.28670 一 0.30851  —1.26039 5.6 十 0.02697 0.33433 —0.33544 —0.05681 
0.88120 0.32900 0.19066 —1.10325 5. 9.05992 —0.32415 —0.32816 —0.08872 
0.84629 0.36884 | —0.08680 —0.97814 5.8 | 0.09170 —0.31103 | —0:31775 —0:11923 
0.80752 0.40595 | 40.00563 —0.87313 5.9 0.12203 —0.29514 —0.30437 —0.14808 
0.76520 0.44005 0.08826 —0.78121 6.0 0.15065 —0.27668 —0.28819 —0.17501 
0.71962 0.47090 0.16216 —0.69812 6.1 0.17729 一 0.26943  —0.19981 
0.67113 0.49829 0.22808 —0.62114 6.2 0.20175 一 0.24831 —0.22228. 
0.62009 0.52202 0.28654 —0.54852 6.3| 0.22381 一 0.22506 —0 24225 
0.56686 0.54195 0.33790 —0.47915 6.4 0.24331 —0.19995 一 0.25956 ү 
0.51183. 0.55794 0.38245 —0.41231 6.5 0.26009 —0.17324 --0.27409 
0.45540 0.56990 0.42043 —0.34758 6.6 0.27404 0.14523 0.28575 
0.39798 0.57777 0.45203 —0.28473 6.7 0.28506 一 0.11619 — 0.29446 
0.33999 0.58152 0.47743 —0.22366 6.8 0.29310 —0.08643 —0.30019 
0.28182 0.58116 0.49682 —0.16441 6.9 | 02980 —0.05625 —0:30292 
0.22389 — 0.57672 0.51038 —0.1070: 70 130008 —0.02595 —0.30267 
0.16661 0.56829 0.51829 —0.05168 7.1} 0.29905 +0.02515 | +000418 ~0.29948 
0.11016 0.55596 0.52078 0200149 72| 029907 0.05433 0.01385 — 0.29342 
0.05554 0.53987 | 0.51808 ^ 0.05228 7.3 | 0.28822 — 0.08257 0.06277 —0.28459 

0.00251 0.52019 | 0.51041 0.10049 7.4 | 0.27860 0.10963 0.09068 —0:27311 
—0.04838 0.49709 0.49807 0.14592 7.5|  0:26634 0.13525 0.11731 一 0.25913 
一 0.09680 0.47082 0.48133 0.18836 7.6 0.25160 0.15921 0.14241 0.24280 
0.14245 0.44160 46050 2763 7. 0.18131 0.16580 —0.22432 
—0.18504 0.40971 0.43592 .26355 7.8 0.20136 0.18723 —0.20389 
0.22431 0.37543 0.40791 0.29594 7.9 0.21918 0.20652 —0.18172 
=0.26005 0.33906 0137685 0.32467 DO 0.23464 0.22352 —0.15800 
—0.29206 0.30092 0.34310 0.34963 ва | 0.14752 0.24761 0.23809 —0.13315 
=0:32019 — 0.26134 0.30705 0.37071 8.2] 012222 — 0.25800 0.25012 —0.10724 
一 0.34430 0.22066 0.26909 0.38785 8.3 0.09601 0.26574 0.2595] 0.08060 
—0.36430 0.17923 0.22962 0.40102 8.4 0.06916 0.27079 0.26622 —0.05348 
一 0.38013 — 0.13738 0.18902 0.41019 8.5 | 0.04194 0.27312 0:2702] 一 0.02617 
—0.39077 0.09547 0.14771 0.41539 8.6 | -0.01462 — 0.27275 0.27146 --0.00108 
—0.39923 0.05383 0.10607 0.41667 8.7 | 一 0.01252 0.26972 0.27000 0.02801 
一 0.40256 +0.01282 0.06450 0.41411 8.8 | 一 003923 — 0.26407 0.26587 0.05436 
一 0.40183 —0:02724 | +0.02338 — 0.40782 8.9| —0.06525 0.25590 0.25916 0.07987 
一 0.39715 —0.06604 一 0.01694 9.39793 9.0| 一 0.09033 0.24531 0.24994 0.041 
—0.38867 —0.10327 | —0.05609 0.38459 9.1 | 0.11424 — 0.23243 0.23834 — 0.12747 
—0137656 —0.13865 | —0.09375 — 0.36801 9.2 | —0.13675 0.21741 0.22449 — 0.14911 
—0.36100 —0.17190 | —0.12060 0.34839 9.3 | —0:15766 — 0.20041 0.20857 — 0.16906 
一 0.34226 —0.20278 | —0.16334 0.32597 9.4| —0.12627 0.18163 0.19074 0.18714 
—0.32054 —0:23106 | 一 0.19471 0.30100 9.5| —0.19393 0.16126 0.17120 — 0.20318 
—0.29614 —0.25655 一 0.22346 0.27375 9.6 | 一 0.20898 0.13952 0.15018 0.21706 
0.26933 —0.27908 | —0.24939 * 0.24450 9.7 | —0.22180 — 0.11664 0.12787 0.2286 
—0:24043 —0.29850 | —0.27230 0.21357 9.8 | 一 0.23228 0.09284 0.10453 — 0.23789 
一 0.20974 —0.31469 一 0.29205 0.18125 9.9] 一 0.24034 0.06837 0.08038 0.24469. 
—0.17760 —0.32758 —0.30852 0.14786 10.0| —0.24594 0.04347 0.05567 0.24902 
I) Bessel 888 *7, CO) 的 零点 ra 
ccr I 
T ° 1 2 3 5 
ia s " 
1 2.40483 3.83171 5.13562 6.38016 7.58834 | 8.77148 
1 | 5.52008 7.01559 8.41724 9.76102 11.06471 12.33860 
3 | 8.65373 10.17347 11.61984 13.01520 14.37254 15.70017 
š 11.79153 13.32369 14.79595 16.22346 17.61597 | 18.98013 
5 14.93092 16.47063 17.95982 19.40941 20.82693 | 22.21780 
6 18.07106 19.61586 21.11700 22.58273 24.01902 | 25.43034 
1 21.21164 22.76008 24.27011 25.74817 27.19909 28.62662 
$ 24.35247 25.90367 27.42057 28.90835 30.37101 31.81172 
° 27.49348 29.04683 30.56920 32.06485 33:53714 34.98878 
10 30.63461 32.18968 33.71652 35.21867 69900 38.15987 


1492 BG 


15. 函数 渐 近 公式 的 系数 


以 下 给 出 用 电子 计算 机 计算 函数 时 采用 的 浙 近 公式 的 一 些 特例 (一 多 项 式 逼近 ,曲线 拟 合 ) 
D 指数 函数 ' 


a a ESAME p 
D Wt rice t (mme <<) 有 7 次 浙 近 公 式 : 


e — 2%5(у), vy) Day’. 其 中 ,最 大 误差 是 3 x 107", 
ау = 0.70710678116, а, = 0.49012907172, а, = 0.16986579572, a, = 0.0392473321 5, 
а, = 0.0068009712, as = 0.0009428173, ag = 0.0001093869, ay = 0.000010826, 
2) M 次 浙 近 公式 : Dar (1 <r <0), MAREE 1 x 1079, 
в = 0.99999 99999 990, а, = 0.99999 99999 995, а, = 0.50000 00000 747, 
a, = 0.16666 66666 812, а, = 0.04166 66657 960, а; = 0.00833 33332 174, 
а, = 0.00138 88925 998, а, = 0.00019 84130 955, аз == 0.00002 47944 428, 
ay 一 0.00000 27550 711, a = 0.00000 02819 019, au 0.00000 00255 791, 


3) er 二 1 十 (—lgV2 < x < logV2). 


x 
Te eee 
2 1 + k 

最 大 误差 是 1.4 x 107", 
ko = 1.00000 00000 00327 1, А, = 0.10713 50664 56464 2, 
ky = 0.00059 45898 69018 8, Д, = 0.02380 17331 57418 6. 
ш зв’ 
1) HI 次 渐 近 公式 : Jog (1 + х) Zar (0 < + 三 1), 最 大 误差 是 11x 1077. 
а, — 0.00000 00001 10, а, = 0.99999 99654 98, аз = —0.49999 82537 98, 
4,— 0.33329 85059 64, а, —0.24963 72428 65, а; = 0.19773 31015 60, 
a= —0.15744 88954 13, аз = 0.11712 91156 18, а = —0.07364 03719 14, 
ау — 0.03469 74937 56, ао = —0.01046 82295 69, ац = 0.00148 19917 22. 
mn; 
z+ 2 
《0 <i<5) (常数 值 一 数 表 9) 是 11 次 渐 近 公式 ,最 大 误差 是 9.2 x 107", 
as = 0.34314 57505 07610 6, a, = 0.00336 70892 56222 5, а, 一 0.00005 94707 04347 4, 
a, = 0.00000 12504 99776 2, a, == 0.00000 00285 68292 8, а, = 0.00000 00007 43713 9, 
ш) 三 角 函 数 ' 


TE. vifo 
кА КОЙ ЖЕЛ ;4= 01; = 01 
D: haat Sty 8 CEER r 


2) 对 于 1<:<2, hyo (4202 -1<y<1), Bi) log x4 fog V 2 + Xa 


—1&z«1, #B ғ sin, 


az 
€ = cos, 


4 

#7 = 0, M sinz— (—1)%, cose = (—1)*с; 

#r=1, W sinz 一 (一 Dsc，coszr = —(—1)%. 
此 处 :和 < 是 用 下 列 渐 近 公式 计算 令 一 2/2 — y, W (y) 一 sin(xz/4) $m 222a eO) 一 
cos (a2/4) 2 Zi! 是 一 个 5 次 渐 近 公式 ,其 中 最 大 误差 是 5:2 X 1075, c;2 x 10 
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aq = 0.78539 81633 97426, a, = 0.16149 10243 75338, а, 一 0.00996 15782 61200, 
ау = 0.00029 26094 99152, а, = 0.00000 50133 389, а; 0.00000 00555 1357. 
Фо = 0.99999 99999 999, b, = 0.61685 02750 601, b, = 0.06341 73767 885. 
b, = 0.00260 79335 007, b, = 0.00005 74476 09, bs = 0.00000 07765 93. 


2) BD урула). 这 是 一 个 10 次 (0 <; < 5) 渐 近 公式 ,其 中 最 大 


误差 是 2.2 x 107", 
в = 1.57079 63267 682, а, = 0.64596 40955 819, а, = 0.07969 26037 479, 
a, = 0.00468 16578 817, а, = 0.00001 60254 789, а; = 0.00000 34318 687. 


+z) ОБА) (一 1 <, < D. 


ях. 
3) tan 2 a x (ь+ p 
最 大 误差 是 9.8 x 107". 
Қо = 0.78539 81634 9907, ky = 6.19229 46807 1350, kı = —0.65449 83095 2316, 
ks == 520.24599 06398 9939, kı = —0.07797 95098 7751. 
IV) 反 三 角 函 数 ' 
1) 21 次 (0 «ix 10) 渐 近 公式 : 


arc sin xis Barr!(|x|<1/V 2). 

最 大 误差 是 10, 

ao == 1.00000 00005 3, a, = 0.16666 65754 5, a, = 0.07500 46066 5, 
ay = 0.04453 58425 7, a, = 0.03175 26509 6, ау = 0.01176 58281 9, 
dg = 0.06921 26185 7, a, 一 —0.14821 09628 8, ag 0.32889 76635 2, 
ay 一 —0.35020 41201 5, a, 0.19740 50325 0, 


y k жоё 1 1 1 х-и 1 
2 = “+ ( 一 i ж ) 一 ( < ). 
) hemrwtulw Pie wis ы утаа lel 2 


则 arctanx = arctan w + гб), 200) = arctanv. 
arctan w 的 值 : arctan (1/8) == 0.12435 49945 46711, arctan (3/8) — 0.35877 06702 70611, 
arctan (5/8) = 0.55859 93153 43560, arctan(7/8) 一 0.71882 99996 21623, 
iQ) 是 用 9 次 (0 < ; < 4) 渐 近 公式 计算 的 。 其 中 Co) — arctan ei (—1 fae, 最 大 误 
XR 1. X 107%, 
ag = 0.99999 99999 9992, а, = 0.33333 33328 220, a, 一 0.19999 97377 6, 


a, = 0.14280 9976, a, = 0.10763 60. 
3) arctan eim (fy + El - +) ( 连 分 数 ) (一 1 <1 < 1). 


最 大 误差 是 3.6 x 107", 

ko = 0.99999 99936 2, Д, — —3.00000 30869 4, Қ = —0.55556 97728 4, 

ky = —15.77401 81127 3, 

ke = —0.16190 80978 0, А = —44.57191 79508 8, Қ. = —0.10810 67493 1. 
У) гаф’ 

8 次 渐 近 公式 : ГО + а) Xa (1026 x < 1/2), 

最 大 误差 是 7.6 X 107. 
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аз = 0.99999 9926, a, = 0.42278 4604, ay = 0.41184 9671, 
a; = 0.08156 52323, а, = 0.07406 48982, а; = —0.00012 51376 7, 
a= 0.01229 95771, ау = —0.00349 61289, a, 0.00213 85778. 
VD EBS" 


2 (=. а 1 А ze TT 
1) =k Ce Se 这 是 一 个 6 次 渐 近 公式 . 最 大 误差 是 2.8 x 


1077, 
aa = 0.07052 30784, а, 一 0.04228 20123, a, 0.00927 05272, 
a, = 0.00015 20143, а, = 0.00027 65672, а; = 0.00004 30638, 


2) Px) = z [ema [e (7 22)] fi + = (a+ = =)| (0 x « co). 


MARBZE 2 x 107. 
ag = 0.0055, а, = 0.0551, аз 一 14.4. 
3) 2) 的 反 函 数 


fpa J^ y = mt ПАРО) 8691. G < < e), 


y ay 
最 大 误差 是 49 x 1077. 
в = 2.06117 86, a, 一 一 5.72622 04, a= 11.64059 5. 
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D -HAR [1] M. Boll, Tables numériques universelles, Dunod, 1947; [2] P. Barlow, Barlow's tables, Robinson, 
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bei grösseren Zahlen aber die Rechung erleichtern und sicherer machen, W. de Gruyter, Bii 1944, 
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weatise on the theory of Besse! functions, 附 表 , Cambridge Univ. Press, 1922, 第 二 版 1958， 又 一 统计 数 表 的 [ 参 ]. 
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1962, (2] R. A. Fisher-F. Yates, Statistical tables for biological, agricultural and medical research, explanation p. 30, 
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i 


dards, NBS applied mathem: 
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杂志 和 从 书 名 上 略语 表 
《+ 表示 现 已 停刊 的 杂志 


Abh. Akad. Wiss. Gottingen Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften in Goitingen (Gottingen) 

Abh. Bayer. Akad. Wiss. Math.-Nat. Kl. Abhandlungen der Bayerschen Akademie der Wissenschaften. Mathemati- 
sch-Naturwis-senschaítliche Klasse (Munich) 

Abh. Math, Sem. Univ. Hamburg Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universitat Hamburg (Ha- 
mburg ) 

Acta Arith, Acta Arithmetica, Polska Akademia Nauk, Instytut Matematyczny (Warsaw) 

Acta Informat. Acta Informatica (Berlin) 


Acta Math. Acta Mathematica (Uppsala) 


Acta Math, Acad. Sci. Hungar. Acta Mathematica Academiae 
Acta Math. Sinica Acta Mathematica Simca (数学 学 报 ) (Peking) 


jentiarum Hungaricae (Budapest) 


‘Acta Sci. Math. Szeged. Acta Universitatis Szegediensis, Acta Scien tiarum Mathematicarum (Szeged) 

Aetualites Sci. Ind. Actualités Scientifiques et Industrielles (Paris) [A$] 

Advances in Math. Advances in Mathematics (New York) 

Aequationes Math. Aequationes Mathematicae (Basel-Waterloo) 

Algebra and Logic Algebra and Logic (New York). Алгебра и Логика 的 英 译 。 

Algebra i Logika (Алгебра n Логика) Akademija Nauk SSSR Sil 
демин Наук CCCP). Institut Matematiki (Математический Институт), 
Algebra i Logika (Алгебра н Логика) (Novosibirsk). 

Algebra Universalis. Algebra Universalis (Basel) 


Amer. J. Math. American Journal of Mathematics (Baltimore) 


rskoe Otdelenie (Сибирское Отделенне Axa- 


Amer. Math, Monthly The American Mathematical Monthly (Menasha) 

Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. American Mathematical Society Colloquium Publications (Providence) [JA 45] 

Amer. Math, Soc. Math. Surveys American Mathematical Society Mathematical Surveys (Providence) 

Amer. Math. Soc. Proc. Symposia in Pure Math. American Mathematical Society Proceedings of Symposia in Pure 
Mathematics (Providence) 

Amer. Math.Soc. Transl, American Mathematical Society Translations (Providence) 


Amer. Math. Soc. Transl. of Math. Monographs American Mathematical Society Translations of Mathematical Mo- 


mographs (Providence) 


Ann. Acad. Sci. Fenn. Suomalaisen Tiedeakatemian Toimituksia, Annales Academiae Scientiarum Fennicac. Series 
A. 1. Mathematica (Helsinki) 

Ann. der Phys. Annalen der Physik (Leipzig) 

Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse Annales de la Faculté des Sciences de l'Université de Toulouse pour les Sciences 
Mathématiques et des Sciences Physiques (Toulouse) 

Ann. Inst. Fourier Annales de l'Institut Fourier. Université de Grenoble (Grenoble) 

Ann. Inst. Il. Pomcaré Annales de l'Institut Ienri Poincaré (Paris) 


Ann. inst. Stat. Math. Aanals of the Institute of Statistical Mathematics (Tokyo) 
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Ann. Mat. Pura Appl. Annali di Matematica Pura ed Applicata (Bologna) 
Ann. Math. Statist. The Annals of Mathematical Statistics (Baltimore) 
Ann. of Math, Annals of Mathematics (Princeton) 

Ann. Physique Annales de Physique (Paris) 

Ann. Probability. The Annals of Probability (San Francisco) 
Anm. Polon. Math. Annales Polonici Mathematici. Polska Akademi 


Nauk (Warsaw) 

Ann. Roumaines Math. Annales Roumaines de Mathématiques. Journal de l'Institut. Mathématique Roumain (Bucha- 
rest) 

Anm. Sci. Ecole Norm. Sup. Annales Scientifiques de l'Ecole Normale Supérieure (Paris) 

Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Annali della Scuola Normale Superiore de Pisa, Scienze Fisiche e Matematiche (Pisa) 

Ann. Statist. The Annals of Statistics (San Francisco) E 

Arch. History Exact Sci. Archive for History of Exact Sciences (Berlin-New York) 

Arch. Math. Archiv der Mathematik (Basel-Stuttgart) 

Arch. Rational Mech. Anal. Archive for Rational Mechanics and Analysis (Berlin) 

Ark. Mat. Arkiv for Matematik (Stockholm) 

Ark. Mat. Astr. Буз. Arkiv för Matematik Astronomi och Fysik? (Uppsala) 

Atti Ассай. Naz. Lincei. Mem. Atti della Accademia Nazionale dei Lincei, Memorie (Rome) 

Atti Ассай. Naz. Lincei. Rend. Atti della Accademia Nazionale dei Lincei, Rendiconti (Rome) 

stem Tech. J. The Bell System Technical Journal (New York) 

a Bi 


siometsi 
Hol. Soc. Mat. São Paulo Boletim da Sociedade de Matemática de São Paulo (Slo Paulo) 


Bull. Acad. Pol. Sci. Bulletin de P'Academie Polonaise des Sciences (Warsaw) 


wika, A Journal for the Statistical Study of Biological Problems (London) 


Bull. Amer. Math. Soc. Bulletin of the American Mathematical Society (Providence) 

Bull. Calcutta Math. Soc. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society (Calcutta) * 
Bull. Math. Su 
Bull. Nat. Res. Counci! Bulletin of the National Research Council (Washington) 


. Bulletin of Mathematical Statistics (Fukuoka) ] 


Bull. 


. Math. Bulletin des Sciences Mathématiques (Paris) 
Bull. Soc. Math. Belg. Bulletin de la Société Mathématique de Ве 


ique (Brussels) 
Bull. Soc. Math. France Bulletin de la Société Mathématique de France (Paris) 
Liège Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liège (Liège) \ 


Bull. Soc. Roy. 

5. R. Acad. Sci. Paris Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l'Académie des Sciences (Paris) 

Canad. J. Math. Canadian Journal of Mathematics (Toronto) Časopis Pést. Mat. Časopis pro Péstovàni Matematiky, 
Československá Akademie Véd (Prague) 

Colloq. Math. Colloquium Mathematicum (Warsaw) 

Comm. ACM Communications o: the Association for Computing Machinery (New York) 


Comm. Pure Appl. Math. Communications on Pure and Applied Mathematics (New York) 


Comment. Math. Helv. Commentarii Mathematici Helvetici (Zurich) 


Compositio Math. Compositio Mathematica (Groningen) 


Comput. J. The Computer Journal (London) 

Crelles J. =]. Reine Angew. Math. 

Cybernetics Cybernetics (New York). Кибернетика (Kiev) 的 英 译 。 ^ 
Czechoslovak Math. J. Czechoslovak Mathematical Journal (Prague) vase d em ç 
Deutsche Math. Deutsche Mathematik? (Berlin) an x 


Differencial'nye Uravnenija Ditíerencial'nye Uravnenija (Дифференциальные Уравнения) (Minsk) 
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Differential Equations Differential Equations (New York). Дифференциальные Уравнения P). 
Dokl. Akad. Nauk SSSR (HAH) Doklady Akademii Nauk SSSR (Доклалы Академии Наук CCCP) (Moscow) 
Duke Math. J. Duke Mathematical Journal (Durham) 


Econometrica Econometrica, Journal of the Econometric Soc 


ty (Chicago) 

Edinburgh Math. Notes The Edinburgh Mathematical Notes (Edinburgh) 

Enseignement Math. L’Enseignement Mathématique (Geneva) 

Enzykl. der Math. Enzyklopädie der Mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungea (Berlin) 
LAB] 

Erg. Angew. Math. Ergebnisse der Angewandte Mathematik (Berlin-New York) [445] 

Erg. Math. = Erg. d. Math. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Gremzgebiete (Berlin-New York) [4A 15] 

Fund. Math. fundamenta Mathematicae (Warsaw) 

Funkcial. Fkvac. Fako de l'Funkcialaj Ekvaci 
(Tokyo) 


Japana Matematika Societo. Funkcialaj Ekvacioj (Serio Internacia) 


Functional Anal. Appl. Functional Analysis and ite Applications (New York). Функциональный Анализ и ero 
Приложения 的 英 译 . 

Funkcional Anal i Priložen. Akademija Nauk SSSR (Академия Наук СССР). Fuakcional’nyi Analizi ego Prilo- 
zenija (Функциональный Анализ н его Приложения) (Moscow) 

General Topology and Appl. General Topology and its Applications. (Amsterdam) 

IBM J. Res. Develop. IBM Journal of Research and Development (New York) 

Illinois J. Math. Illinois Journal of Mathematics (Urbana) 

Indag. Math. Jndagationes Mathematicae = Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 

Indian J. Math Indian Journal of Mathematics (Allahabad) 

Indiana Univ. Math. J. Indiana University Mathematics Journal (Bloomington) 

Information and Control Information and Controt (New York) 

Inventiones Math. Inventiones Mathematicae (Berlin) 

Izv. Akad. Nauk SSSR (HAH) Izvestija Akademii Nauk SSSR (Известия Академии Наук CCCP) (Moscow) 

J. Algebra Journal of Algebra (New York) 

J. Analyse Math. Journal d'Analyse Mathématiques (Jerusalem) 

J. Appi. Math. Mech. Journal of Applied Mathematics and Mechanics (New York). Прикладная Математика m 
Механика 的 英 译 。 

J. Approximation Theory Journal of Approximation Theory (New York) 

1. Амос. Comput. Mach. (J. ACM) Journal of the Association for Computing Machinery (New York) 

J. Austral. Math. Soc. The Journal of the Australian Mathematical Society (Sydney) 

J. Combinatorial Theory Journal of Combinatorial Theory. Series A and Series B (New York) 

. Comput. System Sci. Journal of Computer and System Sciences (New York) 


. Differential Equations Journal of Differential Equations (New York) 


J 
J 
J. Differential Geometry Journal of Differential Geometry (Bethlehem. Pa.) 
J. Ecole Polytech. Journal de PEcole Polytechnique? (Paris) 

J 


. гас. Sci. Hokkaido Univ. Journal of the Faculty of Science. Hokkaido University. Series I. Mathematics (Sap- 
poro) : 

J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Journal of the Faculty of Science. University of Tokyo. Section 1, КФС (Tokyo) 

J. Franklin Inst. Journal of the Franklin Institute (Philadelphia) 

J. Functional Analysis Journal of Functional Analysis (New York) 


J. Indian Math. Soc. The Journal of the Indian Mathematical Society (Madras) 
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J. Inst. Elec. Engrs, Journal of the Institution of Flectrical Engineers (London) 
J. imt. Polytech. Osaka City Univ. Journal of the Institute of Polytechnics, Osaka City University. 大 阪 市 立 大 
学 理工 学 部 和 要 + Series A. Mathematics (Osaka) 
J- London Math. Soc. The Journal of the London Mathematical Society (London) 
J. Math. An; 


Appl. journal of Mathematical Analysis and Applications (New York) 

J. Math. and Phys. Journal of Mathematics aad Physics (1975 年 以 前 在 Massachusets 州 的 Cambridge 发 行 ， 
1975 年 至 今 在 New York 发 行 .) 

J. Math. Econom. Journal of Mathematical Economics (Amsterdam) 

Je Math. Kyoto U: 


w. Journal of Mathematics of Kyoto University (Kyoto) 
. Math. Mech. Journal of Mathematics and Mechanics (Bloomington) 

. Math. Pures Appl. Journal de Mathematiques Pures et Appliquees (Paris) 
. Math. Soc. Japan Journal of the Mathematical Society of Japan (Tokyo) 
. Mathematical Phys. Journal of Mathematical Physics (New York) 

. Multivariate Anal. Journal of Multivariate Analysis (New York) 

. Number Theory Journal of Number Theory (New York) 


J 
J 
J 
J 
J 
J 
Js Operations Res. Soc. Japan Journal of the Operations Research Society of Japan (Tokyo) 
J- Optimization Theory Appl. Journal of Optimization Theory and Applications (New York) 
J. Phys. Soc. Japan Journal of the Physical Society of Japan (Tokyo) 
J. Pure Appl. Algebra Journal of Pure and Applied Algebra (Amsterdam) 
J. Rational Mech. Anal. Journal of Rational Mechanics and Analysis (Bloomington) 
J. Reine Angew. Math. Journal für die Reine und Angewandte Mathematik (Већа). = Crelles J. 
J. Res. Nat. Bur. Standards Journal of Research of the National Bureau of Standards. Section B. Mathematics and 
Mathematical Physics. (Washington) 
J. Sci. Hiroshima Univ. Journal of Science of Hiroshima Ui 
Series A-I. (Mathematics) (Hiroshima) 
J. Soviet Math. Journal of Soviet Mathematics (New York) 
J. Symbolic Logic The Journal of Symbolic Logic (New Brunswick) 
Japan. J. Math. = Jap. J. Math. Japanese Journal of Mathematics， 日 本 数学 集 根 ，(Tokyo) 
Jer. Deutsch. Math. Verein. (Jber. D. M. V.) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung (Stuttgart) 
Kibernetika (Kiev) Otdelenie Matematiki (Отделение Математики). Mehaniki i Kibernetiki (Механики и Кибет 
рнетики). Akademii Nauk Ukrainskoi SSR (Академия Наук Украинской CCP),Kibernetika 
(Кибернетика) (Kiev) 
K&dai Math. Sem. Rep. K8dai Mathematical Seminar Reports TARE è 7 — * Vit’ — b (Tokyo) 
Linear Algebra and Appl. Linear Algebra and Its Applications (New York) 
linear Algebra. Linear and Multilinear Algebra (New York) 
Mat. Sb. Matematieskif Sbornik (Математический Сборник). (Recueil Mathématique). Akademija Nauk SSSR 
(Академия Наук СССР). (Moscow) š 
Mat. Tidsskr. A Matematisk Tidsskrift. At (Copenhagen) 


ersity. Series A (Mathematics, Physics, Chemistry): 


Linear and Multi 


Math. Ann. Mathematische Annalen (Berlin-Gottingen-Heidelberg) 

Math. Comp. Mathematics of Computation (Providence). 原 用 名 Math. Tables Aids Comput. 
Math. J. Okayama Univ. Mathematical Journal of Okayama University (Okayama) 

Math Japonicae Mathematica Japonicae (Osaka) 

Math Nachr. Mathematische Nachrichten (Berlin) 


Math. Rey. Mathematical Reviews (Ann Arbor) 
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Mach. Scand. Mathematica Scandinavica (Copenhagen) 
Math. Student ‘The Mathematical Student (Madras) 


Math. Tables Aids Comput. (MTAC) Mathematical Tables and Other 
年 改名 为 Mathematics of Computation 

Math. USSR-Izy. Mathematics of the USSR-Izvestija (Provideace). Изв. Акад. Наук CCCP 数学 部 分 的 英 译 . 

Math. USSR.Sb Mathematics of the USSR-Sbornik (Providence). Математический Сборник 的 英 译 。 

Math. Z. Mathematische Zeitschrift (Berlin-Gottingen-Heidelberg) 


ids to Computationt (Washington). 1960 


Mathematika Mathematika, A Journal of Pure and Applied Mathematics (London) 

Medd. Lunds Univ. Mat. Sem. Meddelanden frán Lunds Universitets Matematiska Seminarium = Communications du. 
Séminaire Mathématique de l'Université de Lund (Lund) 

Mem. Amer. Math. Soc. Memoirs of the American Mathematical Society (Providence) [从 节 ] 

Mem. Coll. Sci. Univ. Kyóto Memoirs of the College of Science. University of Kyóto. Series A (Kyoto) 

Mem. Fac. Sci. Kyushu Univ. Memoirs of the Faculty of Science, Kyushu University. Series A. Mathematics (Fu- 
kuoka) 

Mémor. Sci. Math. Mémorial des Sciences Mathématiques (Paris) [JA 45] 

Michigan Math. J. The Michigan Mathematical Journal (Ann Arbor) 

Mi 


t. Math. Ges, Hamburg Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft ia Hamburg (Hamburg) 

Monatsh, f. Math. Phys. Monatschefte für Mathematik und Physikt (Wien) 

Monatsh, Math. Monatshefte für Mathematik (Wien) 

Monograf. Mate Monografje Matematyczne (Warsawa) [JA45] 

Moscow Univ. Math. Bull. Moscow University Mathematics Bulletin (New York). Вестник Московского Vue 
рситета 数学 部 分 的 英 译 。 

Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Nachrichten der Akademie der Wissenschaften in Gottingen. Math.-Phys, Kl. (Got- 
tivgen) 

Nagoya Math. J. Nagoya Mathematical Journal (Nagoya) 

Nederl. Akad. Wetensch, Proc. Koninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschappea, Proceedings. Series А. Ma- 


thematical Sciences (Amsterdam) = Indag. Math., Proc. Acad. Amsterdam 

Nieuw Arch, Wisk. Nieuw Archief voor Wiskunde (Groningen) 

Numer. Matb. Numerische Mathematik (Berlin-Gottingen- Heidelberg) 

Nuovo Cimento Ш Nuovo Cimento (Bologna) 

Osaka J. Math, Osaka Journal of Mathematics (Osaka) 

Osaka Math. J. Osaka Mathematical Journal (Osaka) 

Pacific J. Math. Pacific Journal of Mathematics (Berkelcy) 

Philos. Trans. Roy. Soc. London Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Series A (London) 
Phys. Rev. The Physical Review (New York) 

Portugal. Math.  Portugaliae Mathematica (Lisbon) 


Prikl. Mat. Meh, Adademija Nauk SSSR (Академия Наук СССР). Otdelenie Teh 


ih Nauk (Отделение Te- 
хнических Наук). Instimt Mehaniki 
(Институт Механики). Prikladnaja Matematika i Mebanika (Прикладная Математика н Me- 
ханика) (Moscow) 

Proc. Acad. Amsterdam = Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 

Proc. Amer. Math. Soc. Proceedings of the American Mathematical Society (Providence) 

Proc. Cambridge Philos. Soc. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society (Cambridge) 


Proc. Imp. Acad. Tokyo Proceedings of the Imperial Academy." 帝国 学 士 院 记事 . (Tokyo) 
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Proc. Japan Acad. Proceedings of the Japan Academy. 日 本 学 士 院 翅 要。 (Tokyo) 
Proc. London Math. Soc. Proceedings of the London Mathematical Socicty (London) 
Proc. Nat. Acad. S 


. USA Proceedings of the National Academy of Sciences of the United Statet of America (Wee 
shington) 

Proc. Phys-Math. Soc. Japan Proceedings of the Physico-Mathematical Society of Japan (Tokyo) 

Proc. Roy. Soc. London Proceedings of the Royal Society of London. Series A (London) 

Proc. Steklov Inst. Math. Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics (Providence). Труды Marewaruue- 
ского Института им. В. А. Стеклова 的 英 译 . 

Prog. Theoret. Phys. Progress of Theoretical Physics， 京 都 大 学 基础 物理 学 研究 页 (Kyoto) 

Publ. Inst. Math, Publications de l'Institut Mathématique (Belgrade) 

Publ. Inst. Math. Univ. Strasbourg Publications de PInstitut de Mathématiques de l'Université de Strasbourg (Strat 
bourg) 

Publ. Math. Inst. HES Publications Mathématiques de Plnstitut des Hautes Etudes Scientifiques (Paris) 

Publ. Res. Just, Math. Sci. Publications of the Research Institute for Mathematical Sciences 数理 解析 研究 所 纪要 
(Kyoto) 

Quart. Appl. Math, Quarterly of Applied Mathematics (Providence) 

Quart. J. Math. The Quarterly Journal of Mathematics, Oxford. Second Series (Oxford) 


Quart. J. Mech. Appl. Math. The Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics (Oxford) 
Rend. Circ. Mat. Palermo Rendiconti del Circolo Matematico de Palermo (Palermo) 
Rend. Sem. Mat. Univ. Padova Rendiconti del Seminario Matematico dell'Universitá di Padova (Padua) 


na (Madrid) 


Rev. Mat. Hisp. Amer. Revista Matemática Hispano-Ameri. 

Rev. Mod. Phy. Reviews of Modern Physics (New York) 

Rev. Un. Mat. Argentina Revista de la Unión Matemática Argentina (Buenos Aires) 

Rev, Univ. Tucumán Revista Universidad Nacional de Tucumán, Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia. Serie 
A. Matemáticas y Fisica Teorica (Tucumán) 

Roczniki Polsk. Томаг. Mat. Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego. 1. Prace Matematyczne (Кга- 
kow) 

Rozprawy Mat. Rozprawy Matematyczne, Polska Akademia Nauk, Instytat Matematyczay (Warsaw) 


Russian Math. Surveys. Russan Mathematical Surveys (London). Успехи Marematageckux Наук 的 英 译 。 
Sammul. Goschen Sammulung Goschen (Leipzig) [А] 
‘The Indian Journal of Statistics. Series A and Series B (Calcutta) 


Sankhyā Sankhyi 
S.H. Berlin. Math. Ges. Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft (Berlin) 
S.B. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin Sitzungsberichte der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Mathe- 


matisch-Naturwissenschaftliche Klasse (Berlin) 


S. B. Heidelberger Akad. Wiss. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Mathematisch-Na- 
turwisseaschaftlicke Klasse (Heidelberg) 

S.B. Math.-Nat. KI, Bayer. Akad. Wiss. Sitzungsberichte der Mathematisch-Naturwissenschaflichen Klasse der Baye- 
rischen Akademie der Wissenschaften zu Münchent (Munich) 

S.B. Öster. Akad. Wiss. Sitzungsberichte der Österreichische Akademie der Wissenschaften? (Wien) 

S.B. Phys.-Med. Soz. Erlangen Sitzungsberichte der Physikalis:h-Medizinischen Sozietät zu Erlangen (Erlangen) 

S.B. Preuss. Akad. Wiss. Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wisseaschatten, Phvsikalisch-Mathemati- 
sche Klasse? (Berlia) 

Schr. Math. Inst. и. Inst. Angew. Math. Univ. Berlia Schriften des Mathematischen Instituts und des Instituts für 


Angewandte Mathematik der Universitat Berlin ¥ (Berlin) 
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Schr. Math. Last. Univ. Münster Schriftenreihe des Mathematischen Instituts der Universitat Münster (Minster) 
Sci. Papers Coll. Gen. Ed. Univ. Tokyo Scientific Papers of the College of General Education, University of Tokyo 
东京 大 学 教头 学 部 报告 (Tokyo) 
Sci. Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku Science Reports of the Tokyo Kyoiku Daigaku. Seetion A (Tokyo) 
Scripta Math. Scripta Mathematica. A Quarterly Journal devoted to the Philosophy, History, aad Expository Tre- 
atment of Mathematics (New York) 

Sém. Bourbaki Séminaire Bourbaki. (Paris) 

SIAM J. Appl. Math. SIAM Journal of Applied Mathematics. A Publication of the Society for Industrial and Ap- 
plied Mathematics (Philadelphia) 

SIAM J. Comput. SIAM Journal on Computing (Philadelphia) 

SIAM J. Control. SIAM journal on Control (Philadelphia ) 

SIAM J. Math. Anal. SIAM Journal on Mathei 1 Analysis (Philadelphia) 

SIAM J. Numer. Anal. SIAM Journal on Numerical Analysis (Philadelphia) 

SIAM Rev. SIAM Review (Philadelphia) 

Siberian Math. J. Siberian Mathematical Journal (New York). Сибирский Математический Журнал 的 英 译 

Sibirsk. Mat, É. Akademija Nauk SSSR (Академия Наук СССР). Sibirskoe Ordelenie (Сибирское Отлеление)- 
Sibirskii Matematiceskii Zurnal (Сибирский Математический Журнал). (Moscow) 

Skr. Norske Vid. Akad. Oslo Skrifter Utgitt av det Norske Videnskaps-Akademii Oslo. Matematisk-Naturvidens-ka~ 
pelig Klasse (Oslo) 

Soviet Math. Dokl. Soviet Mathematics. Doklady (Providence). Доклады Академин Наук CCCP 数学 部 分 的 英 
译 。 

SRI J. Stanford Research Institute Journal (Menlo Park) 


Studia Math. Studia Mathematica, (Wroclaw) 

SObutu-kaisi (4% 288) Nihon Sügaku-buturi-gakk. (BARE DMEKS EE)? (Tokyo) 
Sügaku (数学 ) Sügaku (384%), Mathematical Society of Japan (日 本 数学 会 刊 ) (Tokyo) 
Mathematicae (Rio de Janciro) 


Kai 


Summa Brasil. Math. Summa Brasil 


Tensor Tensor (Sapporo) 


Teor. Verojatnost. i Primenen. Teorija Verojatnostel i ee Primenenic (Теория Веронтностей н eë Применение)» 
Akademija Nauk SSSR (Академия Наук СССР). (Moscow) 

Theory of Prob. Appl. ‘Theory of Probability and its Application. Society for Industrial and Applied Mathematics 
(Groningen). Теорня Вероятностей и её Tipswenenue 的 英 译 。 

"óhoku Math. J. The Tahoku Mathematical Journal. ЕЕЕ (Sendai) 

Teheku-rihe СИДЕ)  Tóhoku Teikokudaigaku Rikahdkoku 东北 帝国 大 学 理科 报告 + (Sendai) 


Topology Topology. An International Journal of Mathematics (Oxford) 


Trans. Amer. Math. Soc. Transactions of the American Mathematical Society (Providence) 


‘Trans. Moscow. Math. Soc. ‘Transactions of the Moscow Mathematical Society (Providence). Труды Московского 


Математического Общества 的 英 译 . 
Trudy Mat. Inst. Steklov. Trudy Matematieskogo Instituta im. V. A. Steklova (Труды Математического Инсти- 
тута им. B. A. Стеклова). Akademija Nauk SSSR (Академия Наук CCCP) (Мо- 
scow-Leningrad) 
Trudy Moskov. ОЫ&. Trudy Moskovskogo Matematigeskogo Obitestra (Труды Московского Математического 
Общества). (Moscow) 
Ukrain. Mat. Z. Akademija Nauk Ukrainsko SSR (Академия Наук УССР). Institut Matematiki (Институт Mar 


тематики). Ukrainskii Matematiteskii Žurnal (Украинский Математический Журнал) (Kiev) 
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Ukrainian Math. J. Ukrainian Mathematical Journal (New York). Украинский Математический Журнил 的 英 译 。 

Uspehi Mat. Nauk Uspehi Matematičeskih Nauk (Успехи Математических Наук). (Moscow-Leningrad) 

Vestnik Moskov. Univ. Vestnik Moskovskogo Universiteta. I. Matematika i Mehanika (Вестник Московского Yan- 
верситета. 1, Математика и Механика). (Moscow) 

Viertelischr. Naturf. Ges. Zürich Vierteljahrsschrifte der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich (Zürich) 

Z. Angew Math. Mech. (Z. A. M. M.) Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mechanik, Ingenicurwissens- 
chaftliche Forschungsarbeiten (Berlin) 

Z. Angew. Math. Phys. (Z. A. M. P.) Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Physik (Basel) 

Z. Wahrscheinlichkeitsthrorie und Verw. Gebiete Zeitschrift fir Wahrsche 
(Berlin) 

Zbl. Angew. Math. Zentralblatt für Angewandte Mathematik! (Berlin) 


lichkeitstheorie und Verwandte Gebiete 


Zbl. Math. Zentralblatt für Mathematik und ihre Grenzgebiete (Betlin-Gattingen-Heidelberg) 


参考 文献 出 版 机 构 一 览 表 


Academic Press Academic Press Jac., New York-London 


Addison-Wesley Addison-Wesley Publishing Company, Iac., Reading (Ma: 


ichusetts). Menlo Park (California )-London= 
Don Mills (Ontario) 

Akadémiai Kiadé  Akiadásért felos: az Adadémiai Kiadó igazatója (Publishing House of the Hungarian Academy 
of Sciences), Budapest 

Akademie-Verlag Berlin 

Akademische Verlag. Akademische Verlagegesellechaft, Leipzig 

Asthelhoug H. Aschelhoug and Company, Oslo 

Benjamin W. A. Benjamin, Inc., New York-London 

Birkhauser Birkhauser Verlag, Basel-Stuttgart 

Blakic Blakic & Son Ltd., London-Glasgow 

Cambridge Univ. Press Cambridge University Press, London-New York 

Chapman & Hall Chapman & Hall Lid., London 

Chelsea Chelsea Publishing Company, New York 


Clarendon Press Oxrord University Press, Oxford 


Cremona Edizioni Cremonese, Rome 


Deutscher Verlag der Wiss. Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlia 
Dover Dover Publications, Inc., New York 

Dunod Dunod, Editeur, Paris 

Elsevier Elsevier Publishing Company, Amsterdam-London-New York 
Gauthier-Villars Gauthier-Villars & С“, Editeur, Paris 


Gina Ginn and Company, Waltham (Massachusetts )-Toronto-Loadon. 


Griffin Charles Griffin and Company Ltd., London 
Hafner Hafner Publishing Company, New York 


Harper (& Row) Harper & Row Publishers, New York-Evanston-London 
Hermann Hermann & Cit, Paris 


Hirzel Verlag von S. Hirzel, Leipzig 


1504 — 参考 文献 出 版 机 构 一 览 表 


Holden-Day Holden-Day, Iac., San Francisco-London-Amsterdam 

ntlerscience Interscience Publishers, Inc., New York-London 

John Wiley Joha Wiley & Sons, Inc., New York-London 

Lippincott J. B. Lippincott Compaay, Philadelphia 

Longmans-Green Longmans-Green and Company, Ltd., London.New York-Teronto-Bombay-Calcutta-Madras 
Macmillan The Macmillan Company, New York.London 

Maruzen Maruzen Company Lid., Tokyo 

Masson Matson et Ci*, Paris 

McGraw-Hill McGraw-Hill Book Company, Inc., New York-London-Toronto 

Methuen Methuen and Company Lid., London 

MIT Press The MIT Press, Cambridge (Massachusetts). London 

Noordhoff P. Noordhoff Ltd., Groningen 

North-Holland North-Holland Publishing Company, Amsterdam 

Oldenbourg Verlag von R. Oldenbourg, Munich-Vienna 
Oliver & Boyd Oliver & Boyd Ltd., Edinburgh-London 

Oxford Univ. Press Oxford University Press, London-New York 


Pergamon Pergamon Press, Oxford-London-Edinburgh-New York-Pa 


Frankfurt 
Prentice-Hall Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs (New Jersey) 

Princeton Univ. Press Princeton University Press. Princeton 

Random House Random House, Inc., New York 

Rinehart. Holt, Rinehart and Winston, Inc., New York-Chicago-San Francisco-Toronto London 
Springer Springer-Verlag, Berlin (-Gottingen)-Heidelberg-New York 

Teubner B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig-Stuttgart 

Ungar Frederick Ungar Publishing Company, New York 

Van Nostrand D. van Nostrand Company, Inc., Toronto-New York London 

Vandenhoeck & Ruprecht Gottingen 

Veit Verlag von Veit & Company, Leipzig 

Walter de Gruyter Walter de Gruyter und Company, Berlin 

Zanichelli Nicola Zanichelli 


tore, Bologna 

Гостехиздат Государственное Издательство Технико-Теоретической Литературы, Москва 
Наука Издательство Наука, Москва 
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中 文 索引 
西 文 索引 
俄 文 索引 
日 文 索引 
人 名 索引 
日 文人 名 罗马 拼音 对 照 表 


fe 用 说 BB 


— "mx * sl 


1. 本 索引 收录 了 正文 中 用 黑体 排 印 的 术语 和 附录 中 带 4 号 的 术语 ,采用 二 级 轮 排 法 . 


N 


w 


a 


^ 


wre 


> 


ow 


юе 


“术语 按 第 一 字 笔 男 分 先后 , 同 画 数 的 按 起 笔 笔 形 一 ( 横 ) | СЕ) 2 (ШЖ) + (点 )7( 折 ) 顺 序 排列 .第 
一 字 相同 的 术语 ,字数 少 的 在 前 ,多 的 在 后 ;字数 相同 的 再 按 第 二 字 的 笔画 和 起 笔 笔 形 排列 , 以 


下 类 推 . 


“第 一 字 是 西 文 (例如 : kD, Abel 函数 ) 的 术语 , 另 按 字母 顺序 排列 , 排 在 以 汉字 起 首 


的 术语 的 后 面 . 


.第 一 字 是 希腊 字母 (例如 : а 点 )、 俄 文 (例如 : Марков $E) 或 以 符号 起 首 ( 例 如 : ж 子 代数 ) 


的 术语 ,分 别 排 在 本 索引 的 最 后 . 


“术语 后 面 的 数字 ,表示 该 术语 出 现在 本 书 中 的 页 码 。 


=. W RSI 


.本 索引 收录 了 条 目 和 黑体 术语 后 附 的 英 \ 法 、 德 文 名 称 , 按 拉丁 字母 顺序 排列 . 
СНО B ss HEFY. 
' 第 一 字 是 希腊 字母 的 术语 (例如 : — e-capacity), 按 下 列表 中 对 应 的 拉丁 字母 顺序 排列 。 


.术语 中 带 有 上 标 或 下 标 者 ,排列 时 上 、 下 标 一 律 不 子 考虑 ， 例 如 : 


C*-algebra 
Ci-field 


C'-structure 


.以 符号 起 首 的 术语 (例如 : *-representation) 排 在 本 索引 的 最 后 . 
. 词 后 的 数字 ,表示 该 词 出 现在 本 书 中 的 页 码 . 


=. Xx # 5 


.本 索引 收录 了 条 目 后 附 的 俄 文 名 称 , 按 俄 文字 母 顺 序 排列 。 
. 词 后 的 数字 ,表示 该 词 出 现在 本 书 中 的 页 码 . 
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m. ХЖ 5 


1. 本 索引 收录 了 条 目 后 附 的 日 文 名 称 , 按 日 语 五 十 音 图 顺序 排列 . 
2. 词 后 的 数字 ,表示 该 词 出 现在 本 书 中 的 页 码 . 


五 、 人 名 索引 


1. 本 索引 收录 了 正文 和 附录 中 出 现 的 人 名 以 及 参考 文献 中 的 作者 名 , 按 姓 的 拉丁 字母 顺序 排列 
2. 中 国人 名 采用 汉语 拼音 . 
3. 日 本 人 名 采用 罗马 拼音 .为 便于 查阅 ,索引 后 附 有 日 文人 名 罗马 拼音 对 照 表 . 
4. 俄 文人 名 采用 下 表 罗 马 拼音 .如 与 习惯 拼写 法 有 明显 差异 时 ,在 括号 内 用 “一 "号 表示 ;如 排列 的 
位 置 有 明显 差异 时 ,用 “一 "号 表示 ， 例 如 : 
Aleksandrov (= Alexandroff) 
Tschebyscheff—»Cebysev 


q. 
Ш ш ch 
Hu * 
(bs ” 


th 
B6 b 
Вв ` 
Гг 


к 
Ha a (bD u y 
Ee е (b) » 

Be e Xx Ээ è 
Xx # Oo о | Ца е | Юю № 


Яя 


5. 东欧 各 国 的 人 名 ,如 有 本 国名 和 惯用 的 西欧 名 , 原则 上 用 前 者 , 后 者 在 括号 内 用 "一 "号 表示 。 例 
й: 
Fekete, Mihály (—Michael ) 
6. 人 名 后 的 数字 ,表示 该 人 名 出 现在 本 书 中 的 页 码 ， 


- а 

一 致 (原始 递归 ) 26 
一 一 的 (表示 ) 289，290 
一 一 的 ( 函 子 ) 107 
完全 一 一 的 ( 函 子 ) 107 
一 致 性 98 

有 一 致 性 234 

左 一 致 性 234 

т. 99 

直 积 一 致 性 100 

相对 一 致 性 100 
离散 一 致 性 99 

伪 度 量 一 致 性 100 

由 伪 距 离 生成 的 - 致 性 ”100 
伪 距 离 族 生成 的 一 致 性 ”100 
一 般 的 654 
一 般 点 548 
一 一 平坦 (4 模 ) 190 
—— 47 

一 一 映射 ”43 

一 次 变换 (级 数 的 ) 710 

一 次 等 价 ( 除 子 类 ) 554 

一 阶 标 架 520 
一 阶 谓词 9 
一 点 紧 化 (拓扑 空间 的 ) 84 
一 致 分 布 351 
一 致 目的 ”835 
一 致 代数 909 
一 致 地 好 1190 
一 致 同 用 100 
—Ж ЖОЕ!) 102 
一 致 收敛 (线性 算 子 序列 的 ) 862 
紧 一 致 收敛 ”103 
广义 一 致 收效 103 
RPS 103 
一 致 连续 (度量 空间 的 映射 ) 663 
一 致 拓扑 “99 

一 致 空间 98 

Hausdorff 一 致 空间 99 
下 一 致 空间 99 

直 积 一 致 空间 100 
一 臻 结构 98 
一 笔 描画 461 
一 般 方 程 135 
一 般 导 数 698 
一 般 位 置 + 
一 维 分 布 (随机 变量 的 ) 1098 
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一 一 平坦 的 ( 射 ) 551 

一 阶 标 架 族 518 

一 致 子 空间 100 

一 致 可 积 的 “1156 

一 致 同 是 的 (一 致 空间 ) 100 

一 致 收敛 的 (序列 ) 102 

一 致 连续 的 (一 致 空间 的 映射 ) 99 

一 致 连续 的 (度量 空间 的 映射 ) 88 
子 集 4 上 是 一 致 连续 的 101 

— BRI 99 

一 致 性 系数 1228 

一 致 性 的 基 98 

нахест еюн) 
970 

Ж 99 

一 般 下 导数 698 

一 般 上 导数 698 

一 般 互 反 律 368 

Arin 的 一 般 互 反 律 368 

一 般 可 导 的 ”698 

一 般 拓扑 学 577 

一 般 的 数 表 1494 

一 般 线 性 群 221, 231, 1476, 1477 

一 般 线性 群 (K 上 = 次 的 ) 225 
射影 一 般 线性 群 226 

域 K 上 射影 一 般 线性 群 226 
йк 上 = 次 一 般 线性 群 225 

一 般 型 曲面 528 

一 般 递归 的 (集合 ) 32 

一 般 旋 轮 线 464 

一 般 集合 论 п 

一 般 絮 旋 线 496 

一 般 Cayley 代数 183 

一 般 Thue 问题 40 

一 维 统计 量 1173 

一 一 保 角 映 射 、811 

一 次 抽样 检验 1223 

一 阶 谓词 逻辑 9 

一 阶 微分 算 于 47 

一 致 收敛 坐标 739, 781 

一 致 局 部 紧 的 (空间 ) 84 

一 致 拓扑 空间 99 

一 致 相 容 检验 

一 般 递归 函数 

一 般 递 归 谓词 27 

一 致 最 小 方差 

一 致 算 子 拓扑 ”862 

一 般 加 法 定理 


一 般 边 值 问 题 1000 
一 般 传染 理论 1227 
一 般 单列 代数 161 
一 般 线性 单 群 ”221 
一 般 绝对 连续 704 
一 般 射影 几何 440 
一 般 道 路 几何 516 
一 般 摄 动 理论 1286 
一 阶 上 同调 运算 599 
稳定 一 阶 上 同调 运算 600 

一 般 偏 微 分 方程 992 
RAMMAR 737 


一 臻 绝对 收敛 的 (序列 ) 102 
EE BEN А Т. ә REIS 
解 ) 970 
一 致 最 大 功效 的 (检验 ) 1203 
一 致 +Li 稳定 的 ”930 
一 般 的 角 的 大 小 413 
一 般 线性 变换 群 231 
一 般 线性 变换 群 (K 上 n 次 的 ) 
225 
射影 一 般 线性 变换 群 226 
域 K 上 射影 一 般 线性 变换 群 
226 
域 K 上 "次 一 般 线性 变换 群 
225 
一 般 线性 Lie 代数 ”247 
一 致 地 递归 于 v 地 (部 分 递归 函数 
中 的 ) 28 
一 维 对 称 分 布 函 数 1105 
一 阶 线性 常 往 分 方程 1410 
PRE RADHA 938 
一 阶 常 微 分 方程 的 解法 1410 
一 阶 偏 微分 方程 的 解法 “1417 
ханалт v 的 (部 分 递归 
函数 中 的 ) 28 
一 致 最 大 功效 置信 区 域 1201 
一 臻 最 大 功效 无 偏 置信 区 域 1200 
一 致 最 大 功效 不 变 置信 区 域 1200 
一 致 最 大 功效 无 偏 水 平 = 检验 
1204 


一 致 最 大 功效 不 变 水 平 的 检验 
1205 
二 画 
=] 
二 分 法 1266 
二 次 型 147 


二 次 型 (线性 空间 上 的 ) 140 
二 次 型 147 

次 型 147 

的 化 二 次 型 150 

二 次 柱 428 

二 次 域 355 

实 二 次 域 355 

二 次 域 355 

二 库 法 1274 

二 重点 538 

二 重 格 278 

二 元 关系 9 

二 次 方程 1365 

二 次 曲线 425, 445 
焦点 二 次 曲线 428 
二 次 合成 625 

二 次 曲面 426, 428, 429 
Darboux 二 次 曲面 519 
无 心 二 次 曲面 ”429 


双 曲 型 二 次 曲面 429 
抛物 型 二 次 曲面 429 
椭圆 型 二 次 曲面 +29 
二 次 规划 1241 

二 次 变换 (射影 平面 的 ) 552 
局 部 二 次 变换 527,546,553 
二 次 柱 面 428 

324 

798 

427, 429 

519, 520 

962 

° 

425 

427 

1282 

二 项 分 布 us 

负 二 项 分 布 1103，1457 
二 项 方程 127 

项 级 数 1401 


二 十 面体 群 219 
正二 十 面体 群 219 
二 次 曲线 东 445 


二 次 上 曲面 束 4 
二 次 非 剩余 324 


二 次 超 曲面 429 
超 曲 面 (射影 空间 中 的 ) 444 
0 Hh HH (Euclid 空间 中 的 ) 


1318, 1319 
55, 1431, 1466 
55, 1432 

1088 

的 距离 (从 一 点 到 另 一 点 ) 86 
单 形 法 1236 

二 重 归 纳 法 59 

二 重 链 复 形 194 


1246 
1239 
1223 

355 

445 
827 
9 

1262 

二 因素 试验 设计 “1217 
二 级 最 小 二 乘法 1225 
二 重 数学 归纳 法 59 

二 项 式 系数 的 级 数 782 
二 阶 线性 双 曲 型 方程 1003 
二 阶 偏 微 分 方程 的 解法 1418 
二 和 不 确定 性 线性 规划 1236 
十 六 元 数 158 

十 七 世纪 的 数学 1346 
十 八 世 纪 的 数学 1348 
十 九 世纪 的 数学 1348 
IE 1223 

[2] 

八 面体 群 219 

正八 面体 群 219 
八重 态 模型 1331 

ALB 1255 

人 工 智 能 1255 

人 口 数 学 1227 

入 口 边界 1146 
入 口 边界 点 1137 

几何 

代数 几何 535 

自然 几何 518 

形式 几何 564 

连续 几何 75 

dE Desargues 几何 442 
射影 几何 440 

微分 几何 1373 
数 的 几何 348 

一 般 射影 几何 440 


中 文 索 引 1509 


一 般 道路 几何 516 

有 限 维 射影 几何 en 
几乎 P 691 

几何 学 404 

圆 儿 何 学 457 

球 几何 学 457 

Euclid 几何 学 “410 
Laguerre 几何 学 457 
Mobius 几何 学 ”456 
Riemann 几何 学 1375 
双 曲 几何 学 451 

平面 几何 学 405 

立体 几何 学 405 
网 络 几何 学 458 
MILE 451 
仿 射 几何 学 446 
画 法 几何 学 453 

3E Archimedes 几何 学 408 
ЗЕ Desargues 几何 学 409 
dE Euclid 几何 学 451 
空间 几何 学 405 
保 形 几何 学 456 

纯粹 几何 学 404 

积分 几何 学 317 

射影 几何 学 440 

球面 几何 学 452 

综合 几何 学 404 
梢 圆 几何 学 451 

微分 几何 学 472 

解析 几何 学 404 

超 球面 几何 学 457 

n Me Euclid 几何 学 405, 411 
古典 微分 几何 学 1373 
仿 射 向 分 几何 学 520 

保 形 微分 几何 学 520, 521 
射影 微分 几何 学 518 
Riemann 的 非 Euclid 几何 学 451 
Лобачевский 的 非 Evclid 几何 

学 451 

狭义 的 仿 射 几何 学 450 
广义 的 m 维 Euclid 几何 学 412 
几何 点 ( 概 型 的 ) 550 
n 563 

几乎 必然 1098 

几乎 所 有 691 
ЛСВ) 555 
几何 亏 格 (代数 曲面 的 ) 545 
几何 分 布 1103，1457 

超 几何 分 布 1103，1457 
多 维 超 几何 分 布 1457 
几何 平均 666 

几何 光学 1298 

几何 纤维 ( 射 的 ) 550 
几何 级 数 708 


1510 = wil —1 


超 几 何 级 数 1040 

几何 重 数 881 

几何 基础 405 

几何 维 数 659 

几何 概率 317 

几何 的 单 的 (特征 值 ) 881 

几乎 处 处 收敛 1100 

Лор 1100 

几何 级 教 法 则 1227 

几何 作 图 问题 ”416 

几何 的 差分 方程 964 

几乎 不 变 的 检验 函数 1205 
(7) 

力学 

Newton 力学 1278, 1279 

天 体力 学 1282 

分 析 力学 1280 

图 解 力学 1088 

经 典 力学 1279 

统计 力学 1304 

流体 力学 1289 

量子 力学 1313, 1314 

非 线性 力学 951 

流体 静 力 学 1289 

磁 流体 力学 1293 

电磁 流体 力学 1293 

经 典 统计 力学 1304 

量子 统计 力学 1305 

平衡 系统 的 统计 力学 1305 

力 线 752 

力 多 边 形 1089 


Reuleaux 三 角形 431 
球面 三 角形 421, 1367 
自 配 极 三 角形 425 


积 
向 量 三 重 积 433 
数量 三 重 积 434 
点 集 95 
A on 


三 次 方程 1365 
三 阶 标 架 519, 520 
三 极 坐标 439 
三 体 问题 1285 

限制 三 体 问题 1286 
三 角 级 数 722 


ЖЕ 86 


727 


1040 


Laplace 方程 1422 


BTR 1225 
Euclid 空间 内 的 正 多 面体 

418 
干涉 1296 
亏 格 (曲面 的 ) 469 
亏 格 ( 纽 结 的 ) 610 
亏 格 ( 闭 算 子 的 ) 886 
W (K[G] аб) 296 
亏 格 (代数 曲线 的 ) 539 
亏 格 (微分 理想 的 》 975 
亏 格 (超越 整 函 数 的 ) 788 
gak 545 

RIR 575 

nd 

Ou su 
几何 亏 格 (代数 入 的 ) 555 
几何 亏 格 (代数 曲面 的 ) 545 
曲面 亏 格 545 

有 效 亏 格 539 

线性 亏 格 545 

算术 亏 格 542,557 
BARGE 557 

曲面 F 的 算术 亏 烙 544 
除 于 DD 的 算术 亏 格 544 
单 变量 代数 函数 域 KK 的 亏 格 

539 

亏 值 (表示 的 块 的 ) 295 
FREARK) 791 


=É 323, 544 
最 大 亏 数 545 
SH 295 


| 亏 指数 791, 865, 873 
j FIR (Riemann 积分 的 ) 682 
下 限 (实数 序列 的 ) s» 


下 界 ( 序 集 的 ) 58 
“FR 1062 

下 端 (积分 的 ) 688 
下 山 法 1068 

下 半 格 71 

下 导数 699 
一 般 下 导数 698 
右 方 下 导数 699 
左 方 下 导数 699 
寻常 下 导数 698 
下 极限 690 

下 变 差 697 

下 函数 756 

下 确 界 839 

下 确 界 ( 序 集中 的 ) 68 
下 方 有 界 ( 滤 子 的 ) 198 
下 方 有 界 ( 谱 序 列 的 ) 198 
FFER 664 

下 交叉 点 609 

下 导 函 数 699 

下 降 算 子 1041 

下 限 事件 1098 
下 方 有 界 的 ( 序 集 ) 68 
下 方 有 界 的 (实数 集 ) 89 


下 包 络 原理 747 
| 下 半 连 续 性 700 
下 极限 函数 664 
下 三 角形 矩阵 117 
大 于 806 

大 小 433 


大 小 ( 角 的 ) 412 

大 小 (区 组 的 ) 1214 
大 小 (样本 的 ) 1171 
大 小 (检验 的 》 1203 
大 小 ( 正 交 表 的 ) 1219 
样本 的 大 小 ”1220 
一 般 的 角 的 大 小 113 
KE 416, 453 
ABH 341 

大 气 折射 1281 

大 数 定律 1110 
弱 大 数 定律 1160 
强大 数 定律 ”111 
大 归纳 维 数 96 

大 半 群 代数 157 


| 大 范围 理论 


线性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 
943 


非 线性 常 微 分 方程 的 大 范围 理论 
948 

大 样本 理论 1171 
大 范围 变 分 法 505 
大 小 为 N 的 有 限 总 体 1220 
大 范围 的 十 渐 近 稳定 的 930 
万 有 ( 开 折 ) 656 
万 有 从 634 
万 有 的 (9 RF) 
万 有 域 548 
万 有 曲线 462 
万 有 纤维 从 634 
万 有 纤维 从 634 
GAMBA во! 


197 


HUMER 236, 608 

万 有 包 绝 代数 250 

万 有 系数 定理 (同调 群 的 ) 194 
万 有 系数 定理 (上 同调 群 的 ) 195 


万 有 系数 定理 (Abel 范畴 中 的 ) 
197 

上 同调 的 万 有 系数 定理 590 
同调 群 的 万 有 系数 定理 590 
HAMAS 608 

与 4 的 运算 相 容 ( 算 子 区 的 ) 
与 M 相 伴 的 线性 表示 290 
与 (Gym) 相 伴 的 Thom 复 形 652 
次 型 2 相伴 的 双 线 性 型 140 


Ci) 


上 升 (曲线 的 ) 485 

上 升 (向 重 场 的 ) 485 

上 限 (Riemann 积分 的 ) 682 
上 限 (实数 序列 的 ) 89 

上 界 ( 序 集 的 ) 68 
Hamming 上 界 1262 

上 积 (( 上 ) 同 调 类 的 ) 
上 积 (导出 函 子 的 ) 
ERCK 理论 中 的 ) 
上 积 ( 上 同调 运算 的 ) 
上 链 590 

上 链 ( 上 链 复 形 中 的 》 
分 离 上 链 617 
有 限 上 链 595 
Cc” 类 奇异 + е 
I 1156 

上 端 ( 积 分 的 ) 688 
上 包 络 754 

上 半 格 71 

上 达 缘 (上 链 复 形 中 的 ) 196 
上 同调 196 

超 上 同调 199 

Galois 上 同调 203 

Tae 上 同调 203 

Weil 上 同调 395 


186 


596 
200 
644 

599 


196 


481 


上 闭 链 (上 链 复 形 中 的 ) 
r 上 闭 链 590 
分 离 上 闭 链 617 
连续 上 闭 链 ”203 
SRL 616, 637 

上 导数 699 
一 般 上 导数 
右 方 上 导数 
左 方 上 导数 
寻常 上 导数 
КАШ 690 
ERE 697 

上 函数 (函数 的 ) 756 

上 确 界 839 

上 确 界 ( 序 集中 的 ) 68 
本 质 上 确 界 828 

上 链 群 (系数 群 的 ) 590 

上 微分 850 

ARF 1040 

ELFER 664 

上 边缘 群 590 

ша 194 

EREE 623 

上 同调 环 ”595，597 
ds Rham 上 同调 环 481 
紧 连 通 Lie 群 的 上 同调 环 

上 同调 类 196 
标准 上 同调 类 369 
基本 上 同调 类 626 
Thom 复 形 的 基本 上 同调 类 652 

上 同调 群 201, 590 

上 同调 群 (Lie 代数 的 ) 203 
紧 上 同调 群 595 
Amitsur 上 同调 群 204 
Cech 上 同调 群 594 
d 上 同调 群 524 
Dolbeault 上 同调 群 524 
Hochschild 上 同调 群 201 
广义 上 同调 群 595 
有 理 上 同调 群 。203 
奇异 上 同调 群 591 
相对 上 同调 群 590 
de Rham 上 同调 群 480 
Гельфанд-Фукс 上 同调 群 642 
Konworopos-Spanier |е f] Ї gt 

593 
第 二 种 上 同调 群 595 
URS 为 系 致 的 上 同调 群 113 
IBF ARME Coch 上 同调 群 114 

上 同调 模 194 

上 交叉 点 609 

EMSA 194 

上 导 函 数 699 

上 限 事件 1098 


196 


698 
699 
699 
698 


1383 
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上 的 映射 (4 到 8) 43 
上 调和 的 1133 
上 链 同 伦 194 
Leek st 194 
上 链 复 形 194, 540 
相对 上 链 复 形 194 
上 链 等 价 194 
上 方 有 界 的 ( 序 集 ) 68 
上 方 有 界 的 (实数 集 ) 89 
上 正则 表示 291 
上 边缘 同 态 590 
上 同调 的 上 边缘 同 态 591 
上 边缘 运算 590 
上 边缘 算 子 194 
上 同调 代数 597 
上 同调 运算 598, 599 
一 阶 上 同调 运算 599 
泛 函 上 同调 运算 625 
稳定 上 同调 运算 600 
稳定 一 阶 上 同调 运算 600 
稳定 二 阶 上 同调 运算 600 
上 同调 函 子 197 
上 同调 维 数 ( 层 的 ) 556 
上 同调 维 数 (代数 的 ) 201 
上 同调 维 数 (拓扑 空间 的 ) 97 
上 闭 链 群 590 
上 极限 函数 664 
上 调和 变换 1129 
上 调和 函数 754 
上 三 角形 和 矩阵 117 
上 半 连 续 分 解 80 
上 积 还 原 定 理 ( 关 于 上 同调 群 或 同 
调 群 的 ) 202 
上 链 复 形 映射 ”194 
上 方 有 界 性 原理 744 
上 同调 正 合 序列 194, 196 
上 同调 边缘 同 态 590 
上 同调 的 正 合 序 列 590 
上 同调 的 上 边缘 同 态 591 
上 同调 的 万 有 系数 定理 590 
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个 体 u 
个 体 (谓词 逻辑 中 的 ) э 
0 型 的 个 体 28 

' + 1 型 的 个 体 28 
个 数 50 

平均 抽检 个 数 
个 体 域 9 
个 体 变 元 9 
个 体 符号 u 
个 体 风险 论 1231 
个 依 遍 历 定理 892 
义务 储备 金 1230 
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1512 =m +17) 
久保 公式 1308 
pal 
广 群 212 
超 广 群 212 
广义 方差 1187 
广义 平行 447 
广义 动量 1280 
广义 过 程 1165 
广义 极限 835 
广义 坐标 1280 
广义 实数 90 
广义 卷 积 853 
广义 函数 847 
У (Гельфанд-Шилов 的 ) 
855 
正 广义 函数 853 
核 广义 函数 748 
超 广义 函数 857 
Dirac 广义 函数 848 
和 急 减 广义 函数 829，853 
缓 增 广义 函 至 853 
Гельфанд-Шилов 广义 函数 855 
协 方差 广义 函数 1160 
弱 平稳 广义 过 程 1160 
强 平 稳 广 义 过 程 1165 
代入 y = EGO 的 广义 函数 852 
具有 包含 在 曲面 内 的 支 集 的 广义 
函数 852 
广义 积分 684 
广义 距离 1137 
广义 赋值 ”177 
IUOS 932 
广义 Bayes 解 1191 
广义 Boole 环 74 
广义 Самог Ж 95 
广义 Hardy 类 910 
广义 Jacobi 入 542，798 
广义 分 解数 295 
广义 可 解 群 209 
广义 四 元 群 217 
广义 代数 系 53 
广义 同调 群 595 
XAR |e]? 851 
PPR, 851 
广义 相对 论 1309 
JOUET 907 
RRA 209 
JOM Bernoulli 推移 896 
广义 Boole 代数 74 
广义 Deajoy 可 积 704 
广义 Eisenstein 级 数 399 
广义 Fourier 变换 742 
广义 Hopt 同 态 622 


X Hurewicz 定理 621 
Huygens 原理 1006 
Lamé 方程 1048 
Lebesgue 测度 692 
Lebesgue 积分 695 
Mathieu RK 1055 
Pfaff 问题 972 
Poincaré 猜想 585 
广义 Schlómüch 级 数 1050 
广义 Дынкин 图 形 1377 
广义 一 致 收敛 。103 
广义 三 角 级 数 736 
广义 上 同调 群 595 
广义 拟 解析 的 ”681 
广义 拓扑 空间 77 
广义 的 旋转 群 411 
广义 单项 变换 527 
广义 函数 元 素 776 
广义 函数 空间 829 
广义 柱 面 坐 标 1372 
广义 保 形 映射 703 
广义 除数 函数 329 
广义 特征 空间 881 
广义 随机 过 程 1120 
弱 意义 的 广义 随机 过 程 1150 
各 点 独立 的 广义 随机 过 程 1121 
各 点 独立 值 的 广义 随机 过 程 
121 
广义 等 周 问题 762, 768 
广义 解析 开拓 776 
广义 解析 空间 826 
广义 解析 函数 776 
广义 Hopt 不 变量 624 
广义 Jacobi 行列 式 702 
广义 Riemann-Roch 定理 541 
广义 Tauber 型 定理 730, 909 
广义 三 角 多 项 式 736 
广义 连续 统 假 设 51 
广义 相对 性 原理 130 
TOX v. 氢 解析 的 ”681 
广义 有 限 序列 空间 1235 
广义 的 = 维 Euclid 几何 学 412 
广义 最 小 二 乘 估计 量 1185 
广义 Riccaü 型 常 微分 方程 ”1411 
广义 函数 意义 下 的 导数 849 
广义 函数 空间 Z 的 拓扑 ”850 
广义 函数 意义 下 的 偏 导 函数 вло 
之 间 ( 序 集中 的 两 点 ) 68 
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已 定向 流 形 (拓扑 的 ) 583 
已 定向 的 坐标 邻 域 系 475 
PRAF 

右 卫星 函 子 197 


tt 


t Е 
мхм к № a 


+ st 


t 


ERREF 197 

小 区 121+ 

ЛЖ пл 

小 平定 理 531 

小 平 维 数 527 
小 数 定律 ”1110 

小 归纳 维 数 96 
小 岛 -Schur 定理 710 

又 积 (( 上 ) 同 调 类 的 ) 596 
叉 积 (K 理论 中 的 ) 644 

又 积 (交换 环 与 群 的 ) 158 
子 从 633 
子 环 153 
子 图 57 

生成 子 图 57 

子 格 72 

子 域 129 

子 基 

开 集 系 的 于 基 77 

闭 集 系 的 于 基 78 
FR 49 
子 集 42 
子 集 (公理 集合 论 中 的 ) 20 
RFR 42 
子 群 205 
子 群 (拓扑 群 的 ) 233 

Borel +Ë (Lie 群 的 ) 243 
Borel 子 群 (代数 群 的) 259 
Cartan FB (Lie 群 的 ) 243 
Cartan 子 群 (代数 群 的 ) 259 
Carter 子 群 218 

Hall Ф 217 

Lie FRE 242 

Schur FB 293 

oF 207 

LER MEE 

AFR 233 

KEFR 206 

正规 子 群 206 

代数 子 群 256 

IRF 275 

MATE (Lie 群 的 ) 243 
抛物 子 群 (代数 群 的 ) 255 
FH 164 

迷 向 子 群 289 

BYTE 208 

循环 子 群 206 

算术 子 群 263, 276 
p-Sylow 子 群 217 
主 同 余子 群 275 

次 正规 子 群 209 

极 大 紧 子 群 (Lie 群 的 ) 245 
极 大 紧 子 群 (拓扑 Abel 群 的 》 

237 


连通 Lie PER 242 
单 参 数 子 群 244 
RAKETE 254 
容许 正规 子 群 208 

子 模 
МЕЖА 167 
容许 子 模 186 

子午 线 499 

FRA 156 

子 代数 (Lie 代数 的 ) 247 
Borel 子 代数 ”251 
Caran 子 代数 249 
米子 代数 912 
抛物 子 代数 251 
WME FR ҮТИК 242 
HR 105 

子 系统 (代数 系 的 ) 54 

子 序列 “49 
子 表 示 ( 西 表示 的 ) 298 

于 表示 (线性 表示 的 ) 290, 296 
тїй 104 
于 空间 ( 仿 射 空间 的 ) 447 
子 空间 (拓扑 空间 的 ) 79 
子 空 间 (线性 空间 的 ) 138 
子 空间 (射影 空间 的 ) 440 
主子 空间 (线性 算 子 的 ) 881 
闭 子 空间 833 
补 子 空间 (线性 空间 的 ) 
根子 空间 250 
一 臻 了 空间 100 
不 变 子 空间 (线性 算 子 的 ) 863 
对 合子 空间 975 
奇异 子 空间 444 
拓扑 子 空间 79 
线性 子 空间 (线性 空间 的 ) 
度量 子 空间 87 
特征 子 空间 144 
解析 子 空间 823 
全 迷 向 于 空间 23] 

子 组 法 1225 

FAH 577,578, 580, 581 

于 复 形 ( 链 复 形 的 ) 196 

子 流 形 (拓扑 流 形 的 ) 583 

子 流 形 (微分 流 形 的 ) 476 


139 


138 


开 于 流 形 583 
РИ 476 
正则 于 流 形 476 
BAF RH 493 
子 程序 1094 
FAR 186 
Tam 192 
+f Abel @ 567 
FoR 289 


子 行列 式 (和 矩阵 的 ) 121 


_ 主子 行列 式 (矩阵 的 》 121 
子 链 复 形 192 
子 集 公理 (公理 集合 论 中 的 ) 21 
子 上 链 复 形 194 
子 集 4 上 是 一 致 连续 的 101 
ARRI 263, 312 
REAR 1237 
АЕР 225 
四 元 数 么 模 群 ”271 
么 正 狂 截断 1326 

四 su 

[一 ] 


交 比 444 

方向 比 450 
MRE 1207 
阻尼 比 1297 
ЗН 454 

非 调和 比 444 
单调 似 然 比 1183 
狭义 单调 似 然 比 1183 
比特 1092, 1262 
比较 定理 925 
基数 的 比较 定理 50 
比较 检验 法 706 
比率 遍历 定理 893 
切 从 634 

RIIA 634 

切线 (平面 曲线 的 ) 462 
切线 (空间 曲线 的 ) 495 
切线 (=” 维 空间 中 曲线 的 ) 494 
Darboux 切线 519 
新 近 切 线 519 

切 平 面 497，1374 
ERR 475 

切 应 力 1287 

切线 影 1373 

切 空间 476 

切割 集 1238 

切 向 应 力 1287 
WARA 634 

切线 曲面 496 

切线 标 形 96 

切除 公理 592 

切除 同 构 590 

切 超 平面 445 
RICH 517 
RR 521 
"WE 521 
ADERE 52 
切 * 标 架 476 
切 向 量 空间 476 
切线 极 坐标 439 
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切除 同 构 定理 ”592 

切 角度 唱 结 构 522 

FEAR RAH 522 

支配 (代数 曲面 ) 546 

XIE 827，848，883 

支 集 (函数 的 ) 53, 847 

支 集 ( 层 的 截面 的 ) 113 

支 集 ( 残 分 形式 的 ) 479 

奇 性 支 集 (C” 函数 的 ) 870 

支配 的 “254 

支撑 线 430 

支撑 点 442 

SRC) 432 

支付 函数 1246 

ARZE 432 

支撑 半空 间 430 

支撑 线 函数 431 

支撑 超 平面 430 

元 (集合 的 ) 42 

主 元 1064 

极 元 (积分 元 的 ) 973 

补 元 ( 格 论 中 的 ) 72 

补 元 (Boole 代数 中 的 元 素 的 ) 
74 

HH (Chord 代数 的 ) 

面 元 977, 992 

乒 元 (4 模 的 ) 186 

逆 元 ( 环 的 ) 153 

KEMM) 178 

RI LM) 166 

紧 元 237 

们 元 ( 环 的 元 的 ) 165 

偶 元 (Clifford 代数 的 ) 163 

零 元 ( 环 的 ) 152 

ЖОЖ) 129 

零 元 (加 法 群 的 ) 214 

不 定 元 (多 项 式 的 ) 125 

不 变 元 ( 群 作用 下 的 元 ) 314 

中 心 元 ( 格 中 的 ) 73 

公 倍 元 ( 素 元 分 解 环 中 的 元 的 》 
166 

正则 元 ( 环 的 ) 153 

本 原 元 ( 域 的 扩张 的 ) 130 

生成 元 884 

生 威 元 ( 群 的 ) 206 

生成 元 (Abel 范畴 的 ) 197 

生成 元 (测度 空间 的 自 司 态 的 》 
900 

右 逆 元 ( 环 中 的 元 的 ) 153 

左 递 元 ( 环 中 的 元 的 》 153 

可 分 元 ( 域 的 ) 131 

可 逆 元 ( 环 的 ) 153 

可 除 元 (4 模 的 ) 186 

代数 元 ( 域 的 ) 130 
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1514 。 四 画 [一 ] 

FYE 131 

有 向 元 516 

有 限 元 1081 

后 继 元 68 

齐 次 元 (分 次 环 的 ) 171 
齐 次 元 ( 齐 次 环 的 ) 171 
极 大 元 ( 序 集中 的 ) 68 
极 小 元 ( 序 集中 的 ) 68 
拟 逆 元 907 

拟 逆 元 ( 环 中 的 元 的 ) 153 
单位 元 ( 环 的 ) 152 
单位 元 ( 域 的 ) 129 
单位 元 ( 群 的 ) 205 
单位 元 (代数 系 的 ) 53 
单位 元 (局 部 Lie 群 的 ) 235 
典型 元 ( 函 子 的 表示 中 的 ) 109 
矩阵 元 1314 
原子 元 (有 补 模 格 中 的 ) 73 
积分 元 973 

特征 元 881 

接触 元 973 

超 面 元 977 
超越 元 ( 域 的 ) 130 

最 大 元 ( 序 集中 的 ) 68 
最 小 元 ( 序 集 中 的 ) 68 
WBC) 152 
WBBM) 152 

无 限 高 元 214 

不 可 分 元 ( 域 的 ) 131 
不 可 约 元 ( 环 的 ) 166 
拟 正则 元 ( 环 的 ) 153 
所 可逆 元 ( 环 的 ) 153 
余生 成 元 (Abel 范畴 的 ) 197 
特征 线 元 978 

Bou 生成 元 644 
KERGER) 152 
同 伦 单位 元 603 

纯 不 可 分 元 ( 域 的 ) 131 
通常 积分 元 974 
TROER) 117 
ERREN) 42 

反 元 素 (函数 元 素 的 ) 775 
切 触 元 素 517 

中 间 元 素 ( 格 中 的 ) 73 
分 歧 元 素 776 

边界 元 素 471 

有 理 元 素 776 

体积 元 素 482 
BATEK 774, 778 
面积 元 素 516 

超 渡 元 素 631 

a 维 元 素 416 
反 函 数 元 素 775 

广义 函数 元 素 776 


元 数学 3 
лжет 361 
无 心 450 


无 关 


代数 无 关 ( 域 上 的 ) 132 
函数 无 关 675 
无 心 的 426 


无 记忆 
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无 关 的 ( 仿 射 空间 中 的 点 ) 447 


无 关 的 (射影 空间 中 的 


E) ad 


代数 无 关 的 ( 环 的 元 ) 170 


无 限 高 元 2! 


无 穷 远 点 ( 双 曲 几何 中 的 ) 452 


452 


705, 1401 
707, 1402 


4 


线性 无 关 的 (加 法 群 的 元 〉 214 

线性 无 关 的 (4 模 中 的 元 ) 188 

线性 无 关 的 (线性 空间 中 的 元 ) 
138 

线性 无 关 的 (线性 空间 中 元 素 的 
族 ) 138 


无 限 维 的 (线性 空间 ) 138 
Ete AB 186 

无 理 实数 s 

TAHE 1184 
ERAM 1302 

无 边缘 流 形 582 


解析 无 关 的 (元 ) 173 


无 序 对 


E 


无 序 对 (公理 集合 论 中 的 ) 20 


ESK 


90 


无 穷 大 (函数 ) 91 

正 无 穷 大 63 

MESK 63 

"Жж 91 

同 阶 的 无 穷 大 э! 

低 阶 的 无 穷 大 A 

高 阶 的 无 穷 大 91 
无 穷 小 (函数 ) 91 
无 穷 小 (随机 变量 序列 ) 1109 
无 穷 小 ( 非 标准 空间 中 的 元 素 ) 19 
a 阶 无 穷 小 91 
同 阶 无 穷 小 91 

低 阶 的 无 穷 小 91 

高 阶 的 无 穷 小 91 
无 限 阶 ( 群 的 元 ) 206 
无 限 阶 ( 超 越 整 函数 ) 789 
无 限 的 (基数 ) 50 


无 限 型 
无 限 集 
无 限 链 
无 限 群 
xem 
无 界 的 
无 核 集 
无 涡 的 
无 理 数 
无 偏差 


874 
42, 51 
595 
205 
213 
801 

81 

434 
61, 63 
135 


无 旋 的 (向 量 场 ) 434 


无 旋 流 
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ERO CER BRN) 165 
EARP 358 

无 穷 公理 (集合 论 中 的 ) 20, 45 
无 穷 远 点 66 


жж 
无 穷 大 的 阶 
无 穷 小 运动 
无 穷 小 的 阶 
无 穷 小 变形 
无 穷 小 变换 
无 穷 小 实数 


706, 858 


526 
264, 477 
18 


无 穷 回归 的 (可 测 变换 ) 894 
无 穷 行列 式 (Hill 解法 中 的 ) 1055 


无 穷 远 空间 
无 限 阶 短 阵 
无 限 连 分 数 
无 限 典型 群 
无 限 素 除 子 


447 
120 
326 
635 
179 


无 限 Grassmann 流 形 635 
无 限 Stickel 流 形 635 


无 偏 估计 量 
线性 无 偏 信 
中 位 数 无 偏 
最 佳 线性 无 

无 噪声 信道 

无 心 二 次 曲面 

无 关 紧 要 成 分 

无 穷 可 分 分 布 

无 穷 远 超 平面 

无 定义 的 术语 

无 定义 的 概念 

无 重 数 的 表示 

无 理 数 的 空间 

无 篇 比 估计 量 

TARER 
BAW: 

1201 

无 穷 小 生成 算 

无 限 维 透 镜 空 

无 偏 水 平 < 检 | 
一 致 最 大 功 


1195 
计量 
估计 量 
仿 估 计量 
1257 
429 
1078 
1104 
447 


1184 
1197 
1184 


1201 
效 无 偏 置信 区 域 


于 889 

间 609 

验 1204 
效 无 偏 水 平 = 检验 


无 偏 回 
ERME: 
无 限 维 
无 限 次 ; 
Xm 
天 体力 
FF (Rie 
FR 

开拓 


1204 
归 估计 量 1221 
实 射影 空间 638 
复 射 影 空间 639 
连续 可 微 的 函数 672 
1372 
学 1282 
mann 面 ) 
127 
975 


801 


开拓 (Riemann 面 的 ) 804 
开拓 ( 偏 微分 方程 组 的 ) 972 
开拓 (微分 方程 的 解 的 ) 924 
开拓 (覆盖 面 上 的 曲线 的 ) 801 


调和 
解析 : 
广义 | 
Li 
沿 曲 


基本 : 

基本 
LER 
开 区 间 
开 曲 面 
FHR 
开 单 形 
开始 值 
开 映 射 
开 星 形 
开 流 形 
FUR 
шш 
FFH 
开拓 定 


开拓 753, 774 
开拓 773 

解析 开拓 776 
解析 开拓 773 

线 C 的 解析 开拓 774 
461 


开 集 77 
开 集 (不 连续 群 的 ) 274 
233 


76 
(集合 的 ) 82 
形 583 

理 


Hartogs 开拓 定理 818 
Riemann 开拓 定理 818 


开拓 定理 ”1001 


Remmert-Stein 开拓 定理 823 


开 型 公 
FER 
开 映射 
开 超 平 
FRA 
开 结 点 
FRA 
不 可 约 
不 可 约 


E 1073 
同 态 234 
定理 835, 846 
fik 449 
的 基 77 

状 区 域 932 
的 子 基 77 


(EE) 586 
(代数 方程 ) sos 


在 0 处 不 可 约 ”823 
不 动 点 273, 614, 616, 929 
WBA (Riemann 面 上 的 ) 
275 
不 变 元 ( 群 作 用 下 的 元 ) 314 
半 不 变 元 ( 环 的 ) 314 
GREG 314 
相对 不 变 元 ( 环 的 ) 314 
绝对 不 变 元 314 
基本 不 变 元 314 
ABA 314, 315, 316 
ARK (Abel BAY) 213 
向 量 不 变 式 315 
相对 不 变 式 (多 项 式 环 的 ) 315 
积分 不 变 式 961 
基本 不 变 式 315 
绝对 不 变 式 315 
Poincaré 微分 不 变 式 67 
ARRAREN 961 
绝对 积分 不 变 式 961 
PRRARER 962 
nm 元 4 次 型 的 不 变 式 315 
不 变 的 (假设 ) 1204 
不 变 的 (判决 问题 ) 1193 
不 变 的 (测度 在 变换 下 ) 892 
不 变 的 ( 常 微分 方程 组 的 城 的 ) 
929 
右 不 变 的 ( 张 最 场 ) 241 
左 不 变 的 ( 张 量 场 》 241 
正 向 不 变 的 ”929 
最 大 不 变 的 1178, 1205 
不 变性 1201 
射影 不 变性 
KER 133 
不 变量 ( 椭 欧 曲线 的 ) 371 
不 变量 (正规 单 代数 的 ) 377 
不 变量 (Galeis 群 的 上 同调 类 的 ) 
369, 376 
半 不 变量 (概率 分 布 的) 
谱 不 变量 вов 
Cartan 不 变量 294 
Hase 不 变量 (p-adic 域 上 的 中 
心 单 代数 的 ) 160 
Hopf RAH 622 
Seifert 不 变量 611 
? 不 变量 (有 限 代数 数 域 上 的 中 
心 单 代数 的 ) 160 
同 伦 不 变量 603 
同 构 不 变量 (测度 空间 上 的 ) 
898 
相对 不 变量 ( 双 有 理 变 换 的 ) 
535 
保 角 不 变量 S 
度量 不 变量 (测度 空间 上 的 ) 


1140 


1102 
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898 
基本 不 变量 516 
绝对 不 变量 535 
微分 不 变量 518 
Filenberg-Tlocrumkon 不 变量 626 
Godbillon-Vey 不 变量 ( 叶 状 结构 


的 ) 483 

P 阶 不 变量 517 

广义 Hopf 不 变量 624 
同 伦 型 不 变量 605 

Bi p Нор 不 变量 625 
mod p Hopt 不 变量 625 


基本 微分 不 变量 519 
不 定 元 (多 项 式 的 ) 125 
不 定式 671 
不 定 的 (代数 方程 组 ) 
不 定性 1315 
不 定 组 (微分 算 子 组 ) 876 
不 定型 147 
不 等 号 665 
RGR 665, 1391, 1416 
Bessel RAK. 832 
Bhattacharya 不 等 式 1196 
Carleman 不 等 式 1392 
Cauchy KEA 666 
Girding 不 等 式 873, 1001 

Hardy 不 等 式 1392 

Hilbert 不 等 式 1392 

Holder KYR 666 

Jordan 不 等 式 1391 

Minkowski 不 等 式 667 

Morse 不 等 式 510 

Paley 不 等 式 720 
Schwarz 不 等 式 666 
Wirtinger 不 等 式 1392 
Wolfowitz 不 等 式 1199 
Young 不 等 式 1392 
Бернштейн RPR 716 
Буняковский 不 等 式 666 
Марков 不 等 式 716 
Чебышев 不 等 式 1100 

极 大 不 等 式 ( 极 大 遍历 引 理 ) 893 

条 件 不 等 式 665 

周期 不 等 式 571 

绝对 不 等 式 665 

能 量 不 等 式 1005 

联 立 不 等 式 666 

等 周 不 等 式 768 

BERGA 786 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 666 
Cramér-Rao 不 等 式 1196 

Holder 积分 不 等 式 666 
不 稳定 622 
不 打 结 的 。609 


127 
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不 可 分 元 ( 域 的 ) 131 

纯 不 可 分 元 ( 域 的 ) 131 
不 可 分 的 (函数 ) 1087 

不 可 分 的 (多 项 式 的 ) 126 
纯 不 可 分 的 (正则 映射 】 552 
不 可 达 的 470 

弱 不 可 达 的 (序数 ) 71 
强 不 可 达 的 (序数 ) 71 
不 可 约 元 ( 环 的 ) 166 
不 可 约 的 ( 流 ) 896, 931 
不 可 约 的 (根系 ) 261 
不 可 约 的 ( 概 型 ) 550 
不 可 约 的 (Mapxoe 链 ) 
Ж#Н (ККЖ) 547 
不 可 约 的 (多 项 式 ) 125 
不 可 约 的 ( 西 表示 ) 297 
不 可 约 的 (连续 统 ) 95 
不 可 约 的 (线性 系 ) 554 
不 可 约 的 (Riemann 流 形 ) 508 
不 可 约 的 (代数 方程 ) 127 

不 可 约 的 (有 补 模 格 ) 73 

不 可 约 的 (连续 几何 ) 75 

不 可 约 的 (线性 表示 ) 29b 

不 可 约 的 (射影 表示 ) 296 

不 可 约 的 ( 紧 群 的 表示 ) 240 
不 可 约 的 (解析 的 集 的 芽 ) 823 
不 可 约 的 ( 半 单 Lie 群 的 离散 子 群 ) 

277 

绝对 不 可 约 的 ”292 

不 可 解 度 32 

递归 不 可 解 度 32 

不 发 散 的 ”434 

不 成 立 的 (问题 ) 417 

不 连续 的 ( 群 ) 273 

纯 不 连续 的 ”273 

不 连接 性 (遍历 理论 中 的 ) 905 
不 连续 点 
不 连续 点 1118, 1150 

第 一 类 不 连续 点 664 
第 二 类 不 连续 点 664 
不 连续 群 273 

第 一 类 不 连续 群 274 
不 完全 域 131 

REFE 206 

不 变 分 布 1132 
AMM 311, 312 

不 变 测度 ( 流 的 ) 931 

不 变 测度 (Mapxos 链 的 ) 
不 变 测度 (Mapkoe 过 程 的 ) 
左 不 变 测度 ”311 
次 不 变 测度 1130 
拟 不 变 测度 313 
KERR 371 
不 变 微分 568 


1132 


1132 
1130 


不 定 方程 346 

RER 683, 696 

FR Hermite 型 149 

不 相交 的 (集合 ) 42 

不 相交 的 ( 集 族 ) 44 

不 相交 的 ( 西 表示 ) 298 
线性 不 相交 的 ( 域 ) 132 
不 相关 的 “1175 

不 相 容 的 (代数 方程 组 ) 127 
不 相 容 的 ( 偏 微分 方程 组 的 ) 972 
不 稳定 的 ”959 

不 稳定 的 ( 泛 函 微 分 方程 的 ) 970 
完全 不 稳定 的 。930 

不 稳定 解 1057 

不 可 分 扩张 ( 域 的 ) 130 

纯 不 可 分 扩张 ( 域 的 ) 131 
不 可 分 解 的 ”896 

不 可 分 解 的 (表示 ) 290 

不 可 分 解 的 (4 8) 188 

不 可 分 解 的 (连续 统 ) 95 
不 可 分 解 群 210 

不 可 压缩 的 (可 测 变换 ) 894 
不 可 约 分 支 (代数 簇 的 ) 547 
不 可 约 分 支 (线性 表示 的 ) 291 
不 可 约 分 支 (解析 空间 的 ) 824 
不 可 约 表示 (Banach 代数 的 ) 907 
不 可 约 情形 128, 1365 

不 可 定向 的 (拓扑 流 形 ) 583 
不 可 逆 过 程 1305 
不 动 点 定理 614 

Brouwer 不 动 点 定理 614 
Lefschetz 不 动 点 定理 614 
Schauder 不 动 点 定理 615 
Тихонов 不 动 点 定理 615 
角 谷 不 动 点 定理 616 
irkhoff 不 动 点 定理 


615 
不 动 点 指数 615 
不 变 子 空间 (线性 算 子 的 ) 863 


不 变 估计 量 1199 
最 佳 不 变 估计 量 
不 变性 定理 587 
区 域 不 变性 定理 97 

维 数 不 变 性 定理 97 
函数 关系 不 变性 定理 775 
不 变性 原理 1205 
不 变 统计 量 1178 

不 变 Haec 测度 

ЖЖЖ Har WE 311 
左 不 变 Hac 测度 311 
ЖЖ Марков 过 程 1152 
ЖЕ о 函数 854 

不 定 发 散 的 (实数 序列 ) 90 
AED RS 704 


1199 


不 确定 点 集 824 
Í 不 稳定 流 形 654 
不 可 比 求 和 法 710 
不 可 压缩 流体 1290 
不 可 约 特 征 标 292 
绝对 不 可 约 特征 标 292 
不 连续 变换 群 265 
不 变 判决 函数 1193 
不 变 测度 问题 894 | 
不 变 微分 形式 568 
不 完全 BRR 1040 1431 | 
REET BR 1040, 1431 
不 完备 性 定理 (Gadel 的 ) 25 
Gödel 的 不 完备 性 定理 3 
不 变 式 和 共 变 式 314 
不 变 水 平 < 检 验 1204 
不 完全 区 组 设计 
平衡 不 完全 区 组 设计 1216 
WA RACE EA BIT 
不 完全 椭圆 积分 1488 
第 一 类 不 完全 椭圆 积分 
1488 
第 二 类 不 完全 椭 贺 积分 
不 可 约 对 称 有 界 域 270 
不 可 约 对 称 Hermite 空间 269 
不 可 约 对 称 Riemann 空间 268 
不 可 约 表 示 的 基本 系 254 
不 定 积 分 的 递 推 公式 1394 
不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 
1379 
ERM) 322 
互 素 ( 分 数理 想 ) 358 
互 反 性 ( 零 化 子 的 ) 237 
互 反 性 (S 知 阵 的 ) 1324 
9 (Пятецкий-Шапиро 的) 306 
ERRER SH) 364 
互 反 律 (Hilbert 范 数 剩余 符号 的 ) 
365 
Шафаревич 互 反 律 377 
一 般 互 反 律 368 
Dedekind 和 的 互 反 律 345 
Artin 的 一 般 互 反 律 368 
Jacobi 符号 的 互 反 律 325 
Legende 符号 的 互 反 律 324 е 
互 反方 程 127 
互 斥 事件 1097 
互相 调和 分 离 444 
互补 松弛 性 定理 1234 
王 正 合 序列 631 
王 完 钟 正 合 序列 631 
五 边 形 409 
HAN 334 
ERER 457 
| 五 函数 1040 


1218 
1036, 


1489 


丰 数 323 

丰富 除 于 554 

极 丰 富 除 子 554 

历史 长 度 1259 

区 间 ( 格 中 的 ) 72 

区 间 (R 中 的 ) 63 

区 间 ( 序 集中 的 》 68 

区 间 (Boole 代数 中 的 》 74 
区 间 ( 格 序 (线性 ) 空 间 中 的 ) 839 
开 区 间 63, 16 

闭 区 间 63, 416 

+E 334 

无 限 区 间 63 

半 开 区 闻 690 

有 限 区 间 (R PAI) 63 
容许 区 间 1202 

基本 区 间 334 

置信 区 间 1201 

区 组 (小 区 的 ) 1214 

初始 区 组 1216 

区 域 (拓扑 空间 中 的 》 94 

介 稳 区 域 ( 嵌 人 的 ) 660 

双 曲 区 域 932 

可 行 区 域 (最 小 化 问题 的 ) 1239 
HAKR 932 

容许 区 域 1202 

接受 区 域 1202 

MAKA 932 

MAKR 1201 

稳定 区 域 660 

BRM 932 

开 结 点 状 区 域 932 
EARDER 1201 

闭 结 点 状 区 域 932 

一 臻 最 大 功效 无 偏 置信 区 域 

1201 
一 致 最 大 功效 不 变 置 信 区 域 
1201 

区 闻 估 计 1201 

区 间 函 数 697 

加 性 区 间 函 数 697 

区 组 设计 1214 

平衡 区 组 设计 1216 
随机 区 组 设计 1217 
平衡 不 完全 区 组 设计 56, 1216 
部 分 平稳 不 完全 区 组 设计 1218 
区 组 效应 1215 

区 域 估计 1200 

区 间 套 公理 (实数 的 ) 90 

区 间 套 原理 (实数 的 ) 63 
区 组 内 分 析 1216 
区 域 循环 的 ”930 
区 域 不 变性 定理 97 
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中 心 ( 群 的 ) 206 

ФОС фе) 73 

中 心 (球面 的 ) 415 

中 心 (Lie 代数 的 ) 245 

中 心 (二 次 曲面 的 ) 426 

中 心 ( 正 多 面体 的 ) 419 

中 心 ( 正 # 边 形 的 ) 418 

中 心 (连续 几何 的 ) 75. 

中 心 ( 超 平面 束 的 ) 441 

中 心 (二 次 超 曲 面 的 ) 450 

中 心 ( 非 结合 代数 的 ) 183 

中 心 (有 心 圆锥 曲线 的 ) 422 

中 心 ( 环 的 中 心 化 子 的) 154 

反 演 中 心 66 

曲率 中 心 495, 1373 

射影 中 心 441 

中 项 333 

中 点 448 

中 值 1105 

中 断 1095 

中 心 化 1149 

中 心 元 ( 格 中 的 ) 73 

中 心 列 

升 中 心 列 209，、248 

降 中 心 列 209, 248 

中 心 点 (Bendixson 意义 下 的 ) 932 

中 心 点 (Poincare 意义 下 的 ) 933 

中 立 型 965 

中 位 数 1105, 1173 

样本 中 位 数 1174 

中 间 域 130 

中 山 引 理 165 

中 心 化 子 ( 群 的 ) 206 

中 心 化 子 ( 环 的 子 集 的 ) 154 

中 心 扩张 ”211 

中 心 曲面 500 

中 心 运动 930 

中 心 差 分 1060, 1455 

中 间 元 素 ( 格 中 的 )》 73 

中 间 空 间 836 

中 间 积 分 996, 1419 

中 点 法 则 1077 

中 值 定理 (微分 学 中 的 ) 670 

Siegel 中 值 定理 350 

Виноградов 中 值 定理 336 

第 一 中 什 定 理 (Riemann 积分 的 》 
683 

第 二 中 值 定 理 637 

第 二 中 值 定理 (Riemann 积分 的 ) 
683 

中 心 化 过 程 1149 

中 心 投影 法 454, 459 


中 文 索引 4517 


中 心 单 代数 159 

ан 准则 (丰富 性 的 ) 

中 央 处 理 器 1093 

中 国 的 数学 1338 

中 心 对 称 变换 411 

中 心 极限 定理 1109 

中 世纪 的 数学 1336 

中 间 渐 近 分 数 。327 

中 位 数 无 偏 估计 量 1197 

内 点 76 

AR 480 

内 积 (向 量 的 ) 433 

内 积 (起 球 面 的) 456 

内 积 (( 上 ) 同 调 类 的 ) 597 

内 积 (导出 函 子 的 ) 200 

内 积 (两 个 = 元 向 量 的 ) 137 

内 积 (线性 空间 的 对 的 ) 843 

PERCHE Hilbert 空间 的 元 的 ) 832 

内 积 (度量 线性 空间 中 的 )》 140 

PIRR (Hermite 度量 线性 空间 的 》 
146 

内 积 (线性 空间 和 它 的 对 侦 空间 之 
闻 的 ) 139 

Hermite 内 积 146 

内 部 76 

内 部 ( 角 的 》 407, 412 

内 部 ( 单 形 的 ) 578 

内 部 (线段 的 ) 406 

内 部 ( 流 形 的 ) 582 

内 部 (多 边 形 的 ) 409 

内 接 415 

pi 1060 

内 同 构 ( 环 的 ) 153 

内 体积 692 

内 空间 (突变 理论 中 的 静态 模型 的 》 
655 

内 面积 685, 692 

内 测度 692 

Lebesgue 内 测度 693 

内 射 的 (对 象 》 197 

(R, S) 内 射 的 ( 模 ) 201 

内 摆 线 465 

内 微分 (代数 的 201 

内 微分 (Lie 代数 的 ) 249 

内 薄 的 “746 

内 在 同调 652 

内 存 程序 1092 

内 自 同 构 207 

内 自 同 构 ( 环 的 ) 153 

内 射 分 解 (Abel 范畴 中 的 ) 198 
右 内 射 分 解 (4 Жз) 195 

内 射 包 络 197 

内 射 维 数 ( 模 的 ) 200 
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内 射 4 模 190 

内 部 合成 52 

内 部 问题 755 

内 部 状态 39 

内 部 变换 801 

内 插 公式 

Bessel HEAR 1456 
Everett PHASE 1456 
Gaus AMAR 1456 
Newton 内 插 公 式 “1456 
РУЙ (Lie 于 群 的 ) 242 
内 自 同 构 群 ( 群 的 ) 207 

内 自 同 构 群 (Lie 代数 的 ) 249 
内 转 旷 形 线 431 

内 部 正则 性 870 
内 部 对 称 性 1331 

内 部 聚 值 集 795 
内 插 多 项 式 

Lagrange 内 插 多 项 式 717 
Newton 内 插 多 项 式 717 
日 程 计划 1238 
日 本 的 数学 1344 
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从 属 474 
从 属于 302 
从 切 平 面 495 
从 属 过 程 1152 
从 属 运算 1129, 1152 
从 右 方 作用 于 M 289 
从 左 方 作用 于 M 288 
BADR Bate ЭЛ 的 单位 分 解 83 
从 "个 中 取出 "个 的 组 合 1431 
从 个 中 取出 个 的 排列 “1431 
气体 分 子 运动 论 1305 
介 值 定理 664 
介 稳 区 域 ( 媒 入 的 ) 660 
公式 8 
闭 公式 (谓词 逻辑 中 的 ) 12 
WAR 306 
Adem 公式 600, 1382 
Bine 公式 1040 
Binet 公式 (Fibonacci 数列 的 ) 
328 
Boole 公式 709 
Bouquet 公式 ”495 
Cardano 公式 1365 
Cardano 公式 (关于 三 次 方程 的 ) 
128 
Cramer 公式 124 
Crofton A3} 317 
Euler 公式 678, 679 
Everett 公式 1456 
Ferrari 公式 1365 


Frenet 公式 494 
Gauss 公式 498, 689, 1074, 


1374 
Green 公式 689, 959, 1012, 
1375, 1421 


Heron 公式 1367 

Jensen 公式 772 

Kostant 公式 255 

Künneth 公式 197 

Lagrange 公式 433 

Leibniz 公式 670, 1395, 1401 

Liouville 公式 ”937 

Machin 公式 420 

Mehler 公式 1445 

Napier 公式 1367, 1368 

Newton 公式 126, 1456 

Nicholson 公式 1449 

Perron 公式 338 

Plücker 公式 538 

Poincaré AR 317 

Poisson 公式 1445 

Ricci 公式 492, 1376 

Rodringues 公式 1044 

Schlafli 公式 1445 

Simpson 公式 1073 

Sommerfeld 公式 1445, 1447 

Steinberg 公式 256 

Stirling 公式 1040, 1431 

Stokes 公式 688, 689 

Taylor 公式 670, 1396 

Wallis 公式 1402 

Watson 公式 1050, 1449 

H. Weber 公式 1449 

Weingarten 公式 498, 1374 

Weyrich 公式 1447 

Wiener 公式 728 

Дынкин 公式 1125 

Остроградский 公式 689 

Чебышев 公式 1073 

ARAR 1308 

开 型 公式 1073 

BERAR 741, 742, 743 

BWAR (Fourier 变换 的 ) 733 

反 演 公式 (余弦 变换 的 ) 728 

反 演 公式 (特征 函数 的 ) 1107 

反 演 公式 (Laplace-sticlies 变换 
的 ) 740 

反 演 公式 (局 部 紧 群 上 的 ) 300 

永 真 公式 9，12 

正切 公式 1367 

正弦 公式 1367 

正弦 公式 (平面 三 

正弦 公式 (球面 

有 效 公 式 9，12 


闭 型 公式 1073 

连接 公式 943. 1085 

RIAR 1367 

余弦 公式 1367 

余弦 公式 (球面 三 角 学 的 ) 421 

变换 公式 (9 级 数 的 ) 151 

变换 公式 (分 拆 的 母 函 数 的 ) 
345 

BRAR 1090 

RAAR 742 

原子 公式 8 

原始 公式 8 

乘积 公式 (不 变 测度 的 ) 312 

乘积 公式 (正规 赋值 的 ) 179 

乘积 公式 ( 范 数 剩余 符号 的 
365 

梯形 公式 (数值 积分 的 ) 1073 

理论 公式 1090 

ERAR 1277 

简化 公式 518 

Cauchy-Hadamard 公式 278 

Christoffel-Darboux 公式 721 

de Moivre 公式 65 

Dixon-Ferrar 公式 1449 

Euler-Maclaurin 公式 709 

Euler-Poincare 公式 589 

Frenet-Servet 公式 494, 1374 

Gauss-Bonnet A3} 499, 507, 
1375 

Green-Stokes 公式 688 

Hansen-Benel 公式 1445 

Kneser-Sommerteld 公式 1447 

Newton-Cotes 公式 1072 

nn-Hurwitz 公式 543 

Sonine-Schafheitlin 公式 1447 

Watson-Nicholson 公式 1448 

Weber-Sonine 公式 1447 

平面 Gaus ДД 689 

集合 论 公式 ”20 

Bessel HAR 1456 

Cauchy 积分 公式 770 

Euler RMAN 331 

Everett 内 插 公 式 1456 

Everett 插值 公式 1061 

Gauss AMAR 1456 

Gauss 积分 公式 1074 

Kronecker 极限 公式 381 

Lagrange AMAR 717 

Möbius FRAR 329 

Newton 内 插 公 式 1456 

Poisson RAIAR 709, 731, 
734 

Poisson 积分 公式 770, 1422 

Villar MSAK 770, 1422 


Weyl 积分 公式 313 

正弦 余弦 公式 1367 
代数 加 法 公式 572 

第 一 余弦 公式 421, 1367 
第 一 变 分 公式 ”512 

第 二 余弦 公式 421, 1367 
第 二 变 分 公式 ”512 

常数 变易 公式 970 
SAMAK 1075 
Gauss-Hermite BUPA 1074 
Gauss-Laguerre 积分 公式 1074 


Сашзз-Чебышев RAAR 1074 


Schwarz-Christoffel 变换 公式 
812 

Weyl 特征 标 公式 255 

Newton 向 后 插值 公式 1061 

Newton 向 前 插值 公式 1061 

不 定 积分 的 递 推 公式 ”1394 

积分 几何 的 主要 公式 317 

公设 5 

第 五 公设 по 

公理 5 

amne) 12 

Archimedes AE 63, 407 

Euclid 公理 410 

Fréchet ДЭВ 81 

Mausdorí A 81 

Martin 公理 (集合 论 中 的 ) 23 

bach 公理 406 

Vietoris 公理 81 

Колмогоров 公理 81 

子 集 公 理 (公理 集合 论 中 的 ) 21 

切除 公理 592 

无 穷 公理 (集合 论 中 的 ) 20, 45 

分 离 公 理 21, 80 

分 离 公 理 (集合 论 中 的 ) 45 

平行 公理 407, 410 

MEAM 592 

合同 公理 406 

并 集 公理 (集合 论 中 的 》 45 

关联 公理 405 

选择 公理 21, 22, 49 

选择 公理 (集合 论 中 的 ) 20 

WFA 406 

配对 公理 (集合 论 中 的 ) 45 

逻辑 公理 12 

维 数 公理 ”592 

替换 公理 (集合 论 中 的 ) 20, 45 

普通 公理 5 

давау) 45 

概括 公理 (集合 论 中 的 ) 45 

数学 公理 12 

区 间 套 公理 (实数 的 ) 90 

正则 性 公理 (集合 论 中 的 ) 20 


正 合 性 公理 592 

外 延性 公理 (集合 论 中 的 ) 20 

连续 性 公理 407 

Tietze 第 一 公理 81 

Tieze 第 二 公理 81 

SCI AR SEB) 
2, 10 

可 构造 性 公理 (集合 论 中 的 ) 22 

第 一 分 离 公 理 sl 

第 一 可 数 公理 81 

第 二 分 离 公 理 8I 

第 二 可 数 公理 в 

第 三 分 离 公 理 81 

第 四 分 离 公 理 81 

Dedekind 连续 性 公理 (实数 的 ) 
63 

数学 归纳 法 公理 59 

直线 的 完备 性 公理 407 

公 因 子 ( 素 元 分 解 环 中 的 元 的 ) 
166 

无 公 因 于 358 

最 大 公 因 于 166 

公 因 数 ( 数 的 ) 322 

最 大 公 因数 322 

公 倍 元 ( 素 元 分 解 环 中 的 元 的 》 
166 

最 小 公 舍 元 166 

公 倍 数 ( 数 的 ) 322 

最 小 公 倍 数 322 

公理 化 6 

公理 主义 6 

公理 系统 6 

公理 系统 (结构 的 ) 53 

公理 系统 (理论 的 ) 12 

Peano 公理 系统 59 

公理 集合 论 4，19 

分 413 

分 支 (图 的 ) 57 

分 支 (曲线 的 ) 462 

分 支 (拓扑 空间 的 ) 94 

无 限 分 支 462 

有 限 分 支 462 

连通 分 支 ( 拓 扑 空间 的 ) 94 

MAAK 551 

不 可 约 分 支 ( 代 数 入 的 ) 547 

不 可 约 分 支 ( 线 性 表示 的 ) 291 

不 可 约 分 支 (解析 空间 的 ) 824 

单位 元 分 支 233 

分 布 (随机 变量 的 ) 1098 

分 布 (微分 流 形 上 的 ) 973 

值 分 布 794 

Cauchy 分 布 1103, 1457 

Dirichlet 分 布 1103, 1457 

Erlang 分 布 1250 
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下 分 布 1103, 1179, 1457 
F(m, т) 分 布 1179 
Gauss 分 布 1103 

Poison 分 布 1103, 1457 
£ 分 布 1103, 1179, 1457 
п) 分 布 1179 
Kms 5) 分 布 1179 
Wishart 分 布 1180 

= 分 布 1103，1180，1457 
(my n) 分 布 1180 

B 分 布 1103 

8 分 布 1457 

гї 1103, 1457 
x'4yfi 1103, 1179, 1457 
x(n) ФБ 1179 
(яд) 分 布 1179 

一 臻 分布 351 

一 维 分 布 (随机 变量 的 ) 1098 
二 项 分 布 1103 

几何 分 布 1103, 1457 

不 变 分 布 1132 

双重 分 布 744 

平衡 分 布 747, 1252 

正 态 分 布 1457, 1494 

正 态 分 布 (k MER) 1103 
可 信 分 布 1171 

对 合 分 布 (微分 流 形 上 的 ) 973 
对 数 分 布 1457 

边缘 分 布 1099 

同时 分 布 1099 

先 验 分 布 1191 

后 验 分 布 1191 

多 项 分 布 1103，1457 
均匀 分 布 1103, 1457 
极限 分 布 1109 

连续 分 布 1103 

初始 分 布 1122 

单一 分 布 744 

单位 分 布 1103 

指数 分 布 1103, 1457 

总 体 分 布 1173 

样本 分 布 1178 

离散 分 布 1103 

容量 分 布 747 

联合 分 布 1099 

概率 分 布 1097，1102，1457 
稳 态 分 布 1252 

稳定 分 布 1105 

nist 1099 

长 方形 分 布 1457 

半 稳定 分 布 1105 

有 限 维 分 布 “1118 
负 二 项 分 布 1103，1457 
负 多 项 分 布 1103, 1457 
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拟 稳定 分 布 
素数 的 分 布 
格子 点 分 布 
超 几何 分 布 
最 不 利 分 布 
无 穷 可 分 分 布 
双 侧 指数 分 布 
对 数 正 态 分布 
多 维 正 态 分 布 
条 件 概率 分 布 
非 中 心 F 分 布 
非 中 心 : 分布 
非 中 心 分布 
非 中 心 Wishart 
非 中 心 * 分布 
标准 正 态 分 布 
绝对 连续 分 布 1103 
RESDA 1103 
n 维 概 率 分 布 ”1098 
多 维 超 几何 分 布 1103，1457 
最 不 利 的 先 验 分 布 1194 
指数 1/2 的 单 侧 稳定 分 布 
БИЛЕЙ x 的 一 维 概率 分 布 

1098 

分 枝 ( 解 析 函 数 的 ) 774 
分 析 (网 络 的 ) 1302 
BILL 
Fourier 分 析 1403 
方差 分 析 1185 
因子 分 析 1188 
回归 分 析 1184 
多 元 分 析 1185 
系统 分 析 1059 
TAA 662 
张 量 分 析 490, 
实验 分 析 1264 
活动 分 析 1274 
误差 分 析 1062 
调和 分 析 730 
RAM 1277 
数值 分 析 1059 
区 组 内 分 析 1216 
主 成 分 分 析 1188 
协 方差 分 析 1184 
多 元 方差 分 析 1186 
拓扑 Abel 群 上 的 调和 分 析 732 
分 拆 ( 数 的 ) 344 
整数 分 拆 344 
分 歧 ( 素 理想 ) 360 
非 分 歧 ( 素 理想 ) 360 
分 类 1266 
分 类 (关于 等 价 关 系 的 ) 47 
Alexander-Briggs 的 分 类 610 
极 小 曲面 的 分 类 528 


1105 
337 

1103 

1103, 1457 
1203 
104 
1457 
1457 
1457 
1100 
1179 
1179 
1180 
分 布 
1179 
1103 


1180 


1457 


491, 1375 


SLM Lie 代数 的 分 类 1377 
KAM Lie 代数 的 分 类 1377 
非 紧 实 单 Lie 代数 的 分 类 1375 
不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 
1379 
分 配 1247 
最 优 分 配 1221 
分 离 81 
BAN 430 
互相 调和 分 离 444 
EAHA) 190 
分 量 (向 量 的 ) 415, 433 
分 量 ( 张 量 的 ) 142 
分 量 ( 和 矩阵 的 ) 117 
分 量 ( 旋 量 的 ) 1327 
分 量 (向 量 场 的 ) 476, 478 
分 量 ( 直 积 集 的 元 素 的 ) 45 
分 量 (射影 空间 的 元 的 ) 442 
HARE 176 
单 分 量 ( 半 单 环 的 ) 
反 变 分 量 492 
水 平分 量 485 
水 平分 量 (轨道 的 ) 517 
正 交 分 量 415 
可 变 分 量 554 
半 单 分 量 (线性 变换 的 ) 
兴 变 分 量 492 
固定 分 量 554 
垂直 分 量 485 
相对 分 量 516 
x SERIES) 
基底 分 最 517 
第 二 分 量 517 
Hom 138 
第 ， 分 量 (s 元 向 量 的 ) 
第 单 分 量 (线性 变换 的 ) 
PFARRER) 
„ОЙ 192 
P 阶 主 分 量 517 
分 割 681, 900 
Э (0 й) 61 
分 割 (R 的 ) 63 
Bernoulli 分 割 902 
Farey jj] 334 
Марков 分 割 ( 自 同 构 的 ) 902 
Пинскер ЖЖ 901 
98 Bernoulli 分 割 902 


155 


145 


165 


137 
145 
145 


йшй 409 


分 解 (空间 的 ) во 

分 解 (Abel 范畴 中 的 对 象 的 ) 
右 分 解 (4 模 的 ) 195 
左 分 解 (4 模 的 ) 193 
Bruhat 分 解 261 
Chevalley 分 解 260 


196 


Jordan 分 解 (加 性 集 函 数 的 ) 
698 

Jordan 分 解 (有 界 变 差 函数 的 ) 
669 

Jerdan 分 解 ( 格 序 线性 空间 的 元 
的 ) 839 

Levi 分 解 249 

Peirce 分 解 (Jordan 代数 的 ) 
184 

Riesz 分 解 (位 势 论 中 的 ) 754 

Riesz Я (Марков 过 程 中 的 ) 
1127 

Wit 分 解 

Wold 分 解 

Хинчин 分 解 

谱 分 解 883 

内 射 分 解 (Abel 范畴 中 的 ) 

直 和 分 解 (集合 的 ) 44 

直 和 分 解 (加 法 群 的 ) 210 

直 积 分 解 210 

单位 分 解 83, 883 

BRAM (Lie BH) 245 

BRAM (Lie 代数 的 ) 253 

标准 分 解 863 

标准 分 解 (Z 的 ) 201 

复 谱 分 解 884 

射影 分 解 (Abel (SMS) 198 

遍历 分 解 (Lebesgue 测度 空间 的 ) 

905 

de Rham 分 解 508 

Peirce 左 分 解 ( 单 式 环 中 的 》 154 

右 内 射 分 解 (4 模 的 ) 195 

左 射影 分 解 (4 模 的 ) 193 

上 半 连 续 分 解 80 

对 偶 直 积分 解 238 

с" 类 单位 分 解 481 

分 数 

连 分 数 325 

部 分 分 数 1402 

主 渐 近 分 数 327 

中 间 新 近 分 数 327 

第 ”个 渐 近 分 数 (无 限 连 分 数 的 》 

326 
165 


148 
1161 
1159 


198 


分 式 环 
分 次 环 171, 602 

分 位 点 1173 

分 屋 集 (微分 拓扑 中 的 ) 
分 枝 点 (曲线 的 ) 461 
可 移 分 枝 点 948 
BEAR 948 
分 析 仪 
调和 分 析 仪 1095 
PADI 1095 
数字 微分 分 析 仪 


655 
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BRE 661 
分 拆 数 344 
分 歧 的 

非 分 歧 的 (覆盖 面 ) 801 
解析 非 分 歧 的 ( 半 局 部 环 ) 169 
分 歧 点 ”825，1027 
分 歧 点 (覆盖 空间 的 ) 801 
代数 分 歧 点 802 

对 数 分 歧 点 802 
分 歧 度 801 
分 歧 域 362 
分 歧 集 657 
分 歧 群 361, 375 
分 配 律 ( 环 中 的 ) 152 
分 配 律 ( 格 中 的 ) 72 
分 配 律 (基数 的 ) 51 
分 配 律 (集合 运算 的 ) 42 
分 配 律 (关于 自然 数 的 ) 60 
左 分 配 律 70 

完全 分 配 律 ( 格 群 中 的 ) 73 
分 配 格 72 
RAR 362 

т 次 分 贺 域 ”362 
分 离 的 ( 射 ) 550 
分 离 的 (一 致 空间 ) 99 
分 离 的 (形式 概 型 ) 564 
分 离 族 806 
DBR 162 
分 裂 的 ( 群 的 扩张 ) 211 
分 裂 域 ( 群 的 ) 258, 293 
最 小 分 异域 (多 项 式 的 ) 131 
分 解 的 

可 分 解 的 896 

可 分 解 的 ( 算 子 ) 914 

不 可 分 解 的 (4 模 ) 188 
不 可 分 解 的 (连续 统 ) 95 
DMIR 362 
分 解数 294 

广义 分 解数 295 
分 解 群 361 

不 可 分 解 群 210 
К 890 
分 布 函数 831, 1098, 1102 
经 验 分 布 函数 1116, 1174 
累积 分 布 函数 1098, 1102 
n Heo} ABIX 1099 

一 维 对 称 分 布 函数 1105 
分 式 理想 166 
主 分 式 理想 166 

分 次 代数 ”502 
分 次 理想 (分 次 环 的 ) 171 
分 次 4 模 192 
分 层 抽样 。1221 
分 校 过 程 1153 


Марков 分 枝 过 程 1154 
Galon-Weton 分 枝 过 程 1153 
分 析 力学 1280 
DARE 776 
分 歧 指数 360, 375 
分 歧 指 数 (赋值 的 ) 179 
BERT 542 
DERK 361 
分 类 定理 634 

Hopf 分 类 定理 606 
分 类 空间 634 

了 分 类 空间 634 
分 配 代数 183 
分 配 问题 1238 
分 圆 单元 363 
分 离 上 链 617 
分 离 公理 21, 81 
分 离 公 理 (集合 论 中 的 ) 45 
Тихонов RAB 82 
第 一 分 离 公 理 s 

第 二 分 离 公 理 а 

第 三 分 离 公理 в 

第 四 分 离 公 理 S 
分 离 定理 430 
分 离 空 间 82 
分 割 闭 链 sos 
分 割 的 900 
分 解 合同 409 
分 解 定理 367, 1176 
Lebesgue 分 解 定理 698 
索 元 分 解 定理 ( 整 环 中 的 ) 166 
唯一 分 解 定理 585 

维 数 的 分 解 定理 96 
分 数理 想 358 
分 别 连续 的 ”844 
分 歧 类 型 论 9 
DBR HBS) 735 
分 肌 线 性 的 ”584 
分 圆 多项式 362 
分 部 积分 法 (Denjoy 积分 的 ) 705 
分 部 积分 法 (Riemann 积分 的 ) 

684 
分 部 积分 法 (Stielje 积分 的 ) 687 
分 离 上 闭 链 617 
分 离 拓扑 群 233 
分 离 变量 法 985 
分 离 5 概 型 550 
分 支 弧 连通 性 94 
分 歧 覆 盖 空间 823 
DEERE 664 
BERR 579 
分 段 线 性 流 形 584 
分 贺 域 的 类 数 1470 


分 折 学 的 相 容 性 4 
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升 链 ( 群 中 的 ) 208 

升 链 ( 序 集中 的 ) 68 

升 中 心 列 209, 248 

升 链条 件 ( 群 的 ) 208 

升 链条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
升降 算 子 法 ”1041 

长 规 409 

长 度 (曲线 的 ) 462 

长 度 (向 量 的 ) 433 

长 度 ( 降 链 的 ) 73 

长 度 (线段 的 ) 412, 414, 450 
长 度 (4 模 的 ) 188 

长 度 (多 重 指数 的 ) 869 
长 度 (Jordan 意义 下 的 ) 699 
历史 长 度 1259 

仿 射 长 度 520 

极 值 长 度 813 
散射 长 度 1323 
曲线 的 长 度 699 

加 权 极 值 长 度 814 
Herseh-ptluger 极 值 长 度 813 
长 轴 423 

长 直线 583 

长 函数 924 

长 期 方程 118, 1283 

长 期 摄 动 1282 

长 方形 分 布 1457 
长 度 有 限 的 ”188 

长 度 的 特殊 单位 1276 

长 度 为 = 的 Wie 向 量 176 
长 短 辐 贺 内 旋 轮 线 465 
长 短 辐 圆 外 旋 轮 线 465 
反射 66 

空间 反射 1310 

镜面 反射 ni 

反 演 456, 749 

反 演 (关于 图 的 ) 66 
Laguerre 反 演 457 

反 元 素 (函数 元 素 的 ) 775 


反对 称 ( 张 量 ) 143 
反 同 构 207 

反 同 构 ( 环 的 ) 153 

反 同 态 207 

反 同 态 ( 环 的 ) 153 
BAN 475 

反 证 法 12 

反 定 向 583 

BEAR 44 

反 函 数 (解析 函数 的 ) 775 
RAK 775 
BEER 1146 

BRM 1326 

反 等 价 (范畴 间 的 ) 107 

反 Hermite 型 146 
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反正 纺 律 (Brown 运动 的 ) 1140 

反正 弦 律 (随机 走动 的 ) 1134 

反对 称 的 (关系 ) 46 

反对 称 的 (多 线性 映射 ) 140 

反对 称 律 67, 433 

反 自 同 构 207 

反 自 同 鬼 ( 环 的 ) 153 

主 反 自 同 构 (Clifford. 代数 的 ) 
163 

反 自 同 态 207 

反 自 同 态 ( 环 的 ) 153 

反 交换 律 433 

反 变 分 最 492 

反 变 向 最 142 

BÆRT 107 

反 变 指数 ( 张 量 的 分 最 的 ) 142 

BERR 1327 

反复 定理 836 

反射 原理 66, 1139 

Schwarz 反射 原理 774 

反 插 值 法 1060 

反 演 中 心 66 

反 演 公 式 741,742, 743 

反 演 公式 (Fourier 变换 的 ) 733 

反 注 公式 (余弦 变换 的 ) 728 

反 演 公式 (特征 函数 的 ) 1107 

BUA (Laplace-Stieltes 变换 的 ) 
740 

反 演 公式 (局 部 紧 群 上 的 ) 300 

Möbius ERAR 329 

反 演 半径 ”66 

反 Hermite 矩阵 [19 

反 三 角 函 数 677, 1493 

反正 则 变换 546 

反正 弦 变 换 1182 

反正 纺 定 律 (分 布 函 数 的 ) 1112 

反对 称 和 矩阵 117 

反作用 定律 1279 

BEREH 478 

反 变 张 量 场 478 

反 线性 表示 289 

反 函 数 元 素 775 

反 置 换 表示 288 

反 转 定向 映射 613 

反 变 张 量 代数 143 

REM 982 

风险 

Bayes 风险 1191 

IRE 1223 

用 户 风险 1223 

后 验 风险 1198 

风险 论 1231 

个 体 风 险 论 1231 

古典 风险 论 1231 


集体 风险 论 1231 
风险 函数 1190 

62! 
计算 (用 Turing BL) 40 
轨道 计算 1283 
数值 计算 1059 
高 精度 计算 1062 
计算 尺 1095 
计算 机 1091 
电子 计算 机 1091 
人 台式 计算 机 1091 
自动 计算 机 1091 
实时 计算 机 1096 
模拟 计算 机 1095 
混合 型 计算 机 1096 
数字 电子 计算 机 1092 
计算 法 
地 址 计算 法 1266 
图 解 计算 法 1088 
特征 值 的 数值 计算 法 1069 
计划 评价 ”1266 
计数 函数 790 
计量 心理 学 1227 
计量 生物 学 1226 
计量 经 济 学 1224, 1249 
计算 语言 学 1268 
计量 抽样 检验 1224 
计数 抽样 检验 1224 
六 边 形 409 
六 元 矢量 1300 
NARI 458 
六 角 晶 系 rs 
KAME 442 
文艺 复兴 时 期 的 数学 1346 
方 


Shrikhande Jj 1219 
Youden Jj 1219 
RTH 1219 

方向 ( 切 触 元 素 的 ) 517 
Bord 方向 792 
Julia 方向 789 
渐 近 方向 497 
主 曲 率 方向 498 
最 迪 下 降 方向 1085 

方 阵 117 


Aitken 方法 1060 
Euler 方法 1289 
Lagrange 方法 1289 
Mathieu 方法 1056 
Perron 方法 756 


Ritz 方法 765 
Scheinpflung 方法 455 
抽样 方法 1219 
插值 方法 836 
Ince-Goldstein 方法 1056 
Rayleigh-Ritz 方法 765 
构造 性 方法 3 
P.L. K. 方法 1083, 1084 
W. K. B. HE 1084, 1085 
因 于 分 解 方法 “1041 
线性 多 步 方法 1076 
线性 4 步 方法 1076 

WH 1099, 1102 
HX 1099 
XBR 1187 
TAHE 1184 
总 体 方差 173 
样本 方差 1174 
一 致 最 小 方差 1195 


主 方程 1307 

热 方程 1010 

Abel 方程 135, 1032 
Bloch 方程 1307 
Boltzmann 方程 1305 
Caianicllo 方程 957 
Diophantus 方程 346 
Dirac 方程 1316 
Emden 方程 956 

Euler 方程 763, 1280 
Galois 方程 135 

Gauss 方程 498 
Hamilton 方程 994 
Helmboltz 方程 1017, 1422 
Hill 方程 1055 

Kepler 方程 1284 
Langevin 方程 1143, 1308 
Laplace 方程 996 
Liénard 方程 952 
Mathieu 方程 1055 
Maxwell 方程 1299 
Monge 方程 995 

Pell 方程 346 

Pfaff 方程 971 

Poisson 方程 744, 996 
Schrödinger 方程 1314, 1315 
Stokes 方程 1017, 1048 
Tricomi 方程 1015 
Weber 方程 1047 
Чаплыгин 方程 1015 
一 般 方程 135 

二 次 方程 1365 

二 项 方程 127 

三 次 方程 1365 


不 定 方程 346 

互 反方 程 127 

长 期 方程 118, 1283 

正规 方程 (最 小 二 乘法 中 的 》 
1184 

KAHE 135 

电报 方程 1003 

四 次 方程 1365 

代数 方程 127, 1365 

发 展 方程 888, 890 

压力 方程 1290 

扩散 方程 1303 

似 然 方程 1200 

自然 方程 495, 518 

运动 方程 1279 

动 方程 (流体 的 ) 1289 

运动 方程 (模型 的 ) 1232 

连续 方程 1289 

伴随 方程 966 

局 部 方程 554 

RB 1024 

变 分 方程 925, 960 

波动 方程 1003, 1296 

差分 方程 963 

函数 方程 381 

线性 方程 933 

标准 方程 (圆锥 曲线 的 ) 423 

相伴 方程 1024 

指数 方程 941 

前 向 方程 1135, 1144 

结构 方程 ”487 

结构 方程 (E" 的 ) 493 

结构 方程 (曲面 的 ) 516 

结构 方程 (模型 的 ) 1232 

结构 方程 (曲率 形式 的 ) 486 

振动 方程 1422 

特征 方程 (矩阵 的 ) 118 

特征 方程 (差分 微分 方程 的 ) 
967 

特征 方程 (线性 差分 方程 的 ) 
964 

特征 方程 (线性 常 微分 方程 ) 
938 

特征 方程 (一 阶 偏 微分 方程 的 
981 

特征 方程 (线性 常 微分 方程 的 ) 
939 

积分 方程 1021 

预 解 方程 863, 1124 

能 量 方程 1289 

基础 方程 982 

联 立 方程 127 

循环 方程 135 

感应 方程 1294 


微分 方程 922 
Chapman-Kosmoropos 方程 1131 
Cherwell-Wright 方程 956 
Codazzi-Mainardi 方程 ”498， 
1374 
Hamilton-Jacobi 方程 。995,1281 
Hodgkia-Huxley 方程 ”957 
Klein-Gordon 方程 1316 
Monge-Ampére 方程 ”995 
Navier-Stokes 方程 1291 
Weber-Hermite 方程 1047 
二 维 Laplace 方程 1421 
= Laplace 方程 1422 
广义 Lame 方程 1048 
边界 层 方程 122 
全 微分 方程 971, 1417 
声 传播 方程 1003 
抛物 柱 方程 1415 
弦 振 动 方程 1003 
修正 Mathieu 方程 1055 
热传导 方程 1010, 1422 
常 微 分 方程 921, 1410 
偏 微 分 方程 922, 979, 1417 
BRAD 1003 
解 差分 方程 963 
WERKE 1289 
Abel 积分 方程 1027 
Beltrami 微分 方程 815 
Bessel 微分 方程 1048, 1415 
Charpit 辅助 方程 978, 981 
Euler 运动 方程 1289 
Fredholm 积分 方程 1021 
Gauss 微分 方程 1041 
Hamitton 典型 方程 1280 
Hammerstein 积分 方程 ”1027 
Heisenberg 运动 方程 1316 
Hermite 微分 方程 ”1415，1453 
Hill 微分 方程 1055 
Jacobi 微分 方程 1415, 1453 
KdV 微分 方程 957 
Killing AHR 508 
Kummer 微分 方程 1442 
Lagrange 运动 方程 ”1280 
Laguerre 微分 方程 1415, 1454 
Lame 微分 方程 1051 
Legendre 微分 方程 1415 
Lówner MAGE 786 
Riemann 微分 方程 1432 
Schroder 函数 方程 1031 
van der Pol 方程 952 
Volterra 积分 方程 1021 
Weber 微分 方程 1452 
Whittaker 散 分 方程 ”1046， 
1415, 1442 
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Колмогоров 后 向 方程 1135, 
1144 

Чебышев HAF 1451 

正则 局 部 方程 (在 积分 点 的 ) 
974 

代数 徽 分 方程 (微分 环 中 的 ) 
175 

光 程 函数 方程 995 

自 伴 微分 方程 939 

齐 次 积分 方程 1023 

伴随 微分 方程 939, 958 

延迟 微分 方程 971 

А78 969 

奇异 积分 方程 1026 

差分 微分 方程 965 

线性 积分 方程 1021 

恰当 敏 分 方程 1411 

特殊 函数 方程 1030 

积分 敏 分 方程 971, 1029 

渐 近 函 数 方程 381 

随机 微分 方程 1148 

ШЙ? ЭУ 1045 

Briot-Bouquet 微分 方程 ”946， 
949 

Cauchy-Riemann 微分 方程 769, 
817 

Euler-Lagrange 微分 方程 763 

Fredholm 型 积分 方程 1021, 
1022 

иш 行列 式 方程 1055 

тШ 127 

Maurer-Cartan 微分 方程 245 

Volterra 型 积分 方程 1021,1026 

一 阶 偏 微分 方程 992 

几何 的 差分 方程 964 

代数 的 微分 方程 948 

有 理 的 向 分 方程 948 

合流 型 微分 方程 1046 

齐 次 常 微分 方程 1410 

伴随 偏 微分 方程 958 

非 线性 积分 方程 1027 

PRUETT JE 937 

高 阶 双 曲 型 方程 1006 

超 几何 微分 方程 ”1041，1432 

Bernoulli 型 常 微 分 方程 141 

ut 型 常 微分 方程 1411 

Claram 型 偏 微分 方程 1418 

Fokker-Planck 偏 微分 方程 1144 

Fuchs 型 常 微分 方程 941 

Lagrange 型 常 微分 方程 1411 

Lagrange 型 偏 微分 方程 1418 

Laguerre (连带 ) 微 分 方程 1415, 
1454 

Prandtl 积分 微分 方程 1030 


1524 。 四 画 [71 


Riccai 型 常 微分 方程 


141 


椭 贺 型 偏 微分 方程 996, 1010, 
1421 


多 方 指数 微分 方程 956 


混合 型 偏 敬 分 方程 
双 曲 型 偏 微分 方程 、1003 
抛物 型 偏 微分 方程 1010 
Gauss 超 几何 微分 方程 945 
Legendre 连带 的 微分 方程 
一 阶 线性 党 微分 方程 1410 
阶 线 狂 双 曲 型 方程 ”1003 
广义 Riccati 型 常 微 分 方程 
高 阶 齐 次 常 微分 方程 1412 
高 阶 线性 常 微分 方程 1412 
Euler 型 线性 常 微分 方程 1412 
Wiener-Hopt 型 积分 微分 方程 
1030 
合流 型 超 几何 笋 分 方程 1046, 
1442 
450 


1014 


1043 


1411 


方向 比 

方位 角 1372 

方程 组 127 

Pfaff 方程 组 971 

正规 方程 组 (最 小 二 乘法 中 的 》 
1065 

线性 方程 组 125 

微分 方程 组 922 

Lagrange-Charpit 方程 组 

双 典 型 方程 组 “1007 

全 微分 方程 组 971 

常 微分 方程 组 922, 1411 

自 伴 微分 方程 组 940 

齐 次 线性 方程 组 123 

伴随 微分 方程 组 939, 958 

线性 结构 方程 组 1225 

1 阶 偏 微分 方程 组 (微分 流 形 上 
的 ) 975 

一 险 线性 常 油 分 方程 组 938 

方差 分 析 1185 

协 方差 分 析 

多 元 方差 分 析 

方差 矩阵 1102 

LESS 

方差 协 方差 矩阵 1102 

样本 协 方差 矩阵 1187 

方差 分 析 表 1185, 1217 

方差 协 方差 矩阵 1102 

户 田 括号 625 

心脏 线 464 

心 射 投影 法 459 


(71 


973 


1184 
1186 


XUR 744 


| 


双 格 278 
双 射 (集合 的 ) 44 
双 射 (范畴 中 的 ) 
双 曲 线 422 
38896 sub Ho 
直角 双 曲 线 423 
等 轴 双 曲线 423 
双 曲 型 (Riemann 面 ) 
双 曲 型 (空间 型 ) 272 
双 曲 型 ( 偏 微分 方程 ) 
弱 双 曲 型 1008 
强 双 曲 型 ”1008 
正则 双 曲 型 1007 
正则 双 曲 型 ( 偏 微分 方程 ) 
对 称 双 曲 型 1008 
狭义 双 曲 型 1007 
Girding 意义 下 的 双 曲 型 ”1007 
Петровский 意义 下 的 双 曲 型 
1007 
Eu 
双 叶 双 曲 面 426 
单 叶 双 曲面 426 
双 叶 旋转 双 曲 面 
单 叶 旋转 双 曲 面 
双 曲 柱 426 
双 曲 点 497, 654 
双向 的 ”610 
RRR ваз 
双 角 锥 (空间 的 ) 605 
双 角 锥 (映射 的 ) 605 
约 化 双 角 锥 (空间 的 ) 605 
n 重 约 化 双 角 锥 605 
RAR 164 
XU) 468 
pim 1328 
双 可 测 的 ( 测 变 空间 上 的 变换 ) 
892 
双 加 法 的 (映射 》 
双边 理 起 378 
双边 理想 ( 环 的 ) 154 
鉴 双 边 理想 379 
双 曲 区 域 932 
MAES 678 
双 曲 正弦 
та) 
双 曲 余 切 
双 曲 余弦 
双 曲 余 割 
双 曲 变换 66 
双 曲 空间 452 
实 双 曲 空间 271 
Hermite 双 曲 空间 271 
四 元 数 双 曲 空间 272 


105 


423 


803 


1003, 1008 


1003 


426 
426 


189 


| 双 曲 函数 678. 1364, 1483 


DUB 1005 
双 曲 型 的 (Riemann 面 ) 
双 曲 柱 面 426 
RRR 466 
双 极 坐标 438, 439, 1371 
双 极 定理 843 
双 线 性 型 ( 模 上 的 ) 189 
双 线性 型 (线性 空间 的 ) 
双 线 狂 型 (线性 空间 上 的 ) 
半 双 线性 型 146 
相伴 双 线 性 型 147 
与 二 次 型 2 相伴 的 双 线性 型 
140 
双重 分 布 
ж г 
双 正则 映射 
ppc 
双 有 理 对 应 
双 有 理 同 构 
双 有 理 变 换 
双 有 理 映射 
双 曲 几何 学 
双 曲 抛物 面 
双 曲 型 方程 
高 阶 双 曲 型 方程 1006 
二 阶 线性 双 曲 型 方程 
双 曲面 位 置 428 
双全 纯 映 射 820 
ЖЩ Student 检验 
DMR 1206 
Ж x? Юй 1206 
双 周 期 函数 1037 
双 线 性 证 函 842 
BRD REZ 844 
双 线性 映射 ( 模 的 ) 189 
双 线性 映射 (线性 空间 的 》 
双 射 影 空 间 446 
双 调和 函数 753 
双 曲 型 方程 组 1007 
双 侧 指数 分 布 1457 
双 刻 度 对 照 尺 1086 
双 轴 球面 函数 “1045 
双 叶 旋转 双 曲 面 426 
双 曲 型 二 次 曲面 429 
双 曲 型 偏 微分 方程 1003 
双 线 性 型 的 矩阵 140 
双 曲 型 偏 微 分 方程 的 初 值 问题 
1419 
以 x 为 模型 的 48+ 
以 1 为 指标 集 的 族 48 
以 “为 底 的 对 数 函 数 676 
以 «为 底 的 指数 函数 。675 
以 4 为 指标 集 的 集 族 ”44 
以 6 为 系数 群 的 同调 群 589 


802 


140 
842 


744 

1040 
549 
426 
552 
257 
552 
552 
451 
426 


1003 


1206 


140 


以 ! 为 模 的 实数 加 法 群 64 
UEF 为 系数 的 上 同 请 群 ns 
ШЭ PERK 778 
9m 
Castelnuovo 引 理 
Deho 引 理 585 
Dolbeault 引 理 524 
Fatou 引 理 696 
Harnack 引 理 751 
Hunt-Stein [EE 1205 
Neyman-Pearson 基本 引 理 
Schur 引 理 188, 290, 298 
Schur 引 理 (关于 单 模 的 ) 155 
Schwarz 引 理 782 
Weyl 引 理 871 
Zorn 引 理 50 
Соболов 引 理 
中 山 引 理 165 
Artin-Rees 引 理 167 
Krull- 东 屋 引 理 165 
极 大 遍历 引 理 893 
变 分 法 的 基本 引 理 763 
KH 56 


568 


1203 


1001 


1136 
标准 尺度 “1145 
尺度 化 1228 

尺度 参数 1178, 1204 
水 平 (检验 的 ) 1203 
水 平 ( 正 交 表 的 ) 1219 
水 平 (容许 区 域 的 ) 1202 
置信 水 平 1201 
平均 出 厂 质量 水 平 
水 平 的 (向 量 〉 485 
水 平面 751 
Жей 453 

水 平分 角 485 
水 平分 量 (轨道 的 ) 517 
水 平 投影 453 
水 平 “检验 

无 偏 水 平 “检验 
不 变 水 平 < 检 验 
УЧАР а Ю 1205 
极 小 极 大 水 平 < 检 验 1205 
一 致 最 大 功效 无 仿 水 平 « 检验 

1204 

水 平 = 的 检验 ”1203 
五 = 


[=I 


1224 


1204 
1204 


功效 的 
最 大 功效 的 ”1203 
一 致 最 大 功效 的 (检验 ) 
功效 函数 


1203 


检验 功效 函数 1203 

包 络 检验 功效 函数 1205 

打 结 的 609 

平凡 77 

平凡 (局 部 系数 群 ) 593 

XE 231 

平行 (直线 ) 407 

平行 ( 仿 射 空间 ) 447 

PÍT (Levi-Civita 意义 下 的 向 量 场 ) 
499 

广义 平行 447 
狭义 平行 ( 仿 射 空间 )》 447 

平均 666 

平均 (随机 变 最 的 ) 
相 平 均 1305 
Fejér 平均 724 
几何 平均 666 
调和 平均 666 
算术 平均 666 
后 向 移动 平均 

平角 413 

平坦 (联络 ) 485 

平坦 (4 模 ) 190 

平坦 (Riemann WEE) 507 

一 一 平坦 (4 模 ) 190 

局 部 平坦 (联络 ) 485 

局 部 平坦 ( 子 流 形 ) 583 

平面 (几何 基础 中 的 ) 405 

平面 ( 仿 射 几何 中 的 ) 447 

平面 (射影 几何 中 的 ) 441 

切 平 面 497, 1374 

水 平面 751 

主 平面 427 

半 平 面 406, 470 

法 平面 495 

复 平 面 65 

超 平面 ( 仿 射 空间 中 的 ) 447 
超 平面 (射影 空间 中 的 ) 441 

Gauss 平面 65 

= 平面 66 

平面 s, 

切 起 平面 445 

KDE 495 

极 超 平面 (射影 空间 中 点 的 》 
445 

复数 平面 65 

速 端 平 面 1290 

射影 平面 441 

密切 平面 495 
Gauss-Argand 平面 65 
支撑 超 平面 430 
回归 起 平面 1184 
特征 超 平面 “1003 
Cayley 射影 平面 


1099 


uet 


183 
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无 穷 远 超 平 而 447 


平移 


平凡 的 ( 纽 结 ) 609 
平凡 的 (纤维 从 ) 633 
平凡 的 ( 复 结构 族 ) 526 
非 平 凡 的 ”585 
天 平凡 的 ”258 
平方 和 
残 差 平方 和 
误差 平方 和 
平行 体 
超 平行 体 84, 449 
开 超 平行 休 449 
平行 的 ( 张 量 场 ) 505 
可 平行 的 ( 流 形 ) 653 
APTN 653 
稳定 可 平行 的 653 
平行 性 ( 流 形 ) 487 
平行 流 931 
平均 法 952 
平均 值 736, 738 
平均 值 (随机 变量 的 ) 
平均 和 (概率 分 布 的 ) 
平均 值 (能 平稳 过 程 的 》 
1160 
平均 值 ( 紧 群 上 的 函数 的 ) 239 
条 件 平均 值 1100 
PH 1258 
平坦 的 ( 射 》 551 
一 一 平坦 的 ( 射 ) 
正规 平坦 的 553 
局 部 平坦 的 (Riemann 流 形 》 
507 
平坦 点 498 
PHR der 
起 平面 束 441 
平面 图 58 
标高 平面 图 453 
平面 波 1296 
pR 470 
平移 流 903 
平移 数 736, 737 
平稳 的 (信道 ) 1259 
平稳 点 494 
平稳 值 673 
平衡 的 
APRN RF) 
X SCR) 


1184 
1184 


1099 
1102 
1159, 


551 


196 
198. 


1526 五 画 [一 ] 
平衡 点 (对 策 论 中 的 ) 1247 
平衡 点 (拓扑 动力 学 的 ) 929 
平凡 拓扑 77 
平凡 空间 77 
平凡 赋值 
平行 公理 
平行 坐标 
平行 射影 448 
平行 移动 450 
平行 移动 ( 沿 曲线 ) 485 
平行 移动 ( 张 量 场 的 ) 505 
平行 移动 ( 切 向 量 空间 的 ) 
平均 时 数 793 
平均 曲率 509 
平均 曲率 (曲面 的 ) 498 
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积分 正弦 1048 
正 型 745 

ER 251 

ЕЗЙ 420 
uis) 678 
EK 62 
正则 元 ( 环 的 ) 153 
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正则 管 752 

正 合 的 (加 法 共 变 函 子 ) 197 
正 合 的 (测度 空间 的 自 同 态 ) 901 
右 正 合 的 ( 函 子 ) 197 

左 正 合 的 ( 函 子 ) 197 

半 正 合 的 ( 函 子 ) 197 

正 交 化 

Schmidt 正 交 化 “720 
正规 正 交 化 ”415 
JERR 832 
正规 正 交 系 832 
完备 正 交 系 56 
完备 正 交 系 1024 
完备 正规 正 交 系 
正 交 表 1219 

正 交 的 (函数 ) 719 
正 交 的 ( 子 空间 ) 139, 415 

正 交 的 (拉丁 方 ) 56 
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右 正则 表示 ( 逆 线性 表示 ) 291 
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EAKA 659 
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同 伦 正 合 序列 (拓扑 空间 的 对 的 ) 
619 
同调 正 合 序列 193, 592 
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正规 化 子 (Lie 子 代数 的 ) 249 
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正 实 函 数 1302 
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正弦 变换 728 

BEREM 1182 
ERA 1048, 1444 
正弦 摆 线 461 
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EMAK 731, 733 
正 型 数列 731 
正 项 级 数 706 
正 射影 法 1080 
正常 空间 447 
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正则 性 公理 (集合 论 中 的 ) 20 
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非 正则 射影 变换 (4 种 的 ) 444 
正则 C! RRE 674 

正 向 轨道 稳定 930 

Ef] Lagrange 稳定 的 929 
正 向 Poisson 稳定 的 ”930 
正 向 Ляпунов 稳定 的 930 
正 交 曲线 坐标 438 
正 交 多 项 式 系 721, 1450 
正 交 函 数 展 开 720 
正 局 部 坐标 系 475 
正 态 随机 过 程 1119 

复 正 态 随机 过 程 1119 
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ARR 645 

года HER 645 

流 形 M 的 示 性 类 641 
示 性 数 641, 934 

Fuler RHM 589 


Todd 示 性 数 574 
Euler-Poincaré ДЕ 589 

ЛЕВ НСА) 581 

示 性 映射 (纤维 从 的 ) 634 

古典 逻辑 10 

古代 的 数学 1333 

古典 风险 论 1231 

古 和 与 变 分 法 764 

古典 描述 集合 论 38 

古典 微分 几何 学 1373 

ARM 606 

非 本 质 的 ”606 

本 质谱 887 

本 原 元 ( 域 的 扩张 的 ) 130 
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右 正则 表示 ( 逆 线 性 表示 ) 291 
右 导 出 函 子 198 
右 氢 基本 解 878 

右 伴随 函 子 108 

有 线性 空间 137 

有 射影 空间 446 

有 微分 系数 669 

有 不 变 Haw WE 311 
左 端 (区 间 的 ) 63 

左 分 解 (4 模 的 ) 193 
Peirce 左 分 解 ( 单 式 环 中 的 ) 
左 平移 289 

左 导数 669 
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左 全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 
左 导出 函 子 198 
EMEK 878 

左 伴随 函 子 108 

左 线性 空间 137 

左 射影 分 解 (4 模 的 ) 193 
左 射影 空间 446 

左 微分 系数 669 
左 R 模 范畴 104 
左 不 变 Haar 测度 311 
可 去 761 
可 约 

不 可 约 ( 流 形 ) 586 
不 可 约 (代数 方程 ) 808 
在 0 处 不 可 约 823 
可 和 

4 可 和 711 ` 
Abel 可 和 711 

Borel 可 和 712 
(6,«) 可 和 7n 
Norlund 可 和 712 
(R, к) 可 和 713 
Baym 712 

а Cero 可 和 711 
kU Riesz 可 和 713 
РК Holder 可 和 711 
按 积分 Borel 可 和 712 
可 测 691 

Lebesgue 可 测 693 

4k 可 测 691 
关于 не 为 可 测 691 
可 除 ( 加 法 群 214 
可 除 (Abel p I) 213 
可 积 

D 可 积 704 

Lebesgue 可 积 695 
Perron 可 积 705 
Danicl-Stone 可 积 860 
广义 Denjoy 可 积 704 
[fk 769 

关于 参数 4 TM 850 
可 解 (Lie BE) 242 

可 数 ( 胞 腔 复 形 ) 581 
局 部 可 数 ( 胞 腔 复 形 ) 581 
aji 604 

可 分 元 ( 域 的 ) 131 

不 可 分 元 ( 域 的 ) 131 
纯 不 可 分 元 ( 域 的 ) 131 
可 分 的 (函数 ) 1087 
BCA BR) 552 
可 分 的 (多 项 式 的 ) 126 
可 分 的 ( 折 扑 空间 ) 81 
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可 分 的 (随机 过 程 ) 111% 
不 可 分 的 (函数 ) 1087 
不 可 分 的 (多 项 式 的 ) 
完全 可 分 的 (空间 ) вт 
纯 不 可 分 的 (正则 映射 ) 552 

可 分 核 1024 

可 加 性 
完全 可 加 性 691 
概率 的 可 加 性 1098 

可 列 的 (基数 ) 50 

可 达 的 470 

可 达 的 (从 区 域 ) 95 
不 可 达 的 ”470 
弱 不 可 达 的 (序数 ) 71 

可 迁 地 264 
可 迁 的 (关系 ) 46 
EERI (G Ж) 289 
йэ у 289 
度量 可 迁 的 ( 流 ) 931 
k 重 可 迁 的 (G E) 289 

可 迁 律 ( 序 的 ) 67 

可 迁 律 (等 价 关 系 的 ) 47 

可 迁 类 289 

BER 219 
非 可 迁 群 219 
多 重 可 迁 群 219 
KETEM 219 

可 行 解 1234 

可 导 的 
一 般 可 导 的 
寻常 可 导 的 

可 约 的 896 

可 约 的 (表示 ) 290 

HIRIRA) 547 

可 约 的 (多 项 式 ) 125 

可 约 的 (线性 系 ) 554 

可 约 的 (代数 方程 ) 127 

可 约 的 (连续 几何 ) 75 

可 约 的 (解析 的 集 的 莹 ) 823 
不 可 约 的 ( 流 ) 896, 931 
不 可 约 的 (根系 ) 261 
不 可 约 的 ( 概 型 ) 550 
不 可 约 的 (Mapxoe 链 ) 1132 
不 可 约 的 (代数 策 ) 547 
不 可 约 的 (多 项 式 ) 125 
ABSA RBA) 297 
不 可 约 的 (连续 统 ) 95 
不 可 约 的 ( 线 狂 系 ) 554 
不 可 约 的 (Riemaon 流 形 ) 
不 可 约 的 (代数 方程 ) 127 
不 可 约 的 (有 补 模 格 ) 73 
不 可 约 的 (连续 几何 ) 75 
不 可 约 的 (线性 表示 ) 290 
不 可 约 的 ( 紧 群 的 表示 ) 240 


126 


698 
699 


508 


NCC] 


不 可 约 的 (射影 表示 ) 296 
不 可 约 的 (解析 的 集 的 芽 ) 823 


不 可 约 的 ( 半 单 Lie 群 的 离散 子 
| 


群 ) 277 
完全 可 约 的 (表示 ) 
完全 可 约 的 (4 模 ) 

可 估 的 “1184，1195 
可 证 的 (公式 ) 12 
可 和 的 

Euler 可 和 的 
了 可 和 的 710 
191 可 和 的 712 
绝对 Borel 可 和 的 
可 变 点 544 
可 测 的 ( 流 ) 898 
可 测 的 ( 集 ) 692 
可 测 的 (序数 ) 23 
可 测 的 (变换 ) 892 
可 测 的 (信道 ) 1258 
可 测 的 (随机 过 程 ) 1118 

双 可 测 的 (测度 空间 上 的 变换 ) 

892 
弱 可 测 的 ”859 
强 可 测 的 858 
Jordan 可 测 的 ”692 
Lebesgue 可 测 的 ”692 
实 值 可 测 的 (序数 》 23 
关于 随机 变量 族 (X) (AE A) 是 

可 测 的 “1099 

可 测 核 692 

可 测 集 

8 可 测 集 690 
名 可 测 集 690 
可 逆 元 ( 环 的 ) 153 
所 可 逆 元 ( 环 的 ) 
pnm 557 
可 逆 的 ( 导 网 ) 482 
可 逆 的 ( 纽 结 ) 610 
可 逆 的 ( 喘 射 ) 674 
可 除 元 (4 模 的 ) 186 
可 除 环 129 

RF 912 

可 积 的 695 
BTR 859 
Birkhoft 可 积 的 ”859 
Bochner 可 积 的 ”858 
Riemann 可 积 的 ”682 
Гельфанд-Рез 可 积 的 
一 致 可 积 的 ”1156 
绝对 可 积 的 684 
可 容 的 759 

可 能 性 10 

mee 1272 
669, 671 


290 
188 


n2 


712 


153 


859 


ATP 669 
Fréchet FJAR 864 
Giteaux 可 微 的 。864 
连续 可 微 的 ”672 
完全 可 微 的 671 
”次 可 微 的 670 
”次 连续 可 微 的 。672 
在 Stolz SXF SI fS 
可 解 的 806 
可 解 的 (Lie 代数 ) 248 
超 可 解 的 218 
4 可 解 的 259 
地 可 解 的 218 
可 解 群 209 
广义 可 解 群 209 
可 数 的 (基数 ) 50 
可 数 的 (单纯 复 形 ) 
局 部 可 数 的 578 
可 数 集 50 
可 缩 的 (拓扑 空间 ) 94 
局 部 可 缩 的 604 
局 部 可 缩 的 (拓扑 空间 ) 94 
可 开拓 的 804 
可 公 度 的 26 
可 分 代数 159, 161, 201 
可 分 扩张 ( 域 的 ) 131 
不 可 分 扩张 ( 域 的 ) 
可 分 解 的 ”896 
可 分 解 的 ( 算 子 ) 914 
不 可 分 解 的 。 896 
不 可 分 解 的 (表示 ) 290 
可 计算 的 (Tring 意义 下 的 部 分 函 
数 ) 40 
可 计算 数 36 
可 平行 的 ( 流 形 ) 653 
稳定 可 平行 的 653 
可 平移 性 1256 


671 


578 


131 


| 可 去 奇 点 ( 复 变 函数 的 ) 771 


可 去 奇 点 (调和 函数 的 ) 752 

可 加 过 程 1149 

可 加 算 子 862 

可 行 区 域 (最 小 化 问题 的 ) 

可 闭 算 子 862 

可 约 分 支 

不 可 约 分 支 (代数 往 的 ) 547 
不 可 约 分 支 (线性 表示 的 ) 291 
不 可 约 分 支 (解析 空间 的 ) 824 

可 求 长 的 ”462，700 

局 部 可 求 长 的 700, 813 

可 判定 的 (数论 谓词 ) 27 

可 表示 的 ( 函 子 ) 109 

可 表示 的 (用 自动 机 ) 41 

可 构造 的 (公理 集合 论 中 的 集 台 ) 
22 


1239 


可 变 分 量 554 

可 定向 的 (拓扑 流 形 ) 583 

可 定向 的 (微分 流 形 ) 475 
不 可 定向 的 (拓扑 流 形 ) 

可 实现 的 (表示 ) 292 

可 实现 性 1256 

"AS ivt 

可 度量 化 (拓扑 群 ) 234 

可 测 事件 1097 

可 测 空间 689 

DLL 694 

Borel 可 测 函 数 694 
Lebesgue Б] ЕҢ 694 
SEMAR 691 

TUR 692 

WIXOGEE 117 

可 除 代数 156 

可 除 4 模 186 

可 展 曲面 500 

可 移 奇 点 948 

可 简约 的 (作用 ) 314 

可 简约 的 (代数 群 ) 259 

可 简约 的 (Lie 代数) 249 

可 简约 的 ( 齐 性 空间 ) 265 
半 可 简约 的 314 

可 满足 的 (公式 ) 15 

可 数 公理 

第 一 可 数 公理 м 

第 二 可 数 公理 ві 

可 数 序数 51 

可 数 紧 的 (空间 ) 83 

可 数 模型 (公理 集合 论 的 ) 4 

TAM RCSA) 82 

可 数 Lebesgue Ñ 899 

可 解 代 数 183 

可 解 紧 化 806 

可 一 致 化 的 (拓扑 空间 ) 

可 平行 化 的 ( 流 ) 931 

可 用 根 式 解 135 

可 对 角 化 的 (线性 变换 ) 

可 压缩 流体 1290 

不 可 压缩 流体 1290 

арӣ) Hilbert 空间 845 

正则 性 参数 698 

TERRE 219 

非 可 迁 置换 群 219 

可 行 方向 法 ( 非 线性 规划 中 的 ) 
1241 

可 行 基本 解 1236 

可 构造 序数 30 

可 完备 化 的 ”234 

可 度量 化 的 (一 致 空间 ) 100 

可 度量 化 的 (拓扑 空间 ) 89 


583 


101 


145 


FRERE 972 

ЈЕНС Раа) 89 

BARA 948 

可 篇 微分 的 。671 

可 微分 流 形 474 

可 数 加 性 的 ”689 

可 数 加 法 族 689 

可 解 代 数 群 258 

可 化 归 性 公理 (符号 逻辑 中 的 ) 2, 
10 

可 分 生成 扩张 ( 域 的 ) 

可 分 度量 空间 87 

可 对 角 化 算 子 914 

可 列 赋 范 空间 845 

可 伪 度 量化 的 (一 致 空间 》 100 

可 构造 性 公理 (集合 论 中 的 ) 22 

可 定向 纤维 从 637 

可 满足 性 问题 31 

可 数 Lebesgue 型 的 流 

可 解析 开拓 的 ”774 

可 测 向 量 值 函 数 913 

可 测 的 基数 和 实 值 可 测 的 基数 25 


[I] 


归纳 系 (集合 的 ) по 
归纳 系 (范畴 中 的 ) 111 
归纳 法 

二 重 归纳 法 59 
多 重 归纳 法 50 
完全 归 钠 法 59 

起 限 归 纳 法 ( 良 序 集中 的 ) 69 
数学 归纳 法 59 

二 重 数学 归纳 法 59 

多 重 数学 归纳 法 60 
JARRA hay) 111 
归纳 极限 (集合 的 归纳 系 的 ) 111 
归纳 极限 110 

严格 归纳 极限 845 

归纳 序 集 49 

归纳 维 数 

大 归纳 维 数 96 

小 归纳 维 数 96 

归纳 极限 群 111 

归纳 极限 空间 “111 

北极 65, 416 

北半球 416 

mp 483 

时 数 825 

平均 叶 数 793 

叶 状 结构 484 
PHAR (CU 叶 状 结构 ) 483 
叶 层 流 形 440 

叶 状 结构 物 483 


132 
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FR 597 


中 文 索引 


卡 积 (同调 代数 中 的 ) 200 
出 口 边界 1146 

出 口 边 界 点 1137 

业务 1258 

目标 变量 1232 

目标 函数 1233, 1239. 1275 
HEAK 1045 

田 形 调和 函数 1045 

由 弧 长 表示 700 

由 伪 距 离 生 成 的 一 致 性 ”100 
由 Hecke 算 子 定义 的 5 函数 
由 9 及 高 度 函 数 / 建造 的 变换 
897 

1319 

1302 

1300 

1299 


电子 
电网 络 
电位 移 
电磁 学 
电报 方程 1003 
电子 计算 机 1091 
数字 电子 计算 机 
电 通 量 密度 1300 
电荷 的 无 关 性 1331 
电磁 流体 力学 1293 
四 元 数 157 

四 元 群 217 

Klein 四 元 群 219 
广义 四 元 群 217 
四 边 形 409 
周期 平行 四 边 形 1037 
基本 周期 平行 四 边 形 
四 面 形 
配 极 四 面 形 
自 配 极 四 面 形 
四 面体 449 
正四 面体 418 

四 重 格 279 
四 元 数 体 H 156 
Hamilton 的 四 元 数 体 
四 分 位 数 

第 1 四 分 位 数 
第 3 四 分 位 数 
四 方 品系 278 
四 则 运算 59 
四 次 方程 
四 色 问题 
四 阶 标 架 
四 面体 群 219 

正四 面体 群 。219 

四 加 坐标 437 

四 维 矢量 1310 

四 全 函数 1040 

元 向 量 从 634 
四 元 数 代数 “158 

全 定 四 元 数 代数 379 


1092, 


1037 


427 
427 


156 


1173 
1173 


1531 


392 


1532 Higi[ 7] 


四 顶点 定理 495 
四 点 型 六 点 442 
四 元 数 么 模 群 271 
四 元 数 Grassmann 流 形 266 
四 次 圆 纹 曲面 437 
Dupin 四 次 圆 汶 曲面 498 
四 元 数 双 曲 空间 272 
四 维 Euclid 空间 内 的 正 多 面体 

419 
"m 

hm 819 

局 部 凸 ( 拓 扑 线 性 空间 ) 842 
凸 包 430 
mik 430 
Puff 430 

dor 819 
PP) 870 

一 致 止 的 ”835 

对 数 凸 的 ”817 
绝对 凸 的 ”842 
强 伪 凸 的 819 
ЗШ РИЧИ) 870 
解析 凸 的 819 
Cartan 伪 凸 的 819 
Levi 伪 凸 的 819 
т 449 

M 430, 449 
EMAR 432 
凸 锥 431 

xe 431 

共 轿 凸 锥 ”431 
Feb 1235 
凸 邻 域 506 
凸 函数 667 
严格 凸 函 数 667 
mae 449 
Ph 430 
Ced 431 
凸 闭 曲线 495 
凸 闲 曲面 ”501 
凸 规划 问题 。 1239 
TORR 667 
严格 凹 函数 667 


121 


付 分 量 176 
代表 (等 价 类 的 ) 47 

代码 1261 ^ 

线性 代码 1262 

循环 代码 “1262 

代数 602 

代数 (代数 系 ) 156 
FRM 156 

子 代数 (Lie 代数 的 ) 247 


外 代数 (线性 空间 的 ) 144 

单 代数 156 

商 代数 155 

零 代 数 156 

群 代数 157, 732, 908 

Banach 代数 906 

Bode 代数 74 

с* 908 

Cayley 代数 182, 183 

Clifford 代数 162 

Dirichlet ft 910 

Frobenius 代数 160 

Galois 代数 ”136 

Grasmann 代数 (线性 空间 的 ) 
144 

Hecke 代数 157 

Hopf 代数 602 

Jordan 代数 183 

六 代数 908 

Lie 代数 247, 1377 

Lie 代数 (代数 群 的 ) 257 

Racah 代数 1328 

Staudt 代数 442 

Suenrod 代数 。 600 

Thom 代数 652 

ме 代数 912 

og 代数 689 

BARK 909 

分 次 代数 602 

分 配 代数 183 

可 分 代数 159, 161, 201 

可 除 代数 156 

可 解 代 数 183 

包 络 代数 ”183，201 

半 单 代数 156 

半 群 代数 057 

对 称 代数 161 

对 偶 代 数 602 

同调 代数 195 

向 量 代数 1368 

全 阵 代数 117 

交换 代数 156 

交错 代数 183 

关系 代数 1218 

约 化 代数 184 

RARA 910 

ЗИ Frobenius 代数 160 

KERE 143 

张 量 代数 (关于 线性 空间 的 ) 
143 

直 积 代数 156 

MRK 161 

单 式 代数 156 

单列 代数 161 


实 Lie 代数 247 
线性 代数 116 

组 成 代数 184 

函数 代数 909 

复 Lie 代数 247 

结合 代数 183, 1218 
存盘 代数 909 
ZERE 7 

商 Lie RE 247 
MRK 156 
WR 160 
每 零 代数 183 
增 广 代数 201 
Banach 代数 908 
Borel 子 代数 251 

с" 群 代 数 909 

Cartan FRM 249 

mL 代数 161 

von Neumann 代数 911, 912 
来 子 代数 912 

一 般 Cayley 代数 183 
大 半 群 代数 157 

上 同调 代数 597 

广义 Boole 代数 74 
中 心 单 代数 159 
正规 单 代数 “159 

四 元 数 代数 “158 
代数 的 代数 。 161 

对 偶 Норі 代数 602 
对 数 模 代数 ”910 
抛物 子 代数 ”251 

伴随 Lie 代数 248 
初等 Hopt 代数 603 
KERRE 156 

非 结合 代数”183 
限制 Lie 代数 254 
紧 实 Lie 代数 252 
特殊 Jordan 代数 184 
剩余 类 代数 156 
WAARM 183 

TU Lie 代数 249 

一 般 单 列 代数 161 

万 有 包 络 代数 250 

反 变 张 昌 代数 143 
代数 的 Lie 代数 257 
环 K 上 的 代数 156 
复 半 单 Lie 代数 250 
绝对 单列 代数 161 

一 般 线性 Lie 代数 247 
自由 特殊 Jordan 代数 ”184 
全 定 四 元 数 代数 379 
例外 复 单 Lie 代数 253 
费 型 复 单 Lie Ж 
Lie 群 G 的 Lie 代数 242 


典型 型 复 单 Lie FRB 253 
典型 紧 实 单 Lie 代数 253 
例外 型 复 单 Lie 代数 253 
例外 型 紧 实 单 Lie 代数 253 
例外 型 紧 实 单 Lie LM 253 
特殊 普遍 包 络 代数 (Jordan 代数 
的 ) 185 

域 上 的 有 限 维 代数 158 
典型 型 紧 实 单 Lie 代数 ”253 
复 Lie BEG AUS Lie 代数 243 
RP TEM FRR 242 
代码 字 1261 

代数 系 53 

广义 代数 系 53 

代数 的 ”881 
代数 元 ( 域 的 ) 
代数 学 116 
相对 同调 代数 学 ”201 
代数 点 ( 域 上 的 ) 171 
代数 类 (中 心 单 代数 的 ) 
代数 族 558 

代数 数 357 

代数 群 ” 256，257 
"MINOR 258 
仿 射 代数 群 256 
线性 代数 群 257 
WERA 258 
JUMOR 547, 549 
SRM 559 
RBI 549 
BRR 548 
EMRK 551 
WURR 547 
MRR 549 
射影 代数 策 547 
TOU SHEER 549 
TUM BARRE 549, 575 
代谢 模型 (突变 理论 中 的 ) 657 
代数 几何 535 
RAUF 256 
代数 无 关 ( 域 上 的 ) 132 
代数 方程 127, 1365 
才 元 代数 方程 127 
代数 对 应 (代数 策 的 》 
代数 对 应 (代数 曲线 的 ) 
代数 扩张 ( 群 的 ) 158 
代数 扩张 (超越 元 的 》 
代数 同 态 156 
代数 同 构 156 
代数 曲线 537 
平面 代数 曲线 
代数 曲面 543 
代数 闭 包 ( 域 的 ) 
代数 闭 域 131 


130 


159 


552 
542 


130 


537 


131 


拟 代 数 闭 域 зав 
代数 奇 点 775 
代数 拓扑 1381 
代数 空间 563 
代数 函数 796 
代数 相关 ( 域 上 的 ) 
REGE вв 
代数 类 群 159 
代数 理论 567 
代数 维 数 。527 
代数 等 价 558 
代数 概 型 550 
代数 解法 (代数 方程 的 ) 
代数 数 域 

相对 代数 数 域 360 

p-adic 代数 数 域 178 

有 限 次 代数 数 域 357 
代数 整数 357 
代数 无 关 的 ( 环 的 元 》 
代数 无 关 基 ( 域 上 的 ) 
代数 分 歧 点 802 
代数 对 应 环 542 
代数 同 伦 群 560 
RURAR 807 

整 代数 体 函数 вов 

大 值 代数 体 函 数 sos 
代数 拓扑 学 576 
代数 的 代数 161 
代数 函数 域 

单 变 量 代数 函数 域 539 

变量 代数 函数 域 132 
代数 相关 的 ( 环 的 元 ) 170 
代数 基本 群 560 
КИ ЖА 556 
RAKE 647 
代数 加 法 公式 ”572 
代数 对 应 类 群 542 
代数 的 环 面 群 257 
代数 的 Lie FOR 257 
代数 基本 定理 128 
REEFS 555 
代数 微分 方程 (微分 环 中 的 ) 
代数 方程 的 Galois gt 135 
代数 的 微分 方程 948 
代数 数 域 的 类 数 1468 
代数 数 域 的 数论 。357 
代数 方程 的 数值 解法 1065 

КА > = /(z) 的 广义 函数 
{URGE V BS] S 函数 ”394 
代数 函数 域 */t 的 6 函数 393 
外 点 (于 集 的 ) во 
AR 433 
ЭМЯ (РЖ) 144 
RCCL И) 597 


132 


128 


170 
132 


175 


852 


"READ 1533 
外 积 (导出 函 子 的 ) 200 
外 积 (微分 形式 的 ) 479 
外 积 (线性 空间 的 元 的 》 
外 部 ( 角 的 ) 407 
外 部 ( 子 集 的 ) во 
外 部 (线段 的 ) 406 
外 部 (多 边 形 的 ) 409 
AME 1060 
Ld 
PEINE 144 
РУСЕ ВЕДА) 634 
外 代数 (线性 空间 的 ) 144 
外 体积 692 
外 空间 (突变 理论 中 的 静态 模型 的 ) 
655 
外 面积 685, 692 
外 测度 691, 692 
Carathéodory 外 测度 691 
Lebesgue 外 测度 692 
INER 465 
外 微分 480 
外 生变 最 1232 
外 部 合成 52 
外 部 问题 755 
外 部 设备 1094 
外 部 语言 1094 
外 接 球面 415 
MEH 645 
外 延性 公理 (集合 论 中 的 ) 20 
外 自 同 构 群 249 
外 微分 形式 479 
印度 的 数学 1337 
从 
FA 
切 从 
XA 
法 从 
线 从 
旋 丛 
PA 
с, А 645 
GH 632 
Норі 从 633 
万 有 从 634 
向 量 从 633 
ARUM 634 
纤维 从 631, 632 
约 化 从 635 
坐标 从 632 
KRM 634 
典范 从 634 
复线 从 525 
诱导 从 634 
п ЈА 636 


144 


633 
634 
632 
476, 506, 650 
633 
645 
637 


1534 EB] 
切 向 量 从 634 

主 纤维 从 632 
复 向 最 从 634 
积 纤维 从 633 

商 向 量 从 634 

C HRM 637 
万 有 纤维 从 634 
四 元 向 量 从 634 
对 偶 向 量 从 634 
余 切 向 量 从 634 
解析 纤维 从 ”6538 
可 定向 纤维 从 ”637 
实 解析 纤维 从 ”637 
想 伴 的 纤维 从 632 
稳定 4 向 量 从 644 
万 有 纤维 从 634 
r 维 切 标 架 从 634 
相伴 的 主 纤维 从 ”633 
从 的 群 632 


Poynting Af 1300 

四 维 矢 最 1310 

六 元 矢量 1300 

波 数 矢量 1296 

矢量 势 1300 

生成 ( 子 环 ) 154 

生成 (理想 ) 164 

CBF) 92 

生成 ( 群 的 ) 206 

生成 ( 开 集 系 ) 78 

生成 (4 模 的 ) 186 

生成 (线性 空间 ) 139 

生成 (完全 加 法 族 ) 690 

生成 元 884 

生成 元 ( 群 的) 206 

生成 元 (Abel 范畴 的 ) 197 

生成 元 (测度 空间 的 自 同 态 的 》 
900 

余生 成 元 (Abel 范畴 的 ) 197 

Bow 生成 元 644 

两 边 生成 元 (测度 空间 的 自 同 构 
的 ) 900 

拓扑 生成 元 ( 紧 交 换 群 的 ) 

生成 的 

有 限 生成 的 。206 , 

有 限 生 成 的 (4 模 ) 186 

单一 生成 的 ( 群 ) 896 

生成 组 (A 模 的 ) 186 

生成 树 (图 中 的 ) 58 

生存 时 间 1124, 1132 

生成 子 图 57 


896 


生成 表示 245 

生成 函数 1034, 1262 
生成 函数 (数论 函数 的 ) 331 
生成 算 子 889, 970 
生成 算 子 (Mapxog 过 程 的 ) 
无 穷 小 生成 算 子 889 
EHNE 1227 

生物 控制 论 1255 
生产 日 程 对 策 1275 

生产 计划 理论 1274 
AMA 1161 
Gaus HME 
包 

ag 430 
全 纯 包 318 
包含 (集合 ) 12 


пи | 


121 


183, 201 
万 有 包 络 代数 ”250 
特殊 普遍 包 络 代数 (jordan 代数 
的 ) 185 
包 核 拓扑 ”908 
包 络 检验 功效 函数 
处 理 1214 
信息 处 理 1092 
数据 处 理 1266 
处 理 对 比 ”1215 
处 理 效应 1215 
用 户 风险 ”1223 


(+1 


1205 


记忆 

无 记忆 1259 

有 限 记 忆 1259 
记号 (向 量 场 的 ) 477 
Kendall 记号 1251 
Schoenflies 记号 ”280 
Steinberg 记号 647 
国际 记号 280 

记 法 (可 构造 序数 的 ) 31 
汇编 程序 1094 
立方 体 

单位 立方 体 414，416 
单位 = 立方体 16 
立方 晶 系 278 

立体 函数 749, 1043 
立体 几何 学 405 
立体 调和 函数 749, 1043 


立方 体 倍 积 问题 417 

主 元 1064 

EM 632 

主机 1093 

主轴 (二 次 曲面 的 ) 427 

主 纳 ( 回 锥 曲线 的 ) 423 

惯量 主轴 1280 

主 点 1299 

主 种 (二 次 域 的 ) 356 

主 种 (代数 数 域 的 ) 368 

主根 968 

HEMI (logs 的 ) 678 

主 值 (对 数 的 ) 677 

Cauchy 主 值 (广义 积分 的 ) 
685 

主 部 (微分 算 子 的 ) 869 

ER 963, 982 

主 方程 1307 

主 平面 427 

主动 的 (Turing 机 中 的 情况 ) 39 

主 成 分 1188 

主 曲率 498 

ERA 303 

主 系列 (不 可 约 西 表示 的 ) 302 

主 法 线 495 

仿 射 主 法 线 520 

主 定理 (类 域 论 的 ) 367 

主 空间 яп 

主 视 图 455 

zE 570 

ERF 538, 798 

XHE 274 

主 效应 1217 

主 理想 166 

xm 579 

主 程序 1094 

EER 357 

主子 空间 (线性 算 子 的 ) 881 

主 半空 间 ап 

主 伊 代 尔 180 

主 对 偶 法 1236 

主 自 同 构 (Clittord 代数 的 ) 163 

主 合成 列 ( 群 的 ) 208 

主 纤维 从 632 

相伴 的 主 纤维 从 ”633 

ЖЫЛ: 180 

主要 部 分 (Laurent 展开 式 的 ) 771 

主轴 变换 882 

主 特征 标 330 

主 理想 环 167 

主 整 数 环 357 

主子 行列 式 (矩阵 的 ) 12! 

主 元 选取 法 1064 

主 分 式 理想 166 


685, 


主 反 自 同 构 (Clittord 代数 的 ) 163 
主 成 分 分 析 1188 
主 同 余子 群 275 

主 曲率 方向 498 
主 曲 率 半 径 498. 1374 
ЗНН Е 1280 

主 理想 定理 368 

主 理想 整 环 167 
主 渐 近 分 数 。327 

主 解析 的 集 。 822 

主 整 环 。 的 基 术 定理 358 
KAAR 9,12 

永 真性 问题 31 
必要 的 (统计 量 ) 1175 
必然 性 10 

必要 充分 统计 量 1176 
半岛 793 

半 序 67 

半径 ( 球 的 ) 416 

半径 (球面 的 ) 415 

谱 半 径 ssi 

反 演 半径 66 

亚 纯 半径 779 

曲率 半径 ”495 
Wie 777 
挑 率 半径 ”495 

主 曲率 半径 498, 1374 
相伴 收敛 半径 817 
半 单 (Lie I) 242 

半球 

北半球 416 

南半球 416 

半 群 52, 211 

"Eit (Марков 过 程 的 ) 1124 
自由 半 群 215 
全 纯 半 群 889 
单 式 半 群 54 
LERRA 888 

C 类 等 度 连续 半 群 sss 
xk 1156 

Fi 406, 470 

半 有 限 ( 迹 ) 912 

于 有 限 (von Neumann 代数 ) 912 
半 连 续 616, 664 
FER 664 

上 半 连 续 664 

半 序 集 68 

半 直 线 449 

HR 21 

半 范 数 842 

半 单 环 155 

半 单 的 (表示 ) 290 

半 单 的 (和 矩阵) 119 

半 单 的 (4 模 ) 188 


半 单 的 (代数 群 ) 259 
ERA (Jordan 代数 ) 184 
半 单 的 (Lie 代数 ) 249 
半 单 的 (线性 变换 ) 145 
半 单 的 (广义 Banach 代数 ) 908 
半 单 的 (交换 Banach 代数 ) 907 
半空 间 430, 449 

主 半空 间 an 

阅 半空 间 449 

支撑 半空 间 430 

m K Siegel 上 半空 间 286 
半 旋 子 164 
半 不 变 元 ( 环 的 ) 314 
半 不 变量 (概率 分 布 的 ) 1102 
+) 690 
半 正 则 点 501 
半 正 合 的 ( 函 子 ) 197 
Еа) 119 
半 正 定型 148 
ЖЕ Ж 1025 
FARR 155 
ERA 844 
半 局 部 环 168 

拟 半 局 部 环 168 

Noether 半 局 部 环 168 
ЖЕЙ 211 
半 周 期 解 1057 
半 单 分 最 ( 线 性 变换 的 ) 145 
EMRE 156 
Æ 805 
FARK 155 
半 旋 表示 164 

BERRA 164 
BERRA 164 
半数 量 积 859 
半 属 代数 “157 

大 半 群 代数 157 
半 Bessel 函数 1049 
半 双 线性 型 146 
半 正 则 变换 710 
半 可 简约 的 314 
PERAK 664 
半 直 觉 主义 2 
半 单纯 复 形 580 
半 线 狂 变换 145 
半 线 性 映 射 145, 191 
半 稳 定 分 布 1105 
半 对 数 坐 标 纸 1090 
半 素 敏 分 理想 (微分 环 中 的 ) 175 
半 双 线性 型 和 的 矩阵 146 


[71 


加 法 205 
加 法 ( 开 折 的 ) 656 


PRES] 1535 


加 细 ( 覆 盖 的 ) 82 
加 细 ( 正规 列 的) 208 
加 细 ( 有 序 集中 降 链 的 ) 73 
AMARA) вз 
MaMa) 83 
加 性 的 ”329 

可 数 加 性 的 ”689 
完全 加 性 的 ( 集 环 的 ) 689 
完全 加 性 的 (数论 函数 ) 329 
加 性 族 689 
加 法 族 

o 加 法 族 689 

可 数 加 法 族 689 
有 限 加 法 族 689 
完全 加 法 族 689 
加 法 群 205 

全 序 加 法 群 177 

直 和 加 法 群 210 

以 1 为 模 的 实数 加 法 群 64 
MEZA 1127 

次 加 性 泛 函 668 

殉 加 性 泛 函 1127 
加 性 范畴 109 
加 性 函 子 по 
加 法 定理 1306,1427,1429,1430, 

1446 
加 法 定理 (Bessel 函数 的 ) 1049 
IMEEM (Legendre 函数 的 ) 1044 
加 法 定理 (三 角 函 数 的 ) 420 
加 法 定理 (指数 函数 的 ) 678 
一 般 加 法 定理 1031 

维 数 的 加 法 定理 96 
加 法 测度 

о 加 法 测度 6591 
完全 加 法 测度 691 

有 限 加 法 测度 691 
加 法 赋值 177 
加 性 集 函 数 698 

有 限 加 性 集 函数 697 
完全 加 性 集 函 数 698 
加 权 极 值 长 度 814 
加 性 区 间 函 数 697 
对 42, 842 
对 (公理 集合 论 中 的 ) 20 
序 对 43 

序 对 (公理 集合 论 中 的 ) 20 
球 对 613 

无 序 对 43 

无 序 对 (公理 集合 论 中 的 ) 20 
MA 542, 908 
对 合 (可 除 环 的 ) 149 
对 应 46 

逆 对 应 46 

Combescure 对 应 496 


1536 — 五 画 [7] 

一 一 对 应 G 
代数 对 应 (代数 入 的 ) 552 
代数 对 应 (代数 曲线 的 ) 542 
单 值 对 应 47 
500 
500 
501 
66 

SPR 499 

双 有 理 对 应 552 
对 换 218 
对 称 

反对 称 ( 张 量 ) 143 

RAR MRC) 143 
对 偶 ( 序 ) 68 
对 偶 (分 次 模 ) 602 
对 侦 ( 拓 扑 群 ) 237, 299 

ЗЇ (Айк Riemann 空间 ) 269 
对 偶 ( 射 影 空间 中 的 命题 ) 441 
dU 299 

对 等 (集合 ) 50 

对 策 

合作 对 策 
常 和 对 策 
零 和 对 策 
"人 对 策 
非 合作 对 策 
二 人 零 和 对 策 
生产 日 程 对 策 
对 象 104 
FHR 105 
始 对 象 106 
HOMÉR 105 
商 对 象 105 
BNR 109 
群 对 象 (范畴 中 的 ) 109 
SHR 107 
对 数 676 

Napier 对 数 677 

自然 对 数 677 

积分 对 数 1048 

常用 对 数 677 
对 合 系 994 
对 合 的 (微分 理想 ) 974 
对 合 的 (微分 形式 系 的 ) 975 
对 合 的 ( 偏 微分 方程 组 的 ) 975 
对 角 和 (和 矩阵 的 ) 118 
对 角 线 ( 画 法 几何 中 的 ) 454 
对 角 射 (范畴 中 的 ) 106 

对 角 集 43 

对 应 点 428 

对 顶 角 413 
对 称 化 768 
对 称 的 (关系 ) 46 


1246 
1247 
1247 
1246 
1246 
1246 
1275 


对 称 的 ( 近 域 ) 98 
对 称 的 ( 张 量 ) 143 
对 称 的 (多 线性 映射 ) 140 
反对 称 的 (关系 ) 46 

反对 称 的 (多 线性 映射 ) 140 
斜 对 称 的 (多 线性 映射 ) 140 
对 称 组 

正 对 称 组 (微分 算 子 的 ) 876 
正 对 称 组 ( 偏 微 分 方程 的 》 1015 
对 称 律 (等 价 关 系 的 ) 47 

反对 称 律 67, 433 
对 称 核 1024 
对 称 积 626 
对 称 集 (函数 代数 中 的 ) 909 
对 称 群 205, 1472 
对 称 群 (= 次 的 ) 218 
对 偶 的 (多 面体 ) 418 

自 对 偶 的 (线性 空间 ) 140 
对 偶 性 ( 凸 多 面 锥 的 ) 431 
对 偶 性 (线性 空间 的 ) 139 
对 偶 性 (对 称 Riemann 空间 的 ) 

269 
对 偶 格 72, 388, 840 
对 偶 根 260 
对 偶 基 (线性 空间 的 基 的 ) 140 
对 偶 模 191 
对 策 论 1246 
对 策 树 1248 
对 数 表 677 
Яй 416 
对 路 点 (球面 上 的 ) 452 
对 合 分 布 (微分 流 形 上 的 )》 973 
对 应 核 点 455 
对 应 原理 1315 
对 角 映 射 62 
对 角 和 矩阵 117 
三 对 角 和 矩阵 
对 称 布 局 56 
对 称 代数 161 
对 称 变换 267, 411 
中 心 对 称 变换 411 
超 平面 对 称 变换 111 
对 称 空间 

仿 射 对 称 空间 488 
局 部 对 称 空间 506 
仿 射 局 部 对 称 空间 488 
WERE 117 
BOSEREBPE 117 
LL 117 
DELIS 1327 
对 称 算 子 863 
对 射 变换 13 

对 合 的 对 射 变换 143 
Er 431 


1072 


WR 502 

对 偶 同 构 ( 序 集 间 的 ) 69 

对 侦 同 态 59 

对 偶 曲线 538 

APIS 1234 

对 偶 表 示 291 

对 偶 范畴 106 

BAB 106 

对 偶 定理 (Picard FY) 568 

对 偶 定 理 (拓扑 Abel 群 的 ) 733 
对 偶 定 理 (数学 规划 中 的 ) 1240 
Alexander 对 侦 定 理 583 
Poincaré 对 侦 定 理 583 

Serre 对 偶 定理 525, 558 
Понтрягин RIMER 237 
BAAR 241, 246 
Poincaré-Lefschetz ХИ 583 
А1схавдег-Понтрягин 对 侦 定 理 

583 

Q 模 的 对 侦 定理 239 
线性 规划 的 对 侦 定理 
对 侦 空间 909 

对 侦 空 间 (Banach 代数 的 ) 908 
对 偶 空间 (线性 空间 的 ) 139 
对 偶 空 间 ( 射 影 空 间 的 ) 442 
对 偶 空间 ( 赋 范 空间 的 ) 834 
对 偶 空 间 (拓扑 线性 空间 的 ) 842 
对 偶 映 射 (线性 映射 的 ) 139 
对 偶 胞 腔 584 

对 侦 原 理 。441 

对 偶 原 理 ( 序 的 ) 68 

对 偶 乘 法 (分 次 对 偶 对 数 的 ) 602 
Hopf х}: 603 
XAR 584 

WRT 834 

对 数 分 布 1457 

对 数 凸 的 817 

对 数 曲线 466 

对 数 级 数 677 

对 数位 势 743 

对 数 奇 点 775 

对 数 函 数 1364, 1483, 1492 
以 “为 底 的 对 数 函数 676 
对 数 积分 1047, 1443 

对 数 容 最 758 

对 数 螺 线 466 

对 合子 空间 975 

对 合 自 同 构 267 

对 角 部 分 和 707 

对 称 化 算 子 143 

对 称 双 典 型 1008 
对 称 有 界 域 270 

不 可 约 对 称 有 界 域 270 
对 称 多 项 式 126 


1234 


基本 对 称 多 项 式 126 
对 称 张 量 场 478 
对 称 Hermite 空间 269 
不 可 约 对 称 Hermite 空间 269 
对 称 Riemann 空间 267, 1377 
弱 对 称 Riemann 空间 272 

局 部 对 称 Riemann 空间 267, 

1376 

整体 对 称 Riemann 空间 267 
不 可 约 对 称 Riemann 空间 268 
对 称 w 曲 面 501 
对 偶 向 量 从 634 
对 偶 序 同 构 ( 序 集 间 的 ) 69 
对 侦 序 同 态 69 
对 偶 性 定理 (Banach 空间 中 的 插值 

的 ) 836 , 
对 偶 单 形 法 “1236 
对 偶 格 同 构 72 
对 偶 格 同 态 72 
对 侦 Нор! 代数 602 
对 策 性 模型 1232 
对 数 分 歧 点 802 
对 数 坐标 纸 1090 
半 对 数 坐 标 纸 
对 数 判别 法 “1401 
HAMAR 1297 
对 数 模 代数 ”910 
对 称 齐 性 空间 267 
对 称 稳定 过 程 1152 
对 偶 直 积分 解 238 
对 偶 胞 腔 剖 分 584 
72 
1457 
“з 


1090 


1137 


对 偶 被 动 边界 点 
对 应 于 子 群 如 的 子 代数 242 
对 称 多 项 式 的 基本 定理 126 


台式 计算 机 1091 
矛盾 的 (形式 系统 ) 12 
发 散 ( 级 数 ) 706 
发 散 ( 二 重 级 数 ) 707 
发 散 (广义 积分 的 ) 684 
发 散 (无 穷 乘积 的 ) 707 
发 散 (实数 序列 的 ) 90 
发 散 的 (级 数 ) 706 
发 散 的 (实数 序列 ) 90 
不 发 散 的 ”434 
定 发 散 的 (实数 序列 ) 90 
不 定 发 散 的 (实数 序列 ) 90 
发 散 型 1002 
发 展 方程 888, 890 
边 ( 角 的 ) 407, 412 


边 (多 边 形 的 ) 409 

边 (完全 四 点 形 的 ) 442 
边 (球面 三 角形 的 ) 421 
边界 ( 流 形 的 ) 475 
边界 ( 半 平 面 的 ) 406 
边界 (拓扑 空间 的 ) 80 
Martin 边界 807, 1136 
Шилов 边界 818 
ADR 1146 

正则 边界 (扩散 过 程 的 ) 
出 口 边界 1146 

自然 边界 (Марков 过 程 的 ) 

1146 

自然 边界 (解析 函数 的 ) 776 
相对 边界 sol 
调和 边界 806 
理想 边界 805 
Martin 对 侦 边 界 
边缘 ( 闭 链 ) 196 
边缘 ( 流 形 的 ) 582, 583 
边缘 (同调 流 形 的 》 584 

上 边缘 (上 链 复 形 中 的 ) 196 
正则 边缘 (同调 流 形 的 ) 584 
粘 合 边缘 650 

C 的 边缘 588 

х7 Л 587 

边界 层 1292 

边界 的 

正 边界 的 803 

零 边界 的 воз 
边界 点 (拓扑 空间 的 ) 80 
边界 点 (微分 流 形 的 ) 475 


1146 
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对 侦 被 动 边界 点 1137 
边界 值 ( 保 角 映 射 的 ) 810 
边界 值 (调和 函数 的 ) 750 
边界 值 (微分 算 子 的 ) 872 
边缘 集 во 
边缘 模 192 

上 边缘 模 194 
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边界 条 件 926, 1000 
边界 条 件 (数学 规划 中 变量 的 ) 
1232 
伴随 边界 条 件 927 
边 值 问题 
一 般 边 值 问题 1001 
伴随 边 值 问题 927 
两 点 边 值 问题 926 
第 一 边 值 问题 997 
第 二 边 值 问题 1000 
第 三 边 值 问题 1000 
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福原 的 边 值 问题 936 
常 微分 方程 的 边 值 问题 926 
边缘 分 布 1099 
边缘 同 态 198 

上 边缘 同 态 590 

同 伦 边缘 同 态 619 
同调 边缘 同 态 591 

上 同调 边缘 同 态 590 
同调 的 边缘 同 态 590 
上 同调 的 上 边缘 同 态 591 
RAR sss 

r 上 边缘 闭 链 590 
边缘 流 形 

无 边缘 流 形 582 

有 边缘 流 形 582, 652 
具 边 缘 流 形 582 
边缘 算 子 192, 196 

上 边缘 算 子 194 

全 边缘 算 子 194 
WARRT 194 
线性 边缘 算 子 927 
边界 层 方程 1292 
边界 值 问 题 

第 一 边界 值 问题 750 
第 二 边界 值 问题 750 
第 三 边界 值 问题 750 
边界 值 空间 872 
边界 聚 值 集 795 
边界 值 问题 的 解法 421 
母线 ( 直 纹 曲面 的 ) 427，500 
母线 (旋转 曲面 的 ) 499 
母线 ( 二 次 起 曲面 的 ) 445 
母 空间 445 
母 函 数 1034 
母 函数 (函数 列 的 ) 1034 
母 函数 (接触 变换 的 ) 977 
母 函数 (数论 函数 的 ) 331 
母 函数 (无 穷 小 变换 的 ) 1281 
指数 母 函 数 56，1034 
ERGER 1034, 1102 
概率 母 函数 1108 
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动量 1279 
яй 
广义 动量 

动力 学 
刚体 动力 学 1279 
拓扑 动力 学 929 
流体 动力 学 1289 

动 标 架 438，494 

动力 系统 928, 929 
经 典 动力 系统 02 


1279 
1280 
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符号 动力 系统 904 
微分 动力 系统 654 
Morse-Smale 动力 系统 654 
动 坐标 系 438 

动态 规划 1242 
动 标 架 法 518 

动量 定理 1279 
动量 能 量 张 量 962 

式 

单 式 ( 同 态 ) 153 
BAMAR) 1076 

隐 式 (公式 ) 1077 
ABR 314, 315, 316 
ABA (Abd 群 的 ) 213 
不 定式 671 

KER 665, 1416 

共 变 式 314, 315, 316 
ARR 324 

同步 式 1092 
判别 式 ( 单 环 的 ) 379 
判别 式 (扩张 域 的 ) 357 
判别 式 (曲线 群 的 ) 467 
判别 式 ( 二 次 曲线 的 ) 425 
单项 式 124 

RER 1077 

预测 式 (线性 多 步 方法 的 ) 1077 
预 解 式 (线性 算 子 的 ) 863 
非 同步 式 1092 

Galilei 变换 式 1310 
Gegenbauer 多 项 式 721 
Minkowski 不 等 式 667 
Taylor 展开 式 1396 
Rankine-Hugoniot 关系 式 1291 
伴随 双 线 性 微分 式 958 
WHR 1099 
总 体 协 方差 1174 
样本 协 方差 1175 

协 方差 分 析 1184 

协 方差 函数 “1119, 1159 
样本 协 方差 函数 1164 
协 方差 矩阵 1102 
方差 协 方差 矩阵 1102 
样本 协 方差 矩阵 1187 
协同 定向 的 ”584 

协 方差 广义 函数 1100 
HWER 454 

地 心 视差 1281 
地 址 计算 法 1266 
地 图 投影 法 459 

场 1320 

场 (平稳 曲线 的 ) 764 
Jacobi 场 511 

向 量 场 434, 476 
KR 478 


ЖШ 434, 08 

RBI 585, 903 

Killing 向 量 场 508 

ERARI 478 

反 变 张 县 场 478 

对 称 张 量 场 478 

共 变 向 量 场 478 

共 变 张 量 场 478 

交代 张 量 场 478 

随机 张 量 场 1165 

C 类 向 量 场 476 

C 类 张 量 场 478 

Ж " 标 架 场 659 

场 论 1320 

统一 场 论 1312 

机 器 人 41 

机 器 格局 39 

机 器 语言 程序 1094 

权 ( 不 变 式 的 ) 315 

权 ( 正 交 函 数 ) 719 

权 ( 共 变 式 的 ) 315 

权 ( 自 守 形 式 的 ) 282 

权 ( 多 重 共 变 式 的 ) 316 

BL 4/2 的 Fuchs 形式 ) 282 

权 (Lie 代数 的 表示 的 ) 254 

最 高 权 254 

权 函 数 719 

权 下 的 张 量 的 共 变 微分 1375 

吉田 -Hille 定理 889 

亚 纯 ( 函 数 ) 790 

亚 纯 圆 779 

We 1014 

Ж Abel E 209 

亚 连续 的 844 

亚 纯 半 径 779 

亚 纯 曲 线 793 

亚 纯 函 数 790, 820 

亚 纯 函 数 ( 复 流 形 上 的 ) 523 

亚 纯 函数 (解析 空间 上 的 ) 824 

超越 亚 纯 函 数 790 

亚 纯 映射 。824 

亚 纯 微分 804 

FENY (Марков 过 程 ) 1125 

再 归 的 (Mapxos 链 的 点 ) 1132 

正 再 归 的 “1133 

非 再 归 的 (Марков 链 ) 1132 

非 再 归 的 (Марков 过 程 的 点 ) 
1125 

零 再 归 的 ”1133 

再 归 点 (Mapxos 过 程 的 ) 1125 

再 归 链 、1133 

非 再 归 链 1133 

青 生性 1103 

再 生 核 1018 


再 现 精确 度 1260 
共 尾 (序数 ) 71 

APC FR) 206 
ACHE) 424 
FEC 射影 空间 中 的 点 ) 45 
FCAT ETA) 158 
НАРЭ а 654 
RRCA) 440 

共 线 (位 置 向 县 ) 433 
共 面 433 

共 点 440 

共 尾 的 (有 向 集 ) 69 

共 尾 度 ( 序 数 的 ) 71 
HVT 131 

RN) 427 
ЗАСН ИР) 532 
ЖЕЙН 423 

HME 506, 511 
WASSER 444 
ЖӨН 1238 

HMA 206 

Зеб 131 

共 变 式 314, 315, 316 
多 重 共 变 式 316 
绝对 共 变 式 315 
绝对 多 重 共 变 式 316 
?元 4 次 型 的 共 变 式 315 
共 变 向 量 142 
共 变 张 量 

9 次 共 变 张 量 142 
PREE a RIEKE 141 
FEE 431 
FPR 722 
HERA 292 

ARMER 292 
AME 64 

ЖӨН] 830 
FMEA HAAR HE SST) 842 
FEAST eE ЕКИ) 834 
RREK 724, 729 
HMR 830 
FMB 603 
RIER 361, 379 
JHE 360 
HPT 804 
RAAP 834 

BRAT 863 

共鸣 定理 835 
共 变 分 量 492 
共 变 函 子 107 
共 变 指数 ( 张 量 的 分 量 的 》 142 
共 变 旋 量 1327 

共 变 微分 486, 489 

共 变 微分 (向 量 场 的 ) 487 


共 变 微分 ( 张 量 场 的 ) 491 
权 允 的 张 量 的 共 变 微分 
共振 能 最 1323 

共振 散射 1323 
Кана 423 
AHRR 1064 
ЖӨ Fourier 积分 729 
JE Radon 变换 318 
共 变 向 量 场 478 
共 变 导向 最 487 
共 变 导 张 最 487. 491 
共 变 张 量 场 478 

共 孝 调和 函数 750 

共 变 微分 算 于 491 

共 圆 平坦 空间 1376 
共 焦 二 次 曲面 428 

共 焦 抛物 线 族 ”425 

共 焦 有 心 圆锥 曲线 族 424 
共 尾 部 分 有 向 点 族 92 
列 (矩阵 的 ) 117 

点 列 49, 440 

重 列 взт 

x3) 218 
正规 列 ( 群 中 的 ) 208 
正规 列 ( 开 覆 盖 的 ) 83 
合成 列 ( 群 的 ) 208 
合成 列 (有 序 集 的 ) 73 
导出 列 248 

特征 列 208 

容许 列 600 

gm) 208 
Jordan-Hölder 列 208 
升 中 心 列 209，248 
主 合成 列 ( 群 的 ) 208 
有 向 点 列 92 

降 中 心 列 “209，248 
Ulm HFA 214 
合成 商 群 列 208 
列 向 量 117 

列 线 图 1087 

列 紧 的 (空间 ) 83 
列 联 表 1209 
PURSE 707 
IAME 120 

压力 方程 1290 

压缩 映射 (映射 》 202 
有 长 700 

有 心 450 

有 限 ( 迹 ) 912 

有 限 ( 胞 腔 复 形 的 ) 581 
半 有 限 ( 迹 ) 912 

半 有 限 (von Neumann 

912 
闭 包 有 限 5st 


1375 


代数 ) 


局 部 有 限 579 
BARBER) 581 
AACR) 468 
有 界 ( 格 序 (线性 ) 空 间 ) 839 
BU 751 

ТОС Р) 198 
下 方 有 界 ( 谱 序列 的 ) 198 
标准 有 界 198 

有 领 583 

有 心 的 (二 次 曲面 ) 426 
有 向 元 516 

有 向 图 57, 455 

有 向 族 49 

有 向 集 69 

WARR 70 

有 序 域 132 

Archimedes 有 序 域 133 
Pathagoras ЖЕБЕ 231 


有 限 的 ”691 
有 限 的 ( 射 ) 550 
有 限 的 (基数 ) 50 
有 限 的 (4 @) 186 
有 限 的 (单纯 复 形 ) 578 
g 有 限 的 691 
KERAMA 188 
局 部 有 限 的 (代数 ) 161 
局 部 有 限 的 (性 盖 ) s2 
局 部 有 限 的 (分 次 模 ) 602 
局 部 有 限 的 (单纯 复 形 ) 578 
星 型 有 限 的 (覆盖 ) 82 
c 局 部 有 限 的 (覆盖 ) 82 
有 限 型 874 
有 限 域 130 
42, 51 
有 限 链 595 
205，216 
MARE 
有 界 的 ( 序 集 ) 68 
AREH) 214 
有 界 的 ( 格 列 ) 349 
有 界 的 (实数 集 ) 89 
有 界 的 (度量 空间 ) 86 
有 界 的 ( 仿 射 子 空 间 ) 449 
有 界 的 (拓扑 线性 空间 中 的 集合 ) 
842 
全 有 界 的 (一 致 空间 ) 101, 102 
全 有 界 的 (度量 空间 ) 87 
下 方 有 界 的 ( 序 集 ) 68 
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下 方 有 界 的 (实数 集 ) 89 
十 方 有 界 的 ( 序 集 ) 68 
上 方 有 界 的 (实数 集 ) 89 
本 质 有 界 的 ”828 

局 部 全 有 界 的 ( 一 致 空间 ) 102 
有 界 域 

对 称 有 界 域 270 
齐 性 有 界 域 270 

不 可 约 对 称 有 界 域 270 
de 264 

殖 有 效 地 264 

有 效 点 1235 

有 理 式 126 

SEA 347 
有 理 点 ( 域 上 的 ) Ut 
K 有 理 点 548 

有 理 秩 (赋值 的 ) 177 
ABR 59, 60 

ABR 553 
有 向 单 形 587 

有 向 线段 432 

有 向 点 列 92 

有 向 点 族 92 

伪 有 向 点 族 92 
Cauchy 有 向 点 族 101 
完全 有 向 点 族 92 

部 分 有 向 点 族 92 
基本 有 向 点 族 101 
共 尾部 分 有 向 点 族 92 
有 向 点 集 э? 

AERE 580 
有 序 复 形 580 

有 穷 观点 з 

有 补 模 格 73 

有 限 上 链 595 
有 限 元 法 “1081 

有 限 历史 1259 

有 限 区 间 (R 中 的 ) 63 
有 限 分 支 。462 
Amic 1259 

有 限 扩张 ”130 

有 限 级 数 705，1399 
有 限 序列 ”49 

有 限 序 数 70 

有 限 表示 356 
fmm 220 

有 限 型 的 ( 层 ) 556 

有 限 型 的 ( 射 ) 550 

有 限 型 的 (4 模 ) 186 
局 部 有 限 型 的 ( 射 ) 550 
AMIER 

列 有 限 和 矩阵 120 
FAMER 120 

有 限 测度 69 
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o 有 限 测度 691 
有 限 总 体 1172 

大 小 为 NN 的 有 限 总 体 1220 
有 限 部 分 848 
有 限 维 的 (线性 空间 ) 138 
有 限 覆 盖 ( 集 合 的 ) 82 
AREH 781 

有 界 变 差 (映射 ) 702 
BARA RBH) 697 
Tonelli RX PARR 701 
HRAM 782 
有 界 型 的 ваз 
超 有 界 型 的 845 
AAEM 120 
ARR 26 

有 效 亏 格 539 
ARAR 9, 12 

有 效 次 数 544 

有 效 距离 ”1323 

有 理 元 素 776 
有 理 式 域 126 

有 理 曲线 ”464，539 

545 

59 
256 

有 理 作用 314 

有 理 表示 (矩阵 群 的) 314 
有 理 表示 ( 一 般 线性 群 的 ) 226 
有 理 实数 61 

ЖИЫН 552 

双 有 理 映 射 、552 

有 理 等 价 558 
PROMO 60 

有 边缘 流 形 582, 652 
有 向 链 复 形 591 

有 序 链 复 形 591 

有 限 生成 的 ”206 

有 限 生成 的 (4 模 ) 186 
有 限 加 法 族 689 

有 限 自动 机 41 

有 限 交 性 质 83 

有 限 连 分 数 325 
有 限 表 出 的 。215 

有 限 和 正 交 1091 
WC 179 

有 限 值 函 数 858 

有 限 维 分 布 1118 
有 界 完备 的 (统计 量 ) 1175 
有 界 上 算 子 “26 
有 效 估计 量 1196 

渐 近 有 效 估计 量 1200 
有 理 内 射 性 203 

有 理 函数 域 126 
”变量 有 理 函 数 域 132 


有 理 整 函数 785 

有 噪声 信道 ”1257 

有 心 二 次 曲面 429 

有 心 圆锥 曲线 422 

有 限 可 辨别 的 1208 

有 向 实 超 球面 456 

有 序 -无 序 转变 1307 

有 序 单纯 复 形 579 

有 序 线性 空间 839 

有 环 柄 的 空间 651 

有 限 加 法 测度 691 

有 限 特 征 条 件 (函数 的 ) 50 

有 限 特征 条 件 ( 集 合 的 ) 50 

有 限 增 量 定理 670 

有 界 变 差 函数 ”668 

有 界线 性 算 子 834 

有 理 上 同调 群 203 

有 了 确定 的 面 职 685 

有 限 加 性 集 函 数 697 

有 限 次 代数 数 域 ，357 

有 限 维 射影 几何 441 

有 理 数 的 稠密 性 63 

有 理 的 向 分 方程 9 

有 限 群 的 线性 表示 293 

有 限 群 的 群 特征 标 “ 1472 

AC 类 的 函数 关系 675 

有 限 生成 环 的 正规 化 定理 171 

ARN = 维 C' 类 微分 流 形 475 

在 0 处 不 可 约 823 

在 4 上 的 诱导 变换 897 

在 Самос 意义 下 的 实数 61 

在 Stolz 意义 下 可 微 的 。671 

在 9 下 是 弱 徘 徊 的 ”894 

在 无 穷 远 点 具有 答 点 “931 

在 群 9 下 是 弱 徘 咎 的 ”895 

在 9 下 是 可 数 等 价 的 895 

在 ?下 是 有 限 等 价 的 ”895 

在 无 穷 远 点 处 是 正则 的 ”749 

在 和 处 关于 参数 》 导数 850 

在 Ляпунов 意义 下 正 向 稳定 的 
959 

在 5 的 集合 上 一 致 收敛 的 拓扑 
843 

存储 器 1093, 1267 

存在 命题 8 

存在 定理 (类 域 论 中 的 ) 367 

存在 定理 ( 常 微分 方程 的 ) 924 

Cauchy 存在 定理 980 

Cartan-Kahler 存在 定理 974 

Cauchy-Kosanenckas 存在 定理 
989 

竞争 平衡 的 存在 定理 1249 

存在 符号 8 

存在 量词 s 


存在 唯一 性 定理 937, 938 
主 成 分 1188 
无 关 紧要 成 分 1078 


成 批 排队 1252 

成 带 条 件 982 
成 对 比较 法 1227 

死 点 (一 生存 时 间 ) 1124 
死亡 过 程 1136 
扩张 ( 域 的 ) 130 
扩张 ( 群 的 ) 211 
扩张 ( 模 的 ) 199 

扩张 (映射 的 ) 43 

扩张 (联络 的 ) 486 

扩张 (赋值 的 ) 177 
扩张 ( 算 子 的 ) 862 
扩张 (分 数理 想 的 ) 360 
扩张 ( 子 域 的 同 构 的 ) 130 
单 扩张 ( 域 的 ) 130 
BPH 872, 873 

强 扩张 872 

群 扩张 202 

Abel 扩张 ( 域 的 ) 134 
Friedrichs 扩张 874 
Galois 扩张 ( 域 的 ) 134 
Pythagoras 扩张 ”408 

中 心 扩张 ”211 

正则 扩张 132 

正规 扩张 130 

可 分 扩张 ( 域 的 ) 131 
代数 扩张 ( 群 的 ) 158 
代数 扩张 (超越 元 的 ) 130 
有 限 扩张 ”130 
自然 扩张 ( 自 同 态 的 ) 901 
完备 扩张 (度量 空间 ) 88 
纯 量 扩张 (4 模 的 ) 191 
纯 量 扩张 (线性 表示 的 ) 292 
线性 扩张 540 
超越 扩张 (超越 元 的 ) 130 
循环 扩张 ( 域 的 ) 134 
解析 扩张 ”818 
Artin-Schreier 扩张 ( 域 的 ) 134 
p-adie Ж 

不 可 分 扩张 ( 域 的 ) 131 
非 分 歧 扩 张 360, 375 
纯 超越 扩张 ”132 

可 分 生成 扩张 ( 域 的 ) 132 
纯 不 可 分 扩张 ( 域 的 ) 131 
扩 域 129 

扩散 1303 

扩充 型 1248 

扩张 域 129 


扩散 核 748 

扩张 定理 

Hopt 扩张 定理 ”606 

E. Hopt 扩张 定理 692 
Hahn-Banach 扩张 定理 835 
Колмогоров 的 扩张 定理 1107 
扩散 方程 1303 

扩散 过 程 1144 

具有 反射 壁 的 扩散 过 程 1147 
扩散 系数 1303 

扩张 的 障碍 617 
扩大 最 大 值 原理 744 

扫除 747 

扫除 过 程 747 

扫除 原理 747 

轨 线 503 

最 优 轨 线 1270 

轨道 219，969 
轨道 (= 可 还 类 ) 289 
轨道 (Mapxos 过 程 中 的 ) 1124 
轨道 (拓扑 变换 群 的 ) 264，516 
轨道 (随机 过 程 中 的 ) 1118 
轨道 ( 常 微分 方程 组 的 ) 928 
Кеде 轨道 1325 

正 交 轨 道 752 

正 的 半 轨 道 929 

极限 周期 轨道 932 
轨道 计算 128: 
轨道 闭 包 929 

极 小 轨道 闭 包 929 
轨道 空间 264 
轨道 空间 (Марков 过 程 的 ) 1124 
轨道 多 边 形 932 

轨道 稳定 性 961 
过 程 1118 

增 过 程 1158 

Cauchy 过 程 1152 

Feller 过 程 1124 

Hunt 过 程 1126 

Lévy 过 程 1150 

Poisson 过 程 1150 

Wiener 过 程 1138, 1150, 1255 
Марков 过 程 1122, 1124 
go 过程 527 

广义 过 程 1165 

从 属 过 程 1152 

分 枝 过 程 1153 

平稳 过 程 1159 

可 加 过 程 1149 

死亡 过 程 1136 

扩散 过 程 1144 

扫除 过 程 747 

回 代 过 程 1064 

伴随 过 程 1130 


RAYE пів 

ARTE 1130 

消 元 过 程 1063 

随机 过 程 1117, 1118 
Марков 过 程 1125 
Bete 151 

增殖 过 程 ”1136 
不 可 逆 过 程 1305 

不 变 Марков 过 程 1152 
中 心 化 过 程 1149 

自 回归 过 程 1161 
自然 增 过 程 1159 

复合 Poisson 过 程 1151 

弱 平稳 过 程 1159 
确定 性 过 程 1243 
强 平 稳 过 程 1159 

Марков 分 核 过 程 1054 
广义 随机 过 程 1120 

正 态 随机 过 程 1119 

对 称 稳定 过 程 1152 
ABERE 1152 
独立 增 量 过 程 1149 
Galton-Watson 分 校 过 程 1153 
Gaus 型 平稳 过 程 1160 
Gaus 型 随机 过 程 1160 
Марков 型 决策 过 程 1245 
正 态 型 随机 过 程 1150 

多 阶段 分 配 过程 1244 

多 阶段 选择 过 程 1244 

复 正 态 随 机 过 程 1119 

弱 平稳 广义 过 程 1160 

强 平稳 广义 过 程 1165 

天 次 弱 平稳 过 程 1165 

= 阶 平稳 增 量 过 程 1165 
具有 反射 壁 的 扩散 过 程 1147 
能 意义 的 广义 随机 过 程 1160 
各 点 独立 的 广义 随机 过 程 1121 


各 点 独立 值 的 广义 随机 过 程 
"2t 
过 渡 1295 
过 剩 数 545 
过 度 收敛 。780 
过 分 识别 的 1225 
至 多 (基数 的 ) 50 
[1] 
RA 25 


尖 点 (曲线 的 ) 463 
尖 点 (代数 曲线 的 ) 538 
HARA 275 

尖 点 形式 282, 286 
BR 334 

光子 1319 

光 轴 1299 


中 文案 引 п 


光 程 1298 
光滑 化 650 
ЖН 672 
光滑 的 ( 射 ) 551 
光滑 的 ( 繁 的 点 ) 551 
光滑 的 (对 于 Riemann EAW) 
902 
光 程 函数 979, 1299 
光滑 曲面 ss 
光滑 结构 649 
光滑 流 形 649 
光滑 算 子 877 
光 清 化 问题 650 
光速 不 变 原理 1310 
光 程 函数 方程 995 
Rie 842 
БЫШ 842 
吸收 律 ( 格 中 的 ) 71 
豚 收 律 ( 集合 运算 的 ) 42 
ШМ 1146 
ike aR 1322 
刚体 1279 
Witt 501 
刚体 动力 学 1279 
网 579 
导 网 482 
网 络 1301, 1302 
"Wf 1302 
无 源 网 络 1302 
线性 网 络 1302 
倒 易 网 络 1302 
SERAPH 1301 
M 端 对 网 络 1302 
阅 络 几何 学 458 
网 络 流 问 题 1302 
网 络 运输 问题 1238 
同化 so 
Wife 603 
同 伦 ( 链 变换 的 ) 196 
链 同 伦 192 
链 同 伦 ( 链 变换 的 ) 196 
Leme 194 
正则 同 伦 659 
自由 同 伦 604 
限制 同 伦 603 
相对 于 4 同 伦 604 
同 余 ( 整 数 ) 324 
US 580 
同 构 ( 射 ) 656 
同 构 ( 序 集 ) 69 
局 构 ( 环 的 ) 153 
局 构 ( 域 的 ) 129 
同 构 ( 群 的 ) 207 
同 构 ( 格 中 的 ) 72 
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ШЫ (Abel A) 567 
同 构 (代数 系 的 ) 53 
同 构 (拓扑 群 的 ) 232 
同 构 (范畴 中 的 ) 105 
同 构 ( 单 纯 复 形 ) 578 
AAF) 108 
同 构 (Lie 代数 的 ) 247 

同 构 (线性 空间 的 ) 137 

内 同 构 ( 环 的 ) 153 
RAH 207 

反 同 构 ( 环 的 ) 153 

自 同 构 ( 环 的 ) 153 

自 同 构 ( 域 的 ) 129 

自 同 构 ( 群 的 ) 207 

自 同 构 ( 代 数 系 的 ) 53 
自 同 构 (Lie 代数 的 ) 248 
自 同 构 (范畴 中 对 象 的 ) 105 
自 同 构 (测度 空间 上 的 ) 898 
西 同 构 ( 流 ) 1163 

序 同 构 69 

序 同 构 ( 序 集 ) 69 

环 同 构 153 

格 同 构 72 

谱 同 构 ( 流 ) 1163 

Bort 同 构 645 

4 同 构 257 

о 208 

切除 同 构 590 

内 自 同 构 “207 

内 自 同 构 ( 环 的 ) 153 

反 自 同 构 207 

反 自 同 构 ( 环 的 ) 153 

主 自 同 构 (Clittord 代数 的 ) 163 
代数 同 构 156 

对 偶 同 构 ( 序 集 间 的 ) 69 
同 纬 同 构 592 

局 部 同 构 236 

相似 同 构 133 
测度 同 构 ( 流 ) 1163 

格 序 同 构 72 

容许 同 构 208 

算 子 同 构 208 

解析 同 构 820 
解析 同 构 (Lie 群 的 ) 243 
Frobenius 自 同 构 ( 案 理想 的 ) 

361 
Galois 上 同调 203 
КЕ = Колмогоров [8] ) 
899 

mod р 同 构 621 
Thom-Gysin 同 构 631 
Колмогоров 自 同 构 899 
双 有 理 同 构 257 
主 反 自 同 构 (Clifford. 代数 的 ) 


163 

对 偶 序 同 构 ( 序 集 间 的 ) 69 
对 侦 格 同 构 72 
БСРЖ) 69 
同 态 ( 环 的 ) 153 
同 态 ( 群 的 ) 207 
同 态 ( 序 集 的 ) 69 
同 态 ( 格 中 的 ) 72 
FAIS (Abel 8209) 567 
同 态 (代数 系 的 ) 53 
同 态 (Lie 代数 的 ) 247 
同 态 (到 自由 积 群 的 ) 210 
反 同 态 207 

反 同 态 ( 环 的 ) 153 

自 同 态 ( 环 的 ) 153 
BACH) 207 

自 同 态 (代数 系 的 ) 53 
自 同 态 (测度 空间 上 的 ) 898 
序 同 态 69 
HACEN) 69 

环 同 态 153 

格 同 态 72 

4 同 态 (4 模 间 的 ) 187 
Hurewicz 同 态 621 
JAS 623 

Jordan 同 态 (Jordan 代数 间 的 ) 

184 

2 同 态 208 

RAR 207 

反 自 同 态 ( 环 的 ) 153 
代数 同 态 156 

对 偶 同 态 69 

边缘 同 态 198 

有 理 同 态 256 

连续 同 态 234 
连通 同 态 (同调 中 的 ) 193 
局 部 同 态 236 

单 射 同 态 207 

诱导 同 态 588, 591 
He 72 

容许 同 态 208 
容许 同 态 (4 模 的 ) 187 
算 子 同 态 208 

算 子 同 态 (4 模 的 ) 187 
解析 同 态 243 
满 射 间 态 207 

上 边缘 同 态 590 

广义 Hop 同 态 622 
开 连 续 同 态 234 
NEFA 69 
对 偶 格 同 态 72 
诱导 的 同 态 619 

同 伦 边缘 同 态 619 
同调 边缘 同 态 591 


上 同调 边缘 同 态 590 
同调 的 边缘 同 坊 590 
上 同调 的 上 边缘 同 态 591 
JAH (Abei ERU) 567 
同 种 ( 仿 射 代数 群 的 ) 257 
AHE 78 
80816 100 
CRA 904 
Аносов MESH 654, 904 
C RMA 476 
BJ 196, 588 
上 同调 196 
内 在 同调 652 
起 上 同调 199 
Tae 上 同调 203 
Weil 上 同调 395 
则 向 的 475 
同 伦 的 ”603 
链 同 伦 的 ( 链 映射 ) 192 
同 伦 型 605 
同 伦 类 603 
同 伦 集 боз 
mer 69 
上 同 伦 群 623 
代数 同 伦 群 560 
相对 同 伦 群 ”619 
稳定 同 伦 群 (Ybhom 谱 的 ) 652 
球面 的 同 伦 群 621, 1384 
AKAMA 622 
紧 连 通 Lie 群 6 的 同 伦 群 1386 
同步 式 1092 
非 同步 式 1092 
同位 角 413 
同位 旋 1331 
ARA 324 
同 余 法 1263 
同 尾 的 (有 向 集 ) 69 
同 构 的 (图 ) 57 
同 构 的 ( 格 ) 72 
同 构 的 ( 流 ) 929 
同 构 的 ( 群 ) 207 
同 构 的 ( 域 ) 129 
同 构 的 (对 象 ) 105 
同 构 的 (表示 ) 290 
同 构 的 (结构 ) 17 
同 构 的 (Lie 群 ) 243 
同 构 的 (代数 系 ) 53 
同 构 的 (拓扑 群 》 233 
We HUE) 523 
间 构 的 (Lie 代数) 247 
BAHH) 901 
谱 同 构 的 (测度 空间 上 的 自 同 构 ) 
898 
k 同 构 的 (4 的 扩 域 间 的 ) 130 


局 部 司 构 的 ”236 
空间 同 构 的 (测度 空间 上 的 自 同 
构 ) 898 
度量 同 构 的 (测度 空间 上 的 自 同 
构 ) 898 

对 侦 格 同 构 的 72 
同 构 射 (范畴 中 的 ) 
函 子 间 的 同 构 射 
同 构 群 

自 同 构 群 53, 207, 248 

内 自 同 构 群 ( 群 的) 207 

内 自 同 构 群 (Lie 代数 的 ) 249 
外 自 同 构 群 249 

同 态 环 

自 同 态 环 ( 模 的 ) 185 

自 同 态 环 (Abel йу) 567 
AEH) 207 
同 态 的 (代数 系 ) 53 
同 态 的 (拓扑 群 ) 234 
同 态 模 (二 个 模 间 的 ) 185 

4 同 态 模 (4 В) 187 

同 态 像 ( 保 测 变换 的 ) 897 

同 种 的 (Abe! SR) 567 
同 种 的 ( 仿 射 代数 群 ) 257 
ШИ) 78 

一 致 司 胚 的 (一 臻 空间》 100 
微分 同 胚 的 476 
同调 环 583 

上 同调 环 595, 597 

de Rham 上 同调 环 481 
紧 连 通 Lie 群 的 上 同调 环 
同调 类 196, 588 

上 同调 类 196 
标准 上 同调 类 369 
基本 同调 燃 583 
基本 上 同调 类 626 
Thom 复 形 的 基本 上 同调 类 652 
同调 群 201, 586, 588 
同调 群 ( 复 形 的 ) 591 
同调 群 (多 面体 的 ) 589 
同调 群 (Lie 代数 的 ) 203 

上 同调 群 201, 590 

上 同调 群 (Lie 代数 的 ) 203 
Čech 同调 群 594 

Vietoris 同调 群 593 

广义 同调 群 595 

约 化 同调 群 592 

局 部 同调 群 593 

奇异 同调 群 591 

相对 同调 群 589 

胞 腔 同调 悦 592 

紧 上 同调 群 595 

射影 同调 群 594 

Čech 上 同调 群 594 


105 
108 
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4' 上 同调 群 524 
Dolbeault 上 同调 群 524 
Hochschild 上 同调 群 。201 
Konworopa-Alexander 同调 群 
593 
TX Liege 
有 理 上 同调 群 
奇异 上 同调 群 
相对 上 同调 群 590 
第 二 种 同调 群 595 
de Rbam 上 同调 群 
G 系 数 同 调 群 584 
Гельфанд-Фукс 上 同调 群 642 
Колмогоров-5рапіег 上 同调 群 
593 
第 二 种 上 同调 群 595 
奇异 同调 群 595 
G 系数 相对 同调 群 589 
(c) 局 部 系数 同调 群 593 
以 6 为 系数 群 的 同调 群 589 
(6.) 为 局 部 系数 群 的 同调 群 
593 
同调 模 192 
上 同调 模 
同化 拓扑 
同化 空间 
同 伦 公理 
同 伦 运算 
同 伦 定理 
同 伦 球面 
同 伦 等 价 
同 伦 障碍 
同时 分 布 
同 余子 群 275 
主 同 余子 群 275 
同 余 类 群 360 
同 纬 同 构 592 
同 纬 映射 605 
同 构 癌 题 ( 整 群 代数 的 ) 297 
同 构 定理 ( 群 的 ) 207 
同 构 定理 (类 域 的 ) 367 
Hurewicz 同 构 定理 621 
切除 同 构 定理 592 
第 一 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 ) 
234 
第 二 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 ) 
234 
第 三 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 ) 
234 
Ax-Kochen 同 构 定理 18 
Hurewicz-Steenrod 同 构 定理 
630 
Keisler-Shelah 同 构 定理 18 
Thom-Gysin 同 构 定 理 652 


595 
203 
591 


480 


194 
80 


pI 


ERREEN) 207 
| ASERI) 207 
同 态 定理 ( 模 的 ) 187 
同 态 定理 (拓扑 群 的 ) 
同 态 映 射 ( 群 的 ) 207 
同年 问题 78 
THAT ORAE) 849 
ANE 195 

上 同调 代数 ”597 
间 调 运算 

上 同调 运算 598, 599 
一 阶 上 同调 运算 599 
泛 函 上 同调 运算 625 
稳定 上 同调 运算 600 

稳定 一 阶 上 同调 运算 600 
稳定 二 阶 上 同调 运算 600 
同调 函 子 197 
上 同调 函 子 
同调 映射 192 
同调 流 形 584 
同调 维 数 ( 模 的 ) 200 
| 同调 维 数 (拓扑 空间 的 ) 97 

上 同调 维 数 ( 层 的 ) 556 

上 同调 维 数 (代数 的 ) 201 

上 同调 维 数 (拓扑 空间 的 ) 97 
同等 强度 871 
同 纬 映射 ( 同 伦 类 的 ) 624 
同 伦 不 变量 603 
同 伦 单位 元 603 
则 阶 无 穷 小 91 
HREAN 395 
局 构 不 变量 (测度 空间 上 的 ) 898 
同调 连通 的 

局 部 ”同调 连通 的 95 

局 部 ”上 同调 连通 的 95 
同 伦 正 合 序列 620 
同 伦 正 合 序列 (纤维 空间 的 ) 630 
同 伦 正 合 序列 (拓扑 空间 的 对 的 ) 

619 
同 伦 边缘 同 态 
同 伦 扩张 性 质 
同 伦 型 不 变量 
fae SOR Bet 
同 险 的 无 穷 大 91 
F] Artin L 函数 396 
同调 正 合 序列 193, 592 
同调 边缘 同 态 591 

上 同调 边缘 同 态 590 
同调 正 合 序列 (纤维 空间 的 ) 631 
同调 正 合 序列 (单纯 复 形 对 的 ) 

590 
同调 的 边缘 同 态 590 
同 伦 球面 的 4 配 边 群 1381 
ffe» 球面 的 4 配 边 群 653 
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197 


619 
604 
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同调 群 的 万 有 系数 定理 590 
T 913 
(分 数理 想 的 ) 358 
因子 ( 环 中 的 元 的 ) 165 
因子 ( 复 流 形 中 的 ) 525 

公 因 子 ( 素 元 分 解 环 中 的 元 的 ) 

166 

余 因 子 ( 子 行列 式 的 ) 122 
素 因 子 (理想 的 ) 165 
SEATS) 152 
SAF(KE M/P 的 ) 167 
PF 295 

Ulm 214 

LEAF 358 

自 守 因子 282 

合成 因子 208 

DEAF (SMA) 118, 167 
直 和 因子 (集合 的 ) 44 

直 和 因子 (集合 的 直 和 的 》 45 
直 积 因 于 (集合 的 直 积 的 ) 45 
直接 因子 ( 群 的 ) 210 

积分 因 于 “1411 

第 一 因 于 363 

第 二 因 于 363 

行列 式 因子 118 
极 大 素 因 于 165 

单 初等 因子 (矩阵 的 ) 118 
极 小 素 因 子 165 
孤立 素 因 子 165 

Dirichlet 的 不 连续 因子 1399 
因数 ( 数 的 ) 322 

公 因 数 ( 数 的 ) 322 
最 大 公 因 数 322 
因子 组 211, 296 
因子 组 (又 积 的 ) 158 
因子 组 ( 铬 的 上 同调 中 的 ) 202 
因果 律 1326 
因子 群 206, 525 
因子 分 析 1188 
因子 表示 298 
因子 变换 ( 保 测 变换 的 ) 897 
因子 得 分 1188 
因子 载荷 1188 
因子 分 解 方法 1041 
因子 Dp 决定 的 复线 从 525 
回归 的 (可 测 变换 的 ) 894 

强 回归 的 (可 测 变 换 ) 894 
无 穷 回归 的 (可 测 变换 ) 894 
回归 线 468 
回归 分 析 1184 
回 代 过 程 1064 
回归 系数 1184 
回归 直线 1184 
回归 定理 891 


回归 定理 (Poincaré) 894 

回归 函数 1175 

EARR 468 

回旋 曲线 466 

回归 超 平面 1184 

曲线 460, 461, 493 
解 曲线 923, 928 
Bertrand 曲线 496 
Darboux 曲线 519 
Fréchet 曲线 700 
Green 曲线 752 
Hesse 曲线 (平面 代数 曲线 的 ) 

538 

Jordan 曲线 95, 461 
Mannheim 曲线 496 


425 

462 

538 

466 

763, 995 

466 

495 

537 

793 

464, 539 

466 

1227 

461 

461 

504 

464 

546 

438 

496 

431 

461 

461 

466 

466 

421 

特征 曲线 (曲面 族 的 ) 500 

特征 曲线 ( 常 微 分 方程 的 ) 928 

特征 曲线 ( 偏 微分 方程 的 ) 980, 
992 

积分 曲线 923, 928, 995 

基本 曲线 552 

Heh 460 

新 近 曲 线 497 

渐 近 曲线 (射影 微分 几何 中 的 ) 
519 

ЖЫНЫ 539 

超越 曲线 467 


等 时 曲线 ”465 
解析 曲线 461 
覆盖 曲线 542 
Delauney 的 曲线 466 
ОС 1223 
超 椭 贺 曲线 540 
简单 闭 曲线 461 
Ж ЖАН 464 
平面 代数 曲线 537 
有 心 圆锥 曲线 422 
逻辑 斯 详 曲 线 1227 
最 速 下 降 曲 线 762 
焦点 二 次 曲线 428 
曲面 468，493 
Jidhüi 468 

闭 曲 面 468 

复 曲面 574 
ЖИШШ 500 

超 曲面 493, 548 
Dini 曲面 500 
Enriques 曲面 528 
Fréchet 曲面 702 
Hopf 曲面 528 
Kummer 曲面 547 
Seifert 曲面 611 


Weingarten 曲面 501 

二 次 曲面 426, 428, 429 

二 级 曲面 427 

切线 曲面 496 

中 心 曲面 “500 

可 展 曲面 500 

凸 闭 曲面 501 

代数 曲面 543 

有 理 曲 面 545 

光滑 曲面 688 

极 小 曲面 499, 766, 1374 

伸 长 曲面 496 

直 纹 曲面 (代数 几何 中 的 ) 545 

直 纹 曲面 (微分 几何 中 的 ) 500 

特殊 曲面 518 

积分 曲面 979 

旋转 曲面 499 

MB 528 

遍历 曲面 1305 

K3 曲面 536 

一 般 型 幅面 528 

二 次 超 曲 面 429 

二 次 超 曲 面 (Euclid 空间 中 的 ) 
428 

二 次 超 曲面 (射影 空间 中 的 ) 444 

对 称 W 曲 面 501 

Eehm 500 

坐标 超 曲面 438 


特征 超 曲面 1003 
积分 超 曲 面 979 
常 曲率 曲面 。500 
等 距 超 曲 面 452 


仿 射 极 小 曲面 ”520 

双 曲 型 二 次 曲面 429 

MANAA 429 

Dupin 四 次 贺 纹 曲面 498 

曲率 ”494，495。1373 

主 曲率 498 

全 曲率 (曲线 的 ) 496 

全 曲率 (曲面 的 ) 498 

法 曲率 498 

总 曲率 499 

Ricci 曲率 507 

Riemann 曲率 506 

Gauss 曲率 498 

Gauss 曲率 ( 超 曲面 的 ) 502 

平均 曲率 509 

平均 曲率 (曲面 的 ) 498 

平均 曲率 (Riemann 流 形 的 ) 
507 

仿 射 曲率 520 

绝对 曲率 494 

保 形 曲率 521 

测 地 曲率 499, 1374 

截面 曲率 506 

数量 曲率 492, 507, 1376 

S. Germain 曲率 498 

Gauss 的 全 曲率 1374 

全 纯 截 面 曲率 507 

S. Germain 的 平均 曲率 ”1374 

曲线 论 494 

曲面 束 

二 次 曲面 束 、445 

二 次 超 曲 面 束 445 

曲率 线 498 

曲率 加 495 

曲线 拟 合 1090 

曲线 坐标 ”438 

平面 曲线 坐标 1370 

正 交 曲线 坐 标 438 

空间 曲线 坐标 1372 

曲线 描 迹 462 

曲面 亏 格 545 

曲面 形变 518 

曲率 中 心 。495，1373 

曲率 半径 495 

主 曲 率 半 径 498, 1374 


REKA 456, 506 

曲率 张 量 488, 489, 506, 1376 
保 形 曲率 张 量 490, 1376 
射影 曲率 张 量 1376 
曲线 坐标 系 1370 
曲线 的 长 度 699 
曲线 论 的 基本 定理 495 
曲面 论 的 基本 定理 197 
曲面 的 第 一 基本 量 1374 
曲面 F 的 算术 亏 格 544 
曲面 的 拓扑 的 基本 定理 470 
曲线 和 曲面 的 微分 几何 学 493 
BOR 466 


[2] 


先 验 分 布 191 

最 不 利 的 先 验 分 布 1194 
先 验 估计 871 

先 验 概率 ”1101 
传染 曲线 1227 
传染 理论 1227 

一 般 传染 理论 1227 
传输 速率 “1259 
传输 容量 1260 
平稳 传输 容量 1259 
遍历 传输 容量 1259 
休止 点 929 

WAK 334 

优先 号 数 1275 

优势 原理 747 

逆 优势 原理 747 
优 度 检验 

报 合 优 度 检验 1171 
r MARERE 1209 
任意 抽样 1158 
任意 常数 922 

仿 样 257 

仿 紧 的 (空间 ) вз 
仿 射 环 547 
仿 射 的 ( 射 ) 550 
仿 射 长 度 520 

仿 射 曲率 520 

仿 射 坐标 448 

第 i 仿 射 坐标 448 
仿 射 变换 449 

仿 射 变换 (微分 流 形 上 的 ) 488 
固有 仿 射 变换 449 
等 积 仿 射 变换 60 
仿 射 法 线 520 

仿 射 空间 446 
DANK 520 
HARE 520 

仿 射 标 架 448 
ihk 520 
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仿 射 映射 449 

仿 射 联络 487 
标准 仿 射 联络 488 
仿 射 概 型 549 
MBA 450 
HEC RIE 474 
RIL 446 
狭义 的 仿 射 几何 学 450 
仿 射 代数 群 256 
仿 射 代数 每”547 

报 仿 射 代数 入 ”549 
仿 射 主 法 线 520 
仿 射 坐标 系 448 
仿 射 变换 群 450 
仿 射 副 法 线 。 520 
仿 射 对 称 空间 488 
仿 射 极 小 曲面 520 
仿 射 微分 几何 学 520 
仿 射 局 部 对 称 空间 488 
CES) 10 

WE 69 

бн 57 

PORE 483 

变换 伪 群 439 

伪 凸 的 819 

强 伪 凸 的 819 
Cartan 伪 凸 的 819 
Levi fog) 819 
RK 848 

伪 流 形 583 

伪 球 面 453，500 
wwii 180 
WERA) 86 
伪 几 何 环 170 

伪 有 向 集 70 

伪 局 部 性 877 

伪 随 机 数 1263 

伪 群 结构 484 
伪 有 向 点 族 92 
伪 张 量 形 式 486 
伪 度 量 空间 86 
平凡 伪 度 量 空间 86 
ЖЕК 815, 816 
伪 微 分 算 子 876 
ФИ Е — ВСЕ 100 
伪 距 离 族 生成 的 一 致 性 100 
伊 代 尔 180 


EPRA 180 
伊 代 尔 类 181 
伊 代 尔 群 180, 263 
伊 代 尔 类 群 181 
RLS 函数 400 
MR 1183 
仆 然 比 1207 
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单调 似 然 比 “1183 

狭义 单调 似 然 比 。1183 

似 然 法 

极 大 似 然 法 “1200 

限制 信息 极 大 似 然 法 ”1225 

似 然 方程 1200 

似 然 函数 ”1183，1200 

似 然 比 检验 1207 

延迟 -微分 方程 971 

自行 1282 

自 施 1316 

自 反 的 (关系 ) 46 

ARRAZA) 835 

自 反 的 (局 部 凸 空间 ) 844 

半 自 反 的 。844 

自 反 律 ( 序 的 ) 67 

自 反 律 (等 价 关系 的 ) 47 

自由 地 (作用 ) 273 

自由 的 ( 变 元 ) 14 

自由 度 1179, 1180 

自由 度 (样本 分 布 的 ) 1179 

自由 度 ( 误 莽 平方 和 的 ) 1184 

自由 积 210 

BE 215 

自由 模 188 

Ват а 

有 限 自动 机 ^t 

自 同 构 ( 环 的 ) 153 

自 同 构 ( 域 的 ) 129 

自 同 构 ( 群 的 ) 207 - 

自 同 构 ( 代 数 系 的 ) 53 

BARH (Lie 代数 的 ) 248 

自 同 构 (范畴 中 对 象 的 ) 105 

自 同 构 (测度 空间 上 的 ) 898 

内 自 同 构 207 

内 自 同 构 ( 环 的 ) 153 

BARH 207 

反 自 同 构 ( 环 的 ) 153 

主 自 同 构 (Clitford 代数 的 ) 163 

Frobenius Fi fed fg CC BER) 
361 

Колмогоров 自 同 构 899 

ERA (Clifford 代数 的 ) 
163 

对 合 自 同 构 267 

自 同 态 ( 环 的 ) 153 

自 同 态 ( 群 的 ) 207 

自 同 态 (代数 系 的 ) 53 

自 同 态 (测度 空间 上 的 ) 898 

RAR 207 

反 自 同 态 ( 环 的 ) 153 

自 伴 的 ( 边 值 问题 》 927 

自 伴 的 (微分 方程 ) 958 

形式 自 伴 的 ”873 


BEER 48 

ВЕС ИЛЕ) 969 
自 相关 119 

自信 息 1257 

自治 法 1324 

自 类 型 53 

自 密 核 в 

ВЕЖ в 
自然 性 ( 同 伦 运算 的 ) 623 
自然 数 59 

非 标准 自然 数 18 

自 反 函数 742 

自由 半 群 215 

自由 同 伦 604 

自由 向 量 433 

自由 导数 610 

自由 运动 41 

自由 变 元 8 

自由 积 群 “210 

自 对 偶 的 (线性 空间 ) 140 
自 同 构 群 53, 207, 248 
内 自 同 构 群 ( 群 的 ) 207 
BIB (Lie 代数 的 ) 249 
外 自 同 构 群 249 

自 同 态 环 ( 模 的 ) 185 

自 同 态 环 (Abel 8869) 567 
BER 282 

BAFER 282, 306 

自 守 函数 282 

积 性 自 守 函 数 282 
自由 Abel # 213 

自 伴 算 子 863 

自 环绕 数 п 

自治 系统 951 

自然 几何 518 

自然 方程 495, 518 
自然 尺度 1136 

自然 对 数 677 
自然 边界 (Марков 过 程 的 ) 1146 
自然 边界 (解析 函数 的 ) 776 
自然 扩张 ( 自 同 态 的 ) 901 
自然 变换 108 

自然 单 射 207 

БИН 207 

自然 模型 (公理 集合 论 中 的 ) 21 
自 激 振动 ”1297 
BERRA 363 

自 回归 过 程 1161 

自动 计算 机 1091 

家 相关 函数 1119 
自然 增 过 程 1159 

自动 控制 理论 1268 
自动 程序 设计 1094 
Hidden 900 


自 伴 微分 方程 939 

自 配 极 三 角形 425 

自 配 极 四 面 形 427 
自然 对 数 的 底 1482 

自由 特殊 Jordan 代数 184 
自 伴 北 分 方程 组 940 
向 量 432, 1368 

向 量 (线性 空间 的 ) 137 
Qm es 

列 向 最 117 

行 向 量 7 

法 向 量 476, 504 

零 向 量 432 

pp- 向 量 144 

wiu 向量 176 

平均 向 量 1102 

共 变 向 量 142 

自由 向 最 433 

反 变 向 量 142 

观测 向 量 1214 

位 置 向 他 433, 446 
固定 向 最 433 

单位 向 量 (Euclid 空间 中 的 ) 

433 
单位 向 最 ( 仿 射 标 架 中 的 ) 448 
特征 向 最 (线性 变换 的 ) 144 
特征 向 量 (线性 算 子 的 ) 881 
特征 向 量 (对 应 于 特征 值 的 ) 
ns 

积分 向 量 973 

基本 向 量 433 

赋值 向 量 180 

循环 向 量 297 

解析 向 量 。301 

"ОЖ 137 

- 余 向 量 144 
平均 值 向 量 1102 
共 变 导 向 量 487 

元 数 向 量 137 

s 维 数 向 最 137 
FUA 633 

VUA 634 
ХНАГА ЈА 634 

复 向 量 从 634 
四 元 向 量 从 ”634 

商 向 量 从 634 
JURA 634 
稳定 4 向 量 从 6544 
向 量 场 434，476 

Killing 向 县 场 508 
反 变 向 量 场 478 

共 变 向 量 场 478 
基本 向 量 场 487 

cr 类 向 量 场 6 


向 量 势 ”434 

向 量 线 434 

向 量 格 839 

向 量 积 433 

向 量 群 237 

向 量 管 。434 

向 量 代数 1368 

向 量 表示 (Clifford HAY) 163 
向 量 空间 136, 433 
标准 向 量 空间 446 
度量 向 量 空间 433 

前 齐 性 向 量 空间 400 
向 量 流量 434 
向 量 三 重 积 433 
向 量 不 变 式 315 

向 量 场 的 积分 1369 

向 量 场 的 微分 1368 

向 量 从 в 的 截面 的 芽 的 层 113 
行 (矩阵 的 ) 117 

行列 式 121 

子 行列 式 (矩阵 的 ) 121 
Casorati 行列 式 964 
Fredholm 行列 式 1023 
Gram 行列 式 123，676 
Hill 行列 式 1055 
Jacobi 行列 式 674 
Vandermonde 行列 式 123 
Wronski 行列 式 675 
无 穷 行列 式 Gill 解法 中 的 ) 

1055 

主子 行列 式 (矩阵 的 ) 121 
RATA 674 
临界 行列 式 349 

循环 行列 式 123 

广义 Jacobi 行列 式 702 
格 4 的 行列 式 349 
fim 117 
行动 空间 1190 

行 黑 级 数 707 
行列 式 因 于 118 
TAMER 120 

后 继 元 68 

后 继 者 59 

后 向 差分 1060, 1455 

后 验 分 布 1191 

后 验 风险 1198 
后 验 概率 ”1101 

后 向 移动 平均 1161 

全 序 68 

全 纯 ( 解 析 函 数 ) 817 
全 实 359 

全 域 (结构 的 ) 15 

全 虚 359 
全 解 980 


全 解 (一 阶 仿 微 分 方程 组 的 ) 981 

全 正规 (空间 ) 84 

全 正 的 359 

全 曲率 (曲线 的 ) 496 

全 曲率 (曲面 的 ) 498 
Gauss 的 全 曲率 1374 

全 次 数 ( 谱 序列 的 ) 198 

全 序 集 68 

全 序 群 73 

SUR 639 

全 纯 凸 819 

全 纯 包 sis 

全 纯 的 (函数 ) 769 

全 纯 的 (Riemann 意义 下 ) 817 

全 纯 域 вв 

全 事件 1097 

BRE 668, 697, 702 

全 变换 552 

全 空间 629, 632 

全 商 环 165 

my n 

全 微分 (二 重复 形 上 的 ) 196 

全 Понтрягин 类 639 

全 有 界 的 (一 致 空间 ) 101, 102 

全 有 界 的 (度量 空间 ) 87 
局 部 全 有 界 的 (一 致 空间 ) 102 

全 阵 代数 117 

全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 

左 全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 
弱 全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 

全 纯 半 群 889 

全 纯 函数 769 

全 纯 函 数 ( 复 流 形 上 的 ) 522 

全 纯 部 分 771 

全 纯 微 分 804 

ea eee 
148 

全 线性 群 225 

全 测 地 的 ”509 

全 迷 向 的 (于 空间 ) 148 

全 称 命题 8 

全 称 符号 8 

全 称 量词 8 

全 透视 图 454 

全 Stiefel-Whitney 类 638 

全 边缘 算 子 “194 

全 序 加 法 群 177 

全 迷 向 指数 (二 次 型 的 ) 148 

全 微分 方程 971, 1417 

全 纯 截 面 曲 率 507 

全 迷 向 子 空间 231 

全 微分 方程 组 971 

全 纯 局 部 坐标 系 522 

全 纯 函 数 的 菠 层 ”823 
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全 定 四 元 数 代数 379 
全 纯 函 数 的 芽 的 层 113 
全 微分 方程 的 解法 0:07 
合成 52, 742 
合成 ( 射 ) 104 

合成 (对 应 的 ) 47 

合成 (映射 的 ) 43 
合成 (赋值 的 ) 178 


| 合成 ( 同 伦 类 的 ) 604 


合成 (上 同调 运算 的 ) 599 
二 次 合成 625 
内 部 合成 52 
外 部 合成 52 
合同 (图 形 ) 406 
分 解 合同 409 
补充 合同 409 
合并 1266 
ёж 172 
第 一 合 系 122 
Mr BR 172 
合 取 (命题 的 ) 7 
合 痕 ( 关 的) 612 
SCR MH) 604 
EMS 659 
eu 322 
合成 列 ( 群 的) 208 
合成 列 ( 有 序 集 的 ) 73 
主 合成 列 ( 群 的 ) 208 
合成 法 205 
合成 积 732 
ARR 130 
合同 的 (图 形 ) 412 
合并 法 1266 
合 系 论 200 
合 痕 型 ( 纽 结 的 ) 609 
合成 因子 208 
合成 定理 367 
合成 函数 43 
合成 映射 43 
合成 测度 
合同 公理 406 
合同 变换 411 
合作 对 策 
合理 的 群 1223 
合成 单 形 法 1236 
ARARA 208 
合同 变换 群 411，452 
合流 型 函数 1046 
合作 对 策 的 解 1248 
合流 型 特殊 函数 1033 
合流 型 微分 方程 1046 
合流 型 超 几何 函数 1046, 1441 
合流 型 超 几何 微分 方程 1046, 
1442 
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众 数 1173, 1174 
样本 众 数 1174 
各 向 同性 油性 1295 

局 部 各 向 同性 庙 性 1295 
各 种 空间 的 微分 几何 学 516 
各 点 独立 的 广义 随机 过 程 1121 
各 点 独立 值 的 广义 随机 过 程 1121 
各 种 标准 型 的 一 阶 偏 微分 方程 的 解 

法 1418 
#5 54 
多 边 形 409 

力 多 边 形 1089 

正 多 边 形 418 

平面 多 边 形 409 

轨道 多 边 形 932 

环节 多 边 形 1089 
多 角 数 334 

mS PAR 334 
BWR 124, 135 

Alexander ZHR 611 
Bernoulli 多 项 式 1034 

Euler 多 项 式 1035 

Gegenbauer 多 项 式 721, 1046, 


AB] 


1451 
Hermite PHR 722, 1453 
Hilbert 多 项 式 172, 542 


Jacobi 多 项 式 721, 1453 
Laguerre 多 项 式 721, 1454 
Legendre 多 项 式 1044, 1435 
Lommel 多 项 式 1450 
Neumann 多 项 式 1450 

Ран 多 项 式 123 

Poincaré 多 项 式 588 

Schläfli 多 项 式 1450 

Sonine 多 项 式 721,1454 
Tschebyschetf 多 项 式 1451 
Бернштейн 多 项 式 715 
Чебышев 多 项 式 718572141451 
分 加 多 项 式 362 

正 交 多 项 式 1091, 1454 
本 原 多 项 式 125 

对 称 多 项 式 126 
交代 多 项 式 126 
特征 多 项 式 (矩阵 的 ) 118 
特征 多 项 式 (线性 变换 的 ) 144 
特征 多 项 式 (微分 算 子 的 ) 869 
插值 多 项 式 1060 

最 小 多 项 式 (和 矩阵 的 ) 118 
最 小 多 项 式 (超越 元 的 ) 130 
最 小 多 项 式 (线性 变换 的 ) 145 
微分 多 项 式 175 

元 多 项 式 124 
特异 伪 多 项 式 sis 
特种 球 多 项 式 721 


Lagrange 内 插 多 项 式 717 
Fagrange 插 让 多 项 式 1060,1455 
Newton 内 插 多 项 式 717 
Чебышев 近似 多 项 式 718 
角 多 项 式 736 
连带 的 Laguerre 多 项 式 721 
选 点 正 交 多 项 式 。1091，1454 
狭义 交代 多 项 式 126 
基本 对 称 多 项 式 126 
最 简 正 交 多 项 式 1091 
最 简 交 代 多 项 式 126 
”次 齐 次 多 项 式 124 
严 个 变量 的 多 项 式 124 
首 项 系数 是 1 的 多 项 式 
多 面体 449 
多 面体 (单纯 复 形 的 ) 
正 多 面体 418 
凸 多 面体 430 
Euclid 多 面体 577, 578 
解析 多 面体 819 
三 维 Euclid 空间 内 的 正 多 面体 
418 
四 维 Euclid 空间 内 的 正 多 面体 
419 
m fk Euclid 空间 内 的 正 多 面体 
419 
多 重点 ( 弧 的 ) 461 
多 重 校 (图 中 的 ) 57 
多 圆柱 816 
多 值 的 274 
多 元 分 析 1185 
多 元 数据 1185 
多 时 函数 785, 787 
多 级 抽样 ”1221 
ETE 
多 连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
多 体 问题 1285, 1307 
多 线性 型 140 
多 项 分 布 1103, 1457 
负 多 项 分 布 1103, 1457 
多 项 式 环 124, 170 
微分 多 项 式 环 175 
mm 个 变量 的 多 项 式 环 124 
多 面 坐标 439 
多 重 指数 869 
BERD 685, 697 
多 值 函 数 48 
多 值 逻辑 10 
多 函数 ”1040,1431, 1489, 1490 
多 变量 函数 48 
多 线性 映射 140 
多 项 式 表示 226 
多 项 式 定理 55, 1432 
SEGUE 715 


124 


578 


多 重 可 迁 群 219 

SHIRE 60 

多 重 共 变 式 316 
绝对 多 重 共 变 式 316 

多 重 共 线性 ”1225 

多 重 调和 的 817 

多 调和 函数 753 

多 元 方差 分 析 1186 

多 元 线性 模型 1185 

多 次 抽样 检验 1223 

多 变量 的 情形 276, 286 

多 面体 投影 法 459 

多 重 相关 系数 1187 
样本 多 重 相关 系数 

多 圆锥 投影 法 460 

多 维 正 态 分 布 1457 

多 阶段 分 配 过 程 1244 

多 阶段 选择 过 程 1244 

多 变量 解析 函数 816 

多 项 式 恒 等 关 系 (代数 的 ) 

多 重 次 调和 函数 819 

多 重 数学 归纳 法 60 

多 维 超 几何 分 布 1103, 1457 

多 方 指数 微分 方程 956 

多 复 变量 解析 函数 816 

多 窗口 的 排队 系统 1251 

多 项 式 环 的 正规 化 定理 

负 ( 有 序 域 的 元 ) 133 

Ай 251 

负数 62 

负 阻 力 

nxt 

负 定 向 

负 定型 

负 复 形 196 

负 部 分 839 

MERK 6 

负 二 项 分 布 1103, 1457 

(ЧЕ Ляпунов 意义 下 ) 负 向 稳定 的 
959 

负 多 项 分 布 1103, 1457 

负 定 Hermite 型 149 

负 向 新 近 稳 定 的 959 

色 数 471 

色散 关系 


1187 


161 


171 


1297 
668, 702 
475 
147, 148 


1325, 1326 
(+1 


齐 次 元 (分 次 环 的 ) 171 

齐 次 元 ( 齐 次 环 的 ) 171 

齐 次 环 171 

齐 次 的 (差分 方程 ) 963 

齐 次 的 (线性 常 微 分 方程 ) 937 

齐 次 的 (一 阶 线性 常 微分 方程 组 ) 
938 


非 齐 次 的 (差分 方程 ) 963 

非 齐 次 的 (线性 党 微分 方程 ) 
937 

非 齐 次 的 (一 阶 线 性 富 微 分 方程 
组 ) 938 

ЭРИ 348 

非 齐 次 格 349 

齐 次 坐标 442, 443 

非 齐 次 坐标 442, 443 

FARAOR WRH) 173 

齐 次 理想 (分 次 环 的 ) 171 

齐 次 理想 (多 项 式 环 的 ) 170 

齐 次 Lorentz 群 1309 

非 齐 次 Lorentz BE 1309 

ЭЕ n 链 ( 群 的 ) 201 

非 齐 次 п 链 ( 群 的 ) 202 

齐 性 空间 265, 289 

Riemann 章 性 空间 265 

对 称 齐 人 性 空间 267 

局 部 齐 人 性 空间 440 

复 的 齐 性 空间 265 

Hermite 的 齐 性 空间 265 

Kabler 的 齐 性 空间 265 

对 称 Riemann 章 性 空间 267 

具有 线性 联络 的 齐 性 空间 265 

ЖКТ а 192 

ЖАИЫ 547 

齐 次 完整 群 507 

限制 齐 次 完整 群 507 

齐 性 有 界 域 270 

齐 次 积分 方程 ”1023 

齐 次 线性 方程 组 123 

齐 次 常 微分 方程 ”1410 

高 阶 齐 次 常 租 分 方程 1412 

充分 的 1175 

充分 多 的 ”298 

交 (同调 类 的 ) 598 

交 ( 射 影 空间 的 ) 441 

交 ( 有 序 集中 二 元 素 的 ) 71 

交 比 444 

交换 (Lie 群 ) 242 

交集 (集合 的 ) +2 

交叉 点 

下 交叉 点 609 

上 交叉 点 509 

交叉 积 558 

3ZXW 469 

交代 的 ( 纽 结 ) 609 

ZERE 218, 1472 

交 事件 (事件 的 ) 1097 

交 定 理 

Cantor 交 定 理 88 

Kroll 交 定 理 167 

交织 图 1086 


交换 环 152, 164 
| 交换 的 (Lie 代数 ) 248 
交换 的 ( 群 中 的 元 ) 205 
交换 的 (分 次 代数 中 的 积 ) 602 
交换 律 ( 格 中 的 ) 71 
交换 律 (基数 的 ) 51 
交换 律 (关于 群 合成 的 ) 205 
交换 律 (集合 运算 的 ) 42 
交换 律 (关于 自然 数 的 ) 60 
交换 律 (关于 自然 数 加 法 的 ) 60 
反 交换 律 433 
交换 法 1266 
交换 域 129, 153 

非 交换 域 129 
交换 群 205, 263 
交错 的 ( 张 量 ) 143 
交错 的 (多 线性 映射 ) 140 
交错 域 183 

交互 作用 1217 

交 的 定理 ( 仿 射 几何 中 的 ) 447 
交 的 定理 (射影 几何 中 的 ) 441 
交换 代数 156 
交换 关系 1315 
交换 收敛 706 
交换 图 表 105 
交错 代数 183 
交错 级 数 706 
交错 纽 结 1390 
交错 矩阵 117 
交代 多 项 式 126 

狭义 交代 多 项 式 126 
最 简 交代 多 项 式 126 
交代 张 量 场 478 
ZERK 105 
交 打 线性 群 222, 230 
交错 化 算 子 143 
交替 方向 迁 代 法 “1081 
FERR 1319 
Hi (Riemann dj) sol 
闭 (流动 形 ) 849 
闭 包 76，863 

AME 1235 

整 闭 包 ( 环 的 ) 166 
代数 闭 包 ( 域 的 ) 131 
Sues 929 

航 小 轨道 闭 包 929 
闭 的 

整 闭 的 ( 环 ) 166 

HB 闭 的 84 

ARI 256 

FAR 84 
完全 整 闭 的 ( 环 ) 166 
ЮШЩ 461 
HA 470 
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Pythagoras 闭 域 405 
RAR 133 

代数 闭 域 131 
PRR 348 
PARC Eng) 553 
闭 链 ( 链 复 形 中 的 ) 196 
r+ 闭 链 588 
Schober [AE 640 
分 割 闭 链 、805 
边缘 闭 链 ”588 

消 没 闭 链 560 
TAA 584 
"ЫЙ 590 
障碍 上 闭 链 616, 637 
~ 上 边缘 闭 链 590 
Mg 552 
AR 76 

ABAR 79 

相对 闭 集 79 

基本 闭 集 75 
闭路 (一 闭 道路 ) 607 
FARE 296 
AM 612 
WFR 261 
BTE 233 
闭 区 间 63, 416 
闭 公 式 (谓词 逻辑 中 的 ) 12 
闭 曲 线 

凸 闭 曲 线 495 
简单 闭 曲 线 461 
闭 曲 面 468 
ТШ 501 
FRAY 78 
闭 流 形 582 
闭 集 系 76 
闭 链 模 192 
闭 道路 607 
二 道路 (图 中 的 ) 57 
ARF 835, 862 

可 闭 算 于 862 
闭 覆盖 (集合 的 ) 82 
闭 于 空间 833 
闭 子 流 形 476 
闭 包 有 限 581 
闭 半 空间 449 
闭 型 公式 1073 
闭 测 地 线 511 
闭路 空间 604 

闭路 定理 585 
MAREE 835, 346, 862 
闭 值 域 定理 836 
闭 集 系 的 基 78 
ABACK 480 


| 闭 结 点 状 区 域 932 
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团 集 系 的 子 基 78 
问题 
Abel 问题 1027 
Burnside 问题 216 
Cauchy 问题 ( 常 微分 方程 的 ) 
923 
Cauchy 问题 (偏向 分 方程 的 ) 
980，989 
Corona 问题 “910 
Delos 问题 ”417 
Dido 问题 768 
Dirichlet 问题 750, 755, 997 
Fermat 问题 372 
Geöcze 问题 701 
Goldbach 问题 334 
Lagrange 问题 762 
Levi 问题 819 
Neumann 问题 750, 1000 
Piatt 问题 “971 
Plateau 间 题 766 
Riemann [RM 945 
Robin 问题 1000 
Schoentlies 问题 ”55 
Thue 问题 40 
"соны 间 题 1015 
335 


内 部 问题 755 

分 配 问 题 1238 

四 色 问 题 471 

外 部 问题 755 

对 侦 间 题 1234 

LU 78 

字 的 问题 215 

闻 构 问题 ( 整 群 代数 的 ) 297 

多 体 问题 1285, 1307 

安置 问题 609 

运输 问题 1237 

系数 问题 786 

判定 问题 31 

初 值 问题 989 

初 值 问题 ( 常 敏 分 方程 的 ) 923 

初 值 问题 (差分 微分 方程 的 ) 
965 

局 部 问题 946 

表示 问题 703 

变换 问题 215 

构造 问题 368 

组 合 问题 1431 

类 型 问题 802 

格 点 问题 342 

GRAM 417 

衔接 问题 ”941 


混合 问题 986 
着 色 问 题 58 
RAM 658 
等 周 问题 ”495，767 
福原 问题 928 
SAAB 987 
Behrens-Fisher 问题 1207 
Gauss BM 342 
Jacobi 逆 问 题 571 
Künigsberg 桥 问 题 57 
人体 问题 1285 
Ricmann-Hilbert 问题 945 
Sturm-Liouville 问题 ”927 
一 般 Thue 问题 40 
广义 Ptaft 问题 972 
凸 规划 问题 1239 
永 真性 问题 31 
光滑 化 问题 650 
网 络 流 问 题 1302 
非 线性 问题 954 
狭义 Burnside 问题 216 
特征 值 问题 880, 831 
最 大 流 问 题 1238 
最 小 化 问题 1239 
最 短路 问题 1238 
Cousin 第 一 问题 820 
Cousin 第 二 问题 820 
Dirichlet 除数 问题 342 
du Rois-Reymond 问题 725 
Gauss 变 分 问题 746 
Hilbert 第 五 问题 235 
Hitchcock 运输 问题 1238 
《样本 问题 1211 
= 判决 问题 1190 

般 边 值 问题 1001 
二 次 规划 问题 1239 
几何 作 图 问题 416 
广义 等 周 问题 762，768 
不 变 测 度 问题 894 
可 满足 性 问题 31 
网 络 运输 问题 1238 
两 点 边 值 问题 926 
时 间 最 优 问题 1269 
作 图 可 能 问题 416 
伴随 边 值 问题 927 
条 件 变 分 问题 762 
奇异 初 值 问题 1015 
图 上 运输 问题 1238 
限制 三 体 问题 1286 
线性 规划 问题 1239 
统计 判决 问题 1190 
特殊 等 局 问题 768 
随机 游 动 问题 1303 
第 一 边 值 问 题 997 


第 二 边 俩 问题 1000 
边 值 问题 1000 
Hilbert 的 数学 问题 1356 
立方 体 售 积 问题 417 

非 线性 规划 问题 1239 
第 一 边界 值 问题 750 

第 二 边界 值 问题 759 

第 三 边界 值 问题 750 

角 的 三 等 分 问题 417 
福原 的 边 值 问题 эзе 
常 微分 方程 的 边 值 问题 926 
常 微分 方程 的 初 值 问题 923 
篇 微分 方程 的 初 值 问题 988 
双 曲 型 偏 微 分 方程 的 初 值 问题 

1419 

冲击 波 1291 

次 (表示 的 ) 289 

次 序 (排队 论 中 的 ) 1252 

次 数 ( 醋 值 的 ) 179 

次 数 (表示 的 ) 290 

次 数 (代数 元 的 ) 130 

次 数 (多 项 式 的 ) 124 

次 数 ( 除 子 类 的 ) 798 

次 数 (来 除 子 的 ) 539 

次 数 ( 索 理 想 的 ) 358 
ORCA AY) 551 

次 数 (置换 群 的 ) 218 
次 数 (Lie 代数 的 ) 248 

次 数 ( 有 限 扩张 的 ) 130 

次 数 ( 约 化 代数 的 ) 184 

次 数 ( 零 维 闭 链 的 ) 554 
次 数 ( 数 分 形式 的 ) 479 
次 数 ( 中 心 单 代数 的 ) 159 
次 数 (代数 方程 组 的 ) 127 
次 数 (多 项 式 的 项 的 ) 124 
次 数 (图 中 的 顶点 的 ) 57 
次 数 ( 常 竹 分 方程 的 ) 922 
кж (Lie 群 的 表示 的 ) 244 
次 数 (代数 曲线 的 除 子 的 ) 538 
全 次 数 ( 谱 序 列 的 ) 198 
余 次 数 ( 谱 序列 的 ) 198 
BRE 544 

有 效 次 数 544 

形式 次 数 300 
相对 次 数 ( 素 理想 的 ) 360 
相对 次 数 ( 域 的 有 限 扩张 的 》 

375 

超越 次 数 132 

ЖКК тов 

覆盖 次 数 542 

次 调和 753 

BER 464 

次 特征 线 1004 

次 线性 的 831 


次 不 变 测度 1130 
次 中 线 函 数 755 
次 正规 子 群 209 
次 加 性 泛 函 668 

次 调和 函数 753 

多 重 次 调和 函数 819 
决策 1243 

决定 集 817 

决定 性 的 ”1161，1164 
纯 非 决定 性 的 ( 弱 平稳 过 程 ) 

né 
纯 非 决定 性 的 ( 强 平稳 过 程 ) 
1164 

守恒 的 1125 
守恒 的 ( 链 )》 1132 
安置 问题 609 
字 (Turing 机 的 ) 40 
代码 字 1261 
字母 40 
字典 40 
字母 表 40 
FARE 69, 251 
字 的 问题 215 
并 (对 影 空间 的 ) 441 
并 (有 序 集中 二 元 素 的 ) л 
并 集 (集合 的 ) 42 
并 集 ( 公 理 集 合 论 中 的 ) 20 
面 元 并 集 977, 993 
并 项 检验 法 706 
并 集 公 理 (集合 论 中 的 ) 45 
关系 46 
关系 ( 群 中 的 ) 206, 215 
FRR 67 

MRR 46 

Einstein 关系 1303 
Legendre 关系 1037, 1430 
二 元 关系 9 

正 交 关系 300 

正 交 关系 (特征 标的 ) 293 
交换 关系 1315 

色散 关系 1325, 1326 
定义 关系 215 

函数 关系 675 

射影 关系 441 

透视 关系 441 
BARR 215 
等 价 关系 47 
整除 关系 ( 环 中 的 ) 166 
元 关系 9 

多 项 式 恒 等 关 系 (代数 的 ) 161 
AO 类 的 函数 关系 675 
关系 式 

Fuchs KAA 942, 1433 
Hurwitz 关系 式 370 


Pliicker 关系 式 437 
周期 关系 式 571 
Rankine-Hugoniot 关系 式 1291 

关联 阵 (标号 图 的 ) 5s 

关联 的 ( 顶点 和 楼 的 》 57 
线性 无 关联 的 ( 域 》 132 

关联 数 587 

关联 公理 405 

关系 代数 1218 

AREER 1214, 1215 

关于 人 可 求 和 sss 

关于 пе 为 可 测 691 

关于 参数 4 DM 850 

关于 参数 1 连续 850 

关于 参数 和 解析 851 

关于 面 素 的 面积 分 688 

关于 参数 的 积分 850 

关于 线 素 的 线 积分 。688 

关于 路 线 的 加 法 性 688 

关于 s 的 极 大 理想 165 

关于 对 Е, Р TM CE RBS 

闻 的 ) 843 
ATRE p 的 商 环 165 
关联 平稳 过 程 的 推移 897 
关于 整 扩 张 的 有 限 条 件 170 
关于 С” 类 函数 的 Weierstrass 预备 
定理 679 

关于 自然 数 不 可 能 刻 划 的 Skolem 
定理 4 

关于 随机 变量 族 Qu) (XE 4) 是 可 
测 的 1099 


论 

场 论 1320 
图 论 1237 
数论 321 
风险 论 1231 
对 策 论 1246 
曲线 论 494 
合 系 论 200 
位 势 论 743 
证 明 论 3 
表示 论 254, 288 
组 合 论 55 
函数 论 777 
相对 论 1309 
信息 论 1257 
类 型 论 э 
类 域 论 366 
纯 数论 3 
排队 论 1250 
控制 论 1254 
集合 论 5 
模型 论 14 
概率 论 1097 
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超 曲面 论 496 

Gödel 集合 论 21 

Zermelo 集合 论 21 
一 般 集合 论 21 
个 体 风 险 论 1231 

广义 相对 论 1309 

公理 集合 论 4,19 
分 歧 类 型 论 9 

古典 风险 论 1231 

生物 控制 论 1255 
求 和 法 分 论 710 

库存 管理 论 1273 

狭义 相对 论 1309 

基本 粒子 论 1330 

描述 集合 论 36 

集体 风险 论 1231 

微分 方程 沦 920 
简单 类 型 论 9 
Bernays-Göde! 集合 论 20, 21 
Zermelo-Fraenkel 集合 论 20 
完备 上 同调 论 203 

古典 描述 集合 论 38 
气体 分 子 运动 论 1305 
单 复 变量 函数 论 777 
设计 

区 组 设计 i214 

试验 设计 1214 

程序 设计 1094 
平衡 区 组 设计 1216 

自动 程序 设计 1094 

随机 区 组 设计 “1217 

二 因素 试验 设计 1217 
平衡 不 完全 区 组 设计 56, 1216 
两 方 消除 非 均匀 性 的 设计 1219 


部 分 平稳 不 完全 区 组 设计 8 
两 方 消除 非 均匀 的 部 分 平衡 
1219 
设置 1252 
iit Hie 1184, 1214 
12] 
异种 球面 649 
导 网 482 
导 集 ( 集 的 ) 81 
SE 669 


导数 ( 复 变 函数 的 ) 769 
导数 (微分 环 中 的 ) 175 
下 导数 699 

上 导数 699 

右 导 数 669 

左 导数 669 

偏 导数 671 

Dini BA 699 
Fréchet 导数 864 


15522 — ABIL 7] 
Lagrange 导数 1289 
Lie 导数 ( 张 最 场 的 478 
Lie 导数 (微分 形式 的 ) 480 
Schwarz 导数 1396 
一 般 导数 698 
自由 导数 610 
寻常 导数 698 
近似 导数 703 
变 分 导数 763 
高 阶 导数 670 
球面 导数 (解析 函数 或 亚 纯 函 数 
的 ) 103 
"ИЖ 670 
一 般 下 导数 698 
一 般 上 导数 698 
右 方 下 导数 699 
上 导数 699 
699 
699 
A 698 
寻常 上 导数 608 
difho 方向 的 偏 导数 671 
广义 函数 意义 下 的 导数 849 
在 A 处 关于 参数 和 的 导数 850 
沿 曲线 的 法 线 方向 的 偏 导数 
671 
导出 列 248 
导出 群 209 
导 函 数 669, 1392 
“FRR 699 
SHAR 699 
偏 导 函数 “671 
变 分 导 函 数 763 
商 阶 导 函 数 670, 1395 
"АЖ 670 
J7 XR BOROCT 48 SEE RC 
849 
导出 单位 
导出 函 子 
右 导出 函 子 198 
左 导出 函 子 198 
相对 导出 函 子 “201 
导出 理想 248 
导 纳 和 矩阵 1302 
导出 正规 模型 551. 
寻常 点 (曲线 的 ) 461, 462 
寻常 点 (解析 的 集 ) 823 
寻常 点 ( 双 曲 几何 中 的 ) 
寻常 曲线 461 
寻常 导数 698 
DRAM 777 
寻常 下 导数 698 
寻常 上 导数 698 
寻常 可 导 的 ”699 


1277 


452 


阵 
关联 阵 (标号 图 的 ) 58 
邻接 阵 (标号 图 的 》 58 
环 道 阵 (标号 图 的 ) 58 
REGS BM) 58 
三 角形 阵 710 
阶 205 
MOREN) 82 
阶 ( 无 穷 大 的 ) 91 
阶 ( 亚 纯 函数 的 ) 791 
阶 (微分 方程 的 ) 922 
阶 (超越 整 函数 的 ) 788 
Bir (Abel уБ) 567 
阶 (平面 代数 曲线 的 ) 537 
阶 ( 复 变 函 数 极点 的 ) 771 
阶 ( 复 变 函数 零点 的 ) 771 
阶 (代数 曲线 上 的 函数 的 ) 538 
阶 (用 Dirichiet 级 数 表示 的 函数 的 ) 
781 
r 阶 (谓词 的 ) зк 
无 限 阶 ( 群 的 元 ) 206 
无 限 阶 (超越 整 函 数 ) 789 
ЖИЙ 789 
退化 阶 数 (临界 点 的 ) 510 
二 上 阶 ( 非 正则 奇 点 ) 942 
ERA э! 
无 穷 小 的 阶 91 
ИЖ 54, 1430, 1431, 1466 
阶 数 ( 群 的 元 的 ) 206 
MAORA) 1037 
阶 数 (微分 算 子 的 ) 869 
MAR 790 
BORDE 782, 964 
阶乘 函数 1039 
阶梯 函数 sss 
阶 数 为 的 无 点 旋 量 1327 
阶 数 为 《的 有 点 旋 量 1327 
ПВ (hy) 的 混合 旋 量 
收敛 (级 数 ) 705 
收敛 (点 列 ) 90 
WkGRT) 92 
收敛 (数列 )】 89 
收敛 ( 格 列 的 ) 349 
KARK) 707 
收敛 (有 向 点 族 ) 92 
收敛 (广义 积分 的 ) 684 
WAC ESS ERG) 707 
收敛 (概率 分 布 的 ) 1106 
收敛 ( 度 量 空间 中 的 ) 87 
Lc вяз 
BUF БИЗНЕ) 
能 收敛 ( 算 子 的 ) 834 
BC AREER PRAT) 852 
BRU HEF HI) 833 


1327 


198 


SRBC CALE IE ERR) 


(о) WH 93 


862 


BAER) 102 
Е Pr AS) 


827 
780 
706 
102 
706 


жж 
条 件 收敛 ( 二 重 级 数 的 ) 


单纯 收 化 102 
BMI 93 


707 


顺序 收敛 (向 量 格 中 的 序列 ) 


839 


绝对 收敛 


逐 点 收效 102 
部 分 收效 92 

БШ 828 
简单 收效 780 


706, 739 
绝对 收 剑 (二 重 级 数 的 ) 
绝对 收敛 (无 穷 乘积 的 ) 


707 
708 


Moore-Smith 收效 ”92 
APEC 706, 358 


dicti Rl ak 
依 概率 收敛 
RJ Co) ik k 


1100, 1106 
1100 


93 


WW 103 


二 阶 平均 收敛 
儿 乎 处 处 收敛 
儿 乎 必然 收敛 
广义 一 致 收效 
平方 平均 收敛 
阶 平均 收敛 


827 
1100 
1100 
103 
827 


827. 1100 


HA Be 840 
PRANK 827 


收缩 1071 


收缩 (映射 的 ) 43 
WARN) 705 
WARS CROP) 89 
一 致 收敛 的 (序列 》 102 


一 致 绝对 收敛 的 (序列 ) 


КҖ 1075 


102 


Wk Pk CR BLA) ово 


收敛 轴 739 
WHO 777 
收敛 域 816 
收缩 核 604 


形变 收缩 核 604 
BURR 604 
绝对 收缩 核 604 


强 形变 收缩 核 


604 


邻 域 形变 收缩 核 604 
绝对 邻 域 收缩 核 603 


收敛 半径 777 
相伴 收敛 半径 
收敛 坐标 780 
一 致 收敛 坐标 
绝对 收敛 坐标 
收敛 拓扑 77 
收 分 坐标 739, 741 
Ue Sk wee EC BRA) 1157 
上 收 全 定理 (广义 函数 的 ) 850 
Sik hse 850 
Lebesgue 收敛 定 理 696 
Banach-Mazur 收敛 定理 835 
收敛 指数 789 
收缩 算 子 889 
收敛 于 极限 918 
收敛 震级 数 174 
收 支 等 价 原则 (保险 数学 计算 中 的 ) 
1230 
килки 
好 约 化 572 
好 约 化 (Abel RIS) 
观测 向 量 1214 
孙子 剩余 定理 ”324，1343 
SIMUL EACH) 609 
纤维 629, 632 
纤维 ( 射 的 ) 550 
几何 纤维 ( 射 的 ) 550 
纤维 从 631, 632 
纤维 从 
主 纤维 从 632 
积 纤维 从 633 
C' 纤 维 从 637 
万 有 纤维 从 634 
解 折 纤 维 从 638 
可 定向 纤维 从 ”637 
实 解析 纤维 从 ”637 
相伴 的 纤维 从 ”632 
万 有 纤维 从 634 
相伴 的 主 纤维 从 633 
纤维 和 107 
纤维 项 ( 谱 序列 的 ) 198 
纤维 积 107 
纤维 空间 629 
an 连通 纤维 空间 630 
局 部 平凡 的 纤维 空间 629 
纤维 流 形 975 
纤维 化 定理 (微分 拓扑 中 的 ) 655 
纤维 从 的 变形 族 527 
纤维 空间 的 谱 序列 630 
ft 486, 635 
约 化 ( 格 ) 279 
约 化 (Abel p HE) 213 
好 约 化 572 
好 约 化 (Abel FRI) 573 


Du 


739, 781 
739, 781 


174 


573 


稳定 约 化 ”572 
稳定 约 化 (Abel EMI) 573 
潜在 好 约 化 (Abel RAI) 573 
约定 

Einstein 约定 (关于 张 量 的 ) 142 
Maxwell 约定 657 
完全 延迟 约定 657 
约 化 从 635 
约束 型 531 
约 东 集 (最 小 化 问题 的 ) 
TEMO 1219 
约 化 的 (( 前 ) 概 型 ) 
约 化 格 279 
约 化 锥 605 
约 化 代数 184 
约 化 联接 605 
约 化 联接 ( 同 伦 类 的 ) 624 
约 化 Clifford Ë 163 
约 东 条件 1269 
约束 规范 1240 

Slater 约 东 规范 1240 
Kuhn-Tucker 约束 规范 
HRE 
约 化 二 次 型 150 
约 化 双 角 锥 (空间 的 ) 605 
n 重 约 化 双 角 锥 605 
HERE 163 
约 化 同调 群 592 
约 化 映射 锥 605 
约 化 积 空间 624 
约 化 极 值 距 离 。814 

SRC AEN) 209 

级 ( 模 函 数 的 ) 283 

级 ( 主 同 余子 群 的 ) 275 

级 (平面 代数 曲线 的 ) 538 
级 数 705, 1399 

强 级 数 925 

强 级 数 (序列 ) 102 
WRB 777, 1401 
WRK SRM) 816 
第 级 数 (完备 环 中 的 ) 173 
SRB 277 

整 级 数 (多 变量 的 ) 816 
Dini 级 数 1050 
Dirichlet 级 数 780 
Fisenstein 级 数 284 


1239 


550 


1240 


Fourier #1 722, 737, 854. 
1403 

Gauss 级 数 1040 

Kapteyn 级 数 1050, 1446 

Lambert 级 数 778 

Laurent 级 数 778 

Neumann 级 数 1023 


Poincaré 级 数 283 


BRAG] 1553 
Puiseux 级 数 778 
Schlémilch 级 数 1050, 1446 
Taylor 级 数 778 

ORR 151 

二 项 级 数 1401 

二 重 级 数 707 

几何 级 数 708 

三 角 级 数 722 

无 穷 级 数 705, 1401 

正 交 级 数 720 

正 项 级 数 706 

对 数 级 数 677 

RATE 722 

列 累 级 数 707 

有 限 级 数 705，1399 
FRAR 707 

交错 级 数 706 

阶乘 级 数 782, 964 

奇异 级 数 335 

指数 级 数 677 

新近 级 数 713 

等 比 级 数 706, 708, 1400 
GHM 1400 

算术 级 数 708 

简单 级 数 707 
Fisenstein-Poincaré 级 数 286 
Fourier-Ressel 级 数 1050 

Ө Fuchs 级 数 (Poincaré 的 ) 283 
广义 Fisenstein 级 数 399 


广义 Sehlómilch 级 数 1050 
特殊 Dirichlet 级 数 780 
КЖК 174 

FER WER 173 

通常 Dirichlet 级 数 780 
起 几何 级 数 1040 

Debye 渐 近 级 数 1448 
Fourier 正弦 级 数 1403 
Fourier 余弦 级 数 1403 


(A) MI Dirichlet 级 数 780 
二 项 式 系数 的 级 数 732 
DLE PEA DA At M 

778 

级 数 环 
得 级 数 环 173, 174 
收敛 宕 级 数 环 174 
形式 等 级 数 环 173 

+ ш 
[一 1 
形 


单 形 ( 仿 射 空间 中 的 ) 449 


1554 七 画 [ 一 } 


HUE 579 

星 形 (射影 空间 中 的 ) 441 
三 角形 409, 449 
FEK 578, 579 

五 边 形 409 

六 边 形 409 

四 边 形 409 

多 边 形 409 

流动 形 849 

rie 409 
形式 

极 形 式 (复数 的 ) 65 

复 形式 (Fourier 级 数 的 ) 722 
MER 283 

Fuchs 形式 “282 

Hesse 形式 315 


KT 261 

Pratt 形式 479. 971 
521 
282, 286 
486, 506 
282, 306 
486 
487 


316, 514,.530 

485 

479 

Hilbert 模 形式 “287 

Sieg 模 形式 286 

8 迹 形式 231 

外 微分 形式 479 

伪 张 最 形式 486 

闭 微分 形式 аво 

核 微分 形式 1018 

Weierstrass 标准 形式 CIBUM He 
的 ) 540 

不 变 微分 形式 568 

恰当 微分 形式 480, 985 

调和 微分 形式 532 

第 二 基本 形式 509 

Maurer-Cartan 微分 形式 245 

> 次 微分 形式 ”555 

标准 一 次 微分 形式 487 

第 一 基本 微分 形式 “496 

496 

第 三 基本 微分 形式 502 

(55) 型 的 微分 形式 524 

形式 环 169 

形式 解 946 

形式 群 257 

形式 谱 (Noether 环 的 ) 564 

形式 几何 564 

形式 主义 2 

形式 次 数 300 


形式 系统 3,12 
形式 概 型 564 

形成 规则 8 
形式 自 伴 的 873 
形式 考级 数 173 
FER Taylor 展开 679 
形变 收缩 核 604 

强 形变 收缩 核 604 
邻 域 形变 收缩 核 604 
ЖИЫН 173 
寿命 1323 
寿命 的 倒数 “1323 
进 动 1282 


1138, 1150 

930 

1284 

41 

1282 

1297 
无 穷 小 运动 508 
空 对 Brown 运动 1140 
d Hk Brown 运动 1138 
N 维 时 间 参数 的 Brewn 运 动 1143 

运算 (集合 上 的 ) 52 
ПЕЙ 52 


“5, 运算 599 

Steenrod 运算 599, 1382 
Бокштейн 运算 59У 
Понтрягин ЖЖ 600 

从 属 运算 1129, 1152 
1060 


BROER 625 
一 阶 上 同调 运算 599 


稳定 上 同调 运算 600 
稳定 一 阶 上 同调 运算 600 
稳定 二 阶 上 同调 运算 600 
运动 群 411 

运筹 学 1253 

运算 器 1093 

运动 方程 1279 


运动 方程 (流体 的 ) 1289 
运动 方程 (模型 的 ) 1232 
Euler 运动 方程 1289 
Heisenberg 运动 方程 1316 
Lagrange 运动 方程 1280 
运动 器 官 (自动 机 中 的 ) 41 
运输 问题 1237 
Hitchcock 运输 问题 ”1238 
网 络 运输 问题 1238 
图 上 运输 问题 1238 
运算 函数 734 
运动 坐标 系 1369 
均值 (概率 分 布 的 ) 1102 
总 体 均值 1173 
样本 均值 1174 
均匀 分 布 1103, 1457 
均匀 收 人 102 
БИЗШЕ 1295 
均 方 连续 ( 核 ) 1027 
SHA 1184, 1197 
均值 无 偏 1197 
块 (不 可 约 模 表 示 的 ) 295 
极 ( 深 线 的 ) 464 
极 (射影 空间 中 的 ) 445 
极 ( 二 次 曲面 的 极 面 的 ) 427 
北极 65, 416 
南极 65, 416 
配 极 445, 519 
极 大 (函数 的 ) 673 
极 大 (正则 函数 ) 1166 
极 小 (函数 的 ) 673 
弱 极 小 763 
极 元 (积分 元 的 ) 973 
极 化 (Abel mij) 569 
非 齐 次 极 化 569 
极 系 444 
极限 ( 值 ) ?91 
极限 (点 列 的 ) 87, 90 
极限 ( 格 列 的 ) 349 
极 跟 (数列 的 ) 89 
极限 ( 集 序列 的 ) 690 
极限 ( 谱 序 列 的 ) 198 
下 极限 690 
上 极限 690 
广义 极限 “835 
归纳 极限 110 
归纳 极限 (范畴 中 的 ) 111 
归纳 极限 (集合 的 归纳 系 的 》 
111 
顺 向 极限 (集合 的 归纳 系 的 ) 
nn 
题 序 极限 839 
逆向 极限 (集合 的 射影 系 的 》 
111 


射影 极限 10 
射影 极限 (范畴 中 的 ) 111 
射影 极限 (拓扑 群 的 系 的 ) 235 
射影 极限 (集合 的 射影 系 的 》 
n 

收敛 于 极限 “918 

严格 归纳 极限 845 

裤 线 (圆锥 曲线 的 ) 425 
极 面 427 
极点 (射线 的 ) 1089 
极点 ( 复 变 函 数 的 ) 771 
极点 ( 贺 锥 曲线 的 ) 425 
极点 (射影 空间 中 的 ) 445 
极点 (二 次 曲面 的 极 面 的 ) 427 
极点 (代数 子 入 上 的 函数 的 ) 554 
极点 (代数 曲线 上 的 函数 的 ) 538 
极 差 (总 体 特征 值 的 ) 1173 
样本 极 差 1174 
极 值 673 

条 件 极 值 673 
极 集 746 
极 集 (空间 对 的 ) 843 
АЖ 843 
极 大 元 ( 序 集中 的 ) 68 
极 大 的 (理想 ) 154 
极 大 的 (Riemann 面 ) 804 
极 小 极 大 的 1199 
极 大 值 673 
极 小 元 ( 序 集中 的 ) 68 
极 小 的 (理想 ) 154 
极 小 的 (模型 ) 553 
极 小 的 ( 紧 度 量 空间 上 的 同 胚 ) 
E 

ХЛИ; sos 

HOS BN ACAI BUN) 553 
极 小 点 su 

极 小 值 673 

BOB 929 

极 元 素 (函数 元 素 的 ) 776 
MERRER) 554 
MERCER) 65 
BAR 438, 1370, 1372 
切线 极 坐标 439 

双 极 坐标 338 
测 地 极 坐标 439 
极限 点 (点 列 的 ) 90 
极限 点 (不 连续 群 的 ) 274 
极限 环 932 
极限 值 91, 707 

极限 集 

«极限 集 ( 轨 道 的 ) 969 
名 极限 集 929 
极限 集 (轨道 的 ) 969 
正 向 极限 集 929 


BUR Et 
归纳 极限 群 111 
射影 极限 群 111 
HERRE GREDAN) 
235 
RAR 824 
EET 554 
极 值 点 430 
级 三 角形 425 
BARK 910 
极 大 条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
极 大 理想 165 
正则 极 大 理想 907 
关于 s 的 极 大 理想 165 
Lr: ZU 
极 大 算 子 872 
极 大 整 环 378 
极 小 曲面 499, 766, 1374 
仿 射 极 小 曲面 520 
极 小 条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
限制 极 小 条 件 (交换 环 中 的 ) 
167 
极 小 复 形 581 
BOMET 871 
极 小 模型 ”546，567 
Néron 极 小 模型 (Abel EAS) 
572 
相对 极 小 模型 546 
相对 极 小 模型 ( 签 的 ) 553 
BUG Abel 569 
BUC Jacobi Ж 
典范 极 化 Jacobi & 540 
标准 极 化 Jacobi Җ 569 
极限 分 布 1109 
极限 序数 70 
极限 法 线 504 
极限 定理 “1109 
中 心 极限 定理 1109 
局 部 极限 定理 пи 
极限 空间 
归纳 极限 空间 111 
射影 极限 空间 111 
极限 函数 
下 极限 函数 664 
上 极限 函数 664 
极限 点 型 874 
BRAM 874 
极限 圆 流 903 
极限 球面 319 
RAKE 813 
加 权 极 值 长 度 814 
Hersch-Pfluger 极 值 长 度 813 
极 值 度量 sis 
BEER 814 


中 文 索 引 055 


约 化 裤 值 距离 814 

极 超 平面 (射影 空间 中 点 的 ) 445 

极 大 不 等 式 ( 极 大 遍历 引 理 ) воз 

极 大 似 然 靶 1200 
限制 信息 极 大 似 然 法 1225 

极 大 性 定理 (函数 代数 中 的 ) vto 

BOÓGKU 165 

极 大 紧 子 群 (Lie HR) 245 

家 大 紧 子 群 (拓扑 Abel 群 的 ) 237 

极 小 极 大 的 “1199 

极 小 极 大 解 1191 

极 小 素 因 子 165 

极 丰 富 除 子 554 

极限 超 球面 ”452 

极 大 环 面子 群 254 

极 大 殖 周 期 群 738 

极 大 人 遍历 引 理 воз 

极 小 轨道 闭 包 929 

极 小 极 大 原理 582, 1191 

极 小 殉 周 期 群 739 

Beh (Au 1200 

极限 周期 轨道 ”932 

极 大 似 然 估计 量 1200 

极 大 线性 无 关 组 214 

极 小 曲面 的 分 类 528 

极 值 拟 保 角 有 映射 815 

极 小 极 大 判决 函数 1191 

极 小 极 大 水 平 <“ 检验 1205 

声 传播 方程 1003 

FORTEA ER) 112 

Ho 656 

解析 的 集 的 芽 823 

解析 函数 的 芽 вів 

FE 

全 纯 函数 的 芽 层 823 

解析 函数 的 芽 层 823 

赤道 416 

严格 蕴涵 10 

严格 凸 函数 667 

严格 凹 函数 667 

严格 单调 的 (序数 的 ) 70 

严格 确定 的 1247 

严格 遍历 的 ( 紧 度 量 空间 上 的 同 胚 》 
904 

严格 归纳 极限 845 

严格 单调 函数 668 

严格 递减 函数 068 

严格 递增 函数 668 

Fie PRB 668 

严格 单调 递增 函数 668 

两 边 生 成 元 (测度 空间 的 自 同 构 的 ) 
900 

两 向 稳定 的 ”959 

两 点 试验 法 1228 


1556 七 画 [一 ] 
两 侧 4-B 模 187 
两 点 边 信和 问题 926 


两 方 消除 非 均 匀 性 的 设计 1219 


两 方 消除 非 均 匀 性 的 部 分 平衡 设 计 


1219 
Wie 221, 227, 
特殊 西 群 2 
射影 西 群 228 
射影 特殊 西 群 
西 同 构 ( 流 ) 1163 

PIER 230 
HRA 297 

Lie 群 的 西 表示 
HER 149, 231 
西单 群 221 
西 限制 252 

本 矩阵 119 
WRF 863 

西 变换 群 227, 231 
特殊 西 变换 群 227, 231 
射影 西 变换 群 228 
射影 特殊 西 变换 群 228 
西 等 价 的 вва 

* 

线束 44 

Lefschetz Н 560 
PHR 441 

线性 东 554 

mpak 
=й 445 


1476, 1477 
5 231 


228 


301 


否定 (命题 的 ) 7 
否定 地 解决 (判定 问题 32 


还 原 (微分 形式 的 ) 
批 1222 
批 容许 废品 率 
拒绝 1202 
折 回 1252 
折线 409 
折 值 675 
抛物 线 422 
dip) (Riemann Bi) 803 
抛物 面 

双 曲 抛物 面 426 

旋转 椭圆 抛物 面 。426 
椭圆 抛物 面 ”426 
抛物 柱 426 

抛物 点 497. 519 

抛物 区 域 932 

DUPE BE (Lie ВЮ) 243 
抛物 子 群 (代数 群 的 ) 259 
抛物 从 点 275 


480 


1224 


抛物 变换 67 


抛物 型 的 Riemann dj) 802 


抛物 柱 面 ”426 
抛物 几何 学 45 
抛物 子 代数 25 
抛物 线 坐标 
抛物 柱 方程 14 
抛物 柱 面 坐标 
抛物 柱 面 函 数 
抛物 型 二 次 曲面 
К. ед 


投影 法 


1 
1 


438, 1371 


15 
1047 


1047, 1452 


程 


1010 


正 投 影 法 ( 画 法 几何 学 中 的 ) 


453 
PRR 5 


Cabinct 投影 法 
Cavalieri 投影 法 454 
法 460 
454, 459 


Mercator 投影 
中 心 投影 法 
心 射 投影 法 
地 图 投影 法 
圆 点 投影 法 
透视 投影 法 
球 极 投影 法 
正 轴 测 投影 法 
多 面体 投影 法 
多 回 锥 投影 法 
斜 轴 测 投影 法 
等 轴 测 投影 法 


3 


459 
459 
455 
459 
459 
454 
459 
460 
455 
455 


Rosen 梯度 投影 法 
Lambert 保 角 圆锥 投 影 法 
投影 对 应 线 ( 画 法 几何 学 中 的 ) 


453 


把 3 收缩 成 一 点 的 空间 


me 212 

拟 处 处 746 

PA 299 

WHR 751 

WER 746 

拟 范 数 834 

拟 周期 (运动 ) 
йй 154 

拟 函 数 854 

wet 907 


903 


氢 逆 元 ( 环 中 的 元 的 ) 


Je ваз 


ЗИ Fuchs PË 275 


拟 正则 元 ( 环 的 》 
拟 正规 族 104 
拟 可 逆 元 ( 环 的 ) 
拟 完备 的 842 


153 


153 


454 


1241 


605 


153 


460 


拟 局 部 环 168 

拟 线性 的 ”831 

拟 线性 的 ( 偏 微分 方程 》 979 

拟 紧 空 间 83 

拟 射影 射 557 

拟 离散 谱 899 

所 基本 解 102 

右 所 基本 解 878 
左 拟 基 本 解 878 

拟 等 价 的 ”298 

拟 解 析 的 ”680 
广义 拟 解析 的 ”681 
广义 ww 拟 解析 的 581 

TBE 556 

fol Frobenius 代数 

拟 ? 叶 的 788 

拟 不 变 测度 313 

MEERE 1126 

拟 代 数 闭 域 348 

拟 半 局 部 环 168 

ЖЕЛЕ 814, 815, 816 
ALR ABR 815 

拟 射影 概 型 557 

MREZE 834 

拟 解析 函数 679, ово 

拟 稳定 分 布 1105 

БИНАНЫ 549 

拟 合 优 度 检验 1171 
e 拟 合 优 度 检 验 

拟 连 续 性 原理 。746 

所 解析 函数 族 。680 

拟 射影 代 数 艇 ”549，575 

连通 (拓扑 空间 ) 94 

连通 620 

局 部 的 w 连 通 (拓扑 空间 ) 34 

连接 (两 酚 ) 57 

连续 78 

连续 (映射 ) 
HER 
左 连续 
半 连 续 616, 664 

拟 连续 746 

一 致 连续 (度量 空间 的 映射 》 
663 

FHER 664 

上 半 和 连续 “664 

平均 连续 (随机 过 程 ) 

均 方 连续 ( 核 ) 1027 

绝对 连续 702, 704 

依 概 素 连续 тив 

一 般 绝对 连续 704 

狭义 绝对 连续 704 

关于 参数 和 连续 850 

狭义 一 般 绝对 连续 704 


160 


1209 


663 
664 
664 


Inr 


Tonchi 意义 下 绝对 连续 701 
连 分 数 325 

无 限 连 分 数 326 

正则 连 分 数 326 

有 限 连 分 数 325 
循环 连 分数 327 
连通 的 (图 ) 57 

连通 的 (处 理 ) 1215 
连通 的 (分 次 模 ) 602 
连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
连通 的 ( 仿 射 代数 群 ) 256 

Si WOE) 94 
单 连通 的 ”262 

单 连通 的 (拓扑 空间 ) 94, 607 
ЕАС Раа) 94 

链 连 通 的 (度量 空间 ) 95 

连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
-连通 的 (图 ) 57 


到 。 和 连通 的 (拓扑 空间 ) ч 
完全 不 连通 的 ”95 

pri ”连通 的 (拓扑 空间 ) 94 

到 ”局 部 连通 的 (拓扑 空间 ) 94 

局 部 ”同调 连通 的 95 

局 部 ”上 同调 连通 的 95 


连通 和 585, 650 
连通 性 57 
Se SCE HE 94 
局 部 弧 连 通 性 94 
实数 的 连通 性 өт 
196 


连续 的 (映射 ) ss 

连续 的 (在 一 点 ) 78 

连续 的 (序数 的 函数 ) 71 

的 (加 性 区 间 函 数 ) 698 

不 连续 的 ( 群 ) 273 

亚 连续 的 844 

一 致 连续 的 (一 致 空间 的 映射 ) 

一 致 连续 的 ( 度 最 空间 的 映射 ) 
эв 


BREEN 844 

完全 连续 的 867 

纯 不 连续 的 ”273 

绝对 连续 的 ”698 

等 度 连 续 的 (映射 族 ) 
上 绝对 连续 的 698 
连续 模 663 
连续 性 (实数 的 ) 61 

下 半 连 续 性 700 

MEERE 1126 
жд 461 


103, 905 


1118, 1150 
664 

第 二 类 不 连续 点 664 
连续 统 (基数 ) 50 

连续 统 (连通 紧 度量 空间 ) 95 


不 连续 群 273 

第 一 类 不 连续 群 274 
连续 模 (k 阶 的 ) 716 
连续 谱 881, 1026 

绝对 连续 谱 887 
ERAR 943, 1085 
连通 分 支 (拓扑 空间 的 ) 94 
连通 同 态 (同调 中 的 ) 193 
连通 映射 194 
连通 映射 (同调 中 的 ) 193 
连续 几何 75 
连续 分 布 1103 

绝对 连续 分 布 1103 
连续 方程 1289 
连续 同 态 234 
FERIA 234 
连续 曲线 461 
连续 系列 303 
连续 函数 663 

FERWAR 664 

A BORESGRS 664 
连续 映射 78 
连锁 蝶 线 “466 
连通 Lie FEF 242 
连续 上 闭 链 203 
连续 可 微 的 672 

于 次 连续 可 性 的 672 
连续 性 公理 407 

Dedekind 连续 性 公理 (实数 的 ) 

63 

连续 性 定理 394 

Abel 连续 性 定理 778, 782 
Hartogs 连续 性 定理 819 
Lévy 的 连续 性 定理 1108 
连续 性 原理 (位 势 的) 744 
连续 性 原理 (全 纯 函数 的 ) 819 


拟 连 续 狂 原理 746 
连续 统 假设 51 
广义 连续 统 假设 51 


连带 的 Legendre 函数 1437 
ЗЕН Legendre 函数 
1437 
第 二 类 连带 的 Legendre 函数 
1437 


中 文案 引 1557 


连带 的 Laguerre 多 项 式 721 
连续 映射 的 芽 的 层 113 
连通 概 型 上 的 X 的 一 个 变形 
562 
求 和 (函数 的 ) 62 
关于 A 可 求 和 sss 
求 和 法 709, 710 
强求 和 法 710 
强求 和 法 710 
Abel 求 和 法 711 
Borel 求 和 法 712 
Euler 求 和 法 712 
Lebesgue 求 和 法 713 
Narlund 求 和 法 713 
Riemann 求 和 法 713 
不 可 比 求 和 法 “710 
次 Riez 求 和 法 713 
е Holder 求 和 法 711 
< 次 Cestro 求 和 法 711 
求 积 法 920, 923, 1410, 1418 
求 和 公式 
Euler RAAR 331 
Poison 求 和 公式 709, 731, 
734 
求 和 法 分 论 710 


(11 


步 长 1055 

BH 1248 

Ki 824 

时 间 

Марков 时 间 1119, 1125 
生存 时 间 1124, 1132 
局 部 时 间 1142 

到 达 时 间 1119, 1125, 1132 
逗留 时 间 1125 
消灭 时 间 1136 
停止 时 间 1119 

爆发 时 间 1136 

MH 965 

Е) #9 (Марков 过 程 ) 1122 
时 齐 的 (可 加 过 程 ) 1149 
时 间 反 转 1310 

时 间 变 换 1129 

时 间 参 数 1118 

时 间 最 优 问题 1269 

吴 文俊 类 641 

串联 排队 “1252 


171 
估计 
点 估计 1195 


liadamard 估计 1392 
Srhauder 估计 871 
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Kilit 1200 

区 域 估计 1201 
先 验 估计 871 

统计 估计 1195 
非 参 数 估计 1210 
估计 值 1195 

非 随机 估计 值 1195 
估计 量 1195, 1199 
Bayes 估计 量 1197 
Pitman 估计 量 1199 
不 变 估计 量 1199 
无 偏 估计 量 1195 

有 效 估计 量 1196 
相 容 估 计量 1199 
无 偏 比 估计 量 1221 
BuhX 估计 量 1201 
随机 化 估计 量 1195 
Fisher 相 容 估计 量 1200 
无 偏 回归 估计 量 1221 
极 大 似 然 估 计量 1200 
线性 无 偏 估计 量 1184 
渐 近 有 效 估计 量 1200 
最 小 二 乘 估计 量 ” 1184 
最 佳 不 变 估计 量 ” 1199 
中 位 数 无 偏 估计 量 1197 
广义 最 小 二 宋 估 计量 1185 
最 佳 线性 无 偏 估计 量 1184 
最 佳 浙 近 正 态 估计 量 1200 
估计 空间 1184 

ik 129 

Pk 430 

四 面体 449 

多 面体 449 

XM 651 

ЖЖЖ 349 

正八 面体 418 

正六 面体 418 

是 多 面体 430 
正二 十 面体 418 
正 十 二 面体 418 
体系 

Постников 体系 630 
数学 体系 (结构 的 ) 53 
L3 414 

体积 ( 单 形 的 ) 450 
体积 ( 伊 代 尔 的 ) 181 

内 体积 692 

外 体积 692 
单位 球 的 体积 1397 
体 心 格 278 

体积 元 素 482 

伴随 Riemann BERE е 的 体积 元 素 

482 
EREK 253, 305 


佐 茧 起 函数 ( 实 解析 流 形 上 的 ) 
856 
伸缩 521 
伸 长 曲面 496 
作用 314, 928, 929 
有 理 作用 314 
交互 作用 1217 
相互 作用 1331 
作用 积分 962 
作 图 不 可 能 的 417 
作 图 可 能 问题 416 
作用 与 反作用 定律 1279 
低 阶 的 无 穷 大 91 
低 阶 的 无 穷 小 91 
位 179 
位 势 743 
位 势 ( 核 的 ) 744 
位 势 (Hunt 过 程 的 ) 1126 
Newton 位 势 743 
Riesz 位 势 744 
对 数位 势 .743 
ЮЛИЙ} 747 
a 次 位 势 744 


一 般 位 置 441 

正则 位 置 609 
标准 位 置 (Turing 机 中 的 ) 40 
ЖШШЕ 428 

位 数 (点 ) 614 

位 数 (寻常 曲线 的 》 461 

位 抵消 1062 

位 势 论 743 

位 相 函 数 (Fourier. 积分 算 子 的 ) 
878 

BR 1126 

433, 446 

1178, 1204 

位 置 测度 ”317 

位 置 密度 317 


右 伴随 (线性 映射 》 146 
左 伴随 (线性 映射 ) 146 
伴随 核 744 

伴随 群 (Lie 群 的 ) 244 
件 随 群 (代数 群 的 ) 262 
伴随 群 (Lis 代数 的 ) 249 
伴随 方程 966 

伴随 过 程 1130 
伴随 表示 ( 模 的 ) 291 
伴随 表示 (Lie 群 的 ) 244 
伴随 表示 (Lie 代数 的 ) 248 
伴随 函 子 

右 伴随 函 子 108 

左 伴随 函 子 108 


伴随 矩阵 119 
伴随 算 子 863 
伴随 算 子 (线性 算 子 的 ) 862 
伴随 算 子 (微分 算 子 的 ) 850 
伴随 线性 系 545 
伴随 微分 式 958 
伴随 Lie 代数 248 
伴随 边界 条 件 927 
伴随 边 值 问 题 927 
伴随 微分 方程 ”939。958 
伴随 偏 微 分 方程 958 
伴随 微分 方程 组 939, 958 
伴随 双 线 性 微分 式 958 
伴随 前 齐 性 空间 的 6 函数 ”401 
伴随 Riemano 度量 8 的 体积 元 素 

482 
近似 

Osen 近似 1291 

Pauli 近似 1317 

Stokes 近似 1291 
ER 98 
近 点 角 

平 近 点 角 1284 

真 近 点 角 1284 

偏 近 点 角 1284 
ERR 98 
近乎 处 处 746 
近似 可 导 703 
近似 导数 703 
RAM 1226 
近 于 声速 的 流动 1291 
邻 域 76 

FBR 77 

APR 506 

e 邻 域 (点 的 ) 87 

举 标 邻 域 474, 632 
相对 邻 域 79 

基本 邻 域 77 
解析 邻 域 (Riemann 面 上 的 ) 

800 

解析 邻 域 (函数 元 素 的 ) 776 
管状 邻 域 476, 506, 650 
C 类 坐标 邻 域 474 
BRR 76 

坐标 邻 域 系 474 
ZERRA 77 

基本 邻 域 系 27 

正 坐 标 邻 域 系 475 
CARB 474 
се 类 坐标 邻 域 系 474 
已 定向 的 坐标 邻 域 系 475 
实 解析 的 坐标 邻 域 系 474 
邻接 阵 ( 标 号 图 的 ) 58 
邻接 的 (顶点 ) 57 


ЖКН 604 
绝对 邻 域 收缩 核 604 
邻 域 系 的 基 77 

邻 域 形 变 收缩 核 “04 
RY 420 

RHR) 678 

余弦 420 

双 曲 余弦 678 
BARR 1048 

余 项 (Taylor 公式 的 ) 670 
Cauchy Ж 1396 
Lagrange ФУД 1396 
Taylor 余 项 1396 
Roche-Schlémilch 余 项 1396 
余 核 ( 射 的 ) по T 
余 核 (4 同 态 的 ) 1897 - 
RRA) 656 
余 象 ( 射 的 ) 110 

余 象 (4 同 态 的 ) 187 
RM 420 

AGB ML 678 

余子 式 r 
Fredholm 初 余子 式 1023 
Fredholm r 次 余子 式 1023 
RA 634 

EJ 334 

余 因 子 ( 子 行列 式 的 ) 122 
余 次 数 ( 谱 序 列 的 ) 198 
余 事 件 1097 

余 法 线 1000 
КОКАН) 547 
余 维 数 (线性 空间 的 ) 139 
RAR 1367 

RER CAbe HIREK) 197 
MATEY зб. 5 ` 
余弦 公式 (球面 三 角 学 的 )* 421 
正弦 余弦 公式 1367 

第 一 余弦 公式 421, 1367 
第 二 余 驼 公 式 421, 1367 
余弦 变换 728 t 
余弦 积分 1048, 1444 5 
Жо 函数 1038, 1430 
余 切 向 量 从 634 
希腊 的 数学 1333 

坐标 436 

坐标 ( 直 积 集 的 元 素 的 ) 45 
坐标 (实数 直线 一 点 的 ) 64 
极 坐 标 438, 1370, 1372 
线 坐 标 143 

局 坐标 559 

шей 443 

RAR 436 

Descartes 坐标 “448 
Grasmann 坐标 “437 


Plücker 坐标 437 

三 极 坐标 439 

广义 坐标 1280 
EREI 437 

双 极 坐标 438, 439, 1371 
平行 坐标 448 

正 交 坐 标 436 

正则 坐标 740, 781 
正规 坐标 506 

四 圆 坐 标 437 

有 界 坐标 781 

曲线 坐标 438 

仿 射 坐标 448 

多 极 坐标 439 

多 面 坐标 439 

齐 次 坐标 442, 443 
WAH 739, 741, 780 
局 部 坐标 474 

标准 坐标 439 

柱 面 坐标 438, 1372 
重心 坐标 437, 578 
WEA ass. 
射影 坐标 442 c 
球面 坐标 438, 1372 
MAH 428, 438, 1370 
тей. 10517 > 
等 温 坐 标 esc 

第 ;坐标 138，415. 
切线 极 坐标 439 
抛物 线 坐 标 ”438，1371 
非 齐 次 坐标 ”442，443 
测 地 极 坐标 439 
旋转 面 坐标 1372 
椭圆 面 坐标 ”438，:1373 
超 平面 坐标 443 

Klein 直线 坐标 437 
一 致 收 全 坐标 739, 781 
广义 柱 面 坐标 1372 

正 交 曲 线 坐 标 438 
平面 曲线 坐标 ”1370: 
抛物 柱 面 坐 标 1047 
空间 曲线 坐标 1372 
绝对 收敛 坐标 739, 781 
Ss LL 448 

局 部 单 值 化 坐标 555 
等 轴 双 曲线 坐标 ”438。1371 
» + 2 超 球面 坐标 137, 456 
坐标 从 ”532 Ë 
MER 436, 442 

动 坐标 系 138 

正 交 坐标 系 414 
运动 坐标 系 1369 
ARERR 1370 

仿 射 坐标 系 448 
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440, 474 

423 

443 

568 

正 局 部 坐标 系 #5 

全 纯 局 部 坐标 系 522 

第 一 种 标准 坐标 系 244 

第 二 种 标准 坐 
复 解析 的 局 部 
AR 547 
齐 次 坐标 环 547 
坐标 纸 

对 数 坐 标 纸 1090 
函数 坐标 纸 1086 

概率 坐标 纸 1090 

半 对 数 坐标 纸 1090 
坐标 面 448 

坐标 轴 116, 448 

坐标 曲线 438 

坐标 邻 域 474, 632 

C" 类 坐标 邻 域 474 

学 标 表 示 1162 

еМ 632 

局 部 坐标 变换 。 440 
坐标 函数 632 

坐标 邻 域 系 174 
正 坐 标 邻 城 系 175 

с' 类 坐标 邻 域 系 474 
се 类 坐标 邻 域 系 474 
已 定向 的 坐标 邻 城 系 475 
实 解析 的 坐标 邻 域 系 474 
坐标 超 曲面 438 

BRR 430, 495 
ARPER 431 
平均 卵 形 线 … 431 

Cassini 的 孵 形 线 464 
SRG 430, 501 

系 


极 系 444 
根系 ( 半 单 Lie 代数 的 ) 250 
根系 (连通 半 单 群 的 ) 260 
商 系 (代数 系 的 ) 54 

BR m- 

Jacobi 系 994 

开 集 系 76 

正 交 系 832 
归纳 系 (集合 的 ) 110 
归纳 系 (范畴 中 的 ) 111 
каж 53 

对 合 系 994 

ATR 261 

ВЖЖ 76 

近 域 系 98 

BRR 76 
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MRR 436, 442 
完备 系 973, 995 
完备 系 ( 非 齐 次 方程 组 的 ) 972 
BMA 169 

RER 554 

顺 向 系 (集合 的 ) 110 
逆向 系 (集合 的 ) Ut 
结 式 系 172 

TR 278 
基础 系 ( 根 的 ) 260 
НЕСКА) 111 
射影 系 (范畴 中 的 ) 1m 
ERR 278 

六 角 晶 系 278 

正 交 晶 系 278 
立方 晶 系 278 

四 方 晶 系 278 

动 坐标 系 438 
MHAR 278 

特征 标 系 356 
RHR 278 

基本 根系 ”251 

广义 代数 系 53 

正则 参数 系 169 
正 交 坐标 系 414 
EXHAR 719 

pa nx AR 832 
运动 坐标 系 1369 
曲线 坐标 系 1370 
仿 射 坐标 系 118 
伴随 线性 系 545 
BAIR 474 
完全 邻 域 系 77 
完备 正 交 系 56, 1024 
完备 线性 系 538, 554 
局 部 坐标 系 440，474 
标准 坐标 系 423 
特征 线性 系 546 
射影 坐标 系 143 
基本 邻 域 系 77 

基本 单元 系 358 
基本 函数 系 1024 
1-adic 坐标 系 568 
正 交 多 项 式 系 721, 1450 
正 坐 标 邻 域 系 475 
正 局 部 坐标 系 475 
独特 的 参数 系 169 
Haar 正 交 函数 系 721 
Walsh . 正 交 函 数 系 721 
ЛЕЗ Ж 719 
全 纯 局 部 坐标 系 522 
完备 正规 正 交 系 1024 
拓扑 群 的 射影 系 234 
C' 类 坐标 邻 域 系 474 


с“ 类 坐标 邻 域 系 474 
244 


已 定向 的 坐标 邻 域 系 475 
不 可 约 表示 的 基本 系 254 
完备 正规 正 交 函 数 系 1024 
实 衣 析 的 坐标 邻 域 系 574 
复 解析 的 局 部 坐标 系 522 
完备 正规 正 交 基 本 函数 系 1024 
系列 

ERA 303 

主 系列 (不 可 约 表示 的 ) 302 
HRA 302 

a 系列 251 

连续 系列 303 

退化 系列 302 

离散 系列 303 

系统 
子 系统 (代数 系 的 ) 54 
Souslin 系统 34 

公理 系统 6 
公理 系统 (结构 的 ) 53 
公理 系统 (理论 的 ) 12 
动力 系统 928, 929 
自治 系统 951 

形式 系统 3.12 

周期 系统 951 
歼 周 期 系统 951 

Peano 公理 系统 59 

经 典 动力 系统 902 
符号 动力 系统 904 

强 非 线性 系统 952 
微分 动力 系统 654 
Morse-Smale 动力 系统 654 
序数 的 记 法 系统 30 
多 窗口 的 排队 系统 1251 


系 综 
正则 系 综 1306 
并 正则 系 综 1306 


系数 (表示 的 ) 291 

系数 (代数 方程 组 的 》 127 
系数 (多 项 式 的 项 的 ) 124 
HAM 588 

Fourier 系数 720,722,737, 1405 
Legendre 系数 1044 
Racah FR 1329 
Wigner 系数 1329 
扩散 系数 1303 

回归 系数 1184 

近 交 系数 1226 

规划 系数 1232 

相关 系数 1099 

展开 系数 720 
‘BARR 1105 


HRM 1291 

联络 系数 489 

超出 系数 1106 

置信 系数 “1201 
ADR 669 
Clebsch-Gordan 系数 1329 
PRAN 50 
-- 致 性 系数 1228 

55, 1466, 1431 
1213 

1187 

篇 微分 系数 671 
磁 粘 性 系数 ”1294 

多 重 相关 系数 1187 
典型 相关 系数 1188 

总 体 相关 系数 104 
样本 相关 系数 105 
Kendall 牧 相 关系 数 1213 
Spearman 秩 相关 系数 1213 
样本 偏 相关 系数 1187 
样本 多 重 相关 系数 1187 
函数 新 近 公式 的 系数 1492 
系数 环 ( 模 的 ) 186 
系数 环 (局 部 环 的) 168 
系数 域 (局 部 环 的 ) 168 
系数 域 ( 仿 射 空间 的 ) 446 
系数 域 (线性 空间 的 ) 137 
系数 域 ( 射影 空间 的 ) 442 
жиа 20 

系统 分 析 1059 

系统 模拟 。1265 

系数 问题 786 

系数 定理 

上 同调 的 万 有 系数 定理 590 
同调 群 的 万 有 系数 定理 590 
系数 同调 群 

系数 同调 群 589 

{6.} 局 部 系数 间 调 群 593 
f 412 

角 ( 超 球面 的 ) 456 

角 ( 平 面 上 直线 的 ) 407 

角 (球面 三 角形 的 ) 425 
平角 oss 

补 角 413 

直角 з 

Hmm us 

钝 角 413 

倾角 454 

锐角 413 

错 角 n 

Euler f 438, 1372 

天 项 角 1372 

方位 角 1372 

对 顶 角 ns 


间 位 角 аз 

非 Euclid fg 452 

离心 角 423, 424 

平 近 点 角 1284 

真 近 点 角 1284 

[T 1284 

角 域 470 

角 动 量 1279 
角 变 换 1182 
fli 1296, 1297 
ЖН 785 
角 谷 定理 194 
角 直 化 法 650 
角 动 最 定理 1279 
角 动 最 积分 1285 
角 谷 静 夫 单位 841 
MERMER 616 
角 的 三 等 分 问题 417 
条 件 

链条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
Cauchy 条 件 704 

Haar 条 件 715 

Harnack 条 件 704 

Jacobi 条 件 763 

Lindeberg 条 件 1109 
Lipschitz RPF 664, 924 
Poincaré 条 件 756 
Ляпунов 条 件 1109 

升 链条 件 ( 群 的 ) 208 

升 链条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
边界 条 件 926, 1000 

边界 条 件 (数学 规划 中 变量 的 ) 

1232 

成 带 条 件 982 

约束 条件 1269 

极 大 条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
极 小 条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
初始 条 件 923，989 

降 链条 件 ( 群 的) 208 

降 链条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
相 容 条 件 1107 
遍历 条 件 1252 
von Neumann 条 件 
可 积 性 条 件 972 
唯一 性 条 件 924 
模 截 性 条 件 763 
FEisensteie 约 化 条 件 279 
Sommerfeld 辐射 条 件 1017 
аф Holder 条 件 4 664 
a 次 Lipxhitz 条 件 664 o 
有 限 特征 条 件 (函数 的 ) 50 
有 限 特征 条 件 (集合 的 〉 50 
伴随 边界 条 件 927 

限制 极 小 条 件 (交换 环 中 的 ) 


1081 


167 
关于 整 扩张 的 有 限 条 件 170 
ew 1258 
条 件 收 敛 706 
条 件 收敛 (二 重 级 数 的 ) 707 
条 件 极 值 673 
条 件 概 率 ”1100 
条 件 不 等 式 665 
条 件 平均 值 1100 
条 件 完全 的 ( 格 ) 72 
条 件 期 望 值 1100 
条 件 稳定 性 960 
条 件 变 分 问题 762 
条 件 概 率 分 布 1100 
条 件 o 完全 的 ( 格 ) 72 
岛 793 
半岛 793 
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XE 222, 230, 231 
西 辛 群 230 
MER 230 
HEFE 230 
辛 变换 230 
eM 222 

辛 变换 群 230, 231 
射影 辛 变换 群 230 
库存 管理 论 1273 
应 力 1287 

切 应 力 1287 
正 应 力 1287 
Maxwell 应 力 
切 向 应 力 1287 
应 用 ss 

非 算术 应 用 
应 变量 48 
E» 3 1287 
应 变 张 量 1288 
序 (= 序 关系 ) 67 

半 序 67 

全 序 68 

伪 序 69 

前 序 69 

字典 式 序 69, 251 
序 对 43 

序 对 (公理 集合 论 中 的 ) 20 
序列 49 

FEAN 49 

REFA Os 


1300 


1092 


堆 序 列 (a-adic 拓扑 中 的 ) 168 | 


谱 序列 198 

Cauchy 序列 (有 理 数 的 ) 61 

Cauchy 序列 (一 致 空间 中 的 ) 
101 
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Cauchy 序列 (度量 空间 中 的 ) 88 

无 限 序列 49 

正则 序列 698, 699 

正 合 序列 (4 模 的 4 同 态 的 ) 187 

有 限 序列 49 

函数 序列 48, 49 

基本 序列 (有 理 数 的 ) 61 

基本 序列 (一致 空间 中 的 ) 10! 

基本 序列 (度量 空间 中 的 ) 88 

最 小 序列 765 

Hodge 谱 序 列 560 

EEAHA 631 

单调 集 序列 ”690 

Berooulli 试验 序列 

Gysin 正 合 序列 631 

(R, 5) 正 合 序列 ( 模 的 ) 201 

同 伦 正 合 序列 620 

同 伦 正 合 序列 (纤维 空间 的 ) 630 

同 伦 正 合 序列 (拓扑 空间 的 对 的 》 
619 

同调 正 合 序列 193, 592 

同调 正 合 序列 (纤维 空间 的 ) 
631 

同调 正 合 序列 (单纯 复 形 对 的 ) 
590 

独立 事件 序列 1098 

基本 正 合 序列 (关于 上 同调 群 的 ) 
202 

基本 截 线 序列 470 

Ext 的 正 合 序列 195 

Mayer-Vietoris 正 合 序列 592 | 

Peppe 的 正 合 序 列 605 

Tor 的 正 合 序列 194 

上 同调 正 合 序列 194, 196 

王 宪 钟 正 合 序列 631 

函 子 的 连通 序列 197 

上 同调 的 正 合 序列 590 

纤维 空间 的 谱 序 列 630 

独立 随机 变量 序列 1099 

序 和 ( 序 集 族 的 ) 69 

序 型 70 

序 积 ( 序 集 族 的) 69 

Hw 6 

半 序 集 68 

有 序 集 68 

SFR 6% 

良 序 集 68 

格 序 集 71 

归纳 序 案 49 

直 积 序 集 ( 序 集 族 的 ) 69 

逆 良 序 集 68 

序数 70 ; 

有 限 序数 70 1 ` 

极限 序数 70 i 
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孤立 序数 70 
容许 序数 29 


可 构造 序数 30 
第 一 类 序数 л 
第 二 类 序数 л 


序 同 构 69 

序 同 构 ( 序 集 ) 69 

格 序 同 构 72 

对 偶 序 同 构 ( 序 集 间 的 ) 69 

序 同 态 69 

序 同 态 ( 序 集 ) 69 
FAS 72 
对 侦 序 同 态 69 

HERR 67 

序 拓 扑 77 

HERE 1210 

序列 完备 的 (局 部 凸 拓扑 线性 空间 ) 
888 


序 贯 抽样 检验 1223 
序数 = 的 基数 51 

序 贰 概率 比 检验 1210 
序数 的 记 法 系统 зо 
快 波 1294 

间断 集 95 

Cantor 间断 集 95 
间隙 值 798 


间接 超越 奇 点 777 
间接 最 小 二 乘法 1225 
Z 48, 762 

Dirichlet > 767 
Douglas jZü 767 
Hesse 泛 函 (微分 流 形 上 的 ) 512 
Xi 432 

加 性 泛 函 1127 

线性 泛 函 ,833，834，841 
WRI 767 

特征 泛 函 1108, 1112 
REZA 1127 

双 线性 泛 函 842. 
次 加 性 泛 函 668. 
至 加 性 泛 函 1122 
积分 双 线性 泛 函 844 
泛 陈 类 639 

15 Понтрягин Ж 639 
RA 662 
RBM 625 

22 Fuler-Poincaré 类 639 
£ Stiefel-Whitney 类 639 
ZARAI 834: 


ABH 625 
泛 函 微分 方程 969 
ZALEWA 625 
BER 154 


BRB 1317 
Bus 1317 


Шы 1135 

稳定 状态 1135 

BERS 123 

BRA 1125, 1135 
状态 空间 (Марков 过 程 的 ) 1124 
状态 空间 (随机 过 程 的 ) 1119 
状态 空间 (突变 理论 中 的 】 655 
判别 式 ( 单 环 的 ) 379 
判别 式 (二 次 型 的 ) 147 
判别 式 (扩张 域 的 ) 357 
判别 式 (曲线 群 的 ) 467 
判别 式 (二 次 曲线 的 ) 425 
判别 式 (代数 方程 的 ) 126 
相对 判别 式 361 

基本 判别 式 330 

判别 法 

Cauchy 判别 法 1400 
d'Alembert 判别 法 “1400 
Fuler 判别 法 324 

Gaws 判别 法 1400 
Kummer 判别 法 “1400 
Raabe 判别 法 1400 
Sehlómileb 判别 法 “1400 
Weierstrass 判别 法 “102 

对 数 判别 法 ”1401 

正 项 级 数 的 收 伊 判别 法 1400 


判决 空间 1190 

判决 函数 1190 

不 变 判决 函数 1193 
统计 判决 函数 1189, 1190 


随机 化 判决 函数 ”1190 
极 小 极 大 判决 函数 1191 
判别 准则 
Cauchy 判别 准则 (关于 实数 序列 
收敛 的 ) 90 
Jacobi 判别 准则 (关于 正则 局 部 
+ 环 的 ) 174 
判定 问题 31 
判决 函数 空间 1190 
完全 ( 子 范畴 ) 104 
完全 (时 的 ) 787 
完备 (谓词 ) 37 
完备 (加 法 群 ) 214 
完备 (Abel p BE) 213 
完备 (Cartan 联络 ) 490 


完备 (自由 分 解 ) 203 

完备 (正规 正 交 系 ) 832 
完全 化 ( 测度 空间 的 ) 591 
完全 的 (代码 ) 1262 
完全 的 (测度 空间 ) 691 

条 件 完全 的 ( 格 ) 72 

条 件 o 完全 的 ( 格 ) 72 
完全 格 72 

完全 格 72 
完全 核 745 
完全 域 131 

不 完全 域 131 
完全 解 980 
完全 数 323 

第 二 类 完全 数 323 
完全 群 895 
完备 化 (赋值 的 ) 178 
完备 化 (度量 空间 ) 88 
完备 化 (一 致 空间 的 ) 101 
完备 化 (有 序 集中 的 ) 72 
a-adic 完备 化 (R 模 的 ) 16% 
4 沿 ! 的 完备 化 563 
X X 的 完备 化 564 
5рес( A) is ИСП) 的 完备 化 564 
完备 系 973, 993 
完备 系 ( 非 齐 次 方程 组 的 ) 972 
完备 的 839 
完备 的 ( 环 ) 563 
完备 的 (赋值 ) 178 
完备 的 ( 概 型 ) 550 
完备 的 (Zariski 环 ) 168 
完备 的 (拓扑 群 ) 234 
完备 的 (统计 量 ) 1175 
完备 的 (Riemann 波形) 506 
完备 的 (一 致 空间 ) 100 
完备 的 (公理 系统 ) 6 
完备 的 ( 正 交 函 数 系 ) 719 
完备 的 (度量 空间 》 88 
完备 的 (递归 可 枚 举 集 ) 28 
拟 完备 的 .842 

B 完 备 的 846 

0 完备 的 ( 格 序 线性 空间 ) 839 
有 界 完备 的 (统计 量 ) 1175 
序列 完备 的 (局 部 凸 拓扑 线性 空 

间 ) 888 

解析 完备 的 818 

解析 完备 的 ( 复 结构 族 ) 527 
完备 性 (逻辑 系统 的 ) 16 
完备 性 ( 亩 词 演算 的 ) 12 
实数 的 完备 性 62, 63 
完备 类 1191 

本 质 完备 类 1191 
最 小 完备 类 1191 
хаж в 


完整 群 485, 507 
齐 次 完整 群 507 
限制 完整 群 485, 507 
限制 齐 次 完整 群 507 

完全 正 901 


完全 成 象 1298 
完全 单调 740 


完全 格局 39 

完全 流体 1289 

完全 聚 点 81 

完全 Reinhardt Ñ 817 
完备 化 的 (拓扑 群 的 ) 234 
可 完备 化 的 234 


拓扑 完备 空间 102 
解析 完备 空间 826 

完全 一 一 的 ( 函 子 ) 107 
完全 么 模 的 1237 

宽 全 分 配 律 (中 的 格 群 ) 73 


完全 可 约 的 (表示 ) 290 
完全 可 约 的 (4 模 ) 188 
完全 可 约 群 210 
完全 可 积 组 (一 组 无 关 的 一 次 微分 
形式 的 ) 973 
完全 归纳 法 59 
完全 四 点 形 442 
完全 加 性 的 ( 集 环 的 ) 689 
完全 加 性 的 (数论 函数 ) 329 
完全 加 法 族 689 
PERRE 548 
完全 连续 的 。867 
完全 邻 域 系 77 
完全 积 性 的 ”329 
完全 准 索 环 155 
完全 整 闭 的 ( 环 ) 166 
完备 正 交 系 56, 1024 
完备 性 定理 407 
不 完备 性 定理 (G5del 的 ) 25 
Godel 完备 性 定理 13 
完备 线性 系 538, 554 
完备 类 定理 1192 
完全 不 连通 的 ”95 
完全 不 稳定 的 ”930 
完全 正则 变换 710 
完全 正则 空间 82 -。 
完全 正规 空间 82 
完全 可 微分 的 。671, 817 
完全 加 法 测度 691 
完全 有 向 点 族 92 
完全 延迟 约定 657 


完全 竞争 平衡 1249 

完全 竞争 经 济 1249 

完全 椭圆 积分 1424, 1487 
EMAAR 1488 

第 一 类 完全 椭 贺 积分 
1487 

съживи 
1487 

第 一 类 不 完全 椭圆 积分 
1488 

第 二 类 不 完全 椭圆 积分 1489 

完全 嵌入 定理 “110 

完备 上 同调 论 203 

完备 正规 空间 82 

完备 形式 定理 37 

完全 加 性 集 函 数 698 

完全 最 大 值 原理 747 

完备 正规 正 交 系 1024 

FERRMES 693 

完备 正规 正 交 函 数 系 1024 

完备 局 部 环 的 结构 定理 168 

完备 正规 正 交 基本 函数 系 1024 

宏 指令 “1094 

穷 闪 的 ( 滤 子 ) 198 

证 明 论 3 

识别 (问题 ) 1188, 1225 

识别 的 

过 分 识别 的 1225 

恰好 识别 的 1225 

详 码 1257, 1261 

补 元 ( 格 论 中 的 ) 72 

补 元 (Boole 代数 中 的 元 素 的 ) 74 

补 角 413 

补 树 1238 

补 集 (集合 的 ) 42 

HRM 364 

第 一 补 余 律 (Legendre 符号 的 ) 
324 

第 二 补 余 律 (Legendre 符号 的 ) 


1036, 


第 二 


1036, 


1036, 


325 
Jacobi 符号 的 补 余 律 ”325 
补 系列 302 

退化 补 系列 302 

补 模 数 1039 

补 子 空间 (线性 空间 的 ) 139 
pa 188 

补充 合同 409 

补助 变量 1221 

补 解 折 集 зз 

初 项 ( 连 分 数 的 ) 326 

初 相 1297 

PUA 923, 989 

初 积分 (完全 可 积 组 的 ) 973 
初始 区 组 1216 


中 文 索引 1563 


初始 分 布 1122 

初始 情况 (Turing 机 中 的 ) 39 
初始 条 件 923，989 

初 值 问题 989 

初 信 问 题 ( 常 微分 方程 的 ) 923 
初 值 问题 (差分 微分 方程 的 ) 965 
初 值 问题 ( 常 微 分 方程 的 ) 923 
奇异 初 值 问题 1015 

常 微分 方程 的 初 值 问题 "23 
偏 微分 方程 的 初 值 问题 988 


双 曲 型 偏 微 分 方程 的 初 值 问题 
1419 

初等 因子 (矩阵 的 ) 118, 167 

ФАЛ СЕРЕ) 118 

初等 函数 676 

第 = 类 初等 函数 676 

初等 突变 656 

初等 数论 322 


初等 Abel 群 213, 220, 237 
初等 Hopt 代数 603 

初等 超越 函数 “1402 
初等 数论 基本 定理 323 
良 序 68 

RFR 68 

良 序 定理 49 
阻抗 矩阵 1302 

171 

Kit 

Nijenhuis Ж 523 

Ricci 张 量 492, 507, 1376 
曲率 张 量 488, 489, 506, 1376 
EHER 1287 

应 变 张 量 1288 

HAKE 1295 

挠 率 张 最。 488, 489, 522, 1375 
ЕШШ 1295 

EKKE 504, 515 

混合 张 量 142 

缩 约 张 量 143 

(p> 9) 型 张 量 141 
共 变 导 张 量 487, 491 
MMM 962 

保 形 曲率 张 量 490，1376 | 
射影 曲率 张 量 1376 
?次 反 变 张 量 142 

q 次 共 变 张 量 142 

大 阶 不 可 约 张 量 1329 

P 次 反 变 4 次 共 变 张 量 。 141 
KRA 634 

张 量 场 478 

反 变 张 量 场 478 
平行 张 量 场 491 
对 称 张 量 场 478 
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共 变 张 量 场 478 
交代 张 量 场 478 
随机 张 量 场 1165 

C 类 张 量 场 478 
Riemann 流 形 的 张 量 场 492 
张 量 积 140 u 
张 量 积 ( 层 的 ) 115 
IKR (A BES) 189 
张 最 积 (向 量 从 的 ) 633 
张 量 积 《4 同 态 的 ) 189 
张 量 积 (线性 映射 的 ) 141 
张弛 振动 1298 
张 量 分 析 490, 491, 1375 
KERK 143 
张 量 代数 (关于 线性 空间 的 143 
反 变 张 量 代数 143 
张 最 形式 “486 

伪 张 量 形式 “486 
Жк 143 
张 量 空间 

次 张 量 空间 141 
(руч) 型 张 量 空间 “141 
张 量 积 代数 “156 

IKE BAR 200 

WR 112, 1221 

BOMAN) 10 

双 层 744 

KE из 

单 层 744 

预 层 112 

ий из 

PAR 13 

边界 层 1292 

FAR 557 
构造 层 ( 环 式 空间 的 ) 114 
， 构造 层 (前 代数 入 的 ) 549 
常数 层 113 

解析 层 524 

诱导 的 层 112 

Abel 群 的 层 112 

o RHE 115 
RERE 556 
MNRE 524 

全 纯 函 数 的 证 层 823 
解析 函数 的 芽 层 823 
正则 函数 的 芽 的 层 ”549 
全 纯 函 数 的 芽 的 层 “113 
连续 映射 的 芽 的 层 “113 
微分 形式 的 芽 的 层 “113 
解析 函数 的 芽 的 层 13 
MRE 113 
© жаши 113 
ТОБА B 588809 SEAS 113 
Юй 1292, 1294 


BRN 434 
层 空间 112 
BF ARRAY Čech | 
114 
尾数 (常用 对 数 的 ) 677 
局 1249 
局 部 化 (表示 的 ) 292 
局 部 化 (广义 函数 的 ) 849 
局 部 凸 (拓扑 线性 空间 ) 842 
局 部 地 (拓扑 空间 上 的 ) 79 
局 部 环 (Noether 环 ) 168 
局 部 环 ( 素 理想 的 ) 165 
局 部 环 (代数 ( 子 ) 纂 上 的 ) 548 
半 局 部 环 168 
报 局 部 环 168 
Macaulay 局 部 环 169 
Noether 局 部 环 168 
正则 局 部 环 169 
报 半 局 部 环 168 
Cohen-Macaulay 局 部 环 169 
Noether 半 局 部 环 。168 
局 部 性 ( 伪 微 分 算 子 的 ) 877 
仿 局 部 性 877 . 
局 部 紧 ( 空 间 ) 84 
局 部 域 374 
局 内 变量 1225 
局 外 变量 1225 
局 部 方程 554 
正则 局 部 方程 (在 积分 点 的 ) 
974 
局 部 平坦 (联络 ) 485 
局 部 平坦 ( 子 流 形 ) 583 
局 部 可 数 ( 胞 胶 复 形 ) 581 
局 部 有 限 579 
ЛОГА СЕЕ) 581 
局 部 同 构 236 
局 部 同 态 236 
局 部 闭 集 79 
局 部 问题 946 
局 部 时 间 1142 
局 部 体制 (突变 理论 中 的 静态 模型 
的 ) 656 
局 部 坐标 474 
局 部 定向 583 
局 部 参数 538, 800 
局 部 维 数 823 
局 部 截面 633, 931 
局 部 Euclid 的 ( 子 流 形 ) 583 
局 部 Euclid 群 235 ^ 
局 部 Gauss 和 385 
局 部 Lie BE 235 
局 部 化 定理 723 
局 部 平坦 的 (Riemann 流 形 ) 507 
局 部 可 数 的 ”578 


LE 


局 部 可 缩 的 ”604 

局 部 可 缩 的 (拓扑 空间 ) 94 
局 部 有 长 的 ”700 

局 部 有 限 的 (代数 ) 161 
BARA MN) 82 

局 部 有 限 的 (分 次 模 ) 602 
易 部 有 限 的 (单纯 复 形 ) 578 
c FSB APR AT RL) 82 
局 部 同 构 的 236 
局 部 同调 群 593 

局 部 连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
到 局 部 连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
局 部 坐标 系 440, 474 

正 局 部 坐标 系 475 

全 纯 局 部 坐标 系 522 

复 解析 的 局 部 坐标 系 522 
局 部 系数 群 593 

局 部 的 Macaulay 环 169 
局 部 单 值 化 802 
局 部 映射 度 613 

局 部 Euclid 空间 84 

局 部 Noether 概 型 ”550 
ЮРЕ}; 788 

局 部 二 次 变 妇 527, 546, 553 
局 部 可 求 长 的 “700，813 
局 部 凸 Fréchet 空间 843 

局 部 对 称 空间 506 

仿 射 局 部 对 称 空间 488 
局 部 环 式 空间 114 

局 部 有 限 型 的 ( 射 》 550 
局 部 全 有 界 的 (一 致 空间 ) 102 
局 部 齐 性 空间 ”440 

局 部 极限 定理 111 

局 部 坐标 变换 440 

局 部 典范 参数 778 

局 部 的 连通 (拓扑 空间 ) 94 
局 部 合 人 误差 1076 
DEMEME 04 

局 部 线性 紧 的 ”239 

局 部 域 的 数论 374 
局 部 遍历 定理 893 

局 部 截断 误差 1077 
局 部 » 连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
局 部 对 称 Riemann ZSA] 267, 

1376 

局 部 极 大 模 原理 ，y10 

局 部 单 值 化 坐标 555 

局 部 单 值 化 参数 воо 

局 部 绝对 p 叶 的 ”788 
РОА ЕТА Е 1295 
局 部 单 参数 变换 群 477 
局 部 Lie 局 部 变换 群 264 
局 部 = 同调 连通 的 ”9 

局 部 平凡 的 纤维 空间 629 


局 部 ”上 同调 连通 的 95 
RAR 965 

WRA 180 

主 阿 代 尔 180 

BIA 51 

ARER 180 

阿 代 尔 群 262 

阿拉 伯 数 字 1337 
阿拉 伯 的 数学 1336 

阿 代 尔 与 伊 代 尔 180 
陈 类 637, 639 

全 陈 类 639 

证 陈 类 639 

流 形 的 陈 类 641 

陈 数 641 

陈 特 征 标 644 

BW 1252 

ME 1297 

阻尼 振动 1297 

纯 ( 循 环 连 分 数 ) 327 

纯 的 (微分 形式 ) 804 
ий) 186 

纯 量 ((0， 0) КЕ) 142 
纯 量 (线性 空间 的 ) 137 
纯 无 限 (von Neumann 代数 ) 912 
纯 点 谱 899 

纯 理想 169 

dude 64 

纯 量 倍 ( 模 中 的 元 的 ) 186 
纯 策略 1247 

纯 数论 3 

纯 狂 定理 169 

纯 量 扩张 (4 模 的 ) 191 
纯 量 扩张 (线性 表示 的 ) 292 
йй (ВИ) 191 
纯 量 限制 (B 模 的 ) 191 

纯 量 矩阵 117 

纯 量 乘积 (线性 空间 中 的 ) 136 
纯 量 乘法 ( 模 中 的 ) 186 
ALR FT 885 

Sd ЕВО 823 

纯 不 可 分 元 ( 域 的 ) 131 
纯 不 可 分 的 (正则 映射 ) 552 
纯 不 连续 的 ”273 

纯 超越 扩张 ”132 

纯粹 几何 学 404 

纯 不 可 分 扩张 ( 域 的 ) 131 
纯 非 决定 性 的 ( 弱 平稳 过 程 ) 1161 
纯 非 决定 性 的 ( 强 平稳 过 程 ) 1164 
га 维 解析 的 集 823 

纯 数论 的 相 容 性 的 证 明 3 
we 1296 

纵 标 集 697 

纽 结 609, 1389 


三 时 纽 结 611 
交错 纽 结 1390 
纽 结 型 609 
HARE 610 


纽 结 射影 


环 152 
子 环 


609 
л 画 
1=1 


153 


周 环 559 


单 环 
商 环 


155 
154, 165 


AROR) 186 
集 环 689 
BR 152 
BR 239 


整 环 


152, 357 


整 环 ( = 于 环 ) 378 
整 环 (代数 数 域 的 ) 357 
Boole 环 74 

Clifford Ж 162 
Dedekind Ж 166 
Gorensein IR 201 
Hecke 环 285 

Hensel 环 174 


Krull 环 


166 


Lie 环 247 
Macaulay 环 169 
Noether 环 167 
Prüfer 环 200 
Zariski 环 168 


分 式 环 
分 次 环 
BRR 
正则 环 


165 

171, 602 
162 

75 


正则 环 (Noether Ж) 


正规 环 
HER 


166 
378 


Ai Arin H. 154 
有 Noether 环 154 


左 整 环 


378 


de Artin 环 154 
He Noether 环 154 


本 原 环 
可 除 环 
主 整 环 
半 单 环 
同调 环 
仿 射 环 
全 商 环 
齐 次 环 
交换 环 
形式 环 


155 
129 
357 
155 
583 
547 
165 
ul ` 
152, 164 ` 
169 


169 


PERS) 1505 


极限 环 932 

MRR 154 

坐标 环 547 
系数 环 ( 模 的 ) 186 
系数 环 (局 部 环 的 ) 168 
局 部 环 (Necther 环 ) 168 
局 部 环 ( 素 理 想 的 ) 165 
局 部 环 (代数 ( 子 ) 欠 上 的 ) 548 
表示 环 245 

直 积 环 154 

ЊАР 236 

单 式 环 34, 152 

配 边 环 652 
剩余 环 ( 模 理想 ) 154 
RH 155 

LIK 906 

赋值 环 177 

AME 174 

算 子 环 912 

整数 环 357 

Dedekind SI 166 
Noether WEEK 167 

上 同调 环 595, 597 
Roole 环 74 
想 环 167 

主 整数 环 357 
mi 155 

半 局 部 环 168 
ERR 155 

自 同 态 环 ( 模 的 ) 185 
НАБ (Abel RAD) 567 
多 项 式 环 124, 170 
伪 几 何 环 170 

极 大 整 环 378 

拟 局 部 环 168 
阿 代 尔 环 180 
MAB 653 
剩余 类 环 ( 模 理想 ) 154 
WRAK 173, 174 
Macaulay 局 部 环 169 
Noether 局 部 环 168 
Z.P.E. 环 166 
正则 局 部 环 169 
代数 对 应 环 542 

主 理想 整 环 167 
FURR 547 
拟 半 局 部 环 168 

局 部 的 Macaulay 环 169 
完全 准 素 环 155 
素 元 分 解 环 166 
RRM 180 
Cohen-Macaulay 局 部 环 169 
Nocther 半 局 部 环 168 
p-adic 整数 环 178 
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BARRET 174 
ЖАШЫН 173 
微分 多 项 式 环 175 
de Rham 上 同调 环 481 
函数 的 分 次 环 573 
m 个 变量 的 多 项 式 环 124 
JOUÉ Lic 群 的 上 同调 环 1383 
WR из 

环 柄 469 

环 面 237, 468, 499 
环流 434, 1290 
环 道 (图 中 的 ) 57 

环 同 构 153 

WAS 153 

ERK 651 
环 范畴 105 

环 面 群 237 
环 面 群 ( 群 ) 257 

复 环 面 群 569 
代数 的 环 面 群 257 
环 道 阵 (标号 图 的 ) 58 
环绕 数 614 

自 环绕 数 6и 

环 式 空间 114 

局 部 环 式 空间 114 
环节 多 边 形 1089 

环 K 上 的 代数 156 
规划 

二 次 规划 1241 
线性 规划 1233 

参数 规划 1236 

随机 规划 1232 

数学 规划 1232 
HER) 1236 

非 线性 规划 1239 
KBR MEER MR 1236 
规则 

动态 规则 1242 
形成 规则 8 

排队 规则 1252 


约束 规范 1240 
Slater 约束 规范 1240 
Kuhn-Tucker 约束 规范 1240 
规划 问题 

凸 规划 问题 1239 

二 次 规划 问题 1239 
线性 规划 问题 1239 
非 线性 规划 问题 1239 
规划 系数 1232 

规划 变量 1232 

规划 数学 1232 

规范 变换 1300, 1313 


ROWER) 1267 
图 表 105 

正 交 表 1219 

对 数 表 677 

列 联 表 1209 
FRR 40 

松弛 表 1083 

单 形 表 1236 
指数 表 1463 
差分 表 1061 

配置 表 1495 

OUR 1494 
RER 1494 

统计 数 表 1495 
随机 数 表 1263, 1495 
一 般 的 数 表 1494 
方差 分 析 表 1185, 1217 
特殊 函数 表 1495 
频数 分 布 表 1174 
函数 渐 近 公式 表 1495 
特别 的 统计 数 表 1495 
Thom 的 七 种 初等 突变 表 657 


现象 

Gibbs 现象 724 
Stokes 现象 ”941 
饱和 现象 716 
牵引 现象 1257 
表示 288 
表示 ( 函 子 ) 109 


表示 ( 格 的 ) 72 

表示 (一 个 序数 ) 30 

表示 (Banach 代数 的 ) 907 
PAR (Jordan 代数 的 ) 185 
表示 (Lie 代数 的 ) 248 
表示 ( 格 序 线性 空间 的 ) 840 
子 表 示 ( 西 表示 的 ) 298 
子 表示 (线性 表示 的 ) 290 
子 表示 (射影 表示 的 ) 296 
西 表示 297 

KER 244 

MER 1267 

BRR 244 

BRR 1020 

球 表 示 ( 么 模 局 部 紧 群 的 ) 304 
旋 表 示 (5O(a) 的 ) 229 
旋 表 示 (Spin(n) 的 ) 164 
BRR 290 

ZAR 289 

RER 293 

Heisenberg 表示 1315 
Mandelstam 表示 1326 
Poinsot 表示 1280 
Schrödinger 表示 1315 
Wintinger 表示 610 


Гельфанд 表示 907 

ж 908 

正则 表示 (代数 的 ) 290 

正则 表示 (拓扑 变换 群 的 ) 240, 
297 

生成 表示 245 

FERR 164 

MMAR 291 

JUR 292 

有 限 表 示 556 

有 理 表示 (矩阵 群 的 ) 314 

有 理 表示 (一 般 线性 群 的 ) 226 

因子 表示 ”298 

向 量 表示 (Clifford BEA) 163 

伴随 表示 ( 模 的 ) 291 

AR (Lie BAY) 244 

(Lie 代数 的 ) 248 

1162 

143 

290 

291 

290 

293 

48 

参数 表示 ( 仿 射 空间 的 ) 448 

线性 表示 (代数 的 ) 289 

线性 表示 (Lie 代数 的 ) 248 

SEPARA 290 

PRA 291 

诱导 表示 293 

诱导 表示 ( 西 表示 ) 301 

特殊 表示 (Jordan 代数 的 ) 185 

射影 表示 296 

通常 表示 293 

球面 表示 (空间 曲线 的 ) 496 

球面 表示 (空间 曲面 的 ) 496 

最 短 表示 (理想 的 ) 165 

循环 表示 297 

置换 表示 288 

简化 表示 292 

整数 表示 293 

整数 表示 ( 群 的 ) 296 

l-adic 表示 568 

上 正则 表示 “291 

不 可 约 表示 (Banach 代数 的 》 
907 

反 线性 表示 289 


, 肥 置 换 表 示 288 


右 正 则 表示 ( 置换 表示 ) 289 
右 正则 表示 ( 逆 线性 表示 ) 291 
左 正则 表示 (代数 的 ) 290 
左 正则 表示 (置换 表示 ) 289 
由 弧 长 表示 700 

多 项 式 表示 226 


KERER 290 

奇 半 旋 表示 164 

BIER 292 

弱 连 续 表示 240 

个 半 施 表示 164 

Cauchy 积分 表示 817 

Debye 渐 近 表示 1050 

Herglotz 积分 表示 784 

зем 积分 表示 1043 

无 重 数 的 表示 298 

平方 可 积 表示 300 

群 的 线性 表示 289 

PE E RO 288 

Laplace-Mehler 积分 表示 

Lie 群 的 西 表示 301 

上 的 微分 表示 (Lie 群 的 西 表示 
的 ) 301 

Fuer 无 穷 乘积 表示 381 

与 如 相伴 的 线性 表示 290 

表现 118 

表示 论 254, 288 

表示 环 245 

表示 的 

可 表示 的 (沙子 ) 109 

可 表示 的 (用 自动 机 ) 4 

表示 函数 (谓词 的 ) 26 

表面 波 1295 

表面 积 (单位 球面 的 ) 1397 

表示 模 (0 的 ) 290 

表示 问题 703 

表示 空间 (Lie BE) 244 

PARA RANI) 297 


1435 


析 取 (命题 的 ) 7 

析 因 试验 1217 

松弛 表 1083 

松弛 法 ”1082 

线 松弛 法 ”1081 

超 松弛 法 “1081 

群 松弛 法 “1081 
逐次 超 松弛 法 1081 
松弛 变量 1270 

构造 

类 构造 370 

棒 构 造 626 

T 构造 ”440 

мей 626 
构造 层 ( 环 式 空间 的 ) 114 
MERCURE) 549 


构造 问题 368 

构造 常数 248 

构造 性 方法 3 
构造 稳定 性 951 

Lap 
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384 
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典范 从 634., 

典范 基 588 

典型 元 ( 函 子 的 表示 中 的 ) 109 

典型 群 225 

无 限 典型 群 , ,635 

非 交换 域 上 的 典型 群 231 

典范 参数 (曲线 的 ) 494 

局 部 典范 参数 . ,778 

典范 函数 540 

典范 乘积 788 

典范 除 子 (代数 每 的 555 

典范 除 子 (Jacobi 流 形 的 540 

典范 除 子 (代数 曲线 的 ) 539 

典范 除 子 (代数 曲面 的 ) 544 

典型 变换 977, 1280 

典型 变量 1188, 1280 

典范 除 子 类 544 

典型 变换 群 1281 


典范 极 化 Jacobi FE 540 
典型 相关 系数 1188 
典型 复 单 Lie 群 243 
典型 紧 单 Lie 群 243 
典型 复 单 Lie 代数 253 
典型 紧 实 单 Lie 代数 。253 
PG 1257 

mem 524 

网 原理 820 

山北 原理 638 

国际 记号 280 
(AAS 7048) 592 
固有 的 ( 概 型 的 射 ) 550 
MAR 378 
[Б 551 

554 

433 

D 

552 

1184 

551 

1214 

国定 分 校 点 948 
国有 仿 射 变换 449 
固定 不 连续 点 1118, 1150 
固定 效应 模型 1214 
团 有 射 的 基本 定理 564 
图 57 

PAC 一线 图 ) 1301 
Fm 57 

wE 57 

线 图 1301 

RY 1086 

Euler 图 57 
Hamilton Bj 57, 58 
Kuratowski 图 5% 
平面 图 58 

主 视图 453 

IRE 1087 

有 向 图 57 

交织 图 1086 
直方 图 1174 
变换 图 (自动 机 中 的 ) 1 
侧 视图 453 
标号 图 58 

俯视 图 453 
管理 图 1222 
生成 子 图 57 

全 透视 图 454 
?管理 图 1222 

Pn 管理 图 1222 
RB 1222 

2 管理 图 1222 

多 管理 图 1222 


线性 有 限 图 1237 
标高 平面 图 153 
图 论 1237 
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Young 图 形 294 
Дынкин 图 形 252 

六 点 图 形 442 
ERAK 253. 305 
基本 图 形 441 
Reidemeister 的 图 形 459 
Thomsen 的 图 形 459 
广义 Дынкин 图 形 1377 
线性 基本 图 形 441 
图 表 105 

交换 图 表 105 
范畴 的 图 表 105 
图 象 ( 关 系 的 ) 46 
图 象 (映射 的 ) 44, 862 
图 解 力学 1088 
图 解 计算 法 1088 
图 解 积分 法 “1038 
BAMA STE 1088 
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和 (函数 ) 902 

和 (理想 ) 164 

和 ( 模 的 ) 185 

和 (向 量 的 ) 432 

和 (级 数 的 ) 705 

和 (序数 的 ) 70 

和 (基数 的 ) 51 

和 ( 群 的 元 的 ) 205 

和 (二 重 级 数 的 ) 707 
和 (四 点 型 六 点 的 ) 442 
和 ( 求 和 法 序列 的 ) 710 
和 (线性 空间 的 子 空间 ) 139 
序 和 ( 序 集 族 的 ) 69 
直 和 210 

直 和 ( 西 表 示 的 ) 298 
直 和 (Lie 代数 的 ) 247 
BA 682 

Baer 和 (扩张 的 ) 199 
Cauchy 和 706 
Darboux 和 682 
Dedekind 和 345 
Gauss 和 330, 382 
Kloosterman 和 284 
Ramanujan 和 331 
Riemaan 和 682 
Whiteey 和 633 
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AACSB) 118 
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连通 和 585, 050 
具有 和 705 
部 分 和 705 
BOHM 913 
逻辑 和 (命题 的 ) 7 
对 角 部 分 和 “707 

和 和 集 (集合 的 ) 42 

和 算 1344 

和 空间 79 

和 事件 1097 

和 拓扑 空间 79 

TERE 1064, 1080 
Gauss 选 代 法 1064 
Newton 迭代 法 1066 
逐次 迭代 法 ”1022 
Gauss-Seidel 选 代 法 1064 
交替 方向 选 代 法 ”1081 
gyik 1141 
选 对 数 定律 “1111 

HR 413 

=й 413 

BR 413 

ea ans 

垂直 的 ( 疝 最 ) 485 
垂直 迹 455 

重 足 曲线 464 

BAH 1420 

垂直 分 莉 485 

ай 651 

例外 的 (jordan 代数 ) 184 

例外 值 789 
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Picard 例外 值 791 

例外 曲线 546 
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例外 紧 单 Lie BE 243 
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例外 型 紧 单 Lie 群 243 
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例外 型 复 单 Lie 代数 253 

例外 紧 实 单 Lie 代数 253 
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侧 视 图 453 

依赖 域 1004 
BAER 1100. 1106 
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BER 1118 

依 超 限 归纳 法 的 定义 69 
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迫近 函数 790 
质 最 特性 ”1222 
命题 
存在 命题 s 
全 称 命题 s 
超 限 命题 s 
模 态 命题 10 
命题 变 元 s 
命题 函数 в 
命题 逻辑 8,10 
命题 演算 11 
命题 联结 词 в 


BARI 1062, 1075 
局 部 会 入 误差 1076 
ERRARE 1076 

Xp 1175 

受 迫 振动 1297 
饱和 型 1269 
饱和 现象 716 
备 择 假设 ”1203 
йй 413 
JAIR 559 
周期 ( 波 的 ) 1296 
周期 (轨道 的 ) 930 
周期 (函数 的 ) 1036 

周期 (振动 的 ) 1297 

周期 (遍历 性 类 的 ) 1132 
周期 (循环 连 分 数 的 ) 327 
周期 (Abel 微分 形式 的 ) 797 
拟 周期 (运动 ) 903 
FAW 736, 737 
基本 周期 1036 

M 559 

怖 坐标 559 

局 定理 。824 

局 期 的 (轨道 ) 930 
非 周 期 的 ( 自 同 态 ) 900 
准 周期 的 ( 解 》 1286 


周期 点 654 
半期 解 1057 

半 周 期 解 1057 
MEE 213 

极 大 殖 周 期 群 738 
极 小 歼 周 期 群 739 
周年 视差 1282 
周期 系统 951 
ЖЖ 951 
周期 函数 1036 

双 有 周期 函数 1037 
单 周 期 函数 1037 
AMAR 736 


KAMAR 737 
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群 上 的 苔 局 期 函数 737 
EG WAAR 737 
周期 矩阵 569, 797 
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周年 光 行 差 1281 

周 炜 良 定理 525, 824 
局 期 不 等 式 571 

周期 关系 式 571 

周期 性 定理 

Bow 周期 性 定理 (K 群 的 ) 644 
Bou 的 周期 性 定理 623 

周 炜 良 -小 平定 理 525 

周期 平行 四 边 形 1037 
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变 元 (函数 的 ) 48 

个 体 变 元 э 

自由 变 元 8 

约束 变 元 8 

命题 变 元 8 

函数 变 元 и 

谓词 变 元 9,1 

微分 变 元 175 

变 分 669 

变 分 (微分 流 形 上 的 曲线 的 ) 512 

第 一 变 分 763 

变 号 128 

变形 526 

变形 ( 概 型 的 ) 562 

射影 变形 519 

无 穷 小 变形 526 

复 结构 的 变形 526 

连通 概 型 上 的 x 的 一 个 变形 
562 

变 差 (积分 运算 的 ) 705 

FRE 697 

ERR 697 

EX 668, 702 

ARIE 668, 697, 702 

RH 668, 702 

有 界 变 差 (映射 ) 702 

有 界 变 差 ( 集 函数 ) 697 

Tonelli 意义 下 有 界 变 差 701 

变换 43 

全 变换 552 

RR 149, 231 

BRB 1182 

辛 变换 230 

BER га 

链 变换 ( 复 形 间 的 ) 196 

Ampère 变换 977 

Cayley 变换 120, 865 

Cremona 变换 552 


Fuler 变换 708 

Fourier 变换 727, 728, 733, 
853, 909, 1404 

Gaus 变换 1428 

Hilbert 变换 729. 743 

Jacobi 变换 1428 

Aue 729 

Kelvin 变换 749 

Laguerre 变换 457 

Landen 变换 1036, 1428 

Laplace 变换 739，1405 

Legendre 变换 977 

Lorentz 变换 1309 

Mobius 变换 66, 456, 742 

Radon 变换 318 

Stieltyes 变换 743 

+ Watson 变换 729, 742 

= 变换 1182 

一 次 变换 (级 数 的 ) 700 

二 次 变换 (射影 平面 的 ) 552 

内 部 变换 вот 

双 曲 变换 66 

正则 变换 (级 数 的 ) 710 

正 交 变换 148, 229 

正规 变换 710 

正弦 变换 728 

平移 变换 ”1204 

主轴 变换 882 

对 称 变换 262,901 

对 射 变换 443 

因子 变换 ( 保 测 变换 的 ) 897 

自然 变换 108 

仿 射 变换 449 

仿 射 变换 (微分 流 形 上 的 ) 488 

合同 变换 m 

字 称 变换 1310 

抛物 变换 67 

时 间 变 换 1129 

余弦 变换 728 

坐标 变换 632 

规范 变换 1300, 1313 

直射 变换 443 

典型 变换 977, 1188, 1280 

固有 变换 552 

单项 变换 527, 553, 824 

BERR 1420 

线性 变换 (级 数 的 ) 710 

线性 变换 (线性 空间 的 ) 137 

线性 变换 (一 线性 分 式 变换 ) 66 

相似 变换 450 

保 形 变换 490 

特殊 变换 252 

积分 变换 741 

射影 变换 443 


推移 变换 вов 

接触 变换 976, 977, 1420 
РЕЙ 66 

MAER 66 

等 距 变 换 457 

漂移 变换 112%，!144 
WEI 608, вот 
EEEH 457 
Fourier-Bessel 变换 1050 
Fourier-Laplace 变换 732 
Fourier-Stieltjes 变换 731 
Laplace-Stieltes 变换 739 
Picard-Letschetz 变换 560 
Schwarz-Christoffel 变换 812 
上 调和 变换 1129 

广义 Fourier 变换 742 
无 穷 小 变换 264, 477 
反正 则 变换 546 

FLESH AEH 1:82 

冯 有 理 变换 552 
YEMEM 710 
半 线 性 变换 145 

ЭЧИ Radom 变换 318 
ЖАНА 66 

Jacobi jE Bets He 1039 
Lic 线 球 变换 457 

广义 单项 变换 527 

中 心 对 称 变换 an 
则 射影 变换 444 
正则 变换 710 

局 部 二 次 变换 ”527，546、553 
局 部 坐标 变换 440 
奇异 射影 变换 (4 种 的 ) 444 
固有 仿 射 变换 449 
线性 分 式 变换 66 

可 端 曲线 变换 955 

射影 直射 变换 443 

等 积 仿 射 变换 450 

Lie 切 触 圆 变换 ”457 

对 合 的 对 射 变换 443 
非 正则 射影 变换 (4 种 的 ) 444 
超 平面 对 称 变换 411 
在 A 上 的 诱导 变换 897 
转向 平衡 系统 的 变换 978 
由 ”及 高 度 函 数 1 建造 的 变换 

897 

变量 (函数 的 ) 48 
变量 (多 项 式 的 ) 125 

应 变 最 48 

实 变 最 ”48 

BER 48 

目标 变量 1232 

外 生变 量 1232 

补助 变量 1221 


局 内 变量 1225 
局 外 变量 1225 
规划 变量 “1232 
松弛 变量 1270 
典型 变 昌 1280 
固定 变量 1184 
相伴 变量 1184 
独立 变量 48 

说 明 变 量 1184 
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策略 变量 1232 
9 不 变量 (有 限 代数 数 域 上 的 中 
心 单 代数 的 ) 160 
联合 随机 变量 1099 
n 维 随机 变量 1098 
Ке 值 随机 变量 1098 
(S, F) 值 随机 变量 1098 
变 分 法 762 


古典 变 分 法 764 
大 范围 变 分 法 509 
变 分 学 762 
变形 族 


纤维 从 的 变形 族 527 

复 结构 的 C” 类 变形 族 526 

变易 法 

常数 变易 法 939, 1282 

Lagrange 常数 变易 法 938 

变 函 数 762 

变换 图 (自动 机 中 的 ) 41 

变换 群 263，264，929，1416 

西 变换 群 227, 251 

辛 变换 群 230, 231 

Lie 变换 群 264 

Mobius 变换 群 456 

(м, 5) 变换 群 264 

正 交 变换 群 228, 229, 231 

仿 射 变换 群 450 

合同 变换 群 411, 452 

直射 变换 群 443 

拓扑 变换 群 264, 929 

典型 变换 群 1281 

射影 变换 群 443 

BEER 608 

不 连续 变换 群 265 

单 参数 变换 群 477 

复 正 交 变 换 群 228 

特殊 西 变换 群 227, 228, 231 

射影 证 变换 群 2:0 

一 般 线性 变换 群 231 

一 般 线 性 变换 群 (K 上 ”次 的 ) 
225 

正常 正 交 变换 群 228 

正常 复 正 交 变换 群 228 

特殊 线性 变换 群 231 
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特殊 线性 变换 群 (K 上 ”次 的 ) 
225 

射影 特殊 西 变换 群 228 

局 部 单 参 数 变换 群 477 

局 部 Lic 局 部 变换 群 264 

射影 一 般 线性 变换 群 226 

射影 特殊 线性 变换 群 226, 231 

域 K 上 射影 一 般 线性 变换 群 
226 

域 天 上 ”次 一 般 线性 变换 群 
225 

域 上 = 次 特殊 线性 变换 群 
225 

分 公式 

第 一 变 分 公式 512 

第 二 变 分 公式 512 

变 分 方程 925, 960 

变 分 问题 

Gauss 变 分 问题 746 

条 件 变 分 问题 762 

变 分 导数 763 

变 分 原理 1277 

变换 公式 (9 级 数 的 ) 151 


变换 公式 (分 拆 的 母 函 数 的 ) 345 


Schwarz-Christoffel 变换 公式 
812 

变换 伪 群 439 

变换 问题 215 

变换 空间 259 

变换 参数 1178 

变换 函数 (= 坐标 变换 ) 632 

变换 矩阵 674 

RAGRK 763 

变量 分 离 型 1410, 1418 

变 分 法 的 直接 法 764 

变 分 法 的 基本 引 理 763 

底 ( 点 列 的 直线 ) 440 

自然 对 数 的 底 1482 

底线 (圆锥 曲面 的 ) 500 

底线 (一 般 旋转 线 的 曲线 ) 464 

底 项 ( 谱 序列 的 ) 198 

底 心 格 278 

底 空间 (Riemann 空间 的 ) 800 

底 空间 (纤维 空间 的 )》 629, 632 

底 概 型 549 

性 

必然 性 10 

对 侦 性 (线性 空间 的 ) 139 

共 尾 性 22 

基数 性 22 

T 一 致 性 99 

Lebesgue 可 测 性 22 

性 质 8 

谱 性 质 898 
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Bair 性 质 22 
Baire 性 质 80 
Lindelöf 性 质 83 
定性 性 质 928 

渐 近 性 质 933 

有 限 交 性 质 83 

同 伦 扩张 性 质 604 
覆盖 同 伦 性 质 629 
常 微 分 方程 的 浙 近 性 质 933 
WAR 757 

记 法 (可 构造 序数 的 ) 31 
加 法 205 

加 法 ( 开 折 的 ) 656 
Bèk 334 
乘法 ( 群 的 ) 205 
ЖЕ (Н 空间 的 ) 603 
乘法 (分 次 代数 的 ) 602 
乘法 (局 部 Lie 群 的 定义 中 的 ) 

235 

减法 1326 

Wik 1070 

Aitken jk 1455 
Bairstow QË 1067 
Bernoulli 法 1067 
Dini 法 958 

Duhamel 法 987 
Enskog 法 1028 

Fuler 法 1077 

Frame 法 1070 
Frobenius jk 1413 
Givens 法 1072 
Gractle 法 1068 
Hessenberg 法 1072 
Hitcheock 法 1067 
Horner 法 1066 
Householder 法 1072 
Jacobi 法 1069 
Jeffreys 法 1085 
Lagrange 法 1066 
Lanczos 法 1068, 1072 
Lehmer 法 1068 
Liebmann 法 1081 
Lighthill 法 1084 
Milne 法 1077 

Monge 法 455 

Ritz 法 1079 

Sturm 法 1066 
Галёркин 法 953, 1079, 1080 
Данилевский 法 1072 
二 分 法 1266 

二 库 法 1274 

二 级 最 小 二 乘法 1225 
Filik 1068 


子 组 法 
反 证 法 


平均 法 
Lr 
自治 法 
合成 法 
合并 法 
交换 法 
求 和 法 
RE 
松弛 法 
直接 法 
选 代 法 
变 分 法 
单 形 法 
试 位 法 
括 去 法 
轴 测 投影 
选择 法 
差分 法 


1225 

12 

952 

1263 

1324 

205 

1266 

1266 

709, 710 

920, 923, 1410, 1418 
1082 

764 

1064, 1080 

762 

1236 

1066 

1064 

法 454 

1266 

962, 1075, 1080 


OE 661 


配置 法 
秩序 法 
消 元 法 


1079 
1228 
1063 


WRU 621 
流 数 法 ”661 


1266 t 


ЖШН: 952 
密切 法 sio 
MAR. 1266 


整 组 法 


1059，1060，1455 
1286 
1085 
1225 


Adams-Bashforth QË 1077 
Adams-Moulton 法 1077 
Monte Carlo 法 1265 
Newton-Raphson jk 1066 
PC 法 1077 

Runge-Kutta 法 1075 
30 法 1223 


Бш 
正 射影 法 
代数 解法 | 
主 对 偶 法 
动 标 架 法 
有 限 元 法 
仿 射 副 法 
角 直 化 法 
非 参 数 法 
线 松弛 法 
线性 化 法 
ањ 
重 正 化 法 


1060 
1000 
(代数 方程 的 ) 128 
1236 
518 
1081 
A 520 
650 
1210 
1081 
952 
1201 
1324 
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BUA Jacobi 法 1070 

BBM 1081 

最 小 二 乘法 ( 常 微分 方程 的 数值 
解 的 ) 1079 

(HK Jacobi 法 1070 

强 级 数 法 926 

强求 和 法 710 

数值 解法 1027 

群 松弛 法 1081 

Abel 求 和 法 “711 

torel 求 和 法 “712 

Bose 统计 法 “1307 

Cauchy 折线 法 924 

d'Alembert 降 阶 法 433 

Dim 检验 法 ，723 

Dirichlet 抽样 法 1354 

Dirichlet 检验 法 “723 

Euler 求 和 法 ，712 

Fermi 统计 法 “1307 

Gauss 消 元 法 “1064 

Green 函数 法 1308 

Jordan 检验 法 723 

tagrange ЖН: 674 

Lagrange 插值 法 (多 项 式 ) 1060 

Lebogue 求 和 法 713 

Lebesgue 检验 法 723 

M: 展开 法 1290 

Norlund 求 和 法 713 

Riemann RAN: 713 

Runge-Kutta-Gill 法 1976 

Sylvester 消去 法 172 

Weierstrass 判别 法 102 

Wiener 检验 法 “1135 

Колмогоров 检验 法 

二 重 归纳 法 59 

比较 检验 法 706 

升降 算 子 法 “1041 

分 部 积分 法 (Denjoy 积分 的 》 
705 

分 部 积分 法 (Stieltjes 积分 的 》 
687 

古典 变 分 法 764 

平方 取 中 法 “1263 

可 行 方向 法 ( 非 线性 规划 中 的 
1241 

主 元 选取 法 “1064 

HAAKE 1236 

地 址 计算 法 1266 

HR ARI 1064 

成 对 比较 法 “1227 

合成 单 形 法 1236 

并 项 检验 法 706 

两 点 试验 法 “1228 
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图 解职 分 法 1038 
单一 方程 法 1225 
函数 方程 法 1243 
按 环 柄 造 法 651 
轴 测 投影 法 454 
MSR HERE 1290 
逐次 迭代 法 1022 
ERM 924, 1022 
积分 检验 法 706 
调和 平衡 法 952 
预测 校正 法 1077 
常数 变易 法 939, 1282 
最 小 二 乘法 (估计 量 的 ) 1184 
最 速 下 降 法 1085 
频 闪 观测 法 953 
数值 微分 法 1074 
Dini-Lipschitz 检验 法 723 
Gauss-Jacobi 消 元 法 1064 
Gauss-Seidel 迭代 法 “1064 
三 级 最 小 二 禄 法 1225 
大 范围 变 分 法 509 
不 可 比 求 和 法 710 
正 轴 测 投影 法 454 
多 圆锥 投影 法 460 
修正 最 小 如 法 “1209 
大 次 Riesz 求 和 法 713 
Lagrange 待定 系数 法 674 
Lagrange 常数 变易 法 938 
Pk Holder RARE 711 
Rosen 梯度 投影 法 “1241 
a 次 Семо 求 和 法 711 
二 重 数学 归纳 法 59 
ЖМ ЭЛЕНЕР: 1081 
SEERA: 764 
Arrow-Hurwicz-"F FC BEI: 
1241 
法 从 476, 506, 650 
法 则 
模 法 则 ( 格 中 的 ) 75 
Jacobi 法 则 247 
中 点 法 则 1077! 
复 零 法 则 247 
梯形 法 则 ( 常 微分 方程 的 数值 解 
的 ) 1077 
微分 法 则 929 
de Morgan 法 则 42 
de Morgan 法 则 (Boole 代数 中 
的 ) 74 
Hardy-Weinberg 法 则 1226 
Napier 分 圆 法 则 1368 
Simpson 的 3/8 法 则 1073 
几何 级 数 法 则 1227 
跨 声 速 流动 的 相似 法 则 1292 
法 线 462, 1374 


主 法 线 ”495 

RUE 1000 

BIER 495 

仿 射 法 线 520 

极限 法 线 504 
仿 射 主 法 线 520 

法 平面 495 

法 曲率 498 

法 向 量 476, 504 

法 线 影 1373 

法 国 经 验 主 义 2 

河口 空间 516 
ЖҮН С 的 解析 开拓 774 
沿 角 9 方向 的 偏 导数 671 
DO 671 
HE 1294 

纵波 “1296 

BER 1296 

慢 波 1294 

WOE 1296 

Alfvén 让 1294 

Mach 被 1291 

平面 波 1296 

ERB 1296 

冲击 波 1291 

表面 下 1295 

弥散 法 1296 

球面 波 1296 
波长 1296 
波动 1295 
波 数 1296 
波 函 数 1315 
球体 波 函数 1053 
量子 化 的 放 函 数 1319 
波动 方程 1003，1296 
波 数 矢量 1296 
单 (Lie 群 ) 242 

半 单 (Lie 群 ) 242 
单元 1081 

单元 (代数 数 域 的 ) 358 
分 加 单元 363 
单 式 ( 同 态 ) 153 
单 形 579, 580 
单 形 ( 仿 射 空间 中 的 ) 449 
单 形 (在 复 形 中 ,= 维 的 ) 578 
FRE 449 

有 向 单 形 587 

有 序 单 形 580 

奇异 单 形 580 

定向 单 形 587 

= 维 单 形 578 

m 单 形 (拓扑 空间 中 的 ) 

80 
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定向 + 单 形 481 

定向 C” 类 奇异 7 单 形 481 

单位 (长 度 ) 412 

单位 (对 称 和 矩阵 的 ) 150 

单位 ( 格 序 线性 空间 的 ) 839 

导出 单位 1277 

矩阵 单位 117 

基本 单位 1276 

BERG 62. 64 

fai km 841 

长 度 的 特殊 单位 1276 

单 层 744 

SRR 155 

半 单 环 155 

ЗИФ 154 

单 的 261, 851 

单 的 (表示 ) 290 

单 的 (4 模 ) 188 

单 的 (代数 群 ) 261 

单 的 多边形) 409 

单 的 (特征 值 ) 881 

单 的 (Abel AY) 567 

单 的 (Lie 代数 ) 249 

单 的 (代数 策 的 点 ) 551 

半 单 的 (表示 ) 290 

半 单 的 (代数 群 ) 259 

半 单 的 (Lie 代数 ) 249 

半 单 的 (广义 Banach 代数 ) 
908 

半 单 的 (交换 Banach 代数 ) 
907 

INE 

绝对 单 的 261 

几何 的 单 的 (特征 值 ) 881 

单 点 (代数 入 的 ) 551 

单 点 (解析 的 集 ) 823 

单 格 279 

单 根 ( 半 单 群 的 ) 260 

Hag (Lie 代数 的 ) 251 

单 报 (代数 方程 的 ) 127 

单 射 43, 486 

单 射 ( 范 酶 中 的 ) 105 

单 射 (上 同调 群 的 同 态 ) 202 


自然 单 里。207 ` 
标准 单 射 ( 子 集 的 ) 43 ， 
标准 单 射 (到 群 的 ) 207 


标准 单 射 ( 直 和 因子 的 ) 45 
标准 单 射 (到 自由 积 群 的 ) 200 
单 群 206 

西单 群 22 

辛 单 群 222 

正 交 单 群 221 

有 限 单 群 ”220 

一 般 线性 单 群 。221 
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第 一 正 交 单 群 222 
PERRE 222 

单 谱 884 
单元 群 358 

单 分 量 ( 半 单 环 的 ) 155 

Aupy s 
单 叶 的 (函数 ) 786 

单 叶 性 802 
单 代数 156 
中 心 单 代数 159 
正规 单 代数 159 
单 式 环 54, 152 
单 式 的 (4 模 ) 186 
单 地 址 1093 
单 扩张 ( 域 的 ) 130 
PIER 1236 

单 形 法 1236 
二 段 单 形 法 1236 
对 偶 单 形 法 1236 
合成 单 形 法 1236 


单位 元 ( 环 的 ) 152 
单位 元 ( 域 的 ) 129 
单位 元 ( 群 的 ) 205 
单位 元 (代数 系 的 ) 53 
单位 元 (局 部 Lie 群 的 ) 235 
辐 伦 单 位 元 603 
单位 制 1276 
重力 单位 制 1276 
绝对 单位 制 1276 
单位 点 (射影 标 架 的 ) 442, 445 
单位 种 (代数 数 域 的 ) 368 
单位 加 65, 416 
单位 球 416 
单纯 的 (拓扑 空间 ) 620 
单纯 的 ”620 
单 侧 的 “468 
单项 式 124 
单项 的 (4 模 ) 186 
单 峰 的 1106 
单 值 化 35, 802 
Schouky 单 值 化 802 
局 部 单 值 化 802 
单 值 群 (线性 常 微分 方程 组 的 ) 
p 
单调 的 ”955 
严格 单调 的 (序数 的 ) 70 
强 的 意义 下 单调 的 955 
MY 777 
单 演 群 ORMEN) боз 
单 Lie BE 
典型 紧 单 Lie BE 243 
典型 复 单 Lie BE 243 
例外 复 单 Lie 群 243 
例外 紧 单 Lie 群 243 


例外 型 复 单 Lie BE 243 
例外 型 紧 单 Lie 群 243 
单一 分 布 744 
单元 基 莅 ”358 
REN 289 
PHAM 785 
单 式 代数 156 
单 式 半 群 54 
单列 代数 161 
一 般 单列 代数 161 
绝对 单列 代数 161 
ARERR) 553 
JER 578, 579 
单 形 剖 分 579 
单 形 准则 1234 
SUCRE 580 
单 连通 的 ”262 
单 连通 的 (拓扑 空间 ) 94, 607 
单位 分 布 1103 
单位 分 解 83, 883 
<* 类 单位 分 解 481 
从 属于 覆盖 M 的 单位 分 解 эз 
单位 向 量 (Euclid 空间 中 的 ) 433 
单位 向 量 ( 仿 射 标 架 中 的 ) 448 
单位 表示 290 
单位 函数 918, 1406 
单位 矩阵 117 
单位 胞 腔 416 
单位 球面 416 
单位 算 子 834 
AS 102 
单纯 复 形 578 
半 单 纯 复 形 580 
Euclid 单纯 复 形 577 
有 序 单纯 复 形 579 
抽象 单纯 复 形 578 
单项 表示 293 
单项 变换 527, 553, 824 
广义 单项 变换 527 
单 特征 标 292 
单 值 对 应 +7 
单 值 定理 775 
MMAR 48 
HEE 940 
单 射 间 态 207 
单调 函数 668 
严 阁 单 调 函 数 。668 
单调 递减 ( 集 函数 ) 697 
单调 递增 ( 集 函 数 ) 697 
单调 算 子 955 
"AMAA 278 
单 Lie 代数 
典型 复 单 Lie 代数 253 
典型 紧 实 单 Lie 代数 253 


典型 型 复 单 Lie 代数 253 
典型 型 紧 实 单 Lie 代数 253 
例外 复 单 Lie 代数 253 
例外 型 复 单 Lie 代数 253 

单一 方程 法 1225 

单一 生成 的 ( 群 ) вов 

单一 性 定理 733 
Luzia 的 单 - 狂 定理 H 

单 叶 双 曲 面 426 

单位 元 分 支 233 

单位 立方 体 414，416 

单 初等 因子 (矩阵 的 ) 118. 

AU) Student 检验 1206 

单 出 “检验 1206 

HM RY 1206 

单 周 期 函数 1037 

单 参数 子 群 244 

单项 化 定理 368 

单调 似 然 比 1183 
狭义 单调 似 然 比 1183 

单调 递减 的 (实数 序列 )】 вә 

单调 递增 的 (实数 序列 ) 89 

单调 集 序列 ”690 

单 形 通 近 定理 580 

单位 脉冲 打数 1406 

单位 球 的 体积 1397 

单位 "立方体 416 

单 侧 稳定 分 布 (指数 1/2 的) 

单 侧 稳定 过 程 1152 

单 变量 的 情形 “282 

单 参数 变换 群 477 
局 部 单 参数 变换 群 477 

单调 递减 函数 668 
严格 单调 抄 减 函数 668 

单调 递增 函数 “668 
严格 单调 递增 函数 os 

单 叶 旋转 双 曲 面 426 

[TITIUS 群 242 

单 变 量 寡 级 数 域 173 

单 复 变 量 函 数论 777 

单位 球面 的 表面 积 1397 

单 变量 代数 函数 域 539 

单 变量 代数 函数 域 /t 的 亏 格 

539 
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递归 地 定义 27 

依 超 限 归纳 法 的 定义 69 
依 数学 归纳 法 的 定义 60 
定向 (拓扑 流 形 的 》 585 
定向 (连通 COURS) 475 
反 定 向 581 

正定 向 405 


负 定 向 475 

局 部 定向 583 
EE 1315 
定型 147 

不 定型 147 

负 定型 147, 148 

定点 (伟人 方法 ) 1062 
定律 

Hooke 定律 ”1288 
Kirchhoff 定律 1302 
Newton 定律 1291 

三 角 定律 se 

大 数 定律 no 

小 数 定律 、1110 

相似 定律 ”1277 

等 价 定律 (等 价 关系 的 ) 47 
反正 弦 定 律 (分 布 函数 的 ) 1112 
反作用 定律 ”1279 
Bye тї 
BARRE 1160 
强大 数 定律 тїї! 
Reynolds 相似 定律 ”1291 
最 小 作用 定律 ”1278 
Newton 运动 三 定律 ”1279 
Prandtl-Glauert 相似 定律 1292 
作用 与 反作用 定律 ”1279 
定理 

主 定理 ( 类 域 论 的 ) 367 


WER 524 
周 定理 525, 824 
迹 定理 838 


ШЕШ 845, 852 
WER 348, 380 
ЮЕШ 166 

谱 定理 883 

Abel 定理 571, 707 798 
Ascoli 定理 103 
Barankin 定理 1196 
Bayes 定理 1101 
Bernoulli 定理 1290 
Bernštein 定理 50 
Bertini 定理 544 
Beurling 定理 910 
Rezout 定理 536, 538 
A. Birnbaum 定理 1197 
Bloch 定理 812 

Bochner 定理 731 

Borel 定理 791 
Brianchon 定理 426, 445 
Burnside 定理 217 
Carleman 定理 714, 784 
Cartan 定理 524 

E. Cartan 定理 249 
Cauchy 定理 707 


Cayley 定理 ( 群 论 中 的 ) 219 

Ceva 定理 447 

Chevalley 定理 ”257 

Cochran 定理 1179 

Cohen 定理 167 

Cramér 定理 1200 

Darboux 定理 682, 971 

Desargues I 408, 442 

Descartes 定理 128 

Dini 定理 103 

Dirichlet 定理 706 

Dirichlet 定理 (算术 级 数 的 素数 
定理 ) 339 

Dolbeault H 524 

Eberlein 定理 845 

Eisenstein 定理 125 

Engel 定理 249 

Evans 定理 746, 759 

аюы 定理 783 

Fejér 定理 724 

Fermat 定理 324 

Floquet 定理 1055 

Fourier 定理 128 

Freudenthal 定理 622 

Friedrichs 定理 1001 

Frobenius ДЕ 293, 882, 

973 

Fubini 定理 697 

Gauss 定理 128, 750, 1369 

Goursat 定理 770 

m 定理 316 

Grauert 定理 524, 825 

Green 定理 482, 1369 

Gros 定理 792 

Grothendieck 定理 844 

НВ 1305 

Hadamard 定理 779, 791 

Hardy 定理 707, 783 

Haupt 定理 1057 

Helly 定理 430 

Helmholtz дей 434, 1369 

Herglo 定理 731 

Hilbert 定理 90 135 

Holder SERBE 964 

Нор! 定理 615, 931 

Hórmander 定理 870, 871 

Iversen 定理 792 

Jackson 定理 716 

Kaplansky 定理 912 

Karlin 定理 1198 

Kronecker 定理 362 

Künneth 定理 194, 590 

Landau 定理 785 

LeCam 定理 1199 
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Lehmann 定理 1211 

Leibniz 定理 706 

Lie 定理 249 

Limdelót 定理 784 

Liouville 定理 790, 902 

Lüro EBE 553 

Mackey 定理 844 

Malus 定理 “1298 

Maxwell 定理 1045 

Mazur 定理 835 

McMillan 定理 1258 

Menelaus 定理 447 

Mercer 定理 1025 

Mertens 定理 。707 

Meusnier 定理 (曲面 上 的 》 
497 

Minkowski 定理 。349，357 

Montel 定理 103 

Morera 定理 769 

Mintz 定理 715 

Nyquist 定理 1308 

Painlevé 定理 773 

Pappos 定理 426 

Pappus 定理 443 

Pascal ДЕВ 408, 425, 445 

Perron 定理 924 

Picard 定理 789, 791 

Plancherel EBE 300, 319, 733 

pohlke 定理 455 

Poincaré 定理 114 

Post 定理 37 

Pringsheim 定理 680 

Pythagoras 定理 413 

Rao 定理 1201 

Rellich 定理 1901 

Remmert PE 824 

Rényi ERE 341 

Riemann 定理 706, 771 

Riesa 定理 833 

F. Riesz 定理 720, 783 

M. Riesz 定理 783 

Rolle 定理 670 

Roth 定理 350 

Rouché 定理 128, 614, 772 

Runge 定理 717 

Sard 定理 675 

Scheja 定理 821 i 

Schlómilch E 454 

Schottky 定理 785 

Schur 定理 710 

Schwarz 定理 455 

Serre 定理 557 

Siegel 定理 150, 347 

Souslin 定理 34 
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Stein 定理 1198 

Stieltjes 定理 1052 

Stiemke 定理 1234 

Stokes 定理 1369 

Stone 定理 889 

Sturm 定理 129 

Sundman 定理 1285 

Sylow 定理 217 

Sylvester 定理 (关于 行列 式 的 ) 
122 

Tate 定理 369 

Taylor 定理 672 

Thue 定理 346 

Titchmarsh 定理 917 

Toeplitz 定理 710 

Torelli 定理 540, 797 

Tucker 定理 1234 

Vivan 定理 778 

Wald 定理 1199, 1200 

Wedderburn 定理 132,155,159 

Weierstrass 定理 664, 771,790 

Weierstrass 定理 (关于 R RHE 
的 ) вз 

H. Weyl 定理 249 

Whitehead 定理 621 

Wihon 定理 324 

Wiman 定理 789 

Ano 定理 249 

Бериштейн 定理 740 

Егоров 定理 694 

Крейн 定理 845 

Колмогоров 定理 1116 

Лузин 定理 694 

Ляпунов 定理 1192 

Мильман 定理 835 

Петровский 定理 871 

Смирнов 定理 1116 

Соболев 定理 830 

Чебышев 定理 715 

Шмульян 定理 845 

zt 定理 1277 

小 平定 理 531 

比较 定理 925 

中 值 定理 (微分 学 中 的 ) 670 

介 值 定理 664 

分 类 定理 634 

分 离 定理 430 

分 解 定理 367, 1176 

反复 定理 836 

双 极 定理 843 

平移 定理 368 

加 法 定理 1366, 1427, 1429, 
1430, 1446 


加 法 定理 (Bessel 函数 的 ) 1049 


加 法 定理 (tegendre BRD) 
1044 

加 法 定理 (三 角 函 数 的 ) 420 

加 法 定理 (指数 函数 的 ) 678 

WBE (Picard HH) 568 

对 偶 定 理 (拓扑 Abel 群 的 ) 733 

对 偶 定 理 (数学 规划 中 的 ) 1240 

动量 定理 1279 

共鸣 定理 835 

存在 定理 (类 域 论 中 的 ) 367 

存在 定理 (党 微分 方程 的 ) 924 

局 伦 定理 591 

同 构 定理 ( 群 的 ) 207 

同 构 定理 (类 域 的 ) 367 

同 态 定理 ( 群 的 ) 207 

则 态 定理 ( 模 的 ) 187 

同 态 定理 (拓扑 群 的 ) 234 

回归 定理 891 

回归 定理 (Poincaré) 894 

合成 定理 367 

交 的 定理 ( 仿 射 几何 中 的 ) 447 

交 的 定理 (射影 几何 中 的 ) 441 

闭路 定理 585 

Wiest siz BEC BRAY) 1157 

收敛 定 理 ( 广 义 函数 的 ) 850 

极限 定理 1109 

角 谷 定理 1194 

纯 性 定理 169 

枚 举 定理 37 

单 值 定 理 775 

空隙 定理 779 

良 序 定理 49 

残 数 定理 541, 771 

面积 定理 786 

指数 定理 (微分 流 形 的 ) + 

映射 定理 。613 

恒 等 定 理 773 

除法 定理 125，322 

结构 定理 237 

素数 定理 337 

REM 651, 793 

缺 项 定理 779 

HREM 1260 

WW Lefschetz 定理 560 

展开 定理 918 

球面 定理 (Riemann 流 形 上 的 ) 
S11 

球面 定理 (三 维 流 形 上 的 ) 585 

基本 定理 (信息 论 的 ) 1260 

盘旋 定理 1249 

旋转 定理 786 

HARE во 

密度 定理 (He6orapes 的 ) 366 

维 数 定理 ( 模 格 中 的 ) 73 


维 数 定理 ( 仿 射 几何 的 ) 447 
维 数 定理 (射影 几何 中 的 ) 441 
散 度 定理 689 
通 近 定理 (关于 赋值 的 ) 179 
逼近 定理 ( 紧 群 上 的 函数 的 ) 240 
插值 定理 836, 837 
RAEE 97 
剩余 定理 125 
循环 定理 931 
遍历 定理 891, 931 
强 逆 定 理 1260 
强 Lefsehetz 定理 560 
MEER 786 
谱系 定理 37 
ШОЕ 1247 
MEER 97 
Abel 型 定理 741 
Ascoli-Arzelà 定理 103 
Ax-Kochen 同 构 定理 18 
Baire-Hausdorff 定理 88 
Banach-Alaoglu 定理 843 
Banach-Dieudonné 定理 844 
Banach-Steinhaus 定理 843 
Behnke-Stin 定理 819 
Bolzano-Weierstrass 定理 88 
Borel-Cantelli 定理 1098 
Borel-Lebesgue 定理 88 
Cantor 交 定 理 88 
H. Cartan-Thullen 定理 819 
Casorati-Weierstrass 定理 771 
Cohn-Vosen 定理 501 
de Rham 定理 (C” 流 形 上 的 ) 
482 
penjoy-Jlyatw 定理 726 
ЕЬеп!ейз-Шмулян 定理 835 
Ehrenpreis-Malgrange 定理 870 
Evans-Selberg 定理 746, 759 
Feit-Thompson 定理 218 
Fermat 大 定理 373 
Gauss-Markov 定理 1184 
Girshick-Savage 定理 1198 
Hahn-Banach 定理 842 
Hamilton-Cayley 定理 118 
Hardy-Liulewood 定理 720,783 
Hartogs-Osgood 定理 819 
Hausdorff-Young 定理 720 
Heine-Borel 定理 88 
Hellinger-Hahn 定理 884 
Hilbert 基 定理 167 
Hirzebruch signature 定理 528 
Hodges-Lehmann 定理 1197, 
1199 
Jordan-Holder 定理 208 
Jordan-Zasenhaus 定理 296 


Knopp-Schmidt 定理 675 

Krull 交 定 理 167 

Kroll -秋月 定理 170 

Lehmann-Scheffé 定理 1195 

Lehmann-Stein 定理 1203 

Lie-Kolehin 定理 258 

Looman-Mentuios ЖЖ 769 

Lutz-Mattuck 定理 347 

Mackey-Arens 定理 844 

Marcinkiewicz-Hunt 定理 831 

Minkowski-Farkas 定理 1234 

Minkowski-Hasse 定理 149 

Minkowski-Hlawka 定理 349 

Mittag-Lettler 定理 790 

Mordell-Weil 定理 347 

Paley-Wiener 定理 856 

Phragmén-Lindeléf 定理 783 

Poincaré-Bruns 定理 1285 

Voincaré-Volterra 定理 774 

Кайетасћег-Меньшов 定理 720 

Radon-Nikodym 定理 698 

Rao-Blackwell 定理 1195 

Riemann-Lebesgue 定理 723,727 

Riemann-Roch 定理 539, 545, 
798 

F. Riesz-Fischer 定理 720, 828 

Riesz-Schauder 定理 867 

Riu 基 定 理 (关于 微分 多 项 式 的 ) 
175 

Skolem-Lówenheim 定理 4 

Stein-Weiss 定理 831 

Stone-Tenpann 定理 827 

Tauber 型 定理 782 

Vauber 型 定理 (每 级 数 上 的 ) 
778 

van Kampen 定理 607 

Weierstrass-Stone 定理 827 

Wiener-Lévy 定理 726 

Гельфанд-Мазиг 定理 907 

二 项 式 定理 55, 1432 

广义 Hurewiez 定理 621 

小 岛 -schur 定理 710 

开 映 射 定理 835, 846 

不 动 点 定理 614 

不 变性 定理 587 

平均 值 定理 696 

平均 值 定理 (调和 函数 的 ) 750 

正 合 狂 定理 592 

四 项 点 定理 495 

主 理想 定理 。368 

对 偶 人 性 定理 (Banach 空间 中 的 插 
值 的 ) 836 

GHI-Hille 定理 889 

多 项 式 定理 55, 1432 


MEARKES 835, 546, 862 
闭 值 域 定理 536 
纤维 化 定理 ( 丛 分 拓 外 中 的 ) 
Е. Hopf 扩张 定理 692 
极 大 性 定理 (函数 代数 中 的 ) 
910 
连续 性 定理 594 
EREE 1279 
完备 性 定理 407 
完备 类 定理 1192 
局 部 化 定理 723 
周 炜 良 定理 ”525，824 
单一 性 定理 733 
单项 化 定理 368 
独立 性 定理 (关于 赋值 的 ) 179 
逆 映 射 定 理 675 
类 理想 定理 341 
BH Mordell-Weil 定理 347 
唯一 性 定理 367,733,750,818、 
924 
密集 点 定理 (Lebesgue 的 ) 703 
BARE 674 
MEM 348, 380 
强 收敛 定理 850 
稠密 性 定理 (Banach 空间 中 的 插 
值 的 ) 837 
MPR ASEM 865 
Abel 遍历 定理 893 
Ahlfors 基本 定理 802 
Alexander 对 偶 定理 583 
Beurling- 功 力 定理 795 
Boonet 基本 定理 498 
Cauchy 存在 定理 980 
Cauchy 积分 定理 769 
de Moivre-Laplace 定理 1111 
Denjoy-Young-Saks 定理 699 
Dini- 福 原 定理 935 
Doetch 三 线 定理 783 
Eichler 通 近 定理 380 
Fredholm 择 一 定理 867、1024 
Gauss 基本 定理 499 
Gentzen 基本 定理 13 
nrc 651 
Hadamard ZME 783 
Hadamard 空隙 定理 779 
Hadamard 乘法 定理 779 
Harnack 第 一 定理 751 
Harnack 第 二 定理 751 
Hartogs 开拓 定理 818 
Helmholz (RHEE 1290 
Hilbert BAGH 171 
Hilbert 合 系 定理 172 
Hirzebruch 指数 定理 。641 
Hopt 分 类 定理 606 
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Hopf 扩张 定理 606 

Hurewicz 同 构 定理 621 

Jordan 曲线 定理 95 

Kneser- 南 去 定理 925 

Kronecker 通 近 定理 239 

Kroll 高 度 定理 167 

Krull-Remak-Schmidt 定理 210 

Laplace 展开 定理 (关于 行列 式 
的 ) 122 

Lebesgue 分 解 定 理 698 

Lebesgue 收敛 定理 696 

Lie 基本 定理 264 

Liouville 第 一 定理 1037 

Liouville 第 二 定理 1037 

Liouville 第 三 定理 1037 

Liouville 第 四 定理 1037 

Morse 指数 定理 513 

Poincaré 对 个 定理 583 

Poincaré 最 后 定理 615 

Poincaré-Bickhoff-Witt 定型 250 

Riemann 映射 定理 810 

Riemann 开拓 定理 818 

Riemann-Roch 型 定理 573 

M. Ries 由 性 定理 668 

Rickert PAM 823 

Serre 对 更 定理 525, 558 

Siegel 中 值 定理 350 

Thom 基本 定理 652 

Vitali 覆盖 定理 699 

Weierstrass 预备 定理 174, 818 

Weierstrass 通 近 定理 715 

Zariski 主要 定理 552 

Виноградов (AGERE 336 

Понтрягин 对 偶 定 理 237 

- 般 加 法 定理 1031 

万 有 系数 定理 (同调 群 的 ) 194 

万 有 系数 定理 (上 同调 群 的 ) 
195 

万 有 系数 定理 (Abel 范畴 中 的 》 
197 

上 积 还 原 定理 (关于 上 同调 洛 或 
同调 群 的 ) 202 

广义 Riemann-Roch 定理 541 

广义 Tauber 型 定理 730, 909 

比率 遍历 定理 893 

切除 同 构 定理 592 

不 完备 性 定理 (Godel 的 ) 25 

中 心 极限 定理 1109 

平均 遍历 定理 892 

代数 基本 定理 128 

有 限 增 量 定 理 070 

孙子 剩余 定理 324, 1343 

完全 嵌入 定理 110 

完备 形式 定理 37 


asso Ami] 


局 部 极限 定理 1110 

局 部 遍历 定理 воз 

SEER 580 

线性 顺序 定理 406 

ЛЕЕВ 582 

RAR 241, 246 

起 伏 散 逸 定理 1308 

素 元 分 解 定理 ( 整 环 中 的 ) 166 

逐 项 微分 定理 (广义 函数 的 ) 
850 

ERE 892 

叭 一 开拓 定理 1001 

唯一 分 解 定理 585 

第 一 中 值 定理 (Riemann 积分 的 ) 
683 

第 一 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 》 
234 

值 定 理 687 

中 值 定理 (Rizmann 积分 的 ) 

683 

第 二 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 》 
234 

第 三 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 》 
254 

最 小 最 大 定理 1247 

稳定 约 化 定理 573 

Abel 连续 性 定理 773, 782 

Abos БЇ ТИ 793 

Мехапдег-Понтрягин 对 偶 定理 
583 

Atiyab-Singer 指数 定理 646 

Banach-Mazur 收敛 定理 835 

Bow 周期 性 定理 (K 群 的 ) 644 

Brouwer 不 动 点 定理 614 

Cartan-Kabler 存在 定理 974 

Carman-Manbnes- 岩 并 定 理 245 

Сансћу-Қовалевская 存在 定理 
989 

Dedekind 判别 式 定理 361 

Dirichlet 的 单元 定理 358 

Fourier 单 积分 定理 727 

Gödel 完备 性 定理 13 

Haho-Banach 扩张 定理 835 

Hardy-Litdewood 上 限定 理 1392 

Hartogs 连续 性 定理 819 

Напор 全 纯 性 定理 817 

Hilbert-Schmidt 展开 定理 1025 

F. Holmgren 唯一 性 定理 ”991 

Hurewicz-Steenrod 同 构 定理 
630 

Keisler-Shelah 同 构 定理 18 

Kleene 的 范式 定理 27 

Letschetz 不 动 点 定理 614 

Lindelöf 渐 近 值 定理 783 


第 二 


Poincaré-Lefschetz 对 侦 定理 583 

Rellich 唯一 性 定理 1017 

Remmert-Stein 开 括 定理 823 

Schauder 不 动 点 定理 ”615 

Thom-Gysin 同 构 定理 652 

Wiener- 池 原 -Landaw 定理 337 

Zariski 连通 性 定理 564 

Крейн-Мильман 端点 定理 845 

Колмогоров 的 扩张 定理 1107 

Тихонов 不 动 点 定理 615 

互补 松弛 性 定理 1234 

区 域 不 变性 定理 97 

存在 唯一 性 定理 937, 938 

角 谷 不 动 点 定理 616 

周 炜 良 -小 平定 理 525 

前 导 于 分 歧 定 理 。367 

基数 的 比较 定理 59 

维 数 不 变 性 定理 97 

维 数 的 分 解 定理 96 

维 数 的 加 法 定理 96 

维 数 的 乘积 定理 95 

第 二 平均 值 定理 705 

向 积分 基本 定理 683 

Bow 的 周期 性 定理 623 

Euler 的 多 面体 定理 589 

Fourier 二 重 积分 定理 727 

Grothendieck 的 Riemann-Roch 型 
定理 575 

Hiezebruch 的 Riemann-Roch 型 
定理 574 

Lévy 的 连续 性 定理 1108 

Luzin 的 单一 性 定理 34 

Hilbert 不 可 约 性 定理 (关于 多 项 
式 的 ) 125 

Nevanlinna 第 一 基本 定理 790 

Nevanlinna 第 二 基本 定理 791 

Poincaré-Birkhoft. 不 动 点 定理 
615 

Weierstrass 二 重 级 数 定理 708 

9 模 的 对 个 定理 239 

曲线 论 的 基本 定理 495 

些 面 论 的 基本 定理 497 

初等 数论 基本 定理 323 

固有 射 的 基本 定理 564 

Godel 的 不 完备 性 定理 3 

Luzio 的 第 一 分 离 定 理 34 

Luzin 的 第 二 分 离 定理 “34 

Morse 理论 的 基本 定理 513 

线性 规划 的 对 偶 定理 1234 

函数 关系 不 变性 定理 775 

竞争 平衡 的 存在 定理 1249 

射影 几何 的 基本 定理 443 

最 大 流 最 小 切断 定理 1238 

微分 流 形 的 Riemana-Roch 定理 


645 
上 同调 的 万 有 系数 定理 590 
同调 群 的 万 有 系数 定理 590 
曲面 的 拓扑 的 基本 定理 470 
多 项 式 环 的 正规 化 定理 171 
完备 局 部 环 的 结构 定理 168 
SEAVER Cauchy 积分 定 跟 


770 
解析 开拓 的 唯一 性 定理 。774 
有 限 生成 环 的 正规 化 定理 171 
关于 С” 类 函数 的 Weierstrass 预 
备 定理 679 
关于 自然 数 不 可 能 刻 划 的 Skotem 
定理 4 
定义 域 548 


定义 域 (对 应 的 ) 46 

定义 域 (变量 的 ) 48 

定义 域 (映射 的 ) 43 

定义 模 554 

定向 的 ( 伪 流 形 ) 584 

可 定向 的 (拓扑 流 形 ) 583 
可 定向 的 (微分 流 形 ) 475 
不 可 定向 的 (拓扑 流 形 ) 383 
协同 定向 的 ”584 

定 积分 683, 1397 

不 定 积分 683 

定义 关系 215 

定义 函数 (于 集 的 ) 44 

定义 理想 (形式 谱 的) 564 

定 发 散 的 (实数 序列 ) 90 

定向 单 形 587 

定向 线段 ”432 

定向 映射 

反 转 定向 映射 613 
保持 定向 映射 613 

定向 流 形 (可 微 的 ) 475 
已 定向 流 形 (拓扑 的 ) 583 

定性 性 质 928 

定 倾 曲线 496 

定 幅 曲 线 431 

定义 在 人 L 548 

定向 链 复 形 591 

定向 + 单 形 481 

定向 Cc” 类 奇异 7 单 形 481 

AF BIA RAS Grassmann jit 
形 265 

官 感 试验 1227 

实现 (同调 类 ) 652 

XH 64 

实 型 ( 复 典 型 群 的 ) 232 

实 型 ( 复 Lie 代数 的 ) 252 
ERKE 252 

实 轴 65 

实 根 (代数 方程 的 ) 128 


ER 64 
实 域 133 
实数 59, 62 
Э (Dedekind 意义 下 的 ) 61 
广义 实数 90 
无 理 实数 е 
HERM 61 
无 穷 小 实数 18 
非 标准 实数 ls 
Dedekind 意义 下 的 实数 ”61 
在 Cantor 意义 下 的 实数 “61 
实 闭 域 133 
实 表示 244 
实 变量 48 
KER 48 
实 紧 的 (空间 ) 85 
实 二 次 型 147 
Roth 355 
实 素 除 子 179 
KAAR 48 
实验 分 析 1264 
实 超 球面 456 
有 疝 实 超 球面 456 
MEM 673 
实数 理论 
Dedekind 的 实数 理论 61 
Самог 的 实数 理论 61 
实 谱 测 度 883 
dk Grassmann 流 形 266 
Sk Hilbert 空间 832 
Be Lie 代数 247 
We Lie 代数 252 
实 Stiefel 流 形 
ADR Stiefel HIE 266 
IEX KIRK Stiefel 流 形 266 
实 双 曲 空间 271 
实时 计算 机 1096 
实 变量 情形 924 
实 单 Lie 代数 
典型 紧 实 单 Lie 代数 253 
典型 型 紧 实 单 Lie 代数 253 
实 线性 空间 “137 
实 值 可 测 的 (序数 ) 23 
EHEZ 443 
无 限 维 实 射影 空间 638 
实 播 值 空间 837 
实 解析 函数 673, 773 
实 解析 结构 474 
实 解析 流 形 474 
实数 的 连通 性 61 
实数 的 完备 性 62, 63 
实 解析 纤维 从 637 
实 二 次 域 的 类 域 1468 
实 拓扑 线性 空间 ват 


实 解析 的 坐标 邻 域 系 474 
空间 42 
子 空间 ( 仿 射 空间 的 ) 447 
子 空间 (拓扑 空 间 的 ) 79 
子 空间 (线性 空间 和 的 ) 138 
子 空间 (射影 空间 的 ) 440 
切 空间 476 
内 空间 (突变 理论 中 的 静态 模型 
的 ) 655 
从 空间 632 
外 空间 (突变 理论 中 的 静态 模型 
的 ) 655 
主 空间 m 
半空 间 430, 449 
母 空间 445 
全 空间 629, 632 
层 空 间 112 
底 空间 (Riemann 空间 的 ) 800 
底 空间 (纤维 空间 的 ) 629, 632 
和 空间 79 
相 空 间 929，951，1305 
迹 空间 838 
紧 空 间 ss 
商 空间 so 
商 空间 ( = 剩余 (类 ) 空 间 ) 139 
商 空间 (关于 等 价 关 系 的 线性 空 
Tg) 139 
Baire 空间 80 
Banach 空间 833 
Boole 空间 75 
Cartan 空间 516 
Cartesian 空间 415 
Desargues 空间 448 
Dirichlet 空间 748 
4 空间 753 
, Einstein 空间 507, 1376 
Euclid 空间 415 
下 空间 843 
Fiasler 空间 514 
Fréchet 空间 834, 843 
Green 空间 753 
нй] 603 
Hausdorff 空间 82 
Hilbert 空间 832 
Kuratowski 空间 82 
192318) эз 
Lorentz 空间 831 
MZ] 844 
Mackey 空间 844 
Montel 空间 844 
Orlicz 空间 828 


Peirce 空间 184 
Riemann 空间 504 
5 空间 845 
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Schwartz 空间 845 

Stein 空间 826 

Teichmaller 空间 799 

Thom 空间 651 

Young 空间 102 

Кормогоров 空间 82 

Мойшезон 空间 563 

Тихонов 空间 82, 83 

一 致 空间 98 

中 间 空 间 836 

分 类 空间 634 

分 离 空间 82 

双 曲 空间 452 

正则 空间 82 

正规 空间 82 

正常 空间 447 

平凡 空间 77 

平均 空间 837 

右 商 空间 233 

左 商 空间 233 

可 测 空间 689 

代数 空间 563 

主子 空间 (线性 算 子 的 ) 881 

主 半空 间 ап 

对 偶 空 间 909 

对 侦 空 间 (Banach 代数 的 ) 908 

对 偶 空 间 (线性 空间 的 ) 139 

对 偶 空 间 ( 射影 空间 的 ) 442 

对 侦 空 间 ( 赋 范 空间 的 ) вза 

对 偶 空间 (拓扑 线性 空间 的 ) 
842 

Эка 2518] 830 

ESIR аа RO) 
834, 842 

轨道 空间 264 

轨道 空间 (Марков 过 程 的 ) 
1124 

向 量 空间 136, 433 

行动 空间 1190 

齐 性 空间 265, 289 

闭 子 空间 833 

闭 半空 间 449 

闭路 空间 604 

纤维 空间 629 

拟 紧 空间 83 

估计 空间 1184 

仿 射 空间 446 

状态 空间 (Марков 过 程 的 ) 
1124 Š 

状态 空间 (随机 过 程 的 ) 1119 

状态 空间 (突变 理论 中 的 ) 655 

判决 空间 1190 

完备 空间 101 

补 子 空间 (线性 空间 的 ) 139 


1582 А] 


环 式 空间 114 

表示 室 间 (Lie 群 的 ) 244 

表示 空间 ( 西 表示 的 ) 297 

表示 空间 (Lie 代数 的 ) 248 

直 和 空间 79 

直 积 空间 79 

拓扑 空间 75.76 

抽象 空间 42 

ЗЕ Euclid 空间 451 

变换 空间 259 

河口 空间 516 

实 Hilbert 空间 832 

参数 空间 1173, 1189 

函数 空间 827 

线性 空间 136 

映射 空间 103 

保 形 空间 456 

度量 空间 86 

测度 空间 691 

误差 空间 1184 

结构 空间 908 

核 型 空间 845 

样本 空间 1097, 1173, 1189 

根子 空间 250 

特征 空间 144, 881 

透镜 空间 609 

射影 空间 633 

射影 空间 ( 仿 射 几何 中 的 》 441 

He Hilbert 空间 832 

球面 空间 452 

基本 空间 854 

基础 空间 1097 

接着 空间 605 

控制 空间 (突变 理论 中 的 静态 模 
型 的 ) 655 

离散 空间 77 

ЮМ) 452 

插值 空间 836 

赋 范 空间 833 

剩余 空间 139 

策略 空间 1246 

道路 空间 (拓扑 空间 上 的 ) 630 

概率 空间 1097 

解析 空间 822, 823 

覆盖 空间 607 

DF 空间 844 

Filenberg-MacLane 空间 625 

Fréchet L 空间 93 

LF 空间 845 

一 致 子 空间 100 

切 向 量 空间 476 

支撑 半空 间 430 

无 穷 远 空间 447 

不 变 子 空间 (线性 算 子 的 ) 863 


BREEZE 446 

正 交 补 空间 415, 833 

有 线性 空间 137 

有 射影 空间 446 

左 线性 空间 137 

左 射影 空间 446 

可 列 Hilbert 空间 845 

对 合子 空间 975 

对 称 Hermite 空间 269 

对 称 Riemans 空间 267, 1377 

边界 值 空间 872 

伪 度量 空间 86 

约 化 积 空间 624 

拟 赋 范 空间 834 

局 部 Euclid 空间 84 

奇异 子 空间 444 

拓扑 子 空间 79 

Rh L AIA) sa 

抽象 M 空 间 841 

抽象 ;空间 841 

和 拓扑 空间 79 

实 双 曲 空间 271 

实 线性 空间 137 

实 射影 空间 443 

实 插值 空间 837 

线性 子 空间 (线性 空间 的 ) 138 

复线 性 空间 137 

复 射影 空间 444 

复 插值 空间 836 

度量 于 空间 87 

格 序 Banach 空间 840 

紧 度 量 空间 88 

特征 子 空间 144 

积 度量 空间 87 

常 曲 率 空 间 506, 1376 

商 拓 扑 空间 80 

商 线 性 空间 (关于 等 价 关 系 的 线 
性 空间 的 ) 139 

MRS 139 

解 折子 空间 823 

Baire 零 维 空间 86 

C 解析 空间 825 

C 覆盖 空间 825 

Hausdorff 一 致 空间 99 

Hermite 双 曲 空间 271 

= 分 类 空间 634 

mik Siegel 空间 286 

Riemaon 齐 性 空间 265 

Te 拓扑 空间 82 

T, 一 致 空间 99 

并 拓扑 空间 82 

TT 拓扑 空间 82 

т, 拓扑 空间 82 

T 拓扑 空间 82 


т, 拓扑 空间 82 

一 致 拓扑 空间 99 

万 有 覆盖 空间 608 
广义 函数 空间 829 
广义 拓扑 空间 77 

广义 特征 空间 вві 
广义 解析 空间 826 

无 理 数 的 空间 33 

分 歧 覆 盖 空间 823 
平凡 拓扑 空间 77 

可 分 度量 空间 87 

可 列 赋 范 空间 845 

对 称 齐 性 空间 267 

共 贺 平坦 空间 1376 

有 序 线性 空间 539 

有 环 柄 的 空间 651 
归纳 极限 空间 111 
仿 射 对 称 空间 488 

全 迷 向 于 空间 231 

判决 函数 空间 1190 
完全 正规 空间 82 

完备 正规 空间 82 
E Fréchet 空间 843 
局 部 对 称 空间 506 

局 部 齐 性 空间 440 

局 部 环 式 空间 114 
拓扑 完备 空间 102 
拓扑 线性 空间 841 

直 积 一 致 空间 100 

直 和 拓扑 空间 79 

直 积 拓扑 空间 79 
标准 向 量 空间 446 

复 的 齐 性 空间 265 

度量 线性 空间 140 

保 形 平坦 空间 1376 

度 划 向 最 空 闻 433 

格 序 线性 空间 839 
乘积 测度 空间 693 
射影 平坦 空间 1376 
射影 极限 空间 111 

高 阶 线 素 空 间 516 

弱 对 称 Riemann 空间 272 
基础 拓扑 空间 (拓扑 群 的 ) 232 
基础 拓扑 空间 ( 茹 分 流 形 的 ) 474 
离 敬 拓 扑 空 间 77 

离散 度量 空间 86 

解析 完备 空间 826 
解析 著 盖 空间 825 
Behnke-Stein 解析 空间 825 
Hermite 的 齐 性 空间 265 
次 张 量 空间 141 
Kabler 的 齐 性 空间 265 
P RARS 144 
(r2) 型 张 量 空间 14t 


5 型 基本 空间 855 
无 限 维 透镜 空间 609 
平凡 伪 度 量 空间 86 
四 元 数 双 曲 空间 272 
对 称 Riemann 齐 性 空间 267 
局 部 对 称 Riemann 空间 267, 
1376 
实 拓扑 线性 空间 ват 
复 拓 扑 线性 空间 84 
前 齐 性 向 量 空 间 400 
诱导 的 度量 空间 87 
等 距 的 度量 空间 87 
整体 对 称 Riemann 空间 267 
Herme 度量 线性 空间 146 
nik Siegel 上 半空 间 286 
”连通 纤维 空间 630 
广义 有 限 序列 空间 1235 
无 限 维 实 射影 空间 638 
不 可 约 对 称 Hermite 空间 269 
不 可 约 对 称 Riemann 空间 268 
殉 限 维 复 射影 空间 639 
仿 射 局 部 对 称 空间 488 
完全 乘积 测度 空间 693 
域 K 上 的 线性 空间 136 
Banach 意义 下 的 Fréchet 空间 
843 
局 部 平凡 的 纤维 空间 629 
把 8 收缩 成 一 点 的 空间 605 
具有 线性 联络 的 齐 性 空间 265 
о 有 限 测度 的 Lebesgue 测度 空 
间 891 
具有 有 限 测度 的 Lebesgue 测度 
空间 sol 
空 集 20, 42 
空 齐 的 1123 
空间 型 ”272，453 
空间 格 278 
空间 群 278 
空 事件 1097 
空隙 型 780 
空间 反射 1310 
空隙 定理 779 
Hadamard 空 阶 定 理 779 
Brown 运动 1140 
空间 几何 学 405 
空间 同 构 的 (测度 空间 上 的 自 同 构 ) 
898 
空间 曲线 坐标 。 1372 
EPI EE 
空间 2 的 拓扑 853 
司 4 的 拓扑 853 
空间 乡 的 拓扑 853 
空间 2 的 拓扑 853 
学 习 模 型 1228 


卷 积 (函数 的 ) 723, 732 
卷 积 (广义 函数 的 ) 852 
卷 积 (概率 分 布 的 ) 1103 
卷 积 ( 数论 函数 的 ) 329 
广义 卷 积 853 

卷 积 码 1263 

试验 

析 因 试验 1217 

官 感 试验 1227 

试 位 法 1066 

试验 法 

三 点 试验 法 1228 
两 点 试验 法 1228 
1-2 点 试验 法 1228 
试验 设计 1214 

二 因素 试验 设计 1217 
试验 序列 独立 1228 
试验 序列 氢 独立 1228 
视 心 454 

视点 454 

视差 

地 心 视差 1281 
周年 视差 1282 


121 


弧 461 

FI 461 

BIM 334 

优 弧 334 

闭 弧 461 

Farey gM 333 
Jordan dj 956, 461 
连续 弧 401 
简单 弧 461 
MAST 505 
AK 

仿 射 弧 长 520 
基本 弧 长 ”511 
弧度 1483, 1486 
guest 94 
2.13 

分 支 弧 连 通 性 94 
局 部 弧 连 通 性 94 
оза) 94 
弥散 波 1296 
弦 ( 树 的 ) 58 
弦 振 动 方程 1003 
建立 在 一 个 函数 上 的 流 898 
降 阶 ，1411 

降 链 ( 群 中 的 ) 208 
降 链 ( 序 集中 的 ) 68 
降 链 (有 序 集中 的 ) 73 
降 中 心 列 209, 248 
降 链条 件 ( 群 的 ) 208 
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降 链条 件 ( 序 集中 的 ) s 

限制 (映射 的 ) 43 

限制 (联络 的 ) 486 

限制 (广义 函数 的 ) 849 
西 限制 252 

纯 量 限制 (B 模 的 ) 191 
输入 总 数 的 限制 1252 

限制 根 305 

限制 局 伦 воз 

限制 直 积 180 

限制 映射 (上 间 调 群 的 同 态 的 ) 
202 

限制 (ps 2) 型 831 

限制 完整 群 485, 507 

限制 真 积 群 210 

MAS (р, 9) 型 831 

限制 Lie 代数 254 

限制 三 体 问题 1286 

限制 极 小 条 件 (交换 环 中 的 ) 167 

限制 齐 次 完整 群 507 

限制 信息 极 大 似 然 法 “1225 

始点 482 

始点 (向 量 的 ) 432 

始点 (积分 的 ) 688 

始点 (道路 的 ) 607 

始 集 (对 应 的 ) 46 

d 51,71 

超 限 始 数 51 

AHR 106 

参数 (函数 的 ) 48 

参数 (总 体 分 布 中 的 ) 1171 

ЗОНИ) 1035 

参数 (概率 测度 的 ) 1173 
尺度 参数 1178, 1204 
时 间 参 数 1118 

位 置 参数 1178, 1204 
局 部 参数 538, 800 
变换 参数 1178 

线性 参数 1214 
标准 参数 (n 重 罗 的 ) 458 
选择 参数 1176 

等 温 参数 ”501，766 

第 二 参数 516 
正则 性 参数 698 
非 中 心 参数 1179, 1180 
局 部 典范 参数 778 

局 部 单 值 化 参数 800 

参 模 798 

Abel RBH 572 

参数 系 169 

正则 参数 系 169 
独特 的 参数 系 169 

BRR 543 

参考 测度 1128 
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参数 规划 1236 

参数 表示 48 

参数 表示 ( 仿 射 空间 的 ) 448 
参数 空间 1173，1189 
参数 函数 1195, 1214 
参数 持续 振动 1297 
孤立 ( 奇 点 ) 655 

孤立 子 957 
孤立 点 (曲线 的 ) 463 

层 立 点 (拓扑 空间 的 ) 81 
MAR 81 

孤立 序数 70 

孤立 奇 点 776 
孤立 奇 点 (正则 函数 的 ) 771 
孤立 奇 点 (解析 函数 的 ) 775 
孤立 素 因 子 165 

Br 1296 

线 460 

力 线 752 

切线 (平面 曲线 的 ) 462 
切线 (空间 曲线 的 ) 495 
切线 (” 维 空间 中 曲线 的 ) 494 
RR 455 
母线 ( 直 纹 曲面 的 ) 427, 500 
母线 (旋转 曲面 的 ) 499 
母线 (二 次 超 曲面 的 ) 445 
共 线 (点 ) 440 

共 线 (位 置 向 量 ) 433 
HR 503 

曲线 461 

极 线 (圆锥 曲线 的 ) 425 
折线 409 

直线 405, 460 

HR 413 

底线 (圆锥 曲面 的 ) 500 
底线 (一 般 旋转 线 的 曲线 ) 464 
法 线 462 
ОПЕ ЛИН RA) 454 
测 线 454 

KER 464 

KEAR (Nicomedes 的 ) 464 
射线 360 

射线 (几何 基础 中 的 ) 406 
射线 ( 仿 射 几何 中 的 ) 449 
HR 496, 500 

准 线 422 

BEA 1290 

基线 453 

捷 线 465 

wR 503 

dH 464 

NR 464 

HER 466 

BR 466 


Pascal $È 426 

Tra 499 

内 摆 线 465 

支撑 线 430 

心脏 线 464 

双 曲 线 422 

BAR 464 

外 摆 线 465 

包 络 线 467 

对 角 线 ( 画 法 几何 中 的 ) 454 

WPR 454 

回归 线 468 

曲率 线 498 

点 物 线 466 

ARR 434 

dev 422 

SRE 430, 495 

没 影 线 454 

线性 线 从 (射影 几何 中 的 ) 445 

BER 465 

测 地 线 489, 499 

测 地 线 (Riemann 流 形 上 的 ) 
487, 506 

PIR 465, 1290 

JD 466 

渐 伸 线 495 

WER 463 

ABR 495 

发 分 线 ( 连 线 的 ) 1088 

等 高 线 453 

蜗牛 线 464 

BHR 463 

RGR 463 

BRRR 496 

最 束 降 线 465 

等 方位 线 460 

一 般 螺旋 线 496 

ARDER 431 

投影 对 应 线 ( 画 法 几何 学 中 的 ) 
453 

长 短 辐 圆 内 旋 轮 线 465 

长 短 辐 圆 外 旋 轮 线 465 

线 从 520, 633 

线性 线 从 ”520 

因子 D 决 定 的 复线 从 525 

线 汇 520 

RERE 520 

REEL CB EULGIRRS) 445 

HX за 

线 图 1301 

线性 1256 

HR 406, 449 

有 向 线段 432 

定向 线段 432 


RE 494 

仿 射线 素 520 

保 形 线 素 521 

HERK 519 

Hs 443 

线性 束 554 

线性 系 554 

完备 线性 系 538, 554 

伴随 线性 系 545 

特征 线性 系 546 

线性 的 (差分 方程 963 

线性 的 ( 常 微分 方程 922 

线性 的 ( 偏 微 分 方程 》 979 

DEAE 584 

次 线性 的 。831 

拟 线性 的 831 

拟 线性 的 ( 偏 微 分 方程 979 

非 线 性 的 ( 常 油 分 方程 》 922 

非 线性 的 ( 偏 微分 方程 ) 979 

线性 型 137, 187 

双 线 性 型 ( 模 上 的 ) 189 

双 线性 型 (线性 空间 的 ) 140, 
842 

多 线性 型 140 

半 双 线性 型 146 

相伴 双 线 性 型 147 

зев 

全 线性 群 225 

一 般 线性 群 221, 231, 1476. 
1477 

一 般 线 性 群 (K 上 ”次 的 ) 225 

交换 线性 群 222, 230 

特殊 线性 群 231, 1476, 1477, 
1478 

特殊 线性 群 (K 上 ”次 的 ) 225 

射影 一 般 线性 群 226 

射影 特殊 线性 群 226, 231 

域 K 上 射影 一 般 线性 群 226 

域 K 上 ”次 一 般 线性 群 。225 

域 K 上 次 特殊 线性 群 225 

RER 239 

线 积分 686, 687, 688 

关于 线 素 的 线 积分 688 

线 松弛 法 1081 

线性 亏 格 545 

线性 化 法 952 

线性 方程 933 


线 位 代码 1262 
线性 代数 “116 
线性 有 序 68 
线性 扩张 ”540 
线性 网 络 1302 
线性 回归 1184 
线性 系统 


BIRR HE AGE 952 

强 非 线性 系统 952 

线性 泛 函 833, 834, 841 
RAZA 842 
积分 双 线 性 泛 函 844 
线性 规划 1233 

非 线性 规划 1239 
СВИНИНИ) 1236 
线性 表示 (代数 的 ) 289 
线性 表示 (Lie 代数 的 ) 248 
反 线 性 表示 289 

群 的 线性 表示 。289 

有 限 群 的 线 人 性 表示 293 
与 M 相 伴 的 线性 表示 290 
结合 代数 的 线性 表示 289 
线性 拓扑 ”239 
线性 变换 (级 数 的 ) 710 
线性 变换 (线性 空间 的 ) 137 
线性 变换 (一 线性 分 式 变换 ) 66 
半 线 性 变换 145 

整 线性 变换 66 

线性 空间 136 

有 线性 空间 137 

左 线性 空间 137 

实 线性 空间 137 
复线 性 空间 137 

商 线性 空间 (关于 等 价 关 系 的 线 

性 空间 的 ) 139 

有 序 线性 空间 839 

拓扑 线性 空间 841 

度量 线性 空间 140 

格 序 线性 空间 839 

实 拓扑 线性 空间 ват 

复 拓 扑 线性 空间 841 
Hermite 度量 线性 空间 146 
域 K 上 的 线性 空间 136 
线性 参数 “1214 

线性 线 从 520 
线性 线 从 (射影 几何 中 的 ) 445 
线性 线 汇 。 520 

线性 线 汇 (射影 几何 中 的 ) 445 
线性 组 合 138 
线性 组 合 ( 卵 形 线 的 ) 431 
线性 组 合 ( 模 中 的 元 ) 186 
线性 函数 66 
线性 映射 (单纯 复 形 ) 579 
线性 映射 (线性 空间 间 的 ) 137 
双 线 性 映射 (线性 空间 的 ) 140 
双 线 性 映射 ( 模 的 ) 189 
半 线 性 映射 145，191 

多 线性 映射 140 
AEBS (4 模 间 的 ) 187 
DEAE 579 

次 线性 映射 、192 


标准 双 线性 映射 (关于 线性 空间 
的 张 量 积 的 ) 141 

线性 紧 的 ”239 

局 部 线 竺 紧 的 ”239 

线性 预报 1161 

非 线性 预报 

线性 假设 1184 

线性 联络 487 

线性 等 价 525 

线性 等 价 ( 除 于 类 ) 554 

线性 模型 1183, 1229 

多 元 线性 模型 1185 

统计 线性 模型 1183 

线性 算 子 834, 861, 862 

线性 算 子 (线性 空间 间 的 ) 137 

HAEASENT 834 

REME 803 

线路 矩阵 940 

线性 子 空间 (线性 空间 的 ) 138 

线性 无 关 的 (加 法 群 的 元 ) 214 

线性 无 关 的 (4 模 中 的 元 ) 188 

线性 无 关 的 (线性 空间 中 的 元 ) 
138 

线性 无 关 的 (线性 空间 中 元 来 的 族 ) 
138 

线性 分 式 群 222, 226 

线性 方程 组 123 

齐 次 线性 方程 组 123 

线性 代数 群 257 

线性 有 序 集 68 

线性 有 限 图 1237 

线性 变换 群 

一 般 线性 变换 群 231 

一 般 线性 变换 群 (K 上 ”次 的 ) 
225 

特殊 线性 变换 群 231 

特殊 线性 变换 群 (K 上 = 次 的 ) 
225 

射影 一 般 线性 变换 群 226 

射影 特殊 线性 变换 群 226, 231 

域 K 上 射影 一 般 线性 变换 群 
226 

WK 上 = 次 一 般 线性 变换 群 
225 


1164，1169 


к 上 = 次 特殊 线性 变换 群 
225 
线性 相关 的 (加 法 群 的 元 ) 214 
线性 相关 的 (线性 空间 中 的 元 ) 
138 
BEAR 265 
线性 预报 值 1161 
最 优 线 性 预报 值 1161, 1166 


线性 无 关联 的 ( 域 》 132 
线性 不 相交 的 ( 域 ) 132 
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线性 分 式 变换 66 
线性 分 式 函数 66 

线性 边缘 算 子 927 
线性 多 步 方法 1076 

线性 判别 函数 1189 

线性 规划 问题 ”1239 

非 线性 规划 问题 1239 
线性 顺序 定理 406 

线性 积分 方程 1021 

非 线 性 积分 方程 1027 
线性 递归 数列 328 

线性 预报 理论 1166 

线性 基本 图 形 441 
线性 人 步 方 法 ”1076 
线性 无 偏 估计 量 1184 

最 佳 线性 无 偏 估计 量 1184 
线性 结构 方程 组 1225 

一 阶 线 竹 常 微分 方程 1410 
RUDRA MARE 1412 
Euler АЕТ MEE 1412 
线性 常 微分 方程 937 
线性 算 子 的 摄 动 。”885 
线性 规划 的 对 偶 定理 1234 
线性 方程 组 的 数值 解法 1063 
线性 常 微分 方程 的 奇 点 940 


线性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 
943 

组 (样本 值 的 ) 1174 

区 组 (小 区 的 ) 1214 
T 43 

Чебышев 组 715 

三 元 组 620 

三 角 组 620 

不 定 组 (微分 算 子 组 ) 876 
KEM 982 
生成 组 (4 模 的 ) 186 
因子 组 211, 296 


因子 组 (又 积 的 ) 158 

因子 组 ( 群 的 上 同调 中 的 ) 202 

BEA 982 

WEA MARFA) 876 

确定 组 ( 偏 微分 方程 的 ) 982 

正 对 浆 组 (微分 算 于 的 ) 876 

正 对 称 组 ( 偏 微分 方程 的 ) 1015 

基本 解 组 937, 938 

基本 解 组 (线性 差分 方程 的 解 的 》 
963 

Pratt 方程 组 971 

完全 可 积 组 (一 组 无 关 的 一 次 微 
分 形式 的 ) 973 

线性 方程 组 123 

唯一 可 解 组 (函数 的 ) 715 

微分 方程 组 922 

微分 算 子 组 876 
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Lagrange-Charpit 方程 组 973 


二 进 制 代码 组 1262 
双 曲 型 方程 组 “1007 
HABRA 971 


常 微分 方程 组 922 

自 伴 微分 方程 组 940 

极 大 线性 无 关 组 214 
伴随 微分 方程 组 939, 958 
线性 结构 方程 组 “1225 

1 阶 偏向 分 方程 组 (微分 流 形 上 

的 ) 975 

一 阶 线性 常 微分 方程 组 938 
组 合 54 

RMA 138 
线性 组 合 ( 卵 形 线 的 ) 431 
线性 组 合 ( 模 中 的 元 ) 186 
重复 组 合 54, 1431 

从 = 个 中 取出 " 个 的 组 合 1451 
组 值 1174 
组 合 论 55 
组 成 代数 184 
组 成 成 分 34 
组 合 问题 1431 
组 合流 形 584 
MAG Понтрягин 类 642 
组 合 拓扑 学 576 
组 合 等 价 的 (图 的 ) 58 
ЗАРАЗЕ ВВЕ 1187 
MUP ATER 1187 
组 合 球面 的 微分 结构 群 653,1381 
组 合 球面 的 定向 微分 结构 群 653 
mm) 47 
细 拓 扑 745 
终点 482 
终点 (向 量 的 ) 432 
终点 (积分 的 ) 688 
终点 (道路 的 ) 607 
终 集 (对 应 的 ) 46 
终 对 象 105 
终结 情况 (Turing 机 中 的 ) 39 
经 济 学 

计量 经 济 学 1224, 1249 
数理 经 济 学 1249 
经 典 力学 1279 
经 验 公 式 1090 
经 验 常数 1090 
经 典 动力 系统 902 
经 典 统计 力学 1304 
经 验 分 布 函数 1116, 1174 
BF 104, 107 

WAF 199 

any 197 

ORF 197 

反 变 函 子 107 


正 合 函 子 110 

加 性 函 子 uo 

共 变 函 子 107 

同调 函 子 197 

偏 导 函 于 “198 

上 同调 函 子 197 
右 卫 星 函 子 197 
右 导 出 函 子 198 

右 伴 随 函 子 108 
арат 197 

左 导出 函 子 198 

左 伴随 函 子 108 

相对 导出 函 子 201 
函数 47 

下 函数 756 

上 函数 (函数 的 ) 756 
长 函数 924 

RBM 44 

反 函 数 ( 解 村 函数 的 ) 775 
凸 函数 667 

四 函数 667 

母 函数 1034 

母 函 数 (函数 列 的 ) 1034 
母 函数 (接触 变换 的 ) 977 
母 函 数 (数论 函数 的 ) 331 
母 函 数 (无 穷 小 变换 的 》 1281 
RAK 719 

伪 函 数 848 

FRM 669, 1392 
MaR 790 

拟 函 数 854 

奇 函 数 48 

变 函数 762 

佳 函数 651 

mA% 757 

波 函 数 1315 


MARS as 

类 函数 240 

BRK 1018 
BARC 差分 微分 方程 的 ) 966 
原 函 数 683, 1392 

加 函数 420, 678 

流 函数 1290 

弱 函 数 705 

RAM 1043, 1432 
SRAM HEI LAS) 304 
BAK + 

MAK 48, 674, 675 
RAR 697 


强 函数 705 

SAR 860 

BRK 283 

整 函数 788 

Abel 函数 570 

Anger 函数 1450 

8 函数 1040, 1430, 1431 

Baire AM 665 

Bellman @ 1246 

Bessel 函数 1048, 1441, 1444, 
1490 

co 函数 1039, 1427 

Dirichlet 函数 665 

da 函数 1039, 1427 

Е 95 354 

ТЖ 

Euler 函数 329 

Fuchs 函数 282 

Gegenbauer (ARK 1451 

Greeo 函数 927, 1016, 1020 

Gudermann БЖ 678, 1429 

Hamilton 函数 1280 

Hankel 函数 1445 

Heaviside 函数 849, 918, 

Hill 函数 1057 

Kelvin GAR 1449 

Kummer 函数 1046, 1441 

Lagrange 函数 1239, 1280 

Laguerre 函数 1454 

Legendre 函数 1434 

Mangoldt 函数 337 

Mathieu 函数 1055 

Mobius 函数 329 

Neumann 函数 1444 

Neumann 函数 (Neumann 问题 
的 ) 1018 

Neumana 函数 (一 第 二 类 Вене! 
AM) 1048 

9 函数 1037, 1429 

Riemann HR 1006 

so 函数 1039, 1427 

Struve 函数 1450 

Theodorsen 函数 1050 

Wagner KH 1050 

Weber (RM 1047, 1452 

H. F. Weber 函数 1450 

Whittaker 函数 1046, 1442 

PBR 1039, 1430, 1489, 1493 

5 函数 380, 654, 1037, 1429 

8 BRCM) 1038 

6 函数 569 

ABR 284 

о BR 1037 

с, АЗК 1038 


о, 35 1038 

о, ASK 1038 

Ф байх 1040 

Ляпунов 函数 ( 变 分 方程 的 ) 
960 

ZAAR  420,677,1365,1486, 
1492 

=r Am 1040 

“FSR 699 

EFRR 699 

广义 函数 847 

广义 函数 ( Гельфанд-Шилов 的 ) 
855 

支付 函数 1246 

五 了 函数 1040 

区 间 函 数 697 

分 布 函数 831, 1098, 1102 

风险 函数 1190 

计数 函数 790 

双 曲 函数 678，1364，1483 

хг BK 1040 

平均 函数 831 

平坦 函数 679 

平稳 函数 763 

正则 函数 (代数 徐 上 的 ) 549 

正规 函数 (序数 的 ) 71 

正定 函数 297, 731, 733, 909 

正 实 函数 1302 

正 型 函数 731, 733 

可 测 函数 694 

目标 函数 1233, 1239, 1275 

MEAR 1045 

Г 1040 

生成 函数 1034, 1262 

生成 函数 (数论 函数 的 ) 331 

代数 函数 796 

立体 函数 749, 1043 

of Bessel 函数 1049 

对 数 函 数 1364, 1483, 1492 

运算 函数 734 

亚 纯 函数 790, 820 

亚 纯 函数 ( 复 流 形 上 的 ) 523 

亚 纯 耕 数 (解析 空间 上 的 ) 824 

HACIA 724, 729 

有 界 函 数 782 

光 程 函数 979，1299 

回归 函数 1175 

MRAR 1183, 1200 

自 反 函数 742 

AFAM 282 

合成 函数 43 

全 纯 函 数 769 

全 纯 函 数 ( 复 流 形 上 的 ) 522 

SMR 785, 787 


多 值 函数 48 

多 天 函数 1040, 1431, 1489, 
1490 

阶乘 函数 “1039 

阶梯 函数 858 

连续 函数 663 

位 相 函 数 (Fourier 积分 算 于 的 ) 
878 

Жо 函数 1038, 1430 

坐标 函数 632 

判决 函数 1190 

初等 函数 676 

表示 函数 ”245 

表示 函数 (谓词 的 ) 26 

非 减 函数 668 

非 增 函数 668 

典范 函数 540 

迫近 函数 790 

命题 函数 8 

变换 函数 (一 坐标 变换 ) 632 

单 叶 函 数 785 

单位 函数 918, 1406 

PAEK 48 

单调 函数 668 

定义 函数 (于 集 的 ) 44 

实 值 函 数 48 

参数 函数 1195, 1214 

线性 函数 66 

柱 面 函数 1048 

指数 函数 677, 1364, 1483, 
1492 

复合 函数 43 

复 值 函 数 48 

选择 函数 49 

APR 918 

周期 函数 1036 

便 等 函数 эз 

测试 函数 1079 

除数 函数 329 

样本 函数 “1118 

配 分 函数 1306 

真 值 函 数 10 

振幅 函数 1429 

振幅 函数 (Fourier 积分 算 子 的 ) 
878 

损失 函数 1190 

AFAR 1441 

圆锥 函数 1437 

特征 函数 172,881, 927, 1023, 
1107, 1108 

特征 函数 ( 子 集 的 ) 44 

特征 函数 ( 整 亚 纯 函数 ) 790 

特征 函数 ( 非 合作 对 策 的 ) 1247 

特殊 函数 1033, 1414 
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PREAB 282 

部 分 函数 28 

高 等 函数 1033 

容许 函数 762, 1079 
递归 函数 25，27 

调和 函数 749 

BRAN 682 

通用 函数 35 

检验 函数 1202 

球体 函数 ”1053 

球 带 函数 304 

ER Bessel 函数 1049 
基本 函数 855 

控制 函数 1269 

WARR 43 

距离 函数 86 

AFAR 671 

偏 导 函数 (广义 函数 的 ) 849 
斜率 函数 764 

维 数 函 数 (关于 连续 几何 的 ) 75 
WAAR 1035, 1037, 1424 
超 球 函数 1045 

缓 增 函 数 829 

跳跃 函数 919 

简单 函数 695 

解析 函数 522, 773 

数论 函数 25, 328 
MEEN 697 

Artin-Hasse 函数 377 
Artin L 函数 386 

Bergman 核 函 数 1018 

Се 类 函数 672 

с' 类 函数 672 

С" 类 函数 672 

C 类 函数 (微分 流 形 上 的 ) 475 
се 类 函数 673 
с” 类 函数 672, 679 
Dedekind & 函数 358, 383 
Dedekind » 函数 344 
Dirac 6 函数 854 
Dirichle: 1. GRR 382 
Epstein 6 HR 388 

Hase 6 函数 397 

Hecke 函数 383 

Hey 5 函数 380 

Hilbert 模 函 数 287 
Hurwitz 5 函数 382 
Lane-Emden 函数 957 
Riemann & 函数 381 
Riemann Ө 函数 571 
Selberg & 函数 399 
Siegal 5 函数 389 

Szegò 核 函数 ”1019 
Чебышев 4 函数 1091, 1454 
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下 极限 函数 664 

上 极限 函数 664 

上 调和 函数 754 

广义 Mathieu 函数 1055 

不 变 5 函数 854 

RAM 431 

反 三 角 函 数 677, 1493 

双 周 期 函数 1037 

双 调和 函数 753 

平均 值 函数 1119 

正 广义 函数 853 

玉河 函数 390 

代数 体 函 数 807 

HERA 664 

加 性 集 函数 698 

有 限 值 函数 858 

协 方差 函数 1119, 1159 

fal S 函数 393 

擅 解 析 函 数 815, 816 

FS AR 400 

自 相关 函数 1119 

合流 型 函数 1046, 1441 

多 变量 函数 48 

多 调和 函数 753 

次 中 线 函数 755 

次 调和 函数 753 

严格 凸 函 数 667 

严格 凹 函数 667 

拟 解析 函数 ”579，680 

佐藤 让 函数 ( 实 解析 流 形 上 的 ) 
856 

完全 B 函 数 1040 

单 周期 函数 1037 

实 解 折 函 数 673, 773 

至 周期 函数 736 

面 调和 函数 1043 

指数 母 函 数 56, 1034 

带 调和 函数 1045 

БЕШЕНЕҢ 1034, 1102 

复 解析 函数 773 

重复 度 函 数 702 

修正 Bessel 0 1449 

修正 Mathieu 函数 1055 

核 广义 函数 748 

高 阶 导 函 数 670, 1395 

调和 核 函 数 1018 

调和 强 函 数 754 

基本 Abel 函数 572 

球体 波 函数 1053 

ЖИНАК 283 

椭圆 3 函数 1426 

ЖЫ Ө BRC MARR) 1038 

超 几何 函数 1040, 1432 

超 广义 函数 857 


超越 整 函 数 788 
RGB 1108 
解析 反 函 数 775 

Bord Б] АҢ 694 
Dirac 广义 函数 848 
Hilbert 特征 函数 557 
Jacobi 椭圆 函数 ”1427 
Julia 例外 函数 791 
Koebe 极 值 函数 786 
Lebesgue 可 测 函 数 694 
"SS 670 

Painlevé 超越 函数 950 
Riemann 的 P 函 数 1414 
Weierstrass WA 1429 
BIWER 694 
KRMAR 815 

一 般 递归 函数 27, 29 
广义 除数 函数 329 
广义 解析 函数 776 

不 完全 BBR 1040, 1431 
REST BR 1040, 1431 
不 变 判决 函数 1193 

分 及 连续 函数 664 

双 轴 球面 函数 1045 
平方 损失 函数 1190, 1197 
平均 集中 函数 1104 

田 形 调和 函数 1045 
立体 调和 函数 749, 1043 
加 性 区 各 函数 697 

有 界 变 差 函 数 668 

Rd Artin L 函数 396 
共 轿 调和 函数 “750 
严格 单调 函数 668 

严格 递减 函数 668 
严格 递增 函数 668 
抛物 柱 面 函数 1047 1452 
连带 的 Legendre 函数 1437 
初等 超越 函数 1402 
单位 脉冲 函数 1406 
单调 递减 函数 668 
单调 递增 函数 668 
线性 分 式 函数 66 

线性 判别 函数 1189 

经 验 分 布 函数 ”1116，1174 
狭义 的 Bessel 函数 1048 
急 减 广义 函数 829, 853 
ARC 类 函数 829 
统计 判决 函数 ”1189，1190 
原始 递归 函数 “26, 28 

积 性 自 守 函数 282 

部 分 递归 函数 29 
高 等 超越 函数 ”1033 
检验 功效 函数 1203 
累积 分 布 函 数 1098, 1102 


MATHEM 1035 

构 球 调和 函数 1051 

超越 亚 纯 函 数 790 

最 大 集中 函数 1104 

最 简 Чебышев 4 AR 1091 

第 一 种 Lame 函数 1052 

第 一 种 Чебышев 函数 1451 

第 一 类 Bessel 函数 1048 

第 一 类 Hankel 函数 1048 

第 一 类 Lamé 函数 1052 

第 一 类 Legendre 函数 1043, 
1434 

第 一 类 Mathieu 函数 1055 

第 Lamé 函数 1052 

Чебышев ЖК 1451 

Bessel 函数 1048 

Hankel 函数 1048 

Lamé 函数 1052 

第 二 类 Legendre 函数 1043, 
1434 

第 二 类 Mathieu 函数 1056 

类 Besel 函数 1048 

第 三 类 Lamé 函数 1052 

第 四 类 Lame PAB 1052 

缓 增 广义 函数 853 

组 增 C” 类 函数 829 

简单 损失 函数 1190 

整 代数 体 函 数 808 

"dX Siegei 模 函 数 287 

”变量 的 函数 48 

"ЖЖЖЖ 1099 

0 次 的 Bessel 函数 1490 

一 次 的 Bessel 函数 1490 

Гельфанд-Шилов 广义 函数 855 

BOAR 737 

可 测 向 量 值 函数 913 

协 方差 广义 函数 1160 

有 限 加 性 集 函 数 。697 

合流 型 特殊 函数 1033 

多 变量 解析 函数 816 

多 重 次 调和 函数 819 

完全 加 狂 集 函数 698 

样本 协 方差 函数 1164 

能 行 可 计算 函数 27 

随机 化 判决 函数 1190 

烟 球 型 特殊 函数 1033 

量子 化 的 波 函数 1319 

— ABBR 1038 

第 二 类 椭 贺 函数 “1038 

第 三 类 酉 圆 函数 1038 

第 = 类 初等 函数 676 

算 子 的 指数 函数 918 

* 值 代数 体 函 数 808 

一 维 对 称 分 布 函 数 1105 


RA y = IG) 的 广义 函数 
852 

合流 型 超 几 何 函数 1046, 1441 

包 络 检验 功效 函数 1205 

多 复 变 基 解 折 国 数 816 

极 小 极 大 判决 函数 ”1191 

严格 单调 递减 函数 668 

严格 单调 递增 函数 668 

超 几 何 型 特殊 函数 1033 

超 限 逻 辑 选 择 函数 13 

第 一 类 修正 Mathieu 函数 1056 

第 二 类 修正 Mathieu 函数 1056 

第 三 类 修正 Mathieu 函数 1056 

解析 的 殖 周 期 函数 737 

群 上 的 至 周期 函数 737 

几乎 不 变 的 检验 函数 1205 

以 < 为 底 的 对 数 函 数 676 

以 < 为 底 的 指数 函数 676 

具有 离散 零点 的 函数 675 

第 一 类 连带 的 Legendre 函数 
1044, 1437 

第 一 类 椭 球 调和 函数 “1052 

第 二 类 连带 的 Legendre 函数 
1044, 1437 

第 二 类 椭 球 调和 函数 ”1052 

第 三 类 燃 球 调和 函数 “1052 

第 四 类 椭 球 调和 函数 “1052 

群 G 上 的 殉 周 期 函数 737 

Barnes 的 广义 超 几 何 函数 1433 

Weierstrass 意义 下 的 解析 函数 
774 

无 限 次 连续 可 微 的 函数 672 

Кай V 的 同 余 5 函数 394 

矩阵 变量 的 超 几何 函数 1942 

伴随 前 齐 狂 空间 的 函数 “401 

Appell 二 变量 (的 ) 超 几何 函数 
1042，1433 

具有 量 特征 标 X 的 Hecke L PAR 
384 

具有 包含 在 曲面 内 的 支 集 的 广义 
函数 852 

函数 系 

正 交 函 数 系 719 

基本 函数 系 1024 

Haar 正 交 函数 系 721 

Rademacher ERMA 721 

Walsh EZERA 721 

正规 正 交 函数 系 719 

See EMERG MR 1024 

完备 正规 正 交 基本 函数 系 1024 

函数 论 777 

单 复 变量 函数 论 777 

函数 域 547 

Abel 函数 域 570 


ARMAR 126 
RARR 539 
ЕЖЕ 540 
k FAS 539 
单 变量 代数 函数 域 539 
" RRM ABR 132 
СЕЗ ЕЕ 
函数 族 48, 49 
拟 解 析 函 数 族 680 
1 为 指标 集 的 函数 族 48 
函数 元 素 274, 778 
反 函 数 元 素 775 
广义 函数 元 素 776 
函数 无 关 65 
函数 方程 381 
Schroder 函数 方程 ”1031 
光 程 函数 方程 995 
特殊 函数 方程 1030 
渐 近 函数 方程 381 
函数 代数 ”909 
函数 关系 675 
HC 类 的 函数 关系 675 
函数 序列 48, 49 
函数 变 元 п 
函数 空间 827 
广义 函数 空间 829 
判决 函数 空间 1190 
函数 相关 675 
C 类 函数 相关 675 
函数 符号 п 
HFAA 107 
函数 方程 法 1243 
函数 行列 式 674 
函数 坐标 纸 1086 
函数 1 的 除 子 “538 
函数 论 的 零 集 760 
函 子 间 的 同 构 射 108 
函 子 的 连通 序列 197 
函数 渐 近 公式 表 1495 
函数 关系 不 变性 定理 775 
函数 渐 近 公式 的 系数 1492 
^ ш 
{-] 
REF 1318 
型 (二 次 型 的 ) 148 
型 (超越 数 的 ) 353 
型 (Abel p 群 的 ) 214 
型 (有 限 Abel 群 的 ) .213 
正 型 745 
EUM 70 
定型 147 
实 型 ( 复 典型 群 的 ) 232 
实 型 ( 复 Lie 代数 的 ) 252 
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复 型 (Lie 代数 的 ) 252 

核 型 148 

配 型 559 

紧 型 252, 269 

球 型 (空间 型 ) 272 

[Ia 

整 型 254 

Chevalley 型 ”262 

Euclid 型 272 

Fredholm 型 1029 

Hamilton 型 961 

Hermite 型 146，149 

Hodge 型 534 

Killing 型 248 

Polya 型 1183 

Stoilow 型 806 

Volterra 型 1029 

1 (von Neumann 代数 ) 913 

MA (vom Neumann 代数 ) 913 

UL AY (von Neumann 代数 ) 912 

二 次 型 147 

二 次 型 ( 线 空空 间 上 的 ) 140 

无 限 型 874 

不 定型 147 

中 立 型 965 

双 曲 型 (Riemann ifj) 803 

双 曲 型 (空间 型 ) 272 

双 曲 型 ( 偏 微分 方程 ) 1003, 
1008 

正规 型 ( 偏 微分 方程 的 ) 989 

正规 型 (超越 整 函数 ) 789 

正定 型 147 

发 散 型 1002 

有 限 型 874 

扩充 型 1248 

同 伦 型 605 

合 痕 型 ( 纽 结 的 ) 609 

负 定 型 147, 148 

约束 型 531 

PUV (Riemann jij) 803 

氢 桶 型 843 

RBM 965 

ШАЮ 609 

非 紧 型 269 

饱和 型 1269 

空间 型 272, 453 

空 阶 型 780 

线性 型 137, 187 

标准 型 994, 1246 

标准 型 (曲面 的 ) 469 

标准 型 (序数 的 ) 70 

标准 型 (线性 假设 的 ) 1185 

标准 型 ( 常 微分 方程 的 ) 922 

标准 型 (二 次 曲面 方程 的 ) 427 
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标准 型 (分 布 的 特征 函数 的 》 

1104 
标准 型 (二 次 超 曲面 的 方程 的 ) 
427 

指数 型 855 

39 (р, 4) 型 831 

基本 型 1236 

Rt Hermite 型 146 

混合 型 1014 

维 数 型 (拓扑 空间 的 ) 98 
HR 996, 998, 1002 

起 前 型 965 

FRA AUR К) 789 
最 小 型 (超越 整 函数 ) 789 
强 (p 4) 型 831 

简化 型 1225 

AI 型 271 
AU 型 271 
Аш 271 
CUM 271 
cum 271 
D 型 271 
Polya 2 型 
Polya n 型 
лу 型 271 
nU 124 
e-Hermite 型 231 

不 定 Hermite 型 149 

双 线性 型 ( 模 上 的 ) 189 

双 线性 型 (线性 空间 的 ) 140 
双 线性 型 (线性 空间 上 的 ) 842 
正规 实 型 252 

正定 Hermite 型 149 

半 正 定型 148 

多 线性 型 140 

负 定 Hermite 型 149 

极限 点 型 874 

极限 圆 型 874 
PREI (р, 4) 型 831 
复 二 次 型 147 

BDI 型 271 

врп 型 271 

Cantor 标准 型 70 

Hese 标准 型 415 

半 双 线性 型 146 
约 化 二 次 型 150 
变量 分 离 型 “1410、1418 
LLL (Р, 4) 90 831 
狭义 双 曲 型 1007 

狭义 Pólya n 型 .1183 

第 一 象限 型 ( 谱 序 列 的 ) 198 
Lévy 的 标准 型 1104 
Lévy-Xnnsun 的 标准 型 1104 
项 (序列 的 六 a9 ss 


1183 
1183 


项 (多 项 式 的 ) 124 
TACHA) 11 

中 项 333 

余 项 (Taylor 公式 的 ) 670 
初 项 ( 连 分 数 的 ) 326 

底 项 ( 谱 序列 的 ) 198 
纤维 项 ( 谱 序列 的 ) 198 
误差 项 1183, 1214 
常数 项 (多 项 式 的 ) 124 
BRON BARBI) 173 
nT 49 

带电 多 重 项 1331 
标 形 

Dupin 标 形 497 

切线 标 形 496 
BE 434 
标 架 436, 442, 448, 516 
标 架 (语言 的 ) 15 
标 架 (实数 直线 的 ) 64 

动 标 架 438, 494 
Darboux RÆ 519 

Frenet 标 架 494, 518 
Gauss 标 架 497 

人 标 架 266 

一 阶 标 架 520 

二 阶 标 架 519, 520 

三 阶 标 架 519, 520 
切 " 标 架 476 

正 交 标 架 414，493 

正规 标 架 519 

四 阶 标 架 519 

仿 射 标 架 448 

射影 标 架 442 

0 阶 标 架 520 
EZKER 266 
标高 ( 画 法 几何 学 中 的 ) 453 
标号 图 58 
RRA 

正 交 标 架 从 505 

r 维 切 标 架 从 634 
ERD a HRA 505 
RRR 516 
一 阶 标 架 族 518 
标准 的 (转移 概率 ) 
标准 型 994, 1246 
标准 型 (曲面 的 ) 469 
标准 型 (序数 的 》 “70 
标准 型 (线性 假设 的 ) 1185 
标准 型 ( 常 微分 方程 的 ) 922 
标准 型 (二 次 曲面 方程 的 ) 427 
标准 型 (分 布 的 特征 函数 的 ) 1104 
标准 型 (二 次 超 曲面 的 方程 的 ) 

428 

Cantor 标准 型 :70 


1135 


Hesse 标准 型 415 

Jordan 标准 型 (矩阵 的 ) 119 

Weierstrass 标准 型 (7 函数 的 ) 
1039 


Legendre-Jacobi 标准 型 ”1035， 
1424 

Lévy 的 标准 型 1104 

Колмогоров 的 标准 型 1105 


Lévy-Xunsun 的 标准 型 1104 
标准 差 (随机 变量 的 ) 1099 
标准 差 (概率 分 布 的 ) 1102 

总 体 标准 差 1173 

AMER 1174 
标准 基 

Chevalley 标准 基 252 

Weyl 标准 基 251 
标量 势 ”1300 
标准 分 解 863 
标准 分 解 (2 的 ) 201 
标准 方程 (圆锥 曲线 的 ) 423 
标准 尺度 1145 
标准 有 界 198 
标准 位 置 (Turing 机 中 的 ) 40 
标准 坐标 439 
标准 单 射 (于 集 的 ) 43 
标准 单 射 (到 群 的 ) 207 
标准 单 射 ( 直 和 模 中 的 ) 188 
标准 单 射 ( 直 和 因 于 的 ) 45 
标准 单 射 (到 自由 积 群 的 ) 210 
标准 参数 (” 重 罗 的 ) 458 
标准 复 形 (Lie 代数 的 ) 203 
标准 测度 1136, 1145 
标准 维 数 ( 紧 复 流 形 的 ) 527 
标准 满 射 (到 群 的 ) 207 
标准 满 射 (到 商 集 的 ) 47 
标准 满 射 (从 直 积 群 的 ) 209 
标准 满 射 ( 直 积 模 上 的 ) 187 
标高 平面 图 453 
标准 坐标 系 423 
第 一 种 标准 坐标 系 244 
第 二 种 标准 坐标 系 244 
标准 除 于 类 798 
标准 上 同调 类 369 
标准 正 态 分 布 1103 
标准 仿 射 联络 488 
标准 向 量 空间 446 
标准 极 化 Jacobi f 569 
标准 双 线 性 喘 射 (关于 线性 空间 的 

KER) 141 
标准 一 次 微分 形式 487 
相 1250 
相似 (中 心 单 代数 ) 159 
相交 407 


BK 


自 相关 1119 
代数 相关 ( 域 上 的 ) 132 
有 相交 551 
数 相关 65 
C 类 函数 相关 675 
d 次 试验 序列 相关 1228 
相伴 (图 形 ) 229 
HA 208 
相 容 (C” 结构 与 剖 分 ) 650 
HAC 结构 与 C* 结构 ) 649 
ЯНЕ 1323 
相 群 929 
相 平均 1305 
相对 化 29 
相对 化 (原始 递归 函数 ) 26 
相对 论 1309 
广义 相对 论 1309 
狭义 相对 论 1309 
相对 的 (拓扑 ) 79 
相似 的 (矩阵 ) 119 
相似 的 (线性 表示 ) 290 
相似 的 (射影 表示 ) 296 
相似 的 (置换 表示 ) 289 
相似 的 ( 半 线 性 映射 的 矩阵 表示 ) 
146 
相交 的 
不 相交 的 (集合 ) +2 
不 相交 的 ( 集 族 ) 44 
ARN MRA) 298 
线 狂 不 相交 的 ( 域 ) 132 
HRM 598 
相关 的 (射影 空间 中 的 点 ) 441, 
447 
不 相关 的 ”1175 
整 相关 的 ( 环 的 元 ) 166 
代数 相关 的 ( 环 的 元 》 170 
线性 相关 的 (加 法 群 的 元 ) 214 


线性 相关 的 (线性 空间 中 的 元 ) 
138 

FMRI TRAST) 166 

MM 步 相关 的 ”1259 

相伴 的 (分 次 模 ) 198 

相伴 的 (因子 组 ) 211 


相伴 的 ( 环 的 元 ) 166 

相伴 的 (又 积 的 因子 组 ) 159 

相 空间 929, 951. 1305 

RKC BLAS) вот 

相 重 数 ( 积 分 方程 的 特征 值 的 ) 
1024 

相 速 度 1296 

相 容 的 (和 拓扑 ) 101 

相 容 的 (形式 系统 ) 12 

相 容 的 (关系 与 乘法 ) 207 

相 容 的 (关系 和 合成 ) 54 


相 容 的 (与 线性 空间 的 运算 ) 139 
不 相 容 的 (代数 方程 组 ) 127 
不 相 容 的 ( 偏 微 分 方程 组 的 》 

972 
中 相 容 的 (系统 ) 3 

相 容 性 (条 件 ) 1077 

相 容 性 (公理 系统 的 ) 6 

ЖЕНО) 16 
相对 相 容 狂 з 
概率 相 容 性 1200 
分 析 学 的 相 容 性 4 
连续 统 假设 的 相 容 性 24 
相 容 核 745 
相互 作用 1331 

相互 能 量 744 

相对 开 集 79 

相对 分 量 516 

相对 边界 801 
相对 闭 集 79 
相对 次 数 ( 素 理 想 的 ) 360 
相对 次 数 ( 域 的 有 限 扩张 的 ) 375 
HBR 79 
相对 范 数 360 

相对 拓扑 79 

相对 紧 的 (空间 ) 83 

相对 紧 的 (度量 空间 的 子 集 ) 88 
相对 频数 1173 

相似 对 应 500 
相似 扩大 521 
相似 同 构 133 
相似 变换 450 
相似 定律 1277 
Reynolds 相似 定律 ”1291 
Prandtl-Glauert 相似 定律 。 1292 

相似 检验 ”1204 

相似 模拟 ”1264 
相交 重 数 558 
相关 系数 ”1099 
秩 相关 系数 1213 
偏 相关 系数 “1187 
多 重 相关 系数 “1187 
典型 相关 系数 1188 
总 体 相关 系数 1174 
样本 相关 系数 1075 
Kendall 秩 相关 系数 1213 
Spearman 秩 相关 系数 “1213 
样本 仿 相 关系 数 1187 
样本 多 重 相关 系数 1187 
相关 张 量 1295 
相伴 方程 1024 

相伴 变量 1184 
相 容 条 件 1107 

ERS 1208 
一 致 相 容 检验 1208 


中 文案 引 1591 


相 重 性 集 726 
相对 一 致 性 100 
相对 不 变 元 ( 环 的 ) 314 
相对 不 变 式 (多 项 式 环 的 ) 315 
相对 不 变量 ( 双 有 理 变换 的 ) 535 
相对 同 伦 群 ”619 
相对 同调 群 559 

G 系数 相对 同调 群 589 
相对 判别 式 361 
相对 性 原理 

广义 相对 性 原理 1311 
狭义 相对 性 原理 1310 
相对 相 容 性 3 
相伴 素 理 想 (理想 的 ) 165 
相对 短程 线 (两 点 间 的 ) 511 
相对 链 复 形 193 
相 容 估计 量 1199 

Fisher 相 容 估 计量 1200 
相对 于 4 同 伦 604 
相对 上 同调 群 590 
相对 上 链 复 形 194 
相对 代数 数 域 ”360 

相对 导出 函 子 201 
相对 极 小 模型 ”546 
相对 极 小 模型 (入 的 ) 553 
相伴 双 线 性 型 147 

相伴 收敛 半径 817 
相伴 的 纤维 从 ”5632 

相依 选择 原则 22 

相 容 性 的 证 明 3 
HIT — KWL 840 
相对 同调 代数 学 201 
相对 积分 不 变 式 961 
相伴 的 主 纤维 从 633 
Е 

圆柱 426 

二 次 柱 428 

Au 426 

多 圆柱 816 

抛物 柱 426 

映射 柱 605 

WE 426 
ЖШ 500 

二 次 柱 面 428 

双 曲 柱 面 426 
wR 426 

HM 426, 499 
dmm 426 
柱 集 (=” 的 ) 693 

"Ж 693 
柱 面 坐标 438, 1372 
广义 柱 面 坐标 1372 
抛物 柱 面 坐标 1047 
EBM 1048 
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REAM 1047, 1452 
树 58 

树 (一 最 大 树 ) 1238 

补 树 1238 
生成 树 (图 中 的 ) 58 
RRM 1248 

ЗЫН 1238 

拓扑 树 воз 

最 大 峙 1238 

树 表示 1267 

树木 曲线 461 

树 形 曲 线 461 

政治 学 1170 

封闭 ( 线 狂 组 合 函数 系 ) 719 
南极 65, 416 

RER 416 

" 


Mobius f$ 468 
FETE 981, 992 
带 函数 1045 

WES MG 1331 
WWR 1045 

带 与 机 器 的 情况 39 
还 算 于 区 4 的 模 186 
带 同 异性 的 训 词 逻辑 12 
带 同 异性 的 谓词 演算 12 


密切 要 素 1284 
Kepler 轨道 要 素 1283 
查 表 1266 

残 数 ( 复 变 函数 的 ) 771 
残 数 定理 50,771 
残 数 演算 772 
残 差 平方 和 1184 
JA 736, 737 
FAU 264 
FRA 755 

至 周期 群 

BAH ЖИЙИ} 738 
BATAAN 739 
歼 复 结构 523 
FABRE 523 
至 切 触 结构 521 
至 切 触 流 形 。 521 
欧 加 性 泛 函 1127 

殉 可 平行 的 ”653 

至 周期 系统 951 

歼 周 期 函数 736 

一 致 多 周期 函数 737 
解析 的 至 周 期 函数 7377 


群 上 的 殉 周 期 函数 737 т 


群 6 上 的 至 周期 函数 737 
殉 整 相关 的 ( 环 的 元 ) 156 
苑 切 触 度量 结构 522 5 


牵引 现象 ”1257 

厚度 431 
Hm 449, 468 

平面 (几何 基础 中 的 ) 405 
ЖШ 433 

极 面 427 
面 237, 499 
502 

500 

415, 416 
球面 (一 拓扑 球面 ) 416 
ЖШ 445, 500 
WM 630, 636 
Riemann 面 800 

包 络 面 500 

坐标 面 448 

SRY 430, 501 
RH 421, 499 
基础 面 801 

ЖЫШ 499 
we 426 

等 位 面 751 

螺旋 面 500 

Ski 801 
ЕШ 500 
抽象 Riemann jj 800 
mE 528 
BARR 801 
双 叶 双 曲 面 426 
双 曲 抛物 面 426 
КЕМШ 426 
面 元 977，992 

超 面 元 977 

面 分 470 

面积 409，414，699 
内 面积 685, 692 
外 面积 685, 692 
表面 积 (单位 球面 的 》 1397 
Banach 面积 701 
Geöcze 面积 701 
Gross 面积 702 
Janzen 面积 701 
Lebesgue 面积 700 
Peano 面积 701 
混合 面积 431 
ДШН 1322 
有 确定 的 面积 685 
面 心 格 279 

面 坐 标 。 443 

面 函 数 1043 

面积 分 686, 687, 688 
关于 面 素 的 面积 分 658 
HAF 580 
面 元 并 集 977, 993 


面积 元 素 516 

ERZA 767 

面积 定理 786 

面 调和 函数 1043 
ETC 模 的 ) 186 
HRC а 模 的 ) 193 

挠 积 (范畴 中 的 ) 199 

Век 494, 1373 

Obe 520 

保 形 挠 率 521 

HE 213 
E(B) 588 
жит 213 
BAM 588 

BAB 186 

Беке 495 

BRER 487 

ЖЫК 488, 489, 522, 1375 
括号 

户 田 括号 625 

Lagrange 括号 977，993 
Poisson 括号 978, 993 

括 去 法 1064 

TSR 247, 477 

指令 1093 

宏 指令 1094 

指标 ( 族 的 ) 48 
指标 (递归 函数 的 ) 29 
指数 ( 数 的 ) 324 
指数 ( 子 群 的 ) 206 
指数 (有 限 群 ) 293 
指数 ( 流 形 的 ) 641 
指数 (二 次 型 的 ) 148 
指数 ( 财 算 于 的 ) 886 
指数 (临界 点 的 ) 510 
指数 ( 真 数 “ 的 ) 1463 
指数 (特征 值 的) 1024 
指数 (Hesse ZRI) 513 
指数 (s-Hermite 型 的 ) 231 
指数 (微分 算 子 的 ) 873 
指数 (稳定 分 布 的 ) 1105 

亏 指数 791, 865, 873 
王 指数 ( 张 量 的 ) 142 

等 指数 (中 心 单 代数 的 ) 159 
Kronecker 指数 ”544，597 
Schur 指数 293 

Schur 指数 (中 心 单 代数 的 ) 159 
?指数 (有 限 代数 数 域 上 的 中 心 

单 代数 的 ) 160 а. 

分 歧 指 数 360, 375 

分 歧 指数 (赋值 的 ) 179 
反 变 指数 ( 张 量 的 分 量 的 》 142 
eee CE LR LEOTE 142 
共 思 指数 830 


收效 指 数 789 
多 重 指数 869 
拓扑 指数 ( 榭 回复 形 的 ) 646 
积分 指数 1048 
特征 指数 (Hill 微分 方程 的 ) 
1055 
特殊 指数 (代数 曲线 上 的 除 子 的 ) 
539 
特殊 指数 (代数 曲面 的 除 子 的 》 
545 
惯性 指数 (二 次 型 的 ) 148 
微分 指数 542 
ИНСА Я) 646 
СОНА И) 646 
不 动 点 指数 ”615 
全 迷 向 指数 (二 次 型 的 ) 148 
© 特殊 指数 541 
指标 集 (元 素 的 族 的 ) 44 
指数 表 1463 
指数 律 (基数 的 ) 51 
指数 分 布 1103, 1457 
双 侧 指 数 分 布 1457 
指数 方程 ”941 
指数 曲线 466 
指数 级 数 677 
指数 定理 (微分 流 形 的 ) 641 
Hirzebruch 指数 定理 641 
Morse 指数 定理 。 513 
Atiyah-Singer 指数 定理 646 
指数 函数 677, 1364, 1483, 1492 
算 子 的 指数 函数 918 
以 “为 底 的 指数 函数 676 
指数 型 <4 855 
指数 映射 244, 506, 511 
指数 积分 1048, 1444 
Jeter 177 
p-adic 指数 赋值 178 
指数 母 函数 56, 1034 
指数 型 分 布 族 1177 
指数 为 m 的 Kummer 扩张 134 
指数 1/2 的 单 侧 稳定 分 布 1457 
挑选 型 抽样 检验 1224 
按 环 柄 造 法 6551 
按 积分 Borel 可 和 712 
RAC, 的 ) 416 
轴 ( 抛 物 线 的 ) 423 
轴 ( 圆 锥 面 的 ) 421 
eh 423 
主轴 (二 次 曲面 的 ) 427 
主轴 (一 锥 曲线 的 》 423 
1299 
实 轴 65 
HEBR 65 


BHA 423 
MEHR 423 
坐标 轴 416, 448, 739 
旋转 轴 499 
惯量 轴 。 1280 
BN 503 

轴 测 点 454 

轴 测 投影 法 454 

正 轴 测 投影 法 454 
笑 轴 测 投影 法 455 
等 轴 测 投影 法 455 


i) 


点 446 

点 (集合 的 ) 42 

点 (几何 基础 中 的 ) 405 

点 (射影 几何 中 的 ) 440 

中 点 448 

内 点 76 

外 点 (于 集 的 ) во 

主 点 1299 

共 点 440 

死 点 (二 生存 时 间 ) 

ЖА 25 

尖 点 (曲线 的 ) 463 

尖 点 (代数 曲线 的 ) 538 

极点 (射线 的 ) 1089 

极点 ( 复 变 函 数 的 ) 771 

极点 (圆锥 曲线 的 ) 425 

极点 (射影 空间 中 的 ) 445 

极点 (二 次 曲面 的 极 面 的 ) 427 

极点 (代数 曲线 上 的 函数 的 ) 
538 

奇 点 (轨道 的 ) 929 

奇 点 (曲线 的 ) 462 

奇 点 (全 纯 函 数 的 ) 771 

奇 点 (解析 函数 的 ) 775 

奇 点 (二 次 超 曲面 的 ) 445 

奇 点 ( 常 微分 方程 的 ) 946 

奇 点 (平面 代数 曲线 的 ) 538 

奇 点 (线性 差分 方程 的 ) 963 

奇 点 (线性 常 微分 方程 的 ) 940 

顶点 ( 角 的 ) 407, 412 

顶点 ( 锥 的 》 427 

顶点 (图 中 的 ) 57 

项 点 ( 单 形 的 ) 449 

顶点 (圆锥 的 ) 421 

顶点 ( 凸 胞 腔 的 ) 449 

顶点 (多 边 形 的 ) 409 

顶点 (抛物 线 的 ) 423 

顶点 ( 星 形 域 的 ) 779 

顶点 (完全 四 点 形 的 ) 442 

顶点 (球面 三 角形 的 ) 421 

拐点 (曲线 的 ) 463 
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BA 796 

单 点 (解析 的 集 ) 823 

视点 454 

始点 482 

始点 (向 量 的 ) 432 

始点 (积分 的 ) 688 

终点 482 

终点 (向 量 的 ) 432 

终点 (积分 的 ) 688 

终点 (道路 的 ) 607 

始点 (道路 的 ) 607 

套 点 (Mapxos 过 程 的 ) 

BA 454 

结 点 (曲线 的 ) 463 

结 点 (代数 曲线 的 ) 538 

结 点 (微分 方程 组 的 ) 932 

素 点 (代数 函数 域 的 ) 179 

格 点 348 

起 点 (向 量 的 ) 432，446 

起 点 (积分 的 ) 688 

原点 (Euclid 空间 的 ) 415 

原点 ( 仿 射 标 架 的 ) 448 

原点 (射影 空间 中 的 直线 的 ) 
442 

脐 点 498 

浮 点 1062 

基点 (线性 系 的 ) 554 

基点 (拓扑 空间 的 ) 604 

焦点 506 

焦点 (椭圆 的 ) 422 

焦点 ( 双 曲 线 的 ) 428 

焦点 (光学 中 的 ) 1299 

零点 (多 项 式 的 ) 171, 124 

零点 ( 复 变 函 数 的 ) 771 

零点 (多 项 式 环 的 子 集 的 ) 171 

零点 (代数 曲线 上 的 函数 的 ) 
538 

UR 76 

RA 80 

端点 406, 430, 461, 845 

MACRI) 406 

鞍点 1247 

BERRA) 1085, 1239 

鞍点 (曲面 上 的 ) 497 ы 

Weierstrass 点 798 

a 点 7790, 1173 

一 般 点 548 

二 重点 538 

几何 点 ( 概 型 的 ) 550 

不 动 点 273, 614, 616, 929 

中 心 点 (Bendixson 意义 下 的 ) 
932 

中 心 点 (Poincare RX FAY) 
933 
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分 位 点 1173 
分 枝 点 (曲线 的 ) 461 

分 歧 点 825, 1027 

分 歧 点 (覆盖 空间 的 ) sor 
支撑 点 442 
支撑 点 ( 凸 集 ) 432 

ЛН 497, 654 

平坦 点 498 

平稳 点 494 
平衡 点 (对 策 论 中 的 ) 1247 
平衡 点 (拓扑 动力 学 的 ) 929 
正则 点 (轨道 的 ) 929 
正则 点 (多 面体 的 ) 584 
正则 点 (解析 的 集 ) 823 
正则 点 (扩散 过 程 的 ) 1145 
正则 点 (突变 理论 中 的 ) 657 
正则 点 (下 内 的 曲面 的 ) 501 
正常 点 (轨道 的 ) 929 

可 变 点 544 
代数 点 ( 域 上 的 ) 171 

对 应 点 428 

对 蹲点 416 

АЙК RGR EAI) 452 
边界 点 (拓扑 空间 的 ) so 
边界 点 (微分 流 形 的 ) 475 
再 归 点 (Mapos 过 程 的 ) 1125 
ati 506, 511 

有 效 点 1235 

有 理 点 347 

有 理 点 ( 域 上 的 ) 171 
休止 点 929 

多 重点 ( 弧 的 ) 461 
寻常 点 (曲线 的 ) 461, 462 
寻常 点 (解析 的 集 ) 823 
寻常 点 ( 双 曲 几何 中 的 ) 452 
极 小 点 511 
极限 点 (点 列 的 ) 90 
极限 点 (不 连续 群 的 ) 274 
极 值 点 430 

抛物 点 497, 519 

BHR 454 

奇异 点 (2? 内 的 曲面 的 ) 501 
转向 点 942, 1085 

周期 点 654 

游荡 点 654 
单位 点 ( 仿 射 标 架 的 ) 448 
单位 点 (射影 标 架 的 ) 442 
孤立 点 (曲线 的 ) 463 
孤立 点 (拓扑 空间 的 ) 81 
轴 测 点 454 

临界 点 752 
临界 点 (轨道 的 ) 929 
АСВА ИО) 509, 673, 675 
突变 点 657 


样本 点 1097, 1173, 1189 

BAA 973, 975 

调和 点 列 444 

ERAR) 552 

基本 点 (射影 标 架 的 ) 442 

距离 点 454 

偏差 点 715 

密集 点 703 

MA (Riemann 面 上 的 ) 275 

椭圆 点 (二 次 曲线 上 的 点 ) 497 

焦 心 点 933 

静止 点 929 

重点 538 

下 交叉 点 609 

上 交叉 点 609 

PREM 932 

无 穷 远 点 66 

无 穷 远 点 ( 双 曲 几何 中 的 ) 452 

无 穷 远 点 ( 仿 射 几何 中 的 ) 447 

EMRA 940 

本 性 奇 点 ( 解 折 的 集 的 ) 821 

本 性 奇 点 (广义 解析 函数 的 ) 
777 

右 奇异 点 1145 

右 通过 点 1145 

左 奇异 点 1145 

左 通过 点 1145 

半 正 则 点 501 

对 应 核 点 455 

对 数 奇 点 775 

寻常 奇 点 777 

抛物 大 点 275 

PEWA 74 

非 游 范 点 654 

BERA 948 

退化 鞍点 932 

逐次 最 小 点 349 

超越 奇 点 776 

Rar A 940 

KARR 548 


入 口 边界 点 1137 

可 移 分 核 点 948 

802 

302 

948 

444 

1137 
MARZA (Riemann 面 上 的 ) 

275 

BESTA 452 
固定 不 连续 点 1118, 1150 
对 偶 被 动 边 界 点 1137 
第 一 类 不 连续 点 664 


第 二 类 不 连续 点 664 
点 列 49, 440 

有 向 点 列 92 
BEAR 442 
等 交 比 点 列 444 
点 族 49 

BRR 92 

WATT RR 92 
Cauchy 有 向 点 族 101 
完全 有 向 点 族 92 
部 分 有 向 点 族 92 
基本 有 向 点 族 101 
去 尾部 分 有 向 点 族 92 
ARORA) 42 

有 向 点 集 92 

退化 点 集 824 

不 确定 点 集 824 
点 群 278 
点 谱 881 

纯 点 谱 899 

点 估计 1195 

АШК 697 

点 超 球面 456 
点 集 拓扑 学 577 
点 谱 型 的 流 1165 
临界 点 752 
临界 点 (轨道 的 ) 929 
临界 点 (映射 的 ) 509, 673, 675 
临界 格 349 
临界 值 510，675 
临界 值 (Reynolds 数 的 ) 1294 
临界 域 1202 
临界 行列 式 349 
哑 指 数 ( 张 量 的 ) 142 
映射 、43 

FRM 78 

从 映射 632 

HM 78 

wR 44 

KRA 85 

MERA 645 

链 映射 192, 589 

с, 93 645 

CRA 289 

Gauss pkt 1299 
Ном pki 633 

一 一 映射 G 

上 的 有 映射 43 
LR 194 

示 性 映射 ( 胞 腔 的 》 581 
示 狂 映射 (纤维 从 的 ) 634 
正则 映射 549 
BARN яз 
对 角 上 映射 602 


对 俩 映射 (线性 映射 的 ) 139 

亚 纯 映射 、824 

FHSS 603 

FERRE (BRAT) 202 

ЖИЙ} 552 

同 纬 映射 605 

同 绪 映 射 ( 同 伦 类 的 ) 624 

同 构 映射 ( 群 的) 207 

局 态 映 射 ( 群 的 ) 207 

仿 射 映射 119 

直射 映射 443 

同调 映射 192 

合成 映射 43 

拓扑 映射 78 

连通 映射 194 

连通 映射 (同调 中 的 ) 193 

连续 映射 78 

直 积 映 射 44 

HERY 748 

Se NCR HERE ATA) 139 

单 形 映射 578, 579 

限制 映射 (上 同调 群 的 同 态 的 ) 
202 

线性 映射 (单纯 复 形 ) 579 

线性 映射 (线性 空间 间 的 ) 137 

指数 映射 244, 506, 511 

重心 映射 579 

MRN 809, 1407 

Lu ser 

恒 等 映 射 эз 

XOPMeM 139 

MWA 441 

MEM ul 

部 分 映射 (映射 的 ) 43 

常 值 映射 、43 

等 距 映 射 、87，505 

解析 映射 520 

EKRA 202 

RB 607 

CRRI 476, 674 

ss АЙ} 580 

MAMA 552 

双 正 则 映射 549 

双全 纯 喘 射 820 

RAR HEBRAIC HEH) 189 

双 线 性 映射 (线性 空间 的 ) 140 

半 线性 映射 145, 191 

多 线性 映射 140 

PUR BRS 814, 815 816 

链 复 形 映射 192 

AFB 189 

ABMEMEMCA 模 间 的 ) 187 

BRAWLS 815 

АМН su 


Кейв 194 
广义 保 形 映射 ”703 
分 和 线性 映射 579 
反 转 定向 映射 613 
正则 C' 美 映 射 674 
同 伦 等 价 映射 605 
保持 定向 映射 615 
射影 直射 映射 443 
с жейин 476 
РІВНЕ) 192 
极 值 拟 保 角 映射 815 
标准 双 线 性 肌 射 (关于 线性 空间 
的 张 量 积 的 ) 141 

弱 同 伦 等 价 映射 605 
med 605 
WE 613 
局 部 映射 度 613 
映射 类 603 
BERR 606 
映射 族 49 
映射 锥 ”605 
THERME 605 
WERE 613 

FRM EM 835, 846 
EIER 675 
谱 映 射 定理 865 
Riemann BRIERE 810 
映射 空间 103 
映射 9 的 微分 476 
贴 合 490 
显 式 (公式 ) 1076 
BAR + 
BE 579 
星 形 ( 复 形 中 的 ) 578 
星 形 ( 射 影 空间 中 的 ) 441 
ЖЖЖ 578, 579 
星 形体 349 
星 形 线 465 
BER 779 
星 型 集 (于 集 的 ) 82 
星 型 加 细 ( MRA) 83 
BAR 93 
BAAR) 82 
BOAR зз 
BM (0) 收敛 эз 
界限 

容许 界限 1202 
置信 界限 uo 
骨架 ( 域 的 ) 817 
пр 581 

> 骨架 577 
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种 ( 格 群 的 ) 263 
150 


种 (理想 群 的 ) 368 

主 种 (二 次 域 的 ) 356 
主 种 (代数 数 域 的 ) 368 
同 种 ( 仿 射 代数 群 的 ) 257 
单位 种 (代数 数 域 的 ) 363 
种 的 测度 150 

КЕ 1102 
总 体 中 心 短 1173 
SAME AOE 1173 
样本 人 阶 矩 1174 
ABLE 1102 

A 阶 绝对 矩 1102 
Ж 17 
ЗБРЕСРАВО) 58 
矩阵 (二 次 型 的 ) 147 
E 570 

ПЕЕ 119 

UGH 117 

BM 117 
Alexander 和 矩阵 610 
Hadamard pF 57 
Hermite 矩阵 119 
Неме 矩阵 (微分 流 形 上 的 ) 510 
Jacobi 和 矩阵 674, 885 
Riemann Jp 570 
SKEPE 887, 1323 
TEMERE 120 

В. Hermite 矩阵 119 
方差 矩阵 1102 
正则 矩阵 117 
EZE 120 
正规 矩阵 119 
web 117 
对 角 和 矩阵 117 

对 称 矩 阵 117 
ARE 120 

交错 矩阵 117 

关联 矩阵 1214, 1215 
设计 甜 阵 1184, 1214 
导 纳 矩阵 1302 
伴随 和 矩阵 119 
纯 量 和 矩阵 117 
转移 矩阵 1131 
RSH 117 
周期 矩阵 569, 797 
变换 矩阵 674 
单位 矩阵 117 

单 值 矩 阵 940 
线路 矩阵 940 

矩形 矩阵 117 


1596 九 画 [ 7] 
JERKER 1102 
信息 矩阵 1197 
射影 矩阵 119 

ЯА Hermite 矩阵 119 
EAEE 19 
WEEE 118 
Hasse-Witt 矩阵 ”541 
(m,n) 型 矩阵 117 
1072 
117 
120 
117 
1102 
PAMER 120 
Pauli 自 旋 和 矩阵 
FAMER 120 
ARS ЯМЕ: 117 
MEXE 120 
样本 相关 矩阵 1187 
斜 对 称 和 矩阵 117 

uz 

417 

120 

1187 

1187 
方差 协 方差 矩阵 1102 

双 线性 型 史 的 矩阵 ”140 

半 双 线性 型 % 的 矩阵 146 
非 中 心 参数 矩阵 1180 

组 间 平 方 和 短 阵 “1187 
BPA MEM 1187 
样本 协 方差 矩阵 ”1187 

和 矩 线 ( 画 法 几何 中 的 ) 454 
矩阵 元 1314 

矩阵 群 314 

ЖЖ 290 

Aepemür 117 

ЗБЕ 117 

矩 估 计 法 ”1201 

AGREE 1102 

ERREN 1034, 1102 
JERE AE RAY LARK 1042 
钝 角 413 

复 化 252 

Chevalley 复 化 246 

复合 (映射 的 ) 43 

复 形 577 

复 形 (Abel 范畴 中 的 ) 196 
FRI 577, 578, 580, 581 
于 复 形 ( 链 复 形 的 196 

正 复 形 196 

负 复 形 196 

积 复 形 ( 链 复 形 的 ) 197 

积 复 形 ( 胞 腔 复 形 的 ) 581 
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EHE 192, 589 
Amitsur 复 形 204 

Euclid 复 形 577 

Kan 复 形 581 

Thom 复 形 652 

Лосик ИЖ 642 
Постников Ж 626 

2 97 593 

二 重复 形 196 

上 链 复 形 194, 590 

子 链 复 形 192 

正 链 复 形 193 

有 序 复 形 580 

极 小 复 形 581 

奇异 复 形 580 
标准 复 形 (Lie 代数 的 ) 203 
单纯 复 形 578 
ARME воз 

BESK 581 

商 链 复 形 193 
MAAK 656 

Cw 复 形 581 

de Кап SUC MAM) 646 
Eilenberg-MacLane 复 形 625,626 
ss 复 形 580 
二 重 链 复 形 194 
子 上 链 复 形 194 
FRAMME 580 

有 向 链 复 形 591 

有 序 链 复 形 591 
奇异 链 复 形 591 
定向 链 复 形 591 
相对 链 复 形 193 

4 上 的 复 形 196 

Euclid 单纯 复 形 577 
Euclid ABAK 578 

有 序 单纯 复 形 579 
抽象 单纯 复 形 578 

积 二 重 链 复 形 194 

Bic 上 的 链 复 形 193 
与 (6，”) 相 伴 的 Thom 复 形 652 
复 型 (Lie 代数 的 ) 252 
复数 59, 62, 64 
ЖЕНИ 64 
复 群 230 
复方 法 836 
复 平面 65 
复 曲 面 574 
复 形式 (Fourier 级 数 的 ) 722 
复 辛 群 230 
复 表示 244 
复 变量 48 
复线 从 525 

因子 DD 决定 的 复线 从 525 


复 函数 4e 
复 结构 569 
至 复 结构 ”523 
复 积分 688 
复 流 形 522 
FBR 523 


ERM 228 
正常 复 正 交 群 228 

HRK 559 

SAMBA 634 

复合 函数 43 


复合 假设 
复 形 映射 
链 复 形 映射 ”192 

上 链 复 形 映 射 194 

复 环 面 群 569 

复 配 边 环 653 

复 配 边 群 653 

复 值 函 数 48 

复 旋 子 群 164 
APER 247 

复数 平面 65 

复数 乘法 370 

复数 球面 66 

复 谱 分 解 884 

复 谱 表示 884 

复 谱 测度 883, 884 

复 Grassmann 流 形 266 
复 Hilbert 空间 832 

M Lie 代数 247 

复 Lie BEG AOS Lie 代数 
复 Stiefel 流 形 266 
MEXEM 120 
SRA 292 

复合 Poisson 过 程 1151 
复 变量 情形 925 

Sp nem 

典型 复 单 Lie Hb 243 
例外 复 单 Lie BE 243 
PUER Lie 群 243 
复线 性 空间 137 

复 射影 空间 444 

无 限 维 复 射影 空间 6s9 
复 插值 空 间 836 
ARHAN 773 
ийїї 40 

复数 乘法 论 370 

复 正 交 变换 群 228 
正常 复 正 交 变换 群 228 
复 半 单 Lie FUR 250 

复 的 齐 性 空间 265 

复 结构 的 变形 526 
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243 


复 解析 变形 族 526 

复 正 态 随机 过 程 1119 

复 拓 扑 线 性 空间 841 

SLM Lie 代数 的 分 类 1377 

复 结构 的 C" 类 变形 族 526 

复 解 析 的 局 部 坐标 系 522 

复 Lie 群 C 的 复 Lie 代数 “243 

选择 法 “1266 

选择 集 20, 49 

选择 公理 49 

选择 公理 (集合 论 中 的 ) 20 

选择 参数 1176 

选择 函数 49 

超 限 逻 辑 选 择 函数 “13 

选 点 正 交 1091 

选择 统计 量 1176 

选 点 正 交 性 722 

选 点 正 交 多 项 式 1091, 1454 

选择 公理 和 连续 统 假设 的 相 容 性 
21 

选择 公理 和 连续 统 假设 的 独立 性 
22 

适合 414 

ЛЕДИ) 984 

重 分 578, 579 

重心 重 分 578，579 

重心 448 

重 列 831 

WARR) 551 

~ 重点 538 

重 根 (代数 方程 的 ) 127 

重量 448 

重量 (代码 的 ) 1262 

ARR) 254 

重 数 (表示 的 ) 291 

重 数 (局 部 环 的 ) 169 

重 数 (特征 值 的 ) 881 

重 数 (代数 方程 的 根 的 ) 127 

重 数 ( 沿 测 地 线 共 轿 点 的 ) 511 
谱 重 数 884 

儿 何 重 数 881 

代数 重 数 ast 

相交 重 数 558 

重 言 式 (公式 的 ) п 

重复 数 1215 

重 紧 的 (空间 ) 83 

重 陪 集 206 

重心 坐标 437, 578 

ЖОН 579 

重心 重 分 578, 579 

重心 积分 1285 

重 正 化 法 1324 

重复 组 合 54, 1431 

重复 排列 54, 1431 


重力 单位 制 1276 
EARRAK 702 


正常 修改 824 

解析 修改 824 
修正 Bessel 函数 1449 
修正 Mathieu 方程 1055 
修正 Mathieu 函数 1055 
第 一 类 修正 Mathieu 函数 1056 
第 二 类 修正 Mathieu 函数 1056 
第 三 类 修正 Mathieu 函数 1056 
(BIER C GEO 1209 
保守 的 (可 测 变 换 ) 894 
保 角 的 “810 
保 测 的 (变换 ) 892 
保 形 对 应 500 
保 形 曲率 521 
保 形变 换 490 
保 形 空间 +56 
保 形 线 素 521 

REEK 521 

保 形 联络 190 

PRIVAT 809, 1407 
-RAR su 

极 值 氢 保 角 映射 815 
拟 保 角 映射 814, 815, 816 
上 保 角 映射 、815 

保 角 结构 ”800 

保 核 收缩 604 

保险 数学 1230 
保 形 几何 学 456 

保 角 不 变量 811 

保 角 等 价 的 ”801 

保 形 平坦 空间 1376 

保 形 曲率 张 量 490, 1376 
保持 定向 映射 ”613 
保 形 微分 几何 学 520，521 


| 信息 


自信 息 1257 
更 富有 信息 эз 
жй 1257 

平稳 信 源 1258 
遍历 信 源 1258 
信道 1257, 1258 
无 噪声 信道 “1257 
有 噪声 信道 ”1257 


信息论 1257 
| RAR 1262 


信息 量 1257 


| 信息 量 (分 布 的 ) 1196 


信息 处 理 1092 
信息 矩阵 “1197 
信息 检索 1266 
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信息 稳定 性 1260 

顺 向 系 (集合 的 ) 110 

硕 向 极限 (集合 的 归纳 系 的 》 111 

顺序 公理 406 

顺序 收敛 (向 明 格 中 的 序列 》 839 

WFR 839 

顺序 统计 量 1174 

追踪 曲线 466 

衍射 1296 

律 
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结合 律 (基数 的 ) 51 

结合 律 (集合 运算 的 ) 42 

结合 律 (对 应 的 合成 的 ) 47 

结合 律 (关于 自然 数 的 ) 60 

结合 律 (关于 群 合成 的 ) 205 

结合 律 (序数 的 和 与 积 的 ) 70 

结构 物 

叶 状 结构 物 483 

Reeb 叶 状 结构 物 483 

结构 射 107，549 

结构 群 632 

组 合 球面 的 微分 结构 群 653, 
1381 

组 合 球面 的 定向 微分 结构 群 
653 

BRR 278 

结晶 类 278 

三 十 二 个 结晶 类 281 

结合 代数 ”183，1218 

非 结 合 代数 “183 

WAARM 183 

结构 方程 487 

结构 方程 (的 ) 493 

结构 方程 (曲面 的 ) 516 

结构 方程 (模型 的 ) 1232 

结构 方程 (曲率 形式 的 ) 486 

结构 定理 237 

结构 空间 908 
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结晶 体 群 278 
结构 稳定 的 (Anocos Ж) 654, 
904 
结合 代数 的 数论 378 
结合 代数 的 线性 表示 289 
绝对 形 (二 次 曲面 ) 452 
绝对 形 ( 埃 尔 兰 根 纲领 中 的 ) 435 
绝对 值 (向 量 的 ) 433 
绝对 值 (实数 的 ) 63 
绝对 值 (复数 的 ) 64 
绝对 值 (有 序 域 的 元 的 ) 133 
绝对 值 ( 格 序 线性 空间 的 元 的 ) 
839 
绝对 是 的 842 
绝对 曲率 494 
绝对 收敛 706, 739 
绝对 收效 (二 重 级 数 的 ) 707 
绝对 收敛 (无 穷 乘积 的 ) 708 
绝对 连续 702, 704 
一 般 绝 对 连续 704 
狭义 绝对 连续 704 
狭义 一 般 绝对 连续 704 
Tonelli 意义 下 绝对 连续 701 
绝对 范 数 358 
绝对 单 的 ”261 
绝对 类 域 366 
绝对 不 变 元 314 
绝对 不 变 式 315, 665 
绝对 不 变量 535 
绝对 可 积 的 ”684 
绝对 共 变 式 315 
绝对 收缩 起 ”604 
绝对 极 小 的 ( 往 的 模型 ) 553 
绝对 连续 的 ”698 
绝对 连续 的 ”698 
绝对 连续 谱 887 
绝对 单位 制 1276 
绝对 稳定 的 ”956 
绝对 乡 叶 的 787 
局 部 绝对 ?时 的 788 
绝对 不 可 约 的 ”292 
绝对 收敛 坐标 739, 781 
绝对 连续 分 布 1103 
绝对 单列 代数 “161 
绝对 Borel 可 和 的 712 
绝对 多 重 共 变 式 316 
绝对 邻 域 收缩 核 604 
绝对 积分 不 变 式 961 
绝对 不 可 约 特征 标 292 
统计 法 
Bose 统计 法 “1307 
Fermi 统计 法 “1307 
统计 学 1170 
统计 最 1172, 1173 
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Ufip 1182, 1183 
一 维 统计 量 1173 
不 变 统 计量 1178 
选择 统计 量 1176 
ШШЕ Ы 1174 
辅助 统计 量 “1178 
" Ий 1173 
必要 充分 统计 量 1176 
最 小 充分 统计 重 1176 
统一 场 论 1312 
统计 力学 1304 
平衡 系统 的 统计 力学 1305 
经 典 统计 力学 1304 
量子 统计 力学 1305 
计 1195 
1170, 1458 
1202 
1495 
别 的 统计 数 表 1495 
统计 分 析 纸 1088 
统计 热力 学 1305 
统计 判决 问题 1190 
统计 判决 函数 “1189，1190 
统计 判决 程序 1190 
统计 质量 管理 1222 
统计 线性 模型 1183 
统计 推断 图 解法 “1088 
统计 量 的 一 般 性 质 1175 
[十 йш] 
| 
ЕКЕЖ 1132 
素 元 (赋值 的 ) 178 
素 元 (交换 环 的 ) 166 
x 的 下 素 元 (有 序 集中 的 ) 73 
y 的 上 素 元 (有 序 集中 的 ) 73 
RICHIE) 585 
素 点 (代数 函数 域 的 ) 179 
案 域 129 
素 商 (有 序 集中 的 ) 73 
素数 322, 1463 
Mersenne 来 数 323 
FERK 339 
KEFEN) 165 
BAKAT 165 
BULKAF 165 
孤立 素 因 于 165 
KARAF 165 
KRF (Riemann 面 上 的 ) 798 
素 除 子 (代数 函数 域 的 ) 179, 539 
实 素 除 子 179 
ЖИТ 179 
ЖЖЖИ Т 179 
有 限 素 除 子 179 


有 理 素 除 于 539 
素 理想 (交换 环 的) 165 
相伴 素 理想 (理想 的 ) 165 
素 理想 (代数 的 极 大 整 环 的 ) 379 
素数 表 1494 
ЖР * 下 (有 序 集中 的 ) 73 
素 于 ， 上 (有 序 集中 的 ) 73 
素数 定理 337 
素 元 分 解 环 166 
素 因 于 分 解 (唯一 性 ) 定 理 ( 整 环 中 
的 ) 166 
素 理 想 定理 341 
素 微 分 理想 (微分 环 中 的 ) 175 
半 素 微分 理想 (微分 环 中 的 )》 175 
素数 的 分 布 337 
素 元 分 解 定理 ( 整 环 中 的 ) 166 
素 元 分 解 整 环 166 
素 元 分 解 唯一 性 定理 ( 整 环 中 的 ) 
166 
埃 尔 兰 根 纲领 435 
格 71 
格 (结晶 体 群 的 ) 278 
亏 格 ( 纽 结 的 ) 610 
亏 格 ( 闭 算 子 的 ) 886 
子 格 72 
双 格 278 


Bravais 格 278 
ch 278 
FÉ 279 


对 侦 格 72, 388, 840 


面 心 格 279 
临界 格 349 

Ж Boole 格 73 
OR vs 
正规 8 格 378 
有 补 模 格 ?3 
非 齐 次 格 349 
0 完全 格 72 
格 点 348 

格 群 73，278，348 
Archimedes 格 群 74 
格 同 构 72 

对 偶 格 同 构 72 
格 同 态 72 
对 偶 格 同 态 72 
格 序 集 71 

格 序 群 73 

格 常数 278 
格 序 同 构 72 

格 序 同 态 72 
格 点 公式 742 
格 点 问题 342 
格子 点 分 布 1103 
格 序 Banach 空间 840 
格 序 线性 空间 839 
格 4 的 行列 式 349 
核 34 

核 ( 射 的 ) 110 
核 (4 同 态 的 ) 187 
核 (线性 映射 的 ) 139 
开 核 76 
余 核 ( 射 的) по 
奇 核 1026 

余 核 (4 同 态 的 ) 187 
域 核 471 

BK 1023 
Dirichlet 核 723 
кеё 核 724 
Fourier 核 742 
Hermite 核 1026 
Martio 核 807 
Poison 核 724 
正定 核 1025 
可 分 核 1024 
可 测 核 692 

对 称 核 1024 
再 生 核 1018 
扩散 核 748 

自 密 核 s 
收缩 核 604 
伴随 核 744 
完全 核 745 

相 容 核 745 
积分 核 866 


仓 持 核 807 

预 解 核 (积分 方程 的 ) 1023 
基本 核 983 

Carleman 型 核 1026 
Pincherle-Goursat 核 1024 
ERR 1025 
Hilbert-Schmidt 型 核 1026 
形变 收缩 核 604 
邻 域 收缩 核 604 

绝对 收缩 核 604 

强 形变 收缩 核 604 

邻 域 形变 收缩 核 604 
绝对 邻 域 收缩 核 604 
核 型 148 

жак 

Bergman Й К 1018 
Szeg6 核 函 数 1019 
调和 核 函 数 1018 
校正 式 1077 

Milne RER 1077 


相 速 度 1296 

群 速度 1296 

速度 势 1290 

速 端 平面 1290 
速 端 曲线 法 ”1290 
速 端 曲线 变换 955 
逗留 时间 1125 

起 点 (向 量 的 ) 432, 446 
起 点 (积分 的 ) 688 
起 伏 艇 逸 定理 1308 
核 ( 同 态 的 ) 207 

核 (位 势 的 ) 744 

核 (参数 函数 ) 1213 
核 (积分 方程 的 ) 1021 
核 (积分 变换 的 ) 741 
核 (积分 算 分 的 》 866 
核心 1248 

核 族 868 

核 表 示 1020 

核定 理 845, 852 
BBM 1018 

核 函 数 (差分 微分 方程 的 ) 966 
核 型 空间 845 
BEAT 845, 868 
核 广 义 函数 748 
BRAK 1018 
样本 1171, 1219 

小 样本 1171 
Bernoulii 样本 1173 
随机 样本 1171, 1173, 1178 
样本 点 1097, 1173, 1189 
FER 1173 

样本 分 布 1178 


样本 方差 1174 

样本 过 程 us 

样本 众 数 1174 

样本 均值 1174 

样本 极 差 1174 

样本 空间 1097, 1173, 1189 

样本 函数 118 

样本 理论 

大 样本 理论 1171 

精确 样本 理论 ил 

样本 中 位 数 1174 

样本 协 方差 1175 

样本 的 大 小 1220 

样本 标准 差 1174 

样本 特征 值 1174 

RAAB 1174 

样本 相关 系数 105 

样本 相关 矩阵 1187 

样本 协 方差 函数 1164 

样本 协 方差 矩阵 1187 

样本 偏 相 关系 数 1187 

样本 多 重 相关 系数 1187 

根 (代数 群 的 ) 260 

根 (多 项 式 的 ) 124 

根 (Lie 代数 的 ) 250 

正 根 251 

主根 968 

Ай 25! 

单 根 ( 半 单 群 的 ) 260 

单 根 (Lie 代数 的 ) 251 

单 根 (代数 方程 的 ) 127 

实 根 ( 代 数 方程 的 ) 128 

重 根 ( 代 数 方程 的 ) 127 

原 根 1463 

WRLC m) 324 

SEARCH BRAY) 128 

对 偶 根 260 

限制 根 305 

特征 根 (矩阵 的 ) 118 

特征 根 (差分 微分 方程 的 ) 967 

特征 根 ( 线 性 偏 微分 方程 的 ) 
1007 

eR 127 

MACEM Lie 代数 的 ) 250 

根系 (连通 半 单 群 的 ) 260 

基本 根系 251 

根基 908 

根基 ( 环 的 ) 155 

根基 (理想 ) 164 

根基 (代数 群 的 ) 259 

根基 (Banach 代数 的 ) 907 

根基 (Jordan 代数 的 ) 184 

根基 (Lie 代数 的 ) 248 

Jacobson 根基 165 
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WERE 249 
EFREN) 155 
根子 空间 250 

TORTE) Weyl 群 260 
配 边 652 

ARE 653 

叶 状 配 边 (C" 叶 状 结构 ) 483 
102 їй 652 

配 极 445, 519 

配 型 559 

配 边 环 652 

复 配 边 环 653 

配 边 类 652 

模 2 配 边 类 652 

配 边 群 652 

复 配 边 群 653 
模 2 配 边 群 652 

局 伦 球面 的 上 配 边 群 1381 
БЮ ”球面 的 4 配 边 群 653 
配置 表 1495 
配置 法 1079 
ERR 44 
配 分 函数 1306 
配对 公理 (集合 论 中 的 ) 45 
配 极 四 面 形 427 

自 配 极 四 面 形 427 
AAF) 166 
真 (符号 ) 10 
真 类 (集合 论 中 的 ) 46 
真 解 1001 
HEM 42 
XEM 85 
真 假 值 (公式 的 ) п 
真 近 点 角 1284 
KAHK 10 
MATH 1252 
破产 概率 1231 
Fi (Марков 过 程 的 ) 1125 
套 点 (扩散 过 程 的 ) 1145 


原则 

收 支 等 价 原则 (保险 数学 计算 中 
的 ) 1230 

相依 选择 原则 22 

原点 (接触 元 的 ) 973 

原点 (Euclid 空间 的 ) 415 

原点 ( 仿 射 标 架 的 ) 448 

原点 (射影 空间 中 的 直线 的 ) 442 

ИШ 1463 

BRC BE) 324 

1 的 mm 次 原 根 362 

原理 

FR 820 

Dirichlet 原理 755, 999 

Fermat 原理 1278, 1298 
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Hamilton 原理 
Hase 原理 149 
Huygens 原理 1004, 1296 
Pauli 原理 1318 
Rayleigh 原理 882 
反射 原理 66, 1139 
平衡 原理 747 
包 除 原理 55 
对 应 原理 1315 
对 偶 原理 441 
对 偶 原理 ( 序 的 ) 68 
扫除 原理 747 
优势 原理 747 
变 分 原理 1277 
ARE 638 
能 量 原理 745 
嵌入 原理 1243 
等 效 原理 (物理 学 中 的 ) 
辐 角 原理 772 
HMI 937, 985 
下 包 络 原理 747 
广义 Huygens 原理 
不 变性 原理 1205 
区 间 套 原理 (实数 的 ) 63 
连续 性 原理 (全 纯 函 数 的 ) 819 
逆 优 势 原理 747 
唯一 性 原理 747 
最 大 值 原理 750, 753, 1126 
EKAM 782 
最 优化 原理 1243 
等 权重 原理 1306 
Schwarz 反射 原理 774 
光速 不 变 原理 1310 
极 小 极 大 原理 882, 1191 
拟 连续 性 原理 746 
连续 性 原理 (位 势 的 ) 744 
常数 计数 原理 559 
H, Cartan 最 大 值 原 理 747 
hrostman 最 大 值 原 理 744 
Понтрягин 最 大 值 原 理 1270 
上 方 有 界 性 原理 744 
广义 相对 性 原理 1311 
扩大 最 大 值 原理 744 
完全 最 大 值 原理 747 
局 部 极 大 模 原理 910 
ARERR 835 
狭义 相对 性 原理 1510 
鱼 返 最 大 值 原理 744 

原 象 ( 层 的 ) 114 

原 象 (集合 的 ) 43 

原 象 (一 致 性 的 ) 100 

原子 元 (有 补 模 格 中 的 ) 73 

原始 的 (向 分 形式 ) 530 

原始 解 982 


1278 


1311 


1006 


RBM 683, 1392 
原子 公式 8 
原子 动作 39 
原始 公式 8 
原始 理想 908 
原 特征 标 330, 382, 383 
非 原 特征 标 382 
原始 递归 于 (函数 ) 26 
原始 递归 的 (运算 ) 26 
原始 递归 函数 26, 28 
原始 递归 谓词 26 
逐次 最 小 ”349 
BARD 683 
BARD 708 
EMU 102 
逐次 代 换 法 ”1980 
隶 次 迭代 法 “1022 
逐次 逼近 法 ”924，1022 
逐次 最 小 点 ”349 
逐次 超 松弛 法 ”1081 
逐 项 微分 定理 (广义 函数 的 ) 850 
逐 点 遍历 定理 892 
振动 1296，1297 

谐振 动 1297 

自 激 振 动 1297 

张弛 振动 1298 

阻尼 振动 1297 

受 迫 振动 1297 

简 正 振动 1297 

非 定常 振动 953 

非 线性 振动 951 

参数 持续 振动 1297 
振幅 682 
振幅 (振动 的 ) 
概率 振幅 
振动 的 935 
振动 的 (实数 序列 ) 90 
振动 方程 1422 
RRISE 
膜 振 动 方程 
振幅 函数 ”1429 
SS BI (Fourier 积分 算 子 的 ) 

878 
ABR 1190 

平方 损失 函数 1190, 1197 
简单 损失 函数 1190 
换 位 于 (微分 算 子 的 ) 993 
换 位 子 ( 群 中 的 元 的 ) 209 
BRA 651 
换 位 子 群 209 

AW ETE 209 

了 的 换 位 子 群 209 
BULA (RAAF) 993 
较 强 形式 的 Cauchy 积分 定理 


1297 
1315 


1003 
1003 


770 
热 方程 1010 


热传导 方程 1010, 1422 


[11 
紧 元 237 
紧 化 805 
紧 化 (拓扑 空间 的 ) 84 
Bohr 紧 化 738 
F 紧 化 806 
Martin 紧 化 807 
Royden Kft 806 
Wiener Ef 807 
Александров 紧 化 806 
一 点 紧 化 (拓扑 空间 的 》 s^ 
可 解 紧 化 806 
ARIE 807 
Kerékjarté-Stoilow Ы 806 
Stone-Cech 紧 化 84, 806 
紧 的 867 
紧 的 (空间 ) 83 
紧 的 (度量 空间 的 子 集 ) 8% 
列 紧 的 (空间 ) 83 
伪 紧 的 (空间 》 83 
实 紧 的 (空间 ) 85 
重 紧 的 (空间 ) 83 
准 紧 的 (一 致 空间 ) 101 
人 紧 的 (代数 群 ) 259 
可 数 紧 的 (空间 ) 83 
线性 紧 的 ”239 
局 部 线性 紧 的 “239 
相对 紧 的 (空间 ) 83 
相对 紧 的 (度量 空间 的 子 集 ) 88 
一 致 局 部 紧 的 (空间 ) 84 
紧 型 252, 269 
非 紧 型 269 
KR вз 
紧 群 239 
拓扑 群 的 万 有 紧 群 738 
ж 
MARTE (Lie 群 的 ) 245 
极 大 紧 子 群 (拓扑 Abel 群 的 ) 
237 
紧 空间 8з 
报 紧 空 间 83 
紧 接 后 68 
ЖЕШ 68 
紧密 的 ”1106 
RAF 866 
紧 开 拓扑 103 
SRM Lie BE 
典型 紧 单 ie 243 
例外 紧 单 Lie 群 243 
例外 型 紧 单 Lie HE 243 


紧 上 同调 
紧 实 Lie 代数 252 


FEES 


103 
E 595 


(ај вв 


紧 实 单 Lie 代数 


RUK: 
例外 紧 : 
典型 型 


例外 型 紧 实 单 Lie 
紧 实 单 Lie 代数 的 分 类 


非 紧 实 


紧 连 通 Lie 群 的 上 同调 环 
紧 连 通 Lie 群 6 的 同 伦 群 


销 度 ir 
HERR 46 


SB Lie 代数 253 
实 单 Lie 代数 253 
紧 实 单 Lie 代数 253 
代数 253 
1377 
单 Lie 代数 的 分 类 1378 
1383 
1386 
73 

4 


是 线 (Nicomedes 的 ) 464 


и 416 
xa 
开园 
准 贺 


Apollonius [B| 


亚 纯 圆 
有 向 加 
曲率 回 
«жш 
单位 加 
辅助 贺 
密切 贺 
iA 
圆周 41 


AUR 


416, 453 
416 
423 
1371 
779 
455 
495 
777 
65, 416 
423 
495 
422 
6 


427 


Mach 圆锥 1291 


awa 
圆 形 的 
圆 形 域 
Ш 
圆周 率 
HKR 
圆柱 面 
иш 
aro 


Ж 427 
842 

470 

470 

419, 1482 
420, 678 
426, 499 
421, 499 
428 


圆 几何 学 457 


贺 纹 曲面 
Pack Bl: 
Dupin 

ARAW 

AAR 


йш 437 
mkA 498 
1441 
66 


ARAB 417 
MARK 909 
HAEE 651, 793 
圆锥 曲线 421 

有 心 贺 锥 曲线 422 
圆锥 函数 1437 
圆锥 Lagrange HEH 878 
圆 点 投影 法 455 
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秩 ( 弱 平稳 过 程 的 ) 
wR 1167 
? 秩 (加 法 群 的 ) 214 

秩 相关 系数 
Kendall 秩 相关 系数 
Spearman 秩 相 关系 数 

特征 330 

特征 ( 域 的 ) 130 
量 特征 ( 标 ) 181 
Dirichlet 特征 330 

特 解 ( 常 微分 方程 的 ) 922, 923 

特 解 ( 偏 微分 方程 的 ) 980 

特异 类 357 

特征 元 881 

特征 列 208 

特征 标 (表示 的 ) 292 

特征 标 (Abel 群 的 ) 215 

特征 标 (正则 链 的 ) 974 

特征 标 (代数 群 的 ) 258 

特征 标 ( 半 不 变 元 的 ) 314 

特征 标 (拓扑 Abel 群 的 ) 237 

特征 标 (Lie 群 的 表示 的 ) 244 

特征 标 (不 可 约 西 表示 的 ) 302 
EMER 330 
陈 特征 标 644 
单 特征 标 292 
原 特 征 标 330, 382, 383 
量 特征 ( 标 ) 181 
模特 征 标 294 
Brauer 特征 标 294 
Dirichlet 特征 标 330 
非 原 特征 标 382 
积分 特征 标 798 
剩余 特征 标 330 
简化 特征 标 292 
Minkowski-Hasse 特征 标 148 
不 可 约 特征 标 292 
有 限 群 的 群 特征 标 。 1472 
绝对 不 可 约 特征 标 292 

特征 带 981, 992 

FERGER) 118 

特征 根 (差分 微分 方程 的 ) 967 

特征 根 (线性 偏 微 分 方程 的 ) 1007 

特征 值 ( 吞 阵 的 ) 118 


1167 


1213 
1213 
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特征 值 (Mathicu 方程 的 ) 

特征 值 ( 边 值 问 题 的 ) 927 

特征 值 (线性 变换 的 ) 144 

特征 值 (线性 算 子 的 ) 881 

特征 值 (积分 方程 的 ) 1023 
总 体 特征 值 1173 
样本 特征 值 1174 

特征 集 546 

特征 解 (对 应 于 特征 值 的 ) 118 

特定 化 548 

转 殊 的 (Jordan 代数 ) 184 

特殊 流 898 

特异 理想 357 

特征 方程 (矩阵 的 ) 118 

特征 方程 (线性 差分 方程 的 ) 964 

特征 方程 (线性 常 微分 方程 ) 935 

特征 方程 (差分 微分 方程 的 ) 967 

特征 方程 (一 阶 偏 微 分 方程 的 ) 
981 

特征 方程 (线性 常生 分 方程 的 ) 
939 

特征 曲线 (曲面 族 的 ) 500 

特征 曲线 ( 常 微 分 方程 的 ) 928 

特征 曲线 ( 偏 茹 分 方程 的 ) 980, 
992 

特征 向 量 (线性 变换 的 ) 144 

特征 向 量 (线性 算 子 的 ) 881 

特征 向 量 (对 应 于 特征 值 的 ) 118 

特征 条 件 

有 限 特征 条 件 (函数 的 ) 50 
有 限 特征 条 件 (集合 的 ) 50 

HEZE 1108, 1112 

特征 空间 144, 881 

广义 特征 空间 881 

特征 线 元 978 

特征 函数 172, 881, 927, 1023, 
1107, 1108 

特征 函数 ( 子 集 的 ) 44 

特征 函数 ( 整 亚 纯 函 数 ) 790 

特征 函数 ( 非 合作 对 策 的 ) 1247 
Hilbert 特征 函数 557 

特征 标 系 356 

特征 标 群 (Abel 群 的 ) 215 

特征 标 群 (拓扑 Abel 群 的 ) 237 

特征 标 模 258 

特征 指数 (Hill 微分 方程 的 ) 1055 

特征 流 形 980 

特殊 曲面 518 

RAR 227, 231 

射影 特殊 西 群 228 

特殊 表示 (Jordan 代数 的 ) 185 

特殊 变换 252 

特殊 函数 1033, 1414 
合流 型 特殊 函数 1033 
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梢 球 型 特殊 函数 1033 

超 几何 型 特殊 函数 1033 
特殊 赋值 177 
特殊 指数 (代数 曲面 的 除 子 的 ) 545 
SEARED 

39 

‘OD 特殊 指数 541 
特殊 Clifford 群 163 
特征 子 空间 144 
特征 多 项 式 (和 矩阵 的 ) 118 
特征 多 项 式 (线性 变换 的 ) 144 
特征 多 项 式 (微分 算 子 的 ) 869 
特征 泛 函 数 1108 
特征 线性 系 546 
特征 值 问题 880, 881 
特征 超 平面 1003 
特征 超 曲面 1003 
特殊 函数 表 1495 
特殊 线性 群 (K 上 ”次 的 ) 225 
特殊 线性 群 231, 1476, 1477, 

1478 

射影 特殊 线性 群 226, 231 
域 K 上 = 次 特殊 线性 群 225 
特殊 Dirichlet BR 780 
特殊 Jordan 代数 184 
特异 伪 多 项 式 818 
HEERE 120 
特种 球 多 项 式 72 
特殊 酉 变换 群 222, 231 

射影 特殊 西 变换 群 228 
特殊 函数 方程 1030 
特殊 等 周 问题 765 
特殊 摄 动 理论 1286 
特别 的 统计 数 表 1495 
特殊 性 服务 时 间 1252 
特殊 线性 变换 群 231 
特殊 线性 变换 群 (K 上 ”次 的 》 

225 

射影 特殊 线性 变换 群 226, 231 
域 K 上 ”次 特殊 线性 变换 群 

225 

特殊 普遍 包 络 代数 (Jordae 代数 的 ) 

185 
特征 值 的 数值 计算 法 
积 (一 内 积 ) 200 
积 (理想 ) 164 
积 (序数 的 ) 70 
积 ( 张 量 的 ) 142 
积 (基数 的 ) 51 
积 (道路 的 ) 607 
积 ( 群 的 元 的 ) 205 
Сент) 200 
积 (四 点 型 六 点 的 ) 442 
积 (完全 加 法 族 的 ) 693 


1069 


积 (分 次 代数 的 元 的 ) 602 

上 积 (( 上 ) 同 调 类 的 ) 596 

上 积 (导出 函 子 的 ) 200 

EBK 理论 中 的 ) 644 

上 积 ( 上 同调 运算 的 ) 599 

又 积 (( 上 ) 同 调 类 的 ) 596 

又 积 (交换 环 与 群 的 ) 158 

内 积 480 

内 积 (向 量 的 ) 433 

内 积 ( 超 球面 的 ) 456 

内 积 (( 上 ) 同 调 类 的 ) 597 

内 积 (导出 函 子 的 ) 200 

内 积 (两 个 = 元 向 量 的 ) 137 

内 积 (线性 空间 的 对 的 ) 843 

内 积 ( 准 Hilbert 空间 的 元 的 ) 
832 

内 积 (度量 线性 空间 中 的 ) 140 

内 积 (Hermite 度量 线性 空间 的 ) 
146 

内 积 (线性 空间 和 它 的 对 偶 空 间 
之 间 的 ) 139 

+B 597 

卡 职 (同调 代数 中 的 ) 200 

外 积 433 

SR (р Ж) 144 

外 积 (( 上 ) 同 调 类 的 ) 597 

外 积 (导出 函 子 的 ) 200 

外 积 (微分 形式 的 ) 479 

外 积 (线性 空间 的 元 的 ) 144 

序 积 ( 序 集 族 的 ) 69 

直 积 (广义 函数 的 ) 852 

直 积 (可 测 变换 的 ) 897 

卷 积 (函数 的 ) 723, 732 

BRU XBR) 852 

卷 积 (概率 分 布 的 ) 1103 

БЕС лз) 193 

ERGER) 199 

FAR 596 

ER 17 

栋 积 (导出 函 子 的 ) 200 

Canesian 1 = BRK (MAH) 
43 

oe 积 = 直 积 集 ( 集 族 的 》 
E 

Descartes 积 579, 580 

Gaachy fi 707 

Kronecker 积 118 

Riemann 积 505 

Whitehead 积 624 

对 称 积 626 

自由 积 210 

ARR 433 

合成 积 732 

ZAR 558 


纤维 积 107 

KER 140 

张 量 积 ( 层 的 ) 115 

张 量 积 (4 模 的 ) 189 

张 量 积 (4 同 态 的 ) 189 

张 量 积 (向 量 从 的 ) 633 

张 最 积 (线性 映射 的 ) 141 
HAR 378 

BBR 247, 477 

BAB 707 

ZARAMA) 7 

MER 1279 
数量 积 (向 量 的 ) 433 
Hermite 内 积 146 

йат 2и 

半数 量 积 889 
积分 (函数 的 ) 682 
积分 (Monge-Ampare 方程 的 ) 996 
初 积分 (完全 可 积 组 的 ) 973 
直 积 分 299, 913 

定 积分 683, 1397 

线 积分 686, 687, 688 
面积 分 686, 687, 688 

复 积分 688 

弱 积 分 859 

累积 分 685 

徽 积分 1392 

REP 6 

谱 积 分 883 

Abel 积分 797 

Airy 积分 1449 

Banach 积分 861 

Bessel 积分 1049 

Birhoft 积分 859 

Bochner 积分 858 

Bromwich 积分 740, 987, 1405 
Carson 积分 1407 

DRA 704 

Denjoy 积分 703,704 
Dirichlet 积分 757 

Dirichlet 积分 (Fourier 变换 ) 

727 

Duntord 积分 865 
Fourier 积分 727 
Fresnel 积分 1047, 
Jacobi 积分 1286 
工 积分 695 
Lebesgue 积分 695 
Lommel 积分 1049 
Poisson 积分 751 
Riemann 积分 682 
Stieltjes 积分 687 


1398, 1443 


广义 积分 684 

不 定 积分 “683，696 

中 间 积 分 996, 1419 

正弦 积分 1048, 1444 

对 数 积分 1047, 1443 

多 重 积分 685, 697 

抽象 积分 857 

作用 积分 962 

RRA 1048, 1444 

指数 积分 1048, 1444 

重心 积分 1285 

BORD 683 

调和 积分 532 

能 量 积分 1285 

随机 积分 1120 

椭 贺 积分 797, 1035, 1424, 
1487 

概率 积分 1443 

Daniel-Stone 积分 860 

DCK) 积分 704 

Lebesgue-Radon 积分 687 

Lebesgue-Stieltjes 积分 687 

п ЕР} 685 

Riemann 下 积分 682 

Riemann 上 积分 682 

Riemann-Stieltjes 积分 687 

Гельфанд-Реиз 积分 859 

AED RI 704 

广义 Lebesgue 积分 695 

dii Fourier 积分 729 

角 动量 积分 1285 

非 正常 积分 684 

狭义 Denjoy 积分 704 

超 几何 积分 944 

超 椭圆 积分 797 

Hilbert 不 变 积分 764 

向 量 场 的 积分 1369 

完全 椭圆 积分 1424, 1487 

第 一 种 Abel 积分 797 

第 二 种 Abel 积分 797 

第 三 种 Abel 积分 797 

第 一 类 Euler 积分 1040 

不 完全 椭圆 积分 1488 

第 一 类 椭 贺 积分 1035, 1424 

第 二 类 椭圆 积分 1035, 1424 

ЗУ И АИ 1035, 1424 

关于 参数 的 积分 850 

关于 线 素 的 线 积分 688 

关于 面 素 的 面积 分 688 

第 一 类 完全 椭圆 积分 1036, 
1487 

第 二 类 完全 椭圆 积 分 1036, 
1487 

拓扑 线性 空间 上 的 积分 857 


基于 序 关 系 的 抽象 积分 860 
第 一 类 不 完全 椭圆 积分 1036, 
1488 
IXTÉEBRGURONED 482 
PUR 682 
积 集 (集合 的 ) 42 
积分 元 973 
正则 积分 元 974 
通常 积分 元 974 
积分 法 
分 部 积分 法 (Denjoy 积分 的 ) 
705 
分 部 积分 法 (Riemann 积分 的 ) 
684 
分 部 积分 法 (Stiles 积分 的 ) 
687 
图 解 积分 法 1088 
数值 积分 法 1072 
积分 学 681 
积分 点 973, 975 
RAK 866 
BAR 685 
积 事件 1097 
积 性 的 (数论 函数 ) 329 
完全 积 性 的 ”329 
积 复 形 ( 链 复 形 的 ) 197 
积 复 形 ( 胞 腔 复 形 的 ) 581 
积分 公式 
Cauchy 积分 公式 770 
Gauss 积分 公式 1074 
Poisson 积分 公式 770, 1422 
Villa 积分 公式 770, 1422 
Weyl RAAR 313 
Gauss-Hermite RAI 1074 
Gauss-Laguerre 积分 公式 1074 
Gaus-teGunes RIAR 1074 
积分 方程 1021 
Fredholm 积分 方程 1021 
Hammerstein 积分 方程 1027 
Volterra 积分 方程 1021 
齐 次 积分 方程 1023 
奇异 积分 方程 1026 
线性 积分 方程 1021 
Fredholm 型 积分 方程 1021, 
1022 
Volterra 型 积分 方程 1021,1026 
非 线性 积分 方程 1027 
积分 正弦 “1048 
积分 对 数 1048 
积分 因子 141 
积分 曲线 923, 928, 995 
积分 曲面 979 
积分 向 量 973 
BARK 1048 


中 文案 引 1607 
积分 表示 
Cauchy 积分 表示 817 
Herglotz 积分 表示 784 
Schläfli 积分 表示 1043 
Laplace-Mehler 积分 表示 1435 
RAHM 913 
积分 变换 741 
积分 局 线 688 
积分 定理 
Cauchy 积分 定理 769 
Fourier 单 积分 定理 727 
Fourier 二 重 积分 定理 727 
较 强 形式 的 Cauchy 积分 定理 
770 
积分 指数 1048 
积分 值 域 859 
积分 流 形 971, 972, 973 
正则 积分 流 形 (微分 理想 的 ) 
975 
奇异 积分 流 形 (微分 理想 的 ) 
974 
通常 积分 流 形 (微分 理想 的 ) 
974 
积分 常数 ( 定 积分 的 ) 683 
积分 常数 ( 常 微 分 方程 的 ) 922 
积分 路 线 688 
RAKE 704, 866, 867, 918 
Fourier 积分 算 于 878 
MERERUPNTO 866 
Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 867 
BRB 548 
积 纤维 从 633 
积 性 函数 282 
积分 几何 学 317 
积分 不 变 式 ”961 
相对 积分 不 变 式 961 
绝对 积分 不 变 式 961 
?次 积分 不 变 式 962 
积分 特征 标 798 
积分 检验 法 706 
积分 超 曲 面 979 
积 度量 空间 87 
积 二 重 链 复 形 194 
积分 微分 方程 971, 1029 
Prandtl 积分 微分 方程 1030 
Wiener-Hopf 型 积分 微分 方程 
1030 
积 性 自 守 函数 282 
积分 方程 的 数值 解法 1027 
积分 双 线性 泛 函 844 
积分 变量 的 更 换 684 
积分 几何 的 主要 公式 317 
ж us 
秩 (相关 ) 1213 
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秩 ( 赋 值 的 ) 177 
秩 (二 次 型 的 ) 147 
秩 (加 法 群 的) 214 
秩 ( 自 由 群 的 ) 215 
秩 ( 自 由 模 的 ) 188 
秩 ( 素 理想 的 ) 165 
FR (Lie 代数 的 ) 250 
秩 ( 双 线性 型 的 ) 140 
秩 (自由 Abel 群 的 ) 213 
秩 ( 线 性 映射 的 ) 139 
秩 (解析 映射 的 ) 824 
秩 ( 半 双 线性 型 的 ) 146 
秩 ( 连 通 紧 李 群 的 ) 254 
秩 ( 紧 连 通 Lie 群 的 ) 627 
秩 ( 对 称 Riemann 齐 性 空间 的 ) 
269 
有 理 秩 ( 赋 什 的 ) 177 
秩序 法 1228 
秩 相关 系数 “1213 
缺 项 定理 779 
透视 关系 п 
透视 映射 ”441 
透镜 空间 609 
无 限 维 透镜 空间 ”609 
透视 投影 法 459 
RF 312 
RECERR TM) 314 
Stokes FEF 941 
RART 961 
Jacobi RARP 1411 
WERI) 205 
RCH 空间 的 ) 603 
乘法 (分 次 代数 的 ) 602 
IEOR Lie 群 的 定义 中 的 ) 
235 
数 乘法 (向 量 空间 中 的 ) 432 
Понтрягин 乘法 603 
对 偶 乘 法 (分 次 对 偶 对 数 的 ) 
602 
纯 量 乘法 ( 模 中 的 ) 186 
复数 乘法 370 
Mop 对 偶 乘法 ”603 
RR 
BARRIERA) 897 
Euler 乘积 381 
EARR 707, 1402 
纯 量 乘积 (线性 空间 中 的 ) 136 
典范 乘积 788 
梯子 群 (有 限 群 的 ) 296 
RER 1494 
RER 205 
乘法 群 ( 域 的 ) 129 
域 的 乘法 群 205 
REZE 1127 


REAR 360 

FER 177 

乘积 公式 (不 变 测度 的 ) 312 

乘积 公式 (正规 赋值 的 ) 179 

RRAR ERMA SS) 365 

乘积 测度 693 

乘法 封闭 集 ( 环 的 ) 165 

乘积 测度 空间 693 

完全 乘积 测度 空间 693 

值 

中 值 1105 

主 值 (log= 的 ) 678 

主 值 (对 数 的 ) 677 

折 值 675 

Bü 673 

初 值 923，989 

组 值 1174 

聚 值 90,795 

Shapley 值 1248 

开始 值 1077 

平均 值 736，738 

平均 值 (随机 变量 的 ) 1099 

平均 值 ( 弱 平稳 过 程 的 ) 1159, 
1160 

平均 值 ( 紧 群 上 的 函数 的 ) 239 

平稳 值 673 

边界 值 ( 保 角 肥 射 的 ) 810 

边界 值 (调和 函数 的 ) 750 

边界 值 (微分 算 子 的 ) 872 

BAM 673 

极 小 值 673 

极限 值 91, 707 

估计 值 1195 

间隙 值 798 

例外 值 789 

临界 值 510, 675 

临界 值 (Reyoolds 数 的 ) 1294 

绝对 值 (向 量 的 ) 433 

绝对 值 ( 格 序 线 狂 空间 的 元 的 ) 
839 

样本 值 1173 

真 假 值 (公式 的 ) и 

PEACE) 118 

特征 值 (Mathieu 方程 的 ) 1055 

特征 值 ( 边 值 问题 的 ) 927 

特征 值 (线性 变换 的 ) 144 

特征 值 (线性 算 子 的 ) 881 

特征 值 (积分 方程 的 ) 1023 

预报 值 1164, 1166 

WOH 792, 795 

期 望 值 1099 

Borel 例外 值 791 

Cauchy 主 值 (广义 积分 的 ) 685 

Nevanlinna 例外 值 791 


Picard 例外 值 791 
条 件 期 望 值 1100 
线性 预报 值 1161 

最 优 线 性 预报 值 1161, 1166 
值 域 ( 对 应 的 ) 46 
值 域 (映射 的 ) 43 

积分 值 域 859 

值 群 (加 法 醋 值 的 ) 177 
值 群 (乘法 赋值 的 ) 177 
值 分 布 794 

值 的 范围 795 
值 分 布 理论 794 

倾角 454 

倒 易 网 络 1302 
倒 换 过程 1130 

全 视图 453 

倍 元 ( 环 的 元 的 ) 165 
倍数 ( 数 的 ) 322 
倍数 (分 数理 想 的 ) 358 
公 倍 数 ( 数 的 ) 322 
数量 倍数 (向 最 的 ) 432 
射 104, 107, 656 

射 ( 复 形 间 的 ) 196 

双 射 (集合 的 ) 44 

双 射 (范畴 中 的 ) 105 
单 射 43，486 
CHM AY) 105 
单 射 (上 同调 群 的 同 态 ) 202 
x 105 

满 射 43 

满 射 (范畴 中 的 ) 105 
kM 256 

SH} 107 

对 角 射 (范畴 中 的 ) 106 
同 构 射 (范畴 中 的 ) 105 
连通 射 196 

结构 射 107, 549 

标准 单 射 ( 直 和 模 中 的 》 188 
射影 射 557 

WHR 557 
标准 满 射 (到 商 集 的 ) 47 
概 型 的 射 549 
BFA 107 

函 子 间 的 同 构 射 108 
射线 360 

射线 (图 解 力学 的 ) 1089 
射线 (几何 基础 中 的 ) 406 
射线 ( 仿 射 几何 中 的 ) 449 
ME зп 
射影 ( 直 积 集 的 ) 45 
射影 (覆盖 面 的 ) 801 
射影 (纤维 空间 中 的 ) 629, 632 
射影 (到 齐 性 空间 的 ) 265 
ENY (Euclid 几何 学 中 的 ) 


413, 415 

平行 射影 448 

纽 结 射影 ”609 

球 极 平面 射影 66 
射影 系 (集合 的 ) 111 
射影 系 (范畴 中 的 ) 111 
拓扑 群 的 射影 系 234 
射影 的 (Abel 范畴 的 ) 197 
(К, 5) 射影 的 ( 模 ) 201 
MEM 557 

SUME 557 
射线 锥 体 1004 
射影 几何 440 

一 般 射 影 几 何 440 

有 限 维 射影 几何 441 
射影 中 心 441 
射影 分 解 (Abel 范畴 中 的 ) 198 
左 射影 分 解 (4 模 的 ) 193 
射影 平面 441 

Cayjey 射影 平面 183 
MEXR 

射影 极限 по 
射影 极限 (范畴 中 的 ) 111 
射影 极限 (拓扑 群 的 系 的 ) 235 
射影 极限 (集合 的 射影 系 的 ) 111 
射影 西 群 228 

射影 坐标 442 
MERE 230 
BMRA 296 

射影 直线 441 
射影 变形 519 

射影 变换 443 

正则 射影 变换 444 

奇异 射影 变换 (4 种 的 ) 444 
非 正则 射影 变换 (4 种 的 ) 444 
射影 空间 633 
射影 空间 ( 仿 射 几何 中 的 ) 441 
双 射 影 空间 446 

右 射影 空间 446 

左 射影 空间 446 

实 射影 空间 443 

复 射影 空间 444 

无 限 维 实 射影 空间 638 
无 限 维 复 射影 空间 639 
射影 概 型 

报 射影 概 型 ”557 

5 上 的 射影 概 型 557 
射影 线 素 519 
射影 标 架 442 
射影 映射 441 
射影 矩阵 119 
射影 类 群 199 
射影 维 数 ( 模 的 ) 200 
射影 联络 490 


HERF 833 

Abel 射影 算 子 913 

射影 4 模 190 

射影 几何 学 440 

射影 不 变性 1140 

HERE 547 

WHERE 549, 575 

射影 同调 群 594 

射影 极限 群 111 

射影 极限 群 (拓扑 群 的 系 的 ) 235 

射影 坐标 系 443 

射影 变换 群 443 

射影 平坦 空间 1376 

射影 曲率 张 量 1376 

射影 极限 空间 111 

射影 西 变换 群 228 

射影 辛 变换 群 230 

射影 直射 变换 443 

射影 直射 映射 443 

射影 特殊 西 群 228 

射影 一 般 线性 群 226 

JAK 上 射影 一 般 线性 群 226 

射影 空间 的 浸入 ”1389 

射影 空间 的 嵌 人 1389 

射影 特殊 线性 群 226，231 

射影 微分 几 河 学 518 

射影 特殊 西 变换 群 228 

射影 一 般 线 性 变换 群 226 

域 X 上 射影 一 般 线 性 变换 群 
226 

射影 几何 的 基本 定理 443 

射影 特殊 线性 变换 群 226, 231 

射影 代数 入 的 基本 定理 A 525 

射影 代数 答 的 基本 定理 B 525 

НИК 807 

BH Re 807 

HR 496, 500 

BRA 498 

留 数 ( 复 变 函数 的 ) 771 


СЕЛ 

效应 1184, 1214 

区 组 效应 1215 

处 理 效应 1215 
主 效应 1217 

固定 效应 1214 

随机 效应 1214 


中 文 索引 1609 


部 分 912 

正 部 分 839 

负 部 分 839 

Gleason 部 分 (函数 代数 的 ) 910 

主要 部 分 (1aurent 展开 式 的 ) 
771 

有 限 部 分 ses 

全 纯 部 分 771 

FRB (CARRY) 173 

奇异 部 分 771 

耗 散 部 分 1132 

循环 部 分 1132 

部 分 和 705 

对 角 部 分 和 707 

部 分 积 707 

部 分 分 于 326 

部 分 分 母 326 

部 分 分 数 1402 

部 分 收敛 ”92 

部 分 函数 28 

部 分 映射 (映射 的 43 

部 分 宽度 1323 

部 分 混杂 1219 

部 分 递归 的 (部 分 递归 函数 中 的 
28 

部 分 有 向 点 族 92 

部 分 递归 函数 29 

部 分 等 距 算 子 863 

部 分 递归 于 几 的 (部 分 递归 函数 中 
的 ) 28 

部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 1218 

高 (代数 数 的 ) 352 

高 (交换 环 的 ) 165 

高 ( 素 理想 的 ) 165 

高 度 ( 模 格 的 元 素 的 ) 73 

高 阶 导数 670 

高 阶 微分 (交换 环 的 ) 175 

高 等 函数 1033 

高 阶 导 函数 670, 1395 

高 精度 计算 1062 

高 阶 的 无 穷 大 91 

高 阶 的 无 穷 小 91 

高 阶 线索 空间 516 

高 阶 谓词 逻辑 9 

高 超声 速 流动 ”1292 

高 等 超越 函数 ”1033 

高 阶 双 曲 型 方程 1006 

高 阶 齐 次 常 微分 方程 1412 

高 阶 线性 常 微 分 方程 1412 

高 阶 常 微分 方程 的 解法 “1418 

щн 423, 424 

离心 率 422 

ВСВ) 198 

离散 集 81 
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离散 谱 899 
拟 离散 谱 899 
离散 分 布 1103 
离散 系列 303 
离散 拓扑 77 
离散 空间 77 
离散 赋值 178 
离散 一 致 性 99 
离散 拓扑 空间 77 
离散 度量 空间 86 
FAN 1247 
竞争 平衡 的 存在 定理 1249 
病态 的 情形 1065 
Ie 6 
@Alembert 悖 论 1291 
Richard #Р 7 
Russell 悖 论 6 
Skolem 悖 论 4 
Zeno IR 7 
Burali-Forti ВЮ 7 
准则 
单 形 准则 1234 
Soe 准则 (丰富 性 的 ) 
7 
Cauchy 判别 准则 (关于 实数 序列 
收敛 的 ) 90 
Jacobi 判别 准则 (关于 正则 局 部 
环 的 ) 174 
准 线 422 
ДЫЙ 423 
准 基 77 
Wer 503 
HERR 155 
PERR 155 
完全 准 案 环 155 
kb 215 
准 紧 的 (一 致 空间 》 101 
ea RI 1275 
准 周期 的 ( 解 ) 1286 
FB 167 
准 素 分 量 (理想 的 ) 165 
YER RAR 165 
3E Hilbert 空间 832 
MARE 869, 1020 
消去 171 
消 元 法 1063 
Gaus 消 元 法 1064 
Gauss-Jacobi 消 元 法 1064 
Hke 211 
消去 律 (关于 自然 数 的 ) 60 
消去 律 (关于 自然 数 加 法 的 ) 60 
THRE 621 
消 元 过 程 1063 
消灭 村 间 1136 


消灭 测度 1145 
消灭 概率 1154 
TARR 560 
消除 双重 否定 ”12 
WARE 466, 1290 
PRA 1062 
Be 928, 929 
流 (测度 空间 上 的 ) 898 
层 流 1292, 1294 

环流 434, 1290 
Аносов Ж 904 

C 流 904 

SHE 898 

平行 流 931 

平移 流 903 

正常 流 931 

连续 流 929 

测 地 流 902, 1163 
特殊 流 вов 

调和 流 752 

Gr 1289 

PMH 1163 

MARBLE 903 
Koamoropos 型 的 流 1162 
点 谱 型 的 流 1163 

可 数 Lebesgue 型 的 流 1163 
建立 在 一 个 函数 上 的 流 898 


Poseuille 流动 1294 
随机 流动 1165 
跨 声 速 流动 ”1291 
高 超声 速 流动 1292 
近 于 声速 的 流动 ”1291 

ME 582 
子 流 形 (拓扑 流 形 的 ) 583 
子 流 形 (微分 流 形 的 ) 476 
开 流 形 582 
POE 583 
mWE 582 
BR 522 
群 流 形 516 
BER 266, 267 
cr 流 形 474 
Grassmann 流 形 266 
Hopt 流 形 532 
Kahler Ж 529, 530 
Poincaré 流 形 582 
Riemann 流 形 479, 504 
Stein 流 形 820 
Stiefel 流 形 266 
«Ж 653 
开 子 流 形 583 
切 触 流 形 521 
HERE 440 


光滑 流 形 649 
同调 流 形 584 
闭 子 流 形 476 
纤维 流 形 975 
拓扑 流 形 582 
定向 流 形 (可 微 的 ) 475 


I 实 Grassmann 流 形 266 


组 合流 形 584 

殖 复 流 形 523 

复 Grassmann 流 形 266 

复 Stiefel 流 形 266 

KC 流 形 474 

特征 流 形 980 

积分 流 形 971, 972, 973 

ARIE 637, 4:4 

解析 流 形 474 

稳定 流 形 654 

MERRY 607 

Cr 类 流 形 474 

已 定向 流 形 (拓扑 的 ) 583 

不 稳定 流 形 654 

无 边缘 流 形 582 

无 限 Grasmaan 流 形 635 

无 限 sdietel HE 635 

正则 子 流 形 476 

正常 族 流 形 266 

可 微分 流 形 474 

有 边缘 流 形 582, 652 

仿 紧 c" BIG 474 

具 边 缘 流 形 582 

实 解析 流 形 474 

至 切 触 流 形 5n 

复 解 析 流 形 440 

圆锥 Lagrange 流 形 878 

C 类 X 流 形 484 

ВЕНИ 584 

正则 积分 流 形 (微分 理想 的 ) 
975 

四 元 数 Grassmann HEH 266 

奇异 积分 流 形 (微分 理想 的 ) 
974 

浸 人 的 子 流 形 493 

通常 积分 流 形 (微分 理 奶 的 》 
974 

BROTH 607 

大 标 架 Stiefel 流 形 266 

正规 切 触 Riemann 流 形 522 

k 标 架 实 Stiefel mM 266 

正 交 大 标 架 Stiefel 流 形 266 

正 交大 标 架 实 Stisfel PIG 266 

有 界 的 = 维 C" 类 油分 流 形 475 

定向 于 空间 所 构成 的 Grasmano 
流 形 266 

流体 1289 


Newton 流体 1291 
完全 流体 1289 

dE Newton 流体 1291 
可 里 缩 流 体 1290 
不 可 压缩 流体 1290 
流 线 1290 

流量 752 

向 最 流量 434 
流动 形 849 

流 函数 1290 

流 数 法 661 

流体 力学 1289 

磁 流体 力学 1293 
电磁 流体 力学 1293 
流 形 的 陈 类 641 

流 形 的 Понтрягин Ж 641 
流体 动力 学 1289 
流体 静 力学 1289 
流 线 形 物体 1292 

流 形 的 Stiefel-Whitney 3$ 641 
流体 磁力 理论 1294 
流 形 M 的 示 性 类 641 
BACT MI) 476 
漫 入 (拓扑 的 ) 658 


射影 空间 的 温和 ”1389 
浸没 483 
浸入 的 子 流 形 493 
宽度 

部 分 宽度 1323 

散射 宽度 1323 
容许 349 
容量 758, 1202 
容量 (集合 的 ) 1134 


容量 ( 素 理想 的 ) 379 
Newton 容量 758 
a 容量 760 
8 容量 1261 
平均 容量 1202 
АЙКЕШ 758 
传输 容量 1260 
解析 容量 760 
Newton 内 容量 759 
平稳 传输 容量 1259 
遍历 传输 容量 1259 

容许 列 600 

容许 的 (估计 量 ) 1198 

容许 的 (Baire АК) 813 

容许 的 (判决 函数 ) 1190 
5 容许 的 349 

容许 子 群 208 

容许 子 模 186 

容许 区 间 1202 

容许 区 域 1202 

容许 同 构 208 


容许 同 态 208 
容许 同 态 (4 模 的 ) 187 
容许 序数 29 
容许 函数 762, 1079 
容许 界限 1202 
容量 分 布 747 
容许 正规 子 群 208 

递归 地 (部 分 递归 函数 中 的 ) 28 
递归 的 (集合 ) 32° 

一 般 递归 的 (集合 ) 32 
原始 递归 的 (运算 ) 26 

部 分 递归 的 (部 分 递归 函数 中 的 ) 

28 

递归 性 29 
递 轨 集 27 
递归 事件 пип 
递归 函数 25, 27 

一 般 递归 函数 27, 29 
原始 递归 函数 26, 28 

部 分 递归 函数 29 
递归 谓词 

一 般 递归 谓词 27 

原始 递归 谓词 26 
递归 数列 328 

线性 递归 数列 328 
递减 函数 

严格 递减 函数 668 

单调 递减 函数 。 668 

严格 单调 递减 函数 668 
递增 函数 

严格 递增 函数 668 

单调 递增 函数 668 
严格 单调 递增 函数 668 
递归 于 到 地 (部 分 递归 函数 中 的 ) 

28 
递归 地 定义 27 
递归 不 可 解 度 32 
递归 可 枚 举 集 27 
递归 不 可 解 度 的 算术 谱系 38 
递归 不 可 解 度 的 超 算术 谱系 38 
调和 (函数 ) 749 

次 调和 253 

FARM 755 
调和 的 (形式 ) 533 
调和 的 (稳定 空间 上 的 函数 ) 1134 
上 调和 的 ”1133 

多 重 调和 的 817 
dam 752 
调和 开拓 753, 774 
调和 分 析 730 

拓扑 Abel 群 上 的 调和 分 析 732 
调和 平均 666 
调和 边界 806 
调和 函数 749 


中 文 索 引 16 
双 调 和 函数 753 

多 调和 函数 753 

次 调和 函数 753 

带 调 和 函数 1045 

面 调和 函数 1043 

田 形 调和 函数 1045 

立体 调和 函数 749, 1043 
ЭПА 750 
椭 球 调和 函数 ”1051 
多 重 次 调和 函数 819 
第 一 类 椭 球 调和 函数 
第 二 类 籽 球 调和 函数 
三 类 椭 球 调和 函数 
第 四 类 椭 球 调和 函数 
调和 点 列 444 

调和 测度 757, 760, 806 

调和 积分 532 

调和 维 数 803 

调和 微分 804 

WRF 434, 996 
调和 分 析 仪 1095 

调和 平衡 法 952 

жш 444 

WRK 1018 

调和 强 函 数 754 

调和 微分 形式 532 
调整 型 抽样 检验 1224 

被 动 的 (Turing 机 中 的 情况 ) 39 
HRAM 682 

被 动 正 排 组 ( 偏 微分 方程 组 ) 972 
被 动 边界 点 1137 
对 个 被 动 边 界 点 
被 注视 的 字符 39 


17] 


弱 (拓扑 ) 78 

900—808) 100 

弱 ( 等 价 关系 ) 47 

BMAF) 871 

Bie 1000 

Gk 872, 873 

El 843 

BRAAF) 834 

弱 收 全 ( 子 模 的 序列 的 ) 198 

弱 收 敛 (线性 算 子 序列 的 ) 862 

弱 极 小 763 

Sith 79, 581, 843 

弱 拓 扑 ( 半 范 数 空间 的 ) 745 

弦 拓 扑 (( 半 ) 赋 范 空间 的 ) 843 

弱 拓 扑 ( 赋 范 空间 的 ) 834 

泛 函 弱 拓 扑 834 

ATH E, FRITH (ERE. 
空间 的 ) 843 

BRR 705 


1052 
1052 
1052 
1052 


1137 
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BRD 859 
弱 维 数 ( 模 的 ) 200 
ELEC 
B (p,a) B 831 

BRASS (p。9) 型 831 
弱 双 曲 型 1008 
弱 可 测 的 ”859 
弱 可 积 的 ”859 
BTR 859 
弱 同 构 的 ( 自 同 构 ) 900 
SHRM 710 
WARR 1009 
WEM 1260 
弱 徘徊 集 894 
弱 等 价 的 (变换 ) 895 
i Bernoulli Z8] 902 
弱 G 平 稳 1165 

Ж Lefschewx 定理 560 
жї 843 
弱 大 数 定律 ”1160 

弱 不 可 达 的 (序数 ) 71 

弱 平稳 过 程 1159 

天 次 弱 平稳 过 程 1165 
弱 全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 
BERRA 240 
弱 算 子 拓扑 ”862 
3E Mordell-Weil 定理 347 
АИ. Riemann 空间 272 
弱 非 线性 系统 952 
弱 平 稳 广义 过 程 1160 
BC ТИЫН 605 
弱 意义 的 广义 随机 过 程 1160 
展开 499, 505 

展开 (曲线 的 ) 490 

渐 近 展开 713 

Pim RIF 852 

形式 Taylor 展开 679 
渐 近 地 展开 713 

正 交 函 数 展开 720 
展开 式 

Laurent RFA 771 

а 展开 式 1038 

Taylor 展开 式 778, 1396 
Taylor 展开 式 (多 变量 函数 的 ) 

817 

展开 系数 720 

展开 定理 91 

Laplace 展开 定理 (关于 行列 式 

的 ) 122 

Hilbert-schmidt 展 开 定理 1025 
预报 

线性 预报 1161 

非 线性 预报 1164, 1169 
FUR п? 


预报 值 1164, 1166 

线性 预报 值 1161 

最 优 预 报 值 1166 

最 优 线 性 预报 值 1161, 1166 

预测 式 (线性 多 步 方法 的 ) 1077 

Milne 预测 式 1077 

预 解 式 (线性 算 子 的 ) 863 

Lagrange 预 解 式 134 

预 解 核 (积分 方程 的 ) 1023 

预 解 集 863 

FRB 1165, 1166 

线性 预报 理论 1166 

预备 定理 

Weierstrass 预备 定理 174, 818 

关于 c” RHR Weierstrass Fi 
备 定理 679 

预 解 方程 863, 1124 

预 解 算 子 “1124 

预测 校正 法 1077 

项 解 式 算 子 (线性 算 子 的 ) 863 

fete 512 

能 量 (积分 ) 744 

ARER 1323 

相互 能 量 744 

能 量 方程 1289 

能 量 原理 745 

能 量 积分 1285 

能 谱 张 量 1295 

能 行 给 定 的 (对 象 ) зз 

能 量 不 等 式 1005 

能 行 可 计算 函数 27 

能 行 描述 集合 论 38 

通 径 423, 424 

通 解 (一 阶 偏 微分 方程 组 的 ) 981 

通 解 (差分 方程 的 ) 964 

通 解 ( 常 微分 方程 的 ) 922, 923 

通 解 ( 偏 籁 分 方程 的 ) 980 

通 解 ( 偏 微 分 方程 组 的 ) 972 

通 解 (一 般 偏 微 分 方程 的 ) 981 

通用 的 ( 开 折 ) 656 

通用 集 35 

通用 集 ( 集 合 论 中 的 ) 42 

通过 点 

右 通过 点 1145 

左 通过 点 145 

通常 解 (微分 理想 的 ) 974 

通用 函数 35 

通用 常数 812 

通用 Turing 机 40 

通常 表示 293 

通常 积分 元 974 

ÆR Dirichlet 级 数 780 

RRA RE AOR) 974 


+-@ 
l-i 
球 416 
开 球 16 
单位 球 416 
= 维 拓 扑 球 16 
球 心 ( 球 的 ) 416 
球 对 613 
球面 415, 416 
PORR 453. 500 
BRM 456 
Riemann 球面 66 
= 球面 66 
ORM 66 
外 接 球面 415 
同 伦 球面 585 
异种 球面 649 
极限 球面 319 
拓扑 球面 416 
单位 球面 416 
实 超 球面 456 
点 超 球面 456 
复数 球面 66 
РИШ 456 
正常 超 球面 452 
极限 超 球面 452 
非 Euclid 超 球 面 452 
有 向 实 超 球面 456 
球 型 (空间 型 ) 272 
球形 的 835 
球 表示 ( 么 模 局 部 紧 群 的 ) 304 
球 函数 1043, 1432 
球 函 数 ( 齐 狂 空间 上 的 ) 304 
球面 波 1296 
球 几何 学 457 
球体 函数 1053 
球面 导数 (解析 函数 或 亚 纯 函数 的 》 
103 
球面 坐标 438, 1372 
n+ 2 超 球面 坐标 437, 456 
HMM 421 
球面 表示 (空间 曲线 的 ) 496 
球面 表示 (空间 曲面 的 ) 496 
球面 定理 (Riemann 流 形 上 的 ) 
511 
球面 定理 (三 维 流 形 上 的 ) 585 
球面 空间 452 
球 带 函数 304 
ER Bessel 函数 1049 
球 极 投影 法 459 
球体 波 函 数 1053 
球面 几何 学 452 
超 球面 几何 学 457 
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球面 三 角形 421, 1367 


球面 天 文学 1281 
球 极 平面 射影 66 
球面 的 同 伦 群 ”621，1384 
理论 

天 理论 643 

Galois 理论 133 
Nevanlinna 理论 790 
代数 理论 567 

传染 理论 1227 

预报 理论 1165, t166 
控制 理论 1268 

弹性 理论 1287 

遍历 理论 891 

编码 理论 1261 

解析 理论 569 
BREED 616 

谱系 理论 36 

WRB 1291 
Peter-Weyl 理论 240 
Picard-Vessiot 理论 175 
大 样本 理论 1171 
代数 理论 647 
值 分 布 理论 794 

Sere 的 多 理论 621 

一 般 传染 理论 1227 

一 般 摄 动 理论 1286 
生产 计划 理论 1274 
自动 控制 理论 1268 
线性 预报 理论 1166 
特殊 摄 动 理论 1286 
流体 磁力 理论 129+ 
精确 样本 理论 1171 
Ahlfors 8 19010 802 
Самог 的 实数 理论 61 
Dedekind 的 实数 理论 61 
Minkowski 的 约 化 理论 276 
非 线性 随机 理论 1255 
Riemann 面 的 分 类 理论 803 
常 微分 方程 定性 理论 928 


非 线性 常 微分 方程 的 大 范围 理论 


948 
理想 ( 环 的 ) 154 
理想 (Boole 代数 的 ) 74 
理想 Lie 代数 的 ) 247 
主 理想 166 
右 理想 ( 环 的 ) 154 
有 理想 (代数 的 整 环 的 ) 378 
左 理想 ( 环 的 ) 154 
左 理 想 (代数 的 整 环 的 ) 378 
纯 理 想 169 
素 理想 (交换 环 的 ) 165 
素 理想 (代数 的 极 大 整 环 的 》 


379 
整理 想 358 
TRAE 361 
分 式 理想 166 
分 次 理想 (分 次 环 的 ) 171 
分 数理 想 358 
双边 理想 378 
双边 理想 ( 环 的 ) 154 
JESURERR 360 
齐 次 理想 (分 次 环 的 ) 171 
齐 次 理想 (多 项 式 环 的 ) 170 
导出 理想 248 
极 大 理想 165 
定义 理想 (形式 谱 的 ) 564 
原始 理想 908 
特异 理想 357 
ERA 165 
APR 361 
混合 理想 ”169 
赋值 理想 (赋值 的 ) 177 
微分 理想 973 
微分 理想 (微分 环 中 的 ) 175 
整 右 理想 378 
L2 378 
主 分 式 理想 166 
相伴 来 理想 (理想 的 ) 165 
素 微 分 理想 (微分 环 中 的 ) 175 
整 双边 理想 379 
正则 极 大 理想 907 
半 素 微分 理想 (向 分 环 中 的 ) 
175 
RAEHAN 243 
关于 5 的 极 大 理想 165 
理想 类 359 
理想 类 ( 群 ) 167 
狭义 理想 类 356, 360 
理想 群 360 
理论 公式 1090 
理论 逻辑 7 
理想 边界 805 
理想 定理 
主 理想 定 理 368 
RARER за 
理想 类 群 167，359 
域 129，470 
FR 129 
扩 域 129 
全 域 (结构 的 ) 15 
FAR 470 
ЯЖ vo 
жщ 133 
类 域 366, 367 
ЖЕ 129 
BUR 362 
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商 域 165 
值 域 ( 对 应 的 ) 46 

值 域 (映射 的 ) 43 

基 域 (线性 空间 的 ) 137 
集 域 689 

数 域 130 

数 域 (线性 算 子 的 ) 882 
Drum 

Dirichlet 域 756 
Galois 域 132 

Jordan È 470 
Pythagoras 域 408, 411 
Reinhardt 域 816 
Weil 域 819 

二 次 域 355 

万 有 域 548 

个 体 域 9 

不 变 域 133 

AMOR 362 

МИЙ 362 

分 融 域 ( 群 的 ) 258, 293 
分 解 域 362 

中 间 域 130 

平面 域 470 

正则 域 818 

E: MERI 

有 序 域 132 

有 限 域 130 

扩张 域 129 

合成 域 130 

4A 818 

交换 域 129，153 
交错 域 183 

К SIG 
系数 域 (局 部 环 的 ) 168 
系数 域 ( 仿 射 空间 的 ) 4% 
系数 域 (线性 空间 的 ) 137 
系数 域 ( 射影 空间 的 ) 442 
局 部 域 374 

拓扑 域 236 

依赖 域 1004 

ELR 548 

完全 域 їп 
定义 域 ( 对 应 的 ) 46 
定义 域 (变量 的 ) 48 
定义 域 (映射 的 ) 43 
实 闭 域 133 

函数 域 547 

星 形 域 779 

临界 域 1202 

圆 形 域 470 

圆 环 域 470 

积分 域 685 

基本 域 273 
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惯性 域 362 

1808 470 
剩余 域 ( 环 的 ) 154 
惰性 域 362 

微分 域 174 

影响 域 1004 

Borel 集 域 689 

C 类 域 1000 
p-adic $È 178 
Pythagoras 闭 域 408 

不 变量 域 371 

不 完全 域 131 

RAAR 131 

有 理 式 域 126 

非 交 换 域 129 
实 二 次 域 355 

完全 Reinhardt 域 817 
虚 二 次 域 355 
剩余 闫 域 ( 环 的 ) 154 
剩余 类 域 ( 赋 值 环 的 ) 177 
剩余 类 域 ( 有 理 整数 环 的 ) 130 
Abel 函数 域 570 
Archimedes 有 序 域 133 
p-adic 数 域 178 
Pythagoras 有 序 域 231 
p-adic MIR 374 

正则 边界 域 481 
对 称 有 界 域 270 
HAARR 126 

Fete WIR 270 
拟 代 数 闭 域 348 
MARRIR 539 
最 大 可 分 域 131 

最 小 分 裂 域 (多 项 式 的 ) 131 
mR BR 362 

MB RRR 540 

大 上 的 函数 域 539 

有 限 次 代数 数 域 357 

单 变量 宪 级 数 域 173 
不 可 约 对 称 有 界 域 270 
单 变量 代数 函数 域 539 
пЗ ОД 132 
?变量 有 理 函 数 域 132 
AR 471 
域 的 乘法 群 205 
域 上 的 有 限 维 代数 158 
域 K 上 的 线性 空间 136 
к 上 射影 一 般 线性 群 226 
域 K 上 = 次 一 般 线性 群 225 
SRK 上 = 次 特殊 线性 群 225 
域 K 上 射影 一 般 线性 变换 群 226 
域 玉 上 > 次 一 般 线性 变换 群 225 
Бк 上 = 次 特殊 线 狂 变换 群 225 
feae 333 


检验 1202, 1208 
FEE 1207 
Student #295 1206 
上 检验 1206 
Welch 检验 1207 
Wilcoxon 检验 1211 
和 检验 1206 
序 贯 检验 ”1210 
抽样 检验 ”1223 
相似 检验 1204 
相 容 检验 1208 
符号 检验 ”1210 
假设 检验 1202, 1458 ` 
Kruskal-Wallis 检验 1212 
Колмогоров-Смирнов 检验 
1213 
ЖА Student 检验 1206 
双 侧 ， 检验 1206 
双 侧 和 2 检验 1206 
MRE 1207 
非 参数 检验 1210 
单 侧 Student 检验 1206 
单 便 : 检验 1206 
单 侧 加 检验 1206 
随机 化 检验 1202 
一 次 抽样 检验 1223 
一 致 相 容 检验 1208 
二 次 抽样 检验 1223 
计量 抽样 检验 1224 
计数 抽样 检验 ”1224 
水 平 < 的 检验 1203 
多 次 抽样 检验 ”1223 
氢 合 优 度 检验 ”1171 
序 革 抽样 检验 ”1223 
非 随机 化 检验 1202 
Mann-Whitney 的 局 检验 1211 
不 变 水 平 < 检 验 1204 
ЖЖ а Ю 1204 
FERRER 1210 
挑选 型 抽样 检验 1224 
调整 型 抽样 检验 ”1224 
van der Waerden 9 Х 998 1211 
Y 拟 合 优 度 检验 1209 
最 紧迫 水 平 < 检验 1205 
一 臻 最 大 功效 无 偏 水 平 “检验 
1204 
极 小 极 大 水 平 检验 1205 
Fisher-Yates-Terry 正 态 得 分 检验 
1211 
一 致 最 大 功效 不 变 水 平 = 的 检验 
1205 
检验 法 
Dini 检验 法 723 
Dirichlet 检验 法 723 


Jordan 检验 法 723 
Lebesgue 检验 法 723 
Wiener 检验 法 1135 
Колмогоров 检验 法 1140 
比较 检验 法 706 
并 项 检验 法 706 
积分 检验 法 706 
Dini-Lipschitz 检验 法 723. 

检验 功效 (检验 的 ) 1203 

检验 函数 ”1202 
几乎 不 变 的 检验 函数 1205 

检验 功效 函数 1203 
包 络 检验 功效 函数 1205 

梯度 434, 492 

梯形 公式 (数值 积分 的 ) 1073 

梯形 法 则 ( 常 微分 方程 的 数值 解 的 》 

1077 

桶 843 
Tue 843 

桶 集 843 

副 法 线 495 
仿 射 副 法 线 520 

副 有 限 群 111 

REAR 278 

ER) 164 

基 (4 模 的 ) 188 

基 (Abel 群 的 ) 213 

基 ( 齐 次 格 的 ) 348 

基 ( 线 性 方程 的 ) 1236 

基 ( 线 性 空间 的 ) 138 

d&(Fréchet 空间 的 ) 834 
FE 77 
根基 908 
根基 ( 环 的 ) 155 
根基 (理想 ) 164 
根基 (代数 群 的 ) 259 
根基 (Banash 代数 的 ) 907 
根基 (Jordan 代数 的 ) 184 
根基 (Lie 代数 的 ) 248 
ЖЕ 77 
正规 基 134 
对 偶 基 ( 线 性 空间 的 基 的 ) 140 
典范 基 sss 
超越 基 ( 域 上 的 ) 132 
最 小 基 ( 主 整 环 的 ) 357 
WFR 92 
Jacobson: 根基 165 
BERK 249 
Chevalley 标准 基 252 
r 位 的 基 333 
Weyl 标准 基 251 
一 致 性 的 基 98 
开 集 系 的 基 77 
代数 无 关 基 ( 域 上 的 ) 132 


HRANE 78 

邻 域 系 的 基 77 

开 集 系 的 子 基 77 

闭 集 系 的 子 基 78 

基 环 ( 模 的 ) 186 

基底 (线性 空间 的 ) 138 

基线 453 

基点 (线性 系 的 ) 554 

基点 (拓扑 空间 的 ) 604 

基础 

几何 基础 405 

数学 基础 1 

基 域 (线性 空间 的 ) 137 

基数 50 

基数 (序数 的 ) 71 

可 测 的 基数 23 

集合 的 基数 л 

序数 “的 基数 51 

集合 4 的 基数 50 

对 应 于 a 的 基数 51 

实 值 可 测 的 基数 23 

BACB) 552 

基本 型 1236 

ERAUR) 552 

基本 点 (射影 标 架 的 ) 442 

基本 核 983 

基本 域 273 

ажа 

第 一 基本 最 497, 1374 

第 二 基本 明 497, 1374 

第 三 基本 量 1374 

曲面 的 第 一 基本 星 1374 

基 太 集 ( 结 构 的 ) 53 

基本 集 (不 连续 群 的 ) 274 

MAM 851,870, 983, 997, 1006, 
1020, 1236, 1420 

基本 解 (发 展 方程 的 ) 1021 

基本 解 (线性 独 物 型 方程 的 ) 1013 

可 行 基本 解 1236 

右 拟 基本 解 878 

左 拟 基本 解 878 

WAM 1021 

AT 607 

代数 基本 群 560 

基 定 理 

Hilbert 基 定 理 167 

tin 基 定理 (关于 微分 多 项 式 的 ) 
175 

基础 系 ( 根 的 ) 260 

基础 面 sot 

基础 群 232 

基数 法 “1266 

基本 开 集 77 

基本 开 集 (不 连续 群 的 ) 274 


BARE 334 
基本 引 理 

Neyman-Pearson 基本 引 理 1203 
变 分 法 的 基本 引 理 765 
基本 曲线 552 
基本 向 最 433 
基本 闭 链 584 
БЖЖ 78 
基本 关系 25 
基本 形式 316, 514, 530 

第 二 基本 形式 509 
基本 邻 域 77 
基本 序列 (有 理 数 的 ) 61 
基本 序列 (一 致 空间 中 的 ) 101 
基本 序列 (度量 空间 中 的 ) 88 
MAKE 504, 515 
基本 事件 1097 
基本 周期 1036 
基本 单位 1276 
基本 定理 (信息 论 的 ) 1260 
Ahlfors 基本 定理 802 
Bonnet 基本 定理 498 
Gauss 基本 定理 499 
Gentzen 基本 定理 13 

Lie 基本 定理 264 

Tham 基本 定理 652 

代数 基本 定理 128 

超 积 的 基本 定理 17 
ARDERE 683 
Nevanlinna 第 一 基本 定理 790 
Nevanlinna 第 二 基本 定理 791 
对 称 多 项 式 的 基本 定理 126 
曲线 论 的 基本 定理 495 
曲面 论 的 基本 定理 497 
初等 数论 基本 定理 323 
ПИТОН ЖУР В 564 
Mone 理论 的 基本 定理 513 
主 整 环 9 的 基本 定理 358 
射影 几何 的 基本 定理 443 
曲面 的 拓扑 的 基本 定理 470 
基本 空间 854 

5 型 基本 空间 855 
BARK зп 
基本 函数 855 
基本 根系 251 
基本 图 形 41 

线性 基本 图 形 441 
基本 理想 ”361 
基本 粒子 1330 
基本 概念 (结构 的 ) 53 

基本 解 组 937, 938 
基本 解 组 ( 齐 次 线性 方程 组 的 》 

123 
基本 解 组 ( 线 竹 差 分 方 召 的 解 的 ) 
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963 

基底 分 量 517 

基础 方程 982 

基础 空间 1097 

基本 不 变 元 314 

ERRER 315 

ERER 516 

基本 同调 类 583 

WAM 457 

基本 邻 域 系 77 

基本 判别 式 330 

基本 单元 系 358 

基本 函数 系 1024 

完备 正规 正 交 基 本 函数 系 1024 

基本 粒子 论 1330 

基本 Abel HR 572 

基础 拓扑 空间 (拓扑 群 的 ) 232 

基本 上 同调 类 626 

基本 正 合 序列 (关于 上 同调 群 的 ) 
202 

基本 有 向 点 族 101 

基本 微分 形式 

第 一 基本 微分 形式 196 
第 二 基本 微分 形式 496 
第 三 基本 敏 分 形式 502 

BEME 470 

基础 拓扑 空间 ( 青 分 流 形 的 ) 474 

基本 对 称 多 项 式 126 

基本 玖 分 不 变 最 519 

基数 的 比较 定理 50 

基数 性 与 共 尾 性 22 

基本 周期 平行 四 边 形 1037 

基于 序 关系 的 抽象 积分 seo 

描述 集合 论 36 

古典 描述 集合 论 38 

能 行 描述 集合 论 38 

Hf 465 

排列 54 

重复 排列 54, 1431 

循环 排列 ”54，1432 

从 = 个 中 取出 ”个 的 排列 1431 

排序 1266 

排 中 律 2，10 

排队 论 1250 

排队 规则 1252 

推移 

Bernoulli 推移 896 
Марков 推移 897 

广义 Berhoulli 推移 896 
关联 平稳 过 程 的 推移 897 

推理 规则 12 

推移 变换 89% 

接受 1202 

ЖОЙ 1257 
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接触 元 973 

接受 区 域 1202 

接着 空间 605 

接触 网 络 1301 

接触 变换 976, 977, 1420 

接触 结构 484 

接触 点 的 轨迹 504 

控制 1269 

最 优 控制 764, 1269, 1270 

控制 论 1254 

生物 控制 论 1255 

控制 器 1093 

控制 空间 (突变 理论 中 的 静态 模型 
的 ) 655 

控制 函数 1269 

控制 理论 1268 

自动 控制 理论 1268 

探索 1249 

辅助 加 423 

辅助 统计 量 1178 


[1] 


[1 65 

虚 根 (代数 方程 的 ) 128 
RE 64 

虚数 64 

Hug 64 
ШОК 355 

虚构 状态 1135 
MET 179 
ШШ 456 

虚数 单位 62， 64 
MERA 1469 
常态 (二 次 曲面 ) 426 


常量 48 

BK 
格 常数 278 
Bloch 常数 812 
Catalan 常数 1401 
Euler 常数 1039, 1483 


Landau Ж 812 

Planck 常数 1314 

Robia ЖЖ 758 

分 歧 常 数 361 

任意 常数 922 

构造 常数 248 

经 验 常数 “1090 

误差 常数 1077 
积分 常数 ( 定 积分 的 ) 683 
积分 常数 ( 常 微分 方程 的 ) 922 
通用 常数 812 

常数 层 113 
常数 项 (多 项 式 的 ) 124 
常数 项 (形式 寡 级 数 的 ) 173 


BANK 677 
常 和 对 策 1247 
RT 656 
THESE 43 
常 值 映射 、43 


Er 


常 曲率 曲面 500 
常 曲率 空间 506, 1376 
常态 = 维 的 ”428 
寓 微 分 方程 ”921，1410 
齐 次 常 微分 方程 1410 
REBRADB 937 
Bernoulli 型 常 微分 方程 1411 
Claram 型 常 蕴 分 方程 1411 
Fuchs WMA 941 
Lagrange 型 党 微分 方程 1411 
Riceati 型 常 微分 方程 1411 
一 阶 线性 常 微分 方程 1410 
广义 Riceati 型 常 微分 方程 
1431 
高 阶 齐 次 常 向 分 方程 1412 
ЙЕЛ УЕ 1412 
Euler 型 线性 常 微分 方程 1412 
BRANT 869 
BMRA 939, 1282 
Lagrange 常数 变易 法 938 
常 微 分 方程 组 922, 1411 
一 阶 线性 党 微分 方程 组 938 
常数 计数 原理 559 
常数 变易 公式 970 
党 微分 方程 的 解法 
一 阶 常 微分 方程 的 解法 1410 
高 阶 常 微 分 方程 的 解法 ”1411 
常 系数 线性 常 微分 方程 的 解法 
1413 
常 获 分 方程 定性 理论 928 
党 微分 方程 的 边 值 问题 926 
常 微分 方程 的 初 值 问题 923 
党 微分 方程 的 新 近 性 质 933 
党 微分 方程 的 数值 解法 1075 
常 系数 线性 常 司 分 方程 的 解法 
1413 
唯一 性 集 726 
唯一 可 解 组 (函数 的 ) 715 
唯一 性 条 件 924 
唯一 性 定理 ”367，733，750，818， 
924 
E. Holingren 唯一 性 定理 。 991 
Rallich 唯一 性 定理 1017 
存在 唯一 性 定理 937, 938 
素 元 分 解 唯一 性 定理 ( 整 环 中 的 ) 
166 
解析 开拓 的 唯一 性 定理 774 
唯一 性 原理 747 


唯一 遍历 的 ( 紧 度量 空间 上 的 同 胚 》 
904 


唯一 开拓 定理 1001 
唯一 分 解 定理 585 

野生 的 ”586 

妓生 的 ( 纽 结 ) 609 

距离 414 

距离 (空间 ) 86 

距离 (度量 空间 中 二 子 集 间 的 ) se 
WERN) 86 


Euclid 距离 ”414 
Fréchet 距离 702 
Hamming 距离 1262 
Lévy 距离 1106 
广义 距离 1187 
HAER 1323 
WAER 814 
dp Euclid 距离 ”452 
二 点 的 距离 (从 一 点 到 另 一 点 ) 

86 
约 化 极 值 距离 814 

距离 点 454 

距离 函数 86 

RMB 1093 

Rau 
PURSE 707 
行 累 级 数 707 

累积 分 685 

累积 误差 ”1063 

累积 分 布 函数 1098, 1102 

累积 会 入 误差 1076 


9 

9 

10 

高 阶 谓词 逻 辑 9 

带 同 异性 的 谓词 逻辑 12 
还 辑 和 (命题 的 ) 7 

逐 辑 积 (命题 的 ) 7 
AXE 12 

FARE 7 


MEX 1 
ERAS 8 
BRAT 8 
逻辑 斯 谤 曲线 
RA 212 
PACA) 57 
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移动 
平行 移动 ”450 
平行 移动 ( 沿 曲线 ) 


平行 移动 ( 张 量 场 的 ) 595 


485 


平行 移动 ( 切 向 量 空间 的 ) 487 


符号 876 


符号 (Fourier 积分 第 子 的 ) 878 


Astin 符号 362 
Christoffel 符号 


Jacobi 符号 325 


Kronecker 4f% 356 


Landau 符号 91 


Legendre 符号 324 
e FER (Hilbert 的) 13 


个 体 符号 п 
存在 符号 s 
全 称 符号 8 
函数 符号 u 
逻辑 符号 в 
谓词 符号 1 
最 词 符号 в 
HURAI 364 


范 数 剩余 符号 ”365，376 
Hilbert 范 数 剩余 符号 
TES Ж (Hermite 型 的 ) 149 


符号 差 ( 二 次 型 的 ) 


符号 差 (不 可 约 表 示 的 ) 227 


符号 检验 ”1210 
符号 逻辑 7 
符号 动力 系统 904 
第 一 类 932 


第 一 类 (Fredholm 积分 方程 ) 


147 


第 一 类 (Volterra 积分 方程 


第 二 类 (Fredholm 积分 方程 ) 
^ 第 二 类 (Volterra 积分 方程 ) 
第 三 类 (Fredholm 积分 方程 ) 


第 三 类 (Volterra 积分 方程 ) 


第 nm 项 49 
第 一 因子 363 

第 一 合 系 172 

第 一 变 分 763 

第 一 定理 

Harnack 第 一 定理 
Liouville 第 一 定理 
第 二 分 量 51; 
第 二 因子 ”363 


251 
1037 
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498, 1375 


1021 
1021 
1021 
1021 
1021 
1021 


516 

618 

618 

410 

138 

第 ;分 量 (= 元 向 量 的 ) 137 

第 ， 坐 标 138, 415 

第 + 合 系 v2 

第 一 正 交 群 222 

第 一 补 余 律 (Legendre 符号 的 ) 
324 

第 一 种 微分 

第 一 差别 类 618 

第 一 类 序数 71 

第 一 类 错误 1203 

第 一 类 Fuchs 群 275 

第 一 基本 量 497, 1374 
曲面 的 第 一 基本 量 1374 


第 一 象限 型 ( 谱 序列 的 ) 198 
第 一 障碍 类 618, 637 
第 二 正 交 群 。222 
第 二 补 余 律 (Legendre 符号 的 ) 
325 

541 

7 

1203 

群 275 

497, 1374 

5n 


量 1374 

第 一 中 值 定理 (Riemann 积分 的 ) 
683 

第 一 分 离 公理 81 

第 一 正 交 单 群 222 

第 一 可 数 公理 81 

第 1 四 分 位 数 1173 

第 一 边 值 问 题 997 

第 一 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 ) 234 

第 一 余弦 公式 “421，1367 

第 一 范畴 的 集 so 

第 一 变 分 公式 ”512 

第 一 种 Abel 积分 797 

第 一 种 Abel 微分 797 

第 一 种 Lamé 函数 1052 

第 一 种 Чебышев 函数 1451 

第 一 类 Besed 函数 1048 

第 一 类 Euler 积分 1040 

第 一 类 Hankel 函数 1048 

第 一 类 Lamé 函数 1052 

第 一 类 Legendre 函数 11043,1434 

第 一 类 Mathieu 函数 1055 

第 二 中 值 定理 687 

第 二 中 值 定理 (Riemann 积分 的 ) 
683 
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第 二 分 离 公理 в 

222 

81 

1000 

第 二 同 构 定理 (拓扑 群 上 的 ) 234 
第 二 余弦 公式 421, 1367 
范畴 的 集 во 
ERAR 512 

种 同调 群 595 

种 Abel 积分 797 

种 Abel 微分 797 

种 Lame 函数 1052 
种 Чебышев 函数 1451 
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1048 
类 Euler 积分 1039 
二 类 Hankel 函数 1048 

类 Lame 函数 1052 

类 Legendre HR 1043,1434 


类 Mathieu 函数 1056 


第 四 分 离 公 理 81 
第 四 类 Lame 函数 
ТҮГЕ 
750 

664 

274 

1038 

1035, 1424 
705 

750 

595 

664 

1038 

1035, 1424 
750 

1038 

1035, 1424 
第 ， 个 渐 近 分 数 (无 限 连 分 数 的 ) 

326 

党 类 初等 函数 676 
第 一 种 标准 坐标 系 244 
第 一 类 修正 Mathieu 函数 
第 一 基本 向 分 形式 96 
第 二 种 奇异 同调 群 595 
第 二 种 标准 坐标 系 244 


1052 


1056 
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类 修正 Mathieu 函数 
基本 微分 形式 496 
类 修正 Mathieu 函数 
基本 微分 形式 502 
第 一 类 连带 的 Legendre 函数 
1044, 1437 
第 一 类 完全 椭圆 积分 1036, 1487 
AERA 1052 
第 二 类 连带 的 Legendre 函数 
1044, 1437 
第 二 类 完全 椭圆 积分 
第 二 类 椭 球 调和 函数 
第 三 类 椭 球 调和 函数 ”1052 
第 四 类 椭 球 调和 函数 ”1052 
类 不 完全 椭 贺 积分 1036, 
1488 
3) RATES MB RS 
"n 
RA 238 
插值 偶 836 
M (Clifford 代数 的 ) 163 
PRA 1317 
[IT +8 
MaR 218 
偶 半 旋 表 示 164 
停止 时 间 1119 
@ 135 
无 偏差 135 
偏振 ( 波 的 ) 1296 
mf 1195 
偏心 率 422 
LLL 61 
偏 时 数 (广义 函数 的 ) 849 
38m Ө 方向 的 偏 导 数 671 
沿 曲 线 的 法 线 方向 的 偏 导数 
671 
偏差 点 715 
Wei 1173 
偏 微分 671 
偏 微分 (同调 代数 中 的 ) 
偏 导 函 子 198 
i FRB 671 
偏 导 函 数 (广义 函数 的 ) 849 
偏 近 点 角 1284 
MRR 1105 
ARAF 194 
偏 相关 系数 1187 
样本 偏 相关 系数 ”1187 
偏 微分 方程 ”922，979，1417 
一 阶 仿 微分 方程 992 
伴随 偏 微分 方程 958 
Claira 型 偏 微分 方程 ”1418 
Fokker-Planck 偏 微 分 方程 1144 
Lagrange ЖИЛ 1418 


1056 


1056 


1036, 1487 
1052 
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WR S nki E: 
RAM aD F: 
椭圆 型 偏 微分 方程 
偏 微 分 系数 5671 
RARE 369 
偏 微分 方程 的 解法 ”984 
一 阶 偏 敏 分 方程 的 解法 
二 阶 偏 签 分 方程 的 解法 
偏 微 分 方程 的 初 值 问题 
偏 微分 方程 的 数值 解法 
假设 

Souslin 假设 23 
线性 假设 1184 

备 择 假设 1203 

统计 假设 1202 
复合 假设 1202 
遍历 假设 1305 
简单 假设 1202 

解 消 假 设 1202 
连续 统 假设 51 

遍历 性 假设 вот 
广义 连续 统 假设 51 
假 亏 格 575 

假 次 数 544 

假设 检验 1202, 1458 
言 推理 ”12 

假 算术 亏 格 557 

盘旋 定理 1249 
нй) 894 

He FRB 894 
iH он 
ЖИЙ 596 
B 434 
斜 对 称 ( 张 量 ) 
bi 500 
des 436 
斜 齿轮 ”504 
ARE 27 
$D СИЛЕ ВО) 897 
BRR 

IMAR 278 
RRR 278 

di Hermite 型 146 
斜 对 称 的 (多 线性 映射 ) 
斜 投影 法 453 
斜 驶 曲线 460 
PREM 66 
斜率 函数 764 
t Hermite gp 
APE 117 
斜 投影 的 比率 454 
PMR BIE 455 
猜想 


1003 
996, 1010 
1014 
1421 


1417 
1418 

988 

1079 


143 


140 
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主 猜 想 579 

Arin 猜想 386 
Bieberbach 猜想 786 
Burnside 猜想 218 
Hase 猜想 397 
Lindelöf 猜想 339 
Mordell 猜想 343 
Poincaré 猜想 585 
Ramanujan 猜想 285 
Riemann 猜想 381 
Schreier 猜想 224 
Weil 猜想 394 
广义 Poincaré 猜想 585 
@ 207, 445, 455 
象 ( 射 的 ) по 

象 (4 同 态 的 ) 187 
象 (线性 映射 的 ) 139 
象 (映射 下 的 元 素 的 ) 43 
余 象 ( 射 的 ) 110 
余 象 (4 同 态 的 ) 187 
逆 象 ( 层 的 ) 114 
逆 象 (集合 的 ) 43 
原 象 ( 层 的 ) 114 

原 象 ( 集 合 的 ) 43 
原 象 (一 致 件 的 ) 100 
连续 象 78 
直接 象 ( 层 的 ) + 
GH 1299 

鱼 返 最 大 值 原理 744 
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K 48 
族 (集合 的 ) 44 
TÉ ө 

点 族 49 

迹 族 868 
核 族 868 
集 族 42, 44, 49 
Borel 族 689 
分 离 族 806 
正规 族 103 
代数 族 558 
加 性 族 689 
有 向 族 49 
函数 族 48, 49 
标 架 族 516 
Bue 49 
Borel 集 族 690 
有 向 点 族 92 
WEK 104 
0 加 法 族 689 
一 阶 标 架 族 518 
-apak 99 
E I 


可 数 加 法 族 689 
有 限 加 法 族 689 
伪 有 向 点 族 92 
完全 加 法 族 689 

独立 事件 族 1098 
Cauchy 有 向 点 族 101 
共 焦 抛物 线 族 425 

拟 解 析 函 数 族 so 
指数 型 分 布 族 1177 
复 解 析 变形 族 526 
部 分 有 向 点 族 92 
基本 有 向 点 族 101 
纤维 从 的 变形 族 527 
独立 随机 变量 族 1099 
以 /为 指标 集 的 族 48 
共 焦 有 心 圆锥 曲线 族 424 
! 为 指标 集 的 函数 族 48 
复 结构 的 c” 类 变形 族 526 
旋 子 164 

FRF 164 
WEA 645 
旋转 411, 896 
旋 度 1290 
旋 度 (向 量 场 的 ) 434 
旋 流 1290 

无 旋 流 1290 
旋 量 1326 

ЖЕШ 1328 

反 变 旋 量 1327 

双 称 旋 量 1327 

FEAR ЕВЕ 1327 

阶 数 为 人 的 无 点 旋 量 1327 
阶 数 为 的 有 点 旋 量 “1327 
MUX (k, n) 的 混合 旋 量 1327 
旋 子 群 164, 228 
MER (SO(m) 的 ) 229 
WEA (Spin(m) 0) 164 
半 旋 表示 164 
旋转 轴 499 
旋转 数 614 
旋转 群 228, 411 
广义 的 旋转 群 arr 
旋 轮 线 

一 般 旋 轮 线 464 

长 短 辐 圆 内 旋 轮 线 465 
长 短 辐 圆 外 旋 轮 线 465 
旋 映 射 645 
旋 子 范 数 163 
旋转 曲面 499 
旋转 定理 786 
旋转 双 曲 面 

双 叶 旋转 双 曲 面 426 
单 叶 旋转 双 曲 面 426 
旋转 面 坐标 1372 


RMB 426 

ЗЕНОН 126 

商 (理想 ) 164 

商 ( 数 的 ) 322 

商 (有 序 集中 的 ) 73 

商 ( 序 集中 的 ) 68 

BR 962, 1061 

素 商 (有 序 集中 的 ) 73 
整 商 (多 项 式 除法 的 ) 125 
Herbrand gj 203 
Rayleigh 商 582, 1080 
几何 商 563 

商 环 154, 165 

Ф Ж 165 

关于 素 理想 ?的 商 环 165 

商 系 (代数 系 的 ) 54 

商 格 72 

商 域 165 

商 集 (关于 等 价 关系 的 ) 47 

商 群 206 

商 群 (拓扑 群 的 ) 233 

WR 165 

商 代数 156 

AMR 105 

WRR 290 

BER 110 

商 拓扑 ”80 

商 的 群 211 

商 空 间 во 

商 空间 (一 璋 余 (类 ) 空 间 ) 139 

商 空间 (关于 等 价 关 系 的 线性 空间 
的 ) 139 

右 商 空间 233 

左 商 空间 233 

AAE 313 

商 群 列 208 

合成 商 群 列 208 

商 4 模 186 

商 Lie 群 242 

商 向 量 丛 634 

商 链 复 形 193 

fü Lie 代数 247 

商 拓扑 空间 so 

商 线 性 空间 (关于 等 价 关系 的 线性 
空间 的 ) 139 


滑 率 503 

419, 1482 
баж 1262 
Abk +22 
离心 素 422 
超出 率 1173 

对 数 减 缩 率 1297 
RABE 815 
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批 容许 废品 率 1224 
章 动 1282 
铺 形 

不 可 约 情形 128, 1365 

实 变量 情形 924 

复 变量 情形 925 
病态 的 情形 1065 
Riemann 面 的 情形 274 

多 变量 的 情形 276, 282, 286 
情况 39 

初始 情况 (Turing 机 中 的 ) 39 
终结 情况 (Turing 机 中 的 ) 39 
带 与 机 器 的 情况 39 
та 

转动 惯量 1279 
ERA 1280 
d 1279 

Sylvester 惯性 律 (关于 二 次 型 的 ) 

147 

WER 1279 
惯性 域 362 
惯性 群 361, 375 
惯性 指数 (二 次 型 的 ) 148 
惯性 椭 球 1280 
惯量 主轴 1280 
国 慎 Jacobi 法 1070 
MRE 1326 
添加 ( 子 集 ) 130 
BMR) 124 
新 伸 线 495 
渐 近 地 1181 
渐 近 的 

十 产 近 的 。929 
正 向 渐 近 的 ”929 
Wünik 952 
WER 463 
渐 近 值 792, 795 
HMR 495 
渐 近 切线 519 
新 近 分 数 

主 渐 近 分 数 327 

中 间 渐 近 分 数 327 

第 = 个 渐 近 分 数 (无 限 连 分 数 的 》 

326 

渐 近 方向 497 
渐 近 曲线 497 
新近 曲线 (射影 微分 几何 中 的 ) 

519 
渐 近 收敛 。828 
渐 近 级 数 713 

Debye 渐 近 级 数 1448 
Hankel 新 近 级 数 1448 
PER 933 

常 微分 方程 的 渐 近 人 性质 933 
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渐 近 值 集 795 

BODEX тїз 

WuRP 792 

渐 近 锥 面 427 

渐 近 地 展开 713 

渐 近 稳定 的 。959，968 

渐 近 稳定 的 ( 泛 函 微分 方程 的 解 ) 
970 

一 致 新 近 稳 定 的 ( 泛 函 微分 方程 

的 解 ) 570 

正 向 渐 近 稳 定 的 ”930，959 
负 向 渐 近 稳定 的 ”959 
大 范围 的 十 渐 近 稳定 的 ”930 

渐 近 函数 方程 “381 

新 近 相对 效率 ”1209 

渐 近 有 效 估 计量 1200 

混 ( 循 环 连 分 数 ) 327 

йа 

弱 混合 ( 自 同 构 ) 899 
强 混合 ( 自 同 构 ) 899 
《次 混合 ( 自 同 构 ) 899 

混杂 1219 

部 分 混杂 1219 

Е 212 

混合 型 1014 

混合 群 213 

混合 问题 986 

混合 张 量 142 

混合 面积 431 

混合 理想 169 

混合 策略 1247 

混合 模型 1214 

混合 型 计算 机 1096 

混合 初 - 边 值 问 题 ( 双 曲 型 算 子 的 ) 
1009 

混合 型 偏 微分 方程 1014 

谈 中 对 偶 定理 241, 246 

深 (理想 的 ) 165 

粘性 1289 

粘 合 边缘 650 

HARM 819 

粘性 系数 。 1291 

粗 (分 类 ) 47 

Hh 745 

粒子 

Bose 粒子 1318 

Fermi 粒子 1318 
基本 粒子 1330 

着 色 问 题 58 

密度 ( 素 理想 的 集 的 ) 365 
位 置 密度 317 

概率 密度 1103 
电 通 量 密度 1300 
磁 通 量 密度 1300 


密 率 (整数 的 于 集 的 ) 333 
密切 法 810 
密切 贺 495 
密集 点 703 
密切 平面 495 
密切 要 素 1284 
密度 定理 (de6orapes 的 ) 366 
密集 点 定理 (Lebesgue 的 ) 703 
谐振 动 1297 
Mi 8 
一 阶 谓词 ° 
二 阶 亩 词 э 
枚 举 谓词 37 
”元 谓词 8 
一 般 递归 谓词 27 
原始 递归 谓词 26 
谓词 变 元 9,11 
28 s, 11 
MER 9 
WES 9 
三 阶 谓词 逻辑 9 
高 阶 说 词 逻 辑 9 
PAK EMM AEM 12 
谓词 符号 u 
谓词 演算 12 
带 同 异性 的 谓词 演算 12 
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弹性 理论 1287 
弹性 散射 1322 

非 弹性 散射 1322 
随机 化 1171, 1217 
随机 地 1171 
随机 数 1263 

伪 随 机 数 1263 
随机 地 大 1210 
随机 过 程 1117, 1118 

广义 随机 过 程 1120 

正 态 随机 过 程 1119, 1160 
Gauss 型 随机 过 程 1160 

正 态 型 随机 过 程 1160 

复 正 态 随机 过 程 1119 

弱 意 义 的 广义 随机 过 程 1160 
各 点 独立 的 广义 随机 过 程 1121 
各 点 独立 值 的 广义 随机 过 程 

1121 

随机 走动 1132 
随机 规划 1232 
随机 变量 1098 

联合 随机 变量 1099 

a 维 随机 变量 1098 
8" 值 随机 变量 1098 
(5,5) 值 随机 变 嫩 1098 
随机 测度 1120 


随机 样本 1171, 1173, 1178 
随机 积分 1120 

随机 效应 1214 

随机 流动 1165 

随机 游 动 1303 

随机 数 表 1263，1495 
随机 化 检验 1202 

非 随机 化 检验 1202 
随机 张 量 场 1165 
随机 性 模型 1232 
随机 区 组 设计 1217 
随机 化 估计 量 1195 

随机 抽样 程序 1220 

随机 效应 模型 1214 
随机 游 动 问 题 1303 

随机 遍历 定理 894 
EMMA 1148 
随机 化 判决 函数 1190 
随机 变量 X 的 一 维 概率 分 布 1098 
隐 式 (公式 ) 1077 

PARR 48, 674, 675 
PAREM 674 
CCEA) 449 

维 ( 自 守 形式 的 ) 282 

余 维 ( 奇 芽 的 ) 656 

维 的 

无 限 维 的 (线性 空间 ) 138 
有 限 维 的 (线性 空间 ) 138 
维 数 (4 的 ) 823 

维 数 ( 复 形 的 ) 577 
RRR) 547 

维 数 (自由 核 的 ) 188 

维 数 (交换 环 的 ) 165 

维 数 ( 除 子 类 的 ) 798 

维 数 (解析 的 集 ) 823 
维 数 (Hilbert 空间 的 ) 832 
维 数 ( 仿 射 空间 的 ) 447 

维 数 (拓扑 空间 的 ) 96 

维 数 (线性 空间 的 ) 138 
维 数 ( 胞 腔 复 形 的 ) 581 
维 数 (射影 空间 的 ) 441 
维 数 ( 除 子 的 线性 系 的 ) 539, 554 
余 维 数 (代数 于 签 的 ) 547 
余 维 数 (线性 空间 的 ) 139 
MERC MAY) 200 
Keull 维 数 (理想 的 ) 165 
Krull 维 数 (交换 环 的 ) 165 
Lebesgue 维 数 96 

几何 维 数 659 

小 平 维 数 527 
ARERR) 200 
代数 维 数 527 
同调 维 数 ( 模 的 ) 200 
同调 维 数 (拓扑 空间 的 ) 97 


全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 
局 部 维 数 823 
标准 维 数 ( 紧 复 流 形 的 ) 527 
射影 维 数 ( 模 的 ) 200 
调和 维 数 803 
覆盖 维 数 (正规 空间 的 ) 96 
大 归纳 维 数 56 
上 同调 维 数 ( 层 的 ) 556 
上 同调 维 数 (代数 的 ) 201 
上 同调 维 数 (拓扑 空间 的 ) 97 
小 归纳 维 数 96 
左 全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 
弱 全 局 维 数 ( 环 的 ) 200 
维 数 型 (拓扑 空间 的 ) 98 
维 数 公理 592 
维 数 定理 ( 模 格 中 的 ) 73 
维 数 定理 ( 仿 射 几 何 的 ) 447 
维 数 定理 (射影 几何 中 的 ) 441 
维 数 函数 (关于 连续 几何 的 ) 25 
维 数 不 变 性 定理 97 
维 数 的 分 解 定理 96 
维 数 的 加 法 定理 96 
维 数 的 乘积 定理 96 
综合 1302 
谱 综合 909 
综合 几何 学 404 
+= 
{-] 
替换 公理 (集合 论 中 的 》 20, 45 
Mag 626 
杰 449 
楼 (图 中 的 ) 57 
Wilczynski 楼 519 
多 重 棱 (图 中 的 ) 57 
WM 422 
MW) 998 
mm 797 
БИЖ! 996, 998, 1002 
BIH: 426 
OR 426 
BHAT 426 
ЖИЫ 528 
WEA (Riemann 面 上 的 ) 275 
椭圆 点 (二 次 曲线 上 的 点 ) 497 
RARR 932 
MAR 539 
Bane 540 
椭圆 曲面 528 
椭圆 运动 1282 
HIRR 428, 438, 1370 
椭 贺 变换 66 
椭 贺 空间 452 
HAR 1035, 1037, 1424 


Jacobi ЖБ АЖ 1427 

Weierstrass MURR 1429 

WRAAE 1038 

第 二 类 椭圆 函数 1038 

EE ra 

PEMA (Riemann 面 ) 802 

BER 426 

MAR 646 

WOR 797, 1035, 1424, 1487 

MARA 797 

完全 椭圆 积分 1424, 1487 

不 完全 椭 贺 积分 1488 

第 一 类 椭 加 积分 1035, 1424 

第 二 类 椭 贺 积分 1035, 1424 

第 三 类 椭 贺 积分 1035, 1424 

第 一 类 完全 李 贺 积分 1036, 
1487 

第 二 类 完全 戎 圆 积分 1036, 
1487 

第 一 类 不 完全 袜 圆 积分 1036, 
1488 

第 二 类 不 完全 椭圆 积分 1489 

MARE 275 

MER 646 

WRG 1051 

AELE 451 

PUA BH A (Riemann 面 上 的 ) 275 

MBH 426 

зен Ви 426 

椭圆 函数 域 539 

超 椭 贺 函数 域 540 

WGT 869, 1001 

准 椭 贺 型 算 子 869, 1020 

强 椭圆 型 算 子 873，1001 

椭 贺 柱 函数 “1055 

MAMER 438, 1373 

AMR 283 

ЖМ Э К 1426 

椭 贺 3 BC MARK) 1038 

MATMAR 1035 

椭 球 调和 函数 “1051 

第 一 类 焰 球 调和 函数 “1052 

类 椭 球 调和 函数 ”1052 

第 三 类 椭 球 调和 函数 “1052 

第 四 类 椭 球 调和 函数 “1052 

椭 贺 型 二 次 曲面 429 

椭 球 型 特殊 函数 1033 

椭 呈 型 偏 微分 方程 996, 1421 

联 (两 个 次 正规 子 群 的 ) 209 

联络 484, 485 

Cartan 联络 489 

Euclid 联络 505 

Riemann 联络 488, 505 

仿 射 联络 487 
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анин 联络 561 
ita 联络 505 
标准 仿 射 联络 458 
RCRA ЫЙ) 579 
约 化 联接 605 

约 化 联接 ( 同 伦 类 的 ) 624 
联 立 方程 127 

联合 分 布 1099 

联络 形式 485 

联络 系数 489 
联 立 不 等 式 666 

联合 随机 变量 1099 

ME 434, 482 

散射 1322 

势 散 射 、1323 

共振 散射 1323 

弹性 散射 ”1322 

非 弹性 散射 1322 
散布 的 ( 层 ) 113 

散 度 定理 689 

散射 长 度 1323 

散射 宽度 1323 

散射 截面 1322 

散射 算 子 887 

ОБЛУС. вво 

期 望 值 1099 

条 件 期 望 值 1100 
数学 期 望 值 1102 

иж : 
Diophantus 通 近 350 
ICT 580 
AEM 327, 715 

多 项 式 逼近 715 
最 小 二 乘 逼近 716 

通 近 定理 (关于 赋值 的 ) 179 
通 近 定理 ( 紧 群 上 的 函数 的 ) 240 
Kichler ЖЛЕ 380 
Kronecker 通 近 定理 239 
Weierstrass 通 近 定理 715 
单 形 通 近 定 理 580 
WEE MRE 582 
超度 (上 同调 群 的 同 态 ) 202 
шй 17 

ium 631 

am 17 

超群 212 

超 广 群 212 

超 平面 ( 仿 射 空间 中 的 ) 447 
超 平面 (射影 空间 中 的 ) eer 
切 超 平面 445 
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极 超 平面 (射影 空间 中 点 的 ) 
445 

支撑 超 平面 430 
回归 超 平面 1184 
特征 超 平面 1003 
无 穷 远 超 平面 40 
超出 率 1173 

超过 的 («) 1126 
超过 的 1133 

< 超过 的 ”1126 

超 曲面 493, 548 

二 次 超 曲面 429 

二 次 超 曲面 (Euclid 空间 中 的 ) 

428 

二 次 起 曲面 (射影 空间 中 的 ) 444 
坐标 超 曲 面 438 
特征 超 曲 面 1003 
积分 起 曲面 979 

等 耻 超 曲面 452 

超 定 组 982 
超 定 组 (微分 算 子 组 ) 876 
超 限 的 (基数 ) 50 
超 面 元 977 
超 音速 1015 

超前 型 965 

超 球 面 456 

点 超 球面 456 
MEER 456 
极限 超 球面 452 

jp Euclid 超 球面 452 
有 向 实 超 球面 456 
超越 元 ( 域 的 ) 130 
超越 基 ( 域 上 的 ) 132 
超越 数 352 

超 上 同调 199 
超 平行 体 84, 449 
MPR 441 
超 正 交 群 222 
超 可 解 的 218 
超出 系数 1106 

超 曲 面 论 496 

起 松弛 法 1081 
ЖЕКШЕ 1081 
超 限 序数 70 

超 限 直径 759 

超 限 命题 8 

超 限 始 数 。51 

超 球 函数 1045 
ЮЙ) 797 
A 528 

超越 奇 点 776 

间接 超越 奇 点 777 
直接 超越 奇 点 777 
超越 扩张 (超越 元 的 ) 130 


纯 超 越 扩张 “132 

超越 曲线 167 

超越 次 数 132 

超越 函数 

Painlevé 超越 函数 950 

初等 超越 函数 “1402 

高 等 超越 函数 ”1033 

BLK 631 

超 算术 的 (函数 或 谓词 ) 38 

Hi Euler FEE 56 

超 几何 分 布 1103, 1457 

多 维 超 几何 分 布 1103, 1457 

超 几何 级 数 1040 

超 几 何 函 数 1040, 1432 

合流 型 超 几 何 函数 1046, 1441 

Barnes 的 广义 趟 几何 函数 1042, 
1433 

SERGE MASLIK 1042 

Appell 二 变量 (的 ) 超 几何 函数 
1042, 1433 

超 几何 积分 944 

超 广义 函数 857 

超 无 穷 远 点 452 

超 平面 坐标 443 

超 有 界 型 的 ”845 

超 限 归 纳 法 ( 良 序 集中 的 ) 69 

MBH 540 

BAARS 797  。 

超越 整 函数 788 

超 球面 几何 学 457 

超 球 微分 方程 1045 

MBAR 540 

超越 亚 纯 函 数 790 

超 几何 微分 方程 1041，1432 

Gauss 超 几何 微分 方程 944 

合流 型 超 几何 茹 分 方程 1046, 
1442 

超 平面 对 称 变换 411 

超 积 的 基本 定理 17 

超 几何 型 特殊 函数 1033 

超 限 逻 辑 选择 函数 13 

硬件 1094 

确定 组 (微分 算 子 组 ) 876 

确定 组 ( 偏 茹 分 方程 的 ) 982 

确定 性 过 程 1243 

确定 性 模型 1232 

mx 470 

裂 分 线 ( 连 线 的 ) 1088 

WE 470 

HHA 1060, 1168 

AH 1266 

插 补 集 ( 函 数 代数 的) 910 

H 1059, 1060, 1455 

反 插值 法 1060 


lagrange WASIR) 1060 

插值 偶 836 

插值 公式 

Everett 插值 公式 1061 

Newton 向 后 插值 公式 1061 

Newton 向 前 插值 公式 1061 

HAHH 836 

插值 定理 836, 837 

插值 空间 836 

实 插值 空间 837 

复 插值 空间 836 

插值 多 项 式 1060 

Lagrange 插值 多 项 式 
1455 


1060, 


til 


CSIR) 431 
WE 177 

擅 赋 值 180 
Archimedes 赋值 177 
广义 赋值 177 
平凡 赋值 178 
ТЕЎИ ИЙ 178,179 
加 法 赋值 177 

dE Archimedes 赋值 “177 
指数 赋值 177 
特殊 赋值 177 
乘法 赋值 177 
离散 赋值 178 
p-adic -赋值 178 
TESA 178 
p-adic 指数 赋值 178 
MUSIK 906 

赋值 环 177 

赋 范 空间 833 
拟 赋 范 空间 834 
可 列 赋 范 空间 845 
MAR 180 
赋值 理想 (赋值 的 ) 177 
RMA 180 
ЖА 486, 490 
AG) 107 
嵌入 (拓扑 空间 的 ) 658 
RACHA RICHI) 476 
EMKA 659 
射影 空间 的 媒 入 1389 
嵌入 R (图 的 ) 58 
嵌入 问题 658 
RAH 97 

完全 嵌入 定理 【10 
嵌入 原理 1243 
嵌入 案 因 于 165 
最 优 (设计 〉 1216 

最 大 元 ( 序 集中 的 ) 68 


最 大 型 (超越 整 函数 ) 789 

最 大 树 1238 

最 大 解 (数值 方程 的 ) 925 

最 小 元 ( 序 集中 的 ) 68 

最 小 型 (超越 整 函数 ) 789 

最 小 基 ( 主 整 环 的 ) 357 

最 小 解 (数值 方程 的 ) 925 

最 小 链 1135 

最 优 解 1239 

最 高 权 254 

最 大 亏 数 545 

最 大 下 界 ( 序 集中 的 ) 68 

RARA 81 

最 小 上 界 ( 序 集中 的 ) 68 

最 小 序列 765 

最 优 分 配 1221 

最 优 轨 线 1270 

最 优 控制 764, 1269, 1270 

最 短 表示 (理想 的 ) 165 

最 优 策略 1243 

最 后 判决 1194 

WERP 961 

Jacobi RARP 1411 

最 佳 通 近 327, 715 

最 速 降 线 465 

最 大 不 变 的 ”1178，1205 

最 大 公 因子 166 

最 大 公 因数 322 

最 大 功效 的 1203 

一 致 最 大 功效 的 (检验 ) 1203 

最 大 可 分 域 131 

最 大 值 原理 750, 753, 1126 
H. Cartan 最 大 值 原理 747 
Frosman 最 大 值 原理 744 
Понтрягин 最 大 值 原理 “1270 
扩大 最 大 值 原 理 744 
完全 最 大 值 原理 747 

鱼 返 最 大 值 原 理 744 

最 大 流 问题 1238 

最 大 模 原 理 782 

最 大 膨胀 率 815 

最 小 二 乘法 (估计 量 的 ) 1184 

кви BEES) 
106! 

ЗЗА 27 Et ML 
的 ) 1079 

二 乘法 1225 

二 乘法 1225 
间接 最 小 二 乘法 1225 

最 小 化 问题 1239 

最 小 公 倍 元 166 

最 小 公 倍数 “322 

最 小 分 裂 域 ( 多 项 式 的 ) 131 

最 小 多 项 式 (矩阵 的 ) 118 


最 小 多 项 式 (超越 元 的 ) 130 
最 小 多 项 式 (线性 变换 的 ) 145 
最 小 完备 类 1191 
最 不 利 分 布 1203 

最 优化 原理 1243 
最 优 预报 值 1166 
最 速 下 降 法 1085 

最 短路 问题 1238 

最 大 集中 函数 1104 

最 大 寡 零 理想 248 

最 小 二 乘 逼近 716 

最 小 作用 定律 1278 

最 小 最 大 定理 1247 
最 速 下 降 方向 1085 
最 速 下 降 曲 线 762 

Ж Чебышев q 函数 1091 
最 小 二 药 估 计量 1184 
广义 最 小 二 乘 估计 量 1185 
最 小 充分 统计 量 1176 

最 优 线性 预报 值 1161, 1166 
最 佳 不 变 估计 量 1199 

最 篇 正 交 多 项 式 1091 

最 简 交 代 多 项 式 126 

最 不 利 的 先 验 分 布 、1194 
最 多 第 一 类 不 连续 664 

最 紧迫 水 平 = 检验 ，1205 
最 佳 线性 无 偏 估 计量 1184 
最 大 流 最 小 切断 定理 1238 
最 佳 渐 近 正 态 估计 量 1200 
i 


SiC WRAY) 791 
信息 量 (分 布 的 ) 1196 
模拟 量 1062 

Newton 外 容量 759 
无 偏 估计 量 1195 

= 维 统计 量 1173 

中 位 数 无 食 估 计量 1197 
量词 8 

有 界 量词 26 

存在 量词 8 

全 称 量词 8 
ACME) 1277 
量 于 化 1315 
二 次 量子 化 1318, 1319 
量 特征 ( 标 ) 181 
FAX 1313, 1314 
量词 符号 8 

ERAR 1277 

量 纲 分 析 1277 

量子 统计 力学 1305 
量子 化 的 疲 函 数 1219 
遗传 的 

左 遗 传 的 ( 环 ) 200 
左 半 遗传 的 ( 环 ) 200 
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链 587 
链 ( 链 复 形 中 的 ) 196 
bt 590 


上 链 ( 上 链 复 形 中 的 ) 196 
升 链 ( 序 集中 的 ) 68 
升 链 ( 群 中 的 ) 208 
BARRER) 553 
闭 链 ( 链 复 形 中 的 ) 196 
降 链 ( 群 中 的 ) 208 

降 链 ( 序 集中 的 ) 68 
降 链 (有 序 集中 的 ) 73 
Xu 587 

Марков 链 1131 

上 闭 链 (上 链 复 形 中 的 ) 196 
无 限 链 595 
正则 链 ( 积 分 元 的 ) 974 
正规 链 1134 

Rue 1133 

有 限 链 595 

最 小 链 1135 

Met 1136 

rp 588 

Schubert [0 640 
分 离 上 链 617 

分 割 闭 链 805 

边 缴 闭 链 588 

有 限 上 链 595 

齐 次 ” 链 ( 群 的 ) 201 
非 再 归 链 1133 

非 齐 次 ” 链 ( 群 的 ) 202 
连续 上 闭 链 203 
RAGE 560 

基本 闭 链 584 

r 上 闭 链 ”590 
分 离 上 闭 链 617 
障碍 上 闭 链 616，637 
整 系数 " 链 587, 588 
C* 类 奇异 > 链 481 

r 上 边缘 闭 链 590 
Се BAH be 481 
> 阶 的 半空 间 链 411 
链 群 

上 和 链 群 (系数 群 的 ) 590 
rhe 588 

上 闭 链 群 590 

> 闭 链 群 588 
边缘 闭 链 和 群 588 
链 同 伦 192 
链 同 伦 ( 链 变 换 的 ) 196 
链条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
升 链条 件 ( 群 的 ) 208 
升 链条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
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降 链条 件 ( 群 的) 208 
降 链条 件 ( 序 集中 的 ) 68 
链 变 换 ( 复 形 间 的 ) 196 
链 映射 192, 589 
链 复 形 192, 589 

子 链 复 形 192 

商 链 复 形 193 

二 重 链 复 形 194 
FLERE 194 

有 向 链 复 形 591 

有 序 链 复 形 591 
奇异 链 复 形 591 
定向 链 复 形 591 
相对 链 复 形 193 

积 二 重 链 复 形 194 
相对 上 链 复 形 194 
йс 上 的 链 复 形 193 
链 等 价 ( 链 复 形 ) 192 
链 等 价 ( 链 复 形 的 ) 196 
链 同 伦 的 ( 链 映射 ) 192 
链 连 通 的 (度量 空间 ) 95 
链 复 形 映射 192 
锐角 us 
短 轴 123 
短 正 合 (序列 ) 197 
程序 1094 

子 程序 “1094 

主 程序 1094 

内 存 程序 1092 
汇编 程序 1094 
抽样 程序 1220 
编译 程序 1094 

机 器 语言 程序 1094 
统计 判决 程序 1190 
随机 抽样 程序 1220 
程序 设计 1094 

自动 程序 设计 1094 
剩余 (多 项 式 除法 的 ) 125 
剩余 ( 数 的 除法 定理 的 ) 322 
二 次 剩余 324 

范 数 剩余 364 
二 次 非 剩 余 324 
"KAR 363 
MRR 

BO t МЖЖ 324 
на Ж 324 
剩余 环 ( 模 理 想 ) 154 
WRK 324 

剩余 类 ( 环 中 的 模 理想 ) 154 
模 芒 的 不 可 约 剩余 类 324 
剩余 域 ( 环 的 ) 154 
剩余 群 (拓扑 群 的 ) 233 
模 已 的 剩余 群 206 
剩余 谱 881 


剩余 代数 156 
剩余 定理 15 
孙 于 剩余 定理 324, 1343 
BRB 139 
剩余 类 环 ( 模 理 很 ) 154 
剩余 类 域 ( 环 的 ) 154 
剩余 类 域 (赋值 环 的 ) 177 
剩余 类 域 (有 理 整数 环 的 ) 130 
剩余 类 群 (拓扑 群 的 ) 233 
BHM RRA 206 
剩余 符号 
RRS 364 
ВОН РО 365, 376 
Hilbert 范 数 剩余 符号 “363 
剩余 类 代数 156 
剩余 类 空间 139 
剩余 特征 标 330 
等 式 
不 等 式 665，1391 
Parseval 等 式 723, 728, 733, 
737, 142, 743, 832 

Chapman-Koaworopos 等 式 1122 
SCM) 700 
等 价 ( 纽 结 ) 609 
等 价 (命题 ) 7 
等 价 (测度 ) 313 
等 价 (赋值 ) 177 
等 价 (纤维 从 ) 632 
等 价 (坐标 从 ) 632 
等 价 (范畴 的 ) 107 
等 价 ( 链 复 形 的 ) 196 
等 价 (覆盖 空间 ) 608 
等 价 (Fréchet 意义 下 的 ) 702 
反 等 价 (范畴 间 的 ) 107 
右 等 价 656 

链 等 价 ( 链 复 形 ) 192 

链 等 价 ( 链 复 形 的 ) 196 
CBR ABR) 653 
人 等 价 651 

一 次 等 价 ( 除 子 类 ) 554 
上 链 等 价 194 

代数 等 价 558 

有 理 等 价 sss 

同 伦 等 价 605 

线性 等 价 525 
线性 等 价 ( 除 子 类 ) 554 
数值 等 价 558 

稳定 等 价 643 
等 价 的 (点 ) 273 

等 价 的 ( 开 折 ) 656 
等 价 的 (公式 ) 【1 
等 价 的 (关系 ) 47 

等 价 的 (二 次 型 ) 147 

等 价 的 ( 西 表示 ) 297 


等 价 的 ( 求 和 法 ) 710 
СЕЖЕ) 278 
等 价 的 (基本 序列 ) 471 
等 价 的 (随机 过 程 ) 1їїз 
等 价 的 (基本 邻 域 系 ) 77 
等 价 的 (Turing 机 中 的 字 ) 40 
西 等 价 的 884 

拟 等 价 的 ”298 

弱 等 价 的 (变换 ) 895 
组 合 等 价 的 (图 的 ) 58 
保 角 等 价 的 ”801 

在 ?下 是 可 数 等 价 的 895 
在 ?下 是 有 限 等 价 的 895 
等 价 类 47 

ЖИШШ 751 

等 高 线 453 

等 距 的 (曲面 499 

等 距 的 (Riemann 流 形 ) 505 
"adr 1289 

等 比 级 数 706, 708, 1400 
等 方位 线 460 

等 价 关系 47 

等 价 定律 (等 价 关系 的 ) 47 
等 价 映射 

同 伦 等 价 映射 605 

弱 同 伦 等 价 喘 射 605 
等 时 曲线 465 

等 角 螺 线 166 

等 局 问题 495, 767 
广义 等 局 问题 762, 768 
特殊 等 周 问题 768 
ЭМА 708, 1400 

等 效 原理 (物理 学 中 的 ) 1311 
等 距 对 应 499 

GEER 457 

等 距 映 射 87, 505 
SORT 863 

部 分 等 距 算 于 863 
等 温 坐 标 438 

等 温 参 数 501, 766 

等 权重 原理 1306 
等 交 比 点 列 444 
等 轴 双 曲线 423 

等 度 连续 的 (映射 族 ) 103 
等 度 连续 的 (映射 的 族 ) 905 
等 周 不 等 式 768 
等 距 超 曲 面 452 

等 轴 测 投影 法 155 

等 积 仿 射 变换 150 

等 轴 双 曲线 坐标 438, 1371 
等 距 的 度量 空间 87 

SRER 1243, 1246 

纯 策略 1247 

混合 策略 1247 


最 优 策略 1243 
策略 变量 1232 
策略 空间 1246 
dE 34 
ME 333, 340 

КЕ 341 

Eratosthenes Е 322 

Selberg fE 340 
Ж 34 
简化 型 1225 
傍 轴 光线 1299 
* 

子 集 42 

子 集 (公理 集合 论 中 的 ) 20 

开 集 76 

ЖЖ 827, 848, 883 

支 集 (函数 的 ) 847 

支 集 (微分 形式 的 ) 479 

PERO 430, 449 

交集 (集合 的 ) 42 

AM 76 

并 集 (集合 的 ) 42 

并 集 ( 公 理 集合 论 中 的 ) 20 

导 集 ( 集 的 ) 81 

极 集 746 

极 集 (空间 对 的 ) 843 

序 集 68 

补 集 (集合 的 ) 42 

和 集 ( 集 合 的 ) 42 

空 集 20, 42 

始 集 (对 应 的 ) 46 

然 集 (对 应 的 ) 46 

柱 集 (的 ) 693 

点 集 ( 集 合 的 ) 42 

ERONEN) 1216 

AMORA) 42 

‘KR вз 

积 集 (集合 的 ) 42 

MR 843 

商 集 (关于 等 价 关系 的 ) 47 

R 34 

割 集 (图 中 的 ) 58 

聚集 (集合 的 ) 42 

徊 集 ( 公 理 集合 论 中 的 ) 20 

BE 691, 860 

АЖ 33 

Baire 集 690 

В, K 35 

Borel 集 690 

Cantor 集 95 

Cu 集 35 

ғ, Е 690 
G, R 690 

Helson Ж 735 


Kronecker $E 735 

MS 726 

LT 35 

Sidon $ 735 

ОЖ 726 

Tcu 289 

无 限 集 42,51 

ERR s 

DBR 1238 

分 层 集 (微分 拓扑 中 的 ) 655 
SRM 657 

DRE 843 
正规 集 (自动 机 中 的 ) 4 
可 数 集 50 

APRS 206 

ERE 206 

HGR 289 

GR 288 

半 序 集 68 

对 角 集 

对 称 集 ( 函 数 代数 中 的 ) 909 
边缘 集 80 

有 向 集 69 

AR 68 

di 42, 51 

[eS 603 

自 密集 s 

全 序 集 68 

决定 集 817 

约束 集 ( 最 小 化 问题 的 ) 1239 
极 小 集 929 

极点 集 824 

间断 集 95 

完备 集 э! 

良 序 集 68 

纵 标 集 697 

直 和 集 ( 集 族 的 ) 45 
PRM = Cartesian 积 (集合 的 ) 


43 
TEBE = Cartesian 积 ( 集 族 的 ) 
45 
奇 点 集 824 
LS: s 
指标 集 (元 素 的 族 的 ) 44 
星 型 集 ( 子 集 的 ) 82 
选择 集 20, 49 
重 陪 集 206 
ЖЕЙ 657 
BFR 71 
配置 集 44 
АТЖ 42 
特征 集 546 
递归 集 27 
FEE 863 
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BAR 35 
通用 集 (集合 论 中 的 ) 42 
基本 集 (结构 的 ) 53 
基本 集 (不 连续 群 的 ) 274 
离散 集 81 

商 G 集 289 

插 补 集 (函数 代数 的 ) 910 
零点 集 824 
解析 集 (集合 论 中 的 ) 33 
ЖЖ 795 

CA 集 33 

„Е 693 

(05,2) ÆR 57 

三 分 点 集 95 

广义 Cantor Ж 95 
EMAR 432 

归纳 序 集 49 

有 向 点 集 92 

AR 70 

补 解析 集 33 

ARAR 79 

йсй 289 

直 积 序 集 ( 序 集 族 的 ) 69 
直 积 G 集 289 

奇 性 支 集 (C” 函数 的 ) 870 
非 连通 集 (图 中 的 ) 58 
相对 开 集 79 

相对 闭 集 79 

相 重 性 集 726 
面 元 并 集 ，977，993 
狭义 Bore E 690 

退化 点 集 824 

弱 徘徊 集 sod 

基本 开 集 ，77 

基本 开 集 (不 连续 群 的 ) 274 
BAAR 78 

唯一 性 集 726 

渐 近 值 集 795 

解析 的 集 (解析 空间 中 的 ) 822 
解析 性 集 734 

B 可 测 集 690 

9 可 测 集 690 

Cantor 间断 集 95 

Ns KER 761 

< 极限 集 (轨道 的 ) 969 
名 极限 集 929 

中 极限 集 ( 轨 道 的 ) 969 
不 确定 点 集 824 
KERAK 795 
正 向 极限 集 929 

主 解析 的 集 822 
НЕ 795 
线性 有 序 集 68 
乘法 封闭 集 ( 环 的 ) 165 


1626 。 169] 
一 阶 射影 集 34 

递归 可 枚 举 集 27 
во 


а 823 
集合 42 

DBRS 101 
ЖИ 689 
集 格 72 
集 域 689 

Borel ЖЭЙ 689 
IRR 42, 44, 49 

Borel 集 族 690 

以 4 为 指标 集 的 集 族 44 


жай 45 
Godel 集合 
Zermelo 


论 21 

集合 论 21 
一 般 集合 论 n 
Bernays-Gidel 集合 论 20, 21 
Zermelo-Fraenkel 集合 论 20 
公理 集合 论 4,19 

描述 集合 论 36 

古典 描述 集合 论 38 

能 行 描述 集合 论 38 

集 序列 ”49 

单调 集 序列 690 

SES 104 

RAR 697 

加 性 集 函 数 698 

有 限 加 性 集 函 数 697 
完全 加 人 性 集 函 数 698 

集 Boole 格 73 
集中 函数 

平均 集中 函数 
最 大 集中 函数 
集合 论 公 式 20 
集合 的 基数 71 
集体 风险 论 1231 
集合 4 的 基数 50 
док 9 Е Бака 103 
焦点 506 

焦点 ( 流 的 ) 932 
ARCH) 422 
焦点 ( 双 曲 线 的 ) 428 
焦点 (光学 中 的 ) 1299 


1104 
1104 


428 ` 
PACER) 218 
循环 588 

+ Б ЮК 590 * 
循环 节 ( 循 环 连 分 数 的 ) 327 
循环 的 (轨道 的 点 ) 931 

区 域 循环 的 ”93u 


TRR 206 

UFR 206 

循环 方程 135 

循环 代码 1262 

循环 代数 160 

循环 扩张 ( 域 的 ) 134 

循环 向 量 297 

循环 表示 。 297 

循环 定理 ”931 

循环 部 分 1132 

循环 排列 54, 1432 

GE Jacobi 法 1070 

循环 行列 式 123 

ШИЕЛИ 327 
[+] 

情 性 律 1279 

情 性 域 362 

НЕШ 361 

ERAT 1319 

Ae 747 

ЖЕ 1295 

均匀 油性 1295 

各 向 同性 油性 “1295 

FOS MIAME 1295 

ae 1292, 1294 

谓 线 503 

Жж 503 

游程 un 

游荡 的 。930 

非 游荡 的 ”930 

游荡 点 654 

非 游荡 点 654 

割 集 (图 中 的 ) 58 

割 集 阵 (标号 图 的 ) 58 

曾 定理 348, 380 

Pigs 348, 380 

普通 公理 5 

普遍 映射 性 ”109 

道路 607 

道路 (图 中 的 ) 57 

道路 (Finsler 空间 中 的 ) 516 

闭 道路 607 

闭 道路 (图 中 的 ) 57 

北道 路 607 

Sol 道路 470 

道路 空间 (拓扑 空间 上 的 ) 630 

жоёт 

MCR) 70 

FEC BAY) 678 

每 (基数 的 ) 51 

每 ( 群 的 元 的 ) 206 

аж р 

分 数 和 890 


PHI 144 
PRIMEM) 634 
WE 1070 
HRCA) 42 
每 集 (公理 集合 论 中 的 ) 20 
BS (Lie H) 242 
WM 777, 1401 
RCS TARY) 816 
EDUC SMH) 173 
СЕН 174 
RAB 173 
以 无 穷 远 点 为 中 心 的 宕 级 数 
778 
第 单 的 (线性 变换 ) 145 
Ж 258 
入 指数 (中 心 单 代数 的 》 159 
STR) 152 
ASA) 152 
EH 734 
知 等 的 ( 环 的 子 集 ) 152 
短 等 律 ( 格 中 的 》 71 
BERTH) 152 
SRS 907 
жй (Lie 代数 ) 248 
TEXT M/P) 167 
RSM FR) 152 
HER 209 
ХЕЕЕ 209 
BRNK 173, 174 
KARRAR 174 
ARBRE 173 
FES SCREENS) 145 
WERE 119 
BRAMAN) 45 
EDA RAY) 145 
WERK 183 
EAM 118 
BRE 249 
RERA) 155 
每 结合 代数 183 
BARES 364 
WERE 258 
遍历 的 ( 流 ) 933 
遍历 的 (变换 》 892 
8070 (Марков 链 ) 1132 
严格 遍历 的 ( 紧 度 量 空间 上 的 朵 
BE) 904 
唯一 遍历 的 ( 紧 度量 空间 上 的 局 
HE) 904 
遍历 性 896 
遍历 分 解 (Lebesgue 测度 空间 的 ) 
905 
遍历 曲面 1305 
遍历 条 件 1252 


遍历 性 类 1132 
WE 891, 931 
Ab 遍历 定理 893 
个 体 遍 历 定理 892 
比率 遍历 定理 воз 
平均 遍历 定理 892 
局 部 遍历 定理 892，893. 
随机 遍历 定理 894 
遍历 信 源 ”1258 
遍历 理论 sel 
遍历 假设 1305 
遍历 假定 “1305 
遍历 性 假设 ”891 
遍历 传输 容量 1259 


[z] 


强 (拓扑 ) 78 

强 (一 致 性 ) 100 

强 (等 价 关系 ) 47 

强 ( 微 分 算 子 ) 871 

强度 1219 

同等 强度 871 

强 分 离 430 

强 扩张 ”872 

强 收敛 ( 算 子 的 ) 833 

强 收敛 (线性 算 子 序列 的 ) 862 
强 级 数 925 

强 级 数 (序列 ) 102 

强 拓扑 (测度 族 上 的 ) 745 
强 拓扑 ( 直 积 空间 上 的 ) во 
强 拓扑 ( 赋 范 空间 的 ) 834 
强 拓扑 (拓扑 线性 空间 上 的 ) 843 
强 函 数 705 

调和 强 函 数 754 
强制 的 873 

强 混合 ( 自 同 构 ) 899 

强 (py 4) 831 

强 Марков 性 1125 

强 双 曲 型 1008 

强 可 测 的 858 

强 回归 的 (可 测 变换 ) 894 
强 伪 凸 的 ”819 

强 级 数 法 926 

强求 和 法 710 

АЙЗА 1009 
MMAR 1260 

强 G 平 稳 1165 

强 Lefsehetz 定理 560 
mp ey 870 

强 Марков 过 程 1125 
强 不 可 达 的 (序数 ) 71 
强大 数 定律 ”111L 

强 平稳 过 程 1159 
СОЛЕ 850 


BERRA 240 
强 算 子 拓扑 ”862 
强 不 可 到 达 的 (序数 ) 23 
强 形变 收缩 核 604 
强 非 线性 系统 952 
强 戎 圆 型 算 子 ”873，1001 
强 平稳 广义 过 程 1165 
强 的 意义 下 单调 的 ”955 
属于 (集合 的 ) 42 
属于 一 致 性 的 拓扑 99 
隔离 的 ( 紧 度量 空间 上 的 同 且 ) 905 
RR 
BARR 1009 
BAER 1009 
GE) so 
级 增 函数 829 
组 增 广义 函数 853 
Huc" 类 函数 829 
编码 1257, 1261 
编译 程序 1094 
编码 理论 1261 
十 三 画 
p=] 
模 积 (导出 函 子 的 ) 200 
概念 
基本 概念 (结构 的 ) 53 
无 定义 的 概念 6 
概 型 549 
底 概 型 549 
群 概 型 552 
Hilbert 概 型 559 
Noether 概 型 550 
SHER 549 
代数 概 型 550 
仿 射 概 型 549 
形式 概 型 564 
分 离 5 概 型 550 
拟 射影 概 型 557 
局 部 Noether 概 型 550 
5 上 的 概 型 549 
s 上 的 射影 概 型 ”557 
概率 
几何 概率 317 
先 验 概率 1101 
后 验 概率 “1101 
条 件 概率 ”1100 
转移 概率 (Марков 链 的 ) 1131 
破产 概率 ”1231 
消灭 概率 1154 
事件 E 的 概率 ”1097 
事件 。 发 生 的 概率 1097 
概率 论 1097 
概率 纸 1090 
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二 项 概率 纸 1088 

概 型 的 射 549 

概括 公理 (集合 论 中 的 ) 45 
概率 分 布 1097. 1102, 0457 
+ =# 维 概率 分 布 1098 

条 件 概率 分 布 1100 
随机 变量 x 的 一 维 概率 分 布 

1098 

概率 事件 1097 

eH] 1097 

ARAE 1097 

概率 振幅 1315 

MERA 1443 

概率 密度 1103 

福 率 母 函数 1108 

概率 坐标 纸 1090 
概率 相 容 性 1200 
概率 的 可 加 性 1098 

感应 方程 1294 
感觉 器 官 (自动 机 中 的 ) 4l 
零 元 ( 环 的 ) 152 
零 元 ( 域 的 ) 129 
零 元 (加 法 群 的 ) 214 
广义 寡 零 元 907 
Bit 604 

SR 444 
Җи 152 
零点 (多 项 式 的 ) 171, 124 
零点 ( 复 变 函 数 的 ) 771 
零点 (多 项 式 环 的 于 集 的 ) 171 
零点 (代数 于 钥 上 的 函数 的 ) 554 
零点 (代数 曲线 上 的 函数 的 ) 538 
ABBR 771 

一 k 阶 零点 m 

Bessel 函数 的 零点 1491 
SASHA) 118 
零 放 (线性 映射 的 ) 139 
Se 587 
BR 691, 860 

Ng 类 零 集 761 
函数 论 的 零 集 760 
零 化 于 237 

ACT 160 

EFF 160 
零 化 度 ( 闭 线性 算 子 的 ) 886 
零 代数 156 
BYR 0, 
零 因子 ( 环 的 ) 152 

零 因 子 (关于 М/Р 的 ) 167 
FAR 432 ! 
零 序列 (a-adie 拓扑 中 的 ) 168 + 
SRA 289 
SRR 860 d 
FAR 824 
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BE 117 
SRF (BRN) 554 

零 调 的 ( 复 形 ) 196 

零 调 的 ( 链 复 形 ) 193 

零 调 的 (上 链 复 形 ) 195 
TARY воз 
零 再 归 的 “1133 
SEDE 1247 

二 人 零 和 对 策 1246 
零点 定理 

Hilbert 零点 定理 171 
Rickert 零点 定理 823 
Me 886 

长 期 摄 动 1282 
正则 摄 动 886 
йй 948 

解析 报 动 886 
线性 算 子 的 振动 885 
摄 动 法 1286 

摄 动 理论 

一 般 摄 动 理论 1286 
特殊 摄 动 理论 1286 
WR 464 

PBR 465 

IER 465 

次 摆 线 464 

ERRA 461 

SO (SENS) 65 
IARE 772 

输入 1094 

WA (Turing 机 中 的 ) 39 
输出 1094 

输出 (Turing 机 中 的 ) 39 
输入 测度 1259 
输入 误差 1062 
输出 测度 1259 
输入 总 数 的 限制 


ti) 


频率 1296, 1297 

频率 (平移 流 的 ) 903 
MMR 1296, 1297 
频数 (样本 值 中 的 ) 1173 
相对 频数 ”1173 

频 内 观测 法 953 
频数 分 布 表 1174 
HEEM 786 
KERFA 786 
蜗牛 线 464 

跨 声速 流动 ”1291 

跨 声 速 流动 的 相似 法 则 1292 
跳跃 664 1 
ERAR 919 

路 线 
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渐 近 路 线 792 

积分 路 线 588 

置换 205 

SER 218 

BER 218 

Frobenius 置换 361, 375 
置换 群 205, 218 

可 迁 置换 群 219 

非 可 迁 置 换 群 219 

置信 区 间 1201 

置信 区 域 1201 
TARAKA 1201 

一 致 最 大 功效 置信 区 域 1201 
一 致 最 大 功效 不 变 置信 区 城 1201 
“SAAD EER ESE, 

201 

置信 水 平 120 

置信 系数 “1201 

置信 和 界限 1200 

置换 表示 288 

反 置 换 表示 288 

群 的 置换 表示 288 
照 象 测量 法 455 
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menm) во 
MENS) 68 
PUGH EA (Banach 空间 中 的 插值 


° ”第 一 类 错误 1203 


第 二 类 错误 1203 
锥 (空间 上 的 ) 605 
WCRI) 579 
Euh 431 

双 角 锥 (空间 的 ) 605 
双 角 锥 (映射 的 ) 605 
约 化 锥 605 

映射 锥 605 

D LM 

约 化 双 角 锥 (空间 的 ) 605 
ТИЫМ АНЕ 605 
BARE 605 
жш 445, 500 

二 次 锥 面 427, 429 
Wem 427 
简 并 1317 
简约 的 

半 可 简约 的 ”314 

可 简约 的 ( 作 才 ) 314 
可 简约 的 (代数 群 ) 259 
可 简约 的 (Lie 代数 ) 249 
可 简约 的 ( 齐 性 空间 ) 265 


简单 弧 461 
简化 公式 518 
简化 表示 292 
简化 范 数 292 
简 正 振动 1297 
简 谐 运动 1297 
简单 收敛 。780 
简单 级 数 707 
简单 函数 695 
简单 假设 1202 
简化 特征 标 292 
简单 闭 曲线 461 
简单 类型 论 9 
简单 损失 函数 
微分 669 
微分 ( 域 的 ) 132 
微分 (代数 的 ) 201 
微分 (函数 的 ) 669 
微分 (多 项 式 的 ) 125 
TRA (Lie 代数 的 ) 249 
敏 分 (交换 环 的 ) 174 
微分 ( 复 形 中 的 ) 196 
微分 (上 链 复 形 中 的 ) 194 
答 分 (代数 函数 域 的 ) 555 
微分 ( 流 形 上 的 函数 的 ) 476 
上 微分 850 

内 微分 (代数 的 ) 201 

内 微分 (Lie 代数 的 ) 249 
ЭЯ аво 

全 微分 671 

全 微分 (二 重复 形 上 的 ) 196 
Py 671 

Abel 微分 797 
Fréchet 微分 864 
Ghteaux 微分 864 
Oma 541 

二 次 微分 798 

不 变 微分 568 
ЖИЙ 804 
FMA 804 

共 变 微分 486，489 
共 变 微分 (向 量 场 的 》 
共 变 微分 ( 张 量 场 的 ) 
EMMI 804 

逐 项 微分 708 

高 阶 微 分 (交换 环 的 ) 
调和 微分 804 

仿 微 分 (同调 代数 中 的 》 
解析 微分 804 
"ЙЯ 670 
第 一 种 微分 541, 555 
第 二 种 微分 541 
第 三 种 微分 541 

向 量 场 的 微分 1368 
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487 
491 


175 


196 


映射 9 的 微分 476 
第 一 种 Abel 微分 797 


伴随 微分 式 958 
伴随 双 线 性 散 分 式 958 
微分 环 174 
微分 法 
图 解 微分 法 1088 
数值 微分 法 1074 
微分 学 669 
微分 域 174 
微 积分 1392 
微分 几何 1373 
微分 方程 ”922 
全 微分 方程 971, 1417 
常 微分 方程 921, 1410 
WMD 922, 979, 1417 
Beltrami 微分 方程 815 
Bessel 微分 方程 1048, 1415 
Gauss 微分 方程 ”1041 
Hermite 微分 方程 1415，1453 
Hill 微分 方程 1055 
Jacobi 微分 方程 1415, 1453 
Killing 微分 方程 508 
Kummer 微分 方程 1442 
Laguerre 微分 方程 1415, 1454 
Lamé 微分 方程 ”1051 
Legendre 微分 方程 ”1043，1415 
Lowner 微分 方程 786 
Riemann 微分 方程 1432 
Weber 微分 方程 1452 
Whittaker 微分 方程 1046,1415, 
1442 
Чебышев 向 分 方程 “1451 
代数 微分 方程 (微分 环 中 的 》 
175 
自 伴 微分 方程 939 
伴随 微分 方程 939, 958 
ZAMS 969 
延迟 微分 方程 971 
恰当 微分 方程 1411 
差分 微分 方程 965 
积分 微分 方程 971, 1029 
随机 微分 方程 1148 
超 球 微分 方程 1045 
Briot-Bouquet 微分 方程 
949 
Cauchy-Riemann 微分 方程 ”769， 
s17 


946, 


Euler-Lagrange 微分 方程 763 
Tissot-Pochhammer 微分 方程 
1042 
Maurer-Cartan 微分 方程 245 
一 阶 偏 微 分 方程 992 
代数 的 微分 方程 948 
有 理 的 微分 方程 s 
合流 型 微分 方程 1046 
齐 次 常 微分 方程 1410 
伴随 偏 微 分 方程 958 
线性 常 微分 方程 937 
超 几 何 微分 方程 1041，1432 
Bernoulli 型 常 微分 方程 MU 
Clairaut 型 常 微分 方程 ”1411 
Clairaut 型 偏 微分 方程 1411 
Fokker-Planck 偏 微分 方程 1144 
Fuchs 型 常 微分 方程 941 
Kdv 微分 方程 957 
Lagrange 型 常 微分 方程 1411 
Lagrange 型 偏 微 分 方程 1418 
1aguerre( 连带) 微分 方程 1415, 
1454 
Prandtl 积分 微分 方程 1030 
Riceati 型 党 微分 方程 1411 
一 阶 线性 常 微分 方程 1410 
广义 Riceati 型 常 微分 方程 
1411 
双 曲 型 偏 微 分 方程 1003 
多 方 指数 微分 方程 956 
抛物 型 偏 微 分 方程 1010 
高 阶 齐 次 常 微 分 方程 1412 
高 阶 线性 常 微分 方程 1412 
混合 型 偏 微分 方程 1014 
MOD WAG 996, 1421 
Gaus 超 几何 微分 方程 ”944 
Legendre 连带 的 微分 方程 1043 
Euler 型 线性 常 微 分 方程 1412 
Wiener-Hopt 型 积分 微分 方程 
1030 
合流 型 超 几何 微分 方程 
1442 
微分 同 胚 
C 微分 同 胚 904 
Аносов WARE 654, 904 
C BME 476 
微分 形式 ”479 
外 微分 形式 479 
闭 微 分 形式 ”480 
核 政 分 形式 “1018 
REBAR 568 
AMER 480, 985 
调和 微分 形式 ”532 
Maurer-Cartan 微分 形式 ”245 
RARER 555 


1046, 
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(rss) 型 的 微分 形式 ”524 
标准 一 次 微分 形式 487 
第 一 基本 微分 形式 ”496 
496 
502 
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ADR 669 
左 微分 系数 669 
偏 微分 系数 671 
右 微分 系数 669 
MASH 175 
MAEM 920 
微分 指数 542 
微分 除 子 539 
微分 结构 649 
C 微分 结构 474 
C 类 微分 结构 474 
BARI 474, 637 
可 微分 流 形 474 
MR MARTE 607 
с' 类 微分 流 形 474 
BAY п BC 类 微分 流 形 175 
微分 理想 973 
微分 理想 ( 敏 分 环 中 的 ) 175 
素 微 分 理想 (微分 环 中 的 ) 175 
半 素 微分 理想 (微分 环 中 的 ) 
175 
微分 截面 1322 
微分 算 子 434, 869, 1060 
BAKE (Mikusiieki 的 ) 918 
ORAM 876 
常 微 分 算 子 869 
偏 微分 算 子 869 
一 阶 微分 算 子 477 
共 变 微分 算 子 ”491 
大 阶 微分 算 子 646 
Beltrami (的) 第 一 种 微分 算 子 
493, 1375 
Beltrami (A)R HMAT 
493, 1375 
微分 几何 学 472 
古典 微分 几何 学 1373 
仿 射 微分 几何 学 520 
保 形 微分 几何 学 520, 521 
射影 微分 几何 学 518 
各 种 空间 的 微分 几何 学 516 
曲线 和 曲面 的 微分 几何 学 ”493 
微分 不 变量 518 
基本 微分 不 变量 519 
微分 分 析 仪 1095 
微分 方程 论 920 
微分 方程 组 922 
全 微分 方程 组 971 
常 微分 方程 组 922, 1418 
自 伴 微分 方程 组 940 
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伴随 微分 方程 组 ”939，958 

1 阶 偏 微 分 方程 组 (微分 流 形 上 
的 ) 975 

一 阶 线性 常数 分 方程 组 938 

WAREN 476 

微分 多 项 式 175 

微分 拓扑 学 577, 648 

微分 结构 群 

组 合 球面 的 百 分 结构 群 653, 
1381 

组 合 球面 的 定向 微分 结构 群 
653 


微分 除 子 类 798 
微分 算 子 组 376 
微分 Lie 代数 249 
微 正 则 系 综 1306 
微分 动力 系统 654 
微分 多 项 式 环 175 
币 分 方程 的 解法 
全 微分 方程 的 解法 “1417 
一 阶 常 微分 方程 的 解法 1410 
一 阶 仿 微 分 方程 的 解法 1417 
二 阶 偏 微分 方程 的 解法 1418 
高 阶 常 微分 方程 的 解法 1411 
党 系数 线性 常 微分 方程 的 解法 
1413 
微分 域 的 Galois 理论 175 
RAI AEM 683 
MATER GY USER 113 
微分 流 形 的 拓扑 学 649 
微分 流 形 的 Riemann-Roch 定理 
645 
MARE 222, 1478, 1480 
触 点 76 
解 (不 等 式 的 ) 666 
解 (代数 方程 ) 127 
解 (微分 方程 ) 922，979 
解 ( 差分 方程 的 ) 963 
解 ( 线 性 方程 组 的 ) 123 
解 ( 常 微分 方程 的 ) 922 
解 ( 偏 微分 方程 的 ) 979 
解 (几何 作 图 问题 的 ) 416 
解 ( 偏 微分 方程 组 的 ) 972 
解 (线性 方程 中 的 线性 规划 的 》 
1234 
主 解 963, 982 
AM 980 
全 解 (一 阶 偏 微分 方程 组 的 ) 
981 
奇 解 ( 常 微分 方程 的 ) 922 
奇 解 ( 偏 微 分 方程 的 ) 980 
奇 解 (一 般 偏 微分 方程 的 ) 981 
奇 解 (一 阶 偏 癌 分 方程 组 的 》 
981 


AW топ 

特 解 ( 常 微分 方程 的 ) 922, 923 

MEECIARLA TI EM) 980 

SE 1000 

通 解 ( 差分 方程 的 ) 964 

通 解 ( 常 征 分 方程 的 ) 922, 923 

通 解 ( 偏 微分 方程 的 ) 980 

通 解 ( 偏 微 分 方程 组 的 ) 972 

通 解 (一 般 偏 微分 方程 的 ) 981 

通 解 (一 阶 偏 微分 方程 组 的 ) 
981 

Bayes 解 1191 

d'Alembert $ 1006 

Kirchhoff WW 1006 

Poisson 解 1006 

正规 解 (微分 理想 的 ) 975 

可 行 解 1234 

形式 解 946 

完全 解 980 

奇异 解 (微分 理想 的 ) 974 

周期 解 1057 

原始 解 982 

特征 解 (对 应 于 特征 值 的 ) 118 

基本 解 s70, 983, 997, 1006, 
1020, 1236, 1420 

基本 解 (发 展 方程 的 ) 1021 

基本 解 (线性 抛物 型 方程 的 ) 
1013 

通常 解 (微分 理想 的 ) 974 

最 大 解 (数值 方程 的 ) 925 

最 小 解 (数值 方程 的 ) 925 

最 优 解 1239 

稳定 解 CHil 方程 的 ) 1057 

Raja 1251 

Perron-Brelot 解 756 

广义 Bayes 解 1191 

不 稳定 解 1057 

半 周 期 解 1057 

氢 基本 解 1021 

von Neumann-Morgenstero 解 
1248 

正三 角形 解 1285 

右 氢 基本 解 878 

左 拟 基 本 解 878 

可 用 根 式 解 135 

可 行 基本 解 1236 

极 小 极 大 解 1191 


直线 平衡 解 1285 
合作 对 策 的 解 1248 
解决 


否定 地 解决 (判定 问题 ) 32 
肯定 地 解决 (判定 问题 ) 32 
解析 (谓词 37 

关于 参数 4 解析 851 


解法 š 
Hil 解法 1055 
代数 解法 (代数 方程 的 ) 128 
数值 解法 ”1027，I059 
Lagrange-Charpit 解法 985， 

1417 
Jacobi 第 二 解法 994 
边界 值 问题 的 解法 1421 
全 莹 分 方程 的 解法 1417 
偏 微 分 方程 的 解法 ова 
代数 方程 的 数值 解法 1065 
积分 方程 的 数值 解法 “1027 
一 阶 常 微分 方程 的 解法 1410 
一 阶 偏 微分 方程 的 解法 1417 
二 阶 偏 微 分 方程 的 解法 1418 
线性 方程 组 的 数值 解法 ”1063 
高 阶 常 微分 方程 的 解法 1411 
常 微 分 方程 的 数值 解法 1075 
偏向 分 方程 的 数值 解法 “1079 
常 系数 线性 常 微分 方程 的 解法 

1413 

解 组 
基本 解 组 937, 938 
基本 解 组 ( 齐 次 线性 方程 组 的 ) 

123 
3 A RARE ЖЭ; BU) 
963 

唯一 可 解 组 (函数 的 ) 715 

解释 (公式 的 ) 12 

解 曲线 923, 928 

解析 层 524 

解析 的 (函数 ) 769, 773, 825 

解析 的 (解析 函数 ) 817 

解析 的 《Weierstrass 意义 下 ) 817 
拟 解 析 的 ”680 
实 解析 的 ”673 
广义 拟 解析 的 ”681 
TOX va 氢 解析 的 ”681 

解析 集 ( 集 合 论 中 的 ) 33 
补 解析 集 33 

解 三 角形 421 

解析 开拓 773 
广义 解析 开拓 776 
直接 解析 开拓 773 
沿 曲 线 C 的 解析 开拓 774 

解析 凸 的 819 

解析 扩张 вів 

解析 同 构 820 

解析 同 构 (Lie 群 的 ) 243 

解析 同 态 243 

解析 曲线 461 

解析 向 量 301 

BTR (Riemann 面 上 的 》 800 

解析 邻 域 (函数 元 素 的 ) 776 


解析 的 集 (解析 空间 中 的 ) 822 
解析 性 集 734 
解析 空间 822, 823 

с 解析 空间 825 

广义 解析 空间 826 
Behnke-Stein 解析 空间 825 
WTR 522, 773 
伪 解 析 函 数 815, 816 
拟 解析 函数 679，680 
实 解析 函数 673, 773 
WIM 773 

广义 解析 函数 776 

多 变量 解析 函数 816 

多 复 变 量 解析 函数 ”816 
Weierstrass 意义 下 的 解析 函数 

774 

解析 指数 ( 椭 回 复 形 的 ) 646 
解析 指数 (椭圆 微分 算 子 的 ) 646 
解析 映射 820 
解析 修改 824 
解析 结构 474, 800 

实 解析 结构 474 
解析 流 形 474 

实 解析 流 形 474 

复 解析 流 形 440 
解析 容量 “760 
解析 理论 569 
解析 摄 动 886 
МТ} 804 
解析 谱系 37 

C 解析 谱系 38 
解析 注 的 824 
解 消 假设 1202 
解析 几何 学 404 
解析 子 空间 823 
解析 无 关 的 (元 ) 173 
解析 反 函 数 775 
解析 正规 的 (局 部 环 ) 169 
解析 多 面体 819 
解析 纤维 从 638 

实 解析 纤维 从 637 
解析 非 分 歧 的 ( 半 局 部 环 ) 169 
解析 完备 的 ”818 

解析 完备 的 ( 复 结构 族 ) 527 
MATER 524 

解 差分 方程 ”963 
解析 的 集 的 芽 823 

解析 完备 空间 826 

解析 函数 的 芽 818 

解析 覆盖 空间 825 

解析 函数 的 芽 层 ”823 
MMM 113 
解析 的 殖 周 期 函数 737 
解析 函数 的 芽 的 层 113 


解析 开拓 的 唯一 性 定理 774 
151 
WR 1167 
AN 43 
满 射 (范畴 中 的 ) 105 
自然 满 射 207 
标准 满 射 (到 群 的 ) 207 
标准 满 射 (从 直 积 群 的 ) 209 
标准 满 射 ( 直 积 模 上 的 ) 187 
Wale 207 
BF 92, 198 
Cauchy gf OX T — SCIRE) 
101 
BART 92 
滤波 1168 
ШТА 92 
йт 198 


PCM RY) 1037 
PRBARF IS) 869 
位 数 (点 ) 614 
[a 

RR я, л 

WH 1296 

残 数 ( 复 变 函 数 的 ) 771 
指数 ( 流 形 的 ) 641 
指数 (特征 值 的 ) 1024 
指数 (稳定 分 布 的 ) 1105 
重 数 (特征 值 的 ) 881 
首 数 (常用 对 数 的 ) 677 
基数 50 

基数 (序数 的 ) 71 

留 数 ( 复 变 函数 的 ) 771 
维 数 ( 除 于 类 的 ) 798 
维 数 (解析 的 集 ) 823 
#m sn 

BRC MARA) 
整数 59, 60 
4 数 353 

Bell $ 56 
Bernoulli 数 1035，1467 

Betti 数 (交换 Noether 环 R 的 ) 200 
Beri 数 ( 有 限 单纯 复 形 的 ) 588 
Cayley 数 183 

Clifford 数 162 

Euler 数 1035, 1467 ` 

Fermat 数 323 
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Froude fj 1277 

Gödel 数 24, 25, 28 

Gödel 数 (递归 函数 的 ) 27 

Grashoff 数 1277 

Lebesgue 数 88 

Lefschetz 数 556, 614 

Leouville Be 352 

Mach & 1277, 1290 

Mersenne $ 323 

Milnor 数 561 

Napier 677 

Nusselt 数 1277 

Péclet 数 1277 

Picard (Жїз) 556 

Prandtl fj 1277 

Pythagoras $% 346 

Reynolds $ 1277, 1291 

SH 353 

$* 353 

TH 353 

T* 数 353 

Um 353 

ие 353 

Weil 数 567 

em 71 

Понтрягин # 641 

三 角 数 334 

五 角 数 334 

1105，1173 

分 拆 数 344 

分 解数 294 

736，737 

1264 

玉河 数 263 

641, 934 

代数 数 357 

59, 60 

过 剩 数 545 

多 角 数 334 

关联 数 587 

апр 64 

1219 

完全 数 323 

环绕 数 514 

1331 

相交 数 sos 

相 重 数 (覆盖 面 的 ) 801 

相 重 数 (积分 方程 的 特征 值 的 》 
1024 

重复 数 1215 

жй 323 

旋转 数 614 

随机 数 1263 

超越 数 352 
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i Reynolds 
p-adic 数 


数 1293 
178 


Stietel-Whitney Ë 641 


十 六 元 数 
无 理 实数 
可 计算 数 
ик 
有 理 实数 
AE 
优先 号 数 
伪 随 机 数 
自 环绕 数 
非 正 则 数 


158 
E 

36 

64 

в 

60 

1275 
1263 

Dn 

545, 556 


典范 参数 (曲线 的 ) 494 


分 位 数 
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配 边 群 652 

乘 子 群 (有 限 群 的 ) 296 
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Siegel 模 形 式 286 
模拟 量 1062 
BRA 293 
模 法 则 ( 格 中 的 》 73 
模 函 数 283 

Hilbert 模 函 数 287 
MARR 283 
次 Siegel 模 函 数 287 
模型 论 14 
模 2 配 边 652 
模 态 命题 10 
AEM 10 
模特 征 标 294 
MULE 191 
模 2 配 边 类 652 
W 2 配 边 群 。652 
模拟 计算 机 1095 
Ж т ИЕСШЕ АЈ) 292 
Жн 206 
th p Hopt 不 变量 625 
Жс 上 的 链 复 形 193 
PARR 206 
模 严 的 完全 剩余 系 324 
模 mm 的 不 可 约 剩余 系 324 
th 1156 

EW 1156 

Ж@ 1156 
BR 463 
BEM ЖШН 464 
RA 80 

凝聚 点 81 
ERR 81 
RARA 81 
FA 90, 795 
WAR 795 
ARBRAR 795 


边界 聚 值 集 795 
截 口 (有 限 群 的 ) 295 
ERDO 469 
ARO 428 

截 线 470 

回归 截 线 468 
截面 630, 636 
截面 ( 层 空间 的 ) 112 
局 部 截面 633, 931 
散射 截面 1322 
微分 截面 1322 
BAR) 68 
截断 (射影 空间 中 的 ) 441 
么 正 性 藏 断 1326 
RHA 506 
Sei 507 
截断 误差 1062, 1075 
局 部 截断 误差 1077 
Rt 1093 

磁感应 1300 

8 Reynolds Ë 1293 
磁 流体 力学 1293 
BEREE 1300 
磁 粘 性 系数 1294 


11 
MER 466 


121 


RE 
不 稳定 622 
+ 轨道 稳定 930 
正 向 轨道 稳定 930 
稳定 性 959 
稳定 性 (条 件 ) 1077 
稳定 性 (差分 方程 的 ) 1081 
Poisson 稳定 性 891 
轨道 稳定 性 961 
条 件 稳定 性 ?60 
构造 稳定 性 э 
信息 稳定 性 1260 
数值 不 稳定 性 1078 
稳定 的 ”959 
稳定 的 ( 零 解 ) 970 
稳定 的 (差分 微分 方程 的 解 968 
稳定 的 (在 突变 理论 中 的 静态 模型 ) 
656 
不 稳定 的 ”959 
不 稳定 的 ( 泛 函 微 分 方程 的 》 
970 
十 稳定 的 ”930 
正 向 稳定 的 ”930 
两 向 稳定 的 959 


结构 稳定 的 (Anocos Ж) 
904 

绝对 稳定 的 956 

渐 近 稳定 的 959, 968 

渐 近 稳定 的 ( 泛 函 微分 方程 的 解 》 
970 

+La 稳定 的 929 

+L 稳定 的 930 

+P 稳 定 的 “930 

正 向 Lagrange 稳定 的 “92y 

正 向 Poisson 稳定 的 930 

JEN) Ляпунов 稳定 的 930 

十 新 近 稳定 的 ”930 

一 致 汤 近 稳定 的 ( 泛 函 微分 方程 

的 解 ) 970 

一 致 + Li 稳定 的 ”930 

正 向 渐 近 稳定 的 930，959 

负 向 渐 近 稳定 的 ”959 

大 范围 的 + 新 近 稳定 的 ”930 

(Ляпунов 意义 下 ) 正 向 稳定 


654. 


的 959 

(在 Ляпунов 意义 下 ) 负 向 稳定 
的 959 

稳定 解 CHill 方程 的 ) 1057 

不 稳定 解 1057 

稳 态 分 布 1252 

稳定 人 口 1227 

稳定 区 域 660 

稳定 化 子 (置换 群 中 的 ) 219 

稳定 分 布 1105 

半 稳 定 分 布 1105 

拟 稳定 分 布 1105 

指数 1/2 的 单 侧 稳定 分 布 “1457 

稳定 过 程 1151 

对 称 稳定 过 程 1152 

单 人 出 稳定 过 程 1152 

稳定 约 化 572 


稳定 约 化 (Abel WAJ) 573 
稳定 状态 1135 
稳定 流 形 654 

不 稳定 流 形 654 
稳定 等 价 643 
稳定 同 伦 群 (Thom 谱 的 ) 652 
次 稳定 同 伦 属 622 
稳定 可 平行 的 。653 
稳定 约 化 定理 573 
稳定 4 向 量 从 644 
稳定 上 同调 运算 воо 
稳定 一 阶 上 同调 运算 соо 
稳定 二 阶 上 同调 运算 600 
RER 463 
算 子 862 
算 子 (集合 上 的 ) 52 
算 子 (Mikusifshi 意义 中 的 ) 917 


Cartier SEF 541 
Casimir SEF 250 
Fredholm F 886 
Green HF 533, 1019, 1020, 
1124 

ERF 840 
ARF 835, 862 
HAT 863 
BAF 580 
WHT 834, 862 
RAF 866 

谱 算 子 885 


Hamilton WFP 434 

Hecke HLF 285 

Hermite HF 863 

Laplace HF 434, 996 

Mikusiáski EF 917 

Марков HF 892 

e HF (Hilbert 的 ) 13 

нт 26 

FERF 104 

上 升 算 于 1041 

ERAF 863 

正规 算 子 (Sario 的 ) 804 

平移 算 子 “919 

可 加 算 于 ”862 

可 闭 算 子 862 

ARIF 889, 970 

生成 算 子 (Mapkca 过 程 的 ) 
1124 

对 称 算 于 

HMAF 

边缘 算 子 

HAE 

光滑 算 子 

自 伴 算 子 

收缩 算 子 

BART 

极 小 算 子 

位 势 算 子 1126 

伴随 算 子 863 

伴随 算 子 (线性 算 子 的 ) 862 

伴随 算 子 (微分 算 子 的 ) 850 

STE 885 

BAS 872, 1020 

单位 算 子 834 

AMAF 955 

线性 算 于 834, 861, 862 

线性 算 子 (线性 空间 间 的 ) 137 

ESRT 834 

退化 算 子 ”580，867 

BOB3RT 845, 868 

换 位 算 子 (微分 算 子 的 ) 993 


863 
834 
192, 196 
834 
877 
863 
889 
872 
871 


积分 算 子 
射影 算 子 
WMAP 434, 996 
RRS 1124 
ЖИГ 8 
MART 646 
散射 算 于 887 
FERF 863 
MARAT 434, 869, 1060 
RF (Mikusiáski gg) 918 
Laplace-Beltrami WP 532 
Sturm-Liouville WF 873 
上 边缘 算 子 194 
对 称 化 算 子 143 
ЖҮ 26 
ИЛИТ 876 
EBERT 863 
全 边缘 算 子 ”194 
交错 化 算 子 143 
椭圆 型 算 子 869, 1001 
散 逸 型 算 子 889 
预 解 式 算 子 (线性 算 子 的 ) 863 
BRART 869 
偏 边 缘 算 子 194 
Abel 射影 算 子 913 
Fourier RAAF 878 
一 阶 微分 算 子 477 
可 对 角 化 算 子 914 
共 变 微分 算 于 491 
有 界线 性 算 子 834 
奇异 积分 算 子 866 
线性 边缘 算 子 927 
部 分 等 距 算 子 863 
准 椭圆 型 算 子 869, 1020 
ЖЕНТ 873, 1001 
大 阶 微 分 算 子 646 
无 穷 小 生成 算 于 889 
Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 
867 
Beltrami 〈 的 ) 第 一 种 微分 算 子 
493, 1375 
Beltrami (的 ) 第 二 种 微分 算 子 
493, 1375 
具有 边界 条 件 HME 872 
算术 (谓词 ) 37 
算法 2 
Euclid 算法 
算 图 1086 
算 符 
FERR 1319 
BRR 1319 
d'Alembert 算 符 
Hamilton 算 符 
算盘 1091, 1336 


704, 866, 867, 918 
833 


D 


322 


1300 
1314 


PRR 1637 
RFK 52, 186, 207 
算 子 环 912 
算术 化 (元 数学 的 ) 25 
算 子 半 群 888 
算 子 同 构 208 
AFRA 208 
ATAS H) 
算 子 拓扑 
弱 算 子 拓扑 ”862 
强 算 子 拓扑 ”862 
一 致 算 子 拓扑 862 
算 子 演算 864, 917, 1405, 1406 
BAGH 542, 557 
假 算术 亏 格 557 
曲面 F 的 算术 亏 格 544 
除 子 D 的 算术 亏 格 544 
算术 子 群 263, 276 
算术 平均 666 
算术 级 数 708 
算术 谱系 37 
C 算术 谱系 38 
递归 不 可 解 度 的 算术 谱系 38 
递归 不 可 解 度 的 超 算 术 谱系 38 
算 子 的 指数 函数 918 
т 
正则 管 752 
向 量 管 434 
管理 图 1222 
“管理 图 
? 管理 图 
pn 管理 图 
R 管 理 图 
«管理 图 “1222 
X 管理 图 1222 
管状 邻 域 476, 506, 650 
RARE 1223 
BMA 940 
膜 振 动 方程 1003 
[+] 
旗 流 形 266, 267 
正常 旗 流 形 266 
端 ( 弧 的 ) 461 
Ой) 449 
端 (Heins 意义 下 的 ) 
下 端 (积分 的 ) 688 
上 端 (积分 的 ) 688 
接收 端 1257 
端点 406, 430, 461, 845 
端点 (线段 的 ) 406 
慢 波 1294 


187 


1222 
1222 

1222 
1222 


803 


1129, 1148 


1638 十 四 画 ! 7 ]\ 十 五 画 、 十 六 画 


RERA 772 Ві Ф Н 900 
调 词 演算 12 171 增生 成 方程 1289 
算 于 演算 864, 917 ,1405,1406 | 缩 约 ( 张 量 空间 的 ) 143 洪 在 好 约 化 (Abel EAI) 
带 同 异性 的 谓词 演算 12 ЖАН 454 ee 
精确 样本 理论 1171 ВӘ 292 Am 
B sss 缩 约 张 量 143 BAR 201 
谱 ( 交 换 环 的 ) 549 缩减 范 数 292 HEE 152, 357 
谱 ( 线 性 算 子 的 ) 863 整 环 (= 子 环 ) 378 
谱 ( 积 分 方程 的 ) 1026 FEM 整 环 (代数 数 域 的 ) 357 
谱 (Banach 代数 的 元 的 ) 907 增 广 ( 复 形 的 ) 196 HER 378 

单 谱 вва 增 广 ( 链 复 形 的 ) 193 ERR 378 

点 谱 ват 增 最 ”669 ERIK 357 
Thom 谱 652 增 过 程 1158 Dedekind 整 环 166 
本 质谱 887 自然 增 过 程 1159 Noether HED} 167 
形式 谱 (Noether 环 的 ) 564 增 消 链 1136 RAER 378 
连续 谱 881, 1026 增 广 代数 201 主 理想 整 环 167 
纯 点 谱 899 增殖 过 程 1136 素 元 分 解 整 环 166 
离散 谱 899 增 量 过 程 整 的 ( 概 型 ) 550 
剩余 谱 ssl 独立 增 量 过 程 1149 整 的 ( 环 的 元 ) 166 
可 数 Lebesgue jM 899 = 阶 平稳 增 最 过 程 1165 HA 254 

拟 离散 谱 899 增 量 函数 697 整除 ( 数 ) 322 

绝对 连续 谱 887 Hi 1296 整除 (分 数理 想 ) 358 
谱系 模 轴 423 整除 (被 环 的 元 ) 165 
解析 谱系 37 Wu 585 整 商 (多 项 式 除法 的 ) 125 
算术 谱系 37 PRI 585, 903 整数 59, 60 

C 解析 谱系 33 横 截 的 ( 流 ) 903 Cartan 整数 251 

C 算 术 谱 系 38 横 截 的 (平稳 曲线 族 的 ) 995 代数 整数 357 
谱 分 析 881 RRM 585 有 理 整 数 60 
谱 分 解 883 模 截 性 条 件 763 p-adic 整数 178 
复 谱 分 解 884 WAR " 标 架 场 659 整 闭 包 ( 环 的 ) 166 
谱 半 径 881 BA 1247 RERANCH) 166 
谱 同 构 ( 流 ) 1163 鞍点 (函数 的 ) 1085, 1239 完全 整 闭 的 ( 环 ) 166 
谱 序 列 198 鞍点 (曲面 上 的 ) 497 整 级 数 777 

Hodge 谱 序列 560 鞍点 ( 常 微分 方程 组 的 ) 932 整 级 数 (多 变量 的 ) 816 
纤维 空间 的 谱 序列 “630 Poincaré BEA 932 整 组 法 “1225 
谱 表示 883 TXEA 932 整 函数 788 
谱 性 质 898 Br 932 LLL BM 788 
谱 定理 883 在 无 穷 远 点 具有 鞍点 931 超越 整 函数 788 
WAF 199 RAGE 1085 整除 子 359, 538, 798 
谱 重 数 884 鞍 状 区 域 ”932 整理 想 358 
谱 测度 883, 1159 鞍点 定理 1247 整数 环 357 

实 谱 测度 883 数 石 定理 97 主 整 数 环 357 

复 谱 测度 883, 884 ЖС) 7 p-adic ЖЕК 178 
谱 积 分 sss PHAR 10 LII 378 
谱 综合 909 影响 域 1004 整 右 理想 378 
HRT 885 影子 价格 1234 整 左 理想 378 
谱 不 变量 вов 箱 拓扑 79 整 相关 的 ( 环 的 元 ) 166 
谱 同 构 的 (测度 空间 上 的 自 同 构 ) 900，1163，1257 整除 关系 ( 环 中 的 ) 166 

898 e 1261 整数 分 拆 зи 
谱系 定理 37 平均 妨 1258 整数 规划 1236 
谱系 理论 36 ЖЕНЕ 1258 整数 表示 “293 
谱 映 射 定理 865 HINA 905 整数 表示 ( 群 的 ) 296 
E 900 整 系数 + 链 587, 588 


Ба. БЕЛИ 整 线性 变换 66 


整 双边 0 理想 379 
整 代数 体 函数 sos 
整体 逼近 公式 1075 
整体 对 称 Riemann 空间 267 
йй 746 

内 薄 的 746 
解析 薄 的 ”824 
MRED 1291 
噪声 1257 

镜面 反射 411 
膨胀 变换 457 
AERIS 202 
BRE) 556 
MRH 556 
BRE 

fOBADRE 556 
МОЛОКЕ 524 
AUR 81 


++ 


Wijgh 503 

Want RE 1251 
BRYA 1125, 1135 
Bs 987 

WR 466 

Archimedes (Kj 466 
Bernoulli 螺 线 466 
Cornu 螺 线 466, 1047 
对 数 螺 线 466 

双 曲 螺 线 466 

连锁 蛇 线 466 

等 角 螺 线 466 

螺 线 的 ”434 

螺旋 线 

RIRN 496 
一 般 螺旋 线 496 
螺旋 面 500 

正 螺 旋 面 500 

ж 

MR 559 

HM 257, 552 
Abel 566, 567 
Albanese $ 531, 555 
Hodge # 531 
Jacobi Ж 540, 798 
Picard Е 531, 555 
Schubert # 640 

F Abel 入 567 
{URGE 547, 549 
fE 553 

BRR 543 

BAER 239 

广义 Jacobi Ж 542, 798 
极 化 Abel ЖП 


SRE 559 

前 代数 策 549 
BREE 548 
EREE 551 
DEREE 547 
HERR 548 
抽象 代数 往 549 
BRR 547 
MBERE 549 
REVERSE 549, 575 
典范 极 化 Jacobi FH 540 
标准 极 化 Jacobi Ж 569 
# 612 

mS 612 

RHE 612 

ИВ 612 


十 八 画 


覆盖 (空间 ) 607 
MERE) 44 
BCA) 44, 82 
FMR RSH) 82 
闭 覆 盖 ( 集 合 的 ) 82 
© BEM 87, 1260 
正则 覆盖 608 
正规 覆盖 83 
BIRR 692 
可 数 履 盖 ( 集 合 的 ) 82 
有 限 覆 盖 (集合 的 ) 82 
"ЖШ 608 
非 分 歧 覆 盖 543 
Шш 801 
HAMK sol 
MME 236, 608 
ABR 236, 608 
覆盖 曲线 542 
覆盖 次 数 542 
覆盖 变换 608, 801 
覆盖 空间 607 
万 有 覆盖 空间 608 
分 歧 覆 盖 空 间 823 
解析 覆盖 空间 825 
СН] 825 
覆盖 映射 607 
BRIE 607 
覆盖 维 数 (正规 空间 的 ) 96 
BERR 608 
Bee 629 
覆盖 微分 流 形 “607 
覆盖 网 格 的 宽度 (度量 空间 中 的 ) 
87 


+m 
爆发 时 间 1136 


中 文 索引 4639 


以 西 文字 母 起 首 的 复合 词 
A 

А 278 

АЖ зз 

AR 353 

AB 186 

Тай 186 
Жай 186 
EaR 186 
Haw 186 
商 4 模 186 
Ewa 186 
内 射 4 模 190 
分 次 4 模 192 
可 除 4 模 186 
补 子 4 模 188 
射影 4 模 190 
齐 次 子 4 模 192 
4 可 和 711 

4 同 态 (4 模 间 的 ) 187 
A 运 算 34 
AL 型 271 
AI 型 271 
Am 型 271 
Arv 型 271 

4 上 的 模 186 
A AMENS 645 


Aldd (и 模 的 ) 187 
a-adic 拓扑 (R 模 的 ) 168 
4 上 的 复 形 196 
4 平衡 映射 189 
4 线性 映射 (4 模 间 的 ) 187 
a-adic 完备 化 (R 横 的 ) 168 
4 的 换 位 于 群 。209 
4 沿 1 的 完备 化 563 
Abel 群 205, 213 
SE Abel BE 209 
自由 Abel BE 213 
初等 Abel 群 213, 220, 237 
拓扑 Abel Bb 236 
Abel j& 566, 567 
+ Abel 入 567 
极 化 Abel j& 569 
Abel 方程 135, 1032 
Abel 可 和 711 
Abel 扩张 ( 域 的 ) 134 
Abel 问题 1027 
Abel 585 110 
Abel 定理 571, 707, 798 
Abel 函数 570 


1640 BEE 
基本 Abel 函数 572 
Abel 积分 797 
第 一 种 Abel 积分 797 
种 Abel 积分 797 
第 三 种 Abel 积分 797 
Abel 微分 797 
797 
797 
797 


Abel p BE 213 

Abel 求 和 法 711 
Abel 函数 域 
Abel 型 定理 
Abel 群 的 层 112 
Abel 群 范畴 104 


Abel 积分 方程 1027 

Abel 射影 算 子 913 

Abel ADEE 893 

Abel ABM 572 

Abel 连续 性 定理 778, 782 
Adem 公式 600, 1382 
Adams 运算 645 
Adams-Bashforth 法 
Adams-Moulton 法 1077 
Ahitors 五 圆 盘 定 理 793 
Ahlfors 基本 定理 802 


1077 


Ahlfors WI 802 
Airy 积分 1449 
Aitken (Jj)? 1060, 1455 


Albanese 久 531, 555 
Alexander 矩阵 610 
Alexander 多 项 式 611 
Alexander-Briggs 的 分 类 610 
Alexander-Tlownparas 对 侦 定理 
583 
Alfvén 波 1294 
Amitsur 复 形 204 
Amitsur 上 同调 群 204 
Ampère 变换 977 
AN 码 1263 
Anger 函数 1450 
Apollonius [1 1371 
Appell 二 变量 (的 ) 超 几何 函数 
1042, 1433 
Archimedes. 的 ( 格 序 线性 空间 ) 
839 
Archimedes 公理 63, 407 
Archimedes 格 群 74 
Archimedes 赋值 177 
gp Archimedes 赋值 177 
Archimedes 螺 线 466 
Archimedes 有 序 域 133 
Arrow-Hurwicz- 字 泥 梯 度 法 1241 


Artin 环 
右 Artin 环 
XE Artin 环 154 

Arin 的 ( 模 ) 188 

Artin 符号 362 

Artin 猜想 386 

Artin-Hasse 函数 377 

Artin L 386 
FR Artin L 函数 396 

Arün-Rces 引 理 167 

Artin-Schreier 扩张 ( 域 的 ) 134 

Artin 的 一 般 互 反 律 368 

Ascoli 定理 103 

Ascoli-Arzelà 定理 103 

Atiyab-Singer 指数 定理 646 

Ax-Kochen 同 构 定理 18 


154 


BRR 690 

B 完 备 的 846 
B AMR 690 
19| 可 和 的 ”712 
S MAR 694 

BRR TEE 209 
Baer 和 (扩张 的 ) 199 
Baire 集 690 
Baire 性 质 22, 80 
Baire 空间 80 
Baire 函数 665 
Baire 零 维 空间 86 
Baire-Hausdorft 定理 88 
Bairstow jk 1067 
Banach 格 840 
Banach 代数 906 
Banach 空间 833 

格 序 Banach 空间 840 
Banach 面积 701 
Banach 积分 861 
Banach-Alaoglu 定理 843 
Banach-Dieudonné 定理 844 
Banach-Steinhaus 定理 843 
Banach ж Р 908 
Banach-Mazur Wk iE 835 
Banach 意义 下 的 Fréchet 空间 


843 
Barankin 定理 1196 
Barnes 的 广义 超 几何 函数 1042, 
1433 
Bayes 解 1191 
广义 Bayes WW 1191 
Bayes 风险 1191 


| Bellman 函数 


Baves 定理 
Bayes 估计 量 
BCH @ 1262 

врт Яу 271 

воп 3 271 

Behoke-Stein 定理 819 
Behake-Stein 解析 空间 825 
Behrens-Fisher 问题 1207 
Bell 数 56 


1101 
1197 


1246 
Beltrami 微分 方程 815 


Beltrami (的 ) 第 一 种 微分 算 子 
493, 1375 


| Beltrami (的 ) 第 二 种 微分 算 子 


493, 1375 
Bergman 度量 1018 
Bergman 核 函 数 1018 
Bernays-Gadel 集合 论 20, 21 
Bernoulli 法 1067 
Bernoulli $k 1035, 1467 
Bernoulli 分 割 902 

3 Bernoulli 分 守 902 
Вегоош 定理 1290 
Bernoulli 样本 1173 
Bernoulli ЖЖ 1351 
Bernoulli 推移 896 

广义 Bernoulli 推移 896 
Bernoulli 螺 线 466 
Bernoulli 多 项 式 1034 
Bernoulli 试验 序列 1173 
Bernoulli 异常 微分 方程 
Bernštein 定理 50 


Bertini 定理 544 

Bertrand 曲线 496 

Bessel 函数 1048, 1441, 1444, 

1490 

半 Bessel 函数 
球 Bessel 函数 
修正 Bessel 函数 
狭义 的 Bessel 函数 
第 一 类 Bessel 函数 
第 二 类 Bessel 函数 
第 三 类 Bessel AR 
0 次 的 Bessel 函数 
1 次 的 Bessel 函数 

Bessel 积分 1049 

Bessel 不 等 式 832 

Besel HAR 1456 

Bessel 微分 方程 1048, 1415 

Besel 函数 的 零点 1491 

Вен 数 (交换 Noether IR R fJ) 


1411 


1049 

1049 

1449 
1048 
1048 
1048 
1048 
1490 
1490 


200 
неш 数 (有 限 单纯 复 形 的 ) 588 
веш В 588 
Beurling 定理 910 
Beurling- 功 力 定理 795 
Btzout 定理 536, 538 
Bhattacharya 不 等 式 1196 
Bianchi 恒等式 488, 492 
Bianchi 第 一 全 等 式 1376 
Bianchi 第 二 恒等式 1376 
Bieberbach 猜想 786 
Binet AG 1040 
Binet 公式 (Fibonacci 数列 的 》 
328 

Birkhoff 积分 859 
Birkhoff 可 积 的 “859 
A. Birnbaum 定理 1197 
Bloch 方程 1307 
Bloch 定理 812 
Bloch 常数 812 
Blumenthal 0-1 fẹ 1126 
Bochner З] 8) 858 
Bochner 定理 731 
Bochner 积分 858 
Bohr 紧 化 738 
Boltzmann 方程 1305 
Holzano-Weicrstrass 定理 88 
Bonnet HATA 498 
Boole 环 74 

广义 Boole H. 74 
Boole 格 73 

集 Boole 格 73 
Boole 公式 709 
Boole 代数 74 

广义 Boole 代数 74 
Boole 运算 74 
Boole 空间 75 
Borel 族 689 
Borel 集 690 

HEX Borel 集 690 
Borel FPR (Lie 群 的 ) 243 
Borel 子 群 (代数 群 的 ) 259 
Borel 方向 792 
Borel 可 和 712 

按 积分 Borel 可 和 712 
Borel 定理 791 
Borel WBE 692 
Borel 集 族 690 
Borel 集 域 689 
Borel 子 代数 251 
Borel 求 和 法 712 
Borel 例外 值 791 
Borel-Cantelli 定理 1098 
Borel-Lebesgue 定理 88 


Bore 可 测 函 数 694 
Bose 粒子 1318 
Bose 统计 法 1307 
Воп 同 构 645 
Bou 生成 元 644 
Bou 周期 性 定理 (K 群 的 ) 644 
Bou 的 局 期 性 定理 623 
Bouquet 公式 ”495 
Bradley-Terry 模型 1227 
Brauer 群 ( 环 的 ) 162 
Brauer 群 (代数 类 的 ) 159 
Brauer 特征 标 294 
Bravais 格 278 
Brianchon ДЯ 426, 445 
Briot-Bouquet 微分 方程 ”946，949 
Bromwich 积分 740, 987, 1405 
Brouwer 不 动 点 定理 614 
Brown 运动 1138, 1150 
空 时 Browa 运动 ”1140 
4H Brown 运动 1138 
Ornstein-Ublenbeck 的 Brown 运 
B nas 
六 维 时 间 参 数 的 Brown 运动 
1143 
Bruhat 分 解 261 
Burali-Forti 停 论 7 
Burnside 问题 ”216 
HEX Burnside 问题 216 
Buroside 定理 217 
Burnside 猜想 218 
Bush-Mosteller 模型 1229 
C 
5( 全 体 复数 的 集合 ) 59 
cH 278 
сй 904 
«Е 109 
GM зав 
CHA) 461 
С, 35 
<А 645 
cr 结构 474, 649 
с" ШЖ 650 
CRE 474 
RO 流 形 474 
RC RI 474 
C 等 价 (至 复 流 形 ) 653 
ct 型 271 
cnm 271 
eM 645 
ch жд 1000 
се КЭК 908 
< 管理 图 1222 


RRS] 16а 


С" 类 函数 672 

CHEM 637 

"的 边缘 588 

C 类 函数 (微分 流 形 上 的 ) 475 
cr 类 流 形 474 

С" 类 映射 476, 674 


| Се 类 函数 673 


CRAM 672 

C 类 函数 672 

с" RBM 672, 679 
AMC 类 函数 829 
缓 增 C" 类 函数 829 

C* 群 代数 909 

CADRE 904 

C5 解析 空间 825 


| C 解 析 谱 系 38 


C 算 术 谱 系 38 
C 覆盖 空间 825 
C 类 向 量 场 476 
с'Жх 流 形 484 
C 微分 结构 474 
C 类 张 量 场 478 
C Же] БЫН 476 
C 类 坐标 邻 城 474 
Cc 类 函数 相关 675 
CAMERE 476 
C 类 微分 结构 474 
Сс 类 微分 流 形 474 

有 界 的 HEC 类 微分 流 形 475 
CP 类 奇异 链 an 
Се 类 单位 分 解 481 
C 类 坐标 邻 城 系 474 
с” 类 坐标 邻 域 系 474 
"类 奇异 + 上 链 asi 
C 类 等 度 连续 半 群 sss 
C 类 函数 的 芽 的 层 113 
САЖ 33 
Cabinet 投影 法 454 
Caianielle 方程 957 
Cantor 集 95 

广义 Cantor 集 95 
Самог 交 定 理 88 
Cantor 间断 集 95 
Cantor 标准 型 70 
Cantor-Lebesgue 定理 726 
Cantor 的 实数 理论 61 
Caratheodory RUBE 692 
Carathéodory 外 测度 691 
Cardano 公式 (关于 三 次 方程 的 

128, 1365 

Carleman 定理 714, 784 
Carleman 型 核 1026 
Carleman 不 等 式 1392 
Carson 积分 1407 
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Cartan 子 群 (Lie 群 的 ) 243 

Cartan 子 群 (代数 群 的 ) 259 

Cartan 定理 524 

E. Cartan 定理 249 

Cartan 空间 516 

Cartan 联络 489 

Cartan HER 251 

Cartan 子 代数 249 

Caran AEH 294 

Cartan {Чу 819 

H. Cartan-Thullen 定理 819 

H. Cartan 最 大 值 原 理 747 

Cartan-Kahler 存在 定理 974 

Caran-Mazbues-EHRGERE 245 

Carter FR 218 

Cartesian 积 一 直 积 集 (集合 的 ) 43 

Cartesian 积 一 直 积 集 ( 集 族 的 ) 45 

Cartesian 空间 415 

Cartier 除 子 554 

Cartier MF 591 

Casimir HF 250 

Casorati 行列 式 964 

Casorati-Weierstrass 定理 771 

Cassini (19 ORTH 464 

Castelnuovo 引 理 568 

Catalan 常数 ”1401 

‘Cauchy 和 706 

Cauchy 积 707 

Cauchy 分 布 1103, 1457 

Cauchy 主 值 (广义 积分 的 ) 684, 
685 

Cauchy 过 程 1152 

Cauchy 问题 ( 常 微分 方程 的 923 

Cauchy 问题 ( 伪 微 分 方程 的 ) 980, 
989 

Cauchy 余 项 1396 

Cauchy 条 件 704 

Cauchy 序列 (有 理 数 的 ) 61 

Cauchy 序列 (度量 空间 中 的 ) 88 

Cauchy 序列 (a-adie 拓扑 中 的 ) 
168 

Cauchy 定理 707 

Cauchy 小 子 (关于 一 至 空间 的 》 
101 

Cauchy 不 等 式 666 

Cauchy 折线 法 924 

Cauchy 判别 法 “1400 

Cauchy-Hadamard 公式 

Cauchy 有 向 点 族 101 

Cauchy 存在 定理 980 

Cauchy 判别 准则 (关于 实数 序列 收 
$i) 90 

Cauchy 积分 公式 770 

Cauchy 积分 表示 817 


778 


| Cramér-Rao 不 等 式 


Cauchy 积分 定理 769 
较 强 形式 的 Cauchy 积分 定理 
770 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 666 
Cauchy-Riemann 微分 方程 ”769， 
317 
Cauchy-Kosanesckas 存在 定理 
989 
Cavalieri 投影 法 454 
Cayley 数 183 
Cayley 代数 182,183 
一 般 Cayley 代数 183 
Cayley 变换 120, 865 
Cayley 定理 ( 群 论 中 的 ) 219 
Cayley 射影 平面 183 
Čech 同调 群 594 
Cech 上 同调 群 594 
Ceva 定理 447 
Chapman-Konvoropoe 方程 
Chapman-Konworopos 等 式 
Charpit 辅助 方程 978, 981 
Cherwell-Wright 方程 956 
Chevalley 型 262 
Chevalley 分 解 260 
Chevalley 定理 257 
Chevalley 复 化 246 
Chevalley 标准 基 252 
Christoffel 符号 498, 1375 
Christoffel-Darboux 公式 721 
Chiau 型 常 微分 方程 1411 
Clairaur 型 偏向 分 方程 1418 
Clebsch-Gordan 系数 1329 
Clifford Ж 162 
Clifford $ 162 
Clifford BE 163 
约 化 Clifford BE 
特殊 Clifford BE 
Clifford 代数 162 
cn 函数 1039, 1427 
Cochran 定理 1179 


1131 
1122 


163 
163 


Codazzi-Mainardi 方程 498, 1374 | 


Cohen 定理 167 
Cohen-Macaulay 局 部 环 
Coha-Vossen 定理 。501 
Combescure 对 应 ”496 
Cornu Д 466, 1047 
Corona 问题 910 
Cousin 第 一 问题 820 
Cousin 第 二 问题 820 
Coxeter 图 形 252 
Cramér 公式 124 
Cramér 定理 1200 


169 


1196 
Cremona 变换 552 


Crofton 公式 317 
cw ИЖ 581 
| cw 部 分 581 


D 


ош 271 
DAR 704 
DRA 704 

不 定 D 积 分 
DXMI 504 
Оо(ж) 积分 704 
а" ЕЛАР 524 
| 4 Hf Brown 运动 
4 次 试验 序列 相关 
d'Alembert 解 1006 
d'Alembert Pè 1291 
d'Alembert FEF 1300 
d'Alembert ЖЕ 1400 
d'Alembert 降 阶 法 938 
Danicl-Stone 可 积 860 
Danicl-Stone 积分 860 
Darboux 和 682 
Darboux 切线 519 
Darboux 曲线 519 
Darboux 定理 682, 971 
Darboux 标 架 519 
Darboux 二 次 曲面 
Debye 渐 近 级 数 
Debye MURA 
Dedekind H 166 
Dedekind 和 345 
Dedekind 整 环 166 
Dedekind 5 函数 358, 383 
Dedekind 7 函数 344 
Dedekind 连续 性 公理 (实数 的 ) 63 
Dedekind 判别 式 定理 361 
Dedekind 和 的 互 反 律 345 
Dedekind 的 实数 理论 61 
Dedekind 意义 下 的 实数 61 
Deha 引 理 585 
Delaunay 的 曲线 466 
Delos 问题 417 
de Moivre 公式 65 
de Moivre-Laplace 定理 
de Morgan 法 则 42 
de Morgan 法 则 (Boole 代数 中 的 ) 

74 

Denjoy 积分 703, 704 

狭义 Denjoy 积分 704 
Оепјоу-Лузин 定理 726 
Denjoy-Young-Saks 定理 699 
de Rham MR 508 
de Rham 定理 (C* 流 形 上 的 ) 482 
de Rham SORMAK) 546 


704 


1138 
1228 


519 
1448 
1050 


ип 


de Rham 上 同调 环 481 
de Rham 上 同调 群 480 
Desargues ДЕР 408, 142 
Desargues 空间 448 
Descartes Bi 579, 580 
Descartes 坐标 448 
Descartes 定理 128 
Descartes 的 叶 形 线 464 
de Sitter 群 304 
DF 空间 844 
Dido 问题 768 
Dini 法 958 
Dini 定理 103 
Dini 曲面 500 
Dim 导数 ”699 
Dini 级 数 1050 
Dini 检验 法 723 
Dini- 福 原 定理 935 
Dini-Lipschitz 检验 法 “723 
Diophantus 方程 346 
Diophantus 通 近 350 
Dirac 方程 1316 
Dirac б 函数 854 
Dirac 广义 函数 848 
Dirichlet 核 723 
irichlet J& 756 
Dirichlet 分 布 1103, 1457 
Dirichlet 代数 910 
Dirichlet 间 题 750, 755, 997 
Dirichlet 级 数 780 
通常 Dirichlet 级 数 780 
特殊 Dirichle 级 数 780 
{Ay} 型 的 Dirichlet 级 数 780 
Dirichlet 7204 767 
Dirichlet 定理 706 
Dirichlet 定理 (算术 级 数 的 素数 定 
理 ) 339 
Dirichlet 空间 748 
Dirichlet 函数 665 
Dirichlet 原理 755, 999 
Dirichlet 特征 330 
Dirichlet 积分 757 
Dirichlet 积分 (Fourier 变换 ) 727 
Dirichlet 抽样 法 “1354 
Dirichlet 特征 标 330 
Dirichlet 检验 法 723 
hlt L # 382 
hiet 除数 问题 “342 
hle 的 单元 定理 358 
Dirichlet 的 不 连续 因子 “1399 
Dixon-Ferrar 公式 1449 
de 函数 1039, 1427 
Deetsch 三 线 定理 783 
Dolbeault 引 理 524 


Dolbeault 定理 524 
Dolbeauh 上 同调 群 524 
Douglas 泛 函 767 

du Bois-Reymond 问题 725 
Duhamel jk 987 

Dunford 积分 865 

Dupin 标 形 497 

Dupin 四 次 圆 纹 曲 面 498 


E 


EBM 354 

4 空间 753 

了 函数 764 

e 递归 于 至 而 定义 ? 27 
Eberlein 定理 845 
Еепеіа-Шмульян 定理 835 
Eddington е 1375 
Ehrenpreis-Malgrange 定理 870 
Eichler 通 近 定理 380 
Filenberg-MacLane 空间 625 
Eilenberg-MacLane 复 形 625, 626 
ЕйепЬега-Постников 不 变量 626 


Filenberg-MacLane 复 形 的 上 同调 环 
1383 


142 
Einstein 空间 507, 1376 
Eisenstein 级 数 284 
广义 Езепнеіа BR 399 
Fiseastein 定理 125 
Eiseastein-Poincaré 级 数 286 
Eisenstein 约 化 条 件 279 
Emden 方程 956 
Engel 定理 249 
Enriques 曲面 528 
Enskog 法 1028 
Epstein 上 函数 388 
Eratosthenes ФЕ 322 
Erlang 分 布 1250 
Euclid 型 272 
Euclid 公理 410 
Euclid 空间 415 
ЯЕ Euclid 空间 451 
局 部 Euclid 空间 84 
Euclid 复 形 577 
Euclid 距离 414 
ҘЕ Euclid 距离 ”452 
Euclid 联络 505 
Euclid 算法 322 
Euclid 几何 学 410 
ЗЕ Euclid 几何 学 451 
пф Euclid 几何 学 405, 411 
Riemann 的 非 Euclid 几何 学 
451 


中 文 索引 


Лобачевский 的 非 Euclid 几何 学 
451 

Г n ЯЕ Euclid 几何 学 412 
Euclid 多 面体 577, 578 
Euclid 单纯 复 形 577 
Euclid ЕЈ 578 
Euclid НАРА 125 
Euler 角 438, 1372 
Euler 图 57 
Euler 的 57 
Euler 法 1077 
Euler 数 1035, 1467 
Euler 公式 678, 679 
Euler ЭДЕ 56 

超 Euler 方 阵 56 
Euler 方法 1289 
Euler 方程 763, 1280 
Euler 变换 708 
Euler 函数 329 
Euler 积分 

第 一 类 Euler 积分 

第 二 类 Euler 积分 
Euler FRB 381 
Euler 常数 1039, 1483 
Euler-Poincare 类 639 

PE Euler-Poincaré 类 639 
Euler ДЕ 589 
Euler 可 和 的 “712 
Euler 多 项 式 1035 
Euler 求 和 法 712 
Euler 判别 法 324 
Euler-Maclaurin 公式 709 
Eoler-Poinearé 公式 589 
Euler 运动 方程 1289 
Euler 求 和 公式 331 
Euler-Poincaré FREER 589 
Euler-Lagrange 微分 方程 763 
Euler SSS RURAR 381 
Euler 的 多 面体 定理 589 
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1040 
1039 


Euler 型 线性 常 微分 方程 1412 
Evans 定理 746, 759 
Evans-Selberg 定理 746, 759 


Everett 公式 1456 
Everett HEAT 1456 
Everett 插值 公式 ”1061 
Ext 的 正 合 序列 195 


F 
FI 279 
F, 5% 690 
F 分 布 1103, 1179, 1457 


非 中 心 F 分 布 1179 
(т, n) 分 布 1179 
F 空 间 843 
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FC 806 

下 检验 1207 

IRRF 554 

РХ 的 完备 化 Fix 564 
FRTARTH oR 482 
Farey W 333 
LP 334 
Farey FJ 333 
Fatou 引 理 696 
Fatou 定理 783 
Feit-Thompson 定理 218 
Fejér 核 724 
Fejér 平均 724 
Fejér 定理 724 
Feller 过 程 1124 
Fermat 数 323 
Fermat 问题 372 
Fermat 定理 324 
Fermat 原理 1278, 1298 
Fermat 大 定理 373 
Fermi HF 1318 
Fermi 统计 法 “1307 
Ferrari 公式 1365 
Fibonacci 数列 328 
‘Finsler ЖН] 514 
Finder 度量 514 
Fisher 相 容 估计 量 1200 
\Fisher-Yates-Terry 正 态 得 分 检验 

ои 
Floquet 定理 1055 
Fokker-Planck 偏 微分 方程 1144 
Fourier 核 742 
Fourier 分 析 1403 
Fourier 级 数 722, 737,854, 1403 
Fourier 系数 720,722,737, 1403 
Fourier 变换 727,728,733, 853, 
909, 1404 

广义 Fourier 变换 742 
Fourier 定理 128 
Fourier 积分 727 

ЗЧ Fourier 积分 729 
Fourier-Bessel 级 数 1050 
Fourier-Dessel 变换 1050 
Fourier-Laplace 变换 732 
Fourier-Stieltjes 变换 731 
Fourier 正弦 级 数 1403 
Fourier 余弦 级 数 1403 
Fourier 积分 算 子 878 
Fourier 单 积分 定理 727 
Fourier 二 重 积分 定理 。727 
Frame 法 1070 
Fréchet 公理 81 
Fréchet 曲线 700 
Fréchet 曲面 702 


Fréchet 导数 864 
Fréchet 空间 834, 843 

局 部 凸 Fréchet 空间 843 

Banach 意 义 下 的 Fréchet 空间 843 
Fréchet PERE 702 
Fréchet 微分 864 
Fréchet 可 微 的 864 
Fréchet L 空间 93 
Fredholm 型 1029 
Fredholm 算 于 886 
Fredholm 行列 式 1023 
Fredholm HAF 1023 
Fredholm 择 一 定理 867, 1024 
Fredholm 积分 方程 1021 
Fredholm 型 积分 方程 1021, 1022 
Fredholm r 次 余子 式 1023 
Frenet 公式 494 
Frenet 标 架 494, 518 
Frenet-Serret 公式 494, 1374 
Fresnel 积分 1047, 1398, 1443 
Freudenthal 定理 622 
Friedrichs 扩张 874 
Friedrichs 定理 1001 
Frobenius 法 1413 
Frobenius 群 220 
Frobenius 代数 160 

dü Frobenius 代数 160 
Frobenius 定理 293, 882, 973 
Frobenius 置换 361, 375 
Frobenius 自 同 构 ( 素 理想 的 ) 361 
Forman 最 大 值 原理 744 
Froude 数 1277 
Fubini 定理 697 
Fuchs 群 (第 二 类 的 ) 275 

ЗИ Fuchs 悦 275 

第 一 类 Fuchs BE 275 

第 二 类 Fuchs BE 275 
Fuchs 形式 282 
Fuchs 函数 282 
Fuchs 关系 式 942, 1433 
Fuchs 型 常 微 分 方程 ”941 


G 


GÀ 632 

aH 378 
af vs 
EMAK 378 
Gu 

FGR 289 
HOR 289 
ECR 288 
HGR 289 
直 和 G 集 289 
ERCK 289 


Gs 集 боо 
сұ 
сужа 1165 
强 G 平 稳 1165 
GRA 289 
GREH 314 
© ЖЕНИ 589 
6 系数 相对 同调 群 589 
{G.} 局 部 系数 同调 尾 sos 
{cu} 为 局 部 系数 群 的 同调 尾 593 
Galilei 变换 式 1310 
Galois 域 132 
Galois Bf (Galois 扩张 的 ) 134 
代数 方程 的 Galois 群 135 
Galois 方程 135 
Galois 代数 136 
Galois 扩张 ( 域 的 ) 134 
Galois 理论 133 
微分 域 的 Galois 理论 175 
Galois FRU 203 
Galton-Watson 分 枝 过 程 1155 
Girding 不 等 式 873，1001 
Girding 意义 下 的 双 曲 型 1007 
Gáraux 微分 864 
Giteaux 可 微 的 864 
Gauss 和 330, 382 
局 部 Gauss 和 385 
Gauss 分 布 1103 
Gauss 公式 498, 689, 1074, 1374 
平面 Gauss 公式 689 
Gauss 方程 498 
Gauss 平面 65 
Gauss 曲率 498 
Gauss 曲率 ( 超 曲 面 的 ) 502 
Gauss 级 数 1040 
Gauss 变换 1428 
Gauss 定理 128, 750, 1569 
Gauss 标 架 497 
Gauss BRA} 1299 
Gauss AMAR 1121 
Gauss 判别 法 1400 
Gauss 选 代 法 1064 
Gauss 圆 问题 342 
Gauss 消 元 法 1064 
Gauss-Argand 平面 65 
Gauss-Bonnet 公式 499, 507,1375 
Gauss-Markov 定理 1184 
Gauss-Manm 联络 561 
Gauss HAR 1456 
Gauss 的 全 曲率 1374 
Gauss 变 分 问题 746 
Gauss RAAR 1074 
Gauss 基本 定理 。499 


| Gauss 微分 方程 1041 


Gauss- Jacobi. 消 元 法 
Gauss-Seidel 选 代 法 
Gus 型 平稳 过 程 1160 
Gas 型 随机 过 程 1160 
Gauss-Hermite 积分 公式 
Gauss-Laguerre 积分 公式 1074 
Gaus-de6umee 积分 公式 1074 
Gauss 超 几 何 珀 分 方程 ”944，1414 
Gegenbauer 函数 1451 
Gegenbauer 多 项 式 721, 1046, 
1451 
Gentzen 基本 定理 13 
Geöcze 问题 701 
Geicze 面积 701 
S. Germain 曲率 ”498 
S. Germain. 的 平均 曲率 
Gibbs WR 724 
Girshick-Savage 定理 
Givens qk 1072 
Gleason 部 分 (函数 代数 的 ) 910 
Godbillon-Vey 不 变量 ( 叶 状 结构 的 ) 
483 
Goldbach 问题 334 
Gadel 数 24, 25, 28 
Gödel 数 (递归 函数 的 ) 27 
Gadel 集合 论 21 
Gödel 完备 性 定理 13 
Godel 的 不 完备 性 定理 3 
Goppa 码 1263 
Gorenstein 环 201 
Goursat 定理 770 
Graeffe 法 1068 
Gram 定理 316 
Gram 行列 式 123, 676 
Grashoff 数 1277 
Grasmann 代数 (线性 空间 的 ) 144 
Grasmann 坐标 437 
Grasmann HÉ 266 
实 Grasamano 流 形 266 
复 Grassmann 流 形 266 
EPR Grasmann 流 形 635 
四 元 数 Grassmann BEY 266 
定向 子 空间 所 构成 的 Grasmann 


1064 
1064 


1074 


1374 


1198 


流 形 266 
Grauert 定理 ”524，825 
Green 公式 689, 959,1012,1375, 
1421 
Green 曲线 752 
Green 定理 482, 1369 
Green 空间 753 
Green AR 927, 1016, 1020 
Green 测度 752 
Green HLF 533, 1019,1020,1124 
Green 函数 法 1308 


Green-Stokes ДД 688 

Gros 定理 792 

Gros 面积 702 

Grothendieck 群 ( 环 的 ) 647 

Grothendieck 范畴 197 

Grothendieck 定理 844 

Grothendieck (fj Riemann-Roch 型 
定理 575 

Gucermann 函数 678, 1429 

Gysin 正 合 序列 631 


H 


но Ж) 156 
н 84 
HER 1305 
ноз] 603 
Аай 653 
大 种 奇异 的 ”444，445 
ARARE 651 
Haar 条 件 715 
Haar 测度 
有 不 变 Haar 测度 311 
ERE Har 测度 311 
Наас ER BRR 721 
Hadamard 估计 1392 
Hadamard 定理 779, 791 
Hadamard АРЕ 57 
Hadamard 三 圆 定理 783 
Hadamard 空隙 定理 779 
Hadamard 乘法 定理 779 
Hahn-Banach 定理 842 
Hahn-Banach 扩张 定理 835 
Hall RE 217 
Hamilton 图 57, 58 
Hamilton (fj 57 
Hamilton 型 961 
Hamilton 群 217 
Hamilton 方程 994 
Hamilton 函数 1280 
Hamilton 原理 1278 
Hamilton MF 434 
Hamilton 算 符 1314 


Hamilton-Cayley 定理 118 
Hamilton-Jacobi 方程 995, 1281 
Hamilton 典型 方程 1280 
Hamilton 的 四 元 数 体 156 
Hammerstein 积分 方程 1027 
Hamming 距离 “1262 
Hamming ЕЙ 1262 
Hankel 函数 1445 

第 一 类 Hankel KR 1048 

第 二 类 Hankel KR 1048 
Hankel WARTE 1448 
Hamsen-Besel ДД 1445 
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Hardy 类 725 
广义 Hardy 类 910 
Hardy 定理 707, 783 
Hardy RER 1392 
Hardy-Litlewood 定理 720, 783 
Hardy-Weinberg 法 则 1226 
Hardy-Litlewood 上 限定 理 
Harnack 引 理 751 
Harnack 条 件 704 
Harnack 第 一 定理 751 
Harnack 第 二 定理 751 
Hartogs-Osgood 定理 819 
Hartogs 开拓 定理 818 
Hartogs 全 纯 性 定理 817 
Hartogs 连续 性 定理 819 
Hase 原理 149 tel 
Hasse 猜想 397 л 
Hasse 不 变量 (p-adic 域 上 的 中 心 
单 代数 的 ) 160 

Hasse DUREE 397 
Mase-Wit 矩阵 541 
Haupt 定理 1057 
Hausdorff 公理 81 
Hausdorff 空间 82 
Hausdortt 拓扑 群 233 
Mausdorff-Young 定理 720 
Hausdorfl 一 致 空间 99 
Heaviside 函数 849, 918 
Hecke 环 285 
Hecke 代数 157 
Hecke 算 于 285 
Hecke 函数 383 

具有 量 特 征 标 X 的 Hecke L IÑ 

数 384 

leine-Borel 定理 88 
Heisenberg 表示 “1315 
Heisenberg 运动 方程 1316 
Hellinger-Hahn 定理 884 
Helly 定理 430 
Helmholtz 方程 1017, 1422 
Helmholtz 定理 434, 1369 
Helmholtz ЖШ И 1290 
Melon Ж 735 
lemel 化 174 
Hensel # 174 
Herbrand 商 203 
Herglotz 定理 731 
Herglotz 积分 表示 784 
Hermite 型 146, 149 

反 Hermite 型 146 

jj Hermite 型 146 

不 定 Hermite 型 149 

正定 Hermite 型 149 

负 定 Hermite 型 149 
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Hermite 核 1026 
Hermite 内 积 146 
Hermite 空间 

对 称 Hermite 空间 269 

不 可 约 对称 Hermite 空间 269 
Hermite JEBE 119 

反 Hermite SRE 119 

fj Hermite 矩阵 119 
Hermite 度量 529 
Hermite $F 863 
Hermite 多 项 式 722, 1453 
Hermite 双 曲 空间 “271 
Hermite 微分 方程 1415, 1453 
Hermite 的 齐 性 空间 265 
Hermite 度量 线 狂 空间 146 
Heron 公式 1367 
Hersch-Pfluger 极 值 长 度 813 
Неме 曲线 (平面 代数 曲线 的 ) 

538 

Hesse 形式 315 
Неме 泛 函 (微分 流 形 上 的 ) 512 
Hesse Б (ЭЖЕ ЕШ) 510 
Hesse 标准 型 415 
Hessenberg 法 1072 
Hey БЕЙ 380 
Hilbert 变换 729, 743 
Hilbert 定理 90 135 
Hilbert 空间 832 

实 Hilbert 空间 832 

复 Hilbert 空间 832 

ME Hilbert 空间 832 

可 列 Hilbert 空间 845 
Hilbert MEM) 559 
Hilbert BE 287 
Hilbert-Schmidt 类 868 
Hilbert 不 等 式 1392 
Hilbert 多 项 式 172, 542 
Hilbert 基 定 理 167 
Hilbert 模 形式 287 
Hilbert 模 函 数 287 
HilbertSchmidt 范 数 868 
Hilbert-Schmidt 型 核 1026 
Hilbert 不 变 积分 764 
Hilbert 合 系 定理 172 
Hilbert 特征 函数 557 
Hilbert 第 五 问题 235 
Hilbert BAH 171 
Hilbert 的 数学 问题 1356 
Hilbert-Schmidt 展开 定理 1025 
Hilbert 不 可 约 性 定理 (关于 多 项 式 

的 ) 125 

Hilbert 范 数 剩余 符号 365 
Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 。 867 
Hill 方程 1055 


Hill BRE 1057 
Hill 解法 1055 
Hill 行列 式 1055 
Hill 微分 方程 1055 
Hill 行列 式 方程 ”1055 
Hirzebruch signature 定理 528 
Hirzebruch 指数 定理 641 
Hirzebruch 的 Riemann-Roch 型 定 
理 574 
Hitchcock 法 1067 
Hitchcock 运输 问题 “1238 
Hochschild 上 同调 群 201 
Hodge 型 531 
Hodge 82 531 
Hodge 结构 (向 量 空间 的 ) 561 
Hodge 谱 序列 ”560 
Hodges-Lehmaan 定理 1197,1199 
Hodgkin-Huxley 方程 957 
Holder 定理 964 
Holder 不 等 式 666 
Holder 积分 不 等 式 666 
E. Holmgren 唯一 性 定理 991 
Hooke 定律 ”1288 
Hopt 从 633 
Hopf 代数 602 
对 偶 Hopt 代数 602 
初等 Hopt NR 603 
Hopf 曲面 528 
Hopf 定理 615, 931 
Норі Bé 633 
Норі # 532 
Норі 不 变量 622 
广义 Hopt 不 变量 624 
模 p Hopt 不 变量 625 
mod p Норі 不 变量 625 
Нор 分 类 定理 606 
Норі 对 偶 乘法 603 
Hopt 扩张 定理 606 
E. Нор 扩张 定理 692 
Hérmander 定理 870, 871 
Horner $Ë 1066 
Hotelling 的 (统计 量 ) 1186 
Householder 法 1072 
Ным 过 程 1126 
Hunt-Stein 引 理 1205 
Hurewicz 同 态 621 
Hurwitz 关系 式 570 
Hurwitz 6 RB 382 
Hurewicz 同 构 定理 621 
Hurewicz-Steenrod 同 构 定理 630 
Huygens 原理 1004, 1296 
广义 Huygens 原理 1006 


1 278 

15m 545 

1 为 指标 集 的 函数 族 48 
1-adie 拓扑 ( 环 的 ) 563 
Ince 定义 1057 
Ince-Goldstein 方法 1056 
Iversen 定理 792 


J 


JAS 623 
1 十 1 型 的 个 体 28 
Jackson 定理 716 
Jacobi Mj 510 
Jacobi Ж 994 
Jacobi 法 1069 
WHA Jacobi 法 1070 
FER Jacobi 法 1070 
Jacobi j& 540, 798 
广义 Jacobi 2 542, 798 
典范 极 化 Jacobi Ж 540 
标准 极 化 Jacobi й 569 
Jacobi 条 件 763 
Jacobi 变换 1428 
Jacobi 法 则 247 
Jacobi Е 674, 885 
Jacobi 积分 1286 
Jacobi 符号 325 
Jacobi 行列 式 674 
广义 Jacobi 行列 式 702 
Jacobi 多 项 式 721, 1453 
Jacobi 恒等式 (括号 积 的 ) 477 
Jacobi 恒等式 (Whitehead 积 上 的 》 
624 
Jacobi БИШ 571 
Jacobi 判别 准则 (关于 正则 局 邵 环 
的 ) 174 
Jacobi 虚数 变换 1039 
Jacobi 第 二 解法 994 
Jacobi HRM 1427 
Jacobi RARP 1411 
Jacobi 微分 方程 1415, 1453 
Jacobi 符号 的 互 反 律 325 
Jacobi 符号 的 补 余 律 325 
Jacobson 根基 165 
Janko BÉ 223, 1478, 1481 
Janzen 面积 701 
Jeffreys 法 1085 
Jensen 公式 772 
Jordan 3$ 95, 461 
Jordan 域 470 
Jordan BE 185 
Jordan 分 解 (加 性 集 函数 的 ) 698 


Jordan 分 解 (有 界 变 差 函数 的 ) 
669 


Jordan 分 解 ( 格 序 线性 空间 的 元 的 ) 


839 
Jordan 代数 183 
特殊 Jordan 代数 184 
自由 特殊 Jordan 代数 184 
Jordan [AA (Jordan 代数 间 的 ) 
184 
Jordan 曲线 95, 461 
Jordan 测度 691 
Jordan-Hélder 列 208 
Jordan 不 等 式 1391 
Jordan 可 测 的 ”692 
Jordan 标准 型 (和 矩阵 的 ) 119 
Jordan 检验 法 723 
Jordan-Halder 定理 208 
Jordan-Zassenhaus 定理 296 
Jordan 曲线 定理 95 
Julia 方向 789 
Julia 例外 函数 “791 


K 


AM 256 

«ШЫ 257 

* 闭 的 256 

^W 1102 

SOK DME 1173 
HAR KB 1174 

(XX 261 

《变换 729 

A MAY 262 

《 标 架 266 

正 交 标 架 266 

《 紧 的 (代数 群 ) 259 

KMD 643 
代数 大 理论 647 

kB 651 

KERRY 258 

k BIRR) 259 

KARA 548 

^ 同 构 的 《4 的 扩 域 间 的 ) 130 

К РИБ С = Колмогоров 自 同 构 ) 
899 

《次 混合 ( 自 同 构 ) 899 

HFA 771 

AB A 771 

4 面体 群 219 

正人 面体 群 219 

KL ASM 1193 

КЗ 曲面 546 

KERF 539 

4 次 Riese 可 和 713 

КИФ uoz 


ARENE 1102 

4 重 可 迁 的 (G 4E) 289 

4 重 可 迁 群 219 

4 样本 问题 1211 

4 上 的 函数 域 539 

4 有 理 素 除 子 539 

4 次 张 量 空间 141 

《次 Ries 求 和 法 713 

不 阶 微分 算 子 646 

4 标 架 Stickel 流 形 266 
* 维 正 态 分 布 1103 

下 次 弱 平稳 过 程 1165 
ARBRE 622 

人 阶 不 可 约 张 量 1329 

A 标 架 实 stietel 流 形 266 
4 值 代数 体 函 数 sos 
Kahler 度量 530 

Kahler 流 形 529, 530 
Kahler 的 齐 性 空间 265 
Kan 复 形 581 

Kaplansky 定理 912 
Kapteya 级 数 1050, 1446 
Karlin 定理 1198 

Kav 微分 方程 ”957 
Keisler-Shelah 同 构 定理 18 
Kelvin 变换 749 

Kelvin 函数 1449 
Kendall 记号 1251 
Kendall 秩 相关 系数 1213 
Kepler 方程 1284 

Kepler 轨道 要 素 1283 
Kerékjarté-Stoilow 紧 化 806 
Killing 型 248 

og 向 量 场 508 
Killing 微分 方程 508 
Kirchhoff 解 1006 
Kirchhoft 定律 ”1302 
Kleene 的 范式 定理 27 
Klein Җ 469 

Klein 群 275 

Klein 模型 452 

Klein 四 元 群 219 
Kiein-Gordon 方程 1316 
Klein 直线 坐标 437 
Kloosterman 和 284 
Kneser-Sommerteld 公式 1447 
Kneser-{ EM 925 
Knopp-Schmidt 定理 675 
Koebe 极 值 函数 786 
Königsberg 桥 问题 57 
Kosant 公式 255 
Kronceker 积 118 
Kronecker $ 735 
Kronecker 8 117, 1375 
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Kronecker $FE 362 
Kronecker 指数 544, 597 
Kronecker 符号 356 
Kronecker 极限 公式 381 
Kronecker 逼近 定理 239 
Krull 环 166 

Krull 拓扑 135 

Krull 维 数 (理想 的 ) 165 


| Kroll 维 数 (交换 环 的 ) 165 


Krull 交 定理 167 


; Кеш 高 度 定理 167 


Krull- 事 性 引 理 165 
Krull- 秋 月 定理 170 
Krull-Remak-Schmidt RE 210 
Kruskal-Wallis 检验 1212 
Kuhn-Tucker 约束 规范 1240 
Kummer 扩张 
指数 为 四 的 Kummer 扩张 134 
Kummer 曲面 547 
Kummer 判 据 374 
Kummer 函数 1046, 1441 
Kummer 判别 法 “1400 
Kummer 微分 方程 1442 
Künneth 公式 197 
Künneth 定理 194, 590 
Kuratewski 图 58 
Kuratowski 空间 82 
工 
+. 空间 
Fréchet L 空间 93 
抽象 上 空间 sar 
函数 
Artin L 函数 386 
Dirichlet L 函数 ”382 
Ческе L 函数 383 
FAR Artin LM 396 
具有 量 特征 标 % 的 Hecke L IÑ 
数 384 
LBS 695 
代数 908 
心 空间 93 
+ 阶 偏 微分 方程 组 (微分 流 形 上 
fy) 975 
(эйс 表示 568 
Саас 坐标 系 568 
Lagrange 法 1066 
Lagrange 公式 433 
Lagrange 方法 1289 
Lagrange 问题 762 
Lagrange 导数 1289 
Lagrange RIF 1396 
Lagrange GAR 1239, (280 
Lagrange 括号 977, 993 
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Lagrange HRA 763 

Lagrange 恒等式 958 

Lagrange JERE 674 

Lagrange 预 解 式 134 

Lagrange 插值 法 (多 项 式 ) 1060 

Lagrange-Charpit 解法 985, 1417 

Lagrange 内 插 公 式 “717 

Lagrange 运动 方程 ”1280 

Lagrange-Charpit 方程 组 973 

Lagrange 内 揪 多 项 式 717 

Lagrange 待定 系数 法 674 

Lagrange 常数 变易 法 938 

Lagrange 插值 多 项 式 1060, 1455 

Lagrange 型 常 微分 方程 1411 

Lagrange 型 偏 微分 方程 1418 

Laguerre Ri 457 

Laguerre 变换 457 

Laguerre 函数 1454 

Laguerre 几何 学 457 

Laguerre 多 项 式 7214. 1454 
连带 的 Laguerre 多 项 式 721 

Laguerre (连带) 微分 方程 1415, 

1454 
Lambert 级 数 778 
Lambert 保 角 圆锥 投影 法 “460 


Lamé 函数 
第 一 种 Lame 函数 1052 
1052 

1052 

1052 

1052 


第 四 类 Lamé 函数 1052 
Lamé 微分 方程 1051 
Lanczos jk 1068, 1072 
Landau 定理 785 
Landau 常数 812 
Landau 符号 91 
Landen 变换 1036, 1428 
Lane-Emden 函数 957 
Langevin 方程 1143, 1308 
Laplace 方程 996 
二 维 Laplace 方程 1421 
三 维 Laplace HR 1422 
Laplace 变换 739, 1405 
Laplace WP 434, 996 
Laplace-Beltrami WF 532 
Laplace-Stieltjes 变换 739 
Laplace 展开 定理 (关于 行列 式 的 ) 
122 
Laplace-Mehler 积分 表示 1435 
Laurent 级 数 778 
Laurent RFR 771 
Lebesgue 数 88 
Lebesgue 可 测 693 


Lebesgue 可 了 积 695 
Lebesgue 面积 700 
Lebesgue 测度 692 
广义 Lebesgue 测度 692 
Lebesgue 积分 695 
广义 Lebesgue 积分 695 
Lebesgue 维 数 96 
Lebesgue 内 测度 693 
Lebesgue 可 测 的 ”692 
Lebesgue ЭЕ 22 
Lebesgue 外 测度 ”692 
Lebesgue 求 和 法 713 
Lebesgue 检验 法 723 
Lebesgue-Radon 积分 687 
Lebesgue-Stielties 积分 687 
Lebesgue 分 解 定理 。698 
Lebesgue 可 测 函 数 。694 
Lebesgue 收敛 定理 。696 
Lebesgue 测度 空间 
9 有限 测 度 的 Lebesgue 测度 空 
间 891 
具有 有 限 测度 的 Lebesgue 测度 
空间 891 
LeCam 定理 1199 
Lefschetz IE 560 
Lefschetz Bk 556, 614 
Lefschetz 定理 
弱 Lefscheu 定理 560 
强 Lefsche 定理 560 
Lefschetz 不 动 点 定理 614 
Legendre 关系 1037，1430 
Legendre 系数 1044 
Legendre 变换 977 
Legendre 函数 1434 
连带 的 Legendre 函数 1437 
第 一 类 Legendre 函数 1043, 
1434 
第 二 类 Legendre 函数 
1434 
第 一 类 连带 的 Legendre 函数 
1044, 1437 
第 二 类 连带 的 Legendre 函数 
1044，1437 
Legendre 符号 324 
Legendre 多 项 式 1044, 1435 
Legendre 微分 方程 1043, 1415 
Legendre-Jacobi 标准 型 1035, 
1424 
Legendre 符号 的 互 反 律 324 
Legendre 连带 的 微分 方程 1043 
Lehmann 定理 1211 
Lehmann-Scheffé 定理 1195 
Lehmano-Stein 定理 1203 
Lehmer jk 1068 


1043, 


Leibniz A3} 670, 1395, 1402 
Leibniz 定理 706 

Levi 分 解 249 

Levi 问题 819 

819 


Loy 过 程 1150 
Levy 测度 1151 
Lévy 距离 1106 
Lévy 的 标准 型 1104 
Lévy-Xumuum 的 标准 型 1104 
Levy 的 连续 性 定理 1108 
Lr ©] 845 
Lie 环 247 
Lie 群 241 
复 Lie 群 241 
商 Lie 群 242 
局 部 Lie 群 235 
典型 复 单 Lie M 243 
典型 紧 单 Lie 群 243 
例外 复 单 Lie 群 243 
例外 紧 单 Lie BE 243 
SGM S Lie 群 242 
例外 型 复 单 Lie BE 243 
例外 现 紧 单 Lie BE 243 
Lie FEE 242 
连通 be FEE 242 
Lie 代数 247, 1377 
Lie 代数 (代数 群 的 ) 257 
X Lie 代数 247 
复 Lie 代数 247 
商 Lie 代数 247 
伴随 Lie 代数 248 
限制 Lie 代数 254 
ЖЖ Lie 代数 252 
微分 Lie FRR 249 
代数 的 Lie 代数 257 
MEM Lie 代数 250 
一 般 线性 Lie 代数 247 
典型 复 单 Lie 代数 253 
例外 复 单 Lie 代数 253 
Lie 群 6 的 Lie 代数 242 
血型 型 复 单 Lie 代数 “253 
奥 型 紧 实 单 Lie 代数 253 
例外 型 复 单 Lie 代数 253 
例外 紧 实 单 Lie 代数 253 
典型 型 紧 实 单 Lie 代数 “253 
例外 型 紧 实 单 Lie 代数 253 
£ Lie сй Lie 代数 243 
Lie 导数 ( 张 量 场 的 ) 478 
Lie 导数 (微分 形式 的 ) 480 
Lie 定理 249 
Lie 变换 群 264 
Lie-Kolchin 定理 258 


Lie 线 球 变换 457 

Lie 基本 定理 264 

Lie 群 的 直 积 243 

Lie 切 触 圆 变换 457 

Lie ROARK 301 

Lie 群 G 的 Lie 代数 242 
Lie 群 与 齐 性 空间 的 拓扑 ”627 
Lie 群 与 其 它 特殊 群 的 西 表示 301 
Liebmane jk 1081 

tiénard 方程 952 

Lighthill Ë 1084 

Lindeberg 条 件 1109 
Lindelöf 性 质 83 

Lindelaf 定理 784 


Lindelöf 猜想 339 
Lindelot 渐 近 值 定理 783 
Liouville 数 352 
Liouville 公式 937 
Liouville 定理 790, 962 
Liouville 第 一 定理 1037 
Liouville 第 二 定理 1037 
Liouville 第 三 定理 1037 
Liouville 第 四 定理 1037 


Lipschitz 条 件 664, 924 
ad Lipschitz 条 件 664 
Lommel 积分 1049 
Lommel 多 项 式 1450 
Looman-Mewunnos 定理 
Lorentz 群 229, 1309 
ER Lorentz BE 229, 1309 
齐 次 Lorentz H 1309 
非 齐 次 Lorentz BE 1309 
Lorentz 变换 1309 
Lorentz 空间 831 
Lówner 微分 方程 786 
Luce fy 8 MAY 1229 
Luneburg 透镜 1299 
Liroth 定理 553 
Lutz-Mattuck 定理 347 
Luzin 的 单一 性 定理 34 
Luzin 的 第 一 分 离 定理 34 
Luzin 的 第 二 分 离 定理 34 


769 


м 726 

M 空 间 844 
抽象 M 空 间 841 
M 展开 法 “1290 
(m, n) RUSE RE 117 
(M, S) ERE 264 
mRBGX 124 
m 次 分 贺 域 362 
mS AM 334 
M 步 相关 的 ”1259 


| мийи 


1302 
FRB 127 
mm 个 变量 的 多 项 式 
严 个 变量 的 多 项 式 环 


Macaulay Ef 169 

局 部 的 Macaulay 环 
Macaulay 局 部 环 169 
Mach 波 1291 
Mach $ 1277, 1290 
Mach 圆锥 1291 
Machin 公式 420 
Mackey 拓扑 844 
Mackey 定理 844 
Mackey 空间 844 
Mackey-Arens 定理 
Malus 定理 1298 
Mandelstam 表示 1326 
Mangoldt 函数 337 


124 
124 


169 


844 


Mann-Whitney JUR 1211 
Mannheim 曲线 496 
Marinkiewicz-Hunt 定理 831 


Manio HK 807 
Martin 公理 (集合 论 中 的 ) 23 
Maio 4J 807, 1136 
Mario 紧 化 807 
Mania 对 偶 边 界 1137 
Mathieu BF 220, 1472 
Mathieu 方法 1056 
Mathieu 方程 1055 
修正 Matbieu 方程 
Mathiéu 函数 1055 
广义 Mathieu 函数 
修正 Mathieu 函数 
第 一 类 Mathieu 函数 
第 二 类 Mathieu 函数 


1055 


1055 
1055 
1055 
1056 
函数 1056 
函数 1056 
第 三 类 修正 Mathieu 函数 1056 
Maurer-Cartan 微分 方程 245 
Maurer-Cartan 微分 形式 245 
Maxwell 方程 1299 
Maxwell 约定 657 
Maxwell 应 力 1300 
Maxwell 定理 1045 
Maxwell 鱼 眼 1298 
Maxwell-Boltzmann 速度 分 布 律 
1305 
Mayer-Vietoris 正 合 序列 
Mazur 定理 835 
McMillan 定理 1258 
Mehler 公式 1445 
Mellin 变换 742 
Mendel 模型 1226 
Menelaus 定理 447 


592 


Mercator 投影 法 


Mercer 定理 


Mersenne 


Mersenne 素数 
Mertens 定理 
Meusnier 定理 (曲面 上 的 》 
Mikusifiski WF 


数 


PRES 


460 
1025 
323 
323 
707 


Du 


Milne 法 1077 
Milne RER 1077 
Milne ЯДИ 1077 
Milnor 数 561 
Milnor 纤维 化 561 
Minkowski 世界 1309 
Minkowski 定理 349, 


Minkowski 不 等 式 667 


Minkowski 


sse 特征 标 


1649 


497 


357 


149 


Hlawka 定理 349 


148 


Minkowski 的 约 化 理论 276 
Mittag-Leffler 定理 790 
Mobius fj 468 

Möbius 变换 66, 456 
Mabius 函数 
Möbius 几何 学 456 
Mobius 变换 群 456 


Möbius 反 演 公式 


329 


329 


mod p 同 构 621 
mod p Нор 不 变量 625 


Monge 法 


4 


55 


Monge-Ampére 方程 995 
Monge 方程 995 


Monte Carlo 法 


Montel 定理 
Montel 空间 844 
Moore-Smith 收效 92 
Mordell 猜想 348 
Mordell-Weil 定理 347 
dS Mordell-Weil 定理 347 
Morera 定理 
Morse RER 510 
Morse 指数 定理 513 
Morse-Smale 动力 系统 654 
Morse 理论 的 基本 定理 513 
Mantz 定理 715 


1265 
103 


769 


N 


N( 全 体 自 然 数 的 集合 ) 59 


= 组 43 
”类 66 
att 


5 


齐 次 =” 链 ( 群 的 ) 201 
非 齐 次 ” 链 ( 群 的) 202 


”次 型 


124 


4650 n O,P 起 首 


”= 连通 620 
= 单纯 (拓扑 空间 ) 620 
п HA 581 
п 693 
"EX 458 
т (а) 774 
"ЈА 636 
"ARR 1246 
"元 向 量 137 
"TKR 9 
”元 谓词 s 
”次 分 量 192 
"ИМ 670 
п 962 
"ИЯ 670 
”连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
局 部 = 连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
"连通 的 (图 ) 57 
"Ар 1285 
"ОШИ 620 
n 重 积分 685 
"MH 608 
"着 色 的 (图 ) 58 
"лж 416 
^H 1099 
"ЈЕ 578 
Ny 类 零 集 761 
元 数 向 量 137 
”分 类 空间 634 
次 可 微 的 。670 
次 齐 次 式 124 
"次 近似 式 671 
M LU 1162 
"RMR 365 
n K Siegel 空间 286 
nd Siegel PLR 286 
" 阶 无 穷 大 91 
тИ 9! 
п ИЧАК 670 
”级 射影 集 34 
”判决 问题 1090 
n 维 拓扑 球 416 
"ӨШ 1173 
HEURE 037 
"ЛЕА 634 
п É Siegel 模 函 数 287 
”变量 的 函数 48 
” 维 分 布 函数 
” 维 拓扑 胞 用 416 
n 维 随机 变量 1098 
" 维 概率 分 布 1098 
nif Euclid 几何 学 405, 411 
广义 的 = 维 Euclid 几何 学 412 


“次 齐 次 多 项 式 124 

= 次 连续 可 微 的 ”672 

”次 Siegel 上 半空 间 286 

= 连通 纤维 空间 630 

a 重 约 化 双 角 锥 605 

n+ 2 超 球面 坐标 437, 456 

"ЙЕ: 1165 

= 变量 代数 函数 域 132 

”变量 有 理 函 数 域 132 

2364 次 型 的 不 变 式 315 

NN 维 时间 参数 的 Brow 运动 
1143 

nie Euclid 空间 内 的 正 多 面体 
419 

Napier 数 677 

Napier 公式 1367, 1368 

Napier 对 数 677 

Napier 分 圆 法 则 1368 

Navier-Stokes 方程 ”1291 

Neroo-Severi PECKY) 556 

Néron 极 小 模型 (Abel 0) 572 

Neumann 问题 750, 1000 

Neumano 2% 1023 

Neumann 函数 (Neumann 问题 的 ) 
1018 

Neumann 函数 (一 第 二 类 Bessel ifi 
EO 1048，1444 


Nevanlinna 例外 值 791 
Nevanlinna 第 一 基本 定理 790 
Nevanlinna 第 二 基本 定理 791 
Newton 力学 1278, 1279 
Newton 公式 126, 1456 
Newton 位 势 743 
Newton 定律 1291 
Newton 流体 1291 

非 Newton 流体 1291 
Newton 容量 758 
Newton-Raphson 法 1066 
Newton 内 容量 759 
Newton 外 容量 759 
Newton 多 角形 942 
Newion ikitik 1066 
Newion-Cotes A3} 1072 
Мемо 内 插 公 式 1456 
Newton 内 插 多 项 式 717 
Newton 运动 三 定律 1279 
Newton 向 后 插值 公式 ”1061 
Newton 向 前 插值 公式 1061 
Neyman 结构 1204 
Neyman-Pearsoo 基本 引 理 
Nicholson 公式 1449 
Nijenhuis 张 量 523 


1203 


Noether Ef 167 

Ai Noether 环 154 

É Noether 环 154 
Nocther 的 ( 模 ) 188 
Noether 概 型 550 

局 部 Noether BEN) 550 
Noether EEK 167 
Noether 局 部 环 168 
Noether 半 局 部 环 168 
Narlund 可 和 712 
Nórtund 求 和 法 713 
Nusselt 数 1277 
Nyquist 定理 1308 


o 


om ns 

OG seu 

(X эз 

OmA 5и 

ORR 115 

OC 曲线 1223 

名 特殊 指数 se 

全 线性 等 价 于 0 sa 

Odicz 空间 828 

Ornstein-Uhlenbeck (fJ Brown 运动 
1143 

Osen 近似 1291 


P 


? 秩 ( 加 法 群 的 ) 214 
P 格 279 

PEL 217 

Abel p ft 213 
P. 集 35 

(Psa) 型 

弱 (pe) 型 831 

3 (p,a) Ж! 831 
限制 (2,9) 型 831 
限制 弱 (6.4) 型 931 
PH 787 

拟 p 叶 的 788 
平均 2 叶 的 788 
完全 # 叶 的 。 787 
局 部 少 叶 的 “788 
绝对 ?时 的 787 
局 部 绝对 Pp 叶 的 。788 
PAS) 870 

P- 向 量 144 

多 运算 600 

PHF 295 

PBK 1037, 1429 
Riemann 的 P 函 数 944, 1414 
PH 1163 

?指数 (有 限 代数 数 域 上 的 中 心 单 


代数 的 ) 160 
Pp 准 素 ( 理 想 ) 165 
PEE 441 
DET 213 
分 位 数 1105, 1210 
PEMA 294 
PRAM 517 
-RAR 144 
HM 14 
P ЖЛЕ СЕП AAAS) 634 
+ 管理 图 122 
不 变量 (有 限 代数 数 域 上 的 中 心 
单 代数 的 ) 160 
(Ps4) КЕ 141 
P 几 乎 处 处 691 
РК Holder 可 和 711 
? 阶 不 变量 517 
PUEDE 517 
Р Holder 求 和 法 711 
P Esa 827, 1100 
(p, a) 型 张 最 空间 141 
次 反 变 张 量 142 
次 线性 映射 、192 
重 外 竺 空间 144 
次 方 平均 收效 827 
次 积分 不 变 式 962 
次 反 变 9 次 共 变 张 量 141 
i 178 


p-adic 赋值 178 
p-adic 数 域 178 
p-adic 数 域 374 
p-adic 整数 178 
p-adic 整数 环 178 
pode 代数 数 域 178 
p-adic 指数 赋值 178 
Painlevé 定理 773 
Painlvé 超越 函数 950 
Paley 不 等 式 720 
Paley-Wiener 定理 856 
Pappos 定理 426 
Pappus 定理 443 
Parseval 等 式 723, 728,733,737, 
742, 743, 832 
Pascal 线 426 
Pascal 构图 426 
Pascal 定理 408, 425, 445 
Pascal 三 角形 55 
Pasch 公理 406 
Pauli 近似 1317 
Pauli 原理 1318 
Pauli AMEE 1316 
PC 法 1077 


Peano 曲线 467 
Peano 面积 701 
Peano 连续 统 461 
Peano 公理 系统 59 
Péclet 数 1277 
Peirce 空间 184 
Peirce 分 解 (Jordan 代数 的 ) 184 
Peirce 左 分 解 ( 单 式 环 中 的 ) 154 
Pell 方程 346 
Perron 公式 338 
Perron 方法 756 
Perron 可 积 705 
Perron 定理 924 
Perron-Brelot 解 756 
Peter-Weyl 理论 240 
Petersson 度量 283 
Pfaff 方程 971 
Pfaff 问题 971 

广义 РН 问题 972 
Platt 形式 479, 971 
ман 方程 组 971 
Pfaff 多 项 式 123 
Pbragmén-Lindelóf 定理 783 
Pr ARR 161 
Picard (RI) 556 
Picard 群 (交换 环 的 ) 647 
Picard 82 531, 555 
Picard 定理 789, 791 
Picard 例外 值 791 
Picard-Lefschetz 变换 560 
Picard-Vession 理论 175 
Pincherle-Goursat 核 1024 
Pitman 估计 量 1199 
Plancherel 定理 300, 319, 733 
Plancherel 测度 300 
Planck 常数 1314 
Plateau 问题 766 
P. L. K. 方法 1083, 1084 
Plücker 公式 538 
Plücker 坐标 “437 
Plicker 关系 式 437 
pe 管理 图 1222 
Pohlke 定理 455 
Poincaré BE 607 
Poincaré 公式 317 
Poincaré 级 数 283 
Poincaré 条 件 756 
Poincaré 定理 114 
Poincaré 度量 67 
Poincaré 流 形 582 
Poincaré 猜想 585 
Poincaré 模型 453 
Poincaré 鞍点 932 
Poincaré 多 项 式 588 


中 文案 引 1651 


Poincaré-Bruns 定理 1285 
Poincaré-Volterra 定理 774 
Poincaré(-Lefschetz) 对 偶 定理 583 
Poincaré 最 后 定理 615 
Poincaré-Birkhoff-Wit 定理 250 
Poincaré 微分 不 变 式 67 
Poinearé-Biskhoff 不 动 点 定理 。615 
Poincaré-Leischetz 对 侦 定理 583 
Poinsot 表示 1280 
Poisson 核 724 
Poisson 解 1006 
Poison 分 布 1103, 1457 
Poison 公式 1445 
Poisson 方程 744, 996 
Poisson 过 程 1150 

复合 Poison 过 程 1151 
Poison 括号 978, 993 
Poisson 积分 751 
Poisson 括号 式 477 
Poison 稳定 性 ”891 
a RAAR 709, 731, 735 
Poisson RIAR 770, 1422 
Polya я 型 1183 

Polya 2 型 1183 

Poseuille 流动 1294 
Pos 定理 37 
Poynting Ж 1300 

Prandtl $k 1277 
Prandıl-Glauert ЖИДЕК 1292 
Prandtl 积分 微分 方程 ”1030 
Pringsheim 定理 680 
Prüfer 环 200 
p-Sylow 子 群 217 
Poiseux 级 数 778 
Puppe 的 正 合 序列 605 
Pythagoras bk 408, 411 
Pythagoras 数 346 

Pythagoras 扩张 ”408 
Pythagoras 闭 域 408 
Pythagoras 定理 413 
Pythagoras 有 序 域 231 


Q 


2 (全体 有 理 数 的 集合 ) 59 

4 函数 
Ж Чебышев ç 函数 1091 
Чебышев а 函数 1091 

4 展开 式 1038 

4 次 共 变 张 量 142 


R 


R( 全 体 实数 的 集合 ) 59 
r 阶 (谓词 的 ) 38 
tu 


1652 sii 


HERR GE 587, 588 
c= 类 奇异 ~ 481 
r 边 形 409 
r 闭 的 84 
r 闭 链 sss 
„ек 
定向 ~ 单 形 481 
定向 c" 类 奇异 单 形 яз 
+ 骨架 577 
"重点 538 
+ ERY 588 
r+ 循环 588 
(к, к) 可 和 713 
r + 上 阶 ( 非 正则 奇 点 ) 942 
r 上 边缘 590 
"ЕЙ 590 
r 上 循环 590 
‚ИН 588 
r 位 的 基 333 
RRA 1222 
CR, S) 内 射 的 ( 模 ) 201 
(к, 5) 射影 的 ( 模 ) 201 
(к, 5) 正 合 序列 ( 模 的 ) 201 
(7,0) 型 的 微分 形式 ”524 
"上 边缘 闭 链 590 
r 边缘 闭 链 群 588 
"次 微分 形式 555 
r 维 切 标 架 从 634 
Ke 值 随机 变量 1098 
RR 射 影 生成 模 161 
阶 的 半空 间 链 411 
Raabe 判别 法 1400 
Racah 代数 1328 
Racah AM 1329 
Richard 0 7 
Кайетасћег-Меньшов 定理 720 
Rademacher 正 交 函 数 系 721 
Radon 变换 318 
ЭЕТ Radom 变换 318 
Radon 测度 694 
JE Radon 测度 693 
Radon-Nikodym 定理 698 
Ramanujan 和 331 
Ramanujan 猜想 285 
Rankine-Hugoniot 关系 式 1291 
Rao 定理 1201 
Rao-Blackwell 定理 1195 
Rayleigh jj 882, 1071, 1080 
Rayleigh 原理 882 
Rayteigh-Ritz 方法 765 
Ree BE 222, 1478 
Reed DEIR HIM 483 
Regge 轨道 1325 
Reidemeister (01 459 


Reinhardt 域 816 
完全 Reinhardt 域 817 
Rellich 3232 1001 
Rellich 唯一 性 定理 
Remmert 定理 824 
Remmert-Stein 开拓 定理 823 
Rényi GERE 341 
Reuleaux 三 角形 431 
Reynolds $ 1277, 1291 
BE Reynolds 数 1293 
Reynolds 相似 定律 1291 
Riceati VBR 1411 
广义 Riccati 型 常 微分 方程 
1411 
Ricci ДҖ 492, 1376 
Ricci 曲率 507 
Ricci 张 量 492, 507, 1376 
Riemann 和 682 
Riemann jij 300 
抽象 Ri 
Riemana Bi 505 
Riemann 曲率 506 
Riemann 问题 945 
Riemann 定理 706, 771 
Riemann 空间 504 
对 称 Riemann 空间 267, 1377 
BAK Riemann 空间 272 
局 部 对 称 Riemann 空间 267. 
1376 
整体 对 称 Riemann 空间 267 
不 可 约 对 称 Riemann 空间 268 
Riemann 函数 1006 
Riemann 矩阵 570 
Riemann 度量 479 
Riemann 积分 682 
Riemann 流 形 479, 504 ` 
正规 切 触 Riemann OE 522 
Riemana 球面 66 
Riemann 猜想 381 
Riemann 联络 488, 505 
Riemann-Roch 群 575 
Riemann 几何 学 1375 
Riemann 下 积分 682 
Riemann 上 积分 682 
Riemaon 可 积 的 ”682 
Riemann 伪 度 量 479 
Riemann 求 和 法 713 
Riemann-Hilbert 问题 945 
Riemann-Hurwitz 公式 543 
Riemann-Lebesgue 定理 723, 727 
Riemann-Roch 定理 539,545,798 
广义 Riemann-Roch 定理 541 
微分 流 形 的 Riemann-Rech 定理 
645 l 


1017 


mi воо 


Riemann-Stieltjes 积分 687 
Riemann Ç Ю 381 
Riemann 8 函数 571 
Riemann 开拓 定理 818 
Riemann 齐 性 空间 265 
对 称 Riemann 齐 性 空间 267 
Riemann 的 函数 944, 1414 
an 面 的 情形 274 
ann 映射 定理 810 
Riemann 微分 方程 1432 
Riemann-Roch 型 定理 573 
Grothendieck 的 Riemann-Roch 
型 定理 575 
Hirzebruch 的 Riemann-Roch 型 
定理 574 
Riemana 的 非 Euclid 几何 学 451 
Riemann 面 的 分 类 理论 803 
Riemann 流 形 的 张 量 场 492 
Riese 分 解 (位 势 论 中 的 ) 754 
Riez 2} (Марков 过 程 中 的 ) 
1127 
Riesz 位 势 744 
Riesz 定理 833 
F. Riese 定理 720, 783 
M. Riesz 定理 783 
M. Riesz 由 性 定理 668 
F. Riesz-Fischer 定理 720, 828 
Riesz-Schauder 定理 867 
Riu 基 定理 (关于 微分 多 项 式 的 ) 
175 
Riv 法 
Ritz 方法 765 
Robin 问题 1000 
Robin 常数 758 
Roche-Schlómilch 余 项 
Rodrigues 公式 1044 
Rolle 定理 670 
Rosen 梯度 投影 法 ”1241 
Rom 定理 350 
Rouché 定理 128, 614, 772 
Royden 紧 化 806 
Rücken 零点 定理 823 
Runge 定理 717 
Ruage-Kuta 法 1075 
Runge-Kutta-Gill #& 1076 
Russell ВЮ 6 


1079 


1396 


S 
si 107 
S 流 898 
SH 353 
5% & 353 
sak 107 
m 


5 空间 845 
SHEBE 887, 1323 
5 概 型 549 
分 离 5 概 型 550 
5 容许 的 ”349 
S 上 的 概 型 549 
5 型 基本 空间 855 
5 上 的 射影 概 型 557 
(S, F) 值 随机 变量 1098 
s s BE 580 
sos BM 580 
$$ BR 1 的 实现 581 
vos 复 形 K 的 实现 的 实现 581 
Sard 定理 675 
Schauder 估计 871 
Schauder 不 动 点 定理 615 
Scheinpflug 方法 455 
Schetfé 模型 1228 
Scheja 定理 821 
Schlifli 公式 1445 
schlifli 图 形 252 
Schlafli 多 项 式 1450 
Schläfli 积分 表示 1043 
Schlómilh BR 1050, 1446 
广义 schlamilch 级 数 1050 
Schlómileh 定理 454 
Schlómileh 判别 法 1400 
Schmidt 正 交 化 720 
Schoenflies 记号 280 
Schoenflies 问题 95 
Schottky 定理 785 
Schottky 单 值 化 802 
Schreier 猜想 224 
Schröder 函数 方程 1031 
Schradiager 方程 1314, 1315 
Schrödinger 表示 1315 
Schubert $ 640 
Schubert 闭 链 640 
Schur ФВ 293 
Schur 引 理 188, 290, 298 
Schur 引 理 ( 关 于 单 模 的 ) 155 
Schur 定理 710 
Schur 指数 293 
Schur 指数 (中 心 单 代数 的 ) 159 
Schwarz 引 理 782 
Schwarz 导数 1396 ， 
Schwarz 定理 455 
Schwartz 空间 845 
Schwarz KYR 666 
Schwarz-Christoffel ЖЕ} 812 
Schwarz 反射 原理 774 
Schwarz-Christoffel 变换 公式 812 
Seifert 曲面 611 
Seifert 不 变量 611 


Selberg HEHE 340 
Selberg GUAE 399 
Serre 定理 557 
Serre 对 偶 定 理 525, 558 
Serre 的 定理 论 621 
Shapley 值 1248 
Shrikhande Jj 1219 
Sidon 集 735 
Siegel 定理 150, 347 
Siegel MUX 286 
Siegel L 函数 389 
Siegel 中 值 定理 350 
Simpson 公式 1073 
Simpson 的 1/3 法 则 
Simpson 的 3/8 法 则 
Skolem 悖 论 4 
Skolem-Lówenheim 定理 4 
Slater 约束 规范 1240 
sn 函数 1039, 1427 
Sommerfeld 公式 1445, 1447 
Sommerfeld 辐射 条 件 1017 
Sonine 多 项 式 721, 1454 
Sonine-Schafheitlin 公式 1447 
Souslin 系统 34 
So 定理 м 
Souslin 假设 23 
Souslin 模式 34 
Spearman 秩 相关 系数 ”1213 
Spec( 4) if ИСП) 的 完备 化 564 
Sq 运算 599 
Staudt 代数 442 
Steenrod 代数 600 
Steenrod 运算 599, 1382 
Stein 定理 1198 
Stein 空间 826 
Stein 流 形 820 
Stein 流 形 基本 定理 A 820 
stein 流 形 基本 定理 B 820 
Stein 流 形 的 基本 定理 A 524 
Stein 流 形 的 基本 定理 B 524 
Stein-Weiss 定理 831 
Steinberg 群 647 
Steinberg 公式 256 
Steinberg 记号 647 
Stietel 流 形 266 
复 Stiefel 流 形 266 
XH Stiefel 流 形 635 
AAG Stiefel HEH 266 
KARR Stiefel 流 形 266 
TER k ЖЫШ Stickel 流 形 266 
TERE k HABE Stickel HH 266 
Stiefel-Whitney 类 637, 638 
Stiefel-Whitney 类 (拓扑 流 形 的 ) 
641 


1073 
1073 
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全 Stietel-Whitney 类 638 
17 Stiefel-Whitney 类 639 
流 形 的 Stictel-Whitney 类 641 
Stiefel-Whitney $ 641 
Stieltjes 变换 743 
Stieltjes 定理 1052 
jes 积分 687 
Stiemke 定理 1239 
Stirling 公式 1040, 1431 
Stoilow 89 806 
Stokes 公式 482, 688, 689 
Stokes jF 1017, 1048 
Stokes 近似 1291 
Stokes 现象 ”941 
Stokes 定理 1369 
Stokes ЗЕТ 94 
Stolz 道路 470 
Stone 定理 889 
Stone-Cech 紧 化 84, 806 
Ѕюпе-Гельфанл 定理 827 
Struve 函数 1450 
Sudem 检验 1206 
JU Suden 检验 
单 侧 Swdent 检验 
Sturm 法 1066 
Sturm 定理 129 
Sturm-Liouville 问题 ”927 
Sturm-Liouville HF 873 
Sundman 定理 1285 
Sylow 定理 217 
Sylvester 定理 (关于 行列 式 的 》 
122 
Sylvester 消去 法 172 
Sylvester 惯性 律 (关于 二 次 型 的 》 
147 
Szeg6 核 函数 


1206 
1206 


1019 


T: 


TË 353 
T*% 353 
+ 分 布 1103, 1179, 1457 
非 中 心 分 布 1179 
:检验 1206 
双 侧 : 检验 
单 侧 : 检验 
7T 可 和 的 710 
Te 拓扑 空间 82 
т, 一 致 性 99 
т, 一 致 空间 99 
т, 拓扑 空间 82 
T 拓扑 群 233 
T 拓扑 空间 82 
т, 拓扑 空间 82 
T 拓扑 空间 82 


1206 
1206. 
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т, 拓扑 空间 82 

(п) 分 布 1179 

zw,6) 分 布 1179 

Tauber 型 定理 782 

Tauber ОДЕ CR Fg) 778 
广义 Tauber 型 定理 730, 909 

Tate 定理 369 

Tate 上 同调 203 

Taylor 公式 670, 1396 

Taylor 级 数 778 

Taylor 余 项 1396 

Taylor 定理 672 

Taylor 展开 式 778, 1396 


Taylor 展开 式 (多 变量 函数 的 ) 
817 

Teichmüller 空间 799 
Theodorsen 函数 1050 
Thom 谱 652 

Thom 代数 652 
Thom 空间 651 
‘Thom $ 652 

H (Gym) 相伴 的 Thom 复 形 

652 

Thom 基本 定理 652 
Thom 复 形 的 基本 类 652 
Thom 的 七 种 初等 突变 表 657 
Thom 复 形 的 基本 上 同调 类 652 
Thom-Gysio 同 构 631 
‘Thom-Gysin 同 构 定理 
Thomsen 的 图 形 459 
Thue 间 题 40 

一 般 Thue 问题 40 
Thue 定理 346 
‘Thurstone-Mosteller 模型 
Tiewe 第 一 公理 81 
Tietze 第 二 公理 81 
‘Tissot-Pochhammer 微分 方程 
Titchmarsh 定理 917 
Todd 示 性 类 645 
Todd 示 性 数 574 
Toeplitz 定理 710 
Tonelli 意义 下 有 界 变 差 701 
Tonelli 意义 下 绝对 连续 701 
Тог 的 正 合 序列 194 
Torelli 定理 540, 797 
Tricomi 方程 1015 
Tricomi 问题 1015 
Tschebyscheff. 多 项 式 
Tucker 定理 1234 
Turing 机 39 

通用 Turing 机 40 


U 


652 
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1042 


1451 


u 726 


US 353 

us% 353 

0 统计 量 1182, 1183 

ОЗЕН 1222 

оила 101 
OMA (Lie 群 的 西 表示 的 ) 


301 

Um AF 214 

Ulm 因子 列 214 
y 


Cesk A) 布局 56 

(056,2) ÆR 57 

van der Pol 方程 952 

van der Waerden (fJ x ЮВ 
van Kampen 定理 607 
Vandermonde 行列 式 123 
Vietoris APR 81 

Vietoris 同调 群 593 

Vila 积分 公式 770, 1422 


120 


Vivam 定理 778 


Volterra 型 1029 
Volterra 积分 方程 
Volterra 型 积分 方程 
von Neumann 代数 911, 912 
von Neumann 条 件 1081 

von Neumann-Morgenstern $ 1248 


w 


1021 
1021, 1026 


ww 平面 66 
“ш 66 
we FOR о? 
WwW 曲面 501 
对 称 w 曲 面 
wii 626 
Wagner 函数 
Wald 定理 1199, 1200 
Wallis 公式 1402 
Walsh 正 交 函数 系 
Waring 问题 335 
Watson 公式 1050, 1449 
Watson 变换 729, 742 
Watson-Nicholson 公式 
H. Weber 公式 1449 
Weber 方程 1047 
Weber 函数 1047, 1452 
Н. F. Weber 函数 1450 
Weber-Hermite 方程 1047 
Weber-Sonine 公式 1447 
Weber 微分 方程 1452 
Wedderbura 定理 ”132，155，159 
Weierstrass 点 798 
Weierstrass 定理 664, 771, 790 


501 


1050 


т 


1448 


Weierstrass 定理 (关于 只 中 紧 性 的 ) 
63 
Weierstrass 判别 法 102 
Weierstrass 标准 型 ( 函数 的 ) 
1039 
Weierstrass-Stone 定理 827 
Weierstrass 标准 形式 (椭圆 曲线 的 ) 
540 
Weierstrass 预备 定理 174, 818 
关于 CT 类 函数 的 Weierstrass 预 
备 定理 679 
Weierstrass 椭圆 函数 1429 
Weierstrass 通 近 定理 715 
Weierstrass 二 重 级 数 定理 708 
Weierstrass 意义 下 的 解析 函数 774 
Weil 域 819 
Weil 数 567 
Weil 猜想 394 
Weil 测度 312 
weil 上 同调 395 
Weil-Deligne 定理 的 应 用 396 
Weingarten 公式 498, 1374 
Weingarten 曲面 501 
Welch 检验 1207 
Weyl jp 252, 260 
iE Weyl Bp 252 
Weyl BE 252, 259 
根系 "的 Weyl HE 
Weyl 引 理 871 
H. Weyl 定理 249 
Weyl 标准 基 251 
Weyl 积分 公式 313 
Weyl HERA 255 
Weyrich 公式 1447 
Whitehead SQ 624 
Whitehead 群 ( 环 的 ) 647 
Whitehead 定理 621 
Whitney 和 633 
Whitaker 函数 1046, 1442 
Whittaker 微分 方程 1046, 1415, 
1442 
Wiener 公式 728 
Wiener 过 程 1138, 1150, 1255 
Wiener 紧 化 807 
Wiener 检验 法 1135 
Wiener- 池 原 -Landau 定理 337 
Wiener-Hopf 型 积分 向 分 方程 
1030 
Wiener-Lévy 定理 ”726 
Wigner 系数 1329 
Wilcoxon #29) 1211 
Wilczynski $ 519 
Wilson 定理 324 
Wiman 定理 789 


260 


Wirtinger 表示 610 
Wirtinger 不 等 式 1392 
Wishart 分 布 1180 

非 中 心 Wishart 分 布 1180 
wie 群 ( 非 退 化 二 次 型 的 ) 148 
Wiu 分 解 148 
win 向 量 176 

长 度 为 的 wie 向 量 176 
Wold 分 解 1161 
Woltowitz 不 等 式 1199 
Wronski 行列 式 675 
W. K. B. 方法 1084, 1085 


x 
X Buby воз 
x ЛЕК 587 
XE 122 
zx 的 下 素 元 (有 序 集中 的 ) 73 
X 沿 Y 的 完备 化 564 
Y 
”的 上 素 元 (有 序 集 中 的 ) 73 
Youden Jj 1219 
Young 图 形 294 
Young 空间 102 
Young 不 等 式 1392 
Young 对 称 子 294 
z 
2 (全 体 整 数 的 集合 ) 59 
= 分布 1103, 1180, 1457 
= 平面 66 
= 变换 1182 
= 球面 66 
2(туп) 分 布 1180 
Z. P. E. 环 166 
Zariski 环 168 
Zariski 拓扑 548, 549 
Zariski 主要 定理 552 
Zariski 连通 性 定理 564 
Zeno Ф 7 
Zermelo 集合 论 21 
Zermelo-Fraenkel 集合 论 20 
Zorn 引 理 50 
Zygmund Ж 724 


以 希腊 字母 起 首 的 复合 词 
A 
aÑ 790, 1173 
= 优势 (对 策 的 分 配 ) 1248 


a 系列 251 
a 容量 760 


“检验 
无 食 水 平 < 检验 1204 
FREAK а Юа 1204 
BRAKE а Юа 1205 
BRAKE а HB 1205 
一 臻 最 大 功效 无 偏 水 平 “ 检 验 

1204 

“次 位 势 744 

4。 极限 集 ( 轨 道 的 ) 969 

a 维 测度 761 

=“ 超过 的 ”1125 

a 次 Cesàro 可 和 711 

a 次 Holder 条 件 664 

a 次 Lipschitz 条 件 664 

a 维 Hausdort 测度 761 

“平方 和 矩阵 1187 

а Cestro RAE 711 


B 
8B 分 布 1457 
PEM 1040,1430,1431 
不 完全 B BR 1040, 1431 
BA 1103 
6 平方 和 和 矩阵 1187 
r 
FA 1103, 1457 
函数 1039, 1430, 1489, 1493 
三 Tr 函数 1040 
五 了 函数 1040 
г 1040 
四 函数 1040 
多 函数 1040, 1431, 1489, 
1490 
不 完全 T BR 1040, 1431 
工 构造 ”440 
结构 484 
^ 
аас жи) 8з 
6 测度 691 
5 函数 
Dirac 6 函数 854, 1406 
不 变 5 函数 854 
5 独立 的 (分 割 ) 902 
E 
na 
ej 1261 
* 邻 域 (点 的 ) 87 
5 定理 (谓词 逻辑 中 的 ) 13 
eB 593 
eM 1261 
e 符号 (Hilbert 的 ) 13 
в RF (Hilbert 的 ) 13 
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emi 87, 1260 
e-Hermite 型 ”231 


EWER 231 
7 
二 函数 380, 654, 1037, 1429 
Dedekind 5 函数 358, 383 
Epstein БИ 388 
Hase 5 函数 397 
Hey & 函数 380 
Horwitz £ 函数 382 
Riemann & (RR 381 
Selberg & 函数 399 
Siegel 5 (BR 389 
玉河 6 函数 390 
Я с 函数 393 
FRR о 函数 400 
由 Hecke 算 子 定义 的 5 函数 
392 
代数 函数 域 K/k 的 5 函数 393 
RER THAR EKN 394 
PERATA EZTI 6 函数 401 
e 
3 级 数 151 
3 函数 ( 椭 加 函数 ) 1038 
椭圆 3 函数 1426 
ARI 3 AKC) 1038 
6 函数 569 
Riemann Ө 函数 571 
8 Fuchs 级 数 (Poincaré 的 ) 283 
6 函数 的 分 次 环 573 


A 
入 函数 284 
(A) 型 的 pirichle 级 数 780 
M 
4 可 测 691 
UBF 26 
有 界 上 + 算 子 26 
上 奇异 的 698 
PERM 815 
ERMA 815 
上 绝对 连续 的 698 
s 
ER 665 
n 
xk 218 
z5) 218 
于 定理 1277 
x 流 形 65 
= 可 解 的 218 
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P 
ed 127 


0 代数 689 
函数 1037 
Ro к 
9 过程 527 

о, 函数 1038 

0,0 1038 

о, 函数 1038 

0 加 法 族 689 

о 有限 的 。691 

PEER 72 

耳 完 备 的 ( 格 序 线性 空间 ) 839 

c 加 法 测度 691 

口 有 限 测度 691 

o 局 部 有 限 的 (覆盖 ) 82 

о 有 限 测度 的 Lebesgue 测度 空间 
891 


1938，1430 


x 
X 分 布 1103, 1179, 1457 
deu X 4: 1179 
入 检验 1206 
TUX" 检验 1206 
MUNI 检验 1206 
X(n) 分 布 1179 
X(n,3) 分 布 1179 
X 报 合 优 度 检验 120 


w 
区 函数 1040 
Q 


由 类 665 

aut 207 

оТ 207 

amiy 208 

о а 208 

о RRM 929 

所 连通 的 (拓扑 空间 ) 94 
局 极限 集 ( 轨 道 的 )，969 
外 相 容 的 (系统 ) 3 

4 模 的 对 侦 定 理 239 
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A 


Ano 定理 249 
Александров RAC 806 


Аносов Ж 904 
Аносов ЯЕ 654, 904 


Б 


Бернштейн 定理 740 
Бернштейн 不 等 式 716 
Бернштейн 多 项 式 715 
Бокштейн 运算 599 

Буняковский 不 等 式 666 


B 
Виноградов 中 值 定理 336 
r 


Галёркин # 953, 1079, 1080 
Гельфанд AX 907 
Гельфанд-Матиг 定理 907 
Гельфанд-Репіз 积分 859 
Гельфанд-Реніз 可 积 的 ”859 
Гельфанд-Фукс 上 同调 群 642 
Гельфанд-Шилов 广义 函数 855 


A 


Данилевский 法 1072 
Дынкин 公式 1125 
Дынкин 图 形 252 

广义 Дынкин 图形，1377 


E 
Егоров 定理 694 
K 


Колмогоров AP 81 
Колмогоров 定理 1116 
Кормогоров 空间 82 
Колмогоров 自 同 构 #99 
Колмогоров 0-1 {# 1099 
Колмогоров 后 向 方程 1135 
Koamoropos 型 的 流 1162 
Колмогоров 检验 法 ”1140 
Колмогоров-Смирнов 检验 1213 
Колмогоров 后 向 方程 ”1144 
Konworopos 的 标准 型 1105 
Koaworopos-Alexander 同调 群 593 
Konworopos-Spemier 上 同调 群 593 
Колмогоров 的 扩张 定理 1107 


Крейн 定理 845 
Крейн-Мильман 端点 定理 845 
a “ 
Лобачевский 的 非 Euclid 几何 学 
451 


Jlocax 复 形 642 


Лузин 定理 694 

Ляпунов 条 件 1109 

Ляпунов 定理 1192 

Ляпунов 函数 ( 变 分 方程 的 ) 950 


M 


Марков # 1124 
强 Марков 性 1125 
Марков # 1131 
Марков 分 割 ( 自 同 构 的 ) 902 
Марков 过 程 1122, 1124 
强 Марков 过 程 1125 
ЖЖ Марков 过 程 1152 
Mapxos 时 间 1119, 1125 
Марков 测度 897 
Марков 推移 897 
Марков Ж{- 892 
Марков 不 等 式 716 
Марков 分 枝 过 程 1154 
Марков 型 决策 过 程 1245 
Мильман 定理 835 
Мойшезон 空间 563 


о 
Охтроградский 公式 689 
n 


Петровский I 871 
Петровский 意义 下 的 双 曲 型 1007 
Пинскер 分 割 901 
Понтрягин Ж 639 

全 Понтрягин 类 639 

TZ Понтрягин 类 639 

组 合 Понтрягин 类 642 

流 形 的 Понтрягин Ж 641 
Понтрягин # 641 
Понтрягин ЖЖ 600 
Понтрягин Ж} 603 
Понтрягин 对 个 定理 237 
Понтрягин 最 大 值 原 理 1270 
Постников 体系 630 
Постников 复 形 626 


с 


Смирнов 定理 1116 
Соболев 9192 1001 
Соболев 定理 830 


T 


Тихонов 定理 83 
Тихонов 25/8] 82 
Тихонов 0098 82 
Тихонов 不 动 点 定理 615 


x 
1159 
ч 


Хинчин 分 解 


Чаплыгин 方程 1015 
Чебышев 组 715 


Чебышев 公式 1073 
Чебышев 定理 715 
Чебышев 函数 
Ж%—Ж Чебышев 函数 1451 
BF Чебышев AR 1451 


Чебышев 不 等 式 1100 
Чебышев 多 项 式 718, 721, 1451 
Чебышев 4 函数 1091, 1454 
最 简 Чебышев q 函数 1091 
Чебышев 微分 方程 1451 
Чебышев 近似 多 项 式 718 


ш 
Шафаревнч ERIR 377 


Шилов 边界 818 
Шмульян 定理 845 


以 数字 和 符号 起 首 的 复合 词 
0 类 665 
0-1 律 


Blumenthal 0-1 律 1126 


Колмогоров 0-1 (f 1099 
0 阶 标 架 520 
0 型 的 个 体 28 
0 次 的 Bessel 函数 1490 
138 665 
1 次 的 Bessel 函数 1490 
1 的 m 次 原 根 362 
1-2 点 试验 法 1228 
Mak 1223 
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1 型 (Yon Neumane 代数 ) 913 
1 型 群 298 
型 (von Neumann 代数 ) 913 
重型 (von Neumann 代数 ) 912 
emt 197 
mT 197 
+ REN 929 
十 偏离 的 “929 
+ 渐 近 的 ”929 
+ 稳定 的 930 
十 轨道 稳定 ”930 ， 
+La 稳定 的 929 
+1) 稳定 的 ”930 
+P BEI 930 
+ 渐 近 稳定 的 ”930 
大 范围 的 十 渐 近 稳 定 的 930 
一 4 阶 零点 771 
米 表 示 908 
沙子 代数 912 
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e-capacity 760 

c-excessive 1126 

a-limit set (of an orbit) 969 

e-point 790 | 

а quantile 1173 

а-айїс completion 168 | 

— completion (of an R-module) 168 

— topology (of an R-module) 168 

A-balanced mapping 189 

A characteristic class 645 

A-homomorphism (between A-modules) 187 

A-linear mapping (between A-modules) 187 

A-module 186 

A-summable 711 

abacus 1091, 1336 

Abbildung 43 

Abbildungsgrad 613 

A-B-bimodule 187 

Abel 1350 

—'s continuity theorem 778 

一 's integral equation 1027 

—'s problem 1027 

Abelian category 110 

— differential (of the first (second, third) kind) 
797 

— equation 135 

— ergodic theorem 893 

— extension (of a field) 134 

— function 570 

— function field 570 

— group 205213 

一 integral (of the first (second, third) kind) 
797 

— linear group 222,230 

—peroup 213 

— projection 913 

一 subvariety 567 

一 theorem 741 

— variety 566 

Abelsche Gruppe 213 

— Mannigfaltigkeit 566 

aberration 1299 

abgeschlossene Menge 16 

aboutissement 198 

Abschnitt 68 

abscissa of absolute convergence 739,781 

一 of boundedness 781 

一 of convergence 780 

一 of regularity 740,781 


一 of simple convergence “81 

一 of uniform convergence 759,781 

absolute (quadric) 452 

— class field 366 

—covariant 315 

— curvature 494 

— figure (in the Erlangen program) 435 

— inequality 665 

— integral invariant 961 

.— invariant 314,315,535 

— moment (k-th) 1102 

— multiple covariant 316 

— neighbourhood retract 604 

— norm 358 

一 retract 604 

一 value (of a complex number) 64 

一 value (of a real number) 63 

—value (of a vector) 433 

— value (of an element of a lattice-ordered 
linear space) 839 

— value (of an element of an ordered field) 
133 

absolutely and uniformly convergent 
102 

— and uniformly convergent 102 

— continuous 698,702,704 

— continuous distribution 1103 

— continuous in the restricted sense 704 

— continuous in the sense of Tonelli 701 

— continuous spectrum 887 

— converge 706 

—convergent 739 

— convex 842 

一 integrable 685 

— irreducible 292 

— irreducible character 292 

— minimal (model of a variety) 

—p-valent 787 

—simple 261 

stable 956 

一 uniserial algebra 

absorb 842 

absorbant 842 

absorbing barrier 1146 

absorption cross section 

—law 42 

abstract algebraic variety 549 

— integral 857 

—L space 641 

—L, space 841 

一 M space 841 


(series) 


553 


161 


1322 


—Riemann surface 800 

—simplicial complex 578 

一 space 42 

abstrakte Integral 857 

abundant number 323 

abzühlbar 50 

accept 1202 

acceptance region 1202 

accessible 470 

accessible (from a region) 95 
accumulated error 1063 

— round-off error 1076 

accumulation point 80 

— value 90 

accumulator 1093 

act 314 

action 928 

— integral 962 

—space 1190 

active (situation in a Turing machine) 39 
activity analysis 1274 

acute angle 413 

acyclic 193 

— (complex) 196 

— (chain complex) 193 

Adams operation 645 

一 -Bashforth methods 1077 

一 -Moulton methods 1077 

adapt 414 

addition 205 

一 (tor unfolding) 656 

— theorem (for Bessel functions) 1049 
一 theorem (for exponential functions) 678 
— theorem (for Legendre, functions) 1044 
一 theorem (for trigonometrical functions) 420 
additive 329 

— category 109 

— functional 1127 

—functor 110 

一 group 205 

一 interval function 697 

— number theory 333 

— operator 862 

— process 1149 

—valuation 177 

additive Zahlentheorie 333 

additiver Prozess 1149 

additivity of probability 1096 

adale 180 

— group 262 

一 ring 180 

Adale 180 

adjacency matrix (of a labelled graph) 58 
adjacent (vertices) 57 

adjoin (a subset) 130 

— (a variable) 124 

adjoint boundary condition 927 
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一 boundary value problem 927 

— differential equation 939,958 

— differential expression 958 

— equation 966 

— group (of a Lie algebra) 249 

— group (of a Lie group) 244 

— group (of an algebraic group) 262 
— kernel 744 

— Lie algebra 248 

— linear system 545 

— matrix 119 

— operator 863 

— operator (of a differential operator) 850 
— operator (of a linear operator) 862 
— partial differential equation 958 

— process 1130 

— representation (of a Lie algebra) 248 
— representation (of a Lie group! 244 
— representation (of a module) 291 
— system of differential equations 958 
adjungierte Differentialgleichung 958 
adjustage de la courbe 1090 
admissible (Baire function) 813 

— (decision function) 1190 

— (estimator) 1198 

— function. 762,079 

— homomorphism 208 

— isomorphism 208 

— normal subgroup 208 

一 ordinal 29 

一 series 600 

一 subgroup 208 

admit 349 

admittance matrix 1302 

advanced type 965 

Affekt 135 

affektlos 135 

affine (morphism) 550 

—algebraic group 256 

一 algebraic variety 547 

—arc element 520 

—arc length 520 

— binormal 520 

— connection 487 

— coordinate system 448 
—corrdinates 448 

— eurvature 520 

— differential geometry 520 

— frame 448 

— geometry 446 

—length 520 

— locally symmetric space 488 

— mapping 449 

— minimal surface 520 

— normal 520 

— principal normal 520 

一 ring 547 
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一 scheme 549 

一 space 446 

一 symmetric space 488 

一 torsion 520 

一 transformation 449 

一 transformation (on a differentiable manifold) 
488 

— transformation group 450 

affine Geometrie 446 

affinely congruent 450 

affinity 449 

Ahlfors’ five disc theorem 793 

— "principal theorem 802 

' theory of covering surface 802 

ühnlich-isomorph 133 

aire 699 

Aitken's method 1060 

Albanese variety 531,555 

Aleksandrov compactification 806 

aleph 31 

Alexander matrix 610 

— polynomial 611 

— -Briggs classification 610 

一 -Pontrjagin duality theorem 583 

Alfvén wave 1294 

algebra 116 

一 (an algebraic system) 156 

一 elass (of central simple algebras) 159 

一 elass group 159 

一 extension (of a group) 158 

— homomorphism 156 

— isomorphism 156 

—over K 156 

Algebra 116 

一 (ein algebraisches system) 156 

algebraic addition formula 572 

—algebra 161 

— branch point 802 

— closure (of a field) 131 

— coherent sheaf 556 

— correspondence (of algebraic curves) 542 

— correspondence (of algebraic varieties) 552 

— curve 537 

— differential equation 948 

— differential equation (in a differential ring) 
175 

— element (of a field) 130 

— equation. 127 

— equations with m unknowns 127 

— extension 130 

— family 558 

— function 796. 

— function field in n variables 132 

— function field of dimension 1 539 

— fundamental group 560 

— geometry 535 

— group 256 


— group variety 257 

— homotopy group 560 

— integer 357 

— Lie algebra 257 

— number 357 

— number field 357 

— point (over a field) 171 

scheme 550 

—singularity 776 

— solution (of an algebraic equation) 128 
—space 563 

一 subgroup 256 

一 surface 543 

一 system 53 

一 system in the wider sense 53 

— topology 576 

— torus 257 

一 variety 547 

algebraically closed field 131 

— dependent (over a field) 132 

— dependent (elements of a ring) 170 
一 equivalent 558 

一 equivalent to 0 555 

— independent (over a field) 132 

— independent (elements of a ring) 170 
— independent basis (over a field) 132 
algebraische Flüche 543 

— Funktion 796 

— Geometrie 535 

— Gleichung 127 


—Gruppe 256 

—Kurve 537 

— Mannigfaltigkeit 547 
algèbre 116 

— (un système algébrique) 156 
— booléienne 74 

—de Banach 906 


一 de Cayley 182 

一 de Clifford 162 

一 de Hopf 602 

一 de Jordan 183 

—de Lie 247 

一 de Racah 1328 

一 de von Neumann 911 

—homologique 195 

algebroidal function 807 

algebroide Funktion 807 

algorithm 27 

alignment chart 1087 

Allaussage 8 

allied series (of a trigonometric series) 723 
allowed homomorphism (ot A-modules) 187 
一 submodule 186 
Allzeichen 8 

almost additive functional 
一 all 691 

一 certain 1098 
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—certainly convergent 1100 
— complex manifold 523 
一 complex structure 523 
— contact manifold 521 
一 contact metric structure 522 

— contact structure 521 

— effectively 264 

—everywhere 691 

— everywhere convergent 1100 

— integrally dependent (element of a ring) 166 
一 integrally dependent 166 
—k-simple 262 

— parallelizable 653 

— periodic function 736 

— periodic system 951 

alphabet 40 

alternate angles 413 

alternating (knot) 609 

— (multilinear mapping) 140 

— (tensor) 143 

— direction iteration 1081 

— function 126 

— function in the restricted sense 126 
— group 218 

—knot 1390 

— matrix. 117 

— polynomial 126 

— series 706 

— tensor field 478 

alternative algebra 183 

一 field 183 

— hypothesis 1203 

alternizer 143 

altitude 165 

— theorem of Krull 167 
amalgamated product 211 

ambig class 357 

— ideal 357 

ambiguous point 796 

amicable number 323 

Amitsur cohomology groups 204 
—complex 204 

amount of information 1257 

一 of information (of a distribution) 
Ampère's transformation 977 
amphicheiral 610 

ample 554 

— divisor 554 

amplitude 1429 

— (of à complex number): 65 

一 (of an oscillation) 1297 

— function (of a Fourier integral operator) -878 
AN codes 1263 ` wt ors 
analog computer 1095 

— quantity 1062 € 
—simulation 1264 
Analogrechenmaschine ' 1095 
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analyse 661 

— combinatoire 35 

— de quantité multivariable 
—dimensionelle 1277 

— harmonique 730 
analysis 661 

— (of network) 1302 

一 of covariance 1184 
—of variance 1185 
analysis-of-variance table 1185 

Analysis 661 

analytic (function) 769,773,825 

— (in the sense of Weierstrass) 817 

— (predicate) 37 

—almost periodic function 737 

— bundle 638 

— capacity 760 

— coherent sheaf 524 

— continuation 773 

— continuation along a curve C 774 

— continuation in the wider sense 776 

— covering space 825 

— curve 461 

— differential 804 

— extension 818 

— family of complex structures 526 

— function 773 

— function in the wider sense 776 

— function of several variables 816 

— hierarchy 37 

— homomorphism 243 

一 index (of an elliptic complex) 646 

— index (of an elliptic differential operator) 646 
— isomorphism 820 

— isomorphism (of Lie groups) 243 

— mapping 820 

— modification 824 

— neighbourhood (in a Riemann surface) 800 
— neighbourhood (of a function element) 776 
— perturbation 886 

— polyhedron 819 

— prolongation 773 

— set (in analytic space) 822 

—set (in set theory) 33 

— set of pure dimension d 823 

—sheaf 524 

一 space 822 

— space in the sense of Behnke-Stein 825 
—structure 800 
一 subspace 823 

— vector 301 
analytical dynamics 
一 geometry 404 
analytically complete (domain) 818 

一 complete (family of complex structures) 527 
一 complete space : 826 

— continuable 174 


1185 


1280 


1667 数学 百科 辞典 


一 independent (elements) 173 

一 normal (local ring) 169 

—thin 824 

一 unramified (semilocal ring) 169 

Analytik mehrerer verändern Quantitaten 1185 

analytische Funktion 773 

— Funktion mehrerer Veründerlichen 816 

— Mechanik 1280 

— Menge (in Mengenlehre) 33 

— Theorie der Halbgruppen 888 

analytischer Raum 822 

anchor ring 468 

ancient mathematics 1333 

ancillary statistic 1178 

Anfangswertaufgabe der partiellen Ditferential- 
gleichungen 988 

Anfangswertproblem der gewühnlichen Diffe- 
rentialgleichung 923 

Anfangszahl 51,71 

angle 412 

— (of a spherical triangle) 421 

— (of hyperspheres) 456 

一 (of lines on a plane) 407 

angular derivative 785 

— domain 470 

— frequency 1296, 1297 

— momentum 1279 

— transformation 1182 

angular-momentum integral 1285 

anharmonic ratio 444 

anisotropic (k-) 259 

anneau 152 

—commutatif 164 

一 de cohomologie 595 

— de polynómes 170 

— des séries de puissances 173 

— différentiel 174 

— factorial 166 

— noethérien 167 

annihilation operator 1319 

annihilator 237 

annual aberration 1281 

— parallax 1282 

annular domain 470 

annulator 237 

anomalous threshold 1326 

Anosov diffeomorphism 654,904 

—flow 904 

anti-automorphism 207 

— (ot rings) 153 

anti-endomorphism 207 

一 (of rings) 153 

anti-Hermitian form 146 

— matrix 119 

anti-homomorphism 207 

anti-homomorphism (of rings) 153 

anti-isomorphism 207 


anti-isomorphism (of rings) 153 

anti-regular transformation 546 

anti-symmetric (multilinear mapping) 140 

一 matrix 117 

— (tensor) 143 

一 law 67 

antiequivalence (between categories) 107 

antike Mathematik 1333 

antinomy 6 

antipodal points 416 

antipodal points (on a sphere) 452 

antisymmetric (relation) 46 

一 set (in function algebra) 909 

Anzahl 50 

Anzablfunktion 790 

aperiodic (endomorphism) 900 

a posteriori distribution 1191 

a posteriori probability 1101 

a posteriori risk 1198 

apparent singular point 940 

Appell's hypergeometric function of two varia- 
bles 1042 

application 43 

Applications 58 

approximate derivative 703 

— functional equation 381 

approximately derivable 703 

approximation theorem (of Eichler) 380 

— theorem (in valuation theory) 179 

— theorem (for functions on a compact group) 
240 

approximation par polynómes 715 

a priori distribution 1191 

a priori estimate 871 

a priori probability 1101 

Aquivalenznelation 47 

Arabian cypher 1337 

— mathematics 1336 

Arabische Mathematik 1336 

arbitrary constant 922 

arc 461 

Archimedean (lattice-ordered linear space) 819 

— ordered field 133 

— valuation 177 

Archimedes’ spiral 466 

arcsine law (for Brownian motion) 1149 

一 law (for distribution function) 1112 

一 law (for random walk) 1134 

— transformation 1182 

arcwise connected (topological space) 94 

area 409,414,685,699 

areal elements 516 

— functional 767 

argument (of a complex number) 65 

— function 762 

— principle 772 

arithmetic function 25,328 


— genus 542,557 

— genus of a divisor 544 

— genus of a surface 544 

— hierarchy 37 

— hierarchy of degrees of recursive unsolvabi- 
lity 38 

—mean 666 

—of algebraic number fields 357 

—of algebras 378 

一 of local fields 374 

一 of quadratic fields 355 

— progression 708 

— subgroups 263,276 

—unit 1093 

arithmetical (predicate) 37 

Arithmetik der algebraischen Zahlkürper 357 

—der Algebren 378 

一 der localen Körper 374 

一 der quadratischen Kórper 355 

arithmétique des algebres 378 

一 des corps de nombres algébriques 357 

一 des corps locaux 374 

一 des corps quadratiques 355 

arithmetization (of metamathematics) 25 

arrangement 1252 

arrow 104 

Arrow-Hurwicz-Uzawa gradient method 

artificial intelligence 1255 

Artin L-function 386 

一 symbol 362 

—'s conjecture 386 

— Schreier extension (of a field) 134 

Artinian (module) 188 

ascending central series 248 

— chain (in a group) 208 

— chain (in an ordered set) 88 

— chain condition (for a group) 208 

— chain condition (for an ordered set) 68 

assembler 1094 

assignment problem 1238 

associated (diagram) 229 

— (factor sets) 159,211 

— (graded module) 198 

— (an element of a ring) 166 

— (factor sets of crossed products) 159 

— bilinear form 147 

— convergence radii 817 

— equation 1024 

— fibre bundle 632 

— form 559 

一 graded ring 169 

— Laguerre's polynomials 721 

— Legendre function 1044 

— prime ideal (of an ideal) 165 

— principal bundle 633 

association algebra 1218 

associative (multiplication) 602 


1241 
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一 algebra 183 

一 law (for addition of numbers) 60 

一 law (for composition of correspondences) 47 

一 law (for group composition) 205 

一 law (for set operations) 42 

— law (for sum and product of ordinal numbers) 
70 

asteroid 465 

astro-dynamics 1282 

astronomical refraction 1281 

astronomie sphérique 1281 

asymptoté 463 

asymptotic cone 427 

—convergence 828 

—curve 497 

—curve (in projective differential geometry} 
519 

— direction 497 

一 expansion 713 

一 method 952 

一 path 792 

一 properties of ordinary differential equations 
933 

一 relative efficiency 1209 

— representation of Debye 1050 

一 series 713 

一 tangent 519 

一 value 792,795 

asymptotically, 1181 

—efficient (estimator) 

一 stable 959,968 

一 stable (solution of a functional-differentiak 

' equation) 970 

asymptotische Naturen der gewöhnlichen Dif- 

ferentialgleichungen 933 

— Reihe 713 

asynchronous 1092 

at most (for potencies) 50 

at most discontinuous of the first kind 664 

at random 1174 

Atiyah-Singer index theorem 646 

atomic act 39 

— element (in a complemented modular lattice) 
3 

—formula 8 

attaching a handle 651 

—space 605 

augmentation (of a chain complex) 193 

一 (of a complex) 196 

augmented algebra 201 

Ausgleichungsproblem 987 

Aussagenlogik 10 

Aussonderungsaxiom 21,45 

Auswahlaxiom 49 

Auswahlmenge 20 

autocorrelation 1119 

—funetion 1119 
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automatic computer 

一 programming 1094 

automaton 41 

Automaton 41 

automorphe Funktion 282 

automorphic form 282,306 

— function 282 

automorphism (in an object in a category) 

一 (of a field) 129 

— (of a group) 207 

— (of a Lie algebra) 248 

一 (of a ring) 153 

— (of an algebraic system) 53 

— (of an object in a category) 

— (on a measure space) 898 

— group 248 

autonomous 
969 

autonomous system 951 

autoregressive process 1181 

auxiliary circle 423 

— variables 1221 

average function 831 

average operation 1060 

average outgoing quality level 1224; 

— sample number 1224 

axiom 5,12 

— (in predicate logic) 12 

— of choice 49 

— of choice (in set theory) 20 

— of comprehension (in set theory) 45 

— of constructibility (in set theory) 22 

一 of extensionality (in set theory) 20 

一 of infinity (in set theory) 20,45 

— of linear completeness 407 

一 of mathematical induction 59 

一 of pairing 45 

一 of parallels 407,410 

—of pairing (in set theory) 45 

一 of power-set (in set theory) 45 

一 of reducibility (in symbolic logic) 2,10 

—of regularity (in set theory) 20 

一 of replacement (in set theory) 20 

一 of separation 81 

一 of subsets (in axiomatic set theory) 21 

—of subsets (in set theory) 45 

一 of substitution (in set theory) 45 

一 of sum-set (in set theory) 45 

—system (of a structure) 53 

—system (of a theory) 12 

Axiom 5 

— der linearen Vollständigkeit 407 

Axiome der Anordnung 406 

— der Kongruenz 406 

— der Stetigkeit 407 

— der Verknüpfung 405 

axiome 5 


1091 


105 


(functional-differential 


105 


equation) 


一 au choix 49 

axiomatic set theory 19 
axiomatische Mengenlehre 19 
axiomatism 6 

axiomatize 6 

axioms of congruence 406 

一 of continuity 407 

一 of order 406 

axis (of a circular cone) 421 

= (ә) 416 

一 of convergence 739 

一 of rotation 499 

Ax-Kochen isomorphism theorem 18 
axonometrischen Spurpunkte 454 
axonometry 454 


Azumaya algebra 161 


B-measurable function 694 
— (se) 690 

B-complete 846 

backward difference 1060 
—moving average 1161 
一 steps 1084 

Baer's sum (of extensions) 
Bahnbestimmung 1283 
Baire function 665 


199 


一 block design 1216 

— incomplete block design 56,1216 
— mapping (А-) 189 

balayage principle 747 

balking 1252 

ball pair 613 

Banach algebra 906 

一 area 701 


一 integral 861 


一 lattice 840 


一 -Mazur convergence theorem 835 
Banachalgebra 906 

Banachraum 833 

bang-bang type 1269 
bar-construction 626 

Barnes’ extended hypergeometric function 
barrel 843 

barrier 757 

bary-centre 448 

barycentric coordinate 578 

— coordinates 437 

— mapping 579 


1042 


—subdivision 578 

base (curve of a roulette) 464 

— (line of a point range) 440 

一 (of a homogeneous lattice) 348 

一 (of a Fréchet space) 834 

— (of a neighbourhood system) 77 

—for uniformity 98 

—line (of a cylindrical surface) 500 

— point (of a linear system) 554 

— point (of a topological space) 604 

—scheme 549 

—space (of a fibre space) 629,632 

一 space (of a Riemann space) 800 

一 terms 198 

一 terms (of a spectral sequence) 196 

base-centred lattice 278 

basic component 517 

— concept (of a structures) 53 

— equation 982 

— field (of a linear space) 137 

— form 1236 

一 interval 334 

一 invariant 314 

一 ring (of a module) 186 

一 set (of a structures) 53 

一 solution 1236 

一 space 1097 

一 surface 801 

— vector field 487 

basis (of a Fréchet space) 834 

一 (of a linear equation) 1236 

一 (of a linear space) 138 

一 (of a module) 188 

一 (of a neighbourhood system) 77 

一 (of an A-module) 188 

一 (of an Abelian group) 213 

— (of an ideal) 164 

一 of order r 333 

— theorem of Ritt (on differential polynomials) 
175 

Bayes estimator 1197 

一 risk 1191 

一 solution 1191 

一 solution in the wide sense 1191 

Behrens-Fisher problem 1207 

Belegungsmenge 44 

Bells number 56 

belong (of a set) 42 

Beltrami's differential equation 815 

—'s differential operator of the first (second) 
kind 493 

berandet 468 

Bereich 94, 470 

Bergman metric 1018 

—'$ kernel function 1018 

Bernays-Gódel set theory 20 

Bernoulli 1351 
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— number 1035 

— partition 902 

— polynomial 1034 

—shift 896 

— trials 1173 

—'s spiral 466 

Berniteln’s polynomial 715 

Bertrand's curve 496 

Berührungspunkt 76 

Beriihrungstransformation 978 

beschränkt 86 

beschränkte Funktion 782 

Bessel function 1048 

—'s integral 1049 

Besselsche Funktion 1048 

best approximation 327, 715 

—asymptotically normal (estimator) 1200 

— fit approximation 715 

— invariant estimator 1199 

— linear unbiased estimator 1184 

— predictor 1166 

beta distribution 1103 

— function 1040 

Betti group 588 

— number (of a commutative Noetherian ring) 
200 

— number (of a finite simplicia complex) 588 

between (two points in ordered set) 68 

Beurlings theorem 910 

Bewegungsgruppe 411 

Beweistheorie 3 

Bewertung 177 

Beziehung 46 

biadditive (mapping) 189 

Bianchi's identities 488, 492 

bias 1195 

biaxial spherical surface function 1045 

bicharacteristic curve 1004 

bicompact (space) 83 

bicomplex 196 

Bieberbach's conjecture 786 

bien posé 984 

bifurcation point 1027 

bifurcation set 657 

biharmonic function 753 s 

biholomorphic mapping 820 4 

bijection (in a category) 105 

— (of sets) 44 

bilateral network 1302 

Bild 455 

bilinear concomitant 958 

— form (on linear spaces) 140, 842 

— form (on modules) 189 ` 

— form associated with a quadratic form 140 

— functional 842 I 

— mapping (ot a module) 189 

— mapping (on linear spaces) 140 
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一 mapping (on modules) 189 

bimeasurable (transformation on a 
space) 892 

binary block code 1262 

一 chopping 1267 

一 relation 9 

Binet's formula (on Fibonacci sequence) 328 

binomial coefficient 55 

— coefficient series 782 

— distribution 1103 

— equation. 127 

— probability paper 

— theorem 55 

binormal 495 

bioassay 1227 

biocybermetics 1255 

biometrics 1226 

biométrie 1226 

Biometrie 1226 

bipolar 843 

— coordinates 439 

biprojective space 446 

birational correspondence 552 

—isomorphism 257 

一 mmapping 552 

一 transformation 552 

biregular mapping 549 

Birkhoff integrable 859 

—integral 859 

birth and death chain 1126 

—process 1136 

bispinor 1328 

bit 10921262 

Blütterzahl 825 

Bloch's constant 812 

block (of irreducible modular representations) 
295 

— (ot plots) 1214 

—design 1214 

—effect 1215 

blocking 1252 

blowing-up 553,924 

Blumenthal’s zero-one law 1126 

Bochner integrable 858 

一 integral 858 

Bockstein operation 599 

body-centred lattice 278 

Boolean algebra 74 

— lattice 73 

— lattice of sets 73 

— operations 74 

一 ring "4 

Boolesche Algebra 74 

bord 587 

border set 80 

Borel field 689 ts 

— measure 692 M. 


measure 


1088 


—set 690 

一 subalgebra 251 

一 subgroup (of a Lie group) 243 

— subgroup (of an algebraic group) 259 

—'s direction 792 

—’s exceptional value 791 

borne 86 

bornologique 843 

Bose particle 1318 

— statistics 1307 

Bose-Chaudhuri-Hocquenghem code 1262 

boson 1318 

Bott generator 644 

— isomorphism 645 

— periodicity theorem (for classical groups) 623 

— periodicity theorem (for K-groups) 644 

boule 416 

bound variable 8 

boundary 587 

— (cycle) 196 

— (of a half-plane) 406 

— (of a homology manifold) 584 

— (of a manifold) 475,582,583 

一 (of a surface) 468 

— (of a topological space) 80 

— cluster set 795 

— condition 1000 

— condition (for a variable in a mathematical 
programming) 1232 

— conditions (for a differential equation) 926 

— element 471 

— homomorphism 590,591 

— layer 1292 

— layer equation 1292 

一 operator 192,196 

一 point (of a differentiable manifold) 475 

— point (of a topological space) 80 

一 space 872 

— value (of a conformal mapping) 810 

— value (of a differential operator) 872 

— value (of a harmonic function) 750 

— value problem (first) 997 

— value problem (second, third) 1000 

一 value problem of ordinary differential equa- 
tions 926 

bounded (affine subspace) 449 

— (lattice-ordered (linear) space) 839 

— (metric space) 86 

— (ordered set) 68 

— (sequence of lattices) 349 

— (set in a linear topological space) 842 

— (set of real numbers) 89 

— (torsion group) 214 

— from below (for a filtration) 198 

— from below (for a spectral sequence) 198 

— function 782 

— linear operator 834 


—u-operator 26 

一 manifold 652 

一 matrix 120 

一 measure 691 

一 quantifier 26 

— to the above (an ordered set) 68 

一 to the below (an ordered set) 68 

— variation (mapping) 702 

一 variation (set function) 697 

— variation in the sense of Tonelli 701 

boundedly complete (statistic) 1175 

bounding cycle 588 

bout 482 

box topology 79 

brachistochrone 465 

bracket 477 

— product 247 

braid 612 

— group 612 

branch (of a curve) 462 

— (of an analytic function) 774 

— divisor 542 

— point (of a covering space) 801 

— point (of a curve) 461 

branching process 1153 

Brauer character 294 

— group (of algebra classes) 159 

Bravais lattice 278 

breadth (of an oval) 431 

break іп 1095 

Briot-Bouquet differential equation 946,949 

Bromwich integral 740 

Bromwich's integral 987 

Brownian motion 1138,1150 

— motion with an N-dimensional time parameter 
1143 

Brownsche Bewegung 1138 

Bruhat decomposition 261 

bulk 1252 

一 queue 1252 

bundle (G-) 632 

一 mapping 632 

一 space 632 

Burnside conjecture 218 

—problem 216 


C 


@-group 109 
@-isomorphism 621 
c-chart 1222 
c-bundle 645 
crmapping 645 
C*-algebra 908 
C*-group algebra 909 
Cy-field 348 
Ci-field 348 

(С, 9)-summable 711 
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C-analytic hierarchy 38 

C-analytie space 825 

C-arithmetical hierarchy 38 

C-diffeomorphism 904 

C-equivalent (almost complex manifolds) 653 

C-flow 904 

C-system 654 

Cr-structure 649 

Cr-triangulation 650 

Cabinet projection 454 

Caianiello's equation 957 

calcul aux differences finies 962 

— de variation global 509 

— des probabilités 1097 

— des variations 762 

— graphique 1088 

— intégral 681 

— numérique 1059 

— numérique des valeurs propres 1069 

— symbolique 917 

— tensoriel 490 

calculateur analogique 1095 

calculator 1091 

calculus of finite differences 962 

— of variations 762 

— of variations in the large 509 

cancellation law 211 

一 law (on the addition of natural numbers) 60 

cancelling 1062 

canonical affine connection 488 

— basis 588 

— bilinear mapping (on tensor products of linear 
spaces) 14l 

— bundle 634 

— cohomology class 369 

— coordinates 423 

— coordinates of the first (second) kind 244 

— correlation coefficient 1188 

— decomposition 863 

— dimension (of a compact complex manifold 
521 

— divisor (of a Jacobian manifold) 540 

— divisor (of an algebraic curve) 539 

— divisor (of an algebraic surface) 545 

— divisor (of an algebraic variety) 555 

— divisor class 544.798 

— element (in the represent of a functor) 109 

— ensemble 1306 

一 equation 423 

— form (一 basic form) 1236 

— form (of a linear hypothesis) 1185 

— form (of the characteristic function of a distri- 
bution) 1194 

— form (of the equation of a quadratic hypersur- 
facé) 4% 

— form (ol the equation of a quadric) 427 

— function 540 
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—injection (from a direct summand) 45 
— injection (from a subset) 43 

— injection (in direct sum modules) 188 
— injection (to a direct sum module) 188 
— injection (to a direct sum set) 44 

— injection (to a free product group) 210 
— injection (to a group) 207 

— injection (to a set) 43 

— measure 11361145 

— form 487 

— parameter (of a curve) 494 

— parameter iof an n-web of curves) 458 
—product 785 

一 scale 1145 

一 surjection (from a direct product group) 209 
— surjection (from a direct product module) 187 
— surjection (on direct product modules) 187 
— surjection (onto a quotient set) 47 
—surjection (to a group) 207 

— surjection (to a set) 47 

— transformation 977,1280 

— variables 1280 

— variates 1188 

canonically bounded 108 

— polarized Jacobian variety 540,569 
Cantor 1352 

一 set 95 

—'s discontinuum 95 

—'s normal form 70 

cap product 597 

— product (in homological algebra) 200 
capacitable 759 

capacitary mass-distribution 747 
capacité 758 

capacity 758 

capacity (a-) 760 

一 (of a prime ideal) 379 

一 (of a set) 1134 

Caplygin's equation 1015 

Carathéodory measure 692 

— outer measure 691 

cardinal (of an ordinal number) 71 

— number 50 

cardioid 464 

carrier (of a differential form) 479 

一 (of a function) 83,827,847 

Cartan 1352 

— connection 489 

— integer 251 

— invariants 294 

一 pseudoconvex 819 

一 space 516 

一 subalgebra 249 

一 subgroup (of a Lie group) ;243 

一 subgroup (of an algebraic group) 259 
Cartan-Kühler existence theorem 974 
Carter subgroup 218 


Cartesian coordinates 448 

—product 579 

—product=direct product set (of seis) 43 

— product-direct product set (of family of sets) 
45 

—space 415 

Cartier divisor 554 

一 operator 541 

Casimir operator 250 

Casorati’s determinant 964 

Cassini's oval 464 

casus irreducibilis 128 

catastrophe point 657 

一 set 657 

categorical (system of axioms) 6 

categoricity in powers 19 

category of Abelian groups 104 

一 of commutative rings 105 

一 of groups 104 

—of R-left modules 104 

一 of sets 104 

一 of topological spaces 105 

一 of topological spaces with base points 604 

catenary 466 

catenoid 499 

Cauchy 1352 

一 directed family of points 101 

— distribution 1103 

— filter (on a uniform space) 101 

—net 101 

— polygon 924 

— process 1152 

— product 707 

— sequence (in a metric space) 88 

— sequence (in a uniform space 101 

— sequence (in an a-adic topology) 168 

— sequence (in an R-module) 168 

— sequence (of rational numbers) 61 

—'s criterion (on the convergence of a sequence 
of real numbers) 90 

—'s existence theorem 980 

—'s integral formula 770 

—'s integral representation 817 

—'s integral theorem 769 

—'s problem (of ordinary differential equation) 

923 

—'s problem (of partial differential equation) 
980,989 

—'s theorem (in group theory) 219 

一 -Kovalevskaja existence theorem 989 

一 -Rieinann differential equation 769,817 

causality 1326 

Cavalieri projection 454 

Cayley algebra 182 

— number 133 

— projective plane 183 

— transform 865 


— transformation 120 

Cayleysche Algebra 183 

Cebysév system 715 

— s approximation polynomial 718 

—'s polynomial 718,721 

—'s q-function 1091 

Cech cohomology group 594 

—cohomology group with coefficient sheaf F 
14 

— homology group 594 

celestial mechanics 1282 

cell 581 

— complex 581 

cellular approximation theorem 582 

— decomposition 581 

— homology group 592 

— mapping 581 

central element (in a lattice) 73 

center of gravity integral 1285 

centered process 1149 

centering 1149 

central 450 

— сопіс 422 

— difference 1060 

— element. 73 

—extension 211 

— limit theorem 1109 

— moment 1173 

— motion 930 

— processing unit 1093 

— projection 454,459 

一 quadric 429 

一 (quadric) 426° 

一 stmple algebra 159 

—symmetry 411 

centralizer (of a group) 206 

一 (of a ring) 154 

centre (in the sense of Bendixson) 932 

— (in the sense of Poincaré) 933 

— (of a centred conic) 422 

— (of a continuous geometry) 75 

— (of a group) 206 

— (of a lattice) 73 

— (ot a Lie algebra) 248 

— (of a linear space) 183 

— (of a non-associative algebra) 183 

一 (of a pencil of hyperplanes) 441 

一 (of a quadratic hypersurface) 450 

— (of a quadric) 428 

— (of a regular n-gon) 418 

一 (of a solid sphere) 416 

一 (of a sphere) 415 

一 of curvature 495 

— of projection 441 

—surface 500 

centred 426 

chain 196 


— ün a chain complex) 196 

一 complex 192 

一 complex over C 193 

一 condition (in an ordered set) 68 

— equivalence 196 

— equivalent (chain complexes) 192 

— equivalent 192 

—group(r-) 588 

— homotopic (chain mappings) 192 

—homotopy 192,196 

— mapping 192 

一 of half-spaces of rank т 411 

—subcomplex 192 

— transformation (between complex) 198 

chaine de Markov 1131 

change of variable 684 

channel 1257 

Chapman-Kolmogorov equation 1131 

Character (of a representation) 292 

— (of a representation of a Lie group) 244 

— (of a semi-invariant) 314 

— (of a topological Abelian group) 237 

一 (of an Abelian group) 215 

一 (of an algebraic group) 258 

一 (of an irreducible unitary representation) 302 

一 group (of a topological Abelian group) 237 

一 group (of an Abelian group) 215 

一 module 258 

一 system 356 

characters (of a regular chain) 974 

characteristic (of a common logarithm) 677 

一 (of a field) 130 

— class (of a fibre bundle) 636 

— class (of a vector bundle) 638 

— class (of an extension of modules) 199 

— class of a manifold 641 

— curve (of a family of surfaces) 500 

一 curve (of a partial differential equation) 
980,992 

— curve (of an ordinary differential equation) 
928 

— equation (of a differential-difference equation) 
967 

— equation (of a linear difference equation) 964 

— equation (of a linear ordinary differential 
equation) 938,939 

— equation (of a matrix) 118 

— equation (of a partial differential equation of 
the first order) 981 

— exponent (of a variational equation) 960 

— exponent (of Hill's differential equation) 1055 

—function 172 

— function (of a non-cooperative game) 1247 

— function (of a probability distribution) 1107 

— function (of a set) 44 

— function (of a subset) 44 

— functional 11081121 
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一 hyperplane 1003 

—hypersurface 1003 

一 line element 978 

—linear system 546 | 

— manifold 980 | 

一 mapping (of a cell) 581 

一 mapping (of a fibre bundle) 634 

—number 641 

— polynomial (of a differential operator) 869 i 

— polynomial (of a matrix) 118 

— root (of a differential-difference equation) 967 

— root (of a linear partial differential equation) 
1007 

— root (of a matrix) 118 

—series 208 

— set 546 

一 solution (belonging to an eigenvalue) 118 

—strip 981, 992 

charakteristische Funktion (einer meromorphen 
Funktion) 790 

— Funktion (einer Wahrscheinlichkeitsverteilung) 
1107 | 

— Klasse 638 | 

Charge independence 1331 

Chern character 644 | 

一 class 637, 639 

一 number 641 

Cherwell-Wright equation 956 

Chevalley decomposition 260 

一 type 262 

— s canonical basis 252 

—'s complexification 246 

chi-square distribution 1179 | 

一 test 1206 

— test of goodness of fit 1209 

Chinese mathematics 1338 

— remainder theorem 324,1343 

chinesische Mathematik 1338 

choice function 49 

—set 49 

chord (of a tree) 58 

Chow coordinates 559 

一 ring 559 

— variety 559 

Christoffel's symbol 496 

chromatic number 471 


circle 416 
— geometry 457 
— method 334 


— of convergence 777 

— of curvature 495 

一 of meromorphy 779 

circled 842 

circuit (in a graph) 57 

— matrix 940 

matrix (of a labelled graph) 58 
circular cone 421 


一 conic 499 

一 cylinder 426,499 

一 dise 416 

一 domain 470 

— function 420.678 

— permutation 54 

circulation 434,1290 

circumference 416 

circumscribing sphere 415 

cissoid 463 

cissoidal curve 464 

class (in axiomatic set theory) 21 

— бл set theory) 46 

— (of a lattice group) 263 

— (of a nilpotent group) 209 

一 (of a plane algebraic curve) 538 

— (of a quadratic form over an algebraic number) 
149 

一 (of a real quadratic form) 150 

— (of a sample value) 1174 

— Cr (system of coordinate neighbourhoods) 474 

—D* 504 

— field 367 

— field theory 366 

一 field tower 368 

一 iormation 370 

一 function 240 

—n 665 

一 number (of a Dedekind ring) 167 

—number (of a Riemannian manifold) 509 

— number (of a simple algebra) 379 

— number (of an algebraic number field) 359 

— 665 

一 of Abelian groups 621 

665 

— 1+1 (irregular singular point) 942 

—value 1174 

一 5 665 

一 0 665 

classe caractéristique 638 

classical compact real simple Lie algebra 253 

—compact simple Lie group 243 

一 complex simple Lie algebra 253 

一 complex simple Lie group 243 

一 deseriptive set theory 38 

— dynamical system 902 

一 groups 225 

—logic 10 

— mechanics 1279 

一 risk theory 1231 

— statistical mechanics 1305 

— theories іп the calculus of variations 764 

classification (with respect an equivalence rela- 
tion) 47 

一 theorem 634 

一 theory of Riemann surface 803 

classifying space 634 


Clebsch-Gordan coefficient 1329 
Clitford algebra 162 

— group 163 

—number 162 

Cliffordsche Algebra 162 
closable operator 862 

closed (current) 849 

— (к) 256 

— (Riemann surface) 801 
— (system of linearly independent functions) 
一 arc 461 

一 braid 612 

一 covering (of a set) 82 

— covering 82 

— differential form 480 

— domain 470 

— formula (in predicate logic) 12 
— geodesic 511 

— graph theorem 835,846,862 
— group 296 

— half-space 449 

一 image 552 

一 interval 63,416 

— linear subspace 833 

— manifold 582 

—mapping 78 

一 nodal region 932 

一 operator 835,862 

一 path 607 

一 path (in a graph) 57 

一 range theorem 836 

一 set 16 

一 subgroup 233 

一 submanifold 476 

— subsystem 261 

— surface 468 

— type formula 1073 
closure 16363 

—finite 581 

clothoid 466 

cloverleaf knot 611 

cluster set 795 

— value 795 

coalgebra 602 

co-analytic set 33 
cobordant 852 

— mod 2 652 

cobordism ring 652 
coboundary (in a cochain complex) 196 
—(r-) 590 

— homomorphism 590, 591 
一 operator 194 

cochain 590 

— (n a cochain complex) 196 
— complex 194, 590 

— equivalent 194 

— homotopic 194 


тә 
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一 mapping 194 
—subcomplex 194 
cocycle (in a cochain complex) 196 
—(r-) 590 
code 1261 
— word 1261 
Codierungstheorie 1261 
co-differential 850 
codimension (of a linear subspace) 139 
— (of an algebraic subvariety) 547 
coding 1257 
— theory 1261 
coefficlent (of a representation) 291 
— (of a system of algebraic equations) 127 
一 (of a term of a polynomial 124 
— (of an algebraic equation) 121 
— field( of a local ring) 168 
— field (of a projectve space) 442 
— field (of an affine space) 446 
— module 201 
— of concordance 1228 
一 of excess 1108, 1173 
一 of order p 517 
— of rank correlation 1213 
— of skewness 1105 
一 of viscosity 1291 
— problem 786 
— ring (of a semilocal ring) 168 
coefficients of connection 489 
coercive 873 
cofactor 122 
cofinal (directed set) 69 
— (ordinal number) 71 
— (partial directed family of points) 92 
— object 106 
cofinality 71 
cogenerator 197 
coherent (sheaf) 556 
coherently oriented 584 
cohomological dimension (in dimension theory) 
эт 
— dimension (of a topological space) 97 
一 dimension (of a scheme) 556 
— dimension (of an algebra) 201 
— functor 197 
cohomology 196 
一 algebra 597 
一 class 196 
一 exaet sequence 590 
— group 590,623 
— group of the second kind 595 
— group with coefficient sheat 9 113 
— module 194 
— operation 598,599 
— ring 595,597 
cofactor (of a minor) 122 
cofinal (directed set) 89 
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cofinality (of an ordinal number) 71 

cogenerator (of an Abelian category) 197 

Cohn-Vossen's theorem 501 

cohomotopy group 623 

coimage (of a morphism) 110 

— (of an A-homomorphism) 187 

— (of an operator homomorphism) 187 

cokernel (of a morphism) 110 

— (of an A-homomorphism) 187 

— (of an operator homomorphism) 187 

col 1085 

collared 583 

collective risk theory 1231 

collinear (points) 440 

— (position vectors) 433 

collineation 443 

一 in general sense 443 

collocation method 1079 

coloring problems 58 

column (of a matrix) 117 

—finite 120 

— vector 117 

Combescure's correspondence 496 

combinaison 54 

combination 54 

combinatorial analysis 55 

— manifold 584 

— Pontrjagin class 642 

— topology 576 

combinatorially equivalent (for graphs) 58 

commensurable 276 

common axiom 5 

— divisor (of elements in a unique factorization 
ring) 166 

— divisor (of numbers) 322 

— logarithm 677 

— measure 322 

— multiple (of elements in a unique factoriza- 

tion ring) 166 

— multiple (of numbers) 322 

commutant 912 

commutation relation 1315 

commutative (elements in a group) 205 

— (Lie algebra) 248 

— (Lie group) 242 

— (product in a graded algebra) 602 

—algebra 156 

— diagram 105 

— field 129,153 

— group 205,213 

一 law (for group composition 205 

— law (for set operations) 42 

一 law (on the addition of natural numbers) 60 

—ring 152,164 

commutatively converge 706 

commutator (of differential operators) 993 

— (of elements in a group) 209 


— subgroup 209 

— subgroup of A and B 209 

commutor (of a subset of a ring) 154 
compact 867 

— (space) 83 

—(k-) 259 

— cohomology group 595 

—element 237 

—form 252 

一 group 239 

一 metric space 88 

一 operator 866 

一 real Lie algebra 252 

一 set 83 

一 space 83 

一 type 269 

compact-open topology 103 
compactification 805 

一 (of a topological space) 84 

一 (F-) 808 

comparability theorem for potencies 50 
comparison test 706 

—theorem 925 

compatible (C^ -structure with Cr-structure) 649 
—(Cr-structure with Cr-triangulation) 650 
— (relation with composition) 54 

— (relation with the multiplication) 207 
— (uniformity) 101 

— (with operations in a linear space) 139 
一 (with topology) 101 

— with operation (of an operator domain) 186 
competitive economy 1249 

— equilibrium 1249 

compiler 1094 

complement (in lattice theory) 72 

一 (in set theory) 42 

一 (of a set) 42 

— (of an element in a Boolean algebra) 74 
complementary analytic set 33 

— degenerate series 302 

— degree (of a spectral sequence) 198 
—event 1097 

—law 364 

一 law (first) 324 

一 law (second) 325 

— modulus 1039 

—series 302 

—set (of a set) 42 

一 submodule 188 

一 subspace (of a linear subspace) 139 
complemented lattice 72 

— modular lattice 73 

completable 234 

complete (Abelian p-group) 213 

— (additive group) 214 

—(Cartan connection) 490 

— (free resolution) 203 
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—(lattice-ordered linear space) 839 
— (measure space) 691 — reducible (representation) 290 
— (metric space) 88 一 reducible group 210 


| — reducible (A-module) 188 

1 
一 (orthonormal system) 832 | -— regular space 82 

| 

| 

| 


— (predicate) 37 — unimodular 1237 
— (recursively enumerable set) 28 —unstable 930 


— (Riemannian manifold) 506 
— (ring) 563 š 
— (scheme) 550 


completeness (of a logical system) 16 
一 (of predicate calculus) 12 

| 一 of real numbers 62,63 

— (statisti) 1175 | completion (of a measure space) 691 
— (system of axioms) 6 — (of a metric space) 88 

— (system of orthogonal functions) 720 | 一 of a topological group) 234 

— (topological group) 234 | 一 (of a uniform space) 101 

— (uniform space) 101 一 (of a valuation) 178 

— (valuation) 178 | 一 (of an ordered set) 72 


一 (Zariski ring) 168 一 Fir along X' 564 
一 elass 1191 | 一 of А along І 563 
— class theorems 1192 | 一 ef Spec(A) along Vil) 564 
— cohomology theory 203 | —of X along X' 564 
— configuration 39 | complex 196,577 
— directed family of points 92 | = бп an Abelian category) 196 
— elliptic integral of the first (second) kind | —algebraic variety 559 
1036 — analytic function 773 


| 

| 

一 induction 59 | analytic manifold 440 

— intersection 548 | —cobordism group 653 
| 


— lattice 12 —cobordism ring 653 

— linear system 538, 554 | —form (of a Fourier series) 722 
— maximum principle 747 | 一 torm (of a Lie algebra) 252 
— neighbourhood system 77 | 一 function 48 


—Grassmann manifold 266 

—group 230 

— interpolation space 836 

— product measure space 693 — Lie algebra 247 

— quadrangle 442 — Lie algebra of the complex Lie group 243 


— orthogonal system 56 | 
| 
| 
l 
| н 
—Reinhardt domain 817 | 一 Lie group 241 
| 
| 


— orthonormal system of fundamental func- 
tions 1024 


一 residue system modulo m 324 一 line bundle 525 
—solution 980 一 line bundle determined by (a divisor) D 525 


一 linear space 137 
— manifold 522 
— method 836 


— system (of inhomogeneous partial differential 
equations) 972 

completely additive (arithmetic function) 329 

一 additive (measure) 692 —number 59,64 

一 additive (ring of sets) 689 一 number plane 65 


| — multiplication 370 
— additive class 689 | 一 of lines 520 

| 

| 

l 

| 

i 

| 


一 normal stochastic process 1119 


一 additive measure 691 — orthogonal group 228 
— additive set function 698 — orthogonal matrix 120 
— continuous 867 — over A 196 

一 integrable system (of independent 1-forms) — projective space 444 


973 一 quadratic form 147 
—integrally closed (ring) 166 — representation 244 
— monotone 740 — spectral measure 883 
— multiplicative 329 — spectral representation 884 
— normal space 82 |  —spectral resolution 884 


— positive entropy 901 — sphere 66 
— primary ring 155 | 一 spinor group 164 
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— Stiefel manifold 266 

一 structure 569 

— surface 514 

—torus 569 

一 variable 48 

一 vector bundle 634 

complex-valued function 48 

complexe 517 

一 de chaines 192 

— d'Eilenberg-MacLane 625 

complexification 252 { 

component (i-th) 138 

— (of a direct product set) 45 | 

一 (of a graph) 57 | 

— (of a matrix) 117 

— (of а spinor) 1327 

— (of a tensor field) 478 

— (of a tensor) 142 

— (ot a topological space) 94 | 

— (о! a vector) 415433 | 

一 (of a vector field) 476 

一 (of an element of a direct product set) 45 

— (of an element of a projective space) 442 

一 of degree n 192 

composé 104 

composed function 43 

一 mapping 43 

composite (morphism) 104 

一 (of valuations) 178 

一 field 130 

一 hypothesis 1202 

一 number 322 

一 simplex algorithm 1236 

composition 52 

— (correspondences) 47 

— (ot homotopy classes) 604 

— (ot mappings) 43 

—algebra 184 

— factor 208 

— product 732 

series (of a group) 208 

— series (of an ordered set) 73 

— theorem 387 

compound measure 1259 

— Poisson process 1151 

compressible fluid 1290 

computable (partial function in the sense of 
Turing) 40 

computational linguistics 1268 

compute (by a Turing machine) 40 

computer 1091 

concave function 667 

conchoid 464 

conchoidal curve 464 

concircularly flat space 1376 

concomitant variable 1184 

concurrent 440 


condensation point 81 

—test 706 

condition of finite character 50 
一 of finite character (for sets) 50 
一 of reduction 279 

conditional entropy 1258 

— expectation 1100 

—extremum 673 

— inequality 665 

— probability 1109 

— probability distribution 1100 
— problem of variation 762 
—stability 960 

conditionally complete (lattice) 72 
— converge 706 

— c-complete (lattice) 72 
conductor (of a class field) 367 

— (of a non-primitive character) 382 
— (of a residue character) 330 

— (of an Abelian extension) 377 
— (of an ideal group) 360 

一 (of an order) 357 

— Ф) 364 

—with group character 386 
conductor-ramification theorem 367 
cone 445 

一 (of a simplicial complex) 579 
一 (on a space) 605 

一 of the second order 427 
confidence coefficient 1201 

一 interval 1201 

一 level 1201 

— limits 1201 

—region 1201 

configuration (Ф, v, r, k, à )-, (v, k,à)-) 
confluent hypergeometric equation 1046 
confocal quadrics 428 

conformal 810 

—arc element 521 

— connection 490 
—corespondence 500 
—curvature 521 

— curvature tensor 490,1376 
—differential geometry 521 

— function (ы-) 815 

— geometry 456 

— invariant 811 

— mapping 809 

— mapping (x-) 815 

— representation 809 

一 space 456 

—structure 800 

一 torsion 521 

一 transformation 490 
conformally equivalent 801 

一 flat space 1376 


56 


confounded 1219 

congruence 324 

—L-function of Artin 396 

— method 1263 

一 of lines 520 

— subgroup 275 

一 zeta function 393 

一 zeta function of algebraic variety 394 
congruent (figures) 406, 412 

— (integers) 324 

— transformation group 452 

conic Lagrange manifold 878 

— sections 421 

conical surface 500 

conjugate (diameter) 424 

— (element) 131 

— (exterior differential operator) 532 
一 (of an element of a quaternion algebra) 158 
— (plane) 427 

— (point іп a projective space) 445 
— (quaternion) 158 

— (subset) 206 

—axis 423 

— class 206 

— convex cone 431 

— differential 804 

一 exponent 830 

一 Fourier integral 729 

一 function 724, 729 

— gradient method 1064 

— harmonic function 750 
—hyperbola 423 

— ideal 360 

— operator 834 

— point 506, 511, 763 

— Radon transform 318 

— representation 292 

—series 722 

— space (of a linear topological space) 834, 842 
conjunction 7 

— (of a proposition) 7 

一 mapping 603 

connected (affine algebraic group) 256 
— (graded module) 602 

— (graph) 57 

—(n-) 620 

— (topological space) 94 

.— (treatment) 1215 

一 component 94 

— sequence of functors 197 

一 sum 585, 650 

connectedness of real numbers 61 
connecting homomorphism (in homology) 193 
一 mapping 194 

— morphism 196 

connection 484 

一 form 485 
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一 formula 943, 1085 

— problem 941 

connexe 94 

connexion 484 

conormal 1000 

conservative 1125 

— (chain) 1132 

— (measurable transformation) 894 
consistency (condition) 1077, 1107 

— (of a logical system) 16 

— (of a system of axioms) 6 

— condition. 1107 

一 of analysis 4 

—proof 3 

— proof of pure number theory 3 
consistent 12 

— (formal system) 12 

一 estimator 1199 

一 kernel 745 

一 test 1208 

constant 48 

一 function 43 

一 mapping 43 

—sheat 113 

— term (of a formal power series) 173 
一 term (of a polynomial) 124 

— unfolding 656 

constant-sum game 1247 

constituante 34 

constraint 1219, 1269 

— qualification 1240 

— set (of a minimization problem) 1239 
constructible (set in axiomatic set theory) 22 
constructive method 3 

一 ordinal 30 

一 ordinal numbers 30 

consumers risk 1223 

contact element 517,973 

— form 521 

— manifold 521 

— metric structure 521 

— network 1302 

— structure 484 

— transformation 976 

contain (a set) 42 

content 1202 

contingency table 1209 

continu 78 

continuation theorem of Remmert-Stein 828 
continued fraction 325 

continuity (of real numbers) 61 

— principle (of holomorphic function) 819 
— principle (of potential) 744 

— theorem 594 

continuous (additive interval function) 698 
一 (at a point) 78 

— (flow) 898 
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— (function of ordinal numbers) 71 

— (mapping) 78, 88, 663 

— arc 461 

—cocycle 203 

— curve 461 

— distribution 1103 

—flow 929 

— function 663 

— geometry 75 

— homomorphism 234 

— image 78 

一 in probability 1118 

— in the mean (kernel) 1027 

— in the mean (stochastic process) 1118 

— mapping 18 

— series 303 

— spectrum 881, 1026 

continuum (potency) 50 

一 (一 connected compact metric space) 95 

— hypothesis 51 

contour 688 

contracted tensor 143 

contractible 94, 604 

contraction (of a mapping) 43 

— (of a tensor space) 143 

— operator 889 

contradictory (formal system) 12 

contragredient (mapping) 130, 139 

— representation 291 

contravariant component 492 

— functor 107 

— index (of a component of a tensor) 142 

一 spinor 1327 

— tensor of degress р 142 

一 vector 142 

—vector field 478 

control 1269 

—chart 1222 

— function 1269 

— space (in static model in catastrophe theory) 
655 

— theory 1268 

— unit 1093 

contrôle du magasin 1273 

— statistique des qualités 1222 

Controllability 1272 

converge (improper integral) 684 

— (sequence) 89, 90 

— (sequence of lattices) 349 

— (sequence of numbers) 89 

— (sequence of points) 90 

— (series) 705 

convergence 89 

— (о! a probability distribution) 1106 

— (of lattice point functions) 1080 

一 (of truncation errors) 1075 

— domain 816 

一 in law 1100, 1106 

— n probability 1100 


一 in the mean of order р 1100 
— theorem (of distribution) 850 
— theorem (of martingale) 1157 
convergence uniforme 102 
convergent (sequence) 89 

— (sequence of numbers) 89 

— (series) 705 

— power series 174 

— power series ring 174 

convex 430 

— body 430 

—cell 449 

— closure 449 

一 cone 431 

— function 667 

— hull] 430, 1235 

— neighbourhood 506 

— polyhedral cone 431 

— polyhedron 430 

— programming problem 1239 
一 set 430, 449 

convexity theorem (of M. Riesz) 668 
convolution (of arithmetic functions) 329 
— (of distributions) 852 

— (of functions) 723, 732 

— (of probability distributions) 1103 
convolutional codes 1263 
cooperative game 1246 
coordinate 436 

— (i-th) 138, 415 

一 (of a direct product set) 45 

— (of a point on the real line) 64 
— (of an element of a direct product set) 
一 axis 416, 448 

一 bundle 632 

一 curve 438 

一 function 632 

— hypersurface 438 

— neighbourhood 474, 632 

— neighborhood of class Cr 474 
—plane 448 

— representation 1162 

—ring 547 

— system 436, 442 

— system (l-adic) 568 

— transformation 632 
coordinates 436 

coordonnées 436 

coplanar 433 

core 1248 

coregular representation 291 
Cornu's spiral 1047 

Corona problem 910 

co-root 260 

corps 129 

correctly set 984 

corrector 1077 

correlation 443 


45 


— coefficient 1099 

— tensor 1295 
correspond 46 
corerspondence 46 

— principle 1315 

— ring 542 
corresponding angles 413 
— points 428 


correstriction (homomorphism of cohomology 


groups) 202 
cosecant 420 
co-sigma function 1038 
cosine 420 
—formula (first, second) 421 


— formula (for spherical triangle) 421 


一 integral 1048 

— transform 728 

cost 1194 

cotangent 420 
co-tangent bundle 634 
co-tree 1238 

countable (potency) 50 
— (simplicial complex) 578 
— covering (of a set) 82 
— ordinal number 51 
countably additive 689 
— compact (space) 83 
— equivalent under 9 895 
— Hilbertian space 845 
— normed space 845 
counter line 453 
courant 849 

courbe 460 
—algébrique 537 

— de Peano 467 
covariance 1099 

— distribution 1160 

— function. 1119, 1159 
— matrix 1102 
covariant 314 

— component 492 

— derivative 487, 491 


— differential (of a differential form) 486 
— differential (of a tensor field) 491 
— differential (of a vector field) 487 


— differential operator 491 
一 functor 107 


一 index (of a component of a tensor) 142 


— ot n-ary form of degree d 
一 spinor 1327 

一 tensor of degree q 142 
一 vector 142 

— vector field 478 
covector (p-) 144 

cover (a set) 44 


135 
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covering (curve) 542 

— (©) 87 

一 (of a set) 44, 82 

— (space) 607 

— differentiable manifold 607 

— dimension (of a normal space) 96 

— group 236, 608 

— homotopy property 629 

— manifold 607 

— mapping 607 

— space 607 

— space in the sense of Cartan 825 

—surface 801 

— transformation 608, 801 

— transformation group 608 

creation operator 1319 

Cremona transformation 552 

crible 34 

criterion 1275 = 

critical determinant 349 

— lattice 349 

— path scheduling 1238 

— point (of a mapping) 509. 673, 675, 752 

— point (of a trajectory) 929 

一 region 1202 

一 value 510, 675 

一 value (of a Reynolds number) 1294 

cross cut 470 

一 product (in K-theory) 644 

— product (of (co)homology classes) 596 

一 ratio 444 

cross-section 630, 636 

crossed homomorphism (of an algebra) 201 

— product (of a commutative ring and a group) 
158 

crystal class 278 

—system 278 

crystallographic group 278 

cubic system 278 

cumulative distribution function 1098, 1102 

cup product (in K-theory) 644 

— product (of cohomology classes) 596 

— product (of derived functors) 200 

— product reduction theorem (on cohomology or 
homology groups) 202 

curl 434 

current 849 

curvature 494, 495 

—form 486, 506 

—tensor 488, 506 

curve 460, 493 

—fitting 1090 

一 of constant breadth 431 

一 of constant inclination 496 

一 of pursuit 466 

一 of second class 425 
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一 of second order 425 

一 of steepest descent 762 
一 tracing 462 

curvilinear coordinates 438 
—integral 686 

cusp (of a curve) 463 

一 (of an algebraic curve) 
一 form 282, 286 

customer behavior 1252 
cut (in a projective space) 441 

一 (of Q 61 

一 (of R) 63 

一 point 511 

一 Set 1238 

eutset (in a graph) 58 

— matrix (of a labelled graph) 58 
CW complex 581 

— decomposition 581 

cybernetics 1254 . 
cybérnetique 1254 

cycle (~eyclie permutation) 
— Gn a chain complex) 196 
一 (on an algebraic variety) 553 


538 


218 


—(r-) 588 
cyclic algebra 160 
— code 1262 
— determinant 123 


— equation 135 
—extension (of a field) 134 
一 group 206 
一 Jacobi method 
一 part 1132 

一 representation 297 

— section 428 

— subgroup 206 

— vector 297 

cyclide 437 

cycloid 464 

cyclotomic field 382 

— polynomial 362 

cylinder set (n-) 693 
cylindrical coordinates 438 
— function. 1048 

一 surface 500 


1070 


D 


о (Kronecker) 117 

d-independent (partitions) 902 
d-measure 691 

A-refinement (of a covering) 83 
d-dimensional Brownian motion 1138 
d-trial path dependent 1228 
(DF)-space 844 

d'Alembert's method of reduction of order 938 
—'s paradox 1291 

d'Alembertian 1300 

damped oscillation 1297 


damping ratio 1297 

Daniell-Stone integrable 860 

一 Stone integral 860 

Danilevskii method 1072 

Darbouxs curve 519 

— s frame 519 

—'s quadric 519 

—'s sum 682 

—'s tangent 519 

—'s theorem 971 

darstellende Geometrie 453 
Darstellungstheorie 288 

data processing 1266 
Datenverarbeitung 1266 

death process 1136 

decidable (number-theoretie predicate) 27 
decision 1243 
— problem 31 
— problem (n-) 
—space 1190 
decit 1257 
decoding 12571261 

decomposable 896 

— (operator) 914 

decompose 409 

decomposition (of a space) #8 

一 field 362 

一 group 361 

一 numbers 294 

一 theorem 367 

一 theorem for dimension 96 

Dedekind 1353 

一 domain 166 

一 eta function 344 

一 ring 166 

一 sum 345 

一 zeta function 358, 383 

—'s axiom of continuity (for real numbers) 
—'s theorem of discriminant. 381 

defect (of a block of representations) 295 
一 (of a meromorphic function) 791 

一 group 295 

deficiency 544 

一 (of a closed operator) 886 

—index 865, 873 

deficient number 323 

define recursively 27 

defined over № 548 

defining function (of a subset) 44 

一 ideal (of a formal spectrum) 564 

一 module 554 

一 relation 215 

definite area 685 

—form 147 

一 integral 683 

definition by mathematical induction 60 
一 by transfinite induction 69 


1190 


63 


deflation 1071 

— (mapping) 202 

deformation 526 

一 (of a scheme) 562 

一 cochain 617 

一 of complex analytic structures 526° 
一 of surface 518 

—of X over a connected scheme S 562 
一 retract 604 

degeneracy 1317 

一 operator 580 

degenerate (critical point) 510,673 

— (eigenvalue) 881 

— (mapping) 674 

— (simplex) 580 

— (surface of the second order) 427 

— kernel 1024 

— operator 867 

—saddle point 932 

—series 302 

degré de transformation 613 

degree (of a central simple algebra) 159 
— (of a differential form) 479 

— (of a divisor class) 798 

— (of a divisor of an algebraic curve) 538 
— (of a finite extension) 130 

— (of a Jordan algebra) 184 

— (of a Lie algebra) 248 

— (of a parametric function 1213 


a 
— (of a permutation group) 218 

一 (of a polynomial) 124 

— (of a prime divisor) 539 

一 (of a prime ideal) 358 

—(of a projective variety) 551 

一 (of a reduced algebra) 184 

一 (of a representation) 289,290 

— (of a representation of a Lie group) 244 


— (of a system of algebraic equations) 127 

— (of a term of a polynomial) 124 

一 (of a valuation) 179 

— (of a vertex in a graph) 57 

一 (of a zero-dimensional cycle) 554 

— (of an algebraic equation) 127 

— (of an algebraic element) 130 

— (of an angle) 413 

— (of an extension) 130 

— (of an ordinary differential equation) 922 
一 of covering 542 

— of freedom (of a sampling distribution) 1179 
— of freedom (of the error sum of squares) 1184 
— of ramification 301 

一 of transcendency 132 

一 of unsolvability 32 

Delaunay's curve 466 

delay-differential equation 971 

Delos’ problem 417 

Denjoy integral 703 
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一 integral in the restricted sense 704 

Denjoysches Integral 103 

dénombrable 50 

dense (set) 80 

一 (totally ordered set) 68 

—in itself 81 

density (of a set of prime ideals) 365 

一 (of a subset of integers) 333 

一 theorem (in interpolation of Banach spaces) 
837 

一 theorem (of Cebotarev) 368 1 

— theorem (of Lebesque) 703 ' 

dependent (points in a projective space) 441 

— (points in an affine space) 447 

一 variable 48 

depression 1411 ' 

depth (of an ideal) 165 

de Rham cohomology group 480 

—cohomology ring 481 

— complex (as an elliptic complex) 646 

— decomposition 508 

— theorem (on aC -manifold) 482 

derivable in the general sense 698 

一 in the ordinary sense 699 

derivation (in a cochain complex) 194 

— (of a chain complex) 194,201 

— (of a commutative ring) 174 

— (of a field) 132 

— (of a Lie algebra) 249 

— (of a polynomial 125 

— (of an algebra) 201 

— (ot an algebraic function field) 555 

derivative 669 

— (of a complex function) 769 

— (of an element in a differential ring) 175 

一 in the sense of distribution 849 

derived function 669 

— function (n-th) 670 

— function of higher order 670 

— group 209 

— ideal 248 

— normal model 551 

—series 248 

一 set (of a set) 81 

一 unit 1277 

Desarguesian space 448 

Descartes 1353 

descending central series 248 

一 chain (in a group) 208 

— chain (in an ordered set) 68,73 

—chain condition (for a group) 208 

一 chain condition (in an ordered set) 68 

descriptive geometry 453. 

一 set theory 36 

design matrix 11841214 

—of experiments 1214 

desk calculator 1091 
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destinator 1257 

determinant 121 

一 of lattice 349 

déterminant 121 

Determinante 121 

Determinantenteiler 118 

determination de l'orbite 1283 

determined (system of differential operators) 
876 

— system (of partial differential equations) 982 

determining set 817 

deterministic 1161,1164 

— model 1232 

— process 1243 

developable surface 500 

development 499,505 

— (of a curve) 490 

deviation point 715 

diagonal (in descriptive geometry) 454 

— (set) 43 

— mapping 602 

— matrix. 117 

— morphism (in a category) 106 

— partial sum 107 

—sum 118 

diagonalizable (linear transformation) 145 

一 operator 914 

diagram 105 

diameter (of a centred conic) 424 

— (of a set in a metric space) 86 

— (of a (solid) sphere) 416 

— (of a subspace) 86 

dictionary 40 

Dido's problem 768 

die in Japan entwickelte Mathematik 

diffeomorphic 476 

diffeomorphism of class Cr 416 

diffeotopic 659 

difference 963,1060,1216 

—analogue 1080 

一 equation 963 

一 group 206 

一 method 1075,1080 

一 of n-th order 962 

一 quotient 962 

一 set (一 complement) 42 

一 set (of plots) 1216 

一 table 1061 

different 379 

Differente 361 

differentiable 669,769 

—(n-times) 670 

— (n-times continuously) 672 

— dynamical system 654 

— family of complex structures 526 

— in the sense of Stolz 671 

— manifold 474 


1344 


— manifold of class Cr 474 

— manifold with boundary 582 

— mapping of class Cr 476 

— structure 649 

— structure of class Cr 474 

differential (n-th) 672 

— (of a function) 669 

— (of a function on a manifold) 476 

— analyzer. 1095 

— calculus 669 

— coefficient 669 

— coefficient of higher order 672 

— cross section 1322 

— divisor 539 

— divisor class 798 

— equation 922 

—exponent 542 

— field 174 

—form 479 

—form of degree r 555 

—form of the first (second, third) kind 541 

一 form of type (r,s) 524 

一 geometry 472 

一 geometry in miscellaneous spaces 516 

— geometry of curves and surfaces 493 

— ideal 973 

— ideal (of a differential ring) 175 

— invariant 518 

—law 920 

一 of a mapping ç 476 

一 of n-th order 670 

—of the first kind 555 

— operator 869 

— operator (of Mikusiüski) 918 

— operator of the kth order 646 

— polynomial 175 

— quotient 669 

— representation of U (of a unitary representa- 
tion of a Lie group) 301 

一 ring 174 

一 topology 577, 648 

一 variable 175 

differential-difference equation 965 

Differential-differenzengleichung 965 

Differentialgeometrie 472 

— der Kurven und Fláchen . 498 

— in verschiedener Rüumen 516 

Differentialoperator 869 

Differentialrechnung 669 

Differentialring 174 

Differentialtopologie 648 

differentiate 669 

differentiation (=differential caleulus) 089 

— (n a complex) 196 

— (of a chain complex) 196 

— (on a commutative ring) 174 

一 operator 1060 


Differentiation 669 
Differenzenrechnung 962 
differenzierbare Mannigfaltigkeit 474 
diffraction 1296 

diffusion 13034322 

— coefficient 1303 

一 equation 1303 

一 process 1144 

一 process with reflecting barrier 1147 
Diffusion 1303 

Diffusionsprozess 1144 

digamma function 1040 

digital differential analyzer 1096 

— electronic computer 1092 

— quantity 1062 

dihedral group 219 

dilatation 457 

dimension (of a commutative ring) 165 
— (of a complex) 577 

— (of a convex cel) 449 

— (of a divisor class) 798 

— (of a free module) 188 

— (of a Hilbert space) 832 

— (of a linear space) 138 

— (of a linear system of divisors) 539,554 
一 (of a physical quantity) 1277 

— (of a projective space) 441 

— (of a topological space) 96 

— (of an affine space! 447 

— (of an algebraic variety) 547 

一 (of an analytic set) 823 

— (of an automorphic form) 282 
—axiom 592 

一 function (on a continuous geometry) 75 
— theorem (in modular lattice) 73 

— theorem (in projective geometry) 441 
— theorem (of affine geometry) 447 
— type (of a topological space) 98 
Dimension 96 

dimensional analysis 1277 

—formula 1277 

Dimensionsanalyse 1277 

Dini derivative 699 

—'s method 958 

—'s series 1050 

Diophantine 33 

— approximation 350 

—equation 346 

dipole coordinates 438 

Dirac's distribution 848 

—'s equation 1316 

direct analytic continuation 773 
—coproduct 106 

— factor (of a group) 210 

— image (of a sheaf) 114 

— integral 299,913 

— limit (of a direct system of sets) 111 
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— method 764 

— product 44 

— product (algebraic variety) 548 

— product (of distributions) 850 

— product (of objects of a category) 106 

— product (of measurable transformations) 897 

— product (of sheaves) 115 

— product aigebra 156 

— product decomposition 210 

— product factor (of a direct product of sets) 
45 

— product G-set 289 

— product group 209 

— product lattice 72 

— product module 187 

— product of Lie groups 243 

— product ordered set (of a family of ordered 
sets) 69 

— product ring 154 

— product set=Cartesian product (of family of 
sets) 45 

— product set=Cartesian product (of sets) 43 

— product set (of family of sets) 45 

— product set (of sets) 43 

— product topological group 233 

— product topological space 79 

— product topology 79 

—sum (of a family of ordered sets) 69 

— sum (of a mutually disjoint family of sets) 
44 

—sum (ot ideals) 154 

一 sum (of ideals of a ring) 154 

—sum (of Lie algebras). 247 

— sum (of linear spaces) 139 

一 sum (of modules) 185 

— sum (of objects of a category) 106 

— sum (of ordered sets) 69 

— sum (of quadratic forms) 148 

一 sum (of sets) 42 

—sum (of sheaves) 115 

— sum (of unitary representations) 298 

— sum additive group 210 

— sum decomposition (of a additive group) 210 

— sum decomposition (of a set) 44 

— sum G-set 289 

— sum module 187 

— sum representation 290 

— sum set (of family of sets) 45 

—summand (of a direct sum of sets) 45 

一 summand (of a set) 44 

—system (of sets) 110 

—transcendental singularity 777 

direct-sum topological space 79 

directed family 49 

一 family of points 92 

—set 69 

direction of principal curvature 498 
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一 of steepest descent 1085 

一 ratio 450 

director circle 423 

directrix 422 

—of Wilczynski 519 

direkter Limes 110 

direkter Limes und inverser Limes 110 
Dirichlet 1353 

—algebra 910 

— distribution 1103 

—domain 756 

— integral 757 

—L-function 382 

— problem 750, 755, 997 

— series 780 

— space 748 

—'s function 665 

—'s functional 767 

—'s integral (Fourier transform) 727 
kernel 723 

principle 755, 999 

—'s unit theorem 358 
Dirichletsche Aufgabe 755 

一 Reihe 780 

Dirichletsches Problem 755 
discharge of double negation 12 
disconnecting set (in a graph) 58 
discontinuity point of the first (second) kind 664 
discontinuous (group) 273 

— group 273 

— transformation group 265 
discontinuum 95 

discrete (filration) 198 

— distribution 1103 

— metric space 86 

—series 303 

一 set 81 

— spectrum 899 

— topological space 17 

— uniformity 99 

— valuation 178 

— variable method 1075 
discretization error 1075 
discriminant (of a curve of second order) 425 
— (of a family of curves) 467 

— (of a quadratic form) 147 

— (of a simple ring) 379 

— (of an algebraic equation) 126 
— (of an extension field) 357 
disjoint (sets) 42 

nitary representations) 298 


disjointness (in ergodic theory) 905 
disjunct (sets} 42 


disjunction (of a proposition) 7 
disk algebra 909 

disk theorem 651 
diskontinuierliche Gruppe 273 


Diskontinuitatsbereich 273 

dispersion relation 1325 

Dispersionsbeziehung 1325 

dispersive wave 1296 

dissipative operator 889 

一 part 1132 

distal (homeomorphism on a compact metric 
space) 905 

distance (from a point to another point) 86 

— function 86 

— point 454 

distinct system of parameters 169 

distinguished pseudo-polynomial 818 

distortion mequalities 786 

— theorem 786 

distribution 847 

一 (of a random variable) 1098 

一 (on a differentiable manifold) 973 

— free method 1210 

一 function 831,1098 

一 of prime numbers 337 

distribution des échantillons 1178 

— des nombres premiers 337 

distributive law (in a ring) 152 

一 law (of set operations) 42 

一 law (on natural numbers) 60 

diurnal aberration 1281 

diverge (improper integral) 684 

— (of sequence of real numbers) 90 

— (series) 706 

divergence 434,482 

—form 1002 

— theorem 689 

divergent (sequence of real numbers) 90 

— (series) 706 

dividing cycle 805 

divisibility relation 166 

divisible (Abelian p-group) 213 

一 (additive group) 214 

一 (by an element of a ring) 165 

— (element of a ring) 165 

— (element of an A-module) 186 

— (fractional ideal) 358 

— (number) 322 

— A-module 186 

一 subgroup 238 

divisibility relation (in a ring) 166 

division algebra 156 

—algorithm 322 

—into subintervals 681 

一 ring 153 

divisor (in a closed Riemann surface) 798 

— Gn a complex manifold) 525 

一 (in an algebraic variety) 554 

一 (in an irreducible algebraic curve) 538 

一 (of a fractional ideal) 358 


— (of a number) 322 ! 
— (of an algebraic function field) 539 i 
— (of an algebraic number field) 359 


— (of an element of a ring) 165 
— class 798 

—class group 798 | 
— function 329 

一 group 525 

一 of a function f 538 

一 of f 554 

Doetsch's three-line theorem 783 
Dolbeaut cohomology group 524 
domain (in a topological space) 94 
— (of a correspondence) 46 

一 (of a mapping) 43 

一 (of a variable) 48 

94,470 


—kernel 471 

一 of class C !^ 1000 

一 of dependence 1004 

— ot holomorphy 818 

一 of influence 1004 

一 of integration 685 

一 of operators 52 

— with regular boundary 481 
domaine dans le plan 470 
dominant (series) 102 

— (weight) 254 | 
dominate (algebraic surface) 546 | 
— (imputation of а game) 1248 

dominated 1175 

domination principle 747 

dotted spinor of rank k 1327 

double complex 196 

—coset 206 

— distribution 744 

— integral 685 

— integral theorem of Fourier 727 

— lattice 278 

— layer 744 

— mathematical induction 59 

—point 538 

— sampling inspection 1223 

— sequence 707 

— series 707 

doubly periodic function 1037 

Douglas’ functional 767 

down-hill method 1068 

down-ladder 1041 

Dreikörperproblem 1285 

drift 11291148 

dual (graded module) 
— (order) 68 

— (polyhedron) 418 
— (propositions in a projective space) 441 
— (Riemannian symmetric space) 269 


602 
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— (topological group) 237, 299 
— basis (of a basis of a linear space) 140 
— category 106 
—cell 584 


— cellular subdivision 584 

—convex cone 431 

—curve 538 

— direct product decomposition 238 
— homomorphism 69 

— Hop! algebra 602 

一 isomorphism (between ordered sets) 69 
—lattice 849 

— lattice ‘Dualgitter) 388 

一 lattice (=Dualverband) 72 
—lattice-homomorphism 72 
—lattice-isomorphism 72 

一 mapping (of a linear mapping) 139 
—module 191 

一 operator 834 

一 passive boundary point 1137 

— problem 1234 

— representation 291 

一 simplex algorithm 1236 

一 space (of a Banach algebra) 908 

一 space (of a linear space) 139 

— space (of a linear topological space) 842 
— space (of a normed space) 834 


— space (of a projective space) 442 

— vector bundle 634. 

duality (for convex polyhedral cone) 431 
— (for linear space) 139 

— (for Riemannian symmetric space) 269 


— principle (for order) 68 

— theorem (for Picard variety) 568 

— theorem (for topological Abelian group) 733 

— theorem (in interpolation of Banach spaces) 
836 

— theorem 
1240 

— theorem for Q-modules 239 

— theorem of linear programming 1234 

Duhamel's method 987 

dummy index (of a tensor) 

Dunford integral 865 

duo-trio test 1228 

Dupin's cyclide 498 

—'s indicatrix 497 

duplication of a cube 417 

Durchschnitt 42 

dynamic programming 1242 

dynamical system 928 

dynamics of a rigid body 1279 

Dynamik des starren Körpers 1279 

dynamique de corps rigide 1279 

dynamische Programmierung 1242 

Dynkin diagram 252 


(n mathematical programming) 


142 
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e-capacity 1261 

e-complex 593 

e-covering 87 

e-entropy 1261 

e-Hermitian form 231 
e-neighbourhood (of a point) 87 
e-operator (Hilbert's) 13 
e-quantifier (Hilbert's) 13 
e-symbol (Hilbert's) 13 
e-theorem (in predicate logic) 13 
e-trace form 231 

4-function 764 

@-space 153 

E-function 354 

écart 702 

eccentric angle 423 

— anomaly 1284 

eccentricity 422 

econometrics 1224, 1249 
économétrie 1224 

écoulement turbulent 1294 
Eddington epsilon 1375 

edge 449 | 
— homomorphism 198 

edges (in a graph) 57 

effect 1184, 1214 

effective degree 544 

— descriptive set theory 38 

— genus 539 

—range 1323 

effectively 264 

— computable function 27 

— given (objec) 33 

effector (in an automaton) 4l 
efficient estimator 1196 

— point 1235 

effilé 746 

également continu 103 | 
Eichler's approximation theorem 380 | 
Eichmass 409 | 
eigenelement 881 | 
eigenfunction 881, 1023 

eigenpolynomial (of a linear transformation 
eigenspace 881 

eigenvalue (of a boundary value problem) 927 
— (of a linear operator) 881 

一 (of a linear transformation) 144 

— (of a matrix) 118 

一 (of an integral equation) 
一 (of Mathieu's equation) 
— problem 880 
eigenvector (belonging to an eigenvalue) 118 
— (of a linear operator) 881 

一 (of a linear transformation) 144 


14 


1023 
1055 


Eigenwert 118 


Eigenwertproblem 880 

Eikonal 979, 1299 

—equation 995 
Eikonalgleichung 995 
Eilenberg-MacLane complex 625 
一 - MacLane space 625 

一 -Postnikov invariant 626 


Eilenberg-MacLanesche Komplexe 625 


Einbettungsproblem 658 
Einbettungssatz 97 
einfache Typentheorie 9 
Einheit 358 
einheitliche Feldtheorie 
Einstein 1354 

— relation. 1303 

一 space 567 

"s convention (on tensors) 
Eisenstein series 284 
—-Poincaré series 286 
elastic scattering 1322 
elation 521 

electric displacement 1300 
一 network 1302 
electromagnetism 1299 
électromagnétisme 1299 
electron 1319 

electronic computer 1092 
Elektromagnetismus 1299 
element (of a matrix) 117 
一 (of a set) 42 

一 of infinite height 214 
elementare Funktionen 676 
—Zahlentheorie 322 
Elementarpartikeltheorie 1330 


1312 


142 


elementary Abelian group 213, 220, 237 


— catastrophes 656 
— divisor (of a matrix) 
—event 1097 

— functions 676 

— Hopf algebra 603 
— kernel 983 

一 length 511 

一 particle 1330 
—solution 851, 870, 983 997 
一 theory of numbers 322 
—units 1276 

Elemente 361 

elevation 453 

eliminate 171 

elimination method 1063 
ellipse 422 

ellipsoid 426 

一 of inertia 1280 

—of revolution 426 
ellipsoidal coordinates 438, 1051 
—harmonics 1051 
ellipsoidale Harmonik 1051 


118, 167 


elliptic (Riemann surface) 802 
— (solution) 998 

— complex 646 

— coordinates 428, 438 

一 eurve 539 

一 eylinder 426 
一 eylinder function 
— function 1035 
— function field 540 
— function of the first (second, third) kind 1038 
— geometry 451 

— integral 797, 1035 

— integral of the first (second, third) kind 1035 
—irrational function 1035 

一 modular function 283 

— modular group 275 

一 motion 1282 

— operator 646, 869, 1001 

— paraboloid 426 

— paraboloid of revolution 426 

— point (on a curve of second order) 497 
—point (on a Riemann surface) 275 

一 quadric 429 

一 region 932 

一 space 452 

一 transformation 66 

—type 996, 998, 1002 

elliptische Funktion 1035 

embedded (prime divisor) 165 

— (prime ideal) 165 

embedding 486, 490 

一 (of a category) 107 

一 (of a differentiable manifold) 476 

一 (of a topological space) 658 

一 theorem 97 

Emden's equation 956 

emission 1004 

empirical constants 1090 

— distribution function 1116, 1174 

一 formula 1090 

empty event 1097 

一 set 20, 42 

encoding 1201 

end (in the sense of Heins) 803 

一 (of a segment) 406, 449 

一 (of an arc) 461 

—point 461 

endliche Gruppe 216 

endogenous variable 1225 

endomorphism (of a group) 207 

一 (of a ring) 153 

一 (of an algebraic system) 53 

— (on a measure space) 898 

— ring (of a module) 185 

— ring (of an Abelian variety) 567 
energy 512 

— equation 1289 


1055 
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一 inequality 1005 

一 integral 1285 

一 principle 745 

— spectrum tensor 

engrenage 502 

ensemble 42 

一 人 33 

一 (CA) 33 

一 analytique 33 

— complémentaire analytique 33 

—convexe 430 

—criblé 34 

— d'accumulation 795 

— des parties 42 

— fermé 76 

— frontière 80 

— négligeable au sens de ja théorie des fonctions 
160 

— ouvert 76 

— supérieurement filtrant 69 

— universel 35 

Enskog's method 1028 

entartet 674 

Entartungsmenge 824 

entire function 788 

entourage 98 

entrance boundary 1146 

— boundary point 1137 

entropy 1163, 1257 

— of the endomorphism e 900 

一 of the partition 900 

Entscheidungsproblem 21 

enumerable (potency) 50 

— model (of axiomatic set theory) 4 

—set 50 

enumerating predicate 37 

enumeration theorem 37 

envelope 467 

一 of holomorphy 818 

— power function 1205 

enveloping algebra 183, 201 

一 surface 500 

epicycloid 465 

epidemic curve 1227 

epidemics 1227 

epimorphism (in a category) 105 

epitrochoid 465 

Epsilonzahl 71 

Epstein zeta function 388 

equally strong 871 

equation of continuity 

—of entropy production 

一 of evolution 888 

一 of heat conduction 1010 

一 of motion (of a fluid) 1289 

一 of motion (of a model) 1232 

— of structure (of a model) 1232 


1295 


1289 
1289 
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一 of structure (of a surface) 518 

一 of telegraph 1003 

equations of motion 1279 

équation algébrique 127 

— aux dérivées partielles 979 

— aux dérivées partielles du premier ordre 992 

— aux dérivées partielles du type elliptique 996 

—aux dérivées partielles du type hyperbolique 
1003 

一 aux dérivées partielles du type mixte 1014 

一 aux dérivées partielles du type parabolique 
1010 

— aux différentielles totales 971 

一 de Monge-Ampére 995 

一 devolution 888 

— différentielle adjointe 958 

— différentielle linéaire ordinaire 937 

— différentielle ordinaire 921 

— ditférentielle-différence 965 

— intégrale 1021 

— intégro-ditférentielle 1029 

équations fonctionelles spéciales 1030 

— linéaire 123 

equator 416 

equiangular spiral 466 

equianharmonic range of points 444 

equicontinuous (family of mappings) 103, 905 

—semi-group of class C* 888 

equidistant hypersurface 452 

equilateral hyperbola 423 

— triangular point solution 1285 

equilibré 835, 842 

equilibrium distribution 1252 

— figures 1283 

— mass-distribution 747 

— point (in the theory of games) 1247 

— point (in topological dynamics) 929 

— principle 747 

equilong transformation 457 

equipotent(sets) 50 

equipotential surface 751 

equivalence (in a category) 105 

一 (of categories) 107 

— (ot chain complexes) 196 

— (of objects) 105 

— class 47 

一 law (of equivalence relation) 47 

— relation. 47 

equivalent (arc) 700 

一 (C-) 653 

— (covering space) 608 

— (fibre bundles) 632 

— (formulas) 11 

— (k-) (differentiable manifold) 651 

— (knots) 609 j 

— (measure) 313 

— (point) 273~ 


—(propositions) 7 

— (quadratic forms) 147 

— (relation) 47 

— (stochastic processes) 1118 

— (system of neighbourhoods) 77 

— (unfolding) 656 

— (unitary representations) 297 

— (valuations) 177 

— (words in a Turing machine) 40 

一 atfinity 450 

Eratosthenes’ sieve 322 

ergánzungsgleich 409 

ergode hypothesis 1305 

— surface 1305 

Ergodentheorie 891 

ergodic (flow) 933 

一 (Markov chain) 1132 

— (transformation) 892 

—class 1132 

—condition 1252 

— decomposition (of a Lebesgue measure space) 
905 

—hypothesis 891 

—niformation source 1258 

—surface 1305 

—theorem 891, 931 

—theory 891 

— transmission capacity 1259 

ergodicity 896 

Erlanger program 435 

Erlanger Programm 435 

Erlang's distribution 1250 

error 1062, 1080 

— constant 1077 

一 of input data 1062 

一 of the first (second) kind 1203 

一 space 1184 

一 sum of squares 1184 

一 term 1183, 1214 

erzeugende Funktion 1034 

espace analytique 822 

—annelé 114 

—annelé en anneaux locaux 114 

一 de Banach 833 

一 de Finsler 514 

— des nombre irrationnels 33 

—euclidien 415 

—fibré 629, 631 

— fonctionnel 827 

—hilbertien 832 

— homogène 265 

—L (de Fréchet) 93 

— linéaire 136 

— métrique 86 

—semi-ordonné linéaire 839 

—séparé 82 

— symétrique riemannien 267 


—topologique 75 

—uniforme 98 

— vectoriel topologique 841 

essential 606 

—singularity (of a holomorphic function) 771 

—singularity (of an analytic function in the 
wider sense) 777 

—singularity (of an analytic set) 821 

—spectrum 887 

—supremum 828 

essentially bounded 828 

— complete class 1191 

estimable 1184, 1195 

estimate 1195 

estimation space 1184 

estimation statistique 1195 

estimator 1195, 1199 

Euclidean 272 

— algorithm 125, 322 

—axiom 410 

— cell complex 578 

一 complex 577 

一 connection 505 

一 distance 414 

一 geometry 410 

一 polyhedron 577 

—simplicial complex 577 

—space 415 

Euklidische Geometrie 410 

Euklidischer Raum 415 

Euler 1354 

— characteristic 589 

— method 1077 

一 number 1035 

— polynomial 1035 

— product 381 E 

—square 56 

—'s angles 438 

—'s constant 1039 

—'s criterion 324 

—'s equation of motion 1289 

—'s function 329 

infinite product representation 381 

—'s integral of the first kind 1040 

—'s integral of the second kind 1039 

—'s method 1289 

—'s theorem on polyhedra 589 

—'s transformation 708 

— summation formula 331 

一 - Lagrange differential equation 763 

—-Poincaré class 639 

Eulerian graph 57 

even element (of a Clifford algebra) 163 

一 function 48 

一 half-spin representation 164 

— permutation 218 
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一 state 1317 

event 1097 

一 (in an automaton) 41 

— (n automaton) 41 

— commutativity 1229 

Everett’s interpolation formula 

evolute 495 

Evolutionsgleichung 888 

exact (additive covariant functor) 197 

— (endomorphism of a measure space) 991 

— cohomology sequence 194, 196 

— differential form 480, 985 

一 functor 110 

一 homology sequence 193 

— sequence (of A-homomorphisms of A-modules) 
187 

— sequence (of modules) 187 

—sequence ((R, S)-) 201 

exactness axiom 592 

—of reproduction 1260 

—theorem 592 

exceptional (Jordan algebra) 184 

— compact real simple Lie algebra 253 

— compact simple Lie group. 243 

— complex simple Lie algebra 253 

— complex simple Lie group 243 

—curve 546 

— value 789 

excessive (а-) 1126 

— measure 1130 

excision axiom 592 

— isomorphism 590 

— isomorphism theorem 592 

exclusive events 1097 

exhaustive (filration) 198 

existence theorem (for ordinary differentia) equa- 
tion) 924 

— theorem (in class field theory) 367 

— theorem of competitive equilibrium 1249 

existential proposition 8 

— quantifier 8 

Existenzaussage 8 

exit boundary 1146 

— boundary point 1137 

exogenous variable 1225 

exotic sphere 649 

expansion coefficient 720 

— theorem 918 

expectation 1099 

expected amount of inspection 1224 

experimental analysis 1264 

explicit (formula) 1077 

一 tunction 48 

explosion time 1136 

exponent (of a finite group) 293 

一 (of a stable distribution) 1105 

一 (of an algebra class) 159 


1061 
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一 of convergence 789 

exponential curve 466 

— distribution. 1103 

— family of distributions 1177 

— function of an operator 918 

— function with the base а 676 

— generating function 56. 1034 

— integral 1048 

— mapping 244, 506, 511 

—series 677 

一 type 855 

一 valuation 177 

extend 130 

extension (of a connection). 486 

一 (of a fractional ideal) 360 

— (of a group) 211 

— (of a mapping) 43 

— (of a valuation 177 

— (of an isomorphism of subfields) 130 

一 (of an operator) 862 

一 (of modules) 199 

一 field 129 

extensive form 1248 

exterior (of a polygon) 409 

一 (of a segment) 406 

— (of a subset) 80 

一 (of an angle) 407 

一 algebra (of a linear space) 144 

— differential form 479 

—differentiation 480 

一 point (of a subset) 80 

一 power 645 

一 power (p-fold) 144 

— problem 755 

— product (of (co)homology classes) 597 

— product (of elements of a linear space) 144 

external composition 52 

— language 1094 

— product (of derived functors) 188 

— product (of (co) homology classes) 597 

— space (in the static model in catastrophe 
theory) 655 E 

— variable 1232 

extinction probability 1154 

一 time 1136 

extraction of root 127 

extrapolation 1060 

Extrapolation 1166 

extremal distance 814 

一 length 813 

一 length with weight. 814 

一 metric 813 

一 point 845 

— quasi-conformal mapping :815 

Extremallinge 913 

extreme point 430 

extremum 673 


F-distribution 1179 

F-test 1207 

F, set 690 

F-compactification 806 

(P)-space 843 

face 449 

— operator 580 

face-centred lattice 279 

factor 913 

— (p-) (of an element of a group) 295 

一 analysis 1188 

一 group 206 

一 loading 1188 

一 of automorphy 282 

— representation 298 

一 ring (modulo an idea) 154 

— score 1188 

一 set 211, 296 

一 set (in cohomology of groups) 202 

一 set (of a crossed product) 158 

— transformation (of а measure-preserving 
transformation) 897 

factorial 54 

—experiment 1217 

— function 1039 

— series 782, 964 

factorization method 1041 

— theorem 1176 

faculty series 782 

faisceau 112 

faithful (functor) 107 

— (representation) 289, 290 

faithfully flat (A-module) 190 

— flat (morphism) 551 

false (symbol) 10 


Falte 675 
Faltung 723, 852 
family 48 

— (of sets) 44 


一 indexed by I 48 

一 of Borel sets 690 

—of confocal central conics 424 
一 of confocal parabolas 425 

一 of fibre bundles 527 

一 of frames 516 

一 of frames of order i 518 

一 of functions 48, 49 

一 of functions indexed by І 48 
一 of mappings 49 

一 of points 49 

一 of sets 42, 49 

一 of sets indexed by .4 44 
Farey are 333 

一 dissection 334 

— series 333 ett 


Faserbündel 631 

Faserraum 629 

fast wave 1294 

Fastperiode 736 
fastperiodische Funktion 738 
feasible basic solution 1236 
— region (of a minimization problem) 1239 
一 solution 1234 
Fehlerfortpflanzung 1062 
Fehlertheorie 1062 

Fejérs kernel 724 

—'s mean 724 

Feldtheorie 1320 

Feller process 1124 

Fermat 1354 

— number 323 

's principle 1278 

—'s problem 372 

—'s theorem 324 
Fermatsches Problem 372 
Fermi particle 1318 

— statistics 1307 

fermion 1318 

fiber-(fibre) 629, 632 

— bundle 631 

— bundle of class Cr 637 

— product 107 

—space 629 

— space (n-connective) 630 
—sum 107 

— terms (of a spectral sequence) 198 
fibered manifold 975 
fibering theorem (in differential topology) 655 
Fibonacci sequence 328 
fictitious state 1135 

fiducial distribution 1174 
field 129, 1320 

一 (of stationary curves) 764 
一 of definition 548 

一 of moduli 371 

一 of quotients 165 

一 of rational expressions 126 
一 of rational functions 126 
—of scalars (of a linear space) 137 
一 of sets 689 

一 theory 1320 

fifth postulate 410 

一 problem of Hilbert 235 
filter 92 

一 base 92 

filtering 1168 

filtration 198 

一 degree 198 

final object 105 

一 set (of a correspondence) 46 
fine (classification) 47 

— topology 745 
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finite (A-module) 186 

— (module) 188 

— (morphism) 550 

— (potency) 50 

— (simplicial complex) 578 

— (trace) 912 

— (von Neumann algebra) 912 

— automaton 41 

— chain 595 + 

—cochain 595 

— continued fraction 325 

— covering (of a set) 82 

— dimensional (linear space) 138 

— dimensional distribution 1118 

— dimensional projective geometry 441 

— element method 1081 

— elements 1080 

— extension 130 

— field 130 

一 group 205, 216 

—history 1259 

—intersection property 183 

— interval (in R) 63 

— linear graph 1237 

-- memory 1259 

一 order 789 

一 ordinal number 70 

一 part 848 

一 population 1172 

一 population of size N 1220 

一 prime divisor 179 

— representation 556 

— sequence 49 

— series 705 

—set 42, 51 

一 standpoint 3 

一 type (for a morphism) 550 

一 type (sheaf) 556 

finite-valued function 858 

finite Einstellung 3 

finitely additive class 689 

一 additive measure 691 

一 additive set function 697 

— distinguishable 1208 

— equivalent under ф 895 

— generated 206 

一 generated (A-module) 186 

— presented 215 

finiteness condition for integral extensions 170 

Finsler metric 514 

—space 514 

Finslerscher Raum 514 

first boundary value problem 750, 997 

— category set 80 

— cosine formula 421 

— complementary law (of the Legendre symbol) 
324 t 
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一 countability axiom 81 

— factor 363 

— fundamental differential form 496 

— fundamental quantity 497 

— integral (of a completely integrable system) 
973 

— isomorphism theorem (on topological groups) 
234 

— kind (Fredholm’s integral equation) 1021 

— mean value theorem (for the Riemann inte- 
gral) 683 

— order differential operator 477 

— passage 1304 

— problem ot Cousin 820 

— quadrant (of a spectral sequence) 

一 quartile 1173 

—syzygy 172 

—variation 763 

—variation formula 512 

Fisher's consistent estimator 1200 

fixed branch point 948 

一 component 554 

—effect 1214 Е 

一 etfect model 1214 

一 point 273, 614, 929 

一 point (method of round-off) 1062 

一 point index 615 

一 point of discontinuity 1118, 1150 

一 point theorem 614 

—singular point 948 

— subgroup 289 

— vector 433 

Fixpunktsatz 614 

Fläche 468 

— von der zweiten Ordnung 426 

Flächenelementverein 993 

Flächengeschlecht 545 

Flüchenintegral 636 i 

Flächenmass 699 

Flächensatz 786 

flag manifold 266 

flasque 113 

flat (A-module) 

— (connection) 

— (module) 190 

— (morphism) 551 

— (Riemannian manifold) 507 

— function 679 

— point 498 

fleche 104 

floating point 1062 

flow 928 

— (on a measure space) 898 

— built under a function 898 

fluctuation-dissipation theorem 1308 

fluid 1289 

flux 752 


198 


190 
485 


focal conics 428 

一 length 1299 

一 point 506 

focus (in optics) 1299 
一 (of a flow) 932 
— (of an ellipse) 
focuscentre 933 
Fokker-Planck partial differential equation 
foliated cobordant (Cn-foliations) 483 
—structure 484 
foliation 484 
foliations 483 
folium cartesii 
fonction 47 
一 a variation bornée 668 

—algébrique 796 

—algébroide 807 

—algébroide entière 808 

—analytique 773 

—analytique de plusieurs variables 816 
—arithmétique 328 
—automorphe 282 
—bessélienne 1048 

一 bornke 782 

— caractéristique 1107 
— continue 663 
—convexe 667 

一 de decision statistique 
一 de Green 1016 
一 de Mathieu 1055 
— d'ensemble 697 
— du type confluent 
— élémentaire - 676 
— elliptique 1035 
— entière transcendente 788 

— gamma 1039 

— génératrice 1034 

— harmonique 749 

— holomorphe 769 

— hypergéométrique 1040 
—implicite 674 

一 impropre 854 

—méromorphe 790 

一 multivalente 786 

— presque-périodique 736 

— quasi-analytique 679 

— récursive 25 
—sousharmonique 753 
—sousmédiane 755 

— sphérique 1043 

—univalente 786 

一 universelle 35 

一 ztta 380 

fonctions spéciaux 1033 
fonetionelle 762 

fondement de la géométrie 405 
fondements des mathématiques 1 


422, 427 


464 


1189 


1046 


1144 


foot of a perpendicular 413 
force polygon 1089 

forced oscillation 1297 

form (k-) 261 

一 of degree п 124 

— ring 169 

formal degree 300 

— geometry 564 

一 group 257 

— power series 173 

— power series ring 173 
—scheme 564 

— solution 946 

— spectrum (of a Noetherian ring) 564 
一 system 3, 12 

— Taylor expansion 679 
formal-reeller Körper 133 
formalism 2 

formally self-adjoint 873 
formation rule 8 

forme bilinéaire intégrale 844 
一 quadratique 147 

formula 8 

forward difference 1060 

一 equation 1135, 1144 
—steps 1063 

foundation of the geometry 405 
foundations of mathematics 1 
four arithmetic operations 59 
four colour problem 471 
four-vector 1310 

four-vertex theorem 495 
Fourier 1955 

— coefficient 720, 722, 737 
—integral 727 

— integral operator 878 

— kernel 742 

一 series 722, 737, 854 

— transform 727, 733, 853, 909 
一 - Bessel series 1050 

一 - Bessel transform 1050 

一 -Laplace transform 732 
一 - Stieltjes transform 731 
Fouriersche Reihe 722 

— Transformation 727 

foyer 932 

fraction continue 325 
fractional ideal 166, 358 

一 power 890 

frame 64, 436, 442, 516 

一 (of a language) 15 

一 (of a real line) 64 

一 of order 2 519 

一 of order 0 520 

Frame method 1070 

Fréchet curve 700 

— derivative 864 


ERS] 1691 


— differentiable 864 

— differential 864 

—space 834, $43 

— space in the sense of Banach 843 

一 surface 702 

Fredholm operator 886 

—type 1029 

— `5 alternative theorem 867, 1024 

's determinant 1023 

— 7з first (r-th) minor 1023 

—'s integral equation (of the first (second, third) 
kind) 1021 

free (variable) 14 

— Abelian group 213 

— derivative 610 

一 group 215 

一 homotopy 604 

一 mobility 411 

一 module 188 

一 product group 210 

一 semi-group 215 

一 special Jordan algebra 184 

一 variable 8 

— vector 433 

freely (operate) 273 

freie Gruppe 215 

French empiricism 2 

Frenets frame 518 

frequency (of a translational flow) 903 

一 (of an oscillation) 1296, 1297 

一 (of samples) 1173 

一 table 1174 

Fresnel integral 1047 

Friedrichs extension 874 

Frobenius algebra 160 

—automorphism (of a prime ideal) 361 

一 group 220 

一 substitution 361 

—'s theorem 973 

frontier point (of a topological space) 80 

frontiére idéal 805 

Frostman's maximum principle 744 

Froude number 1277 

Fuchsian form 282 

— function 282 

— group (of the second kind) 275 

— relation 942 

—type 941 

Fuchsoid group 275 

Führer (einer Idealgruppe) 360 

— (0) 364 

full (subcategory) 104 

一 group 895 

—linear group 225 

一 rank 1167 

一 system method 1225 


fully complete 846 


— 
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一 faithful 107 

一 normal (space) 84 

function 47 

—algebra 909 

一 element 774, 778 

一 element in the wider sense 776 

一 field 547 

一 field over k 539 

一 of bounded variation 668 

一 of class С” 679 

一 of class С" 672 

一 of class Cr (on a differentiable manifold) 475 
一 of confluent type 1046 

一 of many variables 48 

一 of n-variables 48 

一 of positive type 731, 733 

一 space 827 

一 symbol 11 

一 variable 11 

一 with scattered zeros 675 
function-theoretic null-set 780 
functional 48, 762 

一 cohomology operation 625 

— determinant 674 

— equation 381 

— equation approach 1243 

— Ф-орегайоп 625 

一 relations 675 

functional-differential equation 969 
functionally dependent 675 

— independent 675 

functor 107 

functorial isomorphism 108 
—morphism 108 

fundamental (algebraic subvariety) 552 
— Abelian function 572 

— (basic) neighbourhood 77 

—class 652 

— cohomology class 628 

— curve 552 

一 cycle 584 

一 differential invariant 519 ig 
— directed family of points 101 

— discriminant 330 

— exact sequence (on cohomology groups) 202 
一 form 514, 530 

— function 855 

一 group 607 

— homology class 583 

— invariant 315, 516 

—kernel 983 

— lemma of Neyman-Pearson 1203 

— lemma of the calculus of variations 763 
— neighbourhood 77 

— neighbourhood system 77 

一 open set. 77 

+= open set (of a discontinuous group) 274 


— period 1036 

— period parallelogram 1037 

— point (of a projective frame) 442 

— point (of an algebraic variety) 552 

— region 273 

— relation 215 

— root system 251 

— sequence (in a metric space) 81, 88 

一 sequence (in a uniform space) 101 

— sequence (of rational numbers) 61 

— sequence of cross cuts 470 

—set 274 

—solution 870, 983, 1006, 1020 

一 space 854 

— symmetric functions 126 

— symmetric polynomials 126 

— system (cf roots) 280 

一 system (of solutions of a linear difference 
equation) 963 

—system of irreducible representations 254 

一 system of solutions 937 

一 tensor 504 

一 theorem (of information theory) 

一 theorem of algebra 128 

一 theorem of elementary theory of numbers 323 

— theorem of Morse theory 513 

— theorem of projective geometry 443 

— theorem of proper mapping 563 

— theorem of the infinitesimal calculus 683 

— theorem of the theory of curve 495 

— theorem of the theory of surface 496 

— theorem of the topology of surfaces 470 

— theorem on symmetric polynomials 126 

— theorems A,B on Stein manifold 820 

— units 358 

一 vectors 433 

Fundamentalgruppe 607 

Funktion 47 

— beschränkter Schwankung 668 

— vom konfluenten Typ 1046 

Funktionenfunktion 762 

Funktionenraum 827 

funktionentheoretische Nullmenge 760 


G 


y-point of k-th order 771 
T-structure 484 

G-lattice 318 

G-bundle 632 

G-invariant 314 

G-mapping 289 

G,set 690 

Galerkin's method 1079, 1080 
—'s procedure 953 

Galilei transformation 1310 
Galois 1355 

一 algebra 136 


1260 


—cohomology 203 

—equation 135 

— extension (of а field) 134 

一 field 132 

一 group 134 

一 group (of a Galois extension) 134 
一 group of a polynomial 135 

一 group of an equation 135 

一 theory 133 

一 theory of differential field 175 
Galoisfeld 132 

Galoissche Theorie 133 
Galton-Watson branching process 1153 
game (n-person) 1246 

一 theoretic model 1232 

gamma distribution 1103 

一 function 1039 

一 structure 440 

Gemmafunktion 1039 

ganze transzendente Funktion 788 
一 Zahl 59 

Banzlineare Transformation 66 
gap 664 

—theorem 779 

一 value 798 

Garbe 112 

Gårding inequality 873, 1001 
Gâteaux differentiable 864 

— differential 864 

gauge transformation 1300, 1313 
Gauss 1955 

—' curvature (of a hypersurface) 502 
—' elimination method 1064 

一 ' frame 497 

— hypergeometric differential equation 944 
— iteration method 1064 

— mapping 1299 

—' theorema egregium 499 

— variational problem 746 

Jacobi elimination method 1064 
Manin connection (of a variety) 561 
一 - Seidel iteration method 1064 
Gaussian curvature 498 

— differential equation 1041 

— distribution 1103 

— plane 65 

— process 1160 

— stationary process 1160 

—sum 330, 382 

— white noise 1121 

gear 502 

Gebiet 94, 470 

—in der Ebene 470 

Gegenbauer polynomial 1046 

—'s polynomial 721 

gegnerische Kernpunkt 455 
Gelfand representation 907 
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一 - Fuks cohomology 642 

一 - Pettis integrable 859 

一 - Pettis integral 859 

general addition theorem 1031 

— boundary value problem 1001 

— Cayley algebra 183 

— derivative 898 

—epidemics 1227 

— equation 135 

— geometry of path 516 

一 helix 496 

一 law of reciprocity 368 

— linear group (of degree n over К) 225 

一 linear Lie algebra 247 

一 lower derivative 698 

一 position 441 

一 principle of relativity 1311 

— projective geometry 440 

— recursive (set) 32 

— recursive function 27 

— recursive predicate 2T 

— set theory 21 

— solution (of a difference equation) 964 

— solution (of a partial differential equation) 
980 

solution (of a system of partial differentia! 
equations) 972 

— solution (of an ordinary differential equation) 
922 

— theory of perturbation 1286 

— theory of relativity 1309 

一 topology 577 

一 upper derivative 698 

generalized absolutely continuous 704 

— absolutely continuous in the restricted sense 
104 

— analytic space 826 

— Bernoulli shift 896 

— Boolean algebra 74 

— Boolean ring 74 

— conformal mapping 703 

— continuum hypothesis 51 

— convolution 853 

— coordinates 1280 

— decomposition number 295 

— distance 1187 

— divisor function 329 

— Eisenstein series 399 

— finite sequence space 1235 

— Fourier transform 742 

— function (of Gel'fand-Silov) 855 

— homology group 595 

— Hopf homomorphism 622 

— Hopf invariant 624 

— Hurewicz theorem 621 

— isoperimetric problem 162, 768 

— Jacobian 102 
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一 Jacobi variety 542 

一 Lame equation 1048 

— least-squares estimator 1185 

— limit 835 

— momentum 1280 

— monoidal transform 527 

— nilpotent element 907 

— nilpotent group 209 

— Poincaré conjecture 585 

一 real number 90 

— saddle point 932 

— series of Schlómileh 1050 

— solvable group 209 

— stochastic process 1121 

— Tauberian theorem 730, 909 

— topological space 77 

— trigonometric polynomial 

— trigonometric series 736 

— uniserial algebra 161 

— valuation. 177 

— variance 1187 

generate (a completely additive class) 090 

— (a filter) 92 

— (а group). 206 

— (a linear space) 

— (A-module) 186 

一 (a ring) 154* 

一 (a subring) 154 

一 (a system of open sets) 78 

一 (an ideal) 164 

generating element 884 

一 function (of a contact transformation) 977, 
1281 

— function (of a sequence (of functions) ) 1084 

— function (of an arithmetic function) 331 

— line (of a quadratic hypersurface) 445 

—line (of a ruled surface) 427,500 

— line (of a surface of revolution) 499 

—representation 245 

— space 445 

generator 1262 

— (for an endomorphism of a measure space) 
900 

— (of an Abelian category) 197 

一 (of a Markov process) 1124 

— (of an Abelian category) 197 

generators (of a group) 206 

generic 654 

generic point 548 

genuine solution 1001 

genus (i-) (of an algebraic surface) $45 

— (of a differential ideal) 975 

— (of a knot) 610 

— (of a lattice group) 263 

— (of a quadratic field) 356 

— (of a quadratic form) 150° 

— (of a surface) 469 


736 


139 


| 
| 


一 (of a transcendental integral function) 

— (of an algebraic curve) 539 

— (of an ideal group) 368 

— of an algebraic function field of dimension 1 
539 

— (of K[G]-modules) 

geocentric parallax 

Geücze area 701 

—problem 701 

geodesic (on a Riemannian manifold) 

— (Riemannian manifold) 509 

—are 505 

— coordinates 488 

— correspondence 501 

—curvature 499 

—curve 499 

—flow 902, 1163 

一 polar coordinates 439 

geometric cell complex 578 

—complex 577 

—difference equation 964 

—distribution 1103 

一 fiber (of a morphism) 550 

一 genus (of an algebraic surface) 545 

— genus (of an algebraic variety) 555 

— mean 686 

— multiplicity 881 

— point (of a scheme) 

— probability 317 

— progression 708 

一 quotient 563 

—simplicial complex 577 

geometrical dimension 659 

—optics 1298 

—series 706 

géométrie 404 

—affine 446 

—algébrique 535 

—conforme 455 

—continue 75 

一 des nombres 348 

一 des réseaux 458 

— descriptive 453 

— différentielle 472 

— différentielle dans les espaces divers 516 

—différentielle des courbes et des surfaces 493 

— euclidienne 410 

—intégrale 317 

— non euclidienne 451 

— projective 440 

Geometrie 404 

— der Gewebe 458 

— der Zahlen 348 

geometrische Optik 1298 

geometry 404 

一 of nets 458 

一 of numbers 348 


788 


296 
1281 


487, 506 


550 


geordneter linearer Raum 839 

geringer Raum 114 

germ (of section at a point) 112 

一 of analytic function 818 

一 of analytic set 823 

Germain (S's curvature 498 

Geschlecht (einer quadratischen Form) 150 

Geschlechtsmass 150 

Getriebe 502 

gewühnliche Differentialgleichung 921 

Gibbs phenomenon 724 

Gitterpunktproblem 342 

Givens method 1072 

glatt 672 

gleichmássige Konvergenz 102 

Gleitkurve 503 

global dimension (of a ring) 200 

— theory of linear ordinary differential equations 
943 

— theory of non-linear ordinary differential 
equations 948 

globally plus asymptotically stable 930 

Gleason part (for a function algebra) 910 

gnomonic projection 459 

Godbillon-Vey invariant (of a foliation) 483 

Gédel number 24, 25 

—'s completeness theorem 13 

一 incompleteness theorem 3 

—'s number (of a recursive function) 27 

Gódelzahl 24 

good reduction (of an Abelian variety) 573 

Goppa codes 1263 

Gorenstein ring 201 

graded A-module 192 

—algebra 602 

— ideal (of a graded ring) 171 

—ring 171, 602 

gradient 434, 492 

Gramian 676 

Gramian (determinant) 123 

graph (—linear graph) 1301 

— (of a mapping) 44, 862 

— (of a relation) 46 

— theory 1237 

graphic differentiation 1088 

— integration 1088 

graphical calculation 1088 

一 mechanics 1088 

一 method of statistical inference 1088 

graphische Rechnung 1088 

Grashoff number 1277 

Grassmann algebra (of a linear space) 144 

— coordinates 437 

— manifold ‘266 

great circle 416, 453 

greater than 806 

greatest common divisor 322 
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greatest common measure 166 

一 lower bound 839 

一 lower bound (in an ordered set) 6% 

Greek mathematics 1333 

Green function 927, 1016, 1020 

一 function method 1308 

—line 752 

— measure 752 

— space 753 

—'s operator 533, 1019, 1124 

—'s theorem 482 

Greensche Funktion 1016 

Greenscher Operator 1019 

Griechische Mathematik 1333 

Gross area 702 

Gróssencharakter 181 

Grothendieck category 197 

一 group (of a ring) 647 

ground field (of a linear space) 137 

—form 316 

一 line 453 

— ring (of a module) 186 

group 205 

一 algebra 157, 732, 908 

—extension 202 

— manifold 516 

— object (in a category) 109 

一 of automorphisms 53, 207 

一 of bundles 632 

一 of canonical transformations 1281 

一 of classes of algebraic correspondences 542 

一 of coboundaries 590 

—of cocycles 590 

—of collineations 443 

一 of congruence classes 360 

一 of inner automorphisms (of a group) 207 

—of inner automorphisms (of a Lie algebra) 249 

一 of isotropy 264 

一 of motions 411 

—of oriented differentiable structures on the 
combinatorial sphere 653 

一 of outer automorphisms 249 

一 of quotients 211 

— of r-bounding cycles 588 

一 of r-cycles 588 

— of.rotations 411 

一 of stability 264 

一 of type 1 298 

一 of tupe p^? 213 

— pair 238 

— relaxation 1081 

— ring 239 

—scheme 552 

— variety 552 

— velocity 1296 

groupe 205 

—abélien 213 
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—algébrique 256 

一 compact 239 
—cristallographique 278 
一 de Lie 241 

— de transformations 263 
— d'homologie 586 

— d'homotopie 649 

一 discontinu 273 

一 fini 216 

一 fondamental 607 

— libre 215 

— topologique 232 

— topologique abélien 236 
groupes classiques 225 
groupoid 212 
Grundeinheiten 358 
Grundideal 361 
Grundlagen der Geometrie 405 
— der Mathematik 1 
Grundlösung 997 
Gruppe 205 
Gruppensatz 166 
Gudermannian 678 
Gysin exact sequence 631 


h-cobordism 653 

h-cobordism group of homotopy n-spheres 653 
h-cobordism theorem 651 

H-space 603 

h-th species 444 

H-theorem 1305 

H-abgeschlossen 84 

Haar's condition 715 

—'s system of orthogonal functions 721 
Hadamard's gap theorem 779 

—'s matrix 57 

—'s multiplication theorem 779 
—'s three-circle theorem 783 
Hahn-Banach extension theorem 835 
half Bessel function 1049 

half space 430 

half-exact (functor) 197 

half-line 449 

half-open interval 690 

half-periodie solution 1057 
half-plane 406, 470 

half-space 449 

half-spin representation 164 
half-spinor 164 

Hall subgroup 217 

Hamilton group 217 

— operator 1305 

Hamilton’s canonical equations 1280 
— 's equation 994 

—'s principle 1278 

— Jacobi equation 995, 1281 


Hamiltonian 434 

— (function) 1280 

一 graph 58 

— tpe 961 

Hammerstein's integral equation 1027 

Hamming distance 1282 

handle 469 

handlebody 651 

Hankel function of the first Second) kind 1048 

hardware 1094 

Hardy class 725 

—- Weinberg law 1226 

harmonic (form) 533 

— (functio) 749 

一 analysis 730 

一 analyzer 1095 

一 boundary 806 

一 conjugates 444 

一 continuation 753,774 

—differential 804 

一 dimension 803 

— flow 752 

一 forms 532 

一 function 749 

一 integral 532 

一 kernel function 1018 

一 majorant 754 

一 mean 666 

一 measure 757, 760, 806 

—oscillation 1297 

—range of points 444 

harmonique ellipsoidale 1051 

harmonische Analyse 730 

— Funktion 749 

harmonisches Integral 532 

Hartogs’ continuation theorem 818 

—' theorem of continuity 819 

—' theorem of holomorphy 817 

Hasse invariant (of a central simple algebra over 
a p-adic field) 160 

— principle 149 

一 zeta function 391 

—'s conjecture 397 

一 -Witt matrix 541 

Hiufungsbereich 795 

Hüufungspunkt 80 

Haufungswert 90 

Hauptkreisgruppe 274 

Hauptordnuhg 357 

Haupt's theorem 1057 

Hauptvermutung 579 

Hausdorff measure of dimension а 761 

— topological group 233 

heat equation 1010 

Heaviside function 849, 918 

Hecke algebra 157 

— L-function 383 


— L-function with Gréssencharakter y 384 

— operator 285 

—ring 285 

Heftungssatz 819 

height (of a prime ideal) 165 

— (of an algebraic number) 352 

— (of an element of a modular lattice) 73 

Heisenberg representation 1315 

—'s equation of motion 1316 

helicoidal surface 500 

Helmholtzs vorticity theorem 1290 

Helson set 735 

Henkel 469 

Henselian ring 174 

Henselization 174 

Herbrand's quotient 203 

Herglotz’s integral representation 784 

Hermite's polynomials 722 

Hermitian form 146, 149 

— hyperbolic space 271 

— inner product 146 

— kernel 1026 

一 linear space 146 

一 matrix 119 

一 operator 863 

— symmetric space 269 

Hessenberg method 1072 

Hessian (form) 315 

— (of a plane algebraic curve) 538 

一 (on a differentiable manifold) 510, 512 

— normal form 415 

hexagon 409 

hexagonal system 218 

— web 458 

hexahedron 418 

hierarchy theorem 37 

一 theory 36 

high precision computation 1062 

higher differentiation (of a commutative ring) 
175 

—order (infinity) 91 

— transcendental functions 1033 

highest weight 254 

Hilbert 1355 

— characteristic function 557 

— modular form 287 

— modular function 287 

— modular group 287 

—norm-residue symbol 365 

— polynomial 172, 542 

—scheme 559 

—space 832 

—syzygy theorem 172 

—transform 729, 743 

— zero point theorem 171 

—'s base theorem 167 

—'s invariant integral 764 
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— s irreducibility theorem (on polynomials) 125 
一 -Schmidt class 868 

—- Schmidt expansion theorem 1025 
一 -Schmidt norm 868 

Hilbertscher Raum 832 

Hill's determinant 1055 

— `s determinantal equation 1055 

—'s differential equation 1055 

—'s function 1057 

—'s method of solution 1055 

Hinéin's decomposition 1159 
histogram 1174 

Hitchcock transportation problem 1238 
hitting measure 1125 

一 time 119, 1125, 1132 

Hochschild's cohomology group 201 

— spectral sequence 560 

— structure (of a vector space) 561 
— variety 531 

Hodgkin-Huxley equation 957 
hodograph method 1290 

一 plane 1290 

—transformation 955 

Holder's condition of order а 664 
Holmgren’s uniqueness theorem 991 
holomorphic (function) 769 

— (in the sense of Riemann) 817 

— (sectional curvature) 507 

— differential 804 

— function 769 

— function (on a complex manifold) 522 
— local coordinate system 522 

— part ТП 

—semi-group 889 

holomorphically convex 819 
Holomorphiehülle 818 

holonomy group 485, 507 

homentropic flow 1289 
homeomorphic 78 

homeomorphism 78 

一 problem 78 

homogeneous (difference equation) 963 
— (holonomy group) 507 

— (lattice) 348 

— (linear ordinary differential equation) 0937 
— A-submodule 192 

— bounded domain 270 

— coordinate 442 

— coordinate ring 547 

— coordinates 443 

— element (of a homogeneous ring) 171 
— ideal (of a graded ring) 171 

— ideal (of a polynomial ring) 170 

— integral equation 1023 

— Lorentz group 1309 

— Markov process 1152 

— n-chain (for a group) 201 
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一 part (of a formal power series) 173 

— polynomial of degree n 124 

一 ring 171 

一 space 265, 289 

—turbulence 1295 

homogener Raum 265 

homological algebra 195 

— dimension (in dimension theory) 97 

— dimension (of a module) 200 

— functor 197 

— mapping 192 

Homologiegruppe 586 

homologische Algebra 195 

homologous 588 

— to 0 (current) 849 

homology 196 

—class 196, 588 

— exact sequence (of a fibre space) 631 

— exact sequence (of a pair of simplicial com- 
plexes) 590 

— group 586, 588 

— group of the second kind 595 

— group with coefficient group G 589 

— group with local coefficient group{Gs) 593 

— manifold 584 

—module 192 

—ring 583 

homomorphic (algebraic system) 53 

— (groups) 207 

— (ordered sets) 69 

— (topological groups) 234 ` 

— image (of a measure-preserving transforma- 
tion) 897 

homomorphism (A-) 187 

— (of Abelian varieties) 567 

— (of algebraic systems) 53 

一 (of groups) 207 

一 (of Lie algebras) 247 

一 (of ordered sets) 69 

— (of rings) 153 

— theorem (for group) 207 

— theorem (for module) 187 

— theorem (for topological group) 234 

homothety 11, 521 

homotop 603 

homotopic 603 

— relative to А 604 

一 to zero 604 

homotopie 603 

Homotopie 603 

Homotopiegruppe 619 

Homotopieoperation 623 

homotopy 603 

一 (of chain transformations) 196 

—axiom 592 

— boundary homomorphism 619 

— class 603 


一 equivalence 605 

一 equivalent 605 

—exact sequence (of a fibre space) 630 

— exact sequence (of a pair of topological spaces} 
619 

— extension property 605 

一 group 619 

一 group of triad 620 

一 invariant 603 

一 operation 623 

一 set 603 

一 sphere 585 

一 theorem 591 

一 type 605 

一 type invariant 605 

一 unit 603 

Hooke's law 1288 

Hopf(E)'s extension theorem 606 

Hopf(H.) algebra 602 

— bundle 633 

— comultiplication 603 

—fibering 633 

一 invariant 622 

一 invariant (mod p) 625 

— manifold 532 

— mapping 633 

—'s classification theorem 606 

—'s extension theorem 606, 692 

Hopísche Algebra 602 

horizon. 454 

horizontal (vector) 485 

— component (of a vector field) 485 

— component (of an orbit) 517 

— trace 453 

horocycle flow 903 

horosphere 319 

Householder method 1072 

Hukuhara's boundary value problem 936 

—'s problem 928 

hull-kernel topology 908 

Hunt process 1126 

Hurewicz homomorphism 621 

— isomorphism theorem 621 

一 -Steenrod isomorphism theorem 630 

Hurwitz zeta function 382 

—'s relation 570 

Huygens’ principle 1004, 1296 

—' principle in wider sense 1006 

hybrid computer 1096 

hydrodynamics 1289 

Hydrodynamik 1289 

hydrodynamique 1289 

hydromagnetic dynamo theory 1294 

hydrostatics 1289 

hyperarithmetical (function or predicate) 38 

— hierarchy of degrees of recursive unsolvability 
38 


hyperbola 422 
hyperbolic (point) 654 

— (Riemann surface) 802 

— (space form) 272 

—cosecant 678 

— cosine 678 

— cotangent 678 

— cylinder 426 

— function 678 

— geometry 451 

— paraboloid 426 

一 point 497 

一 quadric 429 

一 region 932 

— secant 678 

—sine 678 

—space 452 

— spiral 486 

— tangent 678 

— transformation 66 

—type (partial differential equation) 1003, 1008 
—type in Garding’s sense 1007 

一 type in Petrovski's sense 1007 

—type in strict sense 1007 

hyperboloid of one sheet (two sheets) 426 
一 of one sheet (two sheets) of revolution 425 
hyperboloidic position 428 
hypercohomology 199 

hyperelliptic 797 

—curve 540 

—function field 540 

一 integral 797 

hyperfunction (of a’functfon) 756 

一 (on a real analytic manifold) 856 
hypergeometric differential equation 1041 
ribution 1103 

— function 1040 

— function of confluent type 1046 

— functions of matrix argument 1042 

— integral 944 

—series 1040 

hypergeometrische Funktion 1040 
hypergroup 212 

hypergroupoid 212 

hyperorthogonal group 222 

hyperplanar symmetry 411 

hyperplane (in a projective space) 441 
— (n an affine space) 447 

一 at infinity 447 

—coordinates 443 

hypersonic flow 1292 

hypersphere 456 

— geometry 457 , " 
hyperspherical coordinate (n+2)-) 437, 456 
— differential equation 1045 

— function 1045 

hypersurface 493, 548 э 
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hypersurface element 977 
hypocontinuous 844 
hypocycloid 465 

hypoelliptic operator 869. 1020 
hypofunction 756 

hypoid gear 504 
hypotrochoid 465 


i-genus 545 
i-th component 138 

i-th component (of a n-tuple) 137 
i-th coordinate 138, 415 
icosahedral group 219 

— (of a Boolean Algebra) 74 

— (of a Lie algebra) 247 

一 (of а ring) 154 

一 boundary 805 

一 class 359 

一 elass (group) 167 

— class group 167, 350 

一 group 360 

idealen Rand 805 

idéle 180 

一 class 181 

— class group 181 

一 group 180, 263 

Idéle 180 

idempotent 734 

— (subset of a ring) 152 
—element (of a ring) 152 
identically true 12 

identification (problem) 1188. 1225 
一 space 80 

一 topology 80 

identity 80 

identifying space 80 

identity (in Jordan algebras) 184 
— component 233 

— element (of a field) 129 

— element (of a group) 205 

— element (of a local Lie group) 235 
— element (of a ring) 152 

— element (of an algebraic system) 53 
— function 43 

— mapping 43 

— matrix 117 

一 operator 834 

Thara zeta function 400 
ill-conditioned case 1065 

image 43, 110, 139, 187, 207, 445 
一 (of a linear mapping) 139 

一 (of a morphism) 110 

一 (of an A-homomorphism) 187 
一 (of an element by a mapping) 43 
imaginary axis 65 
—hypersphere 456 
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一 number 64 

一 part 64 

一 prime divisor 179 

一 quadratic field 355 

一 root (of an algebraic equation) 128 

一 unit 62, 64 

imbedding 476 

一 principle 1243 

immediately after 68 

— before 68 

immer richtige Formel 9, 12 

immersed submanifold 493 

immersion (differentiable) 476 

— (topological) 658 

impedance matrix 1302 

imperfect field 131 

implication (of a proposition) 7 

implicit (formula) 1077 

— function 48, 674 

implizite Funktion 674 

impossible construction 417 

impredicative (object) 2 

imprimitive (group) 220 

improper function 854 

— Riemann integral 684 

impulse function. 918 

imputation 1247 

inaccessible 470 

inbreeding coefficient 1226 

Ince-Goldstein method 1056 

incidence axioms 405 

一 matrix 1214, 1215 

— matrix (of a labelled graph) 58 

— number 587 

incident (for a vertex and an edge) 57 

inclusion mapping 43 

incompatible (system of partial differential equa- 
tions) 972 

incomplete beta function 1040 

— (elliptic integral) 1038 

— gamma function 1040 

incompleteness theorem (Gódel's) 25 

incompressible (measurable transformation) 894 

inconsistent (problem) 417 

— (system of algebraic equations) 127 

increasing process 1158 

increment 669 

— function 697 

indecomposable 898 

— (A-module) 188 

— (continuum) 95 

— (module) 188 

— (representation) 290 

— group 210 

indefinite form 147 

— Hermitian form 149 

— integral 683, 696 


} 


independence 6 

一 theorem (on valuations) 179 
independent (differential operator) 993 
— (even) 1098 

— (points in a projective space) 441 
— (points in an affine space) 447 
— (sequence of partitions) 901 
一 variable 48 

indeterminate (algebraic equation) 
— (system of algebraic equations) 
一 equation 346 

—form 671 

index (in descriptive geometry) 453 
— (ot a critical point) 510 
一 (of a differential operator) 
一 (of a family) 48 

— (of a Hessian) 513 

一 (of a manifold) 641 

— (ofa number) 324 

— (of a quadratic form) 148 
— (of a recursive function) 29 
— (of a stable distribution) 1105 

— (of a subgroup) 206 

一 (of an e-Hermitian form) 231 

— (of an eigenvalue) 1024 

— of inertia (of a quadratic form) 148 

— of total isotropy (of a quadratic form) 148 

— theorem (of differentiable manifold) 641 
indexed plan 453 

indexing set (of a family of elements) 44 
Indian mathematics 1337 

indicatrix of tangent 496 

indicial equation 941 

indirect transcendental singularity 777 
Indische Mathematik 1337 

individual 11 

一 ergodic theorem 892 

一 risk theory 1231 

一 Symbol 11 

induced (Cartan connection) 490 

— (unitary representation) 301 

— bundle 634 

— homomorphism 588, 591, 619 

— metric space 87 

— module 191 

— representation 293 

— representation (a unitary representation) 301 
一 sheaf 112 

一 topology 79 

induction equation 1294 

induction statistique 1170 

inductive and projective limit 110 

— limit (of a direct system of sets) 111 

— limit group 111 

— limit space 111 

一 system (of sets) 110 

inductively ordered set 49 


127 
127 


873 


inégalité 665 

inelastic scattering 1322 

inequality 665 

一 sign 665 

inertial field 362 

— group 361, 375 

inessential 606 

inferior limit (of a sequence) 89 

—limit (of a sequence of subsets) 690 

— limit event 1098 

infimum (in an ordered set) 68 

infinite (potency) 50 

—chain 595 

— classical group 635 

— continued fraction 326 

— determinant (in Hill's method of solution) 

1055 

— dimensional (linear space) 138 

— dimensional projective space 638 

一 Grassmann manifold 635 

一 group 205 

一 interval 63 

— lens space 609 

一 matrix 120 

一 order (element of a group) 206 

—order (transcendental integral function) 789 

一 population 1171 

一 prime divisor 179 

一 product 707 

一 sequence 49 

— series 705 

一 set 51 

一 Stiefel manifold 635 

infinitely differentiable function 672 

一 divisible distribution 1104 

一 recurrent (measurable transformation) 894 

infinitesimal (element in nonstanded Hilbert 
space) 19 

— (function) 91 

— (sequence of random variables) 1109 

— deformation 526 

— generator 889, 970 

— motion 508 

— real number 18 

— transformation 264, 477 

infinity 90, 91 

inflation 202 

information matrix 1197 

一 processing 1092 

一 rate 1262 

一 retrieval 1266 

— source 1257 

—stability 1260 

—theory 1257 

Informationstheorie 1257 

inhomogeneous (difference equation) 963 

— (linear ordinary differential equation) 937 
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— coordinate 442 

— coordinates 443 

— lattice 349 

— Lorentz group 1309 

— polarization 569 

initial block 1216 

— condition 923, 989 

— distribution 1122 

— object 106 

— phase 1297 

— point (of a path) 607 

— point (of a vector) 432, 446 

一 set (of a correspondence) 46 

一 situation (in a Turing machine) 39 

—term (of a continued fraction) 326 

—value 989 

一 value problem (of differential-difference equa- 
tion) 965 

— value problem (of ordinary differential equa- 
tion) 923 

一 value problem of ordinary differential equa- 
tion 923 

一 value problem of partial differential equations 
988 

—values 923 

injection 43, 486 

— (in a category) 105 

— (homomorphism of cohomology groups) 202 

injective (object) 197 

一 ((R,S)-) 201 

— A-module 190 

— dimension (of a module) 200 

— dimension 200 

—envelope 197 

— homomorphism 207 

— resolution (in an Abelian category) 198 

inner area 685, 692 

automorphism 207 

automorphism (of a ring) 153 

— cluster set 795 

—derivation (of a Lie algebra) 249 

一 derivation (of an algebra) 201 

一 measure 692 

一 point 76 

— product (between a linear space and its dual 
space) 139 

— product (in a metric vector space) 140 

— product (of a pair of linear spaces) 140, 843 

— product (of elements in a pre-Hilbert space) 
932 

— product (of hyperspheres) 456 

— product (of two n-tuple) 137 

— product (of vectors) 137, 433 

— topology (of a Lie subgroup) 242 

— transformation 801 

— volume 692 

innerly thin. 748 
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input 39, 1094 

— (in a Turing machine) 39 

一 measure 1259 

inrevolvable oval 431 

inscribe 415 

inseparable (function) 

— (polynomial 126 

— element (of a field) 131 

— extension (of a field) 131 

insichdichter Kern 81 

insignificant component 

instable 959 

instantaneous axis 503 

— state 1125, 1135 

instruction 1093 

insurance mathematics 1230 

integer 59 

— programming 1236 

integrability condition 972 

integrable 695 

一 in the sense of Perron 705 

一 in the sense of Riemann 682 

一 in the wide sense of Denjoy 704 

integral (element of a ring) 166 

— (=integrally dependent) 166 

— (of a function) 682 

— (of Monge-Ampére equation) 996 

— (scheme) 550 

—algebroidal function 808 

— calculus 681 

— character 198 

— closure (of a ring) 166 ' 

— constant (of a definite integral) 683 

— constant (of an ordinary differential equation) 
922 

—curuatvre 499 

— curve 923, 928, 995 

— direct sum 913 

— divisor 538, 798 

—domain 152 

— element 973 

— equation 1021 

— form 254 

— function 788 

一 9-lattice 378 

一 geometry 317 

— hypersurface 979 

— ideal 358 

一 in complex domain 688 

— invariant 961 

— invariant of p-th order 962 

一 kernel 866 

一 manifold 971, 972, 973 

一 operator 866, 867, 918 

—point 973 


1087 


1078 


n algorithm of polyno- 


—rchain 587, 588 

一 range 859 

一 representation 293 

一 representation (of a group) 296 

一 test 706 

— transform 741 

— vector 973 

intégrale abstraite 857 

—curviligne 686 

一 de Denjoy 703 

— de Lebesgue 695 

— harmonique 532 

— surface 686 

Integralgeometrie 317 

Integralgleichung 1021 

Integralrechnung 681 

Integraltransformation 741 

integrally closed (ring) 166 

— dependent (element of a ring) 166 

integrand 682 

integrate 682 

integrating factor 1411 

integration by parts (for Denjoy integral) 705 

—by parts (for Riemann integral) 684 

—by parts (for Stieltjes integral) 687 

一 operator 704 

integration numérique 1072 

Integrationsmethode der partiellen Differential- 
gleichungen 984 

integro-differential equation 1029 

integrodifferential equations 971 

Integro-Differentialgleichung 1029 

interaction 1217, 1331 

interference 1296 

interior (of a manifold) 582 

— (of a polygon) 409 

— (of a segment) 406 

一 of a set) 76 

— (of a simplex) 578 

一 (of an angle) 407, 412 

— point 76 

— problem 755 

— product 480 

— regularity 870 

intermediate convergent 327 

—field 130 

— integral 996 

— space 836 

internal composition 52 

— product (of derived functors) 200 

— product (of coyhomology classes) 597 

— space (in catastrophe theory in static model) 
655 

—state 39 

—symmetry 1331 > 

international notation 280 

interpolation 1059, 1060, 1168 


一 couple 836 

一 method 836 

一 set (for a function algebra) 910 

—space 836 

— theorem 836, 837 

— polynomial 1060 

Interpolation 1059 

一 (of a formula) 12 

interpretation 12 

interruption 1095 

intersect 407 

intersection (of events) 1097 

— (of homology classes) 598 

— (of projective spaces) 441 

一 (of sets) 42 

— chart 1088 

— number 598 

— theorem (in affine geometry) 447 

— theorem (in projective geometry) 441 

— theorem of Krull 167 

intersectionmultiplicity 558 

intersection-product 558 

interval (in a Boolean algebra) 74 

— Gn a lattice) 72 

— (in a lattice-ordered (linear) space) 839 

— (in an ordered set) 68 

— estimation 1201 

一 function 697 

intrablock analysis 1216 

intransitive permutation group 219 

intrinsic homology 652 

intuitionism 2 

intuitionistic logic 10 

invariance 1201 

—principle 1205 

一 theorem of domain 97 

invariant (decision problem) 1193 

—(omain for a system of ordinary differential 
equations) 929 

— (element under a group action) 314 

— (hypothesis) 1204 

— (of a cohomology class of a Galois group) 
369, 376 

— (of a normal simple algebra) 377 

— (ot an Abelian group) 213 

— (of an elliptic curve) 371 

— decision function 1193 

— derivation 568 

— differential form 568 

— distribution 1132 

— estimator, 1199 

一 field 133 

一 in the positive direction 929 

— level atest 1204 

一 Markov process 1152 

一 measure 311 

一 measure (of a flow) 931 
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一 measure (of a Markov chain) 1132 
一 measure (of a Markov process) 1130 
一 measure problem 894 

一 of n-ary form of degree d 315 

一 of order p 517 

一 statistic 1178 

— subgroup 206 

— subspace (of a linear operator) 863 
—test (level a) 1203 

invariant intégral 961 

Invariant 314 

invariantes Integral 961 

— Mass 311 

inventory control 1273 

inverse analytic function 775 

— correspondence 46 

— element (in a group) 205 

— element (of a ring) 153 

— element (of a function element) 115 
—element (of a ring) 153 

—function 44 

— function (of an analytic function) 77$ 
— function element 775 

— image (of a set) 43 

— image (of a sheaf) 114 

— image (of a uniformity) 100 

— interpolation 1060 

一 limit (of an inductive system of sets) 111 
— mapping 44 

— mapping theorem 675 

— matrix 117 

— morphism 105 

—operator 834, 862 

—path 607 

— relation 46 

一 system (of sets) 111 

— transform 741 

—trigonometrical function 677 
inversely well-ordered set 68 

inverser Limes 110 

inversion 66, 456, 749 

— formula (for characteristic function) 1107 
—formula (for cosine transform) 728 
— formula (for Fourier transform) 733 
— formula (for Laplace-Stieltjes transform) 740 
— formula (on a locally compact group) 300 
— (with respect to a circle) 66 
invertible (jet) 482 

一 (nob 610 

— (mapping) 674 

— element (of a ring) 153 

— matrix. 117 

—sheaf 557 

involute 495 

involution 149, 542, 908 

一 (of a division ring) 149 

involutive (differential ideal) 974 
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— (subspace) 975 

— (system of differential forms) 975 

— (system of partial differential 
m5 

— automorphism 267 

— correlation 443 

— distribution (on a differentiable manifold) 

973 

— subspace 975 

irrational number 6l, 63 

irreducible (algebraic equation) 

— (algebraic variety) 547 

— (complemented modular lattice) 73 

— (continuous geometry) 75 

— (continuum) 95 

— (discrete subgroup of a semi-simple Lie 

group) 277 

— (flow) 896, 931 

— (germ of analytic sets) 823 

— (linear representation) 290 

— (linear system) 554 

— (manifold) 586 

— (Markov chain) 

— (polynomial 125 

— (projective representation) 298 

— (representation of a compact group) 240 

— (Riemannian manifold) 508 

— (root system) 261 

— (scheme) 550 

— (unitary representation) 

—a 0 823 

— character 292 

— component (of a linear representation) 291 

— component (of an algebraic variety) 547 

— component (of an analytic space) 824 

— element (of a ring) 186 

— Hermitian symmetric space 270 

— representation (of a Banach algebra) 907 

— Riemannian symmetric space 268 

— symmetric bounded domain 270 

一 tensor of rank k 1329 

irredundant (intersection of primary ideals) 
irregular (analytic set) 1139 

— (boundary point) 757 

— point. 747 

— singular point 940 

irregularity 545 

irreversible process 1305 

irrotational flow 1290 

— (vector field) 434 

island 793 

isogenous (Abelian variety) 5367 

— (atfine algebraic group) 257 

isogeny (of Abelian varieties) 

一 (of affine algebraic groups) 

isolated (prime ideal) 165 

— (singular point) 655 


equations) 


127, 808 


1132 


297 


— ordinal number 70 
— point (of a curve) 


463 

— peint (of a topological space) 81 
— prime divisor 165 

一 set ві 


一 singularity (of a regular function) TTL 
—singularity (of an analytic function) 775 
isometric (Riemannian manifolds) 505 

— (surfaces) 499 

— mapping 87, 499 

一 operator 863 

isometrische Axonometrie 455 

isometry 505 

isomorphic (algebraic systems) 53 

— (complex manifolds) 523 

— (fields) 129 
— (flows) 929 
— (graphs) 57 
— (groups) 207 
—(k-) 130 

— (Lie algebras) 
— (objects) 105 
— (ordered sets) 69 

— (representations) 290 

— (simplicial complexes) 578 

— (structures) 18 

— (topological groups) 233 

isomorphism (in a category) 105 

—(k-) 287 

一 (of Abelian varieties) 567 

一 (of algebraic systems) 53 

— (ot fields) 129 

一 (of groups) 207 

一 (of Lie algebras) 247 

— (ot linear spaces) 137 

— (of morphism) 656 

— (of objects) 105 

— (of ordered sets) 69 

一 (of rings) 153 

— (of topological groups) 232 

— invariant (on a measure space) 89 

— problem (for integral group algebras) 297 
— theorem (of class field) 367 

— theorem (of group) 207 

iso-multiplet 1331 

isoperimetric inequality 768 

一 problem 495767 

isoperimetrische Aufgabe 767 

isospin 1331 
isothermal coordinates 
一 parameter 501, 766 
isotopic 604 

一 (of braids) 612 

— (subspace) 148 
isotopy (of mappings) 604 
一 type (of knots) 609 


247 


438 $ 


isotropic 148 

—turbulence 1295 

iterated integral 697 

一 kernel 1023 

iteration 1080 

一 method 1064 

Iwasawa's decomposition (of a Lie algebra) 253 
—'s decomposition (of a Lie group) 245 


了 

J-homorphism 623 

Jacobi 1357 

—field 511 

一 matrix 885 

一 method 1069 

—'s condition 763 

一 s identity (on bracket) 477 

identity (on Whitehead product) 624 

—'s imaginary transformation 1039 

integral 1286 

s last multiplier 1411 

polynomials 721 

一 's second method of solution 994 

symbol 325 

system 994 

Jacobian 674 

— criterion (on regularity local rings) 174 

一 matrix 674 

一 variety 540, 798 

Jacobische Umkehrproblem 571 

Jacobson radical 165 

Janko's group 223 

Janzen area 701 

Jeffreys’ method 

jet 482 

join (a lattice operation) 71 

一 (of projective spaces) 441 

一 (of simplicial complexes) 579 

一 (of two elements іп an ordered set) 71 

(of two subnormal subgroup) 209 

joins (two edges) 57 

joint distribution 1099 

一 random variable 1099 

Jordan algebra 183 

一 arc 95, 461 

— curve 95, 461 

— decomposition (of a function of bounded va- 
riation) 669 

— decomposition (of an additive set function) 
698 

— decomposition (of an element of а lattice- 
ordered linear space) 839 

— domain 470 

— homomorphism 
184 

— measurable 692 


1085 


(between Jordan algebra) 
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一 measure 691, 692 

一 module 185 

—'s canonical form (of a matrix) 119 
—'s curve theorem 95 

一 -Halder sequence 208 

Jordansche Algebra 183 

Julia's direction 789 

— s exceptional function 791 

jump 664 

just identified 1225 


K 


k-anisotropic (algebraic group) 259 

k-automorphism (—Kolmogorov automorphism) 
899 

k-closed 256 

k-compact (algebraic group) 259 

k-dimentional normal distribution 

k-equivalent 651 

k-fold mixing (automorphism) 

k-form 261 

k-frame 266 

k-isomorphic (between eétension fieds of Kk) 
130 

k-isomorphism 257 

k-morphism 256 

k-ply transitive (G-set) 289 

k-ply transitive (group) 219 

k-rational point 548 

k-sample problem 1211 

k-simple 262 

k-solvable 259 

k-th absolute moment 

k-th moment 1102 

k-valued (algebroidal function) 808 

K-trivial 258 

K3 surface 546 

K-theorie 643 

K-théorie 643 

K-theory 643 

Kühler manifold 529 

— metrie 529, 530 

Kühlersche Mannigfaltigkeit 529 

Kakutani unit 841 

Kan complex 581 

Kapazitüt 758 

Kapteyn's series 1050 

Kategorie und Funktor 104 

Kawaguchi space 516 

Kegelfunktion 1437 

Kegelschnitte 421 

Keisler-Shelah isomorphism theorem 18 

Kelvin transformation 749 

Kendall's notation 1251 

Kepler's orbital elements 1283 

Kerékjártó-Stoilow compactification 806 

kernel (of a homomorphism) 207 


1103 


899 


1102 
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一 (of a linear mapping) 139 

— (of a morphism) 110 

一 (of a potential) 744 

一 (of an A-homomorphism) 187 

— (of an integral equation) 1021 

— (of an integral operator) 866 

— (of an integral transform) 741 

— (of an operator homomorphism) 187 

— (parametric function) 1213 

— differential form 1018 

— distribution 748 

— form 148 

— function 1018 

— function (of a differential difference equa- 
tion) 966 

一 of Carleman's type 1026 

一 of Hilbert-Schmidt type 1026 

— representation 1020 

Kettenbruch 325 

Kettenkomplex 192 

killing 1128 

— measure 1145 

— method 621 

Killing form 248 

— vector field 508 

—'s differential equation 508 

kinetic density 317 

— measure 317 

— theory of gases 1305 

Kirchhoffs law 1302 

Klasseneintellung 47 

Klassenkórper 366 

Klassenkórpertheorie 366 

klassische Gruppen 225 

Kleene's normal form theorem 27 

Klein's bottle 469 

—'s line coordinates 437 

—'s model 452 

一 -Gordon equation 1316 

Kleinian group 275 

Kleinsche Vierergruppe 219 

Kleinscher Schlauch 469 

Kloosterman sum 284 

knot 609 

— group 610 

— projection. 609 

—type 609 

Knoten 609 

knotted 609 

Koebe's extremal function 786 

Kohomologieoperation 595 

Kohomologiering 595 

Kolmogorov automorphism 899 

—'s backward equation 1135, 1144 

extension theorem 1107 

—'s flow 1162 

—'s test 1140 


—'s zero-one law 1099 

一 -Alexander homology group 593 
一 -de Vries differential equation 957 
一 -Smirnov test 1213 

一 -Spanier cohomology group 593 
Kombination 54 

Kombinatorik 55 

kommutativer Ring 164 
kompakte Gruppe 239 
kompakter Operator 866 
Komplex 577 

komplexe Mannigfaltigkeit 522 
一 Zahl 64 
Komprehensionsaxiom 45 
konforme Abbildung 809 
Konformgeometrie 456 
Königsberg bridge problem 57 
konstruktive Ordinalzahl 30 
kontinuierlische Geometrie 75 
Kontrollestheorie 1268 
Konvergenz 89 

konvexe Funktion 667 

— Menge 430 

Koordinaten 436 

Kérper 129 

Kovariant 314 

Kreiseinheit 363 

Kreisfunktion 678 

Kreisproblem 342 
Kreisteilungskérper 362 
Kreisteilungspolynom 362 
Kreisverwandtschaft 66 
Kreuzhaube 469 
Kristallographische Gruppe 278 
Kronecker 1357 

一 index 544, 597 

— product 118 

一 set 735 

—'s approximation theorem 239 
delta 117, 1375 

limit formula 381 

—'s symbol 356 

Krull dimension 165 

一 ring 168 

一 topology 135 

Kruskal-Wallis test 1212 
Kugelfunktion 1043 
Kullback-Leibler information number 1193 
Kummer extension of exponent m 134 
一 surface 547 

一 's criterion 374 

Kuramochi compactification 807 
一 kernel 807 

kurtosis 1173 

Kurve 460 

Kurven n-Gewebe 458 
Kurvenanpassung 1090 


Kurvenintegral 686 
Kybernetik 1254 


L 


1-айіс coordinate system 568 

l-adic representation 568 

L,-algebra 909 

L*-space 93 

(LF) space 845 

labelled graph 58 

ladder method 1041 

Lagrange 1358 

— multiplier 763 

—'s bracket 993 

equation of motion 

identity 958 

interpolation (polynomial) 

interpolation formula 717 

s interpolation polynomial 717, 1060 

's method 1289 

s method of indeterminate coefficients 674 

method of variation of constants 938 

problem 762 

' resolvent 134 

-Charpit system 973 

Lagrangean bracket 977 

— derivative 1289 

— function 1280 

Lagrangian function 1239 

Laguerre geometry 457 

— inversion 457 

— transformation 457 

一 polynomials 721 

lambda function 264 

Lambert series 778 

—'s conformal conic projection 460 

Lamé function of the first (second) kind 1052 

— function of the first (second, third, fourth) 
species 1052 

—'s differential equation 1051 

lamellar 434 

laminar flow 1292, 1294 

Lanczos method 1072 

Landau's constant 812 

—'s symbol 91 

Landen's transformation 1036 

Landkarteprojektion 459 

Lane-Emden function 957 

Lünge 009 

Langevin equation 1143 

language 14 

Laplace 1358 

— transform 739 

一 equation 996 

—'s expansion theorem (on determinants) 122 

一 -Beltrami operator 532 

-Stieltjes transform 739 


1280 


1060 
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Laplacesche Transformation 739 

Laplacian 434 

large inductive dimension 96 

—sample theory 1171 

—semi-group algebra 157 

—sieve 341 

largest nilpotent ideal 248 

last multiplier 961 

— theorem of Poincaré 615 

Latin square 56, 1219 

lattice (9-) 378 

— (of a crystallographic group) 278 

Verband) 71 

— constants 278 

— distribution. 1103 

— group 278, 348 

— homomorphism 72 

— isomorphism 72 

—of sets 72 

— point 348 

lattice-ordered group 73 

lattice-ordered linear space 839 

lattice-ordered set 71 

lattice-point formula 742 

lattice-point problem 342 

latus rectum 423 

Laurent expansion 771 

—series 778 

law of composition 205 

一 of geometric progression 1227 

— of inertia 1279 

— of iterated logarithm 

一 of large numbers 1110 

一 of reaction 1279 

—of reciprocity (for Hilbert norm residue sym- 
bol) 365 i 

— of reciprocity (for Legendre's symbol 324 

— of reciprocity (for power-residue symbol) 
364 

—of similitude 1277 

一 of small numbers 1110 

—of (the) excluded middle 2, 10 

一 of the least action 1278 

leap function 919 

learning model 1228 

least common multiple 186, 322 

— favourable a priori distribution 1194 

— favourable distribution 1203 

— upper bound 839 

— upper bound (in an ordered set) 68 

least-square approximation 716 

least-squares estimator 1184 

leaves 483 

Lebesgue 1358 

一 area 700 

— dimension 96 

— integral 695 


mi, 1141 
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一 measurable 692 

一 measure 692 

一 measure space with a finite or -finite mea- 
sure 891 

— number 88 

—'s convergence theorem 696 

—'s decomposition theorem 698 

—-Radon integral 687 

一 -Stieltjes integral 687 

Lebesguesches Integral 695 

Lefschetz number 556, 614 

— pencil 560 

left A-module 186 

— adjoint (linear mapping) 146 

— adjoint functor 108 

—annihilator 160 

一 Artinian ring 154 

一 balanced (functor) 198 

—continuops 664 

一 coset 206 

— coset space 233 

一 derived funetor 198 

— differential coefficient 669 

— distributive law 70 

— endpoint (of an interval) 63 

— exact (functor) 197 

一 G-set 288 

一 global dimension (of a ring) 200 

一 hand upper (lower) derivative 699 

一 hereditary (of a ring) 200 

一 ideal (of a ring) 154 

一 ideal (of an order of an algebra) 378 

一 invariant (tensro field) 241 

— invariant Haar measure 311 

— invariant measure 311 

— inverse element (of an element in a ring) 
153 

— linear space 137 

— Noetherian ring 154 

—operation 52 

— order 378 

— parametrix 878 

— projective resolution (of an A-module) 193 

— projective space 446 

— quotient space 233 

— regular representation (of an algebra) 290 

— regular representation (a permutation repre- 
sentation 289 

— resolution (of an A-module) 193 

—satellite 197 

— semi-hereditary (ring) 200 

—shunt 1145 

— singular point 1145 

— translation 289 

— uniformity 234 

Legendre function 1043 

— symbol 324 


—'s associated differential equation 1043 
—'s coefficient 1044 

differential equation 1043 

— s polynomial 1044 

—'s relation 1037 

—'s transformation 977 

— Jacobi standard form 1035 
Leibniz 1359 

lemniscate 464 

length (of a curve) 462, 699 

一 (of a descending chain) 73 

— (of a module) 188 

— (of a multi-index) 869 

— (of a segment) 412, 414 

— (of a vector) 433 

— (of an A-module) 188 

—of history 1259 

lens space 609 

letter 40 

level (of a modular function) 283 
— (of a principal congruence subgroup) 27$ 
— (of a test) 1203 

— (of a tolerance region) 1202 

— (of an orthogonal layout) 1219 
—« test 1203 

—surface 751 

Levi pseudoconvex 819 

—'s problem 819 

Levi-Civita connection 505 

Lévy measure 1151 

— process 1150 

—'s continuity theorem 1108 

—'s distance 1106 

lexicographic order 69. 251 

liability reserve 1230 

Lie 1359 

一 algebra 247 

一 algebra lof an algebraic group) 257 
一 algebra of derivations 249, 

一 algebra of the Lie group G 242 
一 derivative (of a differential form) 480 
— derivative (of a tensor field) 478 
一 group 241 

一 ring 247 

一 subgroup 242 

一 transformation group 264 

—'s contact transformation of circles 457 
—'s fundamental theorem 264 
—'s line-sphere transformation 457 
Liesche Algebra 247 

— Gruppe 241 

Liebmann's method 1081 

Liénard's equation 952 

lies over 806 

life 1323 

1124, 1132 

lift (inflation) 202 


一 (of a curve) 485 

— (of a vector field) 485 

Lighthill’s technique 1084 

likelihood 1183 

— equation 1200 

— function 11831200 

— ratio 1207 

— ralio test 1207 

limacon 464 

Limessatz 1109 

limit (module of a spectral sequence) 198 

— (of a sequence of numbers) 89 

— (of a sequence of points) 90 

一 (of a sequence of lattices) 349 

— (of a sequence of sets) 690 

一 (of a spectral sequence) 198 

— (value) 91 

— circle type 874 

一 eycle 932 

一 distribution 1109 

— inductif et projectif 110 

一 normal 504 

一 ordinal number 70 

一 point 90 

一 point (of a discontinuous group) 274 

一 point type 874 

— theorem 1109 

limited information maximum likelihood me- 
thod 1225 

limiting hypersphere 452 

— point (of a sequence of points) 90 

— value 91 

Lindeberg's condition 1109 

Lindelóf property 83 

—'s asymptotic value theorem 783 

—'s conjecture 339 

line 460 

— (in affine geometry) 447 

— (in projective geometry) 440 

— bundle 633 

— coordinates 443 

— element 494 

一 of curvature 498 

— of force 752 

— of regression 496,500 

— of swiftest descent 465 

— relaxation 1081 

linear (difference equation) 963 

— (ordinary differential equation) 922 

— (partial differential equation) 979 

— algebra 116 

algebraic group 257 

— boundary operators 927 

— code 1262 

— combination 138 

— combination (elements in a module) 186 

— combination (of ovals) 431 
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一 complex 520 

一 complexes (in projective geometry) 445 

一 congruence 520 

一 congruences (in projective geometry) 445 

一 connection 487 

—discriminant function 1189 

—equations 123 

— equivalent (class of divisors) 554 

—extension 540 

一 form 137, 187 

— function 66 

— functional 833, 834, 841 

— fractional function 66 

— fractional group 222, 226 

— fractional transformation 66 

— fundamental figure 441 

— genus 545 

一 graph 1301 

— homogeneous equations 123 

— hypothesis 1184 

— integral equation 1021 

一 isotropy group 265 

—k-step method 1076 

— mapping (A-) 187 

— mapping (of linear spaces) 137 

— mapping (of simplicia complexes) 579 

— mapping of degree p 192 

— model 1183, 1229 

— multistep methods 1076 

— network 1302 

— operator 834, 861 

— operator (between linear spaces) 137 

一 order 68 

一 ordinary differential equation 937 

一 parameter 1214 

一 pencil 554 

一 prediction 1161 

一 prediction theory 1166 

一 predictor 1161 

一 programming 1233 

一 programming problem 1239 

一 recurrent series 328 

一 regression 1184 

一 representation (of a Lie algebra) 248 

— representation (of an algebra) 289 

—representation associated with M 290 

—space 136 

一 space over K 136 

—structural equation system 1225 

一 subspace (of a linear space) 138 

—system 554 

— topological space 841 

— topology 239 

— transformation (一 linear fractional transfor- 
mation) 66 

— transformation (of series) 710 

— transformation (on a linear space) 137 
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一 unbiased estimator 1184 

一 variety 239 

lineare gewéhnliche Differentialgleichung 937 

—Gleichung 123 

—Programmierung 1233 

linearer Operator 862 

一 Raum 136 

一 topologische Raum 841 

lineares statistisches Modell 1183 

linearity 1256 

linearly compact 239 

— dependent (elements in a linear space) 138 

— dependent (elements of an additive group) 214 

一 disjoint (fields) 132 

一 equivalent 525 

一 independent (elements in a linear space) 138 

一 independent (elements of an additive group) 
214 

— independent (system of elements of a module) 
188 

一 ordered set 68 

link polygon 1089 

linking coefficient 614 

Liouville number 352 

Lipschitz’s condition 664, 924 

list (tree representation) 1267 

lituus 466 

—'s characteristic number 934 

—'s condition 1109 

local canonical parameter 778 

— coefficient group 593 

— coordinate system 440, 474 

— coordinates 474 

— cross-section 633 

— degree of mapping 613 

— dimension 823 

— equation 554 

—ergodic theorem 893 

一 field 374 

一 homology group 593 

一 homomorphism 236 

— isomorphism 236 

一 Lie group 235 

—Lie group of local transformations 264 

— limit theorem 1111 

一 maximum modulus principle 910 

— one-parameter group of local transformations 
477 

— orientation 583 

— parameter 538, 800 


— problem 946 
— property (of a pseudodifferential operator) 
877 


— regime (in static model in catastrophe theory) 


656 
— ring (Noetherian ring) 168 
— ring (of a prime ideal) 165 
— ring (on an algebraic (sub)variety) 548 
— round-off error 1076 


一 section 931 

一 time 1142 

一 truncation error 1077 
—uniformization 802 

— uniformizing coordinates 585 
— uniformizing parameter 800 
local-ringed space 114 
localization (of a distribution) 849 
— (of a representation) 292 
locally (on a topological space) 79 
— absolutely p-valent 788 

— closed set 79 

— compact (space) 84 

— connected (topological space) 94 
— contractible 94, 604 


— convex (linear topological space) 842 


— convex Fréchet space 843 
—countable 578 

— Euclidean 583 

— Euclidean group 235 

— Euclidean space 84 

— finite (algebra) 162 

— finite (covering) 82 

— finite (graded module) 802 

— finite (simplicial complex) 578 
— flat (connection) 485 

— flat (Riemannian manifold) 507 
— flat (submanifold) 583 

— homogeneous space 440 

— isomorphic 236 

— isotropic turbulence 1295 

— linearly compact 239 

— Macaulay ring 169 
—n-connected (topological space) 94 
— Noetherian scheme 550 

一 of finite type (for a morphism) 550 
—p-valent 788 


一 quadratic transformation 527, 546, 553 


—rectifiable 700, 813 
一 symmetric space 506 


—totally bounded (uniform space) 102 


— trivial fibre space 629 
location parameter 1178, 1204 
logarithm 676 

logarithmic branch point 802 
— capacity 758 

一 curve 466 

— decrement 1291 

— function with the base а 676 
— integral 1047 

— paper 1090 

— potential 743 

—series 677 

—singularity 775 

— spiral 466 

logarithmically convex 817 
logical axiom 12 


—operator 8 
— product (of a proposition) 7 
— sum (of a proposition) 7 

一 symbol 8 

logicism 1 

logique des predicats 11 
—propositionnelle 10 

— symbolique 7 

logistic curve 1227 
logmodular algebra 910 
Lommel integral 1049 


longline 583 
longitudinal wave 1296 
longueur 699 
—extrémale 813 

loop 212 

—(=closed path) 607 
— (л а graph) 57 
—space 604 


Lorentz group 229, 1309 
— transformation 1309 

Losik complex 642 

loss function 1190 

lot 1222 

— tolerance percent defective 1224 
lower bound (in an ordered set) 68 
— central series 209 

— derivative 699 

— derivative in the ordinary sense 698 
— derived function 699 

— envelope principle 747 

—limit (of a Riemann integral) 682 
— limit function 664 

一 order (infinity) 91 
—semi-continuity 700 

— semi-continuous 664 
—semi-lattice 71 

一 variation 697 

Lówner's differential equation 786 
loxodrom curve 460 

loxodromie transformation 66 
Luce's 6-model 1229 

Lückensatz 779 

Ludolphsche Zahl 417 

Luneburg lens 1299 

Luzin's first (second) principle 34 
—'s unicity theorem 34 


M 


u-absolutely continuous 698 
u-conformal function 815 
u-conformal mapping 815 
n-measurable 691 
w-operator 26 

u-singular 698 
M-dependent 1259 
M2-expansion method 1290 


M-port network 1302 
(M)-space 844 

Macaulay local ring 169 
—ring 169 

Mach cone 1291 

一 number 1277, 1290 
—wave 1291 

machine configuration 39 

一 -language program 1094 
machine à calculer 1091 
—de Turing 39 

Michtigkeit 50 

Mackey space 844 
—topology 844 
macro-instruction 1094 

magic square 56 

magnetic core 1093 
—induction 1300 

— Reynolds number 1293 
magnetohydrodynamics 1293 
Magnetohydrodynamik 1293 
magnétohydrodynamique 1293 
magnitude 433 

maigre 80 

main effect 1217 

— routine 1094 

— theorem (of class field theory) 367 
major arc 334 

—axis 423 

— function 705 

majorant (series) 102 
—series 925 

Mandelstam's representation 1326 
manifold 582 

一 with a handle attached by f 651 
— with boundary 582 

— without boundary 582 
Mannheim's curve 496 
Mannigfaltigkeit 582 
mantissa (of a common logarithm) 67T 
many valued 774 

many body problem 1307 
many-valued function 48 
many-valued logic 10 

map projection 459 


一 of class Cr 674 

一 space 103 

一 theorem 613 

一 track 606 

marginal devices 1094 
— distribution 1099 
Markoffsche Kette 1131 


пи 
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Markoffscher Prozess 1122 
Markov branching process 1154 

— chain 1131 

— measure 897 

— operator 892 

— partition (for an automorphism) 902 
— process 1122 

— property 1124 

—shift 897 

一 time 1119, 1126 

Markovian decision precess 1245 
Martin boundary 807, 1136 
—compactification 807 
—dual-boundary 1137 

— kernel 807 

一 's axiom (in set theory) 23 
martingale 1156 

Martingale 1156 

Mass 699 

Masssystem 1276 

master equation 1307 
mathematical axiom 12 

一 economics 1249 

一 induction 59 

一 linguistics 1095 

一 logie 7 

— programming 1232 

— structure 53 

— system (for a structure) 53 
mathematics developed in Japan 1344 
— for programming 1232 

一 in 18th century 1348 

一 in 19th century 1349 

一 in 17th century 1346 

一 of Renaissance 1346 
Mathematik der Renaissance 1346 
— der Römischen Zeit 1336 

— des Mittelalters 1336 

一 tm 18. Jahrhundert 1348 

— im 19. Jahrhundert 1348 

一 im 17. Jahthundert 1346 
mathématiques anciennes 1333 

— arabes 1336 

一 au 18e siècle 1348 

一 au 19е siècle 1348 

一 au 17е siècle 1346 

— chinoises 1338 

de Renaissance 1346 

— des assurances 1230 

— des romains 1336 

— développées au Japon 1344 

一 du moyen аве 1336 

— grecques 1333 

— hindoues 1337 

mathematische Programmierung 1232 
Mathieu function of the first kind 1055 
— function of the second kind 1056 


— functions 1055 

— group 220 

—'s equation 1055 

—'s method 1056 

Mathieusche Funktionen 1055 

matrical representation 290 

matrice 117 

一 S 1323 

matrices (of a graph) 58 

matrix 117 

— (of a quadratic form) 147 

一 element 1314 

一 group 314 

— (matrix) matrices (of a graph) 58 

一 of a bilinear form 140 

一 of (m, n)-type 117 

一 of sum squares between classes 1187 

一 of sum squares within classes 1187 

一 unit 117 

Matrix 117 

maximal (ideal) 154 

— (prime ideal) 165 

— (regular function) 1166 

— (Riemann surface) 804 

— (transcendental integral function) 789 

— algebra 910 

— compact subgroup (of a Lie group) 245 

— compact subgroup (of a topological Abelian 
group) 237 

— concentration function 1104 

— condition (in an ordered set) 68 

— deficiency 545 

— dilatation 815 

— element (in an ordered set) 68 

一 ergodic lemma 893 

— filter 92 

一 ideal 165 

一 ideal with respect to S 165 

— independent system 214 

一 inequality (maximal ergodic lemma) 893 

一 invariant 1178, 1205 

一 operator 872 

一 order 378 

一 prime divisor 165 

一 separable field 131 

一 solution 925 

一 torus 254 

一 tree 1238 

一 value 673 

maximality theorem (in function algebras) 910 

maximally almost periodic group 738 

maximum (of a function) 673 

一 element (in an ordered set) 68 

— flow minimum cut theorem 1238 

— flow problem 1238 

— likelihood estimator 1200 

—likelihood method 1200 


— (modulus) principle 782 

— principle 750, 753, 1125 

— solution (of a scalar equation) 925 
Maxwell convention 657 

Maxwell stress 1300 

—'s fish-eye 1298 

一 -Boltzmann distribution law 1305 
Mayer-Vietoris exact sequence 592 
mean 666 

— (of a probability distribution) 
— (of a random variable) 1099 
— (of a weakly stationary process) 
— anomaly 1284 

— concentration function 1104 

— convergence 827 

— convergence of order р 827 

— curvature 509 

— curvature (of a Riemannian manifold) 507 

— curvature (of a surface) 498 

— entropy 1258 

— ergodic theorem 892 

— function. 1119 

— motion 1284 

— number of sheets 793 

— oval 431 

—p-valent 788 

—space 837 

— square error 1184, 1197 

— value (of a function on a compact group) 239 
— value (of a weakly stationary process) 1160 
— value theorem (for harmonic function) 750 
— value theorem (in differential calculus) 670 
— value theorem (in Lebesgue integral) 696 

— value theorem of Siegel 350 

— vector 1102 
mean-unbiased 1197 
measurable (channel) 
— (flow) 898 

— (ordinal number) 23 
一 (seb 692 

— (stochastic process) 
— (transformation) 892 
—cover 692 

一 event 1097 

一 kernel 692 

一 space 689 

一 vector function 913 
measure 689 

— isomorphic (flows) 
— space 691 
measure-preserving (transformation) 892 
measuring line 454 

—point 454 

mechanical brain 1255 

mécanique analytique 1280 

— céleste 1282 

—newtonienne 1278 


1102 


1159 


1258 


1118 


1163 
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一 quantique 1313 

一 statistique 1304 

Mechanik des Himmels 1282 

median 1105, 1173 

median-unbiased estimator 1197 

mediant 333 

medieval mathematics 1336 

meet (of two elements in an ordered set) ?1 

Mellin transform 742 

memory 1093 

memoryless 1259 

Mendel's model 1226 

Menge 42 

Mengenfunktion 697 

Mercator projection 460 

merging 1266 

meridian 499 

meromorphe Funktion 790 

meromorphie (function) 790 

—curve 793 

— differential 804 

— function 790, 820 

— function (on a complex manifold) 523 

— function (on an analytic space) 824 

— mapping 824 

Mersenne number 323 

—prime 323 

mesh of covering (in a metric space) 87 

mesurable (B) 690 

=) 692 

mesure 689 

—invariante 311 

meta-Abelian group 209 

metabolic model (in catastrophe theory) 

metamathematics 3 

Metamathematik 3 

metastable range (of embeddings) 660 

method of averaging 950 

一 of constant variation 1282 

— of false position 1066 

— of feasible directions (in nonlinear program- 
ming) 1241 

一 of harmonic balance 952 

— of integration of partial differential equations 
өм B 

一 of Lagrange multipliers 674 

— of least-squares (for estimation) 1184 

— of least-squares (for numerical solution of 
linear equations) 1065 

— of least-squares (for numerical solution of 
ordinary differential equations) 1079 

一 of linearization 952 

一 of majorant 926 

一 of moving frames 518 

一 of orthogonal projection 1000 

一 of pivot selection 1064 

一 of steepest descent 1085 


657 
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一 of successive approximation 924 

methodus fluxionum 661 

一 tangentium inversa 661 

méthode de P.L.K. 1083 

一 de relaxation 1082 

一 de W.K.B. 1084 

— d'échantillonnage 1219 

— d'intégration des équations aux dérivées par- 
tielles 984 

— du col 1085 

— non-parametrique 1210 

metric (space) 86 

— connection 489 

— invariant (on a measure space) 898 

—space 86 

— subspace 87 

— vector space 140, 433 

metrical transitive (flow) 896 

metrically isomorphic (automorphisms on a 
measure space) 898 

metrically transitive (flow) 931 

metrischer Raum 86 

metrizable (topological group) 234 

一 (topological space) 89 

— (uniform space) 100 

Meusnier's theorem (on surfaces) 497 

microbundle 637 

microcanonical ensemble 1306 

mid-point rule 1077 

mid-value 1105 

middle point 448 

middle-square method 1263 

Milne's method 1077 

Milnor fibration 561 

一 number 561 

minimal (homeomorphism on a compact metric 
Space) 904 

— (ideal) 154 

一 (model) 553 

一 (prime ideal) 165 

一 (transcendental integral function) 789 

一 basis (of a principal order) 357 

一 chain 1135 

一 complete class 1191 

一 complex 581 

— condition (in an ordered set) 68 

—element (in an ordered set) 68 

—model 546, 567 

一 operator 871 

一 orbit closure 929 

— polynomial (of a linear transformation) 145 

— polynomial (of a matrix) 118 

—polynomial (of a transcendental element) 130 

— prime divisor 165 

—set 929 

— solution 925 

— sufficient statistic 1176 


—surface 499, 766 

—value 673 

minimally almost periodic group 139 

minimax 1199 

一 decision function 1191 

一 level a test 1205 

—principle 882, 1191 

—solution 1191 

一 theorem 1247 

minimization problem 1239 

minimizing sequence 765 

minimum (of a function) 673 

一 chi square estimator 1201 

— element (in an ordered set) 68 

一 point 511 

一 solution (of a scalar equation) 925 

Minkowski world 1309 

—'s reduction theory 276 

一 -Hasse character 148 

minor 121 

—arc 334 

— axis 423 

— function 705 

minute (of a matrix) 121 

Mischgruppe 212 

mixed (idea) 169 

— (recurring (continued fraction) 327 

一 area 431 

一 group 213 

一 initial-boundary value problem (for hyperbolic 
operator) 1009 

—model 1214 

—problem 986 

一 spinor of rank (К, n) 1327 

一 strategy 1247 

一 tensor 142 

一 type 1014 

mixing property of degree n 1162 

Möbius geometry 456 

—transformation 456 

— function 329 

— inversion formula 329 

— strip 468 

Móbiussches Band 468 

mod p Hopf invariant 625 

mod p isomorphism 621 

modal logic 10 

— proposition 10 

mode 1173, 1174 

model (of a formula) 16 

— (of a mathematical structure) 53 

— (of an algebraic function field) 539 

一 (of symbolic logic) 9 

—theory 14 

modèle linéaire statistique 1183 

modelled on X 484 


Modelltheorie 14 

modification 1118 

modified (Mathieu equation) 1055 

— chi square minimu mmethod 1209 

— Mathieu function of the first (second, third) 
kind 1056 

Modul 185 

moduler character 294 

—form 283 

— function 283 

— group 275 

— lattice 73 

— representation 293 

module 186, 205 

一 (4-) 186 

一 (of a family of curves 门 813 

一 (of representations) 241 

— (on a locally compact group) 311 

一 of A-homomorphisms (of A-modules) 187 

— of boundaries 192 

— 0f coboundaries 194 

一 of cocycles 194 

一 of cycles 192 

一 of homomorphisms (between two modules) 
185 

一 of quotients 165 

一 of real numbers mod 1 64 

一 over A 186 

— with operator domain A 186 

modulo L (homology group) 589 

modulus 324, 798, 811 

— (of a complex number) 64 

— (of a complex torus of dimension 1) 284 

— (of a locally multivalent function) 788 

— (of an elliptic integral) 1035 

一 of continuity 663 

— of continuity (of k-th order) 716 

modus ponens 12 

Moishezon space 563 

moment (k-th) 1102 

— generating function 1034, 1102 

— matrix 1102 

— method 1201 

一 of inertia 1279 

momentum 1279 

Monge's equation 995 

—-Ampére equation 995 

Monge-Ampéresche Gleichung 995 

monic polynomial 124 

monoclinic system 278 

monodromy group (of a system of linear ordinary 
differential equations) 943 

— group (of an n-fold covering) 608 

—matrix 940 

—theorem 775 

monogéne 777 

monoid 54 
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monoidal dilatation 553 

— transformation 527, 553, 824 
monomial 124 

一 (module 186 

一 representation 293 
monomorphism (in a category) 105 
monothetic (group) 896 

monotone 955 

一 decreasing (sequence) 89 

— decreasing (set function) 697 

— decreasing function 668 

— function 668 

— increasing (sequence) 89 

— increasing (set function) 697 

— increasing function 668 

— likelihood ratio 1183 

— operator 955 

— sequence of sets 690 

Monte Carlo method 1265 

Montel space 844 

Moore-Smith convergence 92 
more informative 1193 

morphism 104, 656 

— (between complex) 196 

—(k-) 256 

一 (of chain complexes) 196 

一 (S-) 107 

一 of schemes 549 

morphisme 104 

Morse’s index theorem 513 
Morse-Smale dynamical system 654 
most powerful 1203 

—stringent level а test 1205 
motion 411 

mouvement brownien 1138 
movable branch point 948 

一 singular point 948 

move 1248 

moving coordinate system 438 

一 frame 438, 494 

multi-index 869 

multicollinearity 1225 

multilinear form 140 

一 mapping 140 

multinomial distribution 1103 
multiplanar coordinates 439 
multiple (of a fractional ideal) 358 
— (of a number) 322 

— (of an element of a ring) 165 

— correlation coefficient 1187 
—covariant 316 

— edge (in a graph) 57 

— hypergeometric distribution 1103 
— integral 685, 697 

— mathematical induction 60 

— point (of a plane algebraic curve) 538 
— point (of an algebraic variety) 551 
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一 point (of an arc) 461 

一 root (of an algebraic equations) 127 

一 sampling inspection 1223 

multiplication (of graded algebra) 602 

一 (of group) 205 

一 (of H-space) 603 

multiplicative (arithmetic function) 329 

— congruence 360 

— function 282 

— functional 1127 

一 group 205 

— group (of a field) 129 

— process 1153 

— valuation. 177 

multiplicatively closed (sub)set (of a ring) 165 

multiplicator 312 

multiplicity (of a conjugate point along the geo- 
desi) 511 

— (of a covering surface) 801 

一 (of a local ring) 169 

— (of a quasi-prime ideal) 169 

— (of a representation) 291 

— (of a root of an algebraic equation) 127 

— (of a weight) 254 

一 (of an eigenvalue of a matrix) 881 

一 (of an eigenvalue of an integral equation) 
1024 

— function 702 

multiplier (of a finite group) 296 

— (of a semi-invariant) 314 

multiplikativer Prozess 1153 

multiply connected 94 

— transitive group 219 

multipolar coordinates 439 

multistage allocation process 1244 

— choice process 1244 

—sampling 1221 

multivalent function 785 

multivalente Funktion 788 

multivariate analysis 1185 

—analysis of variance 1186 

一 data 1185 

一 linear model 1185 

mutual energy 744 


m-ary relation 9 

m-cell 416 

m-colorable (graph) 58 

n-connected 94, 620 

m-cylinder set 693 

m-decision problem 1190 
‘n-dimensional Euclidean geometry 405 
n-dimensional random variable 1098 
n-dimensional simplex 578 
n-element 416 

n-fold covering 608 


m-fold reduced suspension 605 

m-person game 1246 

n-sphere bundle 636 

m-simple (topological space) 620 

n-th approximation 671 

n-th convergent (of an infinite continued 
fraction) 326 

n-th derivative 670 

n-th derived function 670 

n-th differential 670 

n-th term 49 

m-times continuously differentiable 672 

n-times differentiable 670 

n-tuple 43, 137 

n-tuple integral 685 

m-valued 774 

n-web of curves 458 

nabla 434 

Nachfolger 59 

Nakai-Moishezon criterion (of ampleness) 557 

Napierian logarithm 677 

nat 1257 

natural boundary (of a Markov process) 1146 

— boundary (of an analytic function) 776 

一 equation 495, 518 

—extension (of an endomorphism) 901 

一 geometry 518 

— increasing process 1159 

—injection 207 

— isomorphism 108 

— logarithm 677 

— model (in axiomatic set theory) 21 

一 number 59 

一 scale 1136 

—surjection 207 

— transformation 108 

naturality (of a homotopy operation) 623 

Navier-Stokes equation 1291 

Nebenkomponente 176 

necessary (statistic) 1175 

—and sufficient statistic 1176 

necessity 10 

negation (of a proposition) 7 

negative (complex) 196 

— (element of an ordered field) 133 

一 binomial distribution 1103 

— definite form 147 

— definite Hermitian form 149 

一 infinity 63 

一 multinomial distribution 1103 

一 number 62 

一 orientation 475 

一 part 839 

一 resistance 1297 

一 root 251 

— semi-definite form 148 

一 variation 668, 702 


negatively asymptotically stable 959 

—stable (in the sense of Ljapunov) 959 

neighbourhood 76 

— (е) 87 

— retract 604 

一 system 76 

Neron minimal model (of an Abelian variety) 
572 

Neron-Severi group (of a variety) 556 

nerve 579 

network 1301 

— flow problem 1302 

Netzwerk 1301 

Neumann function (=Bessel function of the 
second kind) 1048 

— problem 750, 1000 

—series 1023 

—'s function (for Neumann problem) 1018 

neutral element (of a field) 129 

— element (in a lattice) 73 

— pe 965 

Nevanlinna's exceptional value 791 

Newton 1359 

— capacity 758 

一 diagram 942 

"в backward interpolation formula 1061 

"s forward interpolation formula 1061 

's interpolation formula 717 

—'s three laws of motion 1279 

Newtonian exterior capacity 759 

—fluid 1291 

一 inner capacity 759 

— interior capacity 759 

— mechanics 1278 

— outer capacity 759 

— potential 743 

Newtonsche Mechanik 1278 

Neyman structure 1204 

nice function 651 

nicht-Euklidische Geometrie 451 

nichtlineare Programmieren 1239 

nichtparametrische Methode 1210 

Nijenhuis’ tensor 523 

nilalgebra 183 

nilpotent (Lie algebra) 248 

— (Lie group) 242 

— (subset of a ring) 152 

nilpotent (with respect to MjP) 167 

— (zero divisor) 167 

algebraic group 258 

— component (of a linear transformation) 145 

— element (of a ring) 152 

— group 209 

— matrix 119 

— radical 249 

nilradical (of a ring) 155 

nirgendsdicht 80 
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niveau surface 751 
node (of a curve) 463 

一 (of a system of differential equations) 932 
一 (of an algebraic curve) 538 
Noetherian (module) 188 

— integral domain 167 

—local ring 168 

一 ring 168 

一 semilocal ring 168 

—scheme 550 

Noetherscher Ring 167 

noeud (= knot) 609 

— (= node) 932 

noise 1257 

noiseless channel 1257 

noisy channel 1257 

nombre 59 

— calculable 36 

— complexe 64 

—de Gödel 24 

— des partitions 344 

—entier 59 

一 ordinal 70 

一 ordinal constructif 30 

一 X 419 

一 reel 62 

一 transcendent 352 

nombres aléatoires 1263 

nomogram 1086, 1087 

Nomogramm 1086 

nomographie 1086 

Nomographie 1086 

nomography 1086 

nonanticipating 1259 
non-Archimedean geometry 408 

— valuation 177 

mon-arithmetic uses 1092 
non-associative algebra 183 
non-central 426, 450 

— chi-square distribution 1179 

— F-distribution 1179 

— quadric 429 

—t-distribution 1179 

— T?-distribution 1180 

— Wishart's distribution 1180 
non-centrality parameter 1179 
non-commutative field 129 
non-compact type 269 
non-comparable 710 
non-contradiction (of a.system of axioms) 6 
non-cooperative game 1246 
nondecreasing function. 668 
non-degenerate (analytic mapping) 824 
— (bilinear form) 140 

— (critical point) 510, 673 

— (quadratic form) 147 . 
— (representation) 300 asas 


1718 数学 百科 辞典 


— (sesquilinear form) 146 

— (8-functon) 570 

— divisor 554, 568 

non-degenerate (bilinear form) 479 
non-dense 80 

non-Desarguesian geometry 409, 442 
non-Euclidean angle 452 

— distance 452 

— geometry 451 

— hypersphere 452 

— space 451 

non-homogeneous n-chain (for a group) 202 
nonincreasing function 668 

non-linear (ordinary differential equation) 922 
— (partial differential equation) 979 

— integral equation 1027 

— mechanics 951 

— oscillations 951 

— prediction 1164, 1169 

— problem 954 

— programming 1239 

— programming problem 1239 
mon-linear random theory 1255 
non-Newtonian fluid 1291 
non-orientable 583 

non-parametric estimation 1210 

一 method 1210 

一 test 1210 

non-primitive character 382 
non-randomized decision function 1190 
一 test 1202 

nonrandomized estimate 1195 
non-recurrent (Markov chain) 1132 

一 chain 1133 

non-singular 137, 674 

non-singular (of a linear space) 137 

— (point (of a variety) ) 551 

— (transformation on a measure space) 892 
— matrix 117 

non-stable 622 

nonstandard natural number 18 

— nonstandard real number 18 
non-stationary oscillations 953 
non-trivial 585 

non-wandering 930 

non-wandering (point) 654 

norm (in linear space) 833 

一 (in quaternion algebra) 158 

一 (of a bounded linear operator) 834 
一 (of a separable algebraic element) 132 
一 (of an algebraic element) 132 

一 (of an element of a quaternion algebra) 158 
— (relative) 360 

norm-residue 364 

norm-residue symbol 365, 376 

normal 522 

— (analytic space) 824 


| 


— (fundamental region) 274 

— (point of an algebraic variety) 551 

— Gtructure) 16 

— (system of E-functions) 354 

— (trac) 912 

— (transcendental integral function) 789 

—algebraic variety 551 

—basis 134 

一 bundle 476, 506, 650 

一 chain 1134 

一 chain (in a group) 208 

一 contact Riemannian manifold 522 

一 continued fraction 328 

— coordinates 439, 506 

—covering 83 

— curvature 498 

一 distribution (k-dimensional) 1103 

—equation (in the method of least squares) 
1065, 1184 

—equation (of a conic) 423 

—extension 130 

— family 103 

—form (of a surface) 469 

一 form (of a partial differential equation) 989 

一 form (of an ordinal differential equation) 
922 

一 form (of an ordinal number) 70 

一 frame 516 

— function (of ordinal numbers) 71 

一 9-lattice 378 

一 line 462 

一 matrix 119 

一 number 1264 

一 operator 863 

一 operator (of Sario) 804 

一 plane 495 

一 process 1160 

一 real form 252 

一 ring 166 

一 score test 1211 

一 section 469 

一 sequence (of open covering) 83 

一 simple algebra 159 

一 space 82 

一 stochastic process 1119 

一 stress 1287 

一 subgroup 206 

一 3-web 458 

一 transformation 710 

一 valuation 118, 119 

— vector 476, 504 

一 vibration 1297 

normalization (of a chain complex of an s.s. com- 
plex) 591 

— (of an algebraic variety) 551 

一 (of an analytic space) 825 

— theorem for finitely generated rings 171 


—theorem for polynomial rings 171 
normalize 832 
normalized (function) 719 
一 contrast 1215 
— form 1246 
—valuation 178 
normalizer (of a Lie subalgebra) 249 
— (of a subset of a group) 206 
normally flat 553 
normed linear space 833 
—ring 906 
normic form 348 
north hemisphere 416 
— pole 65, 416 
notation (for constructive ordinal number) 31 
nowhere dense (set) 80 
noyau 34 
— diftusion 748 
nuclear class 868 
— operator 845, 868 
—space 845 
null boundary 803 
° — function 860 
— hypothesis 1202 
— -recurrent 1133 
— sequence (in an @-adic topology) 168 
—set 691, 860 
一 set of class Ng 761 
— system 444 
null-homotopic 604 
nullity (of a closed linear operator) 886 
一 (of a critical point) 510 
一 (of a linear mapping) 139 
一 (of a matrix) 118 
Nullstelle 124 
“number 59 " 
一 field 130 
一 of irregularity 556 
一 of partitions 344 
一 of replication 1215 
=" 419 
Fmumerical analysis 1059 
— calculation 1059 
— computation of eigenvalues 1069 
— differentiation 1074 
— instability 1078 
— integration 1072 ba 
— solution 1059 
— solution of algebraic equations 1065 
— solution of integral equations 1027 
— solution of linear equations 1063 
— solution of ordinary differential equations 
1075 
— solution of partial differential equations 1079 
numerically equivalent 558 
numerische Integralrechnung 1072 
一 Lisung der algebraischen Gleichungen 1065 


BXAS 179 


一 Lisung der gewöhnlichen Differentialgleich- 
ungen 1075 

一 Lisung der linearen Gleichungen 1063 

一 Lisung der partiellen Differentialgleichungen 
1079 

— Rechnung der Eigenwerte 1069 

numerisches Rechnen 1 

Nusselt number 1277 

mutation 1282 


о 


consistent (system) 3 
@-limiting set (of an orbit) 969 
o-widerspruchsfrei (system) 3 
Q-group 207 

2-homomorphism 208 
Q-isomorphism 208 

9-subgroup . 207 

Q-differential 541 

O-genus 541 

O-linearly equivalent to zero 541 
O-speciality index 541 

£-module 115 

(о)-сопуегве 93 

(o)-star converge 93 

object (in predicate logic) 9 

— (о! type +1) 28 

—($-) 107 

—domain 9 

一 of type 0 28 

一 variable 9 1232 

objective function 1233, 1239, 1275 
objects of type #+1 28 

oblique circular cone 427 
—projection 453 

observation vector 1214 
obstruction cocycle 616, 637 

一 to a homotopy 617 

一 to an extension 617 

obtuse angle 413 

OC curve 1223 

octahedral group 219 

octet model 1331 

odd element (of a Clifford algebra) 163 
— function 48 

— half-spin representation 164 

— permutation 218 

—state 1317 

of finite length 188 

— finite type (A-module) 186 
offene Menge 76 

Oka’s principle 638, 820 
Okonometrie 1224 

onde 1295 

one-parameter group of transformations 477 
‘one-parameter subgroup 244 
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one-point compactification (of a topological 
space) 84 


— stable process 1152 

— Student test 1206 
one-to-one correspondence 47 
— mapping 43 

one-valued function 48 
onto-mapping 43 

open (Riemann surface) 801 
—arc 461 

— base 77 

— circle 416 

— continuous homomorphism 234 
— covering (of a set) 82 

— interval 63, 416 

— kernel 76 

— manifold 582 

— mapping 78 

— mapping theorem 835, 846 
— neighbourhood 77 

— nodal region 932 

—set 76 

—simplex 449 

—sphere 416 

—star 578 

— subgroup 233 
—submanifold 583 
—surface 468 

— type formula 1073 
operate on M to the left 288 
一 on M to the right 289 
opérateur compact 806 

一 de Green 1019 
—différentiel 869 

— linéaire 861 

operating characteristic 1223 
— function 734 

operation 1254 

— (on a set) 52 

operations research 1253 
opération (A) 34 

— cohomologique 598 

— homotopique 623 
operational calculus 864, 917 
—research 1253 
Operationsuntersuchung 1253 
operator 862 

— ün the sense of Mikusinski) 917 
—domain 186, 207 

— homomorphism 208 

— homomorphism (of A-modules) 187 
— isomorphism 208 

一 ring 912 

一 with the boundary condition 872 
Operatorenkalkiil 917 


opposite orientation 583 

optical axis 1299 

—distance 1298 

optimal (design) 1216 

— (regular function) 1166 

—control 764, 1269, 1270 

—policy 1243 

— solution 1239 

—trajectory 1270 

optimum allocation 1221 

—best predictor 1166 

—linear predictor 1161, 1166 

—predictor 1166 

optional sampling 1158 

optique géométrique 1298 

219, 969 

一 (of a system of ordinary differential equa- 
tions) 928 

一 (of a topological transformation group) 204, 
516 

— (= system of transitivity) 289 

一 closure 929 

一 determination 1283 

一 space 264 

orbital stability 961 

order (一 a subring) 378 

— бп queuing theory) 1252 

一 (of a covering) 82 

一 (of a differential equation) 922 

一 (of a differential operator) 869 

一 (of a function defined by a Dirichlet series) 
781 

— (of a function on an algebraic curve) 538 

一 (of a group) 205 

一 (of a homomorphism of Abelian varieties) 
567 

— (of a plane algebraic curve) 537 

—(of a point) 614 

— (of a pole of a complex function) 771 

— (of a predicate) 10, 38 

一 (of a transcendental entire function) 788 

一 (of a zero point of a complex function) 771 

一 (of an element of a group) 206 

一 (of an elliptic function) 1037 

一 (of an ordinary curve) 461 

一 (of infinity) 91 

rder relation) 67 

—convergent (sequence in a vector lattice) 839 

一 function 790 

— homomorphism 69 

— isomorphism 69 

— limit 839 

—of ramification 179 

一 of ramification (of a valuation) 179 

一 relation 67 

一 statistic 1174 

— topology 77 


—type 70 

order-disorder transition 1307 

ordered additive group 177 

—chain complex 591 

一 complex 580 

— field 132 

一 group 73 

一 linear space 839 

一 pair 43 

一 pair (in axiomatic set theory) 20 

— product (of a family of crdered sets) 69 
—set 68 

一 simplex 580 

—simplicial complex 579 

—sum (of a family of ordered sets) 68 
ordinal number 70 

— of the first (second) number class 71 
ordinary curve 461 

— (upper, lower) derivative 698 

— differential equation 921 

— differential operator 869 

— Dirichlet series 780 

— double point 538 

一 helicoid 500 

一 helix 496 

一 integral element 974 

一 integral manifold (of a differential ideal) 974 
— point (in hyperbolic geometry) 452 
一 point (of a curve) 461, 462 

—point (of an analytic set) 823 

— representation 293 

— singularity 777 

— solution (of a differential ideal) 974 
Ordinalzahl 70 

Ordnung (der Unendlichkeit) 91 
—(=ein Unterring 378 
—(=Ordnungsrelation) 67 

ordre 67 

orientable (differentiable manifold) 475 
— (topological manifold) 593 

— bundle 637 

orientation (of a connected C^ -manifold) 475 
— (of a topological manifold) 583 

一 (of contact element) 517 

— preserving mapping 613 

—reversing mapping 613 

oriented (pseudo-manifold) 584 

— chain complex 591 

—cobordism class 652 

—cobordism group 652 

一 element 516 . 

— manifold (differentiable) 475 

— manifold (topological) 583 

— r-simplex 481 

— real hypersphere 456 

—segment 432 

—simplex 587 
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— singular r-simplex of class С” 481 
—system of coordinate neighbourhoods 473, 
origin (of a contact element) 973 

一 (of a line in a projective space) 442 

一 (of an affine frame) 448 

一 (of Euclidean space) 415 

Orlicz space 828 
Ornstein-Uhlenbeck 
orthocomplement 415 
orthogonal (elements of a ring) 152 

— (functions) 719 

— (Latin squares) 56 

—(lines) 413 

— (subspaces) 139, 415 

— complement 833 

— component 415 

— coordinate system 414 

— coordinates 436 

— curvilinear coordinates 438 

一 expansion 720 

一 for finite sum 1091 

一 frame 414, 493 

— frame bundle 505 

一 group 228 

一 group pair 238 

— k-frame 266 

—layout 1219 

— matrix 120 

— polynomial 1091 

— projection (in descriptive geometry) 452 
— projection (in Euclidean geometry) 413, 415 
— relation 300 

— series 720 

一 system 832 

一 trajectory 752 

— transformation 148, 229 

— transformation group 228 

orthogonale Axonometrie 454 
orthogonality for finite sum 722 

— relation (of characters) 294 
orthonormal system 832 

orthonormalize 415 

oscillate (sequence of real numbers) 90 
oscillation 1296 

amplitude) 682 

oscillatory 935 

osculating circle 495 

— elements 1284 

— plane 495 

Oseen approximation 1291 

outer area 685, 692 

— measure 691 

— product 433 

— volume 692 

output 1094 

— Gn a Turing machine) 39 

— measure 1259 


Brownian motion 1143 
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oval 430, 495 

ovaloid 430, 501 

over all approximation formula 1075 

over-relaxation 1081 

overconvergence 780 

overcrossing point 609 

overdetermined (system of differential operators) 
876 

—system 982 

overfield 129 

over identified 1225 


x-length 218 

x-manifold 653 

x-series 218 

x-solvable 218 

x-theorem 1277 

p-adic algebraic number field 178 

p-adic exponential valuation 178 

P-adic extension 178 

p-adic number field 

p-adic valuation 178 

p-index (of a central simple algebra over a finite 
algebraic number field) 160 

p-invariant (of a central simple algebra over 
a finite algebra number field) 160 

p-primary (idea) 165 

$-operator 600 

p-adic integer 178 

p-adic number 178 

p-adic number field 178 

p-chart 1222 

p-covector 144 

p-factor 295 

p-flow 1163 

p-fold exterior power 144 

— (of a vector bundle) 634 

p-group 217 

p-rank (of an additive group) 214 

p-regular 294 

p-Sylow subgroup 217 

p-valent 787 

p-vector 144 

P-convex 870 

P-function of Riemann 944 

Pr-figure 441 

pair 42, 842 

—test 1228 

paired comparison 

parabola 422 

parabolie (Riemann surface) 802 

— coordinates 438 

一 cusp 275 

— cylinder 426 

— cylinder coordinates 1047 

— cylinder function 1047 


118, 374 
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一 geometry 451 

一 point 497, 519 

一 quadric 429 

一 region 932 

一 subalgebra 251 

一 subgroup (of a Lie group) 243 

— subgroup (of an algebraic group) 259 

— transformation 67 

paracompact (space) 83 

paradox 6 

paradoxe 6 

Paradoxie 6 

parallel (affine spaces) 447 

— (lines) 407 

— (tensor field) 505 

— (vector field in the sense of Levi-Civita) 499 
— coordinates 448 

— displacement (along a curve) 485 

— displacement (of a tangent vector space) 487 
— displacement (of a tensor field) 505 

一 in the wide sense 447 

— projection. 448 

— tensor field 491 

— translation 450 

— translation group 450 

parallelizable (flow) 931 

— (manifold) 487, 653 

parallelotope 84, 449 

parameter (of elliptic integral) 1035 

— (of functions) 48 

一 (of probability measures) 1173 

一 of regularity 698 

— representation 48 

一 space 1173, 1189 

parametric function 1195 

— programming 1236 

— representation (of an atfine space) 448 

— sustained vibration 1297 

parametrix 1021 
paraxial ray 1299 
parity digit 1262 
一 transforination 
part 912 

partial boundary operator 194 

— correlation coefficient 1187 

— denominator 326 

— derivative 671 

— derivative (of a distribution) 849 

— derived functor 198 

— differential coefficient 671 

— differential equation 922, 979 

— differential equation of elliptic type 996 
— differential equation of first order 992 

— differential equation of hyperbolic type 1003 
— differential equation of mixed type 1014 
— differential equation of parabolic type 1010 
— differential operator 869 


1310 


— differentiation (in homological algebra) 196 
— directed family of points 92 
一 fanction 28 
一 mapping (of a mapping) 43 
一 numerator 326 
一 order 67 
一 product 107 
一 reeursive (in partial recursive funetion) 28 
一 sum 705 
一 width 1323 
partially balanced designs for two-way elimina- 
tion of heterogeneity 1219 
一 balanced incomplete block design 1218 
— confounded 1219 
— converge 92 
— differentiable 671 
—differentiate 671 
— isometric operator 863 
一 ordered set 68 
particular solution (of a partial differential 
equation) 980 
— solution (of an ordinary differential equation) 
922 
partie finie 848 
partielle Differentialgleichung 979 
—Differentialgleichung vom elliptischen Typus 
996 
—Differentialgleichung vom gemischten Typus 
1014 
— Differentialgleichung vom 
Typus 1003 
— Differentialgleichung vom parabolischen 
Typus 1010 
— Differentialgleichungen erster Ordnung 992 
partition 900 
— (of a number) 344 
一 (of a set) 44 
— (of a space) 80 
— function 1306 
一 of unity 88 
一 of unity of class C^ 481 
Pascal 1360 
一 line 426 
"s configuration 426 
—'s triangle 55 
passive (situation in a Turing machine) 39 
一 boundary point 1137 
一 network 1302 
— orthonomic (system of partial differential 
equations) 972 
pasting of the boundaries 650 
path 607 
一 (in a Finsler space) 516 
一 tn a graph) 57 
in Matkov process) 1124 
in stochastic process) 1118 
一 of contact 504 


hyperbolischen 
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一 of integration 688 

一 space (of a Markov process) 1124 
一 space (on a topological space) 630 
path-independent 1228 

path-polygon 932 

Pathological 586 

Pauli approximation 1317 

principle 1318 

—'s spin matrix 1316 

pay-off function 1246 

pe function 1037 

Peano area 701 

— continuum 461 

一 curve 467 

Peanosche Kurve 467 

Péclet number 1277 

pedal curve 464 

Peirce decomposition (of a Jordan algebra) 184 
一 space 184 

—'s left decomposition (in a unitary ring) 154 
Pell's equation 346 

pencil of hyperplanes 441 

一 of lines 441 

—of planes 441 

一 of quadratic curves 445 

一 of quadratic hypersurfaces 445 
一 of quadratic surfaces 445 
peninsula 793 

pentagamma function 1040 

pentagon 409 

pentagonal number 334 
pentaspherical coordinates 437 
percentile 1173, 1210 

perfect (code) 1262 

一 delay convention 657 
—differential ideal (of a differential ring) 175 
一 field 131 

—fluid 1289 

一 imaging 1298 

一 kernel 745 

一 number 323 

一 number of the second kind 323 
一 set 81 

perfectly normal space 82 
—separable (space) 81 

perigon 413 

period (of a function) 1036 

一 (of a recurring continued fraction) 327 
一 (of a wave) 1296 

一 (of an Abelian differential form) 797 
一 (of an ergodic class) 1132 

一 (of an orbit) 930 

一 (of an oscillation) 1297 
inequality 571 

一 matrix 589, 797 

—point 654 

一 relation 571 
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period-parallelogram 1037 
periodic (trajectory) 930 

一 at a point x € X 901 

— function 1036 

— group 213 

— solution 1057 

— system 951 

Periodicity modulus 1036 
peripheral devices 1094 
permutation 54, 205 

— group 205 

— representation 288 
Permutation 54 

perpendicular 413 

— (in descriptive geometry) 454 
Perron's method 756 

— -Brelot solution 756 
perspective drawing 454 

— mapping 441 

— projection 459 

— relation. 441 

perturbation 1286 

一 of linear operators 885 
perturbation des opérateurs linéaires 885 
Peter-Weyl theory 240 
Petersson metric 283 

Pfatfs problem 971 

Pfaffian 123 

— equation 971 

— form 479, 971 

Pflastersatz 97 

phase 1250 

一 average 1305 

一 function (of a Fourier integral operator) 878 
— group 929 

—shift 1323 

— space 929, 951, 1305 

— velocity 1296 

phenomenon of pulling off 1257 
Photogrammetrie 455 

photon 1319 

Pl-algebra 161 

Picard group (of a commutative ring) 647 
— number (of a variety) 556 
— variety 531, 555 

Lefcshetz transformation 560 
"s exceptional value 791 

一 -Vessiot theory 175 
piecewise affine (mapping) 735 
piecewise continuous function 664 
一 linear 584 

一 linear manifold 584 

一 linear mapping 579 

pinch 605 

Pincherle-Goursat kernel 1024 
Pinsker partition 901 

pitch surface 502 


Pitman's estimator 1199 
pivot 1064 

place 179 

placement problem 609 
plan 453 

plan de production 1274 
— expérimental 1214 
planar character 802 

一 graph 58 

一 polygon 409 

Plancherel measure 300 
Planck constant 1314 
plane (in affine geometry) 447 
— (in foundation of the geometry) 
— Gn projective geometry) 441 
— G-, ш) 66 

—algebraic curve 537 

— coordinates 443 

— domain 479 

— geometry 405 

— trigonometry 421 
—wave 1296 

planimeter 1095 

Plateau's problem 766 
Plateausches Problem 766 
play 1249 

pleine 104 

P.L.K. method 1083 

P.LK. Verfahren 1083 
P.L. manifold 584 

plot 1214 

Plücker coordinates 437 

's relations 437 
pluri-genera 545 
pluriharmonic 817 
plurisubharmonic function 819 
plus asymptotic 929 

— asymptotically stable 930 
一 departing 929 

一 invariant 929 

一 Lagrange stable 929 

一 Liapunov stable 930 
—orbitally stable 930 
—Poisson stable 930 

— receding 929 

— stable 930 

pn-chart 1222 

Poincaré 1360 

— conjecture 585 

— group 607 

— manifold 582 

— metric 67 

— polynomial 588 

一 series 283 

—'s condition 756 

—'s differential invariant 67 
—'s model 453 


— -Lefschetz duality theorem 583 

—-Lighthill-Kuo method 1084 

Poinsots representation 1280 

point (а-) 790 

一 tn foundation of the geometry) 405 

— ün projective geometry) 449 

一 (of a set) 42 

—at infinity 66 

—at infinity (in affine geometry) 447 

一 at infinity (in hyperbolic geometry) 452 

— estimation 1195 

— function 697 

— group 278 

— hypersphere 456 

一 of density 703 

一 of inflection (of a curve) 463 

一 of inflection (of an algebraic curve) 538 

一 of sight 454 

一 range 440 

一 range of number system 442 

一 set 42 

—spectrum 881 

—spectrum type 1163 

point (of a set) 42 

—d'accumulation 80 

—d'accumulation maximée 81 

—limite 80 

—set (of a set) 42 

—set topology 577 

points singuliers des équations différentielles 
linéaires ordinaires 940 

一 singuliers des équations différentielles: ordi- 
naires non-linéaires 945 

pointwise convergence 102 

Poisson distribution 1103 

一 integral 751 

一 process 1150 

—'s bracket 978, 993- 

—'s equation 744, 996 

—'s integral formula 770 

—'s kernel 724 

—'s stability 891 

—'s summation formula 709, 731,734 

polar (of a conic) 425 

--(of a point in a projective space) 445 

一 (of a subset with respect to a pairing) 843 

— coordinates 438 

— element (of a function element) 776 

— element (of an integral element) 973 

— form (of a complex number) 65 

— plane 427 А 

一 set 746 

—system 444 

— tetrahedron 427 

— triangle 425 

polarity 445 

polarization (of a wave). 1296 
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一 (of an Abelian variety) 569 
polarized-Abelian variety 569 
pole (in a projective space) 445 

一 (of a complex function) 771 
一 (of a conic) 425 

一 (of a function on an algebraic curve) 538 
— (of a function on an algebraic subvariety) 554 
一 (of a polar plane of a quadric) 427 
一 (of a ray) 1089 

— (of a rolling curve) 464 

— divisor 554 

policy 1243 

polyconic projection 460 

polydise 816 

polyédre régulier 418 

polygamma functions 1040 
polygon 409 

polygonal number of order m. 334 
polyharmonic function 753 
polyhedral projection 459 
polyhedron 449 

— (of a simplicial complex) 578 
Polynom 124 

polynôme 124 

polynomial 124 

— approximation 715 

—of m variables 124 

— representation 226 

—ring 124, 170 

一 ring of m variables 124 

— theorem 55 

polynomische Approximation 715 
Polynomring 170 

polytropic differential equation 956 
Pontrjagin multiplication 603 
Pontrjagin class 639 

一 number 641 

—operation 600 

—'s duality theorem 237 

—'s maximum principle 1270 
population 1170 

— characteristic. 1173 

— correlation coefficient 1174 

— covariance 1174 

— distribution 1173 

— genetics 1226 

— mathematics 1227 

— mean 1173 

— moment of order k 1178- 

— standard deviation 1173 

— variance 1173 

Poseuille flow 1294 

position vector 433, 446 

positive (complex) 196 

— (element of an ordered field) 183 
— boundary 803 

— chain complex 198 
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ite (matrix) 119 

— definite (kernel) 745 

— definite form 147 

— definite function 297, 731, 733, 909 
— definite Hermitian form 149 

— definite kernel 1025 

— definite sequence 731 

— direction 770 

— distribution 853 

— divisor 538, 798 

— half trajectory 929 

— infinity 63 

— number 62 

— operator 840 

— orientation 415 

—orthant 432 

一 part 839 

一 Radon measure 693 

一 real funetion 1302 

— recurrent 1133 

一 root 251 

— semi-definite (matrix) 119 

— semi-definite form (quadratic form) 148 
— semi-definite kernel 148, 1025 

— term series 106 

一 type 745 

— variation 668, 702 

positively asymptotically stable 959 
一 regular 1154 

一 stable (in the sense of Ljapunov) 959 
possibility 10 

Postnikov complex 626 

—system 630 

postulate 5 

potency (of a set) 50 

一 of a set 71 

一 of an ordinal number a 51 
potential (in Hunt process) 1126 

一 good reduction (of an Abelian variety) 573 
一 of order а 744 

— scattering 1323 

—theory 743 

Potentialtheorie 743 

Potenzmenge 42 

Potenzreihe 777 

Potenzreihenring 173 

power (of a complex number) 678 
— (of an element of a group) 206 
一 (of an ordinal number) 70 

一 (of potencies) 50, 51 

一 (of a set) 50 

— (of test) 1208 

— associative algebra 183 

— function 1203 

— method 1070 

— series 777 

— series (=formal power series) 173 


— series (ot several variables) 816 

— series field in one variable 173 

一 series ring 173 

— series with centre at the point at infinity 778 

— set (in axiomatic set theorv) 20 

— set (of a set) 42 

power-residue symbol 364 

Poynting vector 1300 

Prüdikatenlogik 11 

— der ersten Stufe 9 

Prandtl number 127T 

—'s integro-differential equation 1030 

—-Glauert law of similarity 1292 

prealgebraic variety 549 

precession 1282 

precompact (uniform space) 101 

predicate 8 

— calculus with equality 12 

— logic 8,11 

— logie of first (second, third, higher) order 9 

— logic with equality 12 

— of first (second) order 9 

一 of n arguments 8 

一 of n variables 8 

一 symbol 11 

— variable 9 11 

predicative (object) 2 

prediction theory 1165 

predictor 1164, 1166 

一 (of linear multistep method) 1077 

predictor corrector method 1077 

prehomogeneous vector space 400 

pre-Hilbert space 832 

ргетіёге еѕрёсе 932 

prenex normal form (in predicate logic) 13 

preorder 69 

presheaf 112 

presque-sousharmonique 755 

pressure equation 1290 

prevision 1165 

primal dual method 1236 

primary cohomology operation 599 

— component (of an ideal) 165 

— difference 618 

一 group 213 

一 ideal 165 

— obstruction 618, 637 

一 rng 155 

一 submodule 167 

prime (manifold) 585 

— differential ideal (of a differential ring) 175 

— divisor (of an algebraic function field) 179, 
539 

一 divisor (of an ideal) 165 

— divisor (on a Riemann surface) 798 

— element (of a commutative ring) 166 

— element (of a valuetion) 178 


—tield 129 

—formula 8 

一 ideal (of a commutative ring) 165 

— ideal (of a maximal order of an algebra) 379 

— ideal theorem 341 

— number 322 

— number theorem 337 

—overy 73 

— quotient 73 

— rational divisor over k 539 

— spot (of an algebraic function field) 179 

一 under x 73 

primitive (differential form) 530 

— (generator of a Grassmann algebra) 627 

— (group) 220 

— (operation) 289 

— (quadratic form) 151 

— character 330, 382, 383 

— element (of an extension of a field) 130 

— equation 135 

— function 683 

一 ideal 908 

一 idempotent 152 

一 idempotent element (of a ring) 152 

一 polynomial 125 

—recursive function 25, 26 

— recursive in (function) 26 

— recursive predicate 26 

一 ring 155 

一 root of 1 362 

一 root (mod m) 324 

一 solution 982 

principal adéle 180 

一 analytic set 822 

—anti-automorphism (of a Clifford algebra) 
163 

一 automorphism (of a Clifford algebra) 163 

一 axis (of a quadric) 427 

一 axis of inertia 1280 

— bundle 632 

— character 330 

— component analysis 1188 

— component of order p 517 

— components 1188 

— congruence subgroup 275 

—convergent 327 

— crossed homomorphism (of an algebra) 201 

— curvature 498 

— divisor 538, 798 

— formula of integral geometry 317 

— fractional ideal 166 

— genus (of a quadric field) 356 

— genus (of an algebraic number field) 368 

— ideal 168 

— ideal domain 167 

—ideal ring 167 

— ideal theorem 368 
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一 idaale 180 — , 
— matrix 570 
— minor (of a matrix) 121 
— moment of inertia 1280 
— normal 495 
— order 357 
— part (of a differential operator) 869 
— part (of a Laurent expansion) 771 
— plane 427 
— point 1299 
一 root 968 
一 series (of a group) 208 
一 series (of irreducible unitary representations) 
301 
一 solution 963, 982 
一 subspace (of a linear operator) 881 
— value (Cauchy of an improper integral) 685 
一 value (of log Z) 678 
一 value (of a logarithm) 677 
—value (of an improper integral) 684 
principe de variation 1277 
— du maximum dilaté 744 
principle of depending choice 22 
一 of duality 441 
—of equal weight 1306 
一 of equivalence (in calculus of contingency) 
1230 
一 of equivalence (in physics) 1311 
一 of inclusion and exclusion 55 
一 of invariance of light velocity 1310 
一 of nested intervals (for real rumbers) 63 
一 of optimality 1243 
一 of reflection 66 
一 of superposition 987, 985 
一 of the condensation of singularities 835 
Prinzip der Konstantenabzühlung 559 
priority number 1275 
probability amplitude 1315 
— density 1103 
— distribution 1097, 1102 
—event 1097 
—generating function 1108 
— measure 1097 
一 of event Е 1097 
— paper 1090 
—space 1097 
problem of embedding 658 
— of geometrical construction 416 
—of many bodies 1285 
一 of n bodies 1285 
— of possible construction 416 
一 of random walk 1303 
一 of three bodies 1285 
Problem der Allgemeingültigkeit 31 
— der Enfüllbarkeit 31 
— der geometrischen Konstruktion 416 
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probléme aux limites des équations différentiel- 
les ordinaires 926 

— de Cauchy d'équation différentielle ordinaire 
923 

— de Cauchy pour les équations aux dérivées 
partielles 988 

— de construction géométrique 416 

一 de décision 31 

— de Dirichlet 755 

— de Fermat 372 

— de Plateau 766 

— de plongement 658 

— de transport 1237 

一 des points de réseau 341 

— des quatre couleurs 471 

— des trois corps 1285 

— des valeurs principales 880 

— isopérimétrique 767 

procédé d'osculation 810 

process with independent increments 1149 

processus ramifications 1153 

一 additif 1149 

一 de diffusion 1144 

一 markovien 1122 

— multiplicatif 1153 

—stationaire 1159 

— stochastique 1117 

producer's risk 1223 

product (of elements of a graded algebra) 602 

— (of elements of a group) 205 

— (of ideals) 164 

— (of ordinal numbers) 70 

一 (of paths) 607 

— (of potencies) 51 

一 (of sets) 42 

一 (of tensors) 142 

— algebraic variety 548 

— bundle 633 

— complex (of cell complexes) 581 

— complex (of chain complexes) 197 

— double chain complex 194 

一 event 1097 

一 formula (for invariant measure) 312 

— formula (of norm-residue symbols) 365 

— formula (of normal valuations) 178 

— measure 693 

— measure space 693 

— metric space 87 

— of inertia 1279 

— theorem for dimension 96 

— topology 79 

— uniform space 100 

— uniformity 100 

production planning 1274 

—scheduling game 1275 

produit de composition 852 

Produktionsplan 1274 


pro-finite group 111 

program 1094 

—evaluation and review technique 1268 

programmation dynamique 1242 

— linéaire 1233 

— mathématique 1232 

Programme d'Erlangen 435 

programmes non-linéaires 1239 

programming 1094 

project 441 

projection (from a direct product set) 45 

in descriptive geometry) 453 

in fibre space) 629, 632 

— iof a covering surface) 801 

— (to homogeneous space) 285 

— matrix 119 

— operator 833 

projection de carte 459 

projective (object in Abelian category) (of an 
Abelian category) 197 

一 ((R.S)-) 201 

一 4-module 190 

一 algebraic variety 547 

一 elass group 199 

一 collineation 443 

一 connection 490 

—coordinate system 443 

— coordinates 442 

一 eurvature tensor 1376 

一 deformation 519 

—differential geometry 518 

— dimension (of a module) 200 

一 frame 442 

一 general linear group 226 

一 geometry 440 

一 homology group 594 

一 invariance 1140 

—limit (of an inductive system of sets) 111 

—limit (of a system of topological groups) 235 

一 limit group 111 

—limit group (of a system of topological groups) 
235 

一 limit space 111 

一 line 441 

一 line element 519 

一 mapping 441 

—morphism 557 

一 plane 441 

一 relation 441 

一 representation 296 

一 resolution (in an Abelian category) 198 

一 schmee over S 557 

一 set of class п 34 

—space 633 

—space (in affine geometry) 441 

一 special linear group 226 

一 special unitary group 228 


— symplectic group 230 

— system (of sets) 111 

一 System of topological groups 234 

— transformation 443 

— transformation group 443 

一 unitary group 228 

projektive Geometrie 440 

prolongable 864 

prolongation 975 

— (of a curve in a covering surface) 801 

一 (of a Riemann surface) 804 

一 (of a solution of a differential equation) 924 

— (of a system of partial differential equations) 

972 

propagation of errors 1062 

proper (divisor) 166 

— (equivalence relation on an analytic space) 
825 

— (morphism (between schemes)) 550 

— (quadric) 427 

— (triad) 592 

— affinity 449 

— class (in set theory) 46 

— complex orthogonal group 228 

— component 551 

— equation (of a matrix) 118 

— flag manifold 266 

— function 927, 1023 

— hypersphere 452 

一 intersect 551 

一 Lorentz group 229, 1309 

一 mapping 85 

一 modification 824 

一 orthogonal group 228 

一 orthogonal matrix 120 

—polynomial (of a linear transform) 144 

一 polynomial (of a matrix) 118 

—product 378 

—solution (belonging to an eigenvalue) 118 

一 space 447 

—subset 42 

— transform 552 

—value (of a boundary value problem) 927 

— value (of a linear transform) 144 

— value (of a matrix) 118 

— value (of an integral equation) 1023 

一 vector (belonging to an eigenvalue) 118 

— vector (of a linear transformation) 144 

properly discontinuous 273 

— n-dimensional 428 

— posed 984 

property 8 

proposition variable 8 

propositional calculus 11 

—connectives 8 

—function 8 

一 logic 8, 10 
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Propriétés asymptotiques d'équations différen- 
tielles ordinaires 933 

provable (formula) 12 

Prüfer ring 200 

pseudo-analytic function 815 

pseudo-compact (space) 83 

Pseudoconvex 819 

pseudodifferential operator 876 

pseudo-directed family of points 92 

一 set 70 

pseudo-distance (function) 86 

pseudo-function 848 

pseudo-geometrié ring 170 

pseudograph 57 

pseudo-group 483 

一 of transformations 439 

—structure 484 

pseudolocal property 877 

pseudo-manifold 583 

pseudo-metric space 86 

— uniformity 100 

pseudometrizable (uniform space) 100 

pseudo-norm 842 

pseudo-order 69 

pseudo-random numbers 1263 

pseudo-Riemannian metric 419 

pseudo-sphere 453, 500 

pseudo-tensorial form 486 

pseudo-valuation 180 

Psi function 1040 

psychometrics 1227 

psychométrie 1227 

Psychometrie 1227 

Puiseux series 778 

puissance 50 

pull back (of a differential form) 480 

Puppe's exact sequence 605 

pure (differential form) 804 

— (idea) 169 

— (recurring continued fraction) 327 

— d-dimensional 823 

— geometry 404 

— number theory 3 

— point spectrum 899 

— strategy 1247 

purely imaginary number 64 

— infinite (von Neumann algebra) 912 

一 inseparable (regular mapping) 552 

— inseparable element (of a field) 131 

— inseparable extension (of a field) 131 

— non-deterministic (strongly stationary process) 
1164 

— non-deterministic (weakly stationary process) 
1160 

— transcendental extension 132 

push down storage 1267 

Pythagorean extension 408 
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field 408, 411 
—number 346 
—ordered field 231 


Q 


q-expansion formula 1038 

quadrangle 409 

quadrangular set of six points 442 

quadratic curve 445 

— differential 798 

— field 355 

一 form 147 

— form (on a linear space) 140 

— hypersurface (in a Euclidean space) 428 

— hypersurface (in a projective space) 444 

— loss function 1190,1197 

—non-residue 324 

— programming 1241 

— programming problem 1239 

— residue 324 

— surface 428 

— transformation (on a projective plane) 552 

quadratische Form 147 

quadrature 920, 923 

一 of a circle 417 

quadric 426 

一 cone 429 

—cylinder 428 

Quadrik 426 

quadrique 426 

quadruple lattice 279 

qualitative property 928 

— theory of ordinary differential equations 928 

qualitative Theorie der gewóhnlichen Differen- 
tialgleichungen 928 

quality characteristic 1222 

Quantenmechanik 1313 

quantifier 8 

quantifying symbol 8 

quantile of order р 1105 

quantization 1315 

quantized wave function 1319 

quantum mechanics 1313 

— statistical mechanics 1305 

quasi-affine algebraic variety 549 

quasi-algebraically closed field 348 

quasi-analytic function 679 

— (vn) in the generalized sense 681 

quasi-bounded 751 

quasi-coherent 556 

quasi-compact space 83 

quasi-complete 842 

quasi-conformal mapping 814 

quasi-continuity principle 746 

quasi-continuous 746 

quasidiscrete spectrum 899 

quasi-dual 299 


quasi-equivalent 298 

quasi-Frobenius algebra 160 

quasi-group 212 

quasi-independent of path 1228 

quasi-invariant measure 313 

quasi-inverse 907 

—element (of an element in a ring) 153 

quasi-invertible element (of a ring) 153 

quasi-left-continuity 1125 

quasilinear 831 

quasilinear (partial differentia] equation) 979 

quasi-local ring 168 

quasi-norm 834 

quasi-normal family 104 

quasi-normed linear space 834 

quasi-p-valent 788 

quasiperiodic (motion) 903 

quasi-projective 575 

—algebraic variety 549 

quasiprojective morphism 557 

quasiregular element (of a ring) 153 

quasi-semilocal ring 168 

quasi-simple ring 154 

quasi-stable distribution 1105 

quasi-tonnelé 843 

quasianalytische Funktion 679 

quasikonforme Abbildung 814 

quaternion 157 

一 algebra 158 

一 field 156 

一 Grassmann manifold 266 

一 group 217 

一 hyperbolic space 272 

一 unimodular group 271 

— vector bundle 634 

quellenfrei 434 

Querschnitt 470 

queuing discipline 1252 

— system with many servers 1251 

— theory 1250 

quotient (ideal) 164 

— (n an ordered set) 68, 73 

一 (of numbers) 322 

— A-module 186 

—algebra 156 

— bundle .634 

— category 110 

— chain complex 193 

一 G-set 289 

一 group 206 

一 group (of a topological group) 233 

一 lattice 72 

一 Lie algebra 247 

一 Lie group 242 

—linear space (of a linear space with respect 
to equivalence relation) 139 

一 measure 313 


— object 105 

— representation. 290 

一 ring 154 

一 set (with respect an equivalence relation) 47 

一 space (of a linear space with respect to equi- 
valence relation) 139 

一 system (of an algebraic system) 54 

— topological space 80 

— topology 80 


p-ple root 127 

r-abgeschlossen 84 

T-chain group 588 

T-coboundary 599 

T-cocycle 590 

T-cycle 588 

T-section 577 

r-th syzygy 172 

T-gon 409 

r-ple point 538 

T-skeleton 577 

R-progenerator 161 

R-chart 1222 

Rn valued random variable 1096 

(R,S)-exact sequence (of modules) 201 

(R,S)-injective (module) 201 

(R,S)-projective (module) 201 

Racah algebra 1328 

—'s coeflicient 1329 

Racahalgebra 1328 

Rademachers system of orthogonal functions 
72 

radian 413 

radical (of a Banach algebra) 907, 908 

— (of a Jordan algebra) 184 

— (of a Lie algebra) 248 

— (of a ring) 155 

— (of an algebraic group) 259 

— (of an ideal) 164 

radius (of a sphere) 415 

— (of a solid sphere) 416 

一 of convergence ТТТ 

一 of curvature 495 

一 of meromorphy 779 

一 of principal curvature 498 

—of torsion 495 

radix sorting 1266 

Radon transform 318 

Ramanujan's sum 331 

— exponent 360 

一 group 361, 375 

一 index 375 

一 number 361 

一 point 825 

ramified (prime ideal) 360 

—covering space 823 
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一 element 776 

一 theory of types 9 

Rand 587 

Randmenge 80 

random current 1165 

— distribution 1120, 1165 

—distribution in the wide sense 1160 

— distribution with independent values at every 
point 1121 

—effect 1214 

— effect model 1214 

一 ergodic theorem 894 

— flight 1303 

— measure 1120 

— numbers 1263 

—sample 1174, 1173, 1220 

— tensor field 1165 

— variable n-dimensional R valued) 1098 

— walk 1132, 1303 

randomization 1174, 1217 

randomized block design 1217 

一 decision function 1190 

— estimator 1195 

— test 1202 

Randwertaufgabe der gewöhnlichen Differential- 

gleichungen 926 

range (of a correspondence) 46 

— (of a mapping) 43 

— (of a population characteristic) 1173 

一 of values 795 

rank (correlation) 1213 

一 (of a bilinear form) 147 

一 (of a connected compact Lie group) 254, 627 

一 (of a free Abelian group) 213 

一 (of a free group) 215 

一 (of a free module) 188 

一 (of a Lie algebra) 250 

一 (of a linear mapping) 139 

一 (of a prime ideal) 165 

一 (of a sesquilinear form) 146 

一 (of a symmetric Riemannian homogeneous 
space) 269 

一 (of a valuation) 177 

一 (of a weakly stationary process) 1167 

一 (of an additive group) 214 

一 (of an analytic mapping) 824 

Rankine-Hugoniot relation 1291 

ranking method 1228 

rapidly decreasing C^ -function 829 

— decreasing distribution 829, 853 

rare 80 

ratio ergodic theorem 893 

一 of the circumference of the circle to the dia- 

meter 419 

rational action 314 

— cohomology group 203 

—curve 464, 539 
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— differential equation 948 

— divisor over k 539 

— element. 776 

— expression 126 

— function field in n variables 132 

— homomorphism 256 

— injectivity 203 

— integer 60. 

— integral function 788 

— mapping 552 

— number 59 

— operations 59 

— point 347 

— point (over a field) 171 

— point (К) 548 

— rank (of a valuation) 177 

— representation (of a generallinear group) 226 

— representation (of a matric group) 314 

— subgroup 1223 

—surface 545 

rationally equivalent 558 

Raum mit Uniformstruktur 98 

ray (in affine geometry) 449 

— (n foundation of the geometry) 406 

— (in graphical mechanics) 1089 

Rayleigh's quotient 882, 1071, 1080 

—-Ritz method 765 

real analytic (system of coordinate neighbour- 
hoods) 474 

— analytic bundle 637 

— analytic (function) 673 

— analytic function 773 

— analytic manifold 474 

— analytic structure 474 

一 axis 65 

一 compact (space) 85 

一 field 133 

一 form (of a complex classical group) 232 

一 form (of a complex Lie algebra) 252 

— function 48 

— Grassmann manifold 266 

— hyperbolic space 271 

—hypersphere 456 

— interpolation space 837 

一 Lie algebra 247 

—line 64 

— linear space 137 

—number 59, 62 

—part 64 

— prime divisor 179 

— projective space 443 

— quadratic field 355 

— quadratic form 147 

— representation 244 

一 root (of an algebraic equation) 128 

一 spectral measure 883 

— Stiefel manifold of k-frames 266 


— time computer 1098 

一 variable 48 

real-valued function 48 
real-valued measurable (ordinal number) 
realizability 1256 

realizable (homology class) 652 

— (representation) 292 

realization (of an s.s. complex) 581 
rearrangement 831 

receiver 1257 

receptor (in automaton) 41 
Rechenautomat 1091 
Rechenmaschine 1091 

recherche opérationelle 1253 
reciprocal equation 127 
—formula 741 

—linear representation 289 

一 network 1302 

一 permutation representation 288 
reciprocity (of an annihilator) 237 
一 (of an S-matrix) 1324 

一 law (of Gel'fand-Pjateckii-Sapiro) 306 
— law for Dedekind sums 345 
rectangular hyperbola 423 

— hyperbolic coordinates 438 
rectifiable 462, 700 

rectifying plane 495 

—surface 496 

rectilinear cell complex 578 

— (simplicial) complex 577 
recurrence theorem 891,931 
recurrent (Markov process) 1125 
— (of a measurable transformation) 894 
— (point of a Markov chain) 1132 
— (point of a trajectory) 931 
—chain 1133 

—event 1111 

— point (of a Markov process) 1125 
—sequence 328 

recurring continued fraction 327 
recursive (set) 32 

—function 25, 27 

一 set 21 

recursively enumerable set 27 
recursiveness 29 

reduce (a lattice) 279 

reduced 486 

reduced (Abelian p-group) 213 

— (pre)scheme) 550 

—algebra 184 

— bundle 635 

— character 292 

— Clifford group 163 

一 cone 605 

—extremal distance 814 

一 form 1225 

一 homology group 592 


一 join 605 
一 join (of homotopy classes) 624 
— lattice 279 

— mapping cone 605 

—norm 292 

— orthogonal group 163 

—pitch 503 

—power 600 

— product space 824 

— quadratic form 150 

— representation 292 

— residue class modulo m 324 

— reduced residue system modulo m 324 
— residue system modulo m 324 

— suspension 605 

一 trace 292 

reducible 896 

— (algebraic equation) 127 

— (algebraic variety) 547 

— (continuous geometry) 75 

— (germ of analytic set) 823 

一 finear system) 554 

— (polynomial) 125 

— (representation) 290 

reductio ad absurdum 12 
reduction formula 518 

— modulo m (of a linear representation) 292 
— modulo A 191 

reductive (algebraic group) 259 
— (homogeneous space) 265 

— (Lie algebra) 249 

— (operation) 314 

Ree's group 222 

Reeb foliation 483 
reell-abgeschlossener Kérper 133 
reelle Zahl 62 

reference measure 1128 
refinement (of a covering) 82 

一 (of a descending chain in an ordered set) 73 
一 (of a normal chain) 208 
reflecting barrier 1146 

reflection principle 1139 
reflexive (locally convex space) 844 
— (normed space) 835 

— (relation) 46 

— law (of equivalence relation) 47 
—law (of order) 67 

refraction 1381 

Regge trajectory 1325 

region 470 

— ün a topological space) 94 
regionally recurrent 930 
regression analysis 1184 

— coefficient 1184 

— function 1175 

—hyperplane 1184 

一 line 1184 
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regular 674 

— (algebraic equation) 121 

— (analytic set) 1139 

— (boundary point) 757 

— (cell complex) 581 

— (complex function) 769 

— (complex function of several variables) 817 
— (differential form) 555 

— (element of a real Lie algebra) 248 

— (extension) 132 

— (function on a state space) 1134 

— (function on an algebraic variety) 548 
一 (Green line) 752 

— (idea) 908 

— (ideal boundary) 806 

— (linear transformation) 137 

— (mapping of С” -manifolds) 476 

— (measure) 692, 694 

— (normed space) 835 

一 (of a linear space) 137 

— (ordinal number) 71 

—(pJ) 294 

— (permutation group) 219 

— (point with respect to an analytic set) 821 
— (prime number) 303 

— (rational mapping) 552 

— (sampling procedure) 1220 

— (spectral sequence) 198 

— (support of a distribution) 848 

— (system of algebraic equations) 127 
at the point at infinity 749 

— boundary (of a diffusion process) 1146 
— boundary (of a homology manifold) 584 
— chain (of integral elements) 974 

— continued fraction 326 

—covering 608 

—cube 418 

— dodecahedron 418 

— element (of a ring) 153 

— embedding 659 

—event (in automaton) 41 

—extension 132 

— falsi 1066 

—flow 931 

— function 769 

— function (on an algebraic variety) 549 
一 icosahedron 418 

一 integral element 974 

一 integral manifold (of a differential ideal) 975 
— local equation (at an integral point) 974 
—local ring 169 

一 mapping 549 

一 matrix 117 

一 maximal ideal 907 

一 perturbation 886 

一 point (of a diffusion process) 1145 

一 point (of a polyhedron) 584 
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一 point (of a surface in E?) 501 

— point (of a trajectory) 929 

— polygon 418 

— polyhedral angle 418 

— polyhedral group 219 

— polyhedron 418 

— position 609 

— projective transformation 444 

— representation (of a topological transformation 
group) 240, 297 

— representation (of an algebra) 290 

一 ring 75 

一 ring (Noetherian ring) 169 

— sequence 698 

— set (in an automaton) 41 

singular point 949 

— solution (of a differential ideal) 975 

— space 82 

—submanifold 476 

—system of parameters 169 

—tetrahedron 418 

— transformation (of series) 710 

— tube 752 

reguläre Funktion 769 

regulüres Polyeder 418 

régularisée 852 

regularity up to the boundary 873 

regularly convex set 432 

— homotopic 659 

— hyperbolic type (partial differential equation) 
1003 

一 isotopic 659 

— type hyperbolic 1007 

regulator 358 

Reidemeister's figure 459 

Reihe 705 

reine Zahlentheorie 3 

Reinhardt domain 816 

— reiteration theorem 836 


reject 1202 
rekursive Funktion 25 
relation 46 
一 (in a group) 206, 215 
— (n-ary) 9 


relation de dispersion 1325 
— d'équivalence 47 

Relation 46 

relationship algebra 1218 
relative 79 

一 algebraic number field 360 
一 boundary 801 

— chain complex 193 

— cochain complex 194 

— cohomology group 590 
— compact (space) 83 

— components 516 

— consistency 3 


— degree (of a finite extension of a field) 315 

— degree (of a prime ideal) 360 

—derived functor 201 

—discriminant 36i 

— frequency 1173 

—homological algebra 201 

— homology group 589 

—homotopy group 619 

integra] invariant 961 

invariant (of а birational transformation) 535 

invariant (of a polynomial ring) 315 

invariant (of a ring) 314 

— invariant measure 312 

— minimal curve (between two points) 511 

— norm 360 

—topology 79 

— uniform star convergence 840 

— uniformity 100 

relatively minimal model 546 

— minimal model (of a variety) 553 

— prime (fractional ideals) 358 

— prime (numbers) 322 

Relativitütstheorie 1309 

relativization (of primitive recursive function) 
26 

— (relative uniformity) 100 

relaxation methods 1082 

—oscillation 1298 

Relaxationsmethode 1002 

Rellich's uniqueness theorem 1017 

remainder (of Taylor's formula) 670 

— (of the division algorithm of polynomials) 
125 

一 theorem 125 

removable 761 

— singularity (of a complex function) 771 

— singularity (of a harmonic function) 752 

Rényi theorem 341 

répartition de probabilité 1102 

repeated combination 54 

一 integral 685, 697 

— permutation 54 

— series 707 

repère mobile 494 

replica 257 

represent (a functor) 109 

— (an ordinal number) 30 

representable (event) 41 

— (functor) 109 

representation 288 

— (-adic) 568 

— (of a Banach algebra) 907 

— (of a Jordan algebra) 185 

— (of а lattice) 72 

一 of а lattice-ordered linear space) 340 

— (of a Lie algebra) 248 

— in terms of arc-length 700 


— module of p 290 

— problem 703 

— space (of a Lie algebra) 248 

—space (of a Lie group) 244 

— space (of a unitary representation) 297 

— theory 288 

représentation conforme 809 

—quasi-conforme 814 

— unitaire 297 

representative (of an equivalance class) 47 

— function 245 

一 ring 245 

representing function (of a predicate) 26 

reproducing kernel 1018 

— property 1103 

réseau (一 lattice) 71 

etwork) 1301 

residual (directed set) б 

一 Spectrum 881 

一 sum of squares 1184 

residue (of a complex function) 771 

一 (of the division algorithm of numbers) 322 

—caleulus 772 

—character 330 

— class (modulo an ideal in a ring) 154 

一 -class algebra 156 

—-class field (of a ring) 154 

— -class fied (of a valuation ring) 177 

— - class field (of the ring of rational integers) 
130 

—-class group modulo H 206 

一 -class ring (modulo an ideal) 154 

一 -class space 139 

一 of the n-th power 363 

—theorem 771 

resolution (of an object in an Abelian category) 
196 

一 of singularities 553 

—of the identity 883 

resolutive 806 

— compactification 806 

resolvent kernel (of an integral equation) 1023 

— (of a linear operator) 863 

equation 863, 1124 

一 operator 1124 

一 set 863 

resonance energy 1323 

一 scattering 1323 

一 theorem 835 

rest point 929 

restitutive force 1297 

restricted Burnside problem 216 

— direct product 180 

— direct product group 210 

一 holonomy group 485, 507 

— homogeneous 507 

一 homotopy 603 

一 Lie algebra 254 
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— minimum condition (in a commutative ring) 
167 

一 problem of three bodies 1286 

一 root 305 

—type 531 

— type (pq) 831 

— weak type (p,q) 831 

restriction (homomorphism of cohomology 
groups) 202 

— (ot a connection) 486 

一 (of a distribution) 849 

一 (of a mapping) 43 

一 of the input source 1252 

resultant 742 

一 (of the elimination of variables) 172 

retardation 965 

retarded argument 965 

—type 965 

retract 604 

retraction 604 

Reuleaux's triangle 431 

réunion 42 

reversed process 1130 

Reynolds law of similarity 1291 

— number 1277, 1291 

rhombic system 278 

rhombohedral system 278 

Ricci curvature 507 

一 formulas 492 

一 tensor 492, 507 

Riemann 1361 

—function 1006 

一 integral 682 

一 lower integral 682 

一 matrix 570 

一 sphere 66 

一 sum 682 

一 surface 800 

一 theta function 571 

一 upper integral 682 

一 zeta function 381，571 

一 's conjecture 381 

continuation theorem 818 

mapping theorem 810 

non-Euclidean geometry 451 

—'s problem 945 

一 -Hilbert probem 945 

—-Roch group 575 

—-Roch theoerm for differentiable manifolds 

645 

一 -Stieltjes integral 687 

Riemanman connection 488, 505 

— curvature 506 

— globally symmetric space 267 

— locally symmetric space 267 

— manifold 479, 504 

— metric 479 
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— product 505 

— space 504 

一 symmetric space 267 

Riemannsche Flüche 800 

— Mannigfaltgkeit 504 

Riemannscher symmetrische Raum 267 

Riesz decomposition (in Markov process) 1127 

— decomposition (in potential theory) 754 

一 potential 744 

— (M)'s convexity theorem 668 

right A-module 186 

—adjoint (inear mapping) 146 

— adjoint functor 108 

一 angle 413 

一 annihilator 160 

一 Artinian ring 154 

一 balanced (functor) 198 

— circular cone 427 

一 conoid 500 

一 continuous 664 

— coset 206 

— coset space 233 

— derived-functor 198 

— derivative 669 

— differentiable 669 

— differentia] coefficient 669 

— endpoint (of an interval) 63 

— equivalent 656 

—exact (functor) 197 

— G-set 289 

— hand upper (lower) derivative 699 

— helicoid 500 

— ideal (of a ring) 154 

— ideal (of an order of an algebra) 378 

— injective resolution (of an A-module) 195 

— invariant (tensor field) 241 

— invariant Haar measure 311 

inverse element (of an element in a ring) 153 

— linear space 137 

— Noetherian ring 154 

— operation 52 

— order 378 

— parametrix 878 

— projective space 446 

— quotient space 233 

— regular representation (permutation repre- 
sentation) 289 

— regular representation (reciprocal linear re- 

presentation) 291 

— resolution (of an A-module) 195 

— satellite 197 

—shunt 1145 

— singular point 1145 

— translation 289 

— uniformity 234 

id body 1279 

rigidity 501 


ring 152 

— homomorphism 153 
—isomorphism 153 

—of differential polynomials 175 
一 of p-adic integers 178 

一 of quotients 165 

一 of scalars (of a module) 186 
一 of sets 689 

一 of total quotients 165 

一 of valuation vectors 180 
Ring 152 

ringed space 114 

Ringflüche 468 

risk function 1190 

一 theory 1231 

Ritzs method 765, 1079 

Robin problem 1000 

—'s constant 758 

robot 4l 

roling curve 464 

Roman mathematics 1336 
root (of a Lie algebra) 250 
一 (of a polynomial) 124 

一 (of an algebraic group) 260 


—subspace 250 
— system (of a connected semi-simple group) 
260 й 


一 system (of a semi-simple Lie algebra) 250 
Rosen's gradient projection method 1241 
rotation 411, 896, 1290 

一 (of a vector field) 434 

一 group 228 

一 number 614 

—theorem 786 

rotational flow 1290 

rough (classification) 47 

roulette 464 

rounding off error 1062 

round off error 1062 

round-off error 1075 

row (of a matrix) 117 

—finite 120 

— vector 117 

Royden compactification 806 

Riickert’s zero point theorem 823 
Rückkehrschnitt 468 

ruin probability 1231 

rule of inference 12 

ruled surface (in algebraic geometry) 545 
— surface (n differential geometry) 500 
run 1174 

Runge-Kutta method 1075 
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c-additive measure 691 
c-complete 839 
c-complete lattice 12 


o-finite measure 691 

o-Lebesgue type 1163 

c-locally finite (covering) 82 

G-process 527 

s-parallelizable 653 

S-admissible 349 

S-flow 898 

S-matrix 1323 

S-Matrix 887, 1323 

S-morphism 107 

S-object 107 

S-scheme 549 

(S)-space 845 

sachgemáss 984 

saddle point (of a function) 1085, 1239, 1247 

— point (of a surface) 497 

— point (of a system of ordinary differential 
equations) 932 

— point theorem 1247 

— region 932 

一 -point method 1085 

same order (infinity) 91 

sample 1171, 1219 

— characteristic 1174 

— correlation coefficient 1175 

— correlation matrix 1187 

— covariance 1175 

— covariance function 1164 

— covariance matrix 1187 

— function 1118 

—mean 1174 

— median 1174 

— mode 1174 

— moment of order k 1174 

— multiple correlation coefficient 1187 

— partial correlation coefficient 1187 

一 point 1097, 1189 

— process 1118 

一 range 1174 

一 size 1220 

一 space 1097, 1173, 1189 

一 standard deviation 1174 

一 value 1173 

—variance 1174 

sampling distribution 1178 

—inspection 1223 

— inspection by attributes 1224 

inspection by variables 1224 

inspection plan 1223 

— inspection with adjustment 1224 

— inspection with screening 1224 

— methods 1219 

— procedure 1220 

Satake diagram 253 

satisfiable (formula) 15 

Sattelpunktmethode 1085 

saturation of approximation 716 
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Satz der Vollständigkeit 407 
scalar 432 

— (of a linear space) 137 

— (of a module) 186 

— (tensor of type (0,0)) 142 

— change (of a B-module) 191 

— curvature 492, 507 

— extension (of a linear representation) 292 
— extension (of a module) 191 

— field 434, 478 

— matrix 117 

— multiple (in a linear space) 136 
— multiple (of a vector) 136, 432 

— multiple (of an element in a module) 186 
— multiplication (in a module) 186 
— multiplication (in a vector space) 432 
一 operator 885 

— potential 434, 1300 

— product (of vectors) 433 

— restriction (of a B-module) 191 
— triple product 434 

scale of slope 453 

— parameter 1178, 1204 

scaling 1228 

scanned symbol 39 

scattered (covering) 82 

— (sheaf) 113 

一 set ВІ 

scattering 1322 

一 eross section 1322 

一 length 1323 

一 operator 887 

Schaltung 1301 

Schauder estimate 871 

scheduling 1274 

Scheibensatz 793 

schema 26 

一 of Souslin 34 

scheme 549 

一 over S 549 

schéme de Suslin 34 

schiefe Axonometrie 455 
Schiefkórper 129 

Schlüflis integral representation 1043 
schlicht 786 

一 function 785 

schlichtartig 802 

schlichte Funktion 786 
Schlómileh's series 1050 

Schmidt's orthogonalization 720 
Schmiegungsfunktion 790 
Schmiegungsverfahren 810 
Schnitt (of 0) 61 

Schnitt (of R) 63 

Schoenflies problem 95 

一 notation 280 

Schottky's uniformization . 802 
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Schreier conjecture 224 

Schrédinger representation 1315 

—'s equation 1314 

—'s functional equation 1031 

Schubert cycle 640 

一 variety 640 

Schubfachverfahren 1354 

Schur index (of a central simple algebra) 159 

—'s index 293 

—'s lemma 290 

—'s subgroup 293 

Schwartz space 845 

Schwarz's principle of reflection 774 

— -Christoffel transformation 612 

Schwarz-Christoffelsche Transformation 812 

Schwarzian derivative 1396 

Schwingung 1296 

secant 420 

Sechseckgewebe 458 

second 413 

— boundary value problem 750, 1000 

— complementary law (of Legendre symbols) 
325 

— component 517 

— cosine formula 421 

— countability axiom 81 

— difference 962 

— factor 383 

— fundamental differential form 496 

— fundamental form 509 

— isomorphism theorem (on topological groups) 
234 

— kina (Fredholm's integral equation) 1021 

— mean value theorem 687 

— mean value theorem (for the Riemann inte- 
gral) 683 

— parameter 516 

— problem of Cousin 820 

一 quantization 1318 

— variation formula 512 

secondary composition 625 

一 obstruction 618 

seconde quantisation 1318 

section (of a finite group) 295 

一 (of a sheaf space) 112 

sectional curvature 506 

sections coniques 421 

secular equation 118, 1283 

— perturbation 1282 

sedenion 158 

segment 406, 449 

— (in an ordered set) 68 

Seifert invariant 611 

一 surface 611 

Seinszeichen 8 

Selberg sieve 340 

Selberg zeta function 399 


selection parameter 1176 

一 statistic 1176 

self-adjoint (boundary value problem) 927 

一 (differential equation) 958 

— differential equation 939 

一 operator 863 

self-consistent subtraction method 1324 

self-dual (linear space) 140 

self-excited vibration 1297 

self-information 1257 

— polar tetrahedron 427 

— polar triangle 425 

self-linking coefficient 811 

self-reciprocal function 742 

semicontinuous 616, 664 

—funetion 664 

semidirect product group 211 

semiexact 805 

semifinite (trace) 912 

— (von Neumann algebra) 912 

semi-group 52, 211 

— (of a Markov process) 1124 

一 algebra 157 

semi-intuitionism 2 

semi-invariant (of a probability distribution) 

1102 

— (ota ring) 314 

semilinear mapping 145,191 

— transformation 145 

semilocal ring 168 

semi-logarithmic paper 1090 

semi-norm 842 

semiorder 67 

semiordered set 68 

semiprimary ring 155 

semiprime differential ideal (of a differential 
ring) 175 

semiprimitive ring 155 

semireductive 314 

semireflexive 844 

semiregular point 501 

— transformation 710 

semiscalar product 889 

semisimple (A-module) 188 

— (algebraic group) 259 

— (commutative Banach algebra) 907 

— (generalized Banach algebra) 908 

—(ordan algebra) 184 

一 (Lie algebra) 249 

— (Lie group) 242 

— (linear transform) 145 

— (matrix) 119 

— (module) 188 

— (representation) 290 

一 algebra 156 

一 component (of a linear transformation) 145 

一 ring 155 


semisimplicial complex 580 

semistable distribution 1105 

—element (of a field) 131 

—extension (of a field) 131 

sensory test 1227 

separable (function) 1087 

— (polynomial) 126 

— (rational mapping) 552 

— (stochastic process) 1118 

— (topological space) 81 

一 algebra 159, 161, 201 

—element 131 

—extension 131 

— metric space 87 

separably generated extension (of a field) 132 

separate 81 

—harmonically 444 

separated 99 

— (formal scheme) 563 

— (morphism) 550 

— (uniform space) 99 

—kernel 1024 

— S-scheme 550 

— topological group 233 

separately continuous 844 

separating family 806 

separation cochain 617 

—cocycle 617 

一 of variables 985 

— theorem 430 

sequence 49 

一 of functions 48, 49 

—of independent events 1098 

—of numbers 49 

—of points 49 

—of positive type 731 

一 of quotient groups 208 

一 of sets 49 

一 of Ulm factors 214 

sequential probability ratio test 1210 

一 sampling inspection 1223 

一 test 1210 

sequentially compact (space) 83 

一 complete (locally convex linear topological 
space) 888 

série 705 

—asymptotique 713 

—de Fourier 722 

一 de puissances 777 

—entiére 777 

series 705 

séries de Dirichlet 780 

Serre's @-theory 621 

—'s duality theorem 558 

sesquilinear form 146 

set 42 
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一 function 697 

一 of analyticity 734 

一 of asymptotic values 795 

一 of degeneracy 824 

一 of multiplicity 726 

一 of points of indeterminacy 824 

一 of poles 824 

一 of uniqueness 726 

一 of zero points 824 

一 theory 45 

set-theoretic formula 20 

set-up cost 1275 

sfield 129 

shadow price 1234 

Shapley value 1248 

sheaf 112 

一 of germs of analytic functions 113, 823 
—of germs of analytic mappings 113 
一 of germs of continuous functions 113 
一 of germs of differential forms 113 
一 of germs of functions of class С* 113 
一 of germs of holomorphic functions 113, 823 
一 of germs of regular functions 549 

一 of gerins of sections of a vector bundle 113 
一 of 6-module 115 

一 space 112 

shearing stress 1287 

shift-associated with the stationary process 897 
shift transformation 896 

shock wave 1291 

short exact (sequence) 197 

shortest path problem 1238 
—representation (of an ideal) 165 
Shrikhande square 1219 

shrink 605 

side (of a half space) 449 

一 (of a polygon) 409 

一 (of a spherical triangle) 421 

一 (of an angle) 407, 412 

— (on aline) 406 

— elevation 453 

— payment 1247 

Sidon set 735 

Siegel modular form 286 

— modular function of degree » 287 

— modular group of degree п 286 

— upper half space of degree п 286 

一 zeta function 389 

sigma function 1037 

sign test 1210 

signature (of a Hermitian form) 149 

一 (of a quadratic form) 147 

— (of an irreducible representation) 227 
Silov boundary 818 

similar (central simple algebra) 159 

— (dinear representation) 290 

— (matrices) 119 
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— (matrix representation of a semi-linear map- 
ping) 146 

— (permutation representation) 289 

— (projective representation) 296 

— correspondence 500 

—test 1204 

similarity transformation 450 

simple (A-module) 188 

— (Abelian variety) 567 

— (algebraic group) 261 

— (eigenvalue) 881 

— (function) 786 

— (К-) (algebraic group) 262 

— (Lie algebra) 249 

— (Lie group) 242 

— (module) 188 

— (n-) (topological space) 620 

— (point of an algebraic variety) 551 

— (polygon) 409 

— (representation) 290 

— algebra 156 

—are 461 

—character 292 

— closed curve 461 

— component (of a semi-simple ring) 155 

— convergence 102 

— distribution 744 

— elementary divisor (of a matrix) 118 

— extension (of a field) 130 

— function 695 

— function (=univalent function) 785 

— group 206 

— harmonic motion 1297 

— hypothesis 1202 

— lattice 279 

— layer 744 

— loss function 1190 

— point (of an algebraic variety) 551 

— point (of an analytic set) 823 

—ring 155 

— root (of a Lie algebra) 251 

— root (of a semi-simple group) 260 

— root (of an algebraic equation) 127 

— series 707 

— spectrum 884 

— theory of types 9 

simplest alternating polynomial 126 

— orthogonal polynomial 1091 

simplex (in an affine space) 449 

— (n-dimensional) (in a complex) 578 

— criterion 1234 

— method 1236 

— tableau 1236 

simplicial approximation 580 

— complex 578 

— decomposition 579 

— mapping 518 


simply connected (algebraic group) 282 

— connected (topological space) 94, 607 

— connected covering Lie group 242 

— periodic function 1037 

— transitive 289 

Simpson's 1/3 (3/8) rule 1073 

simulation 1264 

Simulation. 1264 

simultaneous (ordinary) differential 
922 

— distribution 1099 

一 equations 127 

一 inequality 666 

sine 420 

一 curve 466 

一 formula (for plane trigonometry) 421 

一 formula (for spherical trigonometry) 421 

一 integral 1048 

一 transform 728 

一 wave 1296 

single address 1093 

— (double) integral theorem of Fourier 727 

一 equation method 1225 

一 sampling inspection 1223 

singular (distribution) 1180 

— (element of a real Lie algebra) 248 

— (mapping) 674 

— (ordinal number) 71 

— (point of a quadratic form) 148 

— Get function) 698 

— chain complex 591 

—cochain 482 

一 cohomology group 591 

— complex 580 

— initial value problem 1015 

— integral equation 1026 

— integral manifold (of a differential ideal) 974 

— integral operator 866 

一 kernel 1026 

—locus (of a variety) 551 

— n-simplex (in a topological space) 580 

一 part 71. 

— perturbation 948 

— point (of a curve) 462 

— point (of a holomorphic function) 771 

— point (of a linear difference equation) 963 

— point (of a linear ordinary differential equa- 
tion) 940 

— point (of a plane algebraic curve) 538 

— point (of a polyhedron) 584 

— point (of a quadratic hypersurface) 445 

— point (of a sphere) 501 

— point (of a surface іп E?) 501 

— point (of a trajectory) 929 

— point (of an algebraic variety) 551 

— point (of an ordinary differential equation) 
946 


equations. 


RU 


— points of linear ordinary differential equations 
240 

—points of non-linear ordinary differential 
equations 945 

— projective transformation (of h-th species) 
444 

—r-chain of class C” 481 

—r-cochain of class C” 481 

一 series 335 

一 simplex 580 

一 solution (of a differential ideal) 974 

一 solution (of a partial differential equation) 
980 

—solution (of an ordinary differential equation) 
922 

— subspace 444 

一 support (of a C" -function) 870 

Singularitüten der lineare gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen 940 

— der nichtlinearen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen 945 

singularity (germ) 656 

— (of a complex function) 771 

一 (of an analytic function) 775 

一 set 824 

sinusoid 461 

situation (tape vs. machine) 39 

six-vector 1300 

size (of a block) 1214 

一 (of a random sample) 1173 

一 (of a sample) 1171 

一 (of a test) 1203 

一 (of an orthogonal layout) 1219 

skeleton (of a domain) 817 

—(r-) (of a complex) 577 

skew coordinates 436 

— product (of measurable transformations) 897 

—surface 509 

skew-Hermitian form 146 

— matrix 119 

skew-symmetric (multilinear mapping) 140 

— (tensor) 143 

— matrix 117 

skewness 1173 

Skolem's paradox 4 

slack variable 1270 

slant product 596 

slender body theory 1291 

slide rule 1095 

slit 470 

— domain 470 

slope function 764 

slow wave 1294 

slowly increasing C* -function 829 

small inductive dimension 96 

一 sample 1171 

一 set of order О 101 
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smash 605 

smooth 672 

— (measure for a Riemannian metric) 902 

— (morphism) 551 

— (point (of a variety) ) 551 

— manifold 649 

一 structure 649 

一 surface 688 

smoothability problem 650 

smoothing 650 

一 operator 877 

一 problem 650 

software 1094 

solenoidal 434 

solid geometry 405 

— harmonic function 749 

—harmonics 1043 

—sphere 416 

soliton 957 

solution (of a difference equation) 963 

— (of a linear equations) 123 

— (of a linear equation in linear programming) 
1234 

一 (of a partial differential equation) 979 

— (of a problem of geometrical construction) 
416 

一 (of a system of linear equations) 123 

一 (of an inequality) 666 

一 (of an ordinary differential equation) 922 

—curve 923, 928 

一 numerique des équations algébriques 1065 

— numérique des équations aux dérivées par- 
tielles 1079 

— numérique des équations différentielles ordi- 
naires 1075 

— numérique des équations linéaires 1063 

—of cooperative game 1248 

solvable (k-) (algebraic group) 259 

—(Lie algebra) 248 

— (Lie group) 242 

一 algebra 183 

—algebraic group 258 

一 by radicals 135 

— group 209 

solve (a differential equation) 922. 979 

sommable 682, 695 

sommation (de série) 709 

Sommerfeld's radiation condition 1017 

Sonine's polynomials 721 

sorting 1266 

— by address calculation 1266 

一 by exchanging 1266 

一 by insertion 1266 

一 by merging 1266 

一 by selection 1266 

soudure 490 

source 482 
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south hemisphere 416 

一 pole 65, 416 

space 42 

一 at infinity 447 

一 form 272, 453 

— geometry 405 

一 group 278 

— lattice 279 

—of constant curvature 506 

—of continuous mappings 103 

一 of decision functions 1190 

—of distributions 829 

—of elementary events 1097 

一 of line elements of higher order 516 

—reflection 1310 

space-time Brownian motion 1140 

Spalte 117 

span 965 

spanning subgraph 57 

— tree (in a graph) 58 

spatially homogeneous 1123 

一 isomorphie (automorphisms on a measure 
space) 898 

special (Jordan algebra) 184 

— Clifford group 163 

一 flow 898 

— function of confluent type 1033 

— function of ellipsoidal type 1033 

— function of hypergeometric type 1033 

— functions 1033 

— functions for mathematical physics 1033 

— functional equations 1030 

— isoperimetric problem 768 

一 Jordan algebra 184 

— linear group (of degree n over K) 225 

— principle of relativity 1310 

—representation (of a Jordan algebra) 185 

— service times 1252 

—surface 518 

— theory of perturbation 1286 

—theory of relativity 1309 

— transformation 252 

一 unitary group 227 

—universal enveloping algebra (of a Jordan 
algebra) 185 

— valuation. 177 

speciality index (of a divisor on an algebraic 
curve) 539 

— index (of a divisor on an algebraic surface) 
545 

—isomorphic (automorphisms on a measure 
space) 898 

specialization 548 

specific sliding 503 

spectral analysis 881 

— functor 199 

一 integral 883 


— invariant 898 

—isomorphic (flows) 1163 

— mapping theorem 865 

— measure 1159 

— multiplicity 884 

— operator 885 

— property 898 

— radius 881 

— representation 883 

— resolution 883 

—sequence 198 

— sequence (of a fibre space) 630 

— synthesis 909 

— theorem 883 

spectrum (of a commutative ring) 549 

spectrum (of a linear operator) 863 

一 (of an element of a Banach algebra) 907 

— (of an integral equation) 1026 

Speer 455 

spezielle Funktionalgleichungen 1030 

sphürische Astronomie 1281 

Sphüroidfunktion 1053 

sphere 415, 416 

=) 66 

— bundle (n-) 636 

— geometry 457 

—pair 613 

— theorem (on Riemannian manifold) 511 

— theorem (on three-dimensional manifold) S85 

spherical (space form) 272 

— astronomy 1281 

— Bessel function 1049 

— coordinates 438 

— derivative (for an analytic or meromorphic 
function) 103 

一 excess 421 

一 function 1043 

一 function (on a homogeneous space) 304 

— geometry 452 

— harmonic function 749 

— modification 651 

— representation (of a space curve (surface) ) 
496 

— representation (of a unimodular local'y com- 
pact group) 304 

—space 452 

一 triangle 421 

一 trigonometry 421 

一 wave 1296 

spheroidal wave function 1053 

Spiegelung 411 

Spiegelungsbild 66 


spin 1316 
—bundle 645 
一 mapping 645 


— representation (of SO (m) 229 
— representation (of Spin (n) ) 164 


spineur 1326 

spinor 164, 1326 

— group 164, 228 

Spinor 1326 

spinorial norm 163 

spiral 466 

Spitzenform 282 

split (exact sequence) 189 

— (extension of a group) 211 

— ine) 1088 

splitting field (of a group) 258, 293 

— field (of a polynomial) 131 

—ring 162 

Spur (einer Matrix) 118 

— (eines algebraischen Elementes) 132 

square integrable representation 300 

— matrix 117 

squaring operator 599 

зз. complex 580 

ss. mapping 580 

Staatenkunde 1170 

Stabilitat 959 

stabilité 959 

stability 959 

— (condition) 1077 

一 (of a difference equation) 1081 

stabilizer (in a permutation group) 219 

stable 959 

— (static model in catastrophe theory) 656 

— (solution of a differential-difference equation) 
968 

— cohomology operation 600 

— distribution 1105 

一 homotopy group (of a Thom spectrum) 652 

一 homotopy group of k-stem 622 

—in both directions 959 

— A-vector bundle 644 

— manifold 654 

— population. 1227 

— primary cohomology operation 600 

— process 1151 

一 range 660 

— reduction (of an Abelian variety) 573 

— reduction theorem 573 

— secondary cohomology operation 600 

— solution (of Hill's equation) 1057 

一 state 1135 

stably equivalent 643 

stably parallelizable 653 

Stachel 817 

stalk 523 

一 (of a sheaf over a point) 112 

standard (transition probability) 1135 

一 complex (of a Lie algebra) 203 

一 deviation (of a probability distribution) 1102 

— deviation (of a random variable) 1099 

— form 994 
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一 normal distribution 1103 

— position (in a Turing machine) 40 
— resolution (of Z) 201 

一 vector space 446 

star 82 

— ün a complex) 578 

— (in a projective space) 441 

— (of a subset) 82 

— body 349 

— convergence 93 

— region 779 

star-finite (covering) 82 

star-finite property 83 
star-refinement (of a covering) 83 
starting values 1077 

state of control 1223 

— space (of a Markov process) 1124 
— space (of a stochastic process) 1119 
— space in catastrophe theory 655 
static model (in catastrophe theory) 655 
stationäre Prozesse 1159 

stationary (channel) 1259 

— curve 763, 995 

— function 763 

— information source 1258 

— point 494 

— process 1159 

—state 1315 

— transmission capacity 1259 

一 value 673 

一 wave 1296 

statistic 1172 

statistical decision function 1189, 1190 
— decision problem 1190 

一 decision procedure 1190 
—estimation 1195 

—hypothesis 1202 

一 inference 1170 

一 linear model 1183 

— mechanics 1304 . 

— quality control 1222 

— thermodynamics 1305 

statistics 1170 

statistique 1172 

statistische Entscheidungsfunktion 1189 
— Folgerung 1170 

— Grösse 1172 

— Mechanik 1304 

— Qualitätskontrolle 1222 

— Schätzung 1195 

Staudt algebra 442 

staying time 1125 

steady distribution 1252 

Steenrod algebra 600 

— operator 599 

Stein manifold 820 

一 space 826 
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Steinberg group 647 

一 symbol 647 

step down operator 1041 

— function 858 

— up operator 1041 

step-size 1075 

stereographic projection 66, 459 

stetig 78 

—differenzierbar 672 

stetige Funktion 663 

Stichprobeverfahren 1219 

Stichprobenverteilung 1178 

Stiefel manifold 266 

— Whitney class 637, 638 

— Whitney class (of a topological manifold) 641 

— Whitney number 641 

Stieltjes integral 687 

—transform 143 

stimulus-sampling model 1229 

stochastic differential equation 1148 

一 integral 1120 

一 model 1232 

一 paper 1068 

一 process 1117 

— process with stationary increment of order т 
1165 

— programming 1232 

stochastically larger 1210 

stochastischer Prozess 1117 

Stoilow type 806 

Stokes approximation 1291 

一 multiplier 941 

—'phenomenon 941 

—'s formula 482 

Stolzs path 470 

Stone-Cech compactification 84, 806 

stopping time 1119 

storage 1093 

stored program 1092 

Stórungstheorie der linearen Operatoren 885 

Strahl 360 

straight angle 413 

一 line 405, 460 

一 line equilibrium point solution 1285 

straightening of the angle 650 

Strain tensor 1288 

strangeness 1331 

strategic variable 1232 

strategy 1246 

—space 1246 

stratified sampling 1221 

一 set (in differential topology) 655 

stratum 1221 

stream function 1290 

stream-line body 1292 

Streckenkomplex 803 

Streckenzug 409 


Streifenbedingung 982 

strength 1219 

stress 1287 

一 tensor 1287 

Streuung 1322 

strict implication 10 

一 inductive limit 845 

— morphism 234 

strictly (monotone function) 668 

— concave function 667 

一 convex function 667 

— determined 1247 

— ergodic (homeomorphism on a compact metric 
space) 904 

— monotone (of ordinal numbers) 70 

stroboscopic method 953 

Strömung 849 

strong (differential operator) 871 

— (equivalence relation) 47 

— (topology) 78 

—convergence (of a sequence of linear opera- 
tors) 862 

— convergence (of operators) 833 

— convergence theorem 850 

— converse theorem 1260 

— deformation retract 604 

—extension 872 

—lacuna 1009 

一 law of large numbers 1111 

— Lefschetz theorem 560 

— Markov process 1125 

— Markov property 1125 

—operator topology 862 

—summation 710 

— topology (on a direct product space) 80 

— topology (on a family of measures) 145 

— topology (on a linear topological space) Віз 

— topology (on a normed space) 834 

—type (р, q) 831 

stronger (uniformity) 100 

—form of Cauchy’s integral theorem 770 

strongly continuous representation 240 

— elliptic operator 873, 1001 

—hyperbolic type 1008 

— inaccessible (ordinal number) 23, 7] 

— measurable 858 

— mixing (automorphism) 899 

— monotone 955 

— non-linear system 952 

—P-convex 870 

—pseudoconvex 819 

—recurrent (measurable transformation) 894 

一 separated 430 

一 stationary process 1159 

一 stationary random distribution 1165 

structural stability 951 

structurally stable (Anosov system) 654 904 


structure 51 

一 (of a language) 15 

—constant 248 

— equation (for curvature form) 486, 

— equation (of Ет) 493 

一 group 632 

—morphism 107, 549 

—sheaf (of a prealgebraic variety) 549 

一 sheaf (of a ringed space) 114 

一 space 908 

一 theorem 237 

一 theorem of complete local rings 168 

structure lacunaire 780 

Struktur 51 

Student test 1206 

Stufe (eine Modulfunktion) 283 

一 (eine Untergruppe von Modulgruppe) 275 

Sturm-Liouville operator 873 

— -Liouville problem 927 

sub-A-module 186 

subadditive functional 668 

subalgebra 156 

— (ot a Lie algebra) 247 

subbase 77 

subbundle 633 

subcategory 104 

subcomplex 577 

一 (of a chain complex) 196 

subdivision 578 

subfamily 49 

subfield 129 

sub-G-set 289 

subgraph 57 

subgroup 205 

—(=lot) 1222 

一 (of a topological group) 233 

subharmonic 753 

—funetion 753 

subharmonische Funktion 753 

subinvariant measure 1130 

sublattice 72 

sublinear 831 

submanifold (of a differentiable manifold) 476 

— (of a topological manifold) 583 

submartingale 1156 

submersion 483 

subnormalsubgroup 209 

subobject 105 

subordinate 302, 474 

subordination 1129, 1152 

subordinator 1152 

subprogram 1094 

subrepresentation (of a linear representation) 
290 

— (of a projective representation) 296 

一 (of a unitary representation) 298 

subring 153 
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subsequence 49 
subset 42 


— (in axiomatic set theory) 20 
subsidiary equation of Charpit 978, 981 
subsonic 1015 

subspace (of a linear space) 138 
— (of a projective space) 440 
— (of a topological space) 79 
— (of an affine space) 447 
subsystem (of an algebraic system) 54 
— method 1225 

subtraction 1326 

succesaive approximation 1022 
— iteration 1022 

— minima 349 

— minimum points 349 

— over relaxation 1081 
successor 59 

sufficient 1175 

sufficiently many 298 

sum (a function) 962 

— (n axiomatic set theory) 20 
一 (of a series) 105 

— (of elements of a group) 205 
— (of ideals) 164 

— (of linear subspaces) 139 

— (of ordinal numbers) 76 

— (of potencies) 51 

一 (of sets) 42 

— (of submodules) 185 

— (of subspaces of a linear space) 139 
— (of vectors) 432 

— event 1097 

— of products 682 

一 over states 1306 

一 theorem for dimension 96 

— topological space 79 
summable (T-) 710 

summation (of a function) 962 
— (of series) 709 

Summation (der Reihe) 709 
superabundance 545 
superharmonic 1133 

— function 754 

— transformation 1129 

superior function 924 

it (of a sequence) 89 

— limit (of a sequence of subsets) 690 
— limit event 1098 
supermartingale 1156 
superregular 1133 
supersolvable 218 

supersonic 1015 

supplementary angles 413 

— interval 334 

supplemented algebra 201 
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support (of a section of a sheaf) 113 
— (ot a differential form) 479 

一 (of a function) 827 

一 half space 430 

—hyperplane 430 

一 line 430 

一 line function 431 

一 point 442 

一 point (convex set) 432 
supporting functional 432 
supremum (in an ordered set) 68 
surface 468, 493 

一 element 977, 992 

一 harmonics 1043 

一 integral 686 

一 of constant curvature 500 

一 of revolution 499 

一 of the second class 427 

一 of the second order 426 

一 wave 1295 

surface algébrique 543 

一 de Riemann 800 

一 du deuxiéme ordre 426 

—of general type 528 

surgery 651 

surjection 43 

—(in a category) 105 

surjective homomorphism 207 
suspension (of a homotopy class) 624 
一 (of a map) 605 

一 (of a space) 605 

— isomorphism 592 

Suzuki's group 222 

sweeping out 747 

— out method 1064 
sweeping-out principle 747 
sweeping-out process 147 
Sylvester's elimination method 172 
—'s law of inertia (on a quadratic form) 147 
symbol 876 

— (of a Fourier integral operator) 078 
一 (of a vector field) 477 
symbolic dynamical system 904 
— logie 7 

symbolische Logik 了 

symmetric (entourage) 98 

— (multilinear mapping) 140 

— (relation) 46 

— (tensor) 143 

— algebra 161 

— bounded domain 270 

— configuration 56 

— distribution function 1105 

— function. 126 

一 group 205 

一 group (of degree n) 218 

— homogeneous space 267 


—kernel 1024 

—law 4t 

—matrix 117 

一 operator 863 

一 polynomial 126 

一 positive system (of differential operators) 876 

一 positive system (of partial differential equa- 
tions) 1015 

一 product 626 

— Riemannian homogeneous space 267 

一 spinor 1327 

一 stable process 1152 

一 tensor field 478 

一 W-surface 501 

symmetrization 768 

symmetrizer 143 

symmetry 41 

一 at p 267 

symplectic group 230 

— transformation 230 

一 transformation group 230 

synchronous 1092 

synthesis 1302 

synthetic geometry 404 

system of absolute units 1276 

一 of axioms 6 

一 of closed sets 76 

一 of coordinate neighbourhoods 474 

一 of differential operators 876 

—of equations 127 

一 of equations of hyperbolic type 1007 

一 of fundamental functions 1024 

一 of fundamental solutions (of a system of 
linear homogeneous equations) 123 

一 of generators (of an A-module) 186 

一 of gravitational units 1276 

— of involution 994 

一 of linear ordinary differential equations 938 

— of notation for ordinal numbers 30 

一 of open sets 16 

一 of orthogonal functions 719 

— of orthogonal polynomials 721 

— ot orthonormal functions 719 

一 of parameters 169 

一 of partial differential equations of order ! (on 
a differentiable manifold) 975 

一 of Pfaffian equations 971 

一 of resultants 172 

一 of Souslin 34 

一 of total differential equations 971 

一 of transitivity 289 

一 of units 1276 

— simulation 1265 

System der orthogonalen Funktionen 719 

systéme d'entourage 98 

— des fonctions orthogonales 719 

— des unités 1276 


— determinant d'ensembles 34 
systems analysis 1059 
syzygy theory 200 

Szego's kernel function 1019 


T 


f-distribution 1179 

t-test 1206 

T-summable 710 

Ti-uniform space 99 

T,-uniformity 99 

table look up 1266 

一 of random numbers 1263 

Tamagawa number 263 

—zeta function 390 

tame (knot (type)) 609 

tandem queue 1252 

tangent 420 

— bundle 634 

—hyperplane 445 

一 line (of a curve in n-space) 494 

一 line (of a plane curve) 462 

—line (of a space curve) 495 

一 plane 497 

—rframe 476 

—r-frame bundle 634 

—surface 496 

— vector 475 

— vector space 476 

tangential polar coordinates 439 

— stress 1287 

Tannaka's duality theorem 241, 246 

(tape vs. machine) situation 39 

target 482 

— variable 1232 

Tate cohomology 203 

tatonnement 1249 

Tauberian theorems (on power series) 778 

tautochrone 465 

tautology (of a formula) 11 

Taylor expansion 778 

— expansion (of a function of several variables) 
817 

— series 778 

Teichmüller space 799 

teilerfremd 358 

Teilerproblem 342 

temporally homogeneous (additive process) 1149 

— homogeneous (Markov process) 1122 

tenseur de quantité de mouvement énergie 962 

tensor algebra (on a linear space) 143 

—bundle 634 

— calculus 490 

一 field 478 

一 field of class Ct 478 

一 of type (p, Q) 141 

一 product (of A-module) 189 
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一 product (of linear mappings) 141 
— product (of modules) 189 

一 product (of sheaves) 115 

— product (of vector bundles) 633 
— product algebra 156 

—product representation 290 
—representation 143 

—space of degree k 141 

一 space of type (p, q) 141 
tensorial form 486 
Tensorrechnung 490 

term (of a polynomial) 124 

— (of a predicate logic) 11 

一 (of a sequence) 49 

terminal decision 1194 

— point (—life time) 1124 

— point (of a path) 607 

— point (of a vector) 432 

— situation (in a Turing machine) 39 
一 time 1124, 1132 

termwise differentiation 708 
—integration 683 

ternary set 95 

tertiary obstruction 618 

tertium non datur 10 

tesseral harmonics 1045 

test 1202 

一 function 1202 

一 of goodness of fit 1171 

Test der statistischen Hypothese 1202 
testing statistical hypothesis 1202 
tetracyclic coordinates 437 
tetragamma function 1040 
tetragonal system 278 

tetrahedral group 219 

tetrahedron 449 

the first category (set) 80 

the’ second category (set) 80 
Theodorsen's function 1050 
theorem of angular momentum 1279 
—of complementary slackness 1234 
一 of completeness 407 

一 of division algorithm 125 

一 of double series 708 

一 of identity 773 

一 of invariance 587 

一 of invariance of analytic relations 775 
一 of invariance of dimension 97 
一 of linear order 406 

一 of momentum 1279 

—of residue 541 

—of Riemann-Roch type 573 

一 of unicity 818 

一 on complete form 37 

一 on implicit function 674 

—on localization 723 

一 on simplicial approximation 580 
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一 on termwise differentiation (of distribution) 
850 

—on unique factorization in prime elements (in 
an integral domain) 166 

‘Theorem vom Riemann-Rochschen Typus 573 

théorème de bipolaire 843 

— de limite 1109 

— de noyaux 845, 852 

— de type Riemann-Roch 573 

— des accroissements finis 670 

— des points fixes 614 

theorems of Tauberian type 778 

theoretical formula 1090 

theoretische Logik 7 

théorie axiomatique des ensembles 19 

— codée 1261 

—de contréle 1268 

— de Galois 133 

— de la distribution des valeurs 794 

— de la multiplication complexe 370 

— de la relativité 1309 

— де l'elasticité 1287 

— de nombre additive 333 

— des attenes 1250 

— des équations différentielles 920 

— des erreurs 1062 ‘ 

—des jeux 1246 

一 des modéles 14 

一 des nombres 321 ` 

— des partieules élémentaires 1330 

— des représentations 288 

— d'hiérarchies 36 

—d'obstructions 618 

— du champ 1320 

— du corps de classes 366 

— du potentiel 743 

— élémentaire des nombres 322 

一 ergodique 891 

— globale des équations différentielles linéaires 
ordinaires 943 

— globale des équations différentielles ordinaires 
non-linéaires 948 

— qualitative des équations différentielles ordi- 
maires 928 

— unitaire des champs 1312 

‘Theorie der Differentialgleichungen 920 

— der Elastizität 1287 

— der Gesellschaftsspiele 1246 

— der Hierarchien 36 

— der Hindernisse 616 

— der komplexe Multiplikation 370 

一 der linearen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen im Grossen 943 

一 der nichtlinearen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen im Grossen 948 

theory of automatic control 1268 

一 of complex multiplication 370 


—of differential equations 920 

一 of elasticity 1287 

—of elementary particles 1330 

一 of errors 1062 

一 of functions 777 

一 of games 1246 

一 of hierarchies 36 

一 of numbers 321 

一 of obstructions 616 

—of probability 1097 

一 of relativity 1309 

—of types 9 

theta Fuchsian series (of Poincaré) 283 

一 function 569 

一 function (an elliptic funetion) 1038 

一 series 151 

thickness 431 

thin 746 

— wing theory 1291 

third boundary value problem 750, 1000 

— fundamental differential form 502 

—isomorphism theorem (on topological groups) 
234 

一 kind (Fredholm's integral equation) 1021 

一 quartile 1173 

Thom algebra 652 

一 complex 652 

一 complex associated with (G, n) 652 

— space 651 

—spectrum 652 

一 Gysin isomorphism 631 

Thomsen's figure 459 

three sigma method 1223 

three-stage least squares method 1225 

three-valued logic 10 

threshold Jacobi method 1070 

Thue's (general) problem 40 

tight 1106 

time change 1129 

—lag 965 

一 parameter 1118 

一 reversal 1310 

time-like (curve) 1004 

time-optimal problem 1269 

‘Tissot-Pochhammer differential equation 1042 

Toda bracket 625 

Todd characteristic 574 

— characteristic class 645 

tolerance interval 1202 

—limits 1202 

— region 1202 

tonneau 843 

tonnelé 843 

tooth curve 504 

—surface 502 

— trace 504 

topological Abelian group 236 


一 aynamics 929 

一 entropy 905 

—field 236 

一 Benerator (of a compact Abelian group) 896 

一 group 232 

一 index (of an elliptic complex) 646 

— manifold 582 

— mapping 18 

—ring 236 

— space 75 

一 subspace 79 

一 transformation group 264, 929 

一 tree 803 

topologically complete space 102 

—conjugate 654 

一 invariant 78 

topologie 576 

一 atfaiblie 843 

一 des groupes de Lie et espaces homogénes 627 

— des variétés différentiables 649 

— différentielle 648 

— faible 843 

Topologie 576 

— der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten 649 

— der Lieschen Gruppen und homogenen Räume 
627 

topologische Abelsche Gruppe 236 

—Gruppe 232 

topologischer Raum 15 

topologize 76 

topology 16, 576 

—of differentiable manifolds 649 

一 of Lie groups and homogeneous spaces 627 

一 of the uniformity 99 

一 of uniform convergence on members of S 843 

torsion 495 

— A-module 186 

— coefficient 588 

— element (of an A-module) 186 

— form 487 

— group 213 

— group (of a simplicial complex) 588 

— product (in a category) 199 

— product (of two A-modules) 193 

— tensor 488, 522 

torsionfree A-module 186 

一 group 213 

torus 237, 488, 499 

— (group) 257 

一 function 1441 

一 group 237 

total boundary operator 194 

一 Chern class 639 

一 eurvature (of a curve) 496 

— curvature (of a surface) 498 

— degree (of a spectral sequence) 198 

— differential 671 
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— differential equation 971 

—differentiation (on a double complex) 196 

— (full) matrix algebra 117 

— matrix algebra 117 

一 order 68 

一 perspective 454 

一 Pontrjagin class 639 

一 space 629, 632 

一 Stiefel-Whitney class 638 

— transform 552 

— variation 668, 697, 702 

totale Differentialgleichung 971 

totalisation 703 

totally additive 689 

— bounded {metric space) 87 

— bounded (uniform space) 101 

— definite quaternion algebra 379 

— differentiable 671 

— differentiable (complex function) 817 

— disconnected 95 

— geodesic 509 

—imaginary 359 

— isotropic (subspace) 148 

— isotropic subspace 231 

— ordered additive group 177 

— ordered group 73 

— ordered set 68 

— positive 359 

—real 359 

— regular transformation- 710 

—singular (subspace with respect to a quadratic 
form) 148 

trace (in the theory ‘of Banach spaces) 838 

— (in von Neumann algebra) 912 

一 (of a line) 454 

— (of a matrix) 118, 1188 

— (of a separable algebraic element) 132 

一 (of an algebraic element) 132 ' 

一 (of the linear system of an algebraic surfacey 
544 

— class 868 

— formula 306 

— norm 868 

— space 888 

— theorem 838 

tractrix 466 

Trágheitsgruppe 361 

traitement de linformation 1266 

trajectory 503 

一 (of a differential equation) 928 

transcendence basis (over a field) 132. 

transcendental curve 467 

— element (of a field) 130 

一 entire function 788 

一 extension 130 

—function of Painlevé 950 

一 integral function 788 
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一 meromorphic function 790 

一 number 352 

一 singularity 776 

transfer 211 

transfinite (potency) 50 

— diameter 759 

— induction (in a well-ordered set) 69 

— ordinal number 70 

transfinite Anfangszahl 51 

— Aussage 8 

— logische Auswahlfunktion 13 

transformation 43 

— built from 9 with the celling function f 898 

— formula (of 9-series) 151 

— formula (of the generating function of a par- 
tition) 345 

— formula of Schwarz-Christoffel 812 

一 group 263 

— group (defined by a system of ordinary dif- 
ferential equations) 929 

— induced by p on А 898 

— matrix 674 

一 of local coordinates 449 

一 of principal axis 882 

— parameter 1178 

— problem 215 

—space 259 

一 to an equilibrium system 978 

— to principal axis 882 

transformation de contact 976 

一 de Fourier 727 

一 de Laplace 739 

— de Schwarz-Christoffel 812 

— intégrale 141 

Transformationsgruppe 268 

transgression 631 

— (homomorphism of cohomology groups) 202 

iransient (point of a Markov process) 1125 

— problem 987 

— solution 1251 

transition 1295 

— diagram (in an automaton) 41 

— funetion (coordinate transformation) 632 

— function (of a Markov chain) 1131 

— matrix 1131 

— point 942 

— probability (of a Markov chain) 1131 

— probability (of a Markov process) 1122 

transitive (k-ply) (G-set) 289 

— (k-ply) (group) 289 

— (relation) 46 

一 law (for order) 61 

— permutation group 219 

transitively 264 

translatability 1256 

translation flow 903 

一 number 736, 737 


—operator 919 

一 theorem 368 

transmission capacity 1260 

一 rate 1259 

transportation problem 1237 

— problem on a network 1238 

Transportproblem 1237 

transposé 748 

transposed equation 1024 

— mapping (of a linear mapping) 139 

— matrix 117 

一 operator 872, 1020 

— representation 291 

transposition 218 

transshipment problem 1238 

transsonic flow 1291 

— similarity rule 1292 

iransvection 231 

transversal (family of stationary curves) 995 

— (flow) 903 

一 field 903 

一 wave 1296 

transversality (condition) 763 

transverse 585 

一 axis 423 

—field 585 

—r-field 659 

transzendente Zahl 352 

trap (of a diffusion process) 1145 

— (of a Markov process) 1125 

trapezoidal rule (of numerical integration) . 1073 

— rule (of numerical solution of ordinary dif- 
feréntial equations) 1077 

treatment 1214 

一 contrast 1215 

—effect 1215 

tree 58, 461 

—(=maximal tree) 1238 

一 of a game 1249 

— representation 1267 

triad 620 

trial function 1079 

triangle 409, 449 

一 law 86 

一 test 1228 

triangular matrix 117 

一 number 334 

triangulation 579 

triclinic system 278 

Tricomi’s equation 1015 

—'s problem 1015 

tridiagonal matrix 1072 

trigamma function 1040 

trigonometric function 420, 672 — ' 

一 integral 727 

一 series 722 

一 sam 334 


irigonométric 420 

Trigonometrie 420 

trigonometry 420 

trilinear coordinates 439 

triple 620 

tripolar coordinates 439 

trisection of an angle 417 

trivial (fibre bundle) 633 

—(K-) 258 

— (knot) 609 

— (local coefficient group) 592 

—sheat 113 

— valuation 178 

trochoid 464 

true (symbol) 10 

一 anomaly 1284 

truncation error 1082, 1075 

truth value (of a formula) 11 

truth-value function 10 

tubular neighbourhood 476, 506, 650 

turbulence 1295 

turbulent flow 1292, 1294 

Turbulentstrémung 1294 

Turing machine 39 

Turingsche Maschine 39 

turning point 942, 1085 

turnpike theorem 1249 

twin prime numbers 339 

two-bin system 1274 

two-body problem 1282 

two-phase simplex method 1236 

two-point boundary value problem 026 

two-sided (surface) 468 A 

— chi square test 1206 

— generator (for an automorphism of a measure 
space) 900 ia 

— ideal 378 

— ideal (of a ring) 154 

— Student test 1206 

two-stage least square method 1225 

two-stage programming under uncertainty 1236 

two-valued logic 10 

two-way layout 1217 ， 

type (of a finite Abelian group) 214 

一 (of a linear space) 53 

一 (of a quadratic form) 148 

一 (of a structure) 53 

一 (of a transcendental number) 353 

一 (of an Abelian p group) 214 

一 number 934 Я 

—problem 802 

Typentheorie 9 


u-chart 1222 
U-statistic 1182 
Uberdeckung 44 
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Übertragung 484 

Ulm factor 214 

ultrabornologique 845 

ultraconvergence 780 

ultradistribution 857 

ultrainfinite point 452 

ultrapower 17 

ultraproduct 17 

ultraspherical polynomials 721 

umbilical point 498 

Umgebung 76 

Unbestimmte 125 

wnbiased confidence region 1201 

— estimator 1195 

— level a test 1204 

— ratio estimator 1221 

— regression estimator 1221 

— variance 1184 

unbounded 801 

一 manifold 582 

uncertainty 1315 

unconditionally converge 706, 858 

uncorrelated 1175 

undefined concept 6 

一 term 6 

undeterossing point 609 

underdetermined (system of differential opera- 

tors) 876 

ystem 982 

underflow 1062 

underlying group 232 

一 topological space (of a differentiable mani- 
fold) 474 

— topological space (of a topological group) 232 

undotted spinor of rank k 1327 

uneigentliche Funktion 854 

Ungleichung 665 

unicity principle 747 

— theorem 367, 733, 750 

unicursal 461 

一 curve 539 

unified field theory 1312 

uniform algebra 909 

— convergence 102 

— convergence (of a sequence of linear opera- 
tors) 882 

— convergence in wider sense 103 

— convergence on compact sets 103 

— convergence on @ 103 

— distribution 351, 1103 

— family of coverings 99 

— family of neighbourhoods 99 

— isomorphism 100 

— operator topology 862 

—space 98 

— subspace 100 

— topological space 99 
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一 topology 99 1 

uniformer Raum 98 

uniformisation 35 | 

uniformity 98 

— generated by a pseudo-metric 100 | 

— generated by pseudo-metrics 100 

uniformizable (topological space) 101 

uniformization 802 

uniformly (primitive recursive) 26 

— absolutely convergent (series) 102 

— almost periodic function 737 

— better 1190 

— consistent test 1208 

— continuous (mapping of metric spaces) 88, 
663 

—continuous (mapping of uniform spaces) 99 

— continuous on a subset 101 

— convergent 102 

— convex 835 

— equivalent (uniform spaces) 100 

一 integrable 1156 

—locally compact (space) 84 

— minimum variance 1195 ] 

— most powerful (confidence region) 1201 

— most powerful (test) 1203 

— most powerful invariant level a test 1205 

— most powerful unbiased level а test 1204 

— plus Ljapunov stable 930 

— stable (solution of a functional differential 
equation) 970 

unimodal 1108 

unimodular 263, 312 

— group 225 

union (in axiomatic set theory) 20 

一 (of sets) 42 

—ot surface elements 977, 993 

unipotent (linear transform) 145 

— group 258 | 

— matrix 119 

unique continuation theorem 1001 

— decomposition theorem 585 

— existence theorem 937 

— factorization domain 166 

— factorization ring 166 

— factorization theorem (in an integral domain) 
166 

uniquely ergodic (homeomorphism on a compact 
metric space) 904 

uniqueness condition 924 

— theorem 924 

unirational (variety) 

uniserial algebra 161 

unisolvent system (of functions) 745 

unit dength) 412 

— (of a lattice-ordered linear space) 839 

一 (of a symmetric matrix) 150 


553 


— (of an algebraic number field) 358 


一 cell 416 

一 circle 65, 416 

一 cube 414, 416 

一 disk 416 

一 distribution 1103 

一 element (of a field) 129 

一 element (of a group) 205 

一 element (of a ring) 152 

一 function 918 

一 group 358 

— matrix 117 

—n-cube 416 

一 operator 834 

一 point (of a projective frame) 

一 point (of an affine frame) 

— representation 290 

—sphere 418 

— vector (in an affine frame) 448 

— vector (in Euclidean space) 433 

unitär Darstellung 297 

unitarity cut 1326 

unitary (A-module) 186 

— (homomorphism) 153 

— (module) 186 

一 algebra 156 

一 equivalent 884 

一 group 227 

一 isomorphic (flows) 

一 matrix 119 

一 operator 863 

一 representation 297 

一 restriction 252 

一 ring 54, 152 

—semi-group 54 

一 symplectic group 230 

— transformation 149, 231 

—transformation group 227 

univalent 786, 811 

—correspondence 47 

—function 785 

auniversal.197 

— (unfolding) 656 

—(@-tunctor) 197 

— bundle 634 

一 Chern class 639 

— coefficient theorem 590 

— coefficient theorem (for homology groups) 
194 z 

— coefficient theorem (in: Abelian category) 197 

— compact group of G ` 738 

— constant 812 

— covering group 236, 608 

— covering space 608 

— covering surface 801. 

一 curve 462 ait 

—domain 548 

enveloping algebra 250 


442 
448 


1163 


—Euler-Poincaré class 639 

— mapping property 109 

— Pontrjagin class 839 

— proposition 8 

一 quantifier 8 

一 set (in set theory) 42 

—Stiefel-Whitney class 639 

一 Turing machine 40 

universe (of a structure) 15 

unknotted 609 

unmixed (dea) 169 

unmixedness theorem 169 

unordered pair 43 

— pair (in axiomatic set theory) 20 

unoriented cobordism class 652 

— cobordism group 652 

unramified (covering surface) 801 

— (prime ideal) 360 

— covering 543 

—extension 360, 375 

unstable 959 

— (solution of a functional differential equation) 
970 

— manifold 654 

— solution 1057 

up-ladder 1041 

upper bound (of an ordered set) 68 

— boundedness principle 744 

— central series 209 

— derivative 699 

— derivative in the ordinary sense 698 

— derived function 699 

— envelope 754 

— limit (of a Riemann*integral) 682 

— limit function 664 

—semi-continuous 664 

— semi-continuous decomposition 80 

—semi-lattiee 71 

— variation 697 


v 
vague topology 745 
valeur principale 684 
valid formula 9,12 
valuation 177 
— ideal (of a valuation) 177 
一 ring 177 
— vector 180 


value distribution 794 

— distribution theory 794 

— group (of a multiplicative valuation) 177 
— group (of an additive valuation) 177 
valued (п-) 774 

уап der Pol's equation 952 

Vandermonde's determinant 123 

vanishing cycle 560 

—lime 4549 
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一 point 454 

variable (of a function) 48 

一 (of a polynomial) 125 

一 component 554 

一 point 544 

variance 1099, 1102 

一 matrix 1102 

variance-covariance matrix 1102 

variation (of a curve on a differentiable mani- 
fold) 512 

一 (of an integral operation) 105 

一 equation 925 

一 of constants formula 970 

variational derivative 763 

— equation 960 

— principle 1277 

Variationsprinzip 1277 

Variationsrechnung 762 

—im Grossen 509 

variété 582 

—à bord 652 

—abélienne 568 

—algébrique 547 

— complexe 522 

—différentiable 474 

— feuilletée 440 

— kihlerienne 529 

—riemannienne 504 

variety of moduli 543 

vecteur 432 

—de Witt 176 

vector 432 

一 (of a linear space) 137 

一 (p-) 144 

一 bundle 633 

一 field 434, 476 

一 field of class Cr 476 

—flux 434 

一 group 237 

一 invariant 315 

— lattice 839 

— line 434 

— potential 434, 1300 

— product 433 

— representation (of a Clifford group) 163 

一 space 136, 433 

— triple product 433 

一 tube 434 

Vektor 432 

velocity potential 1290 

Verband 71 d 

Vereinigungsmenge 42 

vérification des hypothèses statistiques 1202 

Verkürzungszahlen 454 Ў 

Verlagerung 211 

versal (unfolding) 656 


Versicherungsmathematik 1230 à 
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version 1118 

Versuchsplanung 1214 
Verteilung der Primzahlen 337 
verteilungsfrei Methode 1210 
vertex (of a complex) 577 

一 (of a cone) 421, 427 

— (of a convex cell) 449 

— (of a polygon) 409 

— (of a simplex) 449 

— (of a spherical triangle) 421 
— (of a star region) 779 

— (of an angle) 407, 412 
vertical (vector) 485 

—angles 413 

一 component 485 

一 trace 453 

vertices (in a graph) 57 

very ample (linear system) 554 
一 ample divisor 554 
Verzerrungssatz 786 
verzweigte Typentheorie 9 
Verzweigungsgruppe 361 
vibration 1296 

vier Spezies 59 
Vierfarbenproblem 471 

Viëte 1361 

Vietoris homology group 593 , 
Villat’s integral formula 770 


Vinogradov's mean value theorem 336 


virtual arithmetic genus 557 
— degree 544 

一 genus 575 

viscosity 1289 

visual centre 454 

Vitali’s covering theorem 699 
voisinage 76 

Volikugel 416 

Volterra type 1029 

—'s integral equation 1021 
volume 414 

一 (of a simplex) 450 

一 (of an idéle) 181 

一 element 482 

von Neumann 1361 

一 algebra 911 

—'s condition 1081 

von Neumannsche Algebra 911 
Vorratskontrol 1273 
vorticity 1290 


w-plane 789 

w-sphere.- 66 
W*-algebra 912 
"W-construction 626 
W-surface 501 
Wagners function 1050 


Wahrscheinlichkeitsrechnung 1097 
"Wahrscheinlichkeitsverteilung 1102 


Walsh's system of orthogonal functions 


wandering 930 

—point 654 

—under 894 

Wang exact sequence 631 
Warteproblem 1250 
Watson transform 1729, 742 
一 formula 1050 

wave 1295 

一 equation 1003, 1296 

— function 1315 

一 length 1298 

— number 1296 

weak (differential operator) 871 
— (equivalence relation) 47 
— (topology) 78 

— Bernoulli partition 902 
— convergence 843 


— convergence (of a sequence of submodules) 


198 

— convergence (of operators) 834 
— converse theorem 1260 

— dimension (of a module) 200 
— extension 872 

— global dimension (of a ring) 200 
— homotopy equivalence 605 

— integrability 859 

— integral 859 

— lacuna: 1009 

一 law of large numbers 1160 

— Lefschetz theorem 560 

— operator topology 862 

— solution 1000 

—summation 710 

— theorem of Mordell-Weil:347 


— topology (of (semi-) normed space) 745, 834, 


843 
— topology 79, 581 
— * topology 843 


一 topology as functionals 834 

— type (p, Ф) 831 

weaker (uniformity) 100 ` 
weakly continuous representation 240 
— equivalent (transformations) 895 
— hyperbolic type 1008 

accessible (ordinal number) 71 
— integrable 859 

— isomorphic (automorphisms) 901 
一 measurable 859 

一 mixing (automorphism) 899 

— non-linear system 952 

— stationary process 1159 


— stationary process of degree К 1165 
— stationary random distribution 1160 


— symmetric Riemannian space 272 


— wandering set 894 

— wandering under a group ¥ 895 

— wandering under 9 894 

wedge product (of derived functors} 200 

Weierstrass 1362 

—' approximation theorem 715 
' canonical form (of elliptic curve) 540 

—' canonical form (of gamma function) 1039 

—' point 798 

—' preparation theorem 174, 818 

weight 449 

— (function in orthogonality) 719 

— (ofa code) 1262 

—(of a covariant) 315 

一 (of a representation of a Lie algebra) 254 

一 (of an automorphic form) 282 

— (ot an invariant) 315 

—tunction 719 

Weil cohomology 395 

—domain 819 

— measure 312 

一 number 567 

—'s conjecture 394 

Weingarten's surface 501 

Welch's test 1207 

welk 113 

well-chained (metric space) 95 

well-order 68 

well-ordered set 68 

well-ordering theorem 49 

well posed 984 

Welle 1295 

Wentzel-Kramers-Brillouin (W.K.B.) method 
1085 

Wertverteilungstheorie 794 

Weyl 1362 

— chamber 252, 260 

— group 252, 259 

— group of a root system 260 

— s canonical base 251 

—'s character formula 255 

—'s integral formula 313 

—'s lemma 871 

一 ' principle 351 

white noise 1161 

Whitehead group (of a ring) 1647 

—product 624 

Whitney sum 633 

whole event 1097 

Widerspruchfreiheit 6 

width of scattering 1323 

Wiener compactification 807 

—process 1138, 1150, 1255 

一 test 1135 

— -Hopf integro-differential equation 1030 

Wigner's coeflicient 1329 

‘Wilcoxon's test 1211 
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wild 586 

— (knot) 609 

Wilson's theorem 324 

wirbelfrei 434 

inger presentation. 610 

Wisharts distribution 1180 

witch 463 

without multiplicity (representation) 298 
Witt decomposition 148 

一 group (of nondegenerate quadratic form) 148 
— vector 176 

Wittscher Vektor 176 

W.K.B. method 1084 

W.K.B. Verfahren 1084 
Wohlordnungssatz 49 

word (for Turing machine) 40 


—problem 215 

Wronskian 675 

Wu class 641 
x 

X-minimal 803 

X-chart 1222 

X-manifold of class Cr 484 
Y 


Youden square 1219 
Young space 102 
—'s diagram 294 
—'s symmetrizer 294 
Yukawa potential 747 


z 


С function associated with а prehomogeneous 
space 401 

z-distribution 1180 

z-plane 66 

z-sphere 66 

z-transformation 1182 

Zahl 59 

zahlentheoretische Funktion 328 

Zahlentheorie 321 

Zariski ring 168 

一 topology 548, 549 

—'s connectendess theorem 564 

—'s main theorem 552 

Zeichenwechsel 128 

Zeile 117 

zerfallen 211 

Zerfallungsanzahl 344 

Zerfüllungskórper 131 

zerlegungsgleich 409 

Zerlegungsgruppe 361 

Zermelo-Fraenkel set theory 20 

zero (of a function on an algebraic subvariety) 
554 
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一 algebra 156 

一 chain 587 

一 divisor (of a function) 554 

— divisor (of a ring) 152 

— divisor (with respect to М/Р) 167 

— element (of a field) 129 

— element (of an additive group) 214 

— element (of a ring) 152 

— matrix. 117 

object 109 

— point (of a complex function) 771 

一 poipt (of a function on an algebraic curve) 
538 

— point (of a polynomial) 124 

— point (of a subset of a polynomial ring) 171 

— point of k-th order 711 

— representation 289 

— ring 152 

— vector 432 

zero-sum game 1247 

— two-person game 1246 

zeta function 380, 654, 1037 


— function defined by Hecke operators 392 
— function of algebraic function field K/k 393 
Zetafunktion 380 
Zielwert 792 
zonal harmonics 1045 
— spherical function 304 
Zorn's lemma 50 
ZPE. Ring 166 
Zufallszahlen 1263 
Zunge 793 
zusammenhängend 94 
zusammenziehbar 94 
Zustandsumme 1306 
zweite Quantelung 1318 
Zwischensatz 664 
Zygmund class 724 
Zykel 455 
Zyklographie 455 

Symbols 
Ə-functor 197 
*-functor 197 
*-representation 908 
*-subalgebra 912 


R X 索引 


A 


абелева группа 213 

абелево многообразие 566 | 

абстрактный интеграл 857 

автомат 41 

автоморфная функция 282 

аддитивная теория чиссл 333 

аддитивный процесс 1149 

адел н идел 180 

акснома 5 

аксиома выбора 49 

аксноматическая теорня множества 19 

алгебра 116, 156 

алгебра (один род алгебранческих систем) 156 

алгебра Гопфа 602 

алгебра Җордана 183 

алгебра Клиффорда 162 

алгебра Кэли 183 

алгебра Ли 247 

алгебра Рака 1328 

алгебра фон Неймана 911 

алгебраическая геометрия 535 

алгебраическая группа 256 

алгебраическая кривая 537 

алгебранческая поверхность 543 

алгебранческая функция 796 

алгебранческое многообразне 547 

алгебранческое уравнение 127 

алгеброндная функиня 807 

анализ 661 

анализ размерностей 1277 

аналитическая механика 1280 

аналитическая теория полугрупп 888 

аналитическая функция 773 

аналитическая функция многих переменных 816 

аналитическое множество 33 

аналитическое пространство 822 

аналоговая вычислительная машина 

арабская математика 1336 

арифметика алгебры 378 

арифметика квадратичных полей 355 

арифметика локального поля 374 

арифметика поля алгебраических чисел 357 

арифметическая функция 328 

асимптотические свойства обыкновенных ang- 
ференциальных уравнений 933 

асимптотический ряд 713 


1095 


аффннная геометрия 446 


Б 
биометрика 1226 
броуновское движение 1138 
булева алгебра 74 

B 


Вариационное исчисление 762 
вариационное исчисление в целом 509 
вариационный принцип 1277 

вектор 432 

вектор Витта 176 

векторное пространство 135 
вероятностный процесс 1117 
ветвящийся процесс 1153 
вещественное число 62 

возмущенне линейных операторов 885 
волна 1295 

вопрос Плато 766 

вопрос трёх тел 1285 

вторая квантизацня 1318 
выпуклая функция 667 
выпуклое множество 430 
вычерчивание кривой по точкам 
вычислительная машина 1091 


г 


1090 


гамма-функция 1039 
гармоническая функция 749 
гармонический анализ 730 
гармонический интеграл 532 
геометрическая оптика 1298 
reowerpus 404 
геометрия сети 458 
геометрия чисел 348 
гидродинамика 1289 
гильбертово пространство 832 
тапергеометрическая функция 
толоморфная функция 769 
гомологнческая алгебра 195 
томологическая группа 586 
гомотопическая группа 619 
томотопический оператор 623 
томотопия 603 
траничная задача обыкновенных дифференцналь- 
ных уравнений 926 


1040 


графическое исчисление 1088 
греческая математика 1334 
группа 205 

группа Ли 241 


группа преобразовгний 264 
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n 


действительное число 

детерминант 121 

дзета-функция 380 

динамика твёрдого тела 1279 

динамическое программирование 1242 

диссняативное уравнение 888 

дифференциальная геометрия 472 

дифференциальная геометрия кривых и поверхно- 
стей 493 

дифференциальная геометрия различных npo- 
странств 516 

дифференциальная топология 648 

дифференциальное исчисление 669 

дифференциальное кольцо 174 

дифференциальное уравнение с отилоняющимся 
аргументом 965 

дифференциальное уравнение c частными пронз- 
водными 979 

дифференциальное уравнение c частными пронз- 
водными гиперболического типа 1003 

дифференциальное уравнение с частными 
производными параболического типа 1010 

дифференинальное уравнение c частныма пронз- 
водными первого порядка 992 

дифферепцнальное уравнение c частнымя пронз- 
водными смешанного типа 1014 

дифференциальное уравнение с частными произ- 
водными эллиптического типа 996 

дифференциальный оператор 869 

дифференцируемое многообразие 474 

диффузнонный процесс 1144 

диффузня 1303 

длина и площадь 609 

древняя Математика 1333 


евклидова геометрия 410 
евклидово пространство 415 
единая теория поля 1312 
емкость 758 


3 


задача Дирихле 755 

задача о перевозках 1237 

задача о собственных значениях 880 
задача о четырёх цветах закрашнваний 471 
задача погружения 658 

задача Ферма 373 

зубчатая передача 502 


идеальная граница 805 
идел 180 


изопериметрическая задача 767 
иматация 1264 

инварнант m коварнант 314 
инварнантная мера 311 

индуктивный предел w проективный предел 110 
интеграл Данжуа 703 

интеграл Лебега 695 

интегральная геометрия 317 
интегральное исчисление 681 
интегральное преобразование 741 
чнтегральное уравненне 1021 
интегральный инварнант 961 
интегро-дифференцигльное уравненне 1029 
интерполяция 1059 

исследование операций 1253 


K 


K-reopus 643 

категория 日 функтор 104 

качественная теория обыкновенных дифферен. 
циальных уравнений 928 

квадратичная форма 147 

квазианалитическая функция 679 

квазиконформное отображение 814 

квантовая механика 1313 

кибернетика 1954 

китайская математика 1338 

классические группы 225 

когомологическая операция 598 

колебание 1296 

кольцо 152 

кольцо когомологни 595 

кольцо полнномов 170 

кольцо степенных рядов 173 

комбинаторика 55 

коммутативная топологическая группа, 236 

коммутативное кольцо 164 

компактная группа 239 

компактный оператор 866 

комплекс 577 

комплекс Эйленберга-М4клейна 625 

комплексное многообразие 522 

комплексное число 64 

конечная группа 216 

коническая поверхность 426 

коническое сечение 421 

конструктивное порядковое 30 

конфліоентная функция 1046 

конформная геометрия 456 

конформное отображенне 809 

координаты 436 

кривая 460 

кривая второго порядка 421 

криволинейный интеграл и поверхностный интег- 
рал 686 

кристаллографическая группа 278 


л 


линейная статистическая модель 1183 

линейное обыкновениое дифференциальное урав- 
ненне 937 

линейное планирование 1233 

линейное программирование 1233 

линейное пространство 136 

линейное топологическое пространство 841 

линейные уравнения 123 

линейный оператор 862 


M 


магнитная гидродинамика 1293 

марковская цепь 1131 

марковский процесс 1122 

мартингал 1156 

математика в эпохе Возрождения 1346 

математика 18го века 1348 

математика 19го века 1348 

математика для страхования 1230 

математика Индии 1337 

математика 17го века 1346 

математическое планирование 1232 

математическое программированне 1232 

матрица 117 

машина Туринга 39 

мера 689 

мероморфная функиня 790 

метод P.L.K. 1083 

метод W.K.B. 1084 

метод интегрирования дифференциальных ypasnc- 
ний с частными пронзволнымн 984 

метод осмотра образчиком 1219 

меїод перевала 1085 

метрическое пространство 86 

механика Ньютона 1278 

многоварнантный аналнз 1185' 

мібголистная функция 786 

многообразне 582 

многообразие Кэлеря 529 

многочлен 124 

множество 42 ' 

моделирование 1264 

модуль 185 

мощность 50 


накрывающее пространство 607 

начальная задача дифференцнальных уравнений c 
частными производными 988 ， 

начальная задача обыкновенного лифференциаль- 
ного уравнения 923 

начертательная геометрия 453 

пебесная механика 1282 

неевклидова геометрия 451 

нелинейная проблема 954 
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нелинейное программирование 1239 
нелинейные колебания 951 
неопределённое уравнение 346 
непараметрический метод 1210 
непрерывная геометрия 75 
непрерывная дробь 325 
непрерывная функция 663 
неравенство 665 

нетерово кольцо 167 

неявная функция 674 

номограмма 1086 

нормированное кольцо 906 
нульмножество в смысле теорин функций 760 


о 


обобщённая функция 847 

обработка данных 1266 

обыкновенное дифференциальное уравнение 921 

ограниченная функция .782 

однолистная функция и многолистная функция 
785 

однородное пространство 265 

оператор Грина 1019 

операторное исчисление 917 

определение орбиты 1283 

основания геометрин 405 

основания математики 1 

особые точки линейных обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений 940 

особые точки нелинейных обыкновенных диффе- 
ренцнальных уравнений 945 

отношение 46 [ 

отношенне рассеяния 1325 

отношение эквивалентности 47 

оценка 177 


n 


парадокс 6 

пеановская кривая 467 
планирование экспериментов 1214 
плоская область 470 

площадь 699 

поверхностный интеграл 686 
поверхность 468 

поле 129 

полином 124 

полиномнальное приближение 715 
полное дифференциальное уравненне 971 
порялковое число 70 

порядок 67 

пючти-пернодическая функция 736 
правильный многогранник 418 
предельные теоремы 1109 
предикатная логика 11 
преобразование Лапласа 739 
преобразование соприкосновения 976 
преобразование Фурье 727 
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преобразование Шварца-Христоффеля 812 
проблема геометрической конструкции 416 
проблема разрешимости 31 

проблема узлов решётки 342 
прогнозирование 1166 

программа Эрлангена 435 

проективная геометрия 440 

проекция карты 459 

производное множество 795 
пронзводящая функция 1034 
пропознциопальная логика 10 
пространство Банаха 833 

пространство наложения 607 
пространство Финслера 514 

психометрика 1227 

пучок 112 


P 


равномерная сходимость 102 
равномерное пространство 98 
размерность 96 

размещение 54 
разностно-дифференциальное уравнение 965 
разностное исчисление 962 

разрывная группа 973 

распределение вероятности 1102 
распределение простых чисел 337 
распространение образчнков 1178 
рассенванне 1303 

рассеянне 1322 

расслоенне 631 

раселоенное пространство 629 

регулярная функция 769 

рекурсивная функция 25 

релаксационный метод 1082 

решётка 71 

риманова поверхность 800 

риманово многообразие 504 

римская и средневековая математика 1336 
ряд 705 

ряд Дирихле 780 

ряд Фурье 722 


Ѕ-матриша 1323 

свободная группа 215 

связанный 94 

сеть 1301 

символическая логика 7 

симметрическое риманово пространство 267 
система единиц 1276 

система ортогональных функций 719 
случайные числа 1263 

соединенне 484 

сопряжённое дифференцнальное уравненне 958 
сочетанне 54 


специальные функции 1033 
специальные функциональные уравнения 1080 
спинор 1326 

статистическая механика 1304 
статистическая оценка 1195 
статистическая проверка гипотез 1202 
статистические величины 1172 
статистический вывод 1170 
статистический контроль качества 1222 
стационарный процесс 1159 

степенный ряд 777 

степень отображения 613 

строенне 51 

структура 51 

субгармоническая функция 753 
суммирование (рядов) 709 
сферическая астрономия 1281 
сферическая функция 1043 
сходимость 89 


T 


тензорное исчисление 490 

теорема о неподвижной точке 614 
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Suzuki Yoshindo 35 
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Swan, Richard G. 115, 201, 297, 559, 648 
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Tamagawa Tsuneo 151, 152, 182, 263, 370, 381, 
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Trudinger, N. 1003 

‘Truesdell, Clifford Ambrose T. 1033, 1034 
Tschebyscheff 一 Cebyse 

Tsen Chiungtze-C. 348, 380 
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Van Daele, A. 914, 917 

van den Berg, F. J.— Berg 

van Dantzig, D.— Dantzig 

van der Corput, J. G. 一 Corput 

van der Kulk, W.— Kulk 
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Varga, R. S. 1065 
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Verma Daya-Nand 310 

Ver&ik, Anatolii Moiseevié 898, 906 
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von Fedorov, E. — Fedorov 
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von Kerékjártó, B. + Kerékjártó 
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Von Koppentels, W. G. M. — Koopenfels 
von Lommel, E. C. J. > Tommel 

von Mangoldt, H. — Mangoldt 
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von Staudt, K. G. C. + Staudt 
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Washnitzer, Gerard 395, 396 

Wasow, Wolfgang Ricnard 715, 943, 948, 1084 

Wassermann, Gordon 658 

Watanabe Shigeru 504 
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Watts, D. G. 1122 

Wayland, Harold 1072 
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Weiss, B. 902 

Weiss, Edwin 204, 366 

Weiss, І. 1195 

Weitzenbock, Roland W. 315, 316 

Welch, B. L. 1207 
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Wendorff, B. 1059 
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Weyl, F. Joachim 793, 1362 
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Wieferich, Arthur 374 

Wielandt, Helmut 217, 220, 224, 225 
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1166, 1167, 1168, 1169, 1254, 1255, 1256, 1257 | 
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Wilf, Herbert S. 1059, 1069 

‘Wilkinson, James Hardy 1063, 1072 

Wilkinson, W. E. 1253 

Wilks, Samuel Stanley 1178, 1183, 1186 

Willers, Friedrich Adolf 1089 

Williamson, J. H. 734, 736 

Williamson, Richard Edmund 652 
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‘Wilson, B. M. 331 
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Wilson, K. B. 1068 

Wiman, Anders 789 

Winnik, M. 914, 916 
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Wolfe, Philip 1233, 1236, 1237, 1240, 1242 
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Wrench, John William 420 
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Wylie, S. 582, 595, 598 


x 


Xu Guang-Qi (=Hsu Kuang-Chi) 1343 
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Yamanoshita Tsuneyo 625 
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Yamauchi Ziro 1059, 1061, 1082, 1091, 1264 

Yamazaki Keijiro 296 
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Yaspan, Arthur J. 1254 
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Yasuura Kamenosuke 1303 

Yates, Frank 1091, 1495 
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Yoshida (—Yosida), Yóiti 7, 695, 772, 777 
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Okubo Kenjiro PUTES Kurusima Yosihiro 
Ohya Yujiro AREA Kuga Michio 
Ohnishi Masao 
Ohtsuka Makoto ma 
Omae Yositugu 395 
Oharu Shinnosuke FH A Toda Hirosi 
Osima Masaru FME Toda Hideo 
Oono Yosiro FERK Toda Morikazu 
Otsuki Tominosuke 
| 部 | ЖЕЕ Inoue 8, 
上 原 М Uehara Hiroshi 井上 政 久 Inoue Masahisa 
p s ie ARUM JE Igusa Jun-ichi 
da it FAR Iseki Tomotoki 
山 / 下 常年 Yamanoshita Tsuneyo 木下 素 夫 Kinoshita Motoo 
山下 英 男 Yamashita Hideo 木村 俊 房 Kimura Tosihusa 


MEEL] Yamaguti Masaya XHEUE Kimura Motoo 


1800 数学 百科 辞典 


木 原 太 郎 
太田 ё 
ж#н 
友 近 E 


BF X 
ABER 
日 野 诛 幸 利 
"um 
中 山 Е 
中 出 Be 


Kihara Taro 
Ota Minoru 
Inui Teturo 
Tomotika Susumu 
| 部 
Kusaka Makoto 
Hidaka Koji 
Hinohara Yukitoshi 
Nakaguti Hirosi 
Nakayama Tadasi 
Nakayama Takashi 
Nakai Mitsuru 
Nakai Yoshikazu 
Nakanishi Shizu 
Nakamura Masahiro 
Nakamura Koshiro 
Nakamura Iku 
Nakamura Tokusi 
Nakamura Seitaro 
Nakaoka Minoru 
Nakane Genkei 
Nakano Hidegoró 
Nakano Shigeo 
Mizuno Yukio 
Midzuno Hiroshi 
Utida Itumi 
Uchida Kóji 


1 部 
Imai Isao 
Konno Shuji 
Tanno Shükichi 
Nishina Yoshio 


五 8 

、 部 
Tachibana Shun-ichi 
Nagata Masayosi 
Nagao Hirosi 
Nagasaka Hideko 
Nagami Keio 
Hironaka Heisuke 


一 部 
Hirai Takeshi 
Hirasawa Yoshikazu 
Suetuna Zyoiti 
Tamagawa Tsuneo 
Tsuji Masatsugu 
Kunugui Kinjiro 
Shóda Kenjiró 
Shono Shigekata 
Furuya Shigeru 
Kose Tairoku 
Honda Taira 
Honda Namio 


| as Ж 
| 


| SEIER 
| 字 深 弘文 


Motoo Minoru 
Homma Tatsuo 
Homma Tsuruchiyo 
Motohashi Yoichi 
Ishikawa Hiroshi 
Isii Keiiti 

Ishida Makoto 
Ishida Yasushi 
Isizu Takehiko 
Ishibashi Yoshihiro 
Kato Mitsuyoshi 
Kató Heizaemon 
Kato Tosio 


| 部 


Tanaka Yosizane 
Tanaka Chüji 
Tanaka Hiroshi 
Tanaka Shunichi 
Tanaka Minoru 
Tanabe Hiroki 
Tamura Itiro 
Tamura Jiró 
Tamura Ryoji 
Kitagawa Tosio 
Urabe Minoru 


/ 部 
Yano Shigeki 
Yano Kentar6 
Shirai Toshiaki 
Siraisi Sadeo 


Shirota Taira 
Sirao Tunekiti 


六 o8 
、 部 


Eguchi Masaaki 
Ikeda Masatoshi 
Ikeda Nobuyuki 
Ikehara Shikao 
Ikeno Nobuichi 
Ikebe Teruo 
Udagawa Kanehisa 
Uzawa Hirofumi 
Uno Toshio 

Morita Tunenao 
Moriya Mikao 
Yoneyama Kunizo 
Yoneda Nobuo 
Anzai Hirotada 
Yasuura Kamenosuke 
Yasuhara Mitsuru 
Abe Makoto 


会 田 安 明 
BARF 
РИ 
竹内 正治 


BG 
ERER 


Azima Naonobu 
Adati Tyuzi 


Ando Shoichi 
HE 
Terazawa Kan'iti 
Terasaka Hidetaka 
Yoshikawa Jitsuo 
Yoshikawa Atsushi 
Yoshida Masao 
Yosida Mituyosi 
Yosida Yaiti 
Yosida Kósaku 
Yoshie Takuji 
Yoshizawa Taro 
Yoshizawa Hisaaki 
Yosiya Ryuiti 
Yoshihara Ken-ichi 
Nishi Mieo 
Nishiuchi Sadakichi 
Nisio Makiko 
Nishimura Toshio 
Nishimiya Han 
Nishijima Kazuhiko 
Shiba Kamekichi 
Arima Yoriyuki 


7 部 
Aida Yasuaki 
Nagura Shohei 
Takenoucht Osamu 
‘Takeuchi Masaharu 
Takeuti Gaisi 
Takeuchi Kei 
Takenouchi Tanzo 
Takeno Hyüitiró 
Takesaki Masamichi 
lbuki Kimio 
Thara Yasutaka 
Inó Tadataka 
Iri Masao 
Ise Mikio 
Iseki Kanesiroo 
Ito Noboru 
Itó Teiiti 
10 Kiyosi 
1tó Seizó 
Husimi Kozi 


t E 

、 部 
Sawada Katur6 

一 部 
Tatsuuma Nobuhiko 


Shimura Goro ¢ 


日 文人 名 罗马 拼音 对 照 表 


Shiga K6ji 
Sakamoto Reiko 
Sakamoto Koichi 
Sakata Shóichi 
Seki Setsuya 
Orihara Masae 
Hanai Sitiro 
Murakami Shingo 
Murasugi Kunio 
Sugiyama Shohei 
Sugiura Mitsuo 


| 部 
Kodama Yukihiro 
4 部 


Taniyama Yutaka 
Tanimura Masayoshi 
Kakutani Shizuo 
Saku Takeo 
Sasaki Shigeo 
Sasaki Tatudiro 
Satake Ichiró 
Sato Ryoichiro 
Sato Tunezb 

Sato Mikio 

Sató Tokui 
Kondo Kazuo 
Kondo Jiro 
Kondó Kóiti 
Kondó Motokitt 


A ü 
、 部 


Kawaguchi Akitsugu 
Kawata Tatsuo 
Kawada Yukiyosi 
Kawai Takahiro 
Kóno Isaburó 
Hodozi Yosi 


= $ 


Takeda Gyo 
Taketani Mitsuo 
Iyanaga Shókichi 
Tsuboi Chuji 
Azumaya Gord 
Amemiya Ichiro 
Wakabayashi Isao 
Hayashi Kazumichi 
Hayashi Chikio 
Hayashi Keiichi 
Hayashi Tsuruichi 
Matsushita Shin-ichi 
Matuyama Noboru 


1801 


1802 — 数学 百科 辞典 


FRA BE 
HEER 
松本 英 也 
松本 和 大 
HARE 
MERZ 
МЕТЕ 
pn 
BIRK 
ESA 
检 村 英之 
ГЕТЕ 


р 


津 村 善 郎 


Matunaga Yosisuke mer 
Matsumoto Yukio | нан 
Matsumoto Hideya I 
Matsumoto Kazuo | 
Matsumoto Toshizó $ 
Matsumoto Kikuji | KIER 
Matuda Tizuko le x+ 
Matsuda Michihiko EE VE 


Matuzaka Kazuo | 
Matsusaka Teruhisa ! 
Matsumura Hideyuki 

Matsushima Yozó 


| 部 | 


Okamoto Kiyosato EE 
Okada Yoshitomo | Em 
Okamura Hiroshi ABRE 


Okano Hatsuo 
Oka Kiyoshi 

Nagata Jun-iti 
Hasegawa Hirosi 
Naganuma Hidehisa 
Kunita Hiroshi 
Kunisawa Kiyonori 
Kunieda Motoji 
Kishi Masanori 
Iwasawa Kenkichi 
Iwamura Tsurane 
Iwahori Nagayoshi 
Iwano Masahiro 


2 部 
Hattori Akira 
Makinouchi Saburo 


Wada Hiroshi 
Wada Junzo | KERK 
Wada Yasusi i 

ла аш ж 

. 部 | 栗田 m 
Sunouchi Gen-ichird | RS 
Tumura Yoshio | £e 
Asano Keizó BO ш 
Muroga Saburo pied 
Maeda Fumitomo яна 
Maehara Shoji | tried 

— $8 imm 学 
Tokebe Katahiro | eee 
Joh Kenzo il 
Aramata Hideo 
Araki Huzihiro 柴田 宽 
Araki Toshima зана 
Araki Shord 
Tugue Tosiyuki 
Kashiwara Masaki AHER 


Nagumo Jin-ichi 
Nagumo Mitio 


4 部 
Akizuki Yasuo 
Izumi Shin-ichi 
Kino Akiko 
Goto Motinori 


t а 
、 部 


Ura Taro 
Sakai Eiichi 
Hamada Yüsaku 
Miyagawa Matsuo 
Miyata Takehiko 
Miyadera Isao 
Miyazawa Hironari 
Miyatake Osamu 
Miyaoka Yoichi 
Takagi Teiji 
Takada Masaru 
Kómura Yukio 
Takahara Yositane 
Takano Kinsaku 
Takasu Satoru 
Takasu Tsurusaburó 
Takahashi Motoo 
Takahashi Reiji 
Takahasi Yositokt 
Takahashi Shuichi 
Takahashi Hidetoshi 
Takahashi Koichi 
Takahashi Takehito 
‘Takahashi Iwaro 
一 部 
Kuwagaki Akira 
Kurita Minoru 
Hasumi Morisuke 
Ogino Shusaku 
Sakurai Akira 
Umezawa Toshio 
Umezawa Hiroomi 
Umemura Yasuo 
Umegaki Hisaharu 
Harada Manabu 
Harada Koichiro 
Hara Kékichi 


| 部 
Shibata Hiroshi 
Shibagaki Wasao 

7 部 


Kuranishi Masatake 


AIER 
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能 代 清 
Mak Ж 
岛 内 出 一 
BEHAR 
[n 


淡 中 忠 郎 
RE BAG 


清水 友 次 郎 


清水 英 男 
kaz 
Wee 
RERE 
W —М 
MES 
Ж 


Sai 
MERZ 
描 谷 宗 一 
IER 
营 原 正 博 
LIS 


uus 
Isi =. 


黑 须 康之 介 


"a K 
PAG 


fa 10868) 


жеши] 
fuk E 
等 原 乾 吉 
LLL 


Kuranishi Masatsugu 
Kuramochi Zenjiro 
Noshiro Kiyoshi 
Wakimoto Minoru 
Simauti Takakazu 
Shimada Nobuo 
Hatakeyama Yoji 


+ ж 

、 部 
Tannaka Tadao 
Fukamiya Masanori 
Shimizu Tatsujiró 
Shimizu Hideo 
Shimizu Yoshiyuki 
Sibuya Masaaki 
Sibuya Yasutaka 
Huti Kazuhiro 
Saitó Masahiko 
Saito Tosiya 


— 8 
Horikawa Eiji 
Hotta Ryoshi 
Kakeya Sòichi 
Sugawara Masao 
Sugawara Masahiro 
Kikuchi Dairoku 


| 部 
Kuroda Tadashi 
Kuroda Shige-Toshi 
Kuroda Sigekatu 
Kurokawa Ryuzo 
Kurosu Kónosuke 
Noguchi Hiroshi 
Nomizu Katsumi 


⁄ 部 
Kameda Toyojiró 
Kametani Shunji 
Ugaheri Tadashi 
Kasahara Kenkiti 
Inose Hiroshi 


十 二 画 
、 部 


Watanabe Shigeru 
Watanabe Shinzo 
atanabe Yoshikatsu 
Watanabe Takeshi 
Watari Chinami 
Yukawa Hideki 
Tomiyama Jun 


| HRA 
| 洲 姻 茂 


日 文人 名 罗马 拼 对 照 表 


Tomita Minoru 


— 8 
Tatsumi Tomomasa 
Kiyasu Zen'ichi 
Tomonaga Sin-itiró 
Hagihara Yusuke 
Moriguti Sigeiti 
Morimoto Akihiko 
Morimoto Hiroko 
Morita Kiiti 
Mori Mitsuya 
Morimura Hidenori 
Mori Akira 
Mori Shin'ichi 
Mori Shinziro 
Morishima Tard 


2 部 


Titaka Shigeru 
lizuka Kenzo 
Okugawa Kótaro 
Okuno Haruo 


+= а 
、 部 


Takizawa Seizi 
Mizohata Sigeru 
Shintani Takuro 
Hukuda Nobuyukt 
Hukuda Hiroshi 
Hukuhara Masuo 
Hukuba Yo 


— ж 


Tóyama Hiraku 
Tóki Yukinari 
Endo Tosisada 
Endo Shizuo 
Shioda Tetsuji 
Hasuike Ryotaro 
Kusunoki Yukio 


| 部 


Sono Masazó 


2 部 


Suzuki Takeji 
Suzuki Michio 
Suzuki Keishin 
Suzuki Yoshindo 


1808 


1804 数学 百科 辞典 


树 下 真一 


Tm 
8 


Kubota Tadahiko 


= 8 
Masuyama Motosaburo 
Sakai Shóichiró 
Shizuta Yasushi 
Enomoto Hikoe 


| 部 
Seki Takakazu 
235 


Kumano-go Hitoshi 
Kumahara Keisaku 
Inagaki Takeshi 
Inaba Eizi 

十 五 а 

一 部 
Yokoyama Tamotsu 

+ 

— % 
Kinoshita Shin'ichi 


ОЕТ 
藤原 大 博 

MERHER 
| =a 


| кай 


Hashizume Michihiko 
Hasimoto Hideneri 


十 七 画 
、 部 


Tatuzawa Tikao 


十 八 画 


— 8$ 
Namba Kanji 
Fujikawa Yoichiro 
Fujimoto Hirotaka 
Fujita Hiroshi 
Huzita Sadasuke 
Fujisawa Rikitard 
Fujiwara Daisuke 
Fujiwara Matsusaburd 
Fujisaki Genjiro 


tA 


2 部 
Kanitani Јӧуб 


